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Rys. 1. Schemat JoswiJdczeniJ D:l\'issona i Germera. Elektrony emitowane

z termokatody I przechodzily przez uklad diafragm 2 formujac wiazke

pierwotna. Wiazka ta padala na powierzchnie krysztalu niklu . Krys~tal

mógl byc obracany wokól osi prostopadlej do •. roboczej" powierzchni.

Wiazka ugieta mogla trafic do kolektora posiadajacego podwójne,
izolowane od "iebie elektrycznie scianki. Miedzy scianki kolektora przylozono

hamujaca elektrony róznice potencjalów, dzieki czemu do wnetrza

kolektora nie dochodzily elektrony emisji wtórnej. Kolektor mógl byc

obracany wokól osi równoleglej do "roboczej" powierzchni krysztalu

i przechodzacej przez miejsce padania wiazki pierwotnej na te powierzchnie.

Dzieki skojarzeniu ruchów krysztalu i kolektora mozna bylo kolejno

wprowadzac do kolektora wszystkie wiazki ugiete "do tylu". Wi~zki ugiete
"do przodu" byly pochlaniane wewnatrz krysztalu. Cale urzadzenie

umieszczone bylo w wysokiej prózni, co bylo niezbedne dla zapewnienia

czystosci badanej powierzchni i dla unikniecia zderzen elektronów
z czasteczkami p:azu.
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Zapewne Czytelnikom znana jest hipoteza de Broglie'a, ze dualizm
korpuskularno-falowy dotyczy nie tylko fotonów, ale W równej
mierze czastek materialnych. Jesli zatem sa doswiadczalne podstawy
dla przypisania fotonowi o energii E = hl' i pedu p danego zaleznoscia
(I), to nalezy, w mysl tej hipotezy, przypisac czastce materialnej
o pedzie p fale o dlugosci ;. zwiazanej z pedem czastki ta sama
zaleznoscia,
Hipoteza de Broglie'a nie zawierala wyjasnienia natury fali zwiazanej
z materialna czastka. Wyjasnienie takie wyniklo dopiero z rozwoju
mechaniki kwantowej operujacej pojeciem funkcji falowej. Funkcja
ta jest miara prawdopodobienstwa znalezienia opisywanej czastki
w danym elemencie przestrzeni. Korzystajac z równania (2) wiazacego
energie kinetyczna czastki i jej ped znajdziemy dla elektronu zaleznosc
(3) miedzy jego energia i dlugoscia odpowiadajacej mu fali
de Broglie'a. Z zaleznosci tej;' otrzymuje sie w metrach, jesli energia
wyrazona jest w elektronowoltach, Widac, ze dla energii wynoszacej
od kilkudziesieciu do kilkuset elektronowoltów dlugosc fali
de Broglie'a jest porównywalna z odlegloscia miedzy atomami
w krysztalach, równa dziesiatym czesciom nanometra, Wynika stad,
ze krysztal powinien byc dobra siatka dyfrakcyjna dla fal de Broglie'a
zwiazanych z elektronami o takich energiach, czyli z powolnymi
elektronami, jak je bedziemy dalej nazywac,
Pierwsze doswiadczenie z dyfrakcja powolnych elektronów wykonali
w 1927 roku Davisson i Germer. Wykryli oni caly szereg wiazek
ugietych i pokazali, ze ich obserwacje mozna zadowalajaco
wytlumaczyc na podstawie hipotezy de Broglie'a i zaleznosci (3).
Jedno z pierwszych w swiecie doswiadczen z dyfrakcja powolnych
elektronów wykonal w Polsce w 1928 roku Szczepan Szczeniowski,
poslugujac sie w tym celu krysztalem bizmutu.
Celem pierwszych doswiadczen z dyfrakcja powolnych elektronów
bylo sprawdzenie hipotezy de Broglie'a, Okazalo sie jednak, ze
doswiadczenia takie moga byc zródlem cennych, unikalnych
informacji o strukturze krystalicznej powierzchni krysztalów i ta
wlasnie mozliwosc zadecydowala o znaczeniu dyfrakcji powolnych
elektronów we wspólczesnej fizyce.

2. Co decyduje o kierunkach rozchodzenia SIe
wiazek ugietych?

Rys. 2. Ugl~..:iC' wiqzki c.::kktronÓ\\ 11:1 jc.::dnc.::j \\artS1\\ ie .Ilomów. Obie

wiazki, padajaca i ugieta, sa prostopadle do zaznaczonej liniami rodziny
rzedów atomów.

1

Powolne elektrony silnie oddzialywuja z materia tracac swa energie
w niesprezystych zderzeniach. Atomy polozone w glebi krysztalu nie
daja zatem wkladu do dyfrakcji powolnych elektronów, gdyz poddane
na nich dyfrakcji elektrony o energii zmniejszonej wskutek
niesprezystych zderzen nie daja sie wyodrebnic z tla tworzonego
przez elektrony emisji wtórnej (patrz rys. 2). Przyjmijmy zatem dla
uproszczenia rozwazan, ze dyfrakcja powolnych elektronów zachodzi
tylko na pierwszej warstwie atomów krysztalu i rozwazmy przypadek,

gdy wiazka pierwotna jest prostopadla do "roboczej" powierzchni
krysztalu. Sytuacja taka jest pokazana na rys. 2, gdzie schematycznie
narysowano dwie pierwsze warstwy atomów, Atomy pierwszej
warstwy tworza regularna, dwuwymiarowa strukture·



Rys . .5. Ugiecie wiazki pierwotnej tla dwóch pierwszych warstwach atomów.

Dla uproszczenia rachunków przyjeto, ze odleglosc miedzy rzedami atomów
w warstwie jest taka sama, jak odleglosc miedzy warstwami. Dla
wzmocnienia zaznaczonych na rysunku wiazek musza byc spelnione warunki

Rys. 4. Ugiecie wiazki pierwotnej na pier\\szej warstwie atomów pokazanej
w przekroju. Róznica LI dróg wiazek ugietych na sasiednich rzedach atomó w

zalezy od kata padania wiazki pierwotnej a>i od odleglosci a miedzy tymi
rzedami.

Wszystkie te atomy ukladaja sie w rodzine rzedów atomów i istnieje
dowolnie wiele takich rodzin, co widac na rys. 3.

Zauwazmy, ze fale de Broglie'a ugiete na róznych atomach danego
rzedu atomów w kierunku prostopadlym do tego rzedu maja zgodne
fazy, jesli tylko wiazka pierwotna jest równiez prostopadla do
rozwazanego rzedu atomów. W naszym przypadku fale ugiete na
wszystkich atomach danego rzedu wzmocnia sie w kazdym kierunku
prostopadlym do danego rzedu. Z wszystkich mozliwych takich
kierunków trzeba teraz wybrac te, dla których wzmocnia sie fale
ugiete na sasiednich rzedach. Z rys. 4 i ze wzoru (5) widac, ze
kierunki, dla których wzmacniaja sie wiazki ugiete na sasiednich,

a zatem i na wszystkich rzedach danej rodziny, istnieja zawsze, jesli
tylko odleglosc miedzy rzedami a jest wieksza od dlugosci fali A.

Z doswiadczenia Davissona i Germera wynikalo jednak, ze

poszczególne wiazki ugiete byly najintensywniejsze dla pewnych
energii elektronów, czyli dla pewnych A. Nasze dotychczasowe
rozwazania nie przewiduja takiego wyniku, poniewaz nie
uwzglednilismy udzialu w dyfrakcji atomów z warstwy drugiej
i warstw glebszych. Z zaleznosci (9) widac, ze wzmocnienie fal
ugietych na dwóch sasiednich warstwach atomów, a tym samym
i ugietych na calym krysztale, mozliwe jest tylko dla pewnych
dlugosci fal. Maksima natezenia wiazki ugietej wystepujace przy
spelnieniu warunków takiego typu jak warunek (9) sa w przypadku
dyfrakcji powolnych elektronów znacznie mniej ostre, niz w

przypadku dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego. Znaczy to, ze
udzial warstw glebszych w dyfrakcji powolnych elektronów nie moze
byc wprawdzie pominiety, ale jest stosunkowo maly.

Kazda rodzina rzedów atomów wytwarza wlasne wiazki ugiete.
Z symetrii przestrzennego rozkladu tych wiazek mozna wnosic
o sposobie ulozenia atomów na powierzchni, czyli o strukturze
krystalicznej tej powierzchni.

Wiazki ugiete otrzymywane przy dyfrakcji swiatla na dwuwymiarowej

siatce dyfrakcyjnej mozna latwo obserwowac patrzac wieczorem przez
tkanine parasola na odlegle, punktowe swiatlo. Obserwujemy wtedy
wiazki ugiete "do przodu", a nie "do tylu", jak to jest przy dyfrakcji
powolnych elektronów. Nie powoduje to jednak istotnej zmiany
w opisie zjawiska.

3. Czy drgania cieplne atomów nie przeszkadzaja
dyfrakcji?

W rozwazaniach prowadzonych w poprzednim rozdziale przyjelismy •
ze dyfrakcja zachodzi na atomach tworzacych. regularna strukture.

W rzeczywistosci atomy tworzace krysztal wykonuja drgania cieplne
i w temperaturze pokojowej typowa amplituda tych drgan stanowi
kilka procent odleglosci miedzy sasiednimi atomami. Siatka
dyfrakcyjna utworzona przez atomy krysztalu wydaje sie zatem
bardzo niedoskonala i mozna sie obawiac, ze wiazki ugiete otrzymane
przy jej uzyciu beda bardzo rozmyte. Obawy takie nie sa jednak
uzasadnione. Drgania cieplne atomów sa chaotyczne i srednie

w czasie wychylenie kazdego z atomów z jego polozenia równ9wagi
równa sie zeru. Jak pokazal Debye w ]9]4 roku, chaotyczne drgania
cieplne atomów prowadza tylko do zmniejszenia natezenia wiazek
ugietych, bez ich przestrzennego rozmycia (Debye pokazal to dla
dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego, ale wynik ten jest
oczywiscie wazny dla kazdej dyfrakcji). Amplituda drgan cieplnych
rosnie wraz z temperatura krysztalu, zatem natezenie wiazek ugietych
maleje przy wzroscie temperatury. Zaleznosc ta przedstawiona jest
równaniem (10), gdzie T jest temperatura krysztalu, zas a - stala,
zalezna od tak zwanej temperatury Debye'a (charakterystycznej dla
kazdego materialu wielkosci, zwiazanej z jego wlasnosciami
cieplnymi).
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gdzie n= 1,2,3, m= 1,2,3, .

l·

d = asina>

Wzmocnienie rozwazanych wiazek nastapi wtedy. gdy róznica ich dróg
bedzie calkowita wielokrotnoscia dlugosci fali.

Rys. 3. Przyklady róznych rodzin rzedów atomów dla dwuwymiaro"ej
struktury krystalicznej.

.d = asinq; = ,,).

2mAa-m2).2 n2,V

--~- =Q2

d' = a+acos'l' = mA

,1= asina> = nA

sin2tp = n2 ••\1a'

Przyrównujac prawe strony równan (7) otrzymujemy zaleznosc

Po przeksztalceniach algebraicznych i trygonometrycznych równania (6)
przyjmuja postac

sin'a> = :!:mA4- m'A'a' --

skad

A _ 2ma
- m2+n2

[ = [oe-aT
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Rys. 7. Obraz dyfrakcyjny dla sciany krysztalu niklu z atomami ulozonymi

w siec prostokatna. Krzyzykami zaznaczono plamki obserwowane przy

dyfrakcji powolnych elektronów na czystej powierzchni, a trójkatami­

plamki dodatkowe, pojawiajace sie przy adsorpcji siarki. Rozmiary obrazu

ograniczone sa wymiarami ekranu luminescencyjnego, male kólko w srodku

obrazu przedstawia otwór w ekranie, przez który przechodzi pierwotna

wiazka elektronów.

Rozwiazanie zadania F lU.
\\'oda. podobnie jak inne ciecze, jest bardzo

malo scbliwa. \Vskutek bezwladnosci wody,

jej powierzchnia nie zdazy uniesc sie w góre
w czasie przebiegu malego. szybkiego

poci'iku. Nastapi wiec zmniejszenie objetosci

wody wzdluz toru pocisku, co wywola

powstanie na chwile bardzo wysokiego

cisnienia. Cisnienie to przekazane przez
reszte wody na scianki skrzynki rozerwie

ja na kawalki.

Urzadzenie Davissona i Gernlera ma juz dzisiaj tylko wartosc

historyczna. Jego podstawowa wada byl brak mozliwosci obserwacji
wszystkich wiazek ugietych. Od ponad dwudziestu lat uzywane sa
dyfraktografy wykorzystujace w swej konstrukcji idee sformulowana
przez Ehrenberga w 1934 roku. Zasada dzialania takiego
dyfraktografu przedstawiona jest na rys. 6. Obraz dyfrakcyjny moze
tu byc obserwowany i fotografowany, mozna takze, przy uzyciu
odpowiedniego fotometru, dokonywac pomiaru jasnosci

poszczególnych plamek i badac zaleznosc tej jasnosci od energii
elektronów, od kata ich padania na powierzchnie krysztalu i od
temperatury krysztalu.

5. Co dotad odkryto przy pomocy dyfrakcji
powolnych elektronów?

4. Jak jest zbudowany wspólczesny dyfraktograf
dla powolnych elektronów?

w ciagu ostatnich dwudziestu kilku lat na calym swiecie wykonano
i opublikowano tysiace prac wykorzystujacych dyfrakcje powolnych
elektronów do badania powierzchni krysztalów. Ich szczególowe
przedstawienie, a nawet w miare pelne wyliczenie poruszanych
w nich problemów nie jest mozliwe w krótkim artykule. Dlatego
ponizsze omówienie nie bedzie oczywiscie pelne, powinno ono jedynie
dac czytelnikowi pewne wyobrazenie o kierunkach prowadzonych
badan.

a) Struktura czystych powierzchnI krysztalów.
Metody badanilt struktury wnetrza krysztalów oparte na
wykorzystaniu dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego sa dzis
bardzo rozwiniete i wiedza o tej strukturze jest dosc pelna. Metody
te, ze wzgledu na slabe oddzialywanie promieniowania
rentgenowskiego z materia, nie pozwalaja badac struktury powierzchni
krysztalu. Dyfrakcja powolnych elektronów pozwolila stwierdzic, ze
dla szeregu krysztalów, zwlaszcza krysztalów metali, atomy na
powierzchni ulozone sa tak samo, jak na plaszczyznie równoleglej
do tej powierzchni i znajdujacej sie wewnatrz krysztalu. Wynik ten
nie byl oczywisty, gdyz liczba najblizszych sasiadów atomu na
powierzchni jest mniejsza od takiej liczby dla atomu wewnatrz
i rozmieszczenie tych sasiadów jest asymetryczne (nie ma ich na
zewnatrz krysztalu). Sily wiazania atomu na powierzchni sa zatem
inne, co powinno prowadzic do utworzenia na powierzchni struktury
odmiennej niz wewnatrz. Tymczasem w wielu wypadkach obserwuje
sie jedynie kilkuprocentowa zmiane odleglosci miedzy atomami
w kierunku prostopadlym do powierzchni.
Dla wielu innych krysztalów (zwlaszcza dla pólprzewodników, ale
takze i dla pewnych metali) stwierdzono rekonstrukcje powierzchni,
polegajaca na skomplikowanym przemieszczeniu atomów
powierzchniowych zarówno w plaszczyznie powierzchni jak i w
kierunku do niej prostopadlym. W wielu przypadkach (na przyklad
dla krysztalu krzemu) brakuje dotad w naukowej literaturze
zgodnosci co do struktury zrekonstruowanej powierzchni. Badania
rekonstrukcji powierzchni sa bardzo przydatne dla rozwoju teorii
wiazan krystalicznych.

b) Struktura warstw adsorpcyjnych.
Adsorpcja obcych atomów na czystej i dobrze uporzadkowanej
powierzchni krysztalu prowadzi bardzo czesto do utworzenia
uporzadkowanej struktury atomów adsorbatu. W obrazie
dyfrakcyjnym pojawiaja sie wtedy nowe plamki oraz zmienia sie
natezenie plamek "starych". Na przyklad, przy adsorpcji siarki na
jednej ze scian krysztalu niklu, na której atomy tworza prostokatna
siec krystaliczna, w obrazie dyfrakcyjnym juz przy malych pokryciach
powierzchni adsorbatem pojawiaja sie dodatkowe plamki, zaznaczone
na rys. 7 trójkatami.

+

+

o

r
Rys. 6. Zasada dzialania WSpólclcsnego dyfraktografu. Wiazka elektronów

pierwotnych wytworzona w specjalnej wyrzutni elektronów pada na

powierzchnie krysztalu umieszczonego w srodku krzywizny ukladu dwóch

koncentrycznych, sferycznych, metalowych siatek S 1 i S 2 i sferycznego
ekranu luminescencyjnego E. Eleki...rony emisji wtórnej i wiazki ugiete. 2

trafiaja miedzy siatkami na hamujace pole elektryczne dobrane w taki

sposób, aby przed siatka S, eleklrony emisji wtórnej (2b) zostaly zawrócone.

Elektrony z wiazek ugietych (2a) przechodza przez siatke S, i sa

przyspieszane wysokim dodatnim napieciem w kierunku ekranu

luminescencyjnego E. Na ekranie tym kazda wiazka tworzy jasna plamke P,
a plaltlki te ukladaja sie w obraz dyfrakcyjny. Obraz ten jest ogladany
prz.ez wziernik W dylraktografu.
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Czesc II. ~lodel oscylatorowy

Doc. dr Jerzy GINTER

Oddzialywanie promieniowania
elektromagnetycznego z materia

(I)

1. Oscylat'lr ",w:>bO'hy.
Dobrze.znanym przykladem oscylatora harmonicznego jest wahadlo. (Innym przykladem moze
byc kulka zawieszona na sprezynie). Wiadomo, ze dla malych wychylen pozioma sila F
dzialajaca na kulk ••wahadla jest proporcjonalna do wychylenia z polozenia równowagi x:

F= -kx.

W poprzednim artykule z tego cyklu omówilismy podstawowe doswiadczalne zaleznosci
pomiedzy zjawiskami absorpcji, emisji i zalamania promieniowania elektromagnetycznego.
Aby chociaz jakosciowo zrozumiec omawiane zagadnienia, musimy dokonac teraz dluzszej
dygresji - przypomniec i rozszerzyc wiadomosci, dotyczace ukladów poruszajacych sie
harmonicznym ruchem drgajacym, czyli tzw. "oscylatorów harmonicznych".

Jezeli na kulke wahadla nie dziala w kierunku poziomym zadna inna sila, II zasada dynamiki
prowadzi do równania

ma = -kx. (2)

4\1
Przypomnijmy, ze przyspieszenie jest druga pochodna wychylenia wzgledem czasu

d2xa=--.
dt2
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Ruch oscylatora okresla wiec równanie

d2x
In ,.,-

dt2 = -kx.

Wiadomo, ze rozwiazania tego równania odpowiadaja zaleznosci periodycznej

x = Asinwot.

(3)

(4)

-mk m(\
= mI< . (m

('0-";-0)
S(mn) = 9
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I·k Je
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Latwo to sprawdzic przez podstawienie, pamietajac, ze dx2 (sinax) = -a2sinax. Ajest wielkoscia

dowolna, zwana amplituda ruchu. Czestosc kolowa Wo jest okreslona wzorem (T oznacza okres
drgan):

wo=m ~ = VI· (5)

Przypadek ruchu bez zadnych sil dodatkowych nazywamy przypadkiem oscylatora
swobodnego.

2. Oscylator wymuszony.
Nas jednak bedzie interesowac przypadek bardziej zlozony: kiedy na oscylator dziala jeszcze
sila "zewnetrzna", periodycznie zalezna od czasu

F = Fosinwt. (6)

J

Czestosc kolowa (J) tej sily jest na ogól rózna od czestosci drgan wlasnych Wo. Przykladem
realizacji takiego ukladu moze byc wahadlo z kulka stalowa, pobudzane do drgan
elektromagnesem, zasilanym pradem przemiennym (rys. 1).
II zasada dynamiki prowadzi teraz do równania

d2x
ma = m-- = -kx+Fosinwt.

dt2

Mozna przypuszczac, ze ruch pod wplywem sily periodycznie zmiennej o czestosci lU bedzie
ruchem periodycznym z ta wlasnie czestoscia (rózna od czestosci wlasnej (1)0)'

Zaleznosc x od t ma wiec postac

(7)

rys. I x = Asinwt. (8)

&



Sprawdzmy, ze wyrazenie (8) jest rozwiazaniem równania (7). Podstawiajac (8) do (7)
uzyskujemy

m(-wZ)Asinwt = -kAsinwt+Fosinwt.

Przenoszac wyrazy zawierajace A na lewa strone i dzielac obie strony przez msinwt (która to
wielkosc na ogól rózna jest od zera), dostajemy

(9)

rys. 2. Przebieg zaleznosci wychylenia od

czasu zgodnie z wzorem (12)

( k ) Fo
__ wz A = -. (10)m m

Mozemy teraz juz wyznaczyc A, które nie jest dowolne, ale jednoznacznie wyznaczone przez
k

czestosc i stale wystepujace w równaniu. Zauwazmy przy tym, ze - = w5, zgodnie
m

z wyrazeniem (5). Mamy wiec (dla w i= wo)

Fo
A = --.--­

m(w5-wZ)

i ostatecznie zaleznosc wychylenia od czasu

(II)

(12)

rys. 3

a...

;(
~

b.-I
l

o,) )

rys. 4. Schematycznie przed~tawjony przebieg

wspólczynnika zalamania (a) i absorpcji (bl
jako funkcji czestosci.

Fo .
x = z smwt.

m(wo-wZ)

Musimy teraz przedyskutowac uzyskany wynik. Wykres zaleznosci A od w przedstawia rysunek 2.
F.

Widac, ze dla bardzo malych czestosci (w ....•O) amplituda A dazy do wartosci A = --;-.mwo

W zakresie pomiedzy zerem a Wo amplituda jako funkcja czestosci rosnie. Wazne jest jednak,
ze dla okreslonego w jej wartosc jest ustalona. Poniewaz w naszych rozwazaniach nie

uwzglednilismy zjawiska rozpraszania energii, oznacza to, ze po ustaleniu sie drgan (czyli poza
krótkim okresem poczatkowym) energia srednio nie jest do ukladu dostarczana ani od niego
odbierana.

Dla czestosci kolowej w równej czestosci wlasnej ukladu Wo wzór (II) nie' daje okreslonej
wartosci A, bo mianownik znika. Jest to przypadek scislego rezonansu. Rozwiazanie (8) nie
opisuje prawidlowo zachodzacych procesów. Naprawde dla scislego rezonansu mielibysmy do
czynienia z ruchem z amplituda rosnaca, a nie ustalona (jak przy rozhustywaniu hustawki).
Mamy wiec do czynienia z pobieraniem energii przez oscylator od zrópla sily Periodycznej
(absorpcja e~rgii).
Dla w > Wo obserwujemy wynik dosc dziwny - drganie zmienia faze. Poniewaz A jest mniejsze
od zera, wychylenie ma zwrot przeciwny w stosunku do dzialajacej sily. Latwo stwierdzic, ze
jest to prawda. Trzeba miec tylko pileczke (albo dowolny inny ciezarek) na gumce (rys. 3). Przy
poruszaniu reka z czestoscia mniejsza od czestosci wlasnej pileczka wychyla sie zgodnie ze
zwrotem ruchów reki. Dla pobudzenia z czestoscia wieksza od rezonansowej jest odwrotnie.
Dla w -+ 00 amplituda dazy do zera.

3. Oscylatorowy model absorpcji, emisji i zalamania promieniowania
elektromagnetycznego.

Rys. 4 przedstawia schematyczna zaleznosc wspólczynnika zalamania substancji materialnej od
czestosci promieniowania elektromagnetycznego. Jest to po prostu przedrukowany rysunek 4
z pierwszej czesci artykulu. Porównanie z rysunkiem 2. przedstawiajacym zaleznosc amplitudy
oscylatora harmonicznego od czestosci sily pobudzajacej wskazuje na uderzajace podobienstwo
obu tych wykresów. Nasuwa sie wiec nastep\ljaca hipoteza: byc moze w cialach materialnych
istnieja jakies "mikrooscylatory" harmoniczne. Musza one wystepowac w gazie atomowym - np.
w parach sodu. W tym przypadku najprawdopodobniej sa nimi same atomy. Musza takze
wystepowac w cieczach i w cialach stalych - takich jak na przyklad omawiany poprzednio
fluorek litu. Ponadto "poszczególne czesci" tych oscylatorów musza miec ladunek elektryczny,
bo moze je pobudzac do drgan fala elektromagnetyczna. Spróbujmy naszkicowac teraz, jak
w tym modelu "mikrooscylatorów" mozna byloby opisac absorpcje, emisje i zalamanie
promieniowania.

4. Pochlanianie.

Zgodnie z naszym zalozeniem w osrodku materialnym istnieja "mikrooscylatory" o okreslonych
czestosciach wlasnych - pewnych wartosciach Wo. Fala elektromagnetyczna moze pobudzac je do
drgan. Jezeli w i= Wo, to nie zachodzi absorpcja energii (por. rozwazania w punkcie 2 tego
artykulu). Absorpcja energii zachodzi natomiast dla scislego rezonansu, czyli w = Wo. W
rzeczywistosci bardzo czesto mamy do czynienia z oddzialywaniem pola elektrycznego fali na
naladowane "czesci mikrooscylatorów" zgodnie ze wzorem F = qR Mozliwe jest jednak takze
oddzialywanie z polem magnetycznym fali.

Warto przy tym zwrócic uwage, ze na ogól temperatura ciala absorbujacego wzrasta. Musi wiec
istniec jakis sposób zamiany energii drgan "mikrooscylatorów" ciala na energie termiczna.
Procesów tych jednak nie bedziemy dokladniej omawiac.

7
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. a+b+c
Oznaczajac p = --2-- mam}

h.==2S=}y'.a a

= y'p(p-a) y (a+b-c)(a+c-b) =

.I--ya'-(b-C)' ;--= t p(p-a) -- - ,." p(p-a)a'

i analogicznie h.,., YP(P-b).hc '" Vp(P-c).
przy czym równoSci zachodza gdy
odpo,,"jednio b = c, a = c, a = b.
Mamy stad

h;+h~+h:'" p(p-a)+p(p-b)+p(p-c)= P'.
pr7Y czym równosc zachodzi tylko' dla
trójkata równoboc7.nego.

5. Emisja.
Jezeli w naszych mikrooscylatorach ladunek ujemny moze sie przesuwac ruchem drgajacym
wzgledem dodatniego, to taki uklad moze wysylac promieniowanie elektromagnetyczne. Jest to
zjawisko podobne do wysylania fali elektromagnetycznej przez antene radiowa, w której
poruszaja sie ujemne elektrony wzgledem dodatnich jonów metalu. Emitowana fala ma czestosc
równa czestosci drgan wlasnych "mikrooscylatorów". Dlatego zjawisko pochlaniania i emisji
zachodzi dla tych samych czestosci.
Aby "mikrooscylatory" zaczely drgac, trzeba im dostarczyc energie. Jest to mozliwe na wicie
sposobów. Oto niektóre przyklady:

a) Zderzenia "mikrooscylatorów" ze soba. Na tej zasadzie pobudzane sa do drgan atomy sodLI
w palniku.

b) Zderzenia "mikrooscylatorów" z elektronami. Tak powstaje swiecenie atomów gazu
w wyladowaniu jarzeniowym (w neonówce, w lampie sodowej).
c) Pobudzenie do swiecenia przez fale elektromagnetyczna. Zjawisko takiego swiecenia ­

równoczesne z procesem absorpcji - pojawia sie np. przy oswietleniu chlodnych (nieswiecacych)
par sodu swiatlem o odpowiedniej czestosci. Nazywamy je "fluorescencja rezonansowa".

rys. 5. Zaleznosc wspólczynnika zalamania

od dlugosci fali dla krysztalu fluorku litu
(UF). Dla porównania dorysowano
zaleznosci wspólczynnika zalamania od

dlugosci fali dla szkla i wody w zakresie
widzialnym.

f
f,

Ol.La'
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6. Zalamanie.
Przypadek zalamania omówic najtrudniej, bo wymagaloby to rozwiazania równan Maxwella dla

fali rozchodzacej sie w osrodku materialnym. Pozostaniemy wiec przy kilku najprostszych
uwagach:

Osrodek materialny tym rózni sie od prózni, ze przychodzaca fal;t elektromagnetyczna moze
w nim wywolac prady elektryczne, polegajace na ruchu ladunków "mikrooscylatorów". Jezeli
czestosc fali rózni sie od czestosci wlasnej, czyli nie sa spelnione warunki rezonansu, amplituda
drgan po krótkim okresie wstepnym ustala sie - nie ma wiec zjawiska absorpcji. Fakt powstania
drgan ladunków przejawia sie jednak jako istnienie róznego od jednosci wspólczynnika
zalamania osrodka materialnego. Wtedy, kiedy wzbudzone drgania sa slabe, wspólczynnik
zalamania jest stosunkowo niewiele rózny od jednosci. Kiedy drgania sa duze i zgodne w fazie.
z polem elektrycznym fali - czyli na przyklad dla czestosci niewiele nizszej od czestosci
rezonansowej - wspólczynnik zalamania staje sie bardzo duzy (dla LiF obserwowana byla np.
wartosc 11 = 4,5 - mówilismy juz o tym poprzednio). Kiedy drgania sa silne, ale zachodza
w przeciwfazie z polem wspólczynnik zalamania moze stac sie znacznie mniejszy od jednosci

ofOO (dla LiF obserwowano wartosc 11 = 0,2) .

Stosunkowo proste pojeciowo rachunki pokazuja na bardzo dobra zgodnosc "oscylatorowego
modelu" substancji z eksperymentem. Polegaja one po prostu na obliczeniu, jak rozchodzi sie
fala elektromagnetyczna w osrodku, w którym istnieja "mikrooscylatory" , których ruch
opisuje wzór (12). Przeprowadzenie ich wymaga jednak wiadomosci - zarówno z fizyki, jak
i z matematyki - znacznie przekraczajacych zakres szkolny.

7. Podsumowanie.

Z tego co powiedzielismy powyzej widac, ze "oscylatorowy model" zadziwiajaco dobrze opisuje
9ddzialywanie promieniowania elektromagnetycznego z materia. Powstaje jednak natychmiast
pytanie: co to sa te "mikrooscylatory"? Jaka jest ich fizyczna natura? Do tych spraw
przejdziemy w nastepnej czesci cyklu.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Mechaniki

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca 11+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego

zadania (kazde na oddzielnej kartce); mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do O, l. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania4-3· -------------- _
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów je3t zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9fl981.
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Zadania nr 19, 20, 21

Termin nadsylania rozwiaza1'1: do 31.VII.1982

19. Wyznaczyc wszystkie liczby rzeczywiste x, dla których jest spelniona nierównosc

sin(cosx) < cos(sinx).

20. Sciany 2n-scianu wypuklego opisanego na kuli pomalowano na czerwono i zielono tak, by
sasiednie sciany byly róznych kolorów. Czy czerwonych scian musi byc tyle samo, co zielonych?
Czy pola powierzchni: czerwonej i zielonej musza byc równe?

21. Kazda funkcja rózniczkowalna ma pochodna ciagla (! ?) Wskazac blad w ponizszym
rozumowaniu: Niech f bedzie funkcja rózniczkowalna. Piszac

f(x+h)-f(x) -f'(x)
E = . h

widzimy, zef(x+h) = f(x) + hf'(x) +hE, gdzie E -+ O przy h -+ O. Podstawiajac tu kolejno:
(1) x = O, h = 2t, (2) x = O, h = t, (3) x = h = t, otrzymujemy uklad równosci

f(2t) = f(O) + 2tf'(0) + 2U" El -+ O przy t -+ O,

f(t) = f(O)+ tf'(O)+ tE2, E2 -+ Oprzy t -+ O,

f(2t) = f(t)+ tf'(t)+ te" e, -+ O przy t -+ O,

z którego mozemy wyznaczycf'(t):

f(2t)-f(t)
f'(t) = ----- e3 =f'(0)+2e,-E2-e3'

t

Ostatnie wyrazenie dazy do 1'(0), gdy t -+ O, a wiec funkcja f' jest ciagla w punkcie O.

Rozwiazania zadan z numeru 11/81

7. Odpowiedz jest twierdzaca: lim f(x) = O. Dowód: Przypuscmy, ze tak nie jest. Wówczas,
x--+o+

z uwagi na ciaglosc f, w dowolnie malym prawostronnym otoczeniu zera lezy' przedzial, na
którym Ifl > e > O. Okreslmy ciag takich przedzialów
lo, I" 12, ... , h = <ak, bk), wybierajac lo dowolnie, a dalej zadajac, by

( bk_l-ak_l)h c O, 2 oraz

ak a4_' +bk_l->-----
bk 2bk_1

Klub 44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Prosty rachunek pokazuje, ze wówczas róznica liczb bk_1 /bk i ak_I/ak jest wieksza od I; mozna
zatem miedzy te liczby wstawic liczbe naturalna mk. Mamy wiec ak_l < mkak, bk_l > mkbk

(k = 1,2, ... ). Oznaczmy: nk = mI m2 ... mk, Jk = <nka4, nkbk). Z uzyskanych nierównosci
wynika, ze Jo ::> J, ::> J2 ::> ..•• Istnieje wiec punkt x E n Jk, czyli taki, ze x/nk E h (k = 1,2, ... ).
Zatem Jf(x/nk) J "" e, wbrew warunkowi zadania.

8. Niech K, L, M, N, P, Q oznaczaja odpowiednio srodki krawedo:i AB, CD, AC, BD, AD, BC
1

danego czworoscianu ABCD. Z relacji KMIIBCIILN, KM = - BC = LN, KNIIADIILM,2

1
KN = - AD = LM i z zalozenia AD = Be wynika, ze czworokat KMLN jest rombem, a wiec

2

jego przekatne KL i MN sa prostopadle i polowia sie. Takie same stwierdzenie dotyczy ­
analogicznie - par odcinków MN i PQ oraz PQ i KL. Stad teza.

9. Poniewaz OWCA"" 1023, a STADO';;; 98765, wiec n .;;; 96. Bedziemy szukac rozwiazan
z n "" 50. Jesli takie rozwiazanie istnieje, to literze O musi odpowiadac cyfra I. Wówczas iloczyn
no OWCA = STADO ~onczy sie cyfra I, zatem ostatnimi cyframi czynników musza byc 1 i 1
albo 9 i 9 albo 3 i 7. Ale A # I, skoro 0= 1. Pozostaja mozliwosci: A = 3, n = IOk+7, lub
A = 7, n = 10k+3, lub A = 9, n = 10k+9. Bierzemy teraz najwieksza mozliwa wartosc
n = 93; wtedy A = 7, STADO';;; 98761, stad OWCA = STADO:n';;; 1061, wiec W = O
i OWCA = IOC7; podstawiajac za C kolejne niezajete cyfry sprawdzamy, czy któras z nich daje
rozwiazanie zagadki. Okazuje sie, ze nie - bierzemy wiec n = 89 i postepujemy podobnie, i dalej,
dla n = 87,83,79,77, ... Pozostawiamy sprytowi Czytelników znalezienie takiej metody liczenia,
aby przebadanie wszystkich wartosci n > 50 zajelo nie wiecej, niz kwadrans zabawy
z kalkulatorem.

W przedziale 50.;;; n';;; 96 zagadka ma dwa rozwiazania: 63· 1567 = 98721 i 53- 1297 = 68741.
Odpowiedz: nmax = 63.
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Doc. dr Boleslaw GRABO WSKl

Kataklizmy

\ve Wszechswiecie (III)

Po omówieniu kataklizmów na skale ziemska i na skale Ukladu

Slonecznego, tym razem zajmiemy sie gwiazdami i galaktykami.

7. Gwiazdy aJ..t,,,nc Nazwijmy aktywnymi gwiazdy zmieniajace

jasnosc w sposób ostry, choc niekoniecznie gruboskalowy;
prawdopodobnie we wszystkich z nich dochodza do glosu -
choc w róznej skali - procesy wybuchowe. Sformulujmy
"konkurencje" pod nazwa gwaltownosc zmian, rozumiejac ja

jako przyrost jasnosci w jednostce czasu. Dobrymi "zawodnikami"
w tej konkurencji sa gwiazdy zmienne wybuchowe typu T Tauri
i U Geminorum; znacznie lepsze sa tzw. gwiazdy rozblyskowe,
prawdopodobnie zasilane tym samym mechanizmem, co rozblyski
naszego Slonca. Miara tamtejszych rozblysków jest jednak bez
porównania wieksza: w skrajnych przypadkach jasnosc gwiazdy
w ciagu 5-100 sekund rosnie o 5-7 tzw. wielkosci
gwiazdowych, co odpowiada wzrostowi mocy promieniowania,
co najmniej o czynnik ]OO!Jest to wynik niezwykly, zwlaszcza
jesli sie zwazy, iz w rozblysk wprzegniete jest - jak sie ocenia ­
zaledwie okolo I% powierzchni gwiazdy ... A poza wszelkim
wspólzawodnictwem sa gwiazdy nowe i supernowe.
W wielu typach zmiennych wybuchowych spotykamy odrzucone
otoczki, ekspandujace z predkosciami setek kilometrów na
sekunde (wnioskujemy o tym z przesuniecia dopplerowskiego
linii widmowych); energia nowej jest uwalniana tak gwaltownie

i jest jej tak du~y ladunek, ze materia jest odrzucana od gwiazdy
z predkoscia rzedu 2000 km/s. Za ta wybuchowa ekspansjfl
podaza dramatyczny wzrost jasnosci: o lO-15
wielkosci gwiazdowych, tzn. o czynnik od 104 do \06 w czasie
od kilku godzin do kilku dni. Masa "zdmuchnietej" otoczki
stanowi zaledwie okolo 10- 3 masy gwiazdowej; w kazdym razie

sa to jednak tryliony ton. Przyjmujac orientacyjnie jej mase okolo
1023 - 1026 kg, otrzymujemy energie kinetyczna okolo 1037 ­

1038 J. W czasie calego ,~popisu" trwajacego okolo jednego roku
wypromieniowuje ona w otoczenie drugie tyle energii, to znaczy
taka ilosc, na której wytworzenie Slonce potrzebowaloby sto tysiecy
lat! Fotografia przedstawia nowa w gwiazdozbiorze Herkulesa
przed i wkrótce po wybuchu w 1934 r. Slynnym wspólczesnym
ewenementem jest nowa w gwiazdozbiorze Labedzia, która w nocy
29/30 sierpnia l975 r. zwiekszyla swa pierwotna jasnosc w sposób
niezwykly - co najmniej 10 milionów razy i z niklego swiatelka,
którego nie zdolaly ujawnic nawet najwieksze teleskopy, stala
sie gwiazda latwo zauwazalna golym okiem.
Supernowa w swoim maksimum blasku moze "zacmic" blask
calej galaktyki (a wiec 10'0 - 10" slonc!), do której jest
przynalezna. Widma supernowych daja niepodwazalne dowody
szalenczej ekspansji "zdmuchnietej" materii. Otrzymuje sie:

mase okolo 0,5 MO i predkosc okolo 10000 km/s (typ I
supernowych), lub mase 5 MO i predkosc okolo 5000 km/s
(typ II). W obu typach wiekszosc energii straszliwego wybuchu,
okolo 1044 J, unoszona jest przez rozpedzone zwaly materii;
porcje o jeden do dwu rzedów wielkosci mniejsza supernowa
wydatkowuje w szybkim tempie w formie promieniowania.
Chodzi tu w sumie o ilosci kolosalne. Dla porównania: nominalna
energia nuklearna, jaka mozna wyzwolic przez "spalenie" jednej
masy slonecznej czystego wodoru ("popiolem" bedzie czysty
hel)

migawkowo krótkim doswiadczeniu, eksplodujaca gwiazda traci
znaczna czesc s)\'ego nuklearnego paliwa; w tym momencie
z reguly konczy ona swoje "normalne zycie".
Najslynniejsza pozostaloscia po eksplozji supernowej jest
Mgl1wica Krab (por. "Patrz w niebo", Delta 12/1980).

Katastrofe, której skutki obserwujemy, mozna przyrównac do
jednoczesnej eksplozji lOB stumegatonowych bomb wodorowych;
dzis sprawce tego gigantycznego fajerwerku kosmicznego trudno
odszukac nawet przez duze teleskopy - jest on 10 tysiecy razy
slabszy od najslabszych gwiazd widzianych golym okiem.
W pobliskich galaktykach zaobserwowano dotychczas ponad 300
supernowych, srednio dwie w danej galaktyce w ciagu stulecia.
W naszej Drodze Mlecznej odkryto okolo dwu tuzinów
pozostalosci po supernowych, najswiezszy - z 1604 r. i zadnej
dalszej supernowej od prawie czterech wieków. "Zlekcewazona"
statystyka pilnie domaga sie wiec zadoscuczynienia. Kto wie,
moze juz wkrótce ujrzymy olsniewajacy blysk na firmamencie,
moze nawet juz w tych dniach? ...

!l. Galakt"ki aktyn"('. W przegladzie obiektów "podejrzanych"
o gwaltowne akcje, galaktyki wydaja sie byc jednostkami
najbardziej zrównowazonymi. A jednak ... Juz dosc proste
obserwacje sasiednich galaktyk dowodza, iz gwaltowne i
odpowiednio gruboskalowe formy aktywnosci nie sa tam
bynajmniej obce, przy czym terenem wyjsciowym takiej akcji
jest z reguly jadro galaktyczne. Wnetrze naszej wlasnej Galaktyki
obserwujemy ze znacznie wiekszym trudem (jakby na
potwierdzenie przypowiesci o zdzble w cudzym i belce we
wlasnym oku). Jednak nawet wyrywkowe i nie do konca jeszcze
pewne obserwacje dowodza istnienia radialnego wyplywu materii

(4)0,0072 X Moc2 = 1,3 X 1045 J,

jest tylko niewiele wieksza. Przekonuje to nas dowodnie, iz
w "narodzinach" supernowej, w tym pelnym dramatu choc
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z wnetrza Drogi Mlecznej, z predkoscia ok. 100 km/s. W formie
ekspandujacego pierscienia o promieniu ok. 800 lat swietlnych
rozbiega sie 100 milionów mas slonecznych gazu i pylu
miedzygwiazdowego. Latwo mozemy ocenic, iz gigantycznej
skali eksplozja, która rozpedzila te masy, miala miejsce przed
kilku milionami lat i uwolnila energie (gdy za jej miare przyjac
sama tylko "zaobserwowana" energie kinetyczna) nie mniejsza
niz 1048 J; w rzeczywistosci jest ona znacznie wieksza. Odpowiada
ona calkowitej energii spoczynkowej (E = mc2) masy co najmniej
5 MO, lub nominalnej energii nuklearnej (por. (4)) co najmniej
1000 MO. Stuprocentowa sprawnosc zamiany masy spoczynkowej
w energie wybuchu moglaby zapewnic tylko (hipotetyczna)
anihilacja materia-antymateria; mamy jednak zasadnicze powody
aby (co najmniej) w odniesieniu do naszej Galaktyki ten
mechanizm odrzucic. Na obecnym etapie referowania sprawy
pozostaje wiec nam wniosek: w jednym wybuchu uczestniczyla
materia co najmniej tysiaca mas slonecznych ... A jeszcze tak
niedawno astrofizycy uwazali, ze wybuchy supernowych sa
najpotezniejszymi tego rodzaju zjawiskami we Wszechswiecie.
Droga Mleczna, jak sadzimy, nalezy do "normalnych" galaktyk
(spiralnych). "Anomalne" galaktyki ujawniaja aktywnosc
wybuchowa o znacznie wyzszym stopniu gwaltownosci. Zdjecie
wykonane w jednobarwnym swietle wodorowej linii Ho<,

przedstawia (w negatywie, który jest bardziej "czytelny" niz
pozytyw) najblizsza z galaktyk o symptomach choleryka ­
galaktyke nieregularna M82, odlegla o 10 mln lat swietlnych.

W jej srodkowym rejonIe WIdZImygIgantyczny pióropusz gazów
wyrzuconych eksplozyjnie wzdluz osi obrotu; rozciaga sie on na
odleglosc 13 000 lat swietlnych. Predkosc masy w kazdym jego
punkcie jest proporcjonalna do odleglosci punktu od jadra
galaktyki. W najbardziej oddalonych czesciach pióropusza gaz
ekspanduje z predkoscia 2700 km/s. Z prostego przeliczenia
otrzymujemy, ze eksplozja w galaktyce nastapila póltora miliona
lat przed tym stanem, który dzis obserwujemy. Mase gazu
wymiecionego eksplozja oceniamy na okolo 5 milionów mas
slonecznych, a niesiona przezen energie kinetyczna na okolo
2x 1048 J. Dla porównania: równowazne (masowo) 5 milionów
Slonc przez owe póltora miliona lat zdolaloby wypromieniowac
zaledwie okolo 4% tej gigantycznej porcji energii. Calkowita
ilosc energii uwolnionej w eksplozji galaktyki M82 oceniamy
z grubsza na 1049 do 1051 dzuli (A. Uns5ld: The New Cosmos).

Nieco dalej polozona wielka galaktyka eliptyczna M87 imponuje
powybuchowym "dzetem" - swietlista struga materii, jak
z palnika acetylenowego, tyle tylko, ze rozciagla na sto tysiecy
lat swietlnych. Cala klasa galaktyk, nazywanych seyfertowskimi,

w swoich wicjmach uwidacznia ruchy gazów o predkosciach
500--4000 km/s, które trudno wytlumaczyc inaczej, jak tylko
gwaltowna eksplozja.
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Galaktyki aktywne sa z reguly znacznie "jasniejsze" w zakresie
radiowym, podczerwieni, ultrafiolecie lub w promieniach X, niz

w widmie optycznym. Szczególnie "skromnie" w tym rejonie
widma wygladaja radiogalaktyki. Zwykle po nalozeniu na siebie

obrazu optycznego i radiowego radiogalaktyki otrzymuje sie
swoiste monstrum - slabe centrum optyczne i daleko oden
odsuniete na boki (symetrycznie, wzdluz osi rotacji) dwa centra
niewiarygodnie wprost spotegowanej aktywnosci radiowej.
Prawdziwym rekordzista w tym wzgledzie, a "przy okazji"
najwiekszym odkrytym dotad pojedynczym obiektem we
Wszechswiecie, jest radiogalaktyka 3C 236, której oba zródla
emisji radiowej sa oddalone od siebie o 18 milionów lat swietlnych!

Fotografia przedstawia optyczny obraz innej radiogalaktyki,
znanej pod nazwa Cygnus (Labedz) A. Widzimy tu tylko jasne
jadro galaktyki (srodek zdjecia); niewidoczne centra radiowe
zaznaczono schematycznie. Kazde z centrów oddalone jest od
macierzystej galaktyki o okolo 200 tys. lat swietlnych, a ona
sama oddalona jest od nas o ponad pól miliarda lat swietlnych.
Labedz A wydaje sie byc naj potezniejszym "nadajnikiem"
radiowym wsród radiogalaktyk w calej zbadanej dotad czesci
Wszechswiata. Jego pelna moc radiowa wynosi az 5 x 1037 W
(okolo 105 razy wieksza, niz M82, 5,1 x 1037 W wobec
4,2 x 1032 W). Tak wiec w samym tylko zakresie radiowym
w ciagu kazdej sekundy emituje on przeszlo sto miliardów razy
wiecej energii, niz nasze Slonce lacznie we wszystkich
dlugosciach fali. Setki tysiecy lat wczesniej, niz widzimy to na
zdjeciu, galaktyka doswiadczyla w swym wnetrzu gigantycznej
eksplozji; wyrzucone zostaly w przeciwnych kierunkach olbrzymie
"bryzgi" plazmy - kazdy o srednicy 60 tys. lat swietlnych ­
które obecnie obserwujemy jako radiozródlo. W rzeczy samej
eksplozja miala miejsce o ponad pól miliarda lat wczesniej, takie
bowiem jest opóznienie informacji, jakie dzis otrzymujemy z tego
odleglego rejonu Wszechswiata. Laczna energia wyzwolona
podczas katastrofy galaktyki w Labedziu jest o 3-4 rzedy
wieksza, niz w eksplozji galaktyki M82 i siega 1055 J!

9. Tajemniczy rekordzista '- kwazar. Glówna cecha widm
kwazarów jest - jak wiemy - duze przesuniecie ku czerwieni.
Najbardziej naturalnym (ale niekoniecznie prawdziwym)
wyjasnieniem jest tzw. wyjasnienie kosmologiczne - iz kwazary
uczestnicza w ekspansji Wszechswiata. Jesli tak jest istotnie,

obserwowane przesuniecie wiaze sie - poprzez prawo Dopplera ­
z predkoscia radialna zródla swiatla. Dalsze "obserwable"
sczepione sa teraz nawzajem w lancuchu implikacji: duze
przesuniecie widma ku czerwieni ....•duza predkosc ucieczki
zródla ....•zródlo jest bardzo daleko od nas ....•zródlo jest bardzo



,mlode" (tzn. obserwujemy jego obraz z glebokiej prehistorii,

ze stosunkowo niewielkim opóznieniem wzgledem, ,daty jego
narodzin").
Jednym z najblizszych kwazarów jest 3C 273. W modelu

rozszerzajacego sie Wszechswiata otrzymujemy dlan odleglosc
okolo 3 mld lat swietlnych i integralna moc promieniowania
przewyzszajaca ok. 10 tysiecy razy jasnosc galaktyki podobnej
do naszej Drogi Mlecznej: 4x 1040 W. Innymi slowy, kwazar
3C 273 w przeciagu jednej sekundy emituje tyle energii w formie
fal elektromagnetycznych, ile nasze Slonce w ciagu 3,5 milionów

lat. Maksymalne "osiagi" kwazarów sa jeszcze o dwa rzedy
wieksze.

G]obalna ilosc wyzwolonej w straszliwym kataklizmie energii,
która w tym tempie jest wyswiecana przez przecietny kwazar
w przeciagu jego domniemanego "czasu zycia", rzedu miliona
lat, ocenia sie na 1056 dzuli. Oszalamiajace ... Aby zdac sobie
sprawe z ogromu tej energii zauwazmy, ze jest ona równowazna
energii nuklearnej (0,007 mc2) okolo 1011 mas slonecznych,
a wiec odpowiada calkowitemu "spopieleniu" na he] tak poteznej
galaktyki, jak nasza Droga Mleczna. Mozna sie obawiac, ze nie
tedy droga do wytlumaczenia nieprzebranej obfitosci energii
kwazarów; prawde mówiac, problem ten odnosi sie - choc nie
az tak drastycznie - równiez do eksplodujacych galaktyk.

W razie eksplozyjnego uwolnienia calkowitej energii spoczynkowej
(mc2) w powyzszej ilosci potrzeby "paliwowe" sa skromniejsze:
ok. 1039 kg :::::5 x 10" Me), co jest juz "rozsadnym" ulamkiem

(okolo I%) masy przecietnej galak tyki. Gwaltowny kolaps
grawitacyjny (zapasc) niewiele tylko wiekszej ilosci masy ku

ekstremalnym gestosciom zdaje sie gwarantowac wydajna, jak
trzeba, produkcje energii elektromagnetycznej. Jeszcze bardziej
atrakcyjnym "generatorem" fal elektromagnetycznych jest
materia orbitujaca w tzw. dysku akrecyjnym wokól osobliwego
tworu, czarnej dziury, stopniowo wyhamowana (lepkoscia)
i zwalajaca sie nan z predkosciami przyswietlnymi. W skrajnych
przypadkach sprawnosc takiego generatora energii moze siegac
az 40% calkowitej energii spoczynkowej, a wiec moze byc
kilkadziesiat razy wieksza od najbardziej wydajnych procesów
termojadrowych. Ów generator "spala" przy tym, z jednakowa
sprawnoscia energetyczna, wszelka materie -- bez wzgledu na jej
sklad chemiczny. Niesamowite ... W tej niezwyklej sprawie
Czytelnik powinien siegnac do artykulu "Gwiazdy kuliste,
gwiazdy plaskie, gwiazdy z dziura" Bohdana Paczynskiego
w numerze 2/1980 Delty.

Podsumujmy na koniec, wedlug domniemanego "stanu na dzis"

'hierarchie energetyczna aktywnosci, czasy elektromagnetycznego
brylowania (czasy zycia) jej kosztem i równowazna utrate masy
spoczynkowej "obiektów nie z tego swiata" (M. Zeilik: The
Evolving Universe).

Supernowa I1035 -1037

I oPt~zny
10'2 I

1043I1026
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1041041
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1034, podczer-1081051I1034-

wien 1033
! oPty~znyGalaktyki I

1038 I

1081

1054
I

1037
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1038podczcr-I
I

l·

wieli
IKwazary
1039optyczny10610561039

I

1042 podczer-

I

wien
104,(1

radiowy

Przypommjmy, ze 1 MO = 2x 1030 kg.

W tym miejscu klania sie nam
starorzymski bozek o dwu twarzach,
Janus. Nie bez powodu.
Skonstatowalismy wlasnie fakt
uderzajacy: obok dobrze znanego
wizerunku "kosmosu (Wszechswiata)
dzentelmenskiego", quasi-stabilnego,
powoli ewoluujacego, jaki zostal
zaszczepiony w naszej ,wyobrazni

przez nadchodzace zewszad spokojne
"programy" emisji termicznej,
ujrzelismy budzaca groze druga
twarz - Wszechswiata wybuchowego,
gwaltownego w swych dziala.niach

impetyka, przemawiajacego do nas
z furia - burza wysokoenergetycznych
korpuskul i róznorodnych

promieniowan nietermicznych.

Obiekt

, I

I I

l, Moc I
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nia (waty) I

Zakres
widma

Czas
zycia
(lata)

Produkcja
energii

globalnie
(dzule)

Równo-
wazna,
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gramy)

Dzien dobry, klania sie Wam magister Pirozynski. Nareszcie. Tak, tak, i matematycy zaczynaja
dbac o swoje interesy. Dostalem niedawno nowy numer Journal oj Recreational Mathematics

i znalazlem cos, co mnie bardzo ucieszylo: drobny artykulik (autor nazywa sie D. R. Kaprekar)
o liczbach Harshad. Harshad znaczy w sanskrycie dajacy radosc. Autor artykuliku zajmuje sie
tymi liczbami od co najmniej kilkunastu lat. Sa to liczby podzielne przez sume swoich cyfr.
Niektóre z nich widzimy w tabelce ponizej

Nareszcie!

suma cyfr 7 II

7 209
70 308

133 407

12 13 15
48 247 195
84 364 285

156 481

16 17
448 476
484 629
592 782

19

874
1729

41
177899

Zauwazamy wsród nich "liczbe Ramanujana" 1729, liczba Harshad jest tez 6174, o której
pisalismy w nr 9/1980, a takze palindromiczna 8009003009008.

Artykulik w JRM jest krótki i dobrze. Bo nie o to chodzi, zeby byl dlugi. Konczy sie bowiem
tak: Serie swoich prac na temat liczb dajacych radosc wysle ci D. R. Kaprekar. Tamze inne
interesujace odkrycia autora. Wyslij zamówienie i $ 10.00.

W nadziei, ze kolega odpali troche zielonych za reklame w poczytnej Delcie, podaje Wam,
drodzy Czytelnicy, adres: D. R. Kaprekar, 311 Devlali Camp, lndia 422401.
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Zamieszczony obok artykul jest fragmentem
pracy maturalnej autora, wykonanej w J981

roku w XIV LO we Wroclawiu pod

kierunkiem IIIgr Cecylii TERLIKOWSKIEJ.

Praca ta zostala wyróiniona zlotym

medalem w dorocznym konkursie prac
maturalnych z matematyki, organizowanym

przez Polskie Towarzystwo Matematyczne
i miesiecznik "Ddta", Autor wprowadza
w niej pojecie przystawania (kongruencji)
liczby algebraicznej do ukladu innych liczb

i stosuje je w róznych zagadnieniach teorii

liczb, z których w artykule omówiono
tylko jedno.

cal

Jaroslaw WRÓBLEWSKI

Oznaczmy przez A zbiór liczb algebraicznych calkowitych nad Z, tj. zbiór wszystkich
pierwiastków równan

gdzie 11 jest liczba naturalna, a wspólczynniki co, Cl , ... , Cn_ l sa liczbami calkowitymi. Dla

ustalonej liczby pierwszej p przez Q oznaczymy zbiór liczb postaci alP+aZVP+aJVP+ ... +

+ anyp, 11 E !VJ Qi - calkowite. Wprowadzmy nastepujace pojecie przystawania liczby
algebraicznej do ukladu innych liczb.

D('finicja: Jesli a E A oraz dla pewnych bl, b2, ... , bn jest (a-b,)' (a-b2)' .... (a- bn) E Q, to
zapiszemy a E (bl, b2, ... , bn) mod p. O liczbach bl, b2, ... , bn w naj ogólniejszym przypadku
mozna zalozyc, ze sa algebraiczne calkowite, ale my dla uproszczenia przyjmiemy, ze sa one
liczbami calkowitymi. Uklad liczb (bl, b2, ••. , bn) nazwiemy ukladem reszt liczby a l1lodu/o p.

Nie kazda liczba z A ma uklad reszt, np. liczba V2 nie posiada ukladu reszt modu/o 3. Niech
wiec S bedzie zbiorem takich a E A, ze a E (bl , b2, ... , bn)mod p dla pewnych bl, b2, ... , bn

calkowitych. O liczbach b l, b2, ... , bn mozna bez szkody zalozyc, ze sa wybrane ze zbioru
{O, 1,2, ... ,p-I}, gdyz
a E (bl, b2, ... , hn)mod p ~ a E (b;, b~, ... , h;,)mod p, gdzie b; jest reszta z dzielenia liczby hi

przez p.

Wtedy kazdy element a E S ma podstawowy uklad reszt l11odu/o p, tj. taki uklad reszt, ze kazdy
uklad reszt liczby a modu/o p jest nadukladem tego ukladu. Uklad podstawówy jest wyznaczony
jednoznacznie. W ukladzie podstawowym (bl, b2, ... , bn) liczby bl, b2, ... , bn sa rózne.

Twierdzenie: Jesli al' a2 E S oraz al E (b" b2, ... , bn)mod p i a2 E (dl' d2, ... , d.)mod' p, to:
(I) al +a2 E (bi+dj)mod p, gdzie przez b,+d) rozumiemy uklad zlozony ze wszystkich sum
b i+ d}. gdzie l ,;; i ,;;11, 1 ,;; j ,;; k,

(2) al . a2 E (bi' dj)mod p.
lub ogólniej:
(3) dla dowolnego wielomianu W(x, y) o wspólczynnikach calkowitych mamy:

W(al• a2) E (W(bi, d,»)modp.

Wszystkie powyzsze warunki maja uogólnienie na przypadek nie dwóch. a 111 ~ 2 liczb
Gl, al, ... , am E S.

Jesli a jest liczba calkowita i b jest reszta z dzielenia a przez p, to (b) jest podstawowym ukladem
reszt liczby a modu/o p.

A oto kilka przykladów kongruencji:

Y2 E (J,4)mod 7, bo (vi-3)(V2-4) = 7(2-y'2)

V2 E (5, 18)mod 23, lstad Y2+ VI E (2, 11,12,21) mod 23
VI E (7, 16)mod 23, J

Y5 E (O)mod 5,

VTI + Vi E (O, 1, 6) mod 7.

I na zakonczenie przyklad zastosowania wprowadzonych kongruencji:

Przyklad: Liczba a = (V6 + Y 19)1980+ (V6 - v' 19)1980jest liczba calkowita. Znalezc jej ostatnia
cyfre.

Rozwiazanie: (6 + y19 E (l) mod 2, podobnie y6 - y19 E (l) mod 2. Zatem

(V6+y19)1980 E (l1980)mod 2, czyli (V6+y19)1980 E (I)mod 2, a takze

({6- y19)1980 E (I)mod 2. Stad a E (O)mod 2 tj. a jest parzysta. Ponadto y6 E (I, 4)mod5,

y19 E (2, 3)mod 5, y6+Y19 E (1,2,3, 4)mod 5, skad (V6+Y19)1980 E (1,1, I, I)mod 5,

wiec (05+mI980 E (I)mod 5.

Podobnie (05- y19)1980 E (I) mod 5 i a E (2) mod 5. Na podstawie powyzszych kongruencji
oth.ymuJemy, ze 10[a-2, czyli a jest zakonczone cyfra 2.

Liczba b = (y6 + y\9)1980 -. (y6 - Y19)1980). v' 6, 19 jest calkowita. Proponuje Czytelnikuwi
znalezc jej ostatnia cyfre.
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Od odwaznika i linijki
do podstaw matematyki

Dr Andrzej PELe

Mozna bez przesady powiedziec, ze rozmaite pomiary towarzyszyly
ludziom od poczatku istnienia cywilizacji. Mierzono zawsze
dlugosc sztuk plótna, pole powierzchni upraw, objetosc plynów,
wage kruszców, katy przy nawigacji i mnóstwo innych wielkosci.
Wiele jednak uplynelo czasu zanim dostrzezono wspólne cechy
przyslugujace róznym typom miar. Najpierw zostaly zauwazone
pewne rachunkowe zaleznosci pomiedzy np. dlugoscia i polem:
zdano sobie sprawe z tego, ze kwadrat o dlugosci boku 2
jednostki ma zawsze pole równe czterem jednostkom
kwadratowym. Nie tedy 'jednak wiodla droga do zrozumienia,
co takiego laczy powiedzmy dlugosc, pole i objetosc, co
upowaznia do nazwania pierwszej miara wielkosci liniowych,

drugiego miara wielkosci plaskich a trzeciej miara wielkosci
przestrzennych.

Dopiero na przelomie XIX i XX wieku pojawily sie pierwsze
sformulowania pojecia miary. Zanim jednak podamy definicje
spróbujmy zastanowic S!e nad owymi wspólnymi cechami
dlugosci, pola i objetosci, które daly poczatek matematycznemu
pojeciu miary.

Kazdy bez trudu zauwazy, ze pomiar dlugosci polega na
przypisaniu pewnej liczby nieujemnej (z mianem) danemu
zbiorowi punktów na prostej, np. odcinkowi lub sumie trzech
odcinków. Tak wlasnie postepujemy, gdy mówimy, ze jakas
wstega ma dlugosc 2 metrów, a trzy inne wstegi razem dlugoSC
11 metrów. Oczywiscie fakt, ze rczwazamy prosta zamiast wstegi
jest juz wynikiem pewnej idealizacji matematycznej, ale jakze
daleka stad jeszcze droga do prawdziwie "dojrzalego",
abstrakcyjnego pojecia miary.

Zupelnie tak samo ma sie rzecz z mierzeniem pola i objetosci.
Tak wiec mozna sie zgodzic, ze cecha wspólna rozwazanych
trzech pojec jest to, iz sa one funkcjami z pewnej rodziny
podzbiorów przestrzeni odpowiednio jedno-, dwu-
i trójwymiarowej w zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych.
O jakich rodzinach podzbiorów mowa, o tym za chwile.
Nastepna nietrudna obserwacja pozwala stwierdzic, ze zbiorowi
pustemu przypisana jest zawsze miara zero. Oto, gdy nie ma
materialu, to jest go O metrów (centymetrów, kilometrów ... ),
gdy wypito piwo, to jest go O litrów (hektolitrów, metrów

szesciennych ... ). Tak wiec umówmy sie: miara przypisuje
zbiorowi pustemu liczbe O.

Kolejne spostrzezenie stanowi z pewnoscia kluczowy krok przy
definiowaniu miary. Otóz, gdy ja mam metr materialu na
garnitur, a ktos ma dwa metry, to razem mamy 3 metry pod
warunkiem, ze ani skrawek nie jest wspólny. Nie smiejcie sie
Czytelnicy, ze autor przypomina Wam reguly dodawania. W tym
prostym przykladzie ukryta jest najwazniejsza cecha miary: miara
sumy dwóch zbiorów rozlacznych równa jest sumie ich miar.
Trzeba sie jeszcze umówic, ile wynosi miara pewnego wzorcowego
zbioru: odcinka [0,1] w przypadku prostej, kwadratu
jednostkowego w przypadku plaszczyzny czy kostki jednostkowej
w przestrzeni trójwymiarowej. Niech miara ta bedzie równa np. 1.
Przed podaniem pelnej definicji miary warto sie zastanowic, dla
jakich rodzin zbiorów bedziemy ja okreslac. Z pewnoscia
zarówno zbiór pusty, jak i cala przestrzen musi do takiej rodziny
nalezec. Ponadto chcielibysmy jeszcze móc dodawac miary, a wiec
suma dwóch zbiorów z przypisana miara powinna takze znalezc
sie w naszej rodzinie zbiorów mierzalnych. Wreszcie, gdy jakis
zbiór A ma okreslona miare, to jego uzupelnienie do calej
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przestrzeni równiez "powinno" miec okreslona miare, wiec
uzupelnienie A tez musi byc elementem rodziny zbiorów
mierzalnych.

Rodziny o wymienionych przed chwila wlasnosciach nazywamy
cialami zbiorów.

Definicja 1. Cialem zbiorów w n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej E" nazywamy rodzine S jej podzbiorów o
nastepujacych wlasnosciach:
1. 0, En E S; zbiór pusty i cala przestrzen naleza do S,
2. Jezeli A, B E S, to A v B E S,
3. Jezeli A E S, to E" - A ES.
Teraz mozemy juz podac definicje miary.

Definicja 2. Miara (skonczenie addytywna) w przestrzeni
euklidesowej E" nazywamy funkcje m okreslona na ciele S
podzbiorów tej przestrzeni, o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych nieujemnych rozszerzonym o 00 (nieskonczonosc)
i majaca nastepujace wlasnosci

a) m(0) = O; miara zbioru pustego wynosi O,
b) m(K") = 1; miara n-wymiarowej kostki K" o boku 1 wynosi l,
c) jezeli A n B = 0, to m(A v B) = m(A)+ m(B); miara sumy
dwóch zbiorów rozlacznych jest równa sumie ich miar.

Dolaczenie do wartosci miary wielkosci 00 jest zabiegiem
naturalnym; wszak "prawdziwa" dlugosc prostej czy "prawdziwe"
pole plaszczyzny to wlasnie 00. Nalezy jednak wyjasnic, jak
bedziemy rozumiec symbole a+ 00 i 00 + 00. Otóz umawiamy
sie, ze a+ 00 = 00 i 00 + 00 = 00, a innych dzialan na symbolu
00 nie wykonujemy.

Niektóre miary (a wsród nich dlugoSC, pole i objetosc) maja
wazna dodatkowa ceche: miara zbioru równa jest mierze kazdego
zbioru z nim izometrycznego. Takie miary nazywaja sie
niezmiennicze.

przy badaniu wlasnosci miar istotne jest rozstrzygniecie, na
jakim ciele zbiorów maja byc okreslone. Najmniejsze cialo sklada
sie tylko z dwóch zbiorów: pustego i calej przestrzeni. Czujemy
jednak, ze to za malo. Rozwazajac np. miary na prostej
chcielibysmy umiec zmierzyc wszystkie odcinki. Miara
niezmiennicza okreslona na najmniejszym ciele zbiorów
zawierajacym wszystkie odcinki nazywa sie miara Jordana. Taka
miara istnieje i jest tylko jedna.

Naturalne wydaje sie dazenie do definiowania miar na mozliwie
bogatych cialach zbiorów, najlepiej na ciele wszystkich podzbiorów
przestrzeni. W latach dwudziestych postawiono problem, czy
mozna okreslic miare niezmiennicza na wszystkich podzbiorach
prostej (a takze plaszczyzny, przestrzeni 3-wymiarowej itd.).
Odpowiedz na to pytanie wynika z twierdzen Hausdorffa
i Banacha i jest twierdzaca w przypadku prostej i plaszczyzny,
a przeczaca w przypadku przestrzeni trójwymiarowej i w wiekszej
liczbie wymiarów.

Inny zupelnie obraz otrzymamy, gdy wzmocnimy warunek c
w definicji miary zastepujac go warunkiem
c') dla dowolnego ciagu A.: n E N parami rozlacznych zbiorów

00

z rodziny S, m(Al v A2 v ... ) = L m(A.).
n=1

Napis Al vA2v ... oznacza sume ciagu zbiorów, czyli zbiór
skladajacy sie ze wszystkich elementów nalezacych do
któregokolwiek ze zbiorów A.; n E N. Równosc oznacza, ze albo
wartosc miary po lewej stronie jest skonczona, a szereg po
prawej stronie jest zbiezny i ma sume równa tej wartosci, albo
obie strony równe sa 00.

Oczywiscie nalezy równiez zmienic warunek drugi w definicji
ciala zbiorów zastepujac go mocniejszym warunkiem
2'. jesli A" E S dla n E N, to Al vA2v ... E S
Miary spelniajace warunek c') nazywamy a-addytywnymi,
a ciala spelniajace warunek 2' a-cialami. Najmniejsze a-cialo
zawierajace wszystkie odcinki nazywa sie a-cialem zbiorów



borelowskich. Istnieje jedyna miara a-addytywna rozszerzajaca
miare Jordana i okreslona na a-ciele zbiorów borelowskich.
Zwana jest ona miara Lebesgue'a. Podobnie jak miara Jordana
jest to miara niezmiennicza. Przy tym a-cialo zbiorów
borelowskich jest istotnym rozszerzeniem naj mniejszego ciala
zbiorów zawierajacego odcinki. Mozna wykazac, ze np. zbiór
liczb wymiernych nalezy do pierwszego z nich, ale nie do
drugiego. Jest on mierzalny w sensie Lebesgue'a, a niemierzalny
w sensie miary Jordana; p. takze artykul W. Wojtynskiego
w Delcie 9/1979. W przypadku miar a-addytywnych mozna
wykazac, ze nie istnieje taka miara niezmie/lllicza, okreslona na
wszystkich podzbiorach prostej, plaszczyzny, przestrzeni, itd. bez
wzgledu na wymiar. Fakt ten byl znany juz na poczatku XX
wieku. Wynika z niego w szczególnosci istnienie zbioru
niemierzalnego w sensie Lebesgue'a.
Dazenie do zmierzenia jak naj bogatszej rodziny zbiorów
doprowadzilo do sformulowania w latach trzydziestych
nastepujacego problemu, którego autorem jest wielki polski
matematyk, Waclaw Sierpinski: Czy istnieje maksymalne
rozszerzenie niezmiennicze miary Lebesgue'a? Innymi slowy, czy
istnieje niezmiennicza miara a-addytywna, która na zbiorach
borelowskich pokrywa sie z miara Lebesgue'a, ale której juz nie
mozna rozszerzyc do miary niezmienniczej mierzacej wiecej
zbiorów. Negatywna odpowiedz na to pytanie zostala uzyskana
calkiem niedawno. Tak wiec jesli jakosc niezmienniczej miary
G-addytywnej okreslac na podstawie wielkosci a-ciala zbiorów,
które mozna zmierzyc przy jej pomocy, to okazuje sie, ze nigdy
nie dojdziemy do perfekcji w tym zakresie.
Porzucmy w tym miejscu rozwazanie miar niezmienniczych
i zajmijmy sie za.eadnieniem mozliwosci zdefiniowania
jakiejkolwiek miary na ciele wszystkich podzbiorów przestrzeni
euklidesowej. Jesli nie uczynimy zadnych dodatkowych zalozen,
to taka miare skonstruowac niezwykle latwo. Wybierzmy
mianowicie jeden punkt przestrzeni i przypiszmy miare 1 kazdemu
zbiorowi, do którego on nalezy, a miare O pozostalym zbiorom.

Czytelnik sprawdzi bez trudu, ze tak okreslona funkcja jest
rzeczywiscie miara, ba, nawet a-addytywna. Analiza powyzszego
przykladu pokazuje, ze aby problem mial wiekszy sens, nalezy
przynajmniej zadac, by miara kazdego zbioru jednopunktowego
byla równa zeru (w naszym przykladzie tak oczywiscie nie bylo).
W ten sposób uscislony problilm ma w dalszym ciagu odpowiedz
twierdzaca dla przestrzeni euklidesowej o dowolnej ilosci
wymiarów (a wiec w szczególnosci dla prostej, plaszczyzny
i "zwyklej" przestrzeni).

Okazuje sie natomiast, ze to samo zagadnienie w przypadku miar
a-addytywnych jest bardzo trudne, tak trudne, ze do dzis nie
doczekalo sie jeszcze rozwiazania. Co wiecej okazuje sie, ze
siega ono gleboko podstaw matematyki, mianowicie kwestii
wyboru aksjomatyki. Wiadomo, ze przy tej, która matematycy
powszechnie dzis stosuja, nie mozna istnienia takiej miary
a-addytywnej udowodnic, niewykluczone natomiast, ze uda sie
jej istnienie obalic. Byloby to z pewnoscia bardzo doniosle
twierdzenie, a sformulowanie pytania wydaje sie tak latwe, ze
nic tylko siegnac po papier i dlugopis ... Ejze!

Problematyka, która zostala tu naszkicowana w naj grubszym
zarysie wydaje sie interesujaca z szerszego, filozoficznego punktu
widzenia. Zagadnienie miary, jak zadne chyba inne, pozwala
przesledzic dluga droge, która przebyla mysl ludzka od scisle
praktycznej dzialalnosci, jaka jest mierzenie, poprzez najprostsze
ale juz abstrakcyjne intuicje geometryczne, do stworzenia pojec
na wysokim stopniu abstrakcji i wreszcie w wyniku stawiania
kolejnych pytan z nimi zwiazanych - do badania fundamentów

systemu dedukcyjnego. Droga ta wiedzie od miernictwa przez
geometrie, teorie miary az do podstaw teorii mnogosci. Móglby
ktos powiedziec, ze doszukiwanie sie tego typu powiazan jest
zabiegiem sztucznym, jednak rzut oka zarówno na historie
rozwoju omawianej problematyki jak i wzajemne przenikanie
sie zagadnien lezacych na styku kolejnych wymienionych
dyscyplin upewnic moze o istnieniu wspólnej, laczacej je nici.

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 289. W wierzcholkach trójkata ABC umieszczono masy równe dlugosciom przeciwleglych
boków. Znalezc srodek ciezkosci tego ukladu mas.
Rozwiazanie na str. 5.

M 290. Wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje nieskonczenie wiele niepodzielnych
przez 10 liczb naturalnych /I takich, ze suma cyfr liczby /I jest równa sumie cyfr liczby m' n.
Rozwiazanie na str. 6.

M 291. Wykazac, ze w dowolnym trójkacie ABC jest

(a+h+c)2
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Rozwiazanie na str. 8.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 110. W naczyniu z woda plywa, obciazona u dolu gwozdzikiem, swieca (patrz rysunek). Czy
taka konstrukcja swiecznika zapewnia dlugotrwale palenie sie swiecy?
Rozwiazanie na str. 13.

F 111. Szczelna skrzynke drewniana napelniono woda i nastepnie przestrzelono kula karabinowa.
Skrzynka rozerwala sie na drzazgi. Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 3.

IS



W wielu problemach spotykamy sie z ciagami okreslonymi rekurencyjnie. Wyprowadzenie wzoru
na II-ty kolejny wyraz takiego ciagu bywa czesto trudne. Dla niektórych takich ciagó·•••mozemy
znalezc formuly asymptotyczne, przyblizone. Wyprowadzimy pewne wzor)' dla ciagów danych
rekurencyjnie w postaci

(I) Xn+l = xn+f(xn);

gdzie o funkcji rzeczywistej f zalozymy, ze Iimf(x) = O (granica istnieje i jest równa zeru).
X-+OO

F'(X) = f(F(x»).

F'(1I+0) = F'(II),

y

(' dy
y:f(Y) =X-Xo.

F(n+ l) = F(n)+f(F(n)).

F'(1I+0) = f(F(n»), gdzie 0< 0 < l.

(6)

(4)

Funkcja F jest okreslona dla liczb naturalnych, mozemy ja jednak z duza dowolnoscia
przedluzyc na liczby rzeczywiste; w szczególnosci mozemy ja tak dobrac, by byla rózniczkowalna.
Wtedy z (2) i z twierdzenia Lagrange'a mamy

(2)

(3)

(5)

Rozwiazemy je latwo metoda rozdzielania zmiennych. Przyjmujac y = F(x) otrzymujemy
dylf(y) = dx, skad, calkujac:

Z naszego zalozenia o funkcjifwynika, ze róznicef(b)-f(a) sa male dla duzych a i b. Jesli
zadbamy o to, by funkcja F miedzy punktami calkowitymi miala "lagodny" przebieg, to
bedziemy mogli napisac przyblizona równosc

a to prowadzi nas do jednorodnego równania rózniczkowego

wartoSC obliczond

ze wzoru

przyblizonego

Posluzymy sie znanym z analizy twierdzeniem Lagrange'a: jezeli funkcja.fciagla w przedziale
[a, bl ma pochodna w przedziale (a, b), tof(b)-f(a) = (b-a)' .f'(c), gdzie c jest pewnym
punktem przedzialu (a, b).
Ciagi rekurencyjne maja wiele wspólnego z równaniami róznicowymi. Nasze zadanie rozwiazemy
ukladajac pewne równanie róznicowe i zastepujac je równaniem rózniczkowym.
Jezeli zamiast Xn napiszemy F(n), to wzór (I) przepisze sie jako

~

\e
,

Xo = 2, xn+1 = xn+2/x;

wartoSC obliczona

z formuly
rekurencyjnej

Wartosci Xo i Yo to nasze warunki poczatkowe; w oznaczeniach "ciagowych" Xo jest numerem
poczatkowego wyrazu ciagu, Yo to wartosc tego wyrazu. Przypominajac sobie stare oznaczenia,
piszac G(y) zamiast którejkolwiek funkcji pierwotnej funkcji Ilf(y) i przyjmujac dla
uproszczenia no = O (tj. wyraz poczatkowy ma numer O), mamy po bardzo latwych rachunkach

(7) Xn = G-1(n+G(xo»).

Oto i nasz przyblizony wzór na n-ty wyraz ciagu (I). Dokladnosc wzoru zalezy od dokladnosci
przyblizenia (3), tym lepszej im szybciej zmierza do zera funkcja f
Przyklad l.Niech Xo = 25, natomiast dla n ~ I Xn+ I = Xn + IIXn. Równanie (4) dla tego ciagu

y d

ma postac (' -y- = X-Xo, skad G(y) = y2/2, tj. Xn = )/2n+625.J Ily
Yo

Przyklad 2. Ciag dany jest formula rekurencyjna Xn+1 = xn+2Ix~ z warunkiem poczatkowym

Xo = 2. Po krótkich obliczeniach dostajemy wzór asymptotyczny Xn = y 6n+ 8.
Dokladnosc przyblizenia obrazuje tabelka.

________________ (po skrótach redakcji)

wyraz

Xo 2

X,

2,S

X,

3,469 3,362

X,O

4,177 4,082

X,O

S,l1<l S,040

X,o

6,810 6,7S3

Xtoo

8,S14 8,472

Robert KOWAL

/
G

/ Zadania. których nic umiemy rozwiazac (III)
Dzisiaj chcielismy zaproponowac Czytelnikom kolejne zadanie z geometrii. Wprawdzie znamy
jego rozwiazanie, ale nie satysfakcjonuje nas ono w pelni, jako dosc skomplikowane. Moze
Czytelnicy beda umieli podac rozwiazanie prostsze?

A oto zadanie.

Niech punkty A, B, C naleza do kola k. Skonstruowac trójkat wpisany w okrag tego kola, taki
by jego boki przechodzily odpowiednio przez dane punkty A, B, C.

PROOF

1



Widmo eleklromasnelYcznc tla pozasalaklycznego, Symbol 2,7 K oznacza

promieniowanie reliktowe, dwie pionowe kreski wyznaczaja zakres czestosci
niedosl~pnych obserwacjom ze wZSledu na bardzo silne pochlanianie
" Galakl.yce
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Kiedy zdalem sobie sprawe, ze tym odcinkiem rozpoczynam czwarty rok pisania "Patrz w niebo",
przemknelo mi przez mysl, ze chyba opisalem juz caly Wszechswiat: "chyba nic juz nie
pozostalo". I ta mysl podsunela mi kolejny temat: napisac o niczym - co zobaczymy, gdy
spojrzymy w takim kierunku, w którym nie widac zadnej gwiazdy. Oczywiscie, uzywajac duzego
teleskopu zobaczymy mnóstwo slabszych gwiazd, ale co miedzy nimi?

\ I Obserwujac niebo z Ziemi stwierdzimy slabe swiecenie tla.

l 'l: Dokladniejsza analiza tej emisji pozwoli nam stwierdzic, ze jest to

I I swiatlo Slonca (ewentualnie odbite od Ksiezyca i planet) i gwiazd

: J t rozproszone w atmosferze ziemskiej i w pyle miedzyplanetarnym.

Zapytajmy jednak, czy stwierdzimy jakiekolwiek swiecenie nieba

l ~: "samego z siebie" po uwzglednieniu tych efektów. W promieniachI ~ I widzialnych nie prowadzono dotychczas obserwacji spoza atmosfery

l i ziemskiej (z satelitów). Moze wiec uciekniemy sie do porównania
~ \ z zakresami fal juz dostepnymi badaniom. Chodzi o promieniowanie

radiowe (atmosfera przepuszcza, Slonce niewiele przeszkadza)
. i rentgenowskie (obserwacje satelitarne). Obserwacje w obu tych
zakresach daja jakosciowo inne wyniki. W dziedzinie fal radiowych
(od ok. I mm do ok. 1 m) obserwujemy autentyczne promieniowanie
tla - promieniowanie Plancka (o temperatur1;e 2,7 K) bedace
pozostaloscia (i dowodem?) Wielkiego Wybuchu
(zobacz Delta 4/1981).
Zanim przeprowadzono pierwsze obserwacje rentgenowskie, uwazano,
ze jesli zaobserwuje sie jakiekolwiek promieniowanie tla w tym
zakresie, bedzie to albo emisja pochodzaca od
rozgrzanego gazu miedzygalaktycznego (o ile taki istnieje) albo
promieniowanie spowodowane przez zderzenia fotonów radiowego
promieniowania reliktowego (wspomnianego wyzej) z bardzo

szybkimi elektronami wyrzucanymi ,z jader niektórych galaktyk.
Rzeczywiscie ~bserwowano promieniowanie rentgenowskie, ale
juz w 1979' roku okazalo sie, ze bardzo waznym skladnikiem takiego
rozmytego promieniowania (a moZe jedynym?) jest promieniowanie
wielu indywidualnych kwazarów, aktywnych jader galaktyk,
obiektów typu BL Lac itp, bedacych ponizej progu detekcji, ale
razem sumujacych sie w mniej wiecej jednolite tlo. Analiza ich
liczebnosci potwierdza te hipoteze oraz pozwala ocenic, ze w zakresie
fal widzialnych promieniowanie miliardów niewidocznych obiektów
pozagalaktycznych, m.in. z tzw. aktywnymi jadrami, bedzie
najistotniejszym skladnikiem, ,tla optycznego".

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Taki sobie magiczny trójkat

Ustawmy liczby naturalne po kolei, jak leci, w trójkat. Co tu
ciekawego? Popatrzmy. W dolnej ukosnej linii stoja, jak widac
kolejne kwadr.aty liczb naturalnych (i oto mamy dowód, ze
1+ 3+ S+ .. , + 2n- ,I = n2). I1~czyn dwu (a takze i kilku)
nastepujacych po sobie liczb z kazdego z rzedów zaznaczonych,
poziomych badz ukosnych, tez jest w tym rzedzie (dlaczego?).
Iloczyn skrajnych liczb z kazdej z pionowych kolumn znajduje sie
w poziomym rzedzie odpowiadajacym liczbie dolnej (a to czemu?).
Ostatnie cyfry liczb ze srodkowego poziomego rzedu to I 3 7 3 I
ipotem to sie powtarza wedlug tego samego wzoru (typ ABCBA).
W wierszu wyzej mamy 2 6 2 O O (typ ABACC), w wierszu
zaczynajacym sie od 4 obowiazuje ta sama zasada. Ile jest takich
wzorków? W jakich wierszach sie powtarzaja?
W srodkowym rzedzie co trzecia liczba (poczawszy od 3) jest
podzielna przez 3. co siódma (zaczynajac od 7) przez 7, co trzynasta
przez 13 i tak dalej. A estetyczne desenie otrzymamy np. wymazujac
z naszego diagramu liczby podzielne przez, dajmy na to 3, S, 8 lub
w gruncie rzeczy dowolna inna liczbe. Zapewne jest jeszcze bardzo
duzo interesujacych wlasnosci tego trójkata, utworzonego
z kolejnych liczb naturalnych.
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