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5. 1. Schemat doswiadezenia Davissona i Germera, Elektrony emitowane
ermokatody | przechodzily przez uklad diafragm 2 formujac wiazke
rwotng . Wiazka ta padala na powierzchnig kryszialu niklu . Krysztal
gl byé obracany wokol osi prostopadiej do ,.roboczej” powierzchni,
Wiazka ugieta mogla trafi¢ do kolekiora posiadajacego podwajne,
zolowane od siebie elektrycznie Scianki. Miedzy Scianki kolektora przylozono
ujgca elektrony rdznice potencjalow, dzigki czemu do wnetrza
lektora nie dochodzity elektrony emisji wtérnej. Kolektor mogl byé

acany wokol osi rownoleglej do ,,roboczej” powierzchni krvsztalu
i przechodzacej przez miejsce padania wiazki pierwotnej na te powierzchnie.
' Dzigki skojarzeniu ruchéw krysztalu i kolektora mozna bylo kolejno
 wprowadzaé do kolektora wszystkie wiazki ugiete ,,do tvhu”. Wiazki ugiete
- do przodu” byly pochlaniane wewnatrz krysztalu. Cale urzadzenie
ieszczone bylo w wysokiej prézni, co bylo niezbedne dla zapewnienia
§ci badanei powierzchni i dla uniknigeia zderzen elektrondw
- Z czgsteczkami gazu,

i Ugigeie wiazki elehtronow na jedne) wartstwie atomow, Obie
i, padajaca i ugieta, sa prostopadle do zaznaczonej liniami rodziny
atomow,

Doc. dr Stefan MROZ

Zapewne Czytelnikom znana jest hipoteza de Broglie’a, ze dualizm
korpuskularno-falowy dotyczy nie tylko fotonow, ale w rownej
mierze czastek materialnych. Jesli zatem sa doswiadczalne podstawy
dla przypisania fotonowi o energii £ = hy i pedu p danego zaleznoscia
(1), to nalezy, w mysl tej hipotezy, przypisa¢ czastce materialnej

o pedzie p fale o dlugoséci 4 zwiazanej z pedem czastki tg sama
zaleznoscia.

Hipoteza de Broglie’a nie zawierala wyjasnienia natury fali zwigzanej
z materialng czastkg. Wyjasnienie takie wyniklo dopiero z rozwoju
mechaniki kwantowej operujacej pojeciem funkcji falowej. Funkcja

ta jest miara prawdopodobienstwa znalezienia opisywanej czastki

w danym elemencie przestrzeni. Korzystajac z rownania (2) wiazacego
energie kinetyczna czastki i jej ped znajdziemy dla elektronu zaleznosc
(3) migdzy jego energia i dlugoscia odpowiaddjacej mu fali

de Broglie'a. Z zaleznosci tej A otrzymuje sie w metrach, jesli energia
wyrazona jest w elektronowoltach., Wida¢, ze dla energii wynoszacej
od kilkudziesieciu do kilkuset elektronowoltow diugos¢ fali

de Broglie’a jest porownywalna z odlegloécia miedzy atomami

w krysztatach, rowna dziesiatym czeSciom nanometra. Wynika stad,
ze krysztal powinien by¢ dobrg siatka dyfrakcyjna dla fal de Broglie’a
zwiazanych z elektronami o takich energiach, czyli z powolnymi
elektronami, jak je bedziemy dalej nazywac.

Pierwsze do$wiadczenie z dyfrakcja powolnych elektronow wykonali
w 1927 roku Davisson i Germer. Wykryli oni caly szereg wigzek
ugietych i pokazali, ze ich obserwacje mozna zadowalajaco
wytlumaczy¢ na podstawie hipotezy de Broglie’a i zaleznosci (3).
Jedno z pierwszych w $wiecie doswiadczen z dyfrakcja powolnych
elektrondéw wykonat w Polsce w 1928 roku Szczepan Szczeniowski,
postugujac sie w tym celu krysztalem bizmutu.

Celem pierwszych doswiadczen z dyfrakcja powolnych elektronow
bylo sprawdzenie hipotezy de Broglie’a. Okazalo si¢ jednak, ze
doswiadczenia takie moga by¢ Zrodlem cennych, unikalnych
informacji o strukturze krystalicznej powierzchni krysztatow i ta
wlasnie mozliwos¢ zadecydowala o znaczeniu dyfrakcji powolnych
elektronow we wspolczesnej fizyce.

kierunkach rozchodzenia sig

Powolne elektrony silnie oddzialywuja z materig tracac swa energie

w niesprezystych zderzeniach, Atomy polozone w glebi krysztalu nie
daja zatem wkladu do dyfrakcji powolnych elektronow, gdyz poddane
na nich dyfrakcji elektrony o energii zmniejszonej wskutek
niesprezystych zderzen nie daja sie wyodrebnic¢ z tla tworzonego
przez elektrony emisji wtornej (patrz rys. 2). Przyjmijmy zatem dla
uproszczenia rozwazan, ze dyfrakcja powolnych elektronow zachodzi
tylko na pierwszej warstwie atomow krysztalu i rozwazmy przypadek,
gdy wiazka pierwotna jest prostopadla do ,,roboczej” powierzchni
krysztatu. Sytuacja taka jest pokazana na rys. 2, gdzie schematycznie
narysowano dwie pierwsze warstwy atomow. Atomy pierwszej
warstwy tworzg regularng, dwuwymiarowa strukture.
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Rys. 3. Przyklady roznych rodzin rzedow atomow dla dwuwymiarowej
struktury krystalicznej.

4 = asing )

Wzmocnienie rozwazanych wiazek nastapi wredy, gdy réZnica ich drog
bedzie caikowita wiclokrotnodcia dlugodei fali.

4 = asing = nk )

Rys. 4. Ugiecie wiazki pierwotnej na pierwszej warsiwie atomoéw pokazanej
w przekroju. Roéznica A drég wiazek ugigtych na sasiednich rzedach atoméw
zalety od kyqia padania wiazki pierwotnej ¢ i od odleglosci @ migdzy tymi
rzedami.

Rys. 5. Ugiecie wigzki pierwotnej ma dwoch pierwszych warstwach atomow,
Dla uproszczenia rachunkéw przyieto, e odleglos¢ migdzy rzedami atomow
w warstwie jest taka sama, jak odleglos¢ miedzy warstwami. Dla

wzmocnienia zaznaczonych na rysunku wiazek muszg by¢ spelnione warunki

4 = asing = ni (6a)
4" = a+acosp = mi (6b)

Po przeksztalceniach algebraicznych i trygonometrycznych réwnania (6)
przyjmuja postac

. n2 a2

sinig = 7 (Ta)
i 2mia—m2i2
sinlg = — et (Tb)
Przyréwnujac prawe strony réwnan (7) otrzymujemy zaleinosé

2mia—m2i? n2 iz .
— - (8)
skad

2ma
S I, Sm T _
pree e gdzie n=1,2,3,...... |y e 5 TS 9)

1= ;oe-ar (10

Wszystkie te atomy ukladaja si¢ w rodzing rzedow atomow i istnieje
dowolnie wiele takich rodzin, co wida¢ na rys. 3.

Zauwazmy, ze fale de Broglie’a ugigte na roznych atomach danego
rzedu atomow w kierunku prostopadlym do tego rzedu majg zgodne
fazy, jesli tylko wiazka pierwotna jest rowniez prostopadla do
rozwazanego rzedu atomow. W naszym przypadku fale ugiete na
wszystkich atomach danego rzedu wzmocnia si¢ w kazdym kierunku
prostopadtym do danego rzedu. Z wszystkich mozliwych takich
kierunkow trzeba teraz wybrac te, dla ktorych wzmocnig sie fale
ugiete na sasiednich rzedach. Z rys. 4 i ze wzoru (5) widaé, ze
kierunki, dla ktorych wzmacniaja si¢ wigzki ugiete na sasiednich,

a zatem i na wszystkich rzedach danej rodziny, istnieja zawsze, jesli
tylko odleglos¢ miedzy rzedami a jest wicksza od dlugosci fali A.

Z doswiadczenia Davissona i Germera wynikalo jednak, ze
poszczegdlne wiazki ugigte byly najintensywniejsze dla pewnych
energii elektronow, czyli dla pewnych A. Nasze dotychczasowe
rozwazania nie przewiduja takiego wyniku, poniewaz nie
uwzglednilismy udziatu w dyfrakcji atomow z warstwy drugiej

i warstw glebszych. Z zaleznosci (9) widac, ze wzmocnienie fal
ugietych na dwoch sgsiednich warstwach atomow, a tym samym

i ugigtych na calym krysztale, mozliwe jest tylko dla pewnych
dlugosci fal. Maksima natezenia wiazki ugigtej wystgpujace przy
spelnieniu warunkow takiego typu jak warunek (9) sa w przypadku
dyfrakcji powolnych elektronéw znacznie mniej ostre, niz w
przypadku dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego. Znaczy to, ze
udzial warstw glebszych w dyfrakcji powolnych elektronow nie moze
byé¢ wprawdzie pominiety, ale jest stosunkowo maly.

Kazda rodzina rzedow atomow wytwarza wlasne wigzki ugicte.
Z symetrii przestrzennego rozkladu tych wigzek mozna wnosié¢
o sposobie ulozenia atomow na powierzchni, czyli o strukturze
krystalicznej tej powierzchni.

Wiazki ugigte otrzymywane przy dyfrakcji $wiatla na dwuwymiarowej
siatce dyfrakcyjnej mozna latwo obserwowac patrzac wieczorem przez
tkaning parasola na odlegle, punktowe $wiatto. Obserwujemy wtedy
wigzki ugigte ,,do przodu”, a nie ,,do tylu”, jak to jest przy dyfrakcji
powolnych elektronoéw. Nie powoduje to jednak istotnej zmiany

w opisie zjawiska.

3. Czy drgania cieplne atomow nie przeszkadzaja
dyfrakcji?

W rozwazaniach prowadzonych w poprzednim rozdziale przyjelismy,
ze dyfrakcja zachodzi na atomach tworzacych. regularng strukture.

W rzeczywistosci atomy tworzace krysztal wykonujg drgania cieplne
i w temperaturze pokojowej typowa amplituda tych drgan stanowi
kilka procent odleglosci miedzy sasiednimi atomami. Siatka
dyfrakcyjna utworzona przez atomy krysztatu wydaje sie zatem
bardzo niedoskonala i mozna si¢ obawiac, ze wiazki ugigte otrzymane
przy jej uzyciu beda bardzo rozmyte. Obawy takie nie s jednak
uzasadnione. Drgania cieplne atomow sg chaotyczne i $rednie

w czasie wychylenie kazdego z atomdw z jego polozenia rownowagi
rowna sie zeru. Jak pokazal Debye w 1914 roku, chaotyczne drgania
cieplne atomow prowadza tylko do zmniejszenia natg¢zenia wigzek
ugigtych, bez ich przestrzennego rozmycia (Debye pokazal to dla
dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego, ale wynik ten jest
oczywiscie wazny dla kazdej dyfrakcji). Amplituda drgan cieplnych
rosnie wraz z temperaturg krysztalu, zatem natgzenie wiazek ugigtych
maleje przy wzroscie temperatury. Zaleznosc ta przedstawiona jest
rownaniem (10), gdzie T jest temperaturg krysztatu, za§ a — stala,
zaleing od tak zwanej temperatury Debye’a (charakterystycznej dla
kazdego materialu wielkosci, zwigzanej z jego wlasnosciami
cieplnymi).



Rys. 6. Zasada dzialania wspodlczesnego dyfraktografu. Wiazka elektirondw
pierwotnych wytworzona w specjalnej wyrzutni elektronéw pada na
powierzchnie krysztalu umieszczonego w Srodku krzywizny uktadu dwdch
koncentrycznych, sferycznych, metalowych siatek S, i 53 i sferycznego
ekranu luminescencyjnego E. Elekirony emisji wiornej i wiazki ugiete. 2

- trafiaja miedzy siatkami na hamujace pole elektryczne dobrane w taki

f sposob, aby przed siatka S, elekirony emisji wtérnej (2b) zostaly zawrdcone.

It* Elektrony z wiazek ugigtych (2a) przechodeza przez siatke 5; i sa

K przyspieszane wysokim dodatnim napigciem w kierunku ekranu

. luminescencyjnego E. Na ekranie tym kaida wiazka tworzy jasng plamke P,

[ a plamki te ukladaja si¢ w obraz dyfrakcyjny. Obraz ten jest ogladany

5 przez wziernik W dyfraktografu,

@

Rozwigzanic zac
Woda, podobnie |
malo Scisliwa. Wskutek be

W czasie przehiegu
pocisku. MNast

wody wzdluz toru p ku,
powstanie na chwile bardzo wyso
peisnienia. Cisnienie to przek

geszie wody na scianki skrzynki rozerwie
'3 na kawalki,

liys. 7. Obraz dyfrakeyjny dla sciany krysztalu niklu z atomami ulozonymi
w sie¢ prostokatng. Krzyivkami zaznaczono plamki obserwowane przy
- dvfrakcji powolnych elektronéw na czystej powierzchni, a tréjkatami —
- plamki dodatkowe, pojawiajace sie przy adsorpeji siarki. Rozmiary obrazu
‘ ograniczone 53 wymiarami ekranu luminescencyjnego, male kétko w Srodku
obrazu przedstawia otwér w ekranie, przez ktéry przechodzi pierwotna
wiazka elektronow,

Wil |

Urzadzenie Davissona i Germera ma juz dzisiaj tylko wartos¢
historyczng. Jego podstawows wada byl brak mozliwosci obserwacji
wszystkich wiazek ugietych. Od ponad dwudziestu lat uzywane sa
dyfraktografy wykorzystujace w swej konstrukcji idee sformutowana
przez Ehrenberga w 1934 roku. Zasada dzialania takiego
dyfraktografu przedstawiona jest na rys. 6. Obraz dyfrakcyjny moze
tu by¢ obserwowany i fotografowany, mozna takze, przy uzyciu
odpowiedniego fotometru, dokonywac pomiaru jasnosci
poszczegodlnych plamek i badac zaleznosc tej jasnosci od energii
elektronow, od kata ich padania na powierzchnie krysztatu i od
temperatury krysztatu.

now ?

W ciggu ostatnich dwudziestu kilku lat na calym $wiecie wykonano

i opublikowano tysiace prac wykorzystujacych dyfrakcje powolnych
elektronow do badania powierzchni krysztalow. Ich szczegolowe
przedstawienie, a nawet w miare pelne wyliczenie poruszanych

w nich problemoéw nie jest mozliwe w krotkim artykule. Dlatego
ponizsze omoOwienie nie bedzie oczywiscie pelne, powinno ono jedynie
da¢ czytelnikowi pewne wyobrazenie o kierunkach prowadzonych
badarn.

a) Struktura czyst
Metody badania struktury wnetrza krysztalow oparte na
wykorzystaniu dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego sa dzis$
bardzo rozwinigte i wiedza o tej strukturze jest dos¢ pelna. Metody
te, ze wzgledu na slabe oddzialywanie promieniowania
rentgenowskiego z materia, nie pozwalaja bada¢ struktury powierzchni
krysztalu. Dyfrakcja powolnych elektronow pozwolila stwierdzic, ze
dla szeregu krysztalow, zwlaszcza krysztaldow metali, atomy na
powierzchni ulozone sa tak samo, jak na plaszczyznie rownoleglej
do tej powierzchni i znajdujacej sie¢ wewnatrz krysztatlu. Wynik ten
nie byl oczywisty, gdyz liczba najblizszych sasiadow atomu na
powierzchni jest mniejsza od takiej liczby dla atomu wewnatrz
i rozmieszczenie tych sasiadow jest asymetryczne (nie ma ich na
zewnatrz krysztatu). Sily wigzania atomu na powierzchni sa zatem
inne, co powinno prowadzi¢ do utworzenia na powierzchni struktury
odmiennej niz wewnatrz. Tymczasem w wielu wypadkach obserwuje
si¢ jedynie kilkuprocentowa zmiane odleglosci migdzy atomami
w kierunku prostopadlym do powierzchni.

Dla wielu innych krysztalow (zwlaszcza dla polprzewodnikow, ale
takze i dla pewnych metali) stwierdzono rekonstrukcje powierzchni,
polegajaca na skomplikowanym przemieszczeniu atomow
powierzchniowych zaréwno w plaszczyznie powierzchni jak i w
kierunku do niej prostopadtym. W wielu przypadkach (na przykiad
dla krysztalu krzemu) brakuje dotad w naukowej literaturze
zgodnosci co do struktury zrekonstruowanej powierzchni. Badania
rekonstrukcji powierzchni sg bardzo przydatne dla rozwoju teorii
wigzan krystalicznych.

b) Struktura warstw adsorpcyjnych.

Adsorpcja obecych atoméw na czystej i dobrze uporzadkowanej
powierzchni krysztalu prowadzi bardzo czgsto do utworzenia
uporzadkowanej struktury atomow adsorbatu. W obrazie
dyfrakcyjnym pojawiajg si¢ wtedy nowe plamki oraz zmienia si¢
natezenie plamek ,,starych®. Na przyklad, przy adsorpcji siarki na
jednej ze $cian krysztalu niklu, na ktérej atomy tworza prostokatna
sie¢ krystaliczng, w obrazie dyfrakcyjnym juz przy malych pokryciach
powierzchni adsorbatem pojawiaja si¢ dodatkowe plamki, zaznaczone
na rys. 7 trojkatami.

ych powierzchni krysztatow.
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Rys. 8. Struktura atomow niklu (czarne kropki) dajaca obraz dyfrakcyijny
pokazany na rys. 7 i wyspy utworzone przez zaadsorbowane atomy siarki.
W wyspach 4 i B atom siarki ma czterech najblizszych ,,niklowych”
sasiadow, w wyspie C — dwéch, a w wyspie D — jednego. W rzeczywistosci
rosna tylko wvspy tvpu 4 i B (patrz tekst). Granica zrostu wysp A i B
tworzy defekt struktury.

Rys. 9. Przekroj krysztatu z zaznaczona linia cigcia wykonanego dla
otrzymania $ciany wicynalnej (linia przerywana) i sciana wicynalng zlozona
z taras6w i stopni (linia ciagla). Czarnymi kropkami zaznaczono widoczne
w plaszczyznie rysunku atomy tworzace krysztal.

it

T

Rys. 10. Zaleznos¢ natezenia wiazki ugietej od temperatury krysztatu,
wykreslona w skali pétlogarytmicznej

Inl = Inly—aT )

Z nachylenia doswiadczalnie znalezionej prostej mozna wyznaczyé stalg a,
a stad — efektywna temperature Debye’a.

Z rozmieszczenia tych plamek wynika, Zze na

niklowym podtozu tworza si¢ wyspy zbudowane z regularnie
ulozonych atomow siarki (rys. 8). Znajomos¢ potozenia dodatkowych
plamek w obrazie dyfrakcyjnym nie pozwala rozstrzygnac, jaka
pozycj¢ wzgledem atomow podioza (jakie miejsce adsorpcyjne)
zajmuja atomy siarki, kazda bowiem z wysp pokazanych na rys. 8
powinna dawa¢ obserwowane plamki dodatkowe. Problem ten mozna
rozstrzygna¢ mierzac zaleznos¢ jasnosci poszczegdlnych plamek od
energii elektronow i porownujac te zaleznos¢ z zaleznoscia obliczong
teoretycznie przy zatozeniu, ze obsadzone sa te lub inne miejsca
adsorpcyjne. Takie poréwnania prowadza do wniosku, ze w
omawianym przypadku atom siarki ma czterech najblizszych
»»niklowych™ sasiadow, czyli, ze powstaja wyspy typu',,A" i,,B”.
Wzrost takich wysp prowadzi do ich zrastania sig, przy czym linia
zrostu jest defektem struktury warstwy adsorpcyjnej, jak to wida¢

na rys. 8. Istnienie takich defektow powinno prowadzi¢, jak to mozna
pokaza¢ przy pomocy odpowiednich obliczen, do rozdwojenia
plamek dodatkowych w obrazie dyfrakcyjnym i rozdwojenie takie
jest obserwowane przy catkowitym pokryciu siarka.

Sciang wicynalnq krysztahu nazywamy jego powierzchnig¢ wycigta

w taki sposob, ze tworzy ona maly kat z plaszczyznami gesto
obsadzonymi przez atomy (rys. 9). Stwierdzono do$wiadczalnie, ze
krysztaly roznych metali (np. platyny) ograniczone takimi $cianami
maja interesujace wlasnosci katalityczne (na $cianach takich moga
przebiega¢ pewne wybrane i bardzo pozadane w praktycznych
zastosowaniach reakcje chemiczne). Dla zrozumienia tych wlasnosci
katalitycznych trzeba pozna¢ strukture scian wicynalnych. Jak wida¢
zrys. 9, Sciana taka jest systemem tarasow oddzielonych stopniami.
Stopnie te sa defektami struktury powierzchni i ich istnienie prowadzi
do rozszczepienia pewnych plamek w obrazie dyvfrakcyjnym.

Z wielkosci tego rozszczepienia i z wartosci energii elektronow, przy
ktorej ono wystepuje, mozna oszacowaé szerokosé tarasow i wysokosé
stopni. Okazuje si¢, ze wysoko$¢ stopni rowna jest zwykle najblizszej
odleglosci migdzy atomami.

Drgania cieplne atomow znajdujacych sig¢ na powierzchni krysztatu
powinny mie¢ wigksza amplitudg niz drgania atoméw w jego
objetosci. Wynika to z braku sasiadéw od zewnatrz krysztatu, a wigc
i braku czgsci wigzan utrzymujacych atom w polozeniu rownowagi.
Pomiar zaleznosci nat¢zenia poszczegdlnych wiazek ugigtych od
temperatury krysztatu pozwala na wyznaczenie przy pomocy rownania
(11) stalej a wystepujacej w tym réwnaniu, a wigc i temperatury
Debye’a wyznaczajacej t¢ stala. Nie bedzie to temperatura Debye’a
charakterystyczna dla wnetrza krysztatu, lecz pewna $rednia wazona
temperatur Debye’a odpowiadajacych poszczegdlnym
przypowierzchniowym warstwom atomoéw, nazywana efektywna
temperatura Debye’a. Najwigkszy wklad do tej sredniej wnosi
pierwsza warstwa atomow, ale wplyw kolejnych warstw zwykle tez
nie moze by¢ zaniedbany. Z do$wiadczenia wiadomo, ze efektywna
temperatura Debye’a jest o kilkadziesiat procent mniejsza od
objgtosciowej (wewnetrznej) temperatury Debye’a. Oznacza to

w kazdym razie, ze temperatura Debye’a odpowiadajaca pierwszej
warstwie atomow (powierzchniowa temperatura Debye’a) jest
znacznie mniejsza od objgtosciowej temperatury Debye’a. Wynika
stad, ze amplituda drgan cieplnych atoméw powierzchniowych jest
duzo wigksza od amplitudy drgan atoméw wewnatrz krysztalow.
Wynik powyzszy jest raczej jakosciowy. Uzyskanie wiarygodnych
danych ilosciowych w tej dziedzinie napotyka istotne trudnosci, m. in.
ze wzgledu na brak latwego sposobu oszacowania wplywu warstw
glebszych na efektywna temperature Debye’a. Wystepuja tu rowniez
inne trudnosci, ktorych omawianie wykracza poza ramy niniejszego
artykulu. Mozna, by¢ moze, tak dobra¢ warunki doswiadczenia, ze
wkiad warstw glebszych do dyfrakcji stanie si¢ pomijalny i ze inne,
nie omoéwione tutaj trudnosci stang si¢ mato istotne. Sprawdzenie

tej mozliwosci jest jednak sprawa przyszlosci.
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Tak nalezy serwowac.

4

Wszystkie powyzsze rozwazania prowadzono postugujac si¢ skrajnie
uproszczonymi modelami. Rozwazano mianowicie tylko przypadek
prostopadlego padania wiazki pierwotnej i bardzo mato i pobieznie
zajmowano si¢ wkladem warstw glgbszych do dyfrakcji. Zaktadano
réwniez milczaco, ze fala de Broglie'a jest uginana w krysztale tylko
jeden raz, co znakomicie uproscito opis dyfrakcji. W rzeczywistosci
wielokrotne rozproszenie elektronow w krysztale jest bardzo istotne
w dyfrakcji powolnych elektrondw i musi by¢ brane pod uwagg przy
jej opisie. Dlatego wspotczesna teoria dyfrakcji powolnych elektronow
jest bardzo skomplikowana, a interpretacja wynikow otrzymywanych
przy stosowaniu tej dyfrakcji do badania powierzchni krysztalow
rzadko bywa tak prosta, jak w przytaczanych wyzej przyktadach.
Dlatego niniejszy artykut jest tylko bardzo elementarnym wstepem
do tematu sformutowanego w jego tytule.

Matematyka jest dobra na wszystko. Oto wiadomo, ze po pierwszym nieudanym serwie (po
polsku: podaniu) wolno w tenisie serwowaé powtornie. Wszyscy tenisisci bija wigc pierwszy
serwis silnie, bardziej ryzykownie. Drugi jest bardziej $cigty, spokojniejszy i juz nie powinien
wyjs¢ na aut.

Moze to nie jest najlepsza strategia? Moze optacitoby si¢ obydwa serwisy wykonywa¢ mocno,
ryzykownie, albo przeciwnie, obydwa stabsze? Stworzmy matematyczny model sytuacji! Gracz ma
do dyspozycji zbior S sposobow serwowania: mocny i plaski, liftowany, z naroznika kortu,

blizej srodka, itd... Z kazdym podaniem s zwiazane sa dwa prawdopodobieristwa p(s) i g(s):

p(s) = prawdopodobienstwo. ze serw jest udany,

q(s) = prawdopodobiefistwo warunkowe: jesli jest udany, to przyniesie punkt (lub chocby
rozstrzygajacy atak).

Zatem w(s) = p(s)q(s) jest prawdopodobiefistwem wygrania punktu po podaniu s. Na ogot
podania z wiekszym p maja mniejsze ¢ (im bardziej ryzykowny, tym trudniej go odebrac, jesli
wyjdzie).

Strategia sklada si¢ zatem z uporzadkowanej pary (s;, 5,) € Sx S. ,,Sukces™ to wygranie punktu.
Jego prawdopodobienstwo wynosi

1) p(s1,52) = W(51)+(1—P(51))W(52)-

Optymalna strategia powinna maksymalizowa¢ (1). Poniewaz nie ma trzeciego podania, wigc 5
musi przy tym maksymalizowaé w(s). Oznaczmy to maksimum przez w; wtedy s, winno
maksymalizowa¢

()] w(s)—wp(s).

Odtozmy na dwu prostopadiych osiach p i w. Wyobrazmy sobie, ze nasz gracz zna bardzo wiele
sposobéw serwowania i ze ukladaja sie one w krzywa jak na rysunku obok. Kazdy tenisista
potwierdzi, ze jest ona wypukla. Poniewaz s, maksymalizuje w, wiec jest najwyzszym punktem
wykresu. Natomiast s, maksymalizuje w(s)—wp(s). Geometrycznie znaczy to, ze 5, jest punktem
stycznosci krzywej z prosta L o wspolczynniku kierunkowym w. Na rysunku obok mamy wigc
strategi¢: bij najpierw s,, potem s,. Proste? Proste!

Udowodnili$my matematycznie, ze oplaca si¢ bi¢ pierwszy serwis ryzykownie a drugi spokojnie.
Wiedzielismy to juz przedtem, ale teraz to juz ho-ho!

Dla mniej wprawnych graczy nasza teoria tez jest dobra. Wyobrazmy sobie, ze ma on do
dyspozycji tylko dwa sposoby serwowania: s, i s, 0 wspotrzednych (py, wy) i (p2, w2). Wowczas
(fatwe obliczenia pomijamy): (s,, 5,) jest optymalna strategia wtedy i tylko wtedy, gdy

Wy = w, = wz(l—(pz—l’n))-

Gdy pierwsza nierownos¢ nie zachodzi, nalezy serwowac¢ dwa razy s, , gdy druga — dwa razy s,.
Co z tego wszystkiego wynika dla poziomu naszych umiejgtnosci w bialym sporcie? Doktadnie
nic. Czy wobec tego te rozwazania byly catkiem bezuzyteczne? By¢ moze, natomiast autorowi
tej notatki nieodparcie przypominaty matematyczne podstawy ekonomii polityczne;j.

(M. Sz.)

S
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Oddzialywanie promieniowania
elektromagnetycznego z materig

Czes¢ 11. Model oscylatorowy

Doc. dr Jerzy GINTER

W poprzednim artykule z tego cyklu omowilismy podstawowe do$wiadczalne zaleznosci
pomigdzy zjawiskami absorpcji, emisji i zalamania promieniowania elektromagnetycznego.
Aby chociaz jako$ciowo zrozumie¢ omawiane zagadnienia, musimy dokonaé teraz dhuzszej
dygresji — przypomniec i rozszerzy¢ wiadomosci, dotyczace ukladow poruszajacych sie
harmonicznym ruchem drgajacym, czyli tzw. ,,oscylatorow harmonicznych™.

1. Oscylator swobodny.

Dobrze znanym przykladem oscylatora harmonicznego jest wahadto. (Innym przykladem moze
by¢ kulka zawieszona na sprezynie). Wiadomo, ze dla malych wychylenn pozioma sita F
dzialajaca na kulk¢ wahadla jest proporcjonalna do wychylenia z polozenia rownowagi x:

F= —kx. (1)

Jezeli na kulke wahadta nie dziala w kierunku poziomym zadna inna sita, Il zasada dynamiki
prowadzi do réwnania

ma = —kx. (2)
Przypomnijmy, ze przyspieszenie jest druga pochodna wychylenia wzglgdem czasu
_ dix
dr? ’
Ruch oscylatora okresla wiec rownanie
m :if = —kx. 3

Wiadomo, ze rozwigzania tego rOwnania odpowiadaja zalezno$ci periodycznej
x = Asinwg!. 4)

d2
Fatwo to sprawdzi¢ przez podstawienie, pamigtajac, ze e (sinax) = —a’sinax. A jest wielkoscia
X

dowolng, zwana amplituda ruchu. Czgstos¢ kolowa w, jest okreslona wzorem (T oznacza okres
drgan):
_2:_:_ k

==V " (5)

we = m

Przypadek ruchu bez zadnych sit dodatkowych nazywamy przypadkiem oscylatora
swobodnego.
2. Oscylator wymuszeny.
Nas jednak bedzie interesowac przypadek bardziej zlozony: kiedy na oscylator dziala jeszcze
sila ,,zewnetrzna”, periodycznie zalezna od czasu
F = Fysinwt. (6)

Czestosé kotowa o tej sily jest na ogol rozna od czestosci drgan whasnych wg. Przykladem
realizacji takiego ukladu moze by¢ wahadlo z kulka stalowa, pobudzane do drgan
elektromagnesem, zasilanym pradem przemiennym (rys. 1).
11 zasada dynamiki prowadzi teraz do rownania

d3x

ma = m——-
dr?

= —kx+ Fysinwt. (1))

Mozna przypuszczaé, ze ruch pod wplywem sily periodycznie zmiennej o czgstodci w bedzie
ruchem periodycznym z ta wlasnie czestodcia (rozng od czgstosci wlasnej mo).

Zalezno$¢ x od 1 ma wigc postac
x = Asinwt. (8)
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tys, 2. Przebieg zaleznosci wychylenia od
czasu zgodnie z wzorem (12)

1y5. 4. Schematycznie przedstawiony przebieg
wspdlczynnika zalamania (a) i absorpcji (b)
jako funkcji czestosci.

Sprawdzmy, Ze wyrazenie (8) jest rozwiazaniem rownania (7). Podstawiajac (8) do (7)
uzyskujemy

m(—w?) Asinwt = —kAsinwt+ Fysinet, 9)
Przenoszac wyrazy zawierajace A na lewa strone i dzielac obie strony przez msinwt (ktora to
wielko$¢ na ogoél rozna jest od zera), dostajemy
k F,
(———m’) A="2 (10)
m m
Mozemy teraz juz wyznaczy¢ A, ktoére nie jest dowolne, ale jednoznacznie wyznaczone przez
k
cz¢stosc i stale wystepujace w rownaniu. Zauwazmy przy tym, ze — = w3, zgodnie
m

z wyrazeniem (5). Mamy wiec (dla @ # wg)

e o an
m(w§ —w?)
i ostatecznie zalezno$¢ wychylenia od czasu
Fy ;
= m sinwt. (12)

Musimy teraz przedyskutowa¢ uzyskany wynik. Wykres zaleznosci 4 od @ przedstawia rysunek 2.
Fo

mwE

W zakresie pomigdzy zerem a w, amplituda jako funkcja czgstosci roénie. Wazne jest jednak,

ze dla okreslonego w jej wartos¢ jest ustalona. Poniewaz w naszych rozwazaniach nie

uwzglednili$my zjawiska rozpraszania energii, oznacza to, Ze po ustaleniu sig drgan (czyli poza

krotkim okresem poczatkowym) energia $rednio nie jest do ukladu dostarczana ani od niego

odbierana.

Dla czestosci kotowej w rownej czestosci wlasnej ukladu e, wzor (11) nie daje okreélonej

wartofci 4, bo mianownik znika. Jest to przypadek scislego rezonansu. Rozwiazanie (8) nie

opisuje prawidlowo zachodzacych proceséw. Naprawdg dla scislego rezonansu mielibysmy do

czynienia z ruchem z amplituda rosnaca, a nie ustalona (jak przy rozhu$tywaniu hustawki).

Mamy wigc do czynienia z pobieraniem energii przez oscylator od Zrodta sily periodycznej

(absorpcjg energii).

Dlaw > w, oi:uscrwujemy wynik do$¢ dziwny — drganie zmienia faze. Poniewaz A jest mniejsze

od zera, wychylenie ma zwrot przeciwny w stosunku do dzialajacej sily. Latwo stwierdzié, 7e

jest to prawda. Trzeba mie¢ tylko pileczke (albo dowolny inny cigzarek) na gumce (rys. 3). Przy

poruszaniu reka z czgstoécig mniejsza od czestosci wlasnej piteczka wychyla sie zgodnie ze

zwrotem ruchow reki. Dla pobudzenia z czestoscia wigksza od rezonansowej jest odwrotnie.

Dla @ — co amplituda dazy do zera.

Widac, ze dla bardzo matych czgstosci (w — 0) amplituda 4 dazy do wartoéci 4 =

3. Oscylatorowy model absorpcji, emisji i zalamania promieniowania
elektromagnetycznego.

Rys. 4 przedstawia schematyczna zalezno$¢ wspolczynnika zatamania substancji materialnej od
czgstosci promieniowania elektromagnetycznego. Jest to po prostu przedrukowany rysunek 4

z pierwszej czgsci artykutu. Poréwnanie z rysunkiem 2, przedstawiajacym zalezno$é amplitudy
oscylatora harmonicznego od czgstosci sity pobudzajacej wskazuje na uderzajace podobiefistwo
obu tych wykresow. Nasuwa si¢ wigc nastepujaca hipoteza: byé moze w cialach materialnych
istniejq jakies ,,mikrooscylatory” harmoniczne. Musza one wystgpowaé w gazie atomowym — np.
w parach sodu. W tym przypadku najprawdopodobniej sa nimi same atomy. Muszg takze
wystgpowac w cieczach i w ciatach stalych — takich jak na przykiad omawiany poprzednio
fluorek litu. Ponadto ,,poszczegolne czesci” tych oscylatoréw musza mie¢ tadunek elektryczny, -
bo moze je pobudza¢ do drgari fala elektromagnetyczna. Sprobujmy naszkicowaé teraz, jak

w tym modelu ,,mikrooscylatoréw™ mozna byloby opisa¢ absorpcje, emisje i zalamanie
promieniowania.

4. Pochianianie.

Zgodnie z naszym zalozeniem w o§rodku materialnym istnieja ,,mikrooscylatory” o okrelonych
czgstosciach wlasnych — pewnych wartociach w,. Fala elektromagnetyczna moze pobudza¢ je do
drgai. Jezeli @ # @,, to nie zachodzi absorpcja energii (por. rozwazania w punkcie 2 tego
artykulu). Absorpcja energii zachodzi natomiast dla $cistego rezonansu, czyli w = wy. W
rzeczywisto$ci bardzo czgsto mamy do czynienia z oddzialywaniem pola elektrycznego fali na
naladowane ,,czesci mikrooscylatoréw” zgodnie ze wzorem F = qE—.' Mozliwe jest jednak takze
oddziatywanie z polem magnetycznym fali.

Warto przy tym zwrdciC uwage, ze na ogol temperatura ciata absorbujacego wzrasta. Musi wiec
istnie¢ jaki$ sposob zamiany energii drgari ,,mikrooscylatorow” ciala na energie termiczna.
Proceséw tych jednak nie bedziemy dokfadniej omawiag.

-
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= " a+b+e
Oznaczajac p = ———— mamy
5 B SR oeaiine =
hg = = yepia—ayp—E)y(p—c)
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=y} ————  — =
Velp—a) 1 =
e /a2 —(b—c)P cah
= yp(p—a) ]J_.-‘ = = } plp—a)
at
i analogicznie by = Y plp—0),h: = Yy p(p—c),
przy czym rownosci zachodza gdy
odpowiednio b = ¢c. a = ¢, a = b.
Mamy stad
h2+hI+h2 < plp—a)+p(p—b)+plp-c)= p?,

przy czym rownosé zachodzi tylko ‘dia
trojkata réwnobocznego
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rys. 5. Zaleinos¢ wspolczynnika zalamania
od dlugosci fali dla krysztalu fluorku litu
(LiF). Dla poréwnania dorysowano
zaleznosci wspolczynnika zalamania od
dlugosci fali dla szkla i wody w zakresie
widzialnym.

roalaagi
A

5. Emisja.

Jezeli w naszych mikrooscylatorach fadunek ujemny moze si¢ przesuwaé ruchem drgajgcym
wzgledem dodatniego, to taki uklad moze wysyla¢ promieniowanie elektromagnetyczne. Jest to
zjawisko podobne do wysylania fali elektromagnetycznej przez antene radiowa, w ktorej
poruszaja si¢ ujemne elektrony wzgledem dodatnich jondow metalu. Emitowana fala ma czestosé
rowna czestosci drgan wlasnych ,,mikrooscylatoréw”. Dlatego zjawisko pochlaniania i emisji
zachodzi dla tych samych czestosci.

Aby ,,mikrooscylatory” zaczely drgaé, trzeba im dostarczy¢ energie. Jest to mozliwe na wicle
sposobow. Oto niektore przyklady:

a) Zderzenia ,,mikrooscylatorow” ze soba. Na tej zasadzie pobudzane sa do drgan atomy sodu
w palniku.

b) Zderzenia ,,mikrooscylatorow™ z elektronami. Tak powstaje $wiecenie atomow gazu

w wyladowaniu jarzeniowym (w neonowce, w lampie sodowej).

¢) Pobudzenie do $wiecenia przez fale elektromagnetyczna. Zjawisko takiego $wiecenia —
réwnoczesne z procesem absorpcji — pojawia si¢ np. przy oéwietleniu chiodnych (nieswiecacych)
par sodu $wiatlem o odpowiedniej czestosci. Nazywamy je ,,fluorescencja rezonansowa”.

6. Zalamanie.

Przypadek zatamania omowi¢ najtrudniej, bo wymagatoby to rozwiazania rownan Maxwella dla
fali rozchodzacej si¢ w osrodku materialnym. Pozostaniemy wiec przy kilku najprostszych
uwagach:

Osrodek materialny tym rozni si¢ od prézni, 7e przychodzaca fala elektromagnetyczna moze

w nim wywola¢ prady elektryczne, polegajace na ruchu fadunkéw ,,mikrooscylatorow™. Jezeli
czesto$¢ fali rozni sig od czestosci wlasnej, czyli nie sa spelnione warunki rezonansu, amplituda
drgan po krotkim okresie wstgpnym ustala si¢ — nie ma wigc zjawiska absorpcji. Fakt powstania
drgan fadunkow przejawia si¢ jednak jako istnienie roznego od jednosci wspolczynnika
zalamania o$rodka materialnego. Wtedy, kiedy wzbudzone drgania sa stabe, wspolczynnik
zatamania jest stosunkowo niewiele rozny od jednosci. Kiedy drgania sa duze i zgodne w fazie
z polem elektrycznym fali — czyli na przyklad dla czgstosci niewiele nizszej od czestosci
rezonansowej — wspolczynnik zalamania staje si¢ bardzo duzy (dla LiF obserwowana byla np.
warto$¢ n = 4,5 — mowiliSmy juz o tym poprzednio). Kiedy drgania sa silne, ale zachodza

w przeciwfazie z polem wspolczynnik zalamania moze sta¢ sie znacznie mniejszy od jednosci
(dla LiF obserwowano warto$¢ n = 0,2).

Stosunkowo proste pojeciowo rachunki pokazuja na bardzo dobra zgodnoéé ,,oscylatorowego

~modelu” substancji z eksperymentem. Polegaja one po prostu na obliczeniu, jak rozchodzi sig

fala elektromagnetyczna w o$rodku, w ktorym istnieja ,,mikrooscylatory”, kt6rych ruch
opisuje wzor (12). Przeprowadzenie ich wymaga jednak wiadomosci — zaréwno z fizyki, jak
i z matematyki — znacznie przekraczajacych zakres szkolny.

7. Podsumowanie.

Z tego co powiedzielismy powyZzej widaé, ze ,,oscylatorowy model” zadziwiajaco dobrze opisuje
oddziatywanie promieniowania elektromagnetycznego z materia. Powstaje jednak natychmiast
pytanie: co to sa te,,mikrooscylatory”? Jaka jest ich fizyczna natura? Do tych spraw
przejdziemy w nastgpnej czesci cyklu.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”

Skrot regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylaé rozwigzania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce);, mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami.

Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania

" liczba 0s0b, ktore nadestaly choé jedno rozwiazanie z numeru

1 tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu, Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.
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Zadania nr 19, 20, 21

Termin nadsylania rozwiazan: do 31.VII.1982

19. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x, dla ktorych jest spefniona nierdéwnosc
' sin(cosx) < cos(sinx).

20. Sciany 2n-$cianu wypuklego opisanego na kuli pomalowano na czerwono i zielono tak, by
sasiednie $ciany byly roznych koloréw. Czy czerwonych $cian musi by¢ tyle samo, co ziclonych?
Czy pola powierzchni: czerwone;j i zielonej musza by¢ rowne?

21. Kazda funkcja rozniczkowalna ma pochodna ciagla (! ?) Wskazac blad w ponizszym
rozumowaniu: Niech f bedzie funkcja rozniczkowalna. Piszac

, - 1t h —f(x)

. —f(x)

widzimy, ze f(x+h) = f(x)+hf'(x)+he, gdzie ¢ - 0 przy h — 0. Podstawiajac tu kolejno:
() x=0h=2t 2) x=0h=1, (3) x = h = t, otrzymujemy uklad rownosci

25 = f(0)+24f"(0)+2te,, &, = O przy t = 0,
() = f(O+1f(0)+re;, 6, > 0przy t = 0,
f@21) = f()+1f (1) +tey, 65> 0przy t — 0,
z ktorego mozemy wyznaczy¢ f'(1):

fQ@o—=1(t)
t

[ = — &3 = f(0)+2¢,—£;—&3.

Ostatnie wyrazenie dazy do f7(0), gdy ¢ — 0, a wiec funkcja f* jest ciagla w punkcie 0.

Rozwigzania zadan z numeru 11/81
7. Odpowiedz jest twierdzaca: lim f(x) = 0. Dowéd: Przypusémy, ze tak nie jest. Wowczas,
x—+0+

z uwagi na ciaglo$é f, w dowolnie malym prawostronnym otoczeniu zera lezy przedzial, na
ktorym | f| > & > 0. Okreslmy ciag takich przedzialow
Io, I, I, ..., I = <a, by, wybierajac I, dowolnie, a dalej zadajac, by

by 1 —au_ a ay_y+b_
IkC(O,*:mI) o & IS o

—
2 by 2by_y

Prosty rachunek pokazuje, ze wowczas roznica liczb by _, /by i ax_,/ax jest wigksza od 1; mozna
zatem miedzy te liczby wstawié liczbe naturalng mi. Mamy wiec ax_, < mxay, bu_y > mby
(k=1,2,..). Oznaczmy: ny, = myM; ... M, Je = {mean, mby>. Z uzyskanych nieroOwnosci
wynika, ze Jo 2 J; = J; @ .... Istnieje wiec punkt x € N Ji, czyli taki, ze x/m € I (k=120
Zatem | f(x/m)| = &, wbrew warunkowi zadania.

8. Niech K, L, M, N, P, Q oznaczaja odpowiednio §rodki krawedzi AB, CD, AC, BD, AD, BC

1
danego czworosécianu ABCD. Z relacji KM||BC||LN, KM = > BC = LN, KN||ADI||LM,

KN = s AD = LM i z zatozenia AD = BC wynika, ze czworokat KMLN jest rombem, a wigc

jego przekatne KL i MN sa prostopadie i polowia sie. Takie same stwierdzenie dotyczy —
analogicznie — par odcinkéw MN i PQ oraz PQ i KL. Stad teza.

9. Poniewaz OWCA = 1023, a STADO < 98765, wiec n < 96. Bedziemy szukac rozwiazan

z n = 50. Jesli takie rozwiazanie istnieje, to literze O musi odpowiada¢ cyfra 1. Wowczas iloczyn
n- OWCA = STADO konczy sie cyfra 1, zatem ostatnimi cyframi czynnikéw musza byc 11 1
albo9i9albo3i7. Ale A # 1, skoro O = 1. Pozostaja mozliwosci: A = 3, n = 10k+7, lub
A =7,n=10k+3,lub A = 9, n = 10k+9. Bierzemy teraz najwigksza mozliwa wartosc

n = 93; wtedy A = 7, STADO < 98761, stad OWCA = STADO:n < 1061, wigc W = 0

i OWCA = 10C7; podstawiajac za C kolejne niezajete cyfry sprawdzamy, czy ktoras z nich daje
rozwiazanie zagadki. Okazuje sig, ze nie — bierzemy wiec n = 89 i postgpujemy podobnie, i dalej,
dla n = 87, 83, 79, 77, ... Pozostawiamy sprytowi Czytelnikow znalezienie takiej metody liczenia,
aby przebadanie wszystkich wartosci n > 50 zajelo nie wigcej, niz kwadrans zabawy

z kalkulatorem. '

W przedziale 50 < n < 96 zagadka ma dwa rozwigzania: 63+ 1567 = 98721 i 53- 1297 = 68741.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Odpowiedz: fimax = 63.

L~ J



ve Wszechswiecie (III)

Doc. dr Bolestaw GRABOWSKI

Po omowieniu kataklizmow na skale ziemska i na skalg Ukladu
Slonecznego, tym razem zajmiemy si¢ gwiazdami i galaktykami.

7. Gwiazdy aktyvwne. Nazwijmy aktywnymi gwiazdy zmieniajace
jasnoé¢ w sposob ostry, cho¢ niekoniecznie gruboskalowy;
prawdopodobnie we wszystkich z nich dochodzg do glosu —
choé w roznej skali — procesy wybuchowe. Sformulujmy
,,konkurencje¢” pod nazwa gwaltownos¢ zmian, rozumiejac ja
jako przyrost jasnosci w jednostce czasu. Dobrymi ,,zawodnikami"
w tej konkurencji sg gwiazdy zmienne wybuchowe typu T Tauri
i U Geminorum; znacznie lepsze sa tzw. gwiazdy rozblyskowe,
prawdopodobnie zasilane tym samym mechanizmem, co rozblyski
naszego Slofica. Miara tamtejszych rozblyskow jest jednak bez
poréwnania wigksza: w skrajnych przypadkach jasnos$¢ gwiazdy
w ciggu 5—100 sekund ro$nie o 5—7 tzw. wielkosci
gwiazdowych, co odpowiada wzrostowi mocy promieniowania,
co najmniej o czynnik 100! Jest to wynik niezwykly, zwlaszcza
jesli sie zwazy, iz w rozblysk wprzggnigte jest — jak si¢ ocenia —
zaledwie okoto 1%, powierzchni gwiazdy ... A poza wszelkim
wspoltzawodnictwem sa gwiazdy nowe i supernowe.
W wielu typach zmiennych wybuchowych spotykamy odrzucone
otoczki, ekspandujace z predkosciami setek kilometrow na
sekunde (wnioskujemy o tym z przesunigcia dopplerowskiego
linii widmowych); energia nowej jest uwalniana tak gwaltownie
i jest jej tak duiy tadunek, ze materia jest odrzucana od gwiazdy
z predkoscia rzedu 2000 km/s. Za ta wybuchowa ekspansja
podaza dramatyczny wzrost jasnosci: o 10—15
wielkoéci gwiazdowych, tzn. o czynnik od 10* do 10° w czasie
od kilku godzin do kilku dni. Masa ,,zdmuchnigtej” otoczki
stanowi zaledwie okoto 10~ % masy gwiazdowej; w kazdym razie
sa to jednak tryliony ton. Przyjmujac orientacyjnie jej mas¢ okoto
1025 — 102¢ kg, otrzymujemy energi¢ kinetyczng okoto 10°7 —
10°® J. W czasie calego ,,popisu™ trwajacego okoto jednego roku
wypromieniowuje ona w otoczenie drugie tyle energii, to znaczy
taka ilos¢, na ktorej wytworzenie Slorice potrzebowaloby sto tysigcy
lat! Fotografia przedstawia nowg w gwiazdozbiorze Herkulesa
przed i wkrotce po wybuchu w 1934 r. Slynnym wspolczesnym
ewenementem jest nowa w gwiazdozbiorze Labedzia, ktora w nocy
29/30 sierpnia 1975 r. zwigkszyla swa pierwotna jasno$¢ w sposob
niezwykly — co najmniej 10 milionoéw razy i z niklego $wiatetka,
ktorego nie zdolaly ujawni¢ nawet najwigksze teleskopy, stata
si¢ gwiazda latwo zauwazalng golym okiem.
Supernowa w swoim maksimum blasku moze ,,za¢mic¢” blask
calej galaktyki (a wigc 10'® — 10! storic!), do ktorej jest
przynalezna. Widma supernowych dajg niepodwazalne dowody
szalenczej ekspansji ,,zdmuchnietej” materii. Otrzymuje sie:
mase¢ okolo 0,5 M, i predkosc okolo 10 000 kmy/s (typ 1
supernowych), lub masg 5 M5, i predkos¢ okolo 5000 km/s
(typ 1I). W obu typach wi¢kszos¢ energii straszliwego wybuchu,
okolo 10** J, unoszona jest przez rozpedzone zwaly materii;
porcje o jeden do dwu rzedow wielkosci mniejszg supernowa
wydatkowuje w szybkim tempie w formie promieniowania.
Chodzi tu w sumie o ilosci kolosalne. Dla poréwnania: nominalna
energia nuklearna, jaka mozna wyzwoli¢ przez ,,spalenie” jednej
masy slonecznej czystego wodoru (,,popiolem™ bedzie czysty
hel)

0,0072x Moye? = 1,3x 10%% J, 4)

jest tylko niewiele wigksza. Przekonuje to nas dowodnie, iz
w ,,narodzinach™ supernowej, w tym pelnym dramatu cho¢

10

migawkowo krotkim doswiadczeniu, eksplodujaca gwiazda traci
znaczna czes¢ swego nuklearnego paliwa; w tym momencie

z reguly koriczy ona swoje ,,normalne zycie™.

Najstynniejsza pozostaloscia po eksplozji supernowej jest
Mglawica Krab (por. ,,Patrz w niebo™, Delta 12/1980).
Katastrofe, ktorej skutki obserwujemy, mozna przyrownac¢ do
jednoczesnej eksplozji 10?5 stumegatonowych bomb wodorowych;
dzis sprawce tego gigantycznego fajerwerku kosmicznego trudno
odszuka¢ nawet przez duze teleskopy — jest on 10 tysiecy razy
stabszy od najstabszych gwiazd widzianych golym okiem.

W pobliskich galaktykach zaobserwowano dotychczas ponad 300
supernowych, srednio dwie w danej galaktyce w ciagu stulecia.
W naszej Drodze Mlecznej odkryto okoto dwu tuzinow
pozostalosci po supernowych, najswiezszy — z 1604 r. i zadnej
dalszej supernowej od prawie czterech wiekow. ,,Zlekcewazona”
statystyka pilnie domaga sie wiec zados¢uczynienia. Kto wie,
moze juz wkrotce ujrzymy ol$niewajacy blysk na firmamencie,
moze nawet juz w tych dniach? ...

8. Galakevki aktywne. W przegladzie obiektow ,,podejrzanych”
o gwaltowne akcje, galaktyki wydaja sie by¢ jednostkami
najbardziej zrownowazonymi. A jednak ... Juz dosc proste
obserwacje sasiednich galaktyk dowodza, iz gwaltowne i
odpowiednio gruboskalowe formy aktywnosci nie sa tam
bynajmniej obce, przy czym lerenem wyjsciowym takiej akcji

jest z reguly jadro galaktyczne, Wnetrze naszej wlasnej Galaktyki
obserwujemy ze znacznie wiekszym trudem (jakby na
potwierdzenie przypowiesci o zdible w cudzym i belce we
wlasnym oku). Jednak nawet wyrywkowe i nie do konca jeszcze
pewne obserwacje dowodzg istnienia radialnego wyplywu materii
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z wngtrza Drogi Mlecznej, z predkoscia ok. 100 km/s. W formie
ekspandujacego pierscienia o promieniu ok. 800 lat $wietlnych
rozbiega si¢ 100 milionow mas stonecznych gazu i pytu
migdzygwiazdowego. Latwo mozemy oceni¢, iz gigantycznej
skali eksplozja, ktora rozpedzila te masy, miala miejsce przed
kilku milionami lat i uwolnila energie (gdy za jej miare przyjac¢
samg tylko ,,zaobserwowang™ energi¢ kinetyczng) nie mniejsza
niz 10*® J; w rzeczywistosci jest ona znacznie wieksza. Odpowiada
ona catkowitej energii spoczynkowej (E = mc?) masy co najmniej
5 Mg, lub nominalnej energii nuklearnej (por. (4)) co najmniej
1000 M. Stuprocentowa sprawno$¢ zamiany masy spoczynkowej
w energi¢ wybuchu moglaby zapewnié tylko (hipotetyczna)
anihilacja materia-antymateria; mamy jednak zasadnicze powody
aby (co najmniej) w odniesieniu do naszej Galaktyki ten
mechanizm odrzuci¢. Na obecnym etapie referowania sprawy
pozostaje wigc nam wniosek: w jednym wybuchu uczestniczyla
materia co najmniej tysigca mas stonecznych ... A jeszcze tak
niedawno astrofizycy uwazali, ze wybuchy supernowych sa
najpotezniejszymi tego rodzaju zjawiskami we Wszech$wiecie.
Droga Mleczna, jak sadzimy, nalezy do ,,normalnych™ galaktyk
(spiralnych). ,,Anomalne” galaktyki ujawniaja aktywnos¢
wybuchows o znacznie wyzszym stopniu gwaltownosci. Zdjecie
wykonane w jednobarwnym $wietle wodorowej linii Hy,
przedstawia (w negatywie, ktory jest bardziej ,,czytelny” niz
pozytyw) najblizsza z galaktyk o symptomach choleryka —
galaktyke nieregularna M82, odlegla o 10 min lat $wietlnych.
s 1% SE
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W jej srodkowym rejonie widzimy gigantyczny pioropusz gazow
wyrzuconych eksplozyjnie wzdluz osi obrotu; rozciaga sie on na
odleglosc 13 000 lat swietlnych. Predkos¢ masy w kazdym jego
punkcie jest proporcjonalna do odleglosci punktu od jadra
galaktyki. W najbardziej oddalonych czesciach pidropusza gaz
ekspanduje z predkoscia 2700 km/s. Z prostego przeliczenia
otrzymujemy, ze eksplozja w galaktyce nastapila pottora miliona
lat przed tym stanem, ktory dzi$ obserwujemy. Mase gazu
wymiecionego eksplozja oceniamy na okolo 5 milionéw mas
slonecznych, a niesiong przezen energie kinetyczna na okolo

2% 10*® J. Dla poroéwnania: rownowazne (masowo) 5 milionow
Slofic przez owe polttora miliona lat zdolaloby wypromieniowac
zaledwie okolo 4% tej gigantycznej porcji energii. Catkowita
ilosc energii uwolnionej w eksplozji galaktyki M82 oceniamy

z grubsza na 10*® do 10%! dzuli (A. Unsold: The New Cosmos).
Nieco dalej polozona wielka galaktyka eliptyczna M87 imponuje
powybuchowym ,,dzetem™ — $wietlista struga materii, jak

z palnika acetylenowego, tyle tylko, ze rozciagla na sto tysiecy
lat swietlnych. Cala klasa galaktyk, nazywanych seyfertowskimi,
w swoich widmach uwidacznia ruchy gazéw o predkosciach
500—4000 km/s, ktore trudno wyttlumaczy¢ inaczej, jak tylko
gwalttowna eksplozjg.

n

9. Tajemniczy re

Galaktyki aktywne sa z reguly znacznie ,,jasniejsze’”” w zakresie
radiowym, podczerwieni, ultrafiolecie lub w promieniach X, niz
w widmie optycznym. Szczegolnie ,,skromnie™ w tym rejonie
widma wygladaja radiogalaktyki. Zwykle po nalozeniu na siebie
obrazu optycznego i radiowego radiogalaktyki otrzymuje sie
swoiste monstrum — stabe centrum optyczne i daleko oden
odsunigte na boki (symetrycznie, wzdluz osi rotacji) dwa centra
niewiarygodnie wprost spotegowanej aktywnosci radiowej.
Prawdziwym rekordzista w tym wzgledzie, a ,,przy okazji”
najwiekszym odkrytym dotad pojedynczym obiektem we
Wszechswiecie, jest radiogalaktyka 3C 236, ktorej oba zrodla
emisji radiowej sa oddalone od siebie o 18 milionow lat $wietlnych!

Fotografia przedstawia optyczny obraz innej radiogalaktyki,
znanej pod nazwa Cygnus (Labedz) A. Widzimy tu tylko jasne
jadro galaktyki (Srodek zdjecia); niewidoczne centra radiowe
zaznaczono schematycznie. Kazde z centrow oddalone jest od
macierzystej galaktyki o okolo 200 tys. lat $wietlnych, a ona
sama oddalona jest od nas o ponad pét miliarda lat $wietlnych.
Labedz A wydaje si¢ by¢ najpotezniejszym ,,nadajnikiem”
radiowym wsrod radiogalaktyk w calej zbadanej dotad czeSci
Wszechswiata. Jego pelna moc radiowa wynosi az 5x 1037 W
{okoto 10° razy wigksza, niz M82, 5,1 x 10°7 W wobec

4,2 x 102 W). Tak wiec w samym tylko zakresie radiowym

w ciagu kazdej sekundy emituje on przeszlo sto miliardow razy
wigcej energii, niz nasze Stonce lacznie we wszystkich
dilugosciach fali. Setki tysigcy lat wczesniej, niz widzimy to na
zdjeciu, galaktyka doswiadczyla w swym wnetrzu gigantycznej
eksplozji; wyrzucone zostaly w przeciwnych kierunkach olbrzymie
,,bryzgi” plazmy — kazdy o $rednicy 60 tys. lat $wietlnych —
ktore obecnie obserwujemy jako radiozrodlo. W rzeczy samej
eksplozja miala miejsce o ponad pot miliarda lat wczesniej, takie
bowiem jest opoZnienie informacii, jakie dzi$ otrzymujemy z tego
odleglego rejonu Wszechswiata. £.aczna energia wyzwolona
podczas katastrofy galaktyki w Labedziu jest o 3—4 rzedy
wieksza, niz w eksplozji galaktyki M82 i sigga 1055 J!

dzist Glowna cecha widm
kwazarow jest — jak wiemy — duze przesuniecie ku czerwieni.
Najbardziej naturalnym (ale niekoniecznie prawdziwym)
wyjasnieniem jest tzw. wyjasnienie kosmologiczne — iz kwazary
uczestnicza w ekspansji Wszechswiata. Jeéli tak jest istotnie,
obserwowane przesunigcie wiaze si¢ — poprzez prawo Dopplera —
z predkoscig radialng Zrodla swiatla, Dalsze | ,obserwable”
sczepione s3 teraz nawzajem w lancuchu implikacji: duze
przesuniecie widma ku czerwieni — duza predkos¢ ucieczki

Zzrodla — zrodlo jest bardzo daleko od nas — Zrodlo jest bardzo

ordzista — kwazar



;miode” (tzn. obserwujemy jego obraz z glebokiej prehistorii,
ze stosunkowo niewielkim opoZnieniem wzgledem ,,daty jego
narodzin).

Jednym z najblizszych kwazarow jest 3C 273. W modelu
rozszerzajacego si¢ Wszechswiata otrzymujemy dlan odleglosé
okoto 3 mld lat $wietlnych i integralng moc promieniowania
przewyzszajaca ok. 10 tysiecy razy jasnos¢ galaktyki podobnej
do naszej Drogi Mlecznej: 4 x 10*® W, Innymi slowy, kwazar
3C 273 w przeciggu jednej sekundy emituje tyle energii w formie
fal elektromagnetycznych, ile nasze Storice w ciagu 3,5 milionow
lat. Maksymalne ,,osiggi” kwazarow sg jeszcze o dwa rzedy
wigksze.

Globalng ilos¢ wyzwolonej w straszliwym kataklizmie energii,
ktora w tym tempie jest wySwiecana przez przecietny kwazar

w przeciggu jego domniemanego ,,czasu zycia”, rzedu miliona
lat, ocenia si¢ na 10%° dzuli. Oszatamiajace ... Aby zda¢ sobie
sprawe z ogromu tej energii zauwazmy, Ze jest ona rownowazna
energii nuklearnej (0,007 mc?) okolo 10'" mas stonecznych,

a wigc odpowiada calkowitemu »»spopieleniu™ na hel tak poteznej
galaktyki, jak nasza Droga Mleczna. Mozna si¢ obawia¢, 7e nie
tedy droga do wytlumaczenia nieprzebranej obfitosci energii
kwazaréw; prawde méwiae, problem ten odnosi si¢ — choé nie
az tak drastycznie — réwniez do eksplodujacych galaktyk.

W tym miejscu klania si¢ nam
starorzymski bozek o dwu twarzach,
Janus. Nie bez powodu.
Skonstatowali$my wlasnie fakt

: Obiekt
uderzajacy : obok dobrze znanego
wizerunku ,,kosmosu (Wszechéwiata)
dzentelmeriskiego™, quasi-stabilnego,
powoli ewoluujacego, jaki zostal
zaszczepiony w naszej wyobrazni
Supernowa

przez nadchodzace zewszad spokojne
.»programy” emisji termicznej,
ujrzeliémy budzaca groze druga

twarz — Wszech$wiata wybuchowego,
gwalttownego w swych dzialaniach

Jadro Drogi Mlecznej

: W Galakiyki
impetyka, przemawiajacego do nas LS
z furig — burza wysokoenergetycznych = -
korpuskut i roznorodnych e
Kwazary

promieniowar nietermicznych.

W razie eksplozyjnego uwolnienia calkowitej energii spoczynkowej
(mc?) w powyiszej ilosci potrzeby ,,paliwowe™ s skromniejsze:
ok. 10*? kg = 5x 10® M, co jest juz,,rozsadnym” utamkiem
(okoto 1%;) masy przecietnej galaktyki. Gwattowny kolaps
grawitacyjny (zapas¢) niewiele tylko wickszej ilosci masy ku
ekstremalnym gestosciom zdaje si¢ gwarantowaé wydajna, jak
trzeba, produkcje energii elektromagnetycznej. Jeszcze bardziej
atrakeyjnym ,,generatorem” fal elektromagnetycznych jest
materia orbitujgca w tzw. dysku akrecyjnym wokol osobliwego
tworu, czarnej dziury, stopniowo wyhamowana (lepkoscia)

i zwalajaca si¢ nan z predkosciami przy$wietlnymi. W skrajnych
przypadkach sprawnos$¢ takiego generatora energii moze sigga¢
az 409, catkowitej energii spoczynkowej, a wiec moze byé
kilkadziesiat razy wigksza od najbardziej wydajnych proceséw
termojadrowych. Ow generator ,,spala™ przy tym, z jednakowa
sprawnoscia energetyczna, wszelka materi¢ — bez wzgledu na jej
sklad chemiczny. Niesamowite ... W tej niezwyklej sprawie
Czytelnik powinien siggnac do artykutu ,,Gwiazdy kuliste,
gwiazdy plaskie, gwiazdy z dziurg” Bohdana Paczynskiego

w numerze 2/1980 Delty.

Podsumujmy na koniec, wedlug domniemanego ,,stanu na dzi§”
hierarchig energetyczna aktywnosci, czasy elektromagnetycznego
brylowania (czasy zycia) jej kosztem i rownowazng utrate masy
spoczynkowej ,,obiektow nie z tego $wiata” (M. Zeilik: The
Evolving Universe).

Réwno-
. i | Cgas| Produkcja | wazna .
f ;’-n‘:rﬁ1;'1}1'\-“-11- . é'i.i:\i. : 'E?u;ia.- :;'ﬂ.tr(::u_ S
s (el widms E(iam}- g,.{w.?kgif‘.-\;_- i}gpi‘-.;;;/_}._nko-
Gk f | (dzule) | wej (kilo-
| = | gramy)
| | |
| — : | S
1032 —10°7 | optyczny | 0,2 | 1043, | 10
el B 104 | 10% i
1034 | podczer- | 10° | 105t | 1034
= | wien | i
10°° y : ;
1032 108 | 10+ 1037
1(}38 | |
I( |
10°° { optyczny | 10° i 1036 1039
1042 | podczer- |
| wien |
1049 | radiowy =
|

Przypommijmy, ze 1 MO = 2x 1030 kg,

Dzien dobry, kiania si¢ Wam magister Pirozynski. Nareszcie. Tak, tak, i matematycy ziczynaja
dba¢ o swoje interesy, Dostalem niedawno nowy numer Journal of Recreational Mathematics

i znalazlem cos, co mnie bardzo ucieszylo: drobny artykulik (autor nazywa si¢ D. R. Kaprekar)
o liczbach Harshad. Harshad znaczy w sanskrycie dajqcy radosé. Autor artykuliku zajmuje sie
tymi liczbami od co najmniej kilkunastu lat. Sa to liczby podzielne przez sume swoich cyfr.
Niektore z nich widzimy w tabelce ponizej

sumacyfr 7 11 12
7 209

70 308

133 407

Nareszcie!

15 16 17 19 41

48 247 195 448 476 874 177899
84 364 285 484 629 1729
156 481

592 782

Zauwazamy wsréd nich ,,liczbe Ramanujana™ 1729, liczba Harshad jest tez 6174, o ktorej
pisaliSmy w nr 9/1980, a takze palindromiczna 8009003009008,

Artykulik w JRM jest krotki i dobrze. Bo nie o to chodzi, zeby byl dlugi. Konczy si¢ bowiem
tak: Serig swoich prac na temat liczb dajacych radosé wysle ci D. R. Kaprekar, Tamze inne
interesujace odkrycia autora. Wyslij zamowienie i $ 10.00.

W nadziei, ze kolega odpali troche zielonych za reklame w poczytnej Delcie, podaje Wam,
drodzy Czytelnicy, adres: D, R. Kaprekar, 311 Devlali Camp, India 422401 .
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Jarostaw WROBLEWSKI

Oznaczmy przez A zbior liczb algebraicznych catkowitych nad Z, tj. zbior wszystkich
pierwiastkow rownan
Mo, xte o Yeixtes =10,

gdzie # jest liczbg naturalng, a wspolczynniki co, ¢;, ..., ca—; $a liczbami catkowitymi. Dla

ustalonej liczby pierwszej p przez Q oznaczymy zbior liczb postaci a, p+ a2} p+ a,;]',‘/r,r_:+ R =

+ ay 1"/’5 n € Y, a, — catkowite. Wprowadzmy nastgpujace pojecie przystawania liczby
algebraicznej do uktadu innych liczb.

Definicja: Jesli a € A oraz dla pewnych b, ba, ..., bajest (a—b)): (@—by): ... - (a—b,) €Q, t0
zapiszemy a € (b,, bs, ..., b,) mod p. O liczbach b, , b,, ..., b, w najogolniejszym przypadku
mozna zalozyc, ze sg algebraiczne catkowite, ale my dla uproszczenia przyjmiemy, ze sa one
liczbami catkowitymi. Uklad liczb (b,, b, ..., b,) nazwiemy ukladem reszt liczby a modulo p.
Nie kazda liczba z 4 ma uklad reszt, np. liczba ]/5 nie posiada ukladu reszt modulo 3. Niech
wige S bedzie zbiorem takich a € 4, ze a € (b, b,, ..., byymod p dla pewnych b, bs, ..., by
catkowitych. 0 liczbach b, b,, ..., by mozna bez szkody zalozy¢, ze sa wybrane ze zbioru
{0,1,2,...,p—1}, gdyz

ac(b,, by, ...,b.)mod p==>ae (b, by, ..
przez p.

Wiedy kazdy element a € § ma podstawowy uklad reszt modulo p, tj. taki uklad reszt, ze kazdy
uktlad reszt liczby a modulo p jest naduktadem tego ukladu. Uklad podstawowy jest wyznaczony
jednoznacznie. W ukladzie podstawowym (b, , b,, ..., b,) liczby b, , b,, ..., bs sa rézne.

.y by)mod p, gdzie b; jest reszta z dzielenia liczby b,

Twierdzenie: Jeslia,,a, € Soraza, € (b,, b, ...,b.)mod pia, e (d,, d;, ..., d)mod p, to:
(1) a, +a; € (bi+d;)mod p, gdzie przez b;+ d; rozumiemy uktad zlozony ze wszystkich sum
bitdygdziel <i<ml<j<k,

(2)a,* a; € (b;* dj)ymod p,

lub ogolniej:

(3) dla dowolnego wielomianu W(x, y) o wspolczynnikach catkowitych mamy:

W(a,.az) € (W(b;, dy))modp.

Wszystkie powyzsze warunki maja uogolnienie na przypadek nie dwoch, a m = 2 liczb
@yy82, .0y m E S,

Jesli a jest liczba catkowita i b jest reszta z dzielenia a przzz p, to (b) jest podstawowym ukiadem
reszt liczby a modulo p.

A oto kilka przykladow kongruencji:
Y2e B 49mod 7, bo (Y2-3)(V2—-4) = 12—V2)

V2 e (5, 18)med 23, |
V3e(7,16)mod 23, |

V5 € (©O)mod 5,
V23+yY2€(0,1,6)mod 7.

1 na zakonczenie przykiad zastosowania wprowadzonych kongruencji:

stad Y2+ ¥3 e (2, 11, 12, 21) mod 23,

Przyklad: Liczba a = (;/3 + 1/ 19)1989 4 (/6 — 1/ 19)!°89 jest liczba catkowita. Znalezé jej ostatnia
cyfre.

Rozwiazanie: |/E+ me (1ymod 2, podobnie ]/E—-]/Tﬁ € (1)mod 2. Zatem

(V6+1/19)1°80 & (1989 mod 2, czyli ()/6+1/19)!°8° € (1)mod 2, a takze

(ﬁ— V' 19)1980 & (1)mod 2. Stad a € (0)mod 2 tj. a jest parzysta. Ponadto V6e(1,4)mods,
Y19e(2,3)mod 5, Y6+y19€e(1,2,3,4)mod 5, skad ()6+119)'°* e (1,1, 1, I)mod 5,
wiec (/6+1/19)'?%° & (1)mod 5.

Podobnie ()/6—)/19)19%% & (1)mod 5 i a € (2)mod 5. Na podstawie powyzszych kongruencji
otfrymujemy, ze 10la—2, czyli a jest zakoriczone cyfrg 2.

Liczba b = (()/6+1/19)'°%°— (/6 —)/19)!?5). }/6- 19 jest catkowita. Proponuje Czytelnikowi
znaleZ¢ jej ostatnia cyfre.
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Od odwaznika 1 linijki

=) P == SR =
do podstaw matematyki

Dr Andrzej PELC

Moina bez przesady powiedzie¢, ze rozmaite pomiary towarzyszyly
ludziom od poczatku istnienia cywilizacji. Mierzono zawsze
dlugoséc¢ sztuk plotna, pole powierzchni upraw, objgtos¢ plynow,
wage kruszcow, katy przy nawigacji i mnostwo innych wielkosci.
Wiele jednak uplyneto czasu zanim dostrzezono wspolne cechy
przystugujace roznym typom miar. Najpierw zostaly zauwazone
pewne rachunkowe zaleznosci pomiedzy np. dlugoscia i polem:
zdano sobie sprawe z tego, ze kwadrat o dlugosci boku 2
jednostki ma zawsze pole rowne czterem jednostkom
kwadratowym. Nie tedy jednak wiodla droga do zrozumienia,

co takiego laczy powiedzmy dlugosé, pole i objetosé, co
upowaznia do nazwania pierwszej miarq wielkosci liniowych,
drugiego miarg wielkosci plaskich a trzeciej miarq wielkosci
przestrzennych.

Dopiero na przetomie XIX i XX wieku pojawily sig¢ pierwsze
sformulowania pojecia miary, Zanim jednak podamy definicje
sprobujmy zastanowic si¢ nad owymi wspolnymi cechami
dlugosci, pola i objetosci, ktore daly poczatek matematycznemu
pojgciu miary.

Kazdy bez trudu zauwazy, ze pomiar dlugosci polega na
przypisaniu pewnej liczby nieujemnej (z mianem) danemu
zbiorowi punktow na prostej, np. odcinkowi lub sumie trzech
odcinkow. Tak wlasnie postepujemy, gdy mowimy, ze jakas
wstega ma dlugoé¢ 2 metrow, a trzy inne wstegi razem dhugosé
11 metréw. Oczywiscie fakt, ze rczwazamy prosta zamiast wstegi
Jjest juz wynikiem pewnej idealizacji matematycznej, ale jakze
daleka stad jeszcze droga do prawdziwie ,,dojrzalego”,
abstrakcyjnego pojecia miary.

Zupelnie tak samo ma si¢ rzecz z mierzeniem pola i objetosci.
Tak wiec mozna si¢ zgodzi¢, ze cechg wspolna rozwazanych
trzech pojec jest to, iz sa one funkcjami z pewnej rodziny
podzbiorow przestrzeni odpowiednio jedno-, dwu-

i trojwymiarowej w zbior liczb rzeczywistych nieujemnych.

O jakich rodzinach podzbioréw mowa, o tym za chwile.
Nastepna nietrudna obserwacja pozwala stwierdzi¢, ze zbiorowi
pustemu przypisana jest zawsze miara zero. Oto, gdy nie ma
materialu, to jest go 0 metréw (centymetréow, kilometrow ...),
gdy wypito piwo, to jest go 0 litrow (hektolitrow, metrow
szesciennych ...). Tak wigc umoéwmy sig: miara przypisuje
zbiorowi pustemu liczbe 0.

Kolejne spostrzezenie stanowi z pewnoscia kluczowy krok przy
definiowaniu miary. Ot6z, gdy ja mam metr materiatu na
garnitur, a kto§ ma dwa metry, to razem mamy 3 metry pod
warunkiem, ze ani skrawek nie jest wspolny. Nie §miejcie si¢
Czytelnicy, ze autor przypomina Wam reguly dodawania. W tym
prostym przykladzie ukryta jest najwazniejsza cecha miary: miara
sumy dwoch zbiorow roztgcznych rowna jest sumie ich miar.
Trzeba sie jeszcze umowic, ile wynosi miara pewnego wzorcowego
zbioru: odcinka [0, 1] w przypadku prostej, kwadratu
jednostkowego w przypadku plaszczyzny czy kostki jednostkowej
W przestrzeni trojwymiarowej. Niech miara ta bedzie réwna np. 1.
Przed podaniem pelnej definicji miary warto si¢ zastanowic, dla
jakich rodzin zbioréw bedziemy ja okresla¢. Z pewnoscia
zaréwno zbior pusty, jak i cala przestrzen musi do takiej rodziny
naleze¢. Ponadto chcielibysmy jeszcze méc dodawac miary, a wigc
suma dwoch zbioréw z przypisang miara powinna takze znalezé
si¢ w naszej rodzinie zbioréw mierzalnych. Wreszcie, gdy jakis
zbiér A ma okreslong miare, to jego uzupelnienie do calej

przestrzeni roOwniez ,,powinno” mie¢ okre$long miare, wiec
uzupelnienie A4 tez musi by¢ elementem rodziny zbioréw
mierzalnych. ]

Rodziny o wymienionych przed chwila wlasnosciach nazywamy
cialami zbiorow.

Definicja 1. Cialem zbiorow w n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej E" nazywamy rodzine S jej podzbiorow o
nastepujacych wlasnosciach:

1. @, E" € §; zbior pusty i cala przestrzen naleza do S,
2, Jezeli A, BES,to AU BE€ S,

3. JezeliAc S, to E"— A€ §.

Teraz mozemy juz podaé definicje miary.

Definicja 2. Miara (skonczenie addytywna) w przestrzeni
euklidesowej E" nazywamy funkcjg m okreélong na ciele S
podzbiorow tej przestrzeni, o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych nieujemnych rozszerzonym o oo (nieskorficzono$é)
i majaca nastepujace wlasnosci
a) m(3) = 0; miara zbioru pustego wynosi 0,
by m(K") = 1; miara n-wymiarowej kostki K" o boku 1 wynosi 1,
¢) jezeli A n B = @, to m(A v B) = m(A)+ m(B); miara sumy
dwdch zbioréw rozlgcznych jest réwna sumie ich miar.
Dolaczenie do wartosci miary wielkosci oo jest zabiegiem
naturalnym; wszak ,,prawdziwa” dlugos¢ prostej czy ,,prawdziwe”
pole plaszczyzny to wlasnie co. Nalezy jednak wyjasnié, jak
bedziemy rozumie¢ symbole g+ o0 i 00 + 0. Oté6Z umawiamy
sig, Ze a+ o0 = 00 i 00 + 00 = 00, a innych dzialan na symbolu
o0 nie wykonujemy.
Niektore miary (a wérdéd nich diugosé, pole i objetosé) maja
wazng dodatkowa ceche: miara zbioru rowna jest mierze kazdego
zbioru z nim izometrycznego. Takie miary nazywajq sie
niezmiennicze.
Przy badaniu wlasnosci miar istotne jest rozstrzygnigcie, na
jakim ciele zbiorow maja by¢ okreslone. Najmniejsze ciato sklada
sig tylko z dwoch zbiordéw: pustego i calej przestrzeni. Czujemy
jednak, ze to za malo. Rozwazajac np. miary na prostej
chcieliby$smy umie¢ zmierzy¢ wszystkie odcinki. Miara
niezmiennicza okre$lona na najmniejszym ciele zbiorow
zawierajgcym wszystkie odcinki nazywa sie miarq Jordana. Taka
miara istnieje i jest tylko jedna.
Naturalne wydaje si¢ dazenie do definiowania miar na mozliwie
bogatych cialach zbiorow, najlepiej na ciele wszystkich podzbiorow
przestrzeni. W latach dwudziestych postawiono problem, czy
mozna okreéli¢ miare niezmiennicza na wszystkich podzbiorach
prostej (a takze plaszczyzny, przestrzeni 3-wymiarowej itd.).
Odpowiedz na to pytanie wynika z twierdzeri Hausdorffa
i Banacha i jest twierdzaca w przypadku prostej i plaszczyzny,
a przeczaca w przypadku przestrzeni trojwymiarowej i w wigkszej
liczbie wymiarow.
Inny zupelnie obraz otrzymamy, gdy wzmocnimy warunek ¢
w definicji miary zastgpujac go warunkiem
¢’) dla dowolnego ciagu A,:n € N parami roziacznych zbiorow
oo

z rodziny S, m(4d, v A, L ..) = E m(Ay,).

n=1
Napis 4, uA4,u ... oznacza sume¢ ciggu zbiorow, czyli zbior
skladajacy sie ze wszystkich elementow nalezacych do
ktoregokolwiek ze zbiorow A,; n € N. Rownos¢ oznacza, ze albo
warto$¢ miary po lewej stronie jest skonczona, a szereg po
prawej stronie jest zbiezny i ma sume rowna tej wartosci, albo
obie strony rowne sg co.
Oczywiscie nalezy rowniez zmieni¢ warunek drugi w definicji
ciala zbiorow zastepujac go mocniejszym warunkiem
2.jesli Ape SdlaneN, to AjuAu ...€S
Miary spelniajace warunek ¢’) nazywamy o-addytywnymi,
a ciala spelniajgce warunek 2’ o-cialami. Najmniejsze o-ciato
zawierajgce wszystkie odcinki nazywa si¢ o-cialem zbiorow



elowskich. Istnieje jedyna miara s-addytywna rozszerzajaca
‘miarg Jordana i okreslona na o-ciele zbioroéw borelowskich.
wana jest ona miarg Lebesgue’a. Podobnie jak miara Jordana
jest to miara niezmiennicza. Przy tym o-cialo zbiorow
 borelowskich jest istotnym rozszerzeniem najmniejszego ciata
- zbiorow zawierajacego odcinki. Mozna wykazaé, ze np. zbior
~ liczb wymiernych nalezy do pierwszego z nich, ale nie do
“drugiego. Jest on mierzalny w sensie Lebesgue’a, a niemierzalny
~ w sensie miary Jordana; p. takze artykul W. Wojtynskiego
- w Delcie 9/1979. W przypadku miar ~-addytywnych mozna
- wykazac, ze nie istnieje taka miara niezmiennicza, okre$lona na
- wszystkich podzbiorach prostej, plaszczyzny, przestrzeni, itd. bez
~ wzgledu na wymiar. Fakt ten byl znany juz na poczatku XX
- wieku. Wynika z niego w szczeg6lnosci istnienie zbioru
- niemierzalnego w sensie Lebesgue’a.
- Dazenie do zmierzenia jak najbogatszej rodziny zbiorow
- doprowadzilo do sformutowania w latach trzydziestych
" nastepujacego problemu, ktérego autorem jest wielki polski
- matematyk, Waclaw Sierpinski: Czy istnieje maksymalne
Tozszerzenie niezmiennicze miary Lebesgue’a? Innymi slowy, czy
istnieje niezmiennicza miara o-addytywna, ktora na zbiorach
~ borelowskich pokrywa si¢ z miara Lebesgue’a, ale ktorej juz nie
" mozna rozszerzy¢ do miary niezmienniczej mierzacej wiecej
- zbioroéw. Negatywna odpowiedZ na to pytanie zostala uzyskana
- calkiem niedawno. Tak wigc jesli jako$¢ niezmienniczej miary
. g-addytywnej okresla¢ na podstawie wielkosci o-ciata zbioréw,
~ ktore mozna zmierzy¢ przy jej pomocy, to okazuje sie, ze nigdy
nie dojdziemy do perfekcji w tym zakresie.
- Porzu¢my w tym miejscu rozwazanie miar niezmienniczych
" i zajmijmy si¢ zagadnieniem mozliwosci zdefiniowania
. jakiejkolwiek miary na ciele wszystkich podzbioréw przestrzeni
- euklidesowej. Jesli nie uczynimy zadnych dodatkowych zalozen,
to taka miare skonstruowac niezwykle latwo. Wybierzmy
~ mianowicie jeden punkt przestrzeni i przypiszmy miarg 1 kazdemu
- zbiorowi, do ktorego on nalezy, a miarg 0 pozostalym zbiorom.

Rozwiazanie na str. 5.

Rozwigzanie na str. 6.

Rozwiazanie na str. 8.

Rozwiazanie na str. 13.

Rozwiazanie na str. 3,

Czytelnik sprawdzi bez trudu, ze tak okreslona funkcja jest
rzeczywiscie miara, ba, nawet o-addytywna. Analiza powyzszego
przykiadu pokazuje, ze aby problem mial wigkszy sens, nalezy
przynajmniej zadaé, by miara kazdego zbioru jednopunktowego
byta rowna zeru (w naszym przykladzie tak oczywiscie nie bylo).
W ten sposdb usci$lony problem ma w dalszym ciggu odpowiedz
twierdzaca dla przestrzeni euklidesowej o dowolnej ilosci
wymiarow (a wigc w szczegblnosei dla prostej, plaszczyzny
i,,zwyklej” przestrzeni).

Okazuje si¢ natomiast, ze to samo zagadnienie w przypadku miar
o-addytywnych jest bardzo trudne, tak trudne, ze do dzi$ nie
doczekalo sig jeszcze rozwigzania. Co wigcej okazuje sie, ze

sigga ono gleboko podstaw matematyki, mianowicie kwestii
wyboru aksjomatyki. Wiadomo, ze przy tej, ktéra matematycy
powszechnie dzi$ stosuja, nie mozna istnienia takiej miary
o-addytywnej udowodni¢, niewykluczone natomiast, ze uda sie
jej istnienie obali¢. Byloby to z pewnoscig bardzo doniosle
twierdzenie, a sformulowanie pytania wydaje sie tak latwe, ze

nic tylko siggna¢ po papier i dugopis ... Ejze!

Problematyka, ktora zostata tu naszkicowana w najgrubszym
zarysie wydaje si¢ interesujaca z szerszego, filozoficznego punktu
widzenia. Zagadnienie miary, jak zadne chyba inne, pozwala
przesledzi¢ diuga droge, ktora przebyla mysl ludzka od scidle
praktycznej dzialalnosci, jaka jest mierzenie, poprzez najprostsze
ale juz abstrakcyjne intuicje geometryczne, do stworzenia pojeé
na wysokim stopniu abstrakcji i wreszcie w wyniku stawiania
kolejnych pytaf z nimi zwigzanych — do badania fundamentow
systemu dedukcyjnego. Droga ta wiedzie od miernictwa przez
geometrig, teori¢ miary az do podstaw teorii mnogosci. Moglby
kto$ powiedziec, ze doszukiwanie sie tego typu powiazan jest
zabiegiem sztucznym, jednak rzut oka zaréwno na historié
rozwoju omawianej problematyki jak i wzajemne przenikanie
sig zagadnien lezgcych na styku kolejnych wymienionych
dyscyplin upewni¢ moze o istnieniu wspodlnej, taczacej je nici.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 289. W wierzcholkach tréjkata ABC umieszczono masy rowne dlugosciom przeciwleglych
bokéw, Znalezé Srodek ciezkosci tego ukladu mas.

M 290. Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje nieskonczenie wiele niepodzielnych
przez 10 liczb naturalnych n takich, ze suma cyfr liczby n jest réwna sumie cyfr liczby m- a.

M 291. Wykazac, ze w dowolnym trojkgcie ABC jest

(a+b+c)

h2+hi+hE < %

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ
F 110. W naczyniu z woda plywa, obcigzona u dolu gwozdzikiem, $wieca (patrz rysunek). Czy

taka konstrukcja swiecznika zapewnia dlugotrwale palenie sig $wiecy?

F 111. Szczelna skrzynke drewniana napetniono woda i nastepnie przestrzelono kulg karabinowa.
Skrzynka rozerwala si¢ na drzazgi. Dlaczego?



W wielu problemach spotykamy si¢ z ciagami okreslonymi rekurencyjnie. Wyprowadzenie wzoru
na n-ty kolejny wyraz takiego ciggu bywa czesto trudne. Dla niektorych takich ciagéw mozemy
znalez¢ formuly asymptotyczne, przyblizone. Wyprowadzimy pewne wzory dla ciagéw danych
rekurencyjnie w postaci

(n Xyl = x,.+f(x..);
gdzie o funkcji rzeczywistej f zalozymy, ze lim f(x) = 0 (granica istnieje i jest rowna zeru).
X—=o0

Postuzymy si¢ znanym z analizy twierdzeniem Lagrange’a: jezeli funkcja f ciagla w przedziale
[a, b] ma pochodna w przedziale (a, b), to f(b)—f(a) = (b—a)- f'(c), gdzie ¢ jest pewnym
punktem przedziatu (a, b).

Ciagi rekurencyjne maja wiele wspolnego z rownaniami roznicowymi. Nasze zadanie rozwigzemy
ukladajac pewne rownanie roznicowe i zastgpujac je rownaniem rozniczkowym.

Jezeli zamiast x, napiszemy F(n), to wzor (1) przepisze si¢ jako

) F(n+1) = F(n)+/(F(n)).

1 Funkcja F jest okreslona dla liczb naturalnych, mozemy jg jednak z duza dowolnoscia
przedtuzy¢ na liczby rzeczywiste; w szczeg6lnosci mozemy ja tak dobraé, by byla rézniczkowalna.
) Wtedy z (2) i z twierdzenia Lagrange’a mamy
3) F'(n+0) = f(F(n), gdzie 0 < O < 1,

Z naszego zalozenia o funkcji f wynika, ze roznice f(b)—f(a) sa male dla duzych a i b. Jesli
zadbamy o to, by funkcja F miedzy punktami calkowitymi miala , ,lagodny™ przebieg, to
bedziemy mogli napisa¢ przyblizong réwnosc¢

@) F'(n+0) = F'(n),
a to prowadzi nas do jednorodnego réwnania rozniczkowego
(5) F'(x) = f(F(x)).

Rozwiazemy je latwo metoda rozdzielania zmiennych. Przyjmujac y = F(x) otrzymujemy
dy/f(y) = dx, skad, catkujac:

6 { o =
(6) Sm—x—xu-

Yo

Wartosci x, i yo to nasze warunki poczatkowe; w oznaczeniach ,,ciagowych™ x, jest numerem
poczatkowego wyrazu ciagu, ¥, to wartos¢ tego wyrazu. Przypominajac sobie stare oznaczenia,
piszac G(y) zamiast ktorejkolwiek funkcji pierwotnej funkcji 1/f(») i przyjmujac dla
uproszczenia np = 0 (tj. wyraz poczatkowy ma numer 0), mamy po bardzo latwych rachunkach

Yo =2, Xy, q =X H2x} @) xn = G~ (n+G(x0)).

el (e Oto i r}as: przyblizony wzor na n-ty wyraz ciggu (1), Dokladno$¢ wzoru zalezy od dokladnosci
eax z formuly e rerEOTh przyblizenia (3), tym lepszej im szybciej zmierza do zera funkgja /.

rekurencyjnej przyblizonego  Przyklad 1. Niech x, = 25, natomiast dla n = | x4, = x,+ 1/x,. Rownanie (4) dla tego ciggu
»
dy )
& 2 ma postaé S—”—- = x—xo, skad G(») = ¥2/2, tj. x» = V/2n+625.
X 2.5 y
= 3,469 3,362 2 ) ] "
i 4,177 4,082 Przyklad 2. Ciag dany jest formula rekurencying xn., = x,+2/x2 z warunkiem poczatkowym
X20 :-;w :’2‘;'; xo = 2. Po krotkich obliczeniach dostajemy wzor asymptotyczny x, = '1]/ 6n+8.
;::., 8'5:2 i Dokladnoéé przyblizenia obrazuje tabelka.
(po skrdtach redakcji)

Robert KOWAL

I
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Zadania, Ktorycn nie umiemy rozwigzac | [1

Dzisiaj chcieli§my zaproponowaé¢ Czytelnikom kolejne zadanie z geometrii. Wprawdzie znamy
jego rozwigzanie, ale nie satysfakcjonuje nas ono w peini, jako dos¢ skomplikowane. Moze
Czytelnicy beda umieli poda¢ rozwigzanie prostsze?

A oto zadanie.

Niech punkty 4, B, C naleza do kola k. Skonstruowac trojkat wpisany w okrag tego kola, taki
by jego boki przechodzily odpowiednio przez dane punkty 4, B, C.

PROOF



Kiedy zdalem sobie sprawg, ze tym odcinkiem rozpoczynam czwarty rok pisania ,,Patrz w niebo”,
przemknelo mi przez mys$l, ze chyba opisalem juz caly Wszechswiat: ,,chyba nic juz nie
pozostalo”. I ta mysl podsuneia mi kolejny temat: napisa¢ o niczym — co zobaczymy, gdy
spojrzymy w takim kierunku, w ktorym nie widaé zadnej gwiazdy. Oczywiscie, uzvwajac duzego
By ; teleskopu zobaczymy mnéstwo slabszych gwiazd, ale co miedzy nimi?

3 Obserwujac niebo z Ziemi stwierdzimy stabe $wiecenie tla.
Dokladniejsza analiza tej emisji pozwoli nam stwierdzié, ze jest to
$wiatlo Storica (ewentualnie odbite od Ksiezyca i planet) i gwiazd
rozproszone w atmosferze ziemskiej i w pyle migdzyplanetarnym.
Zapytajmy jednak, czy stwierdzimy jakiekolwiek $wiecenie nieba
,,samego z siebie” po uwzglednieniu tych efektow. W promieniach
widzialnych nie prowadzono dotychczas obserwacji spoza atmosfery

L | J :k ziemskiej (z satelitow). Moze wiec uciekniemy si¢ do poréwnania
I | f l z zakresami fal juz dostgpnymi badaniom. Chodzi o promieniowanie
radiowe (atmosfera przepuszcza, Storice niewiele przeszkadza)

i rentgenowskie (obserwacje satelitarne). Obserwacje w obu tych
zakresach daja jakosciowo inne wyniki. W dziedzinie fal radiowych
(od ok. I mm do ok. 1 m) obserwujemy autentyczne promieniowanie

—_—fm——— —————

-
-
-

i 8
=

]
4R / l = 4 tla — promieniowanie Piancka_ (o temperaturze 2,7 K) bedace
-8 2 { J pozostaloscia (i dowodem?) Wielkiego Wybuch
: 7‘? ] 4 7 (zobacz Delta 4/1981). - ;
! : H 4 Zanim przeprowadzono pierwsze obserwacje rentgenowskie, uwazano,
! ' saofeei ] ze jesli zaobserwuje sie jakiekolwiek promieniowanie tla w tym
] i (\ A\ zakresie, bedzie to albo emisja pochodzaca od
/ : : \ 7 rozgrzanego gazu miedzygalaktycznego (o ile taki istnieje) albo
' \ { '| promieniowanie spowodowane przez zderzenia fotonow radiowego
% { Tt \ 4 4 promieniowania reliktowego (wspomnianego wyzej) z bardzo
i E : | szybkimi elektronami wyrzucanymi z jader niektorych galaktyk.
: Rzeczywiscie zaobserwowano promieniowanie rentgenowskie, ale

juz w 1979 roku okazalo si¢, ze bardzo waznym skladnikiem takiego

T S — rozmytego promieniowania (a moze jedynym?) jest promieniowanie

8 10 7 " 16 18 €0 22 wielu indywidualnych kwazaréw, aktywnych jader galaktyk,

,@ V M) obiektow typu BL Lac itp, bedacych ponizej progu detekcji, ale
razem sumujgcych si¢ w mniej wigcej jednolite tlo. Analiza ich

liczebnosci potwierdza te hipotezg oraz pozwala ocenié, ze w zakresie

: ‘llhl’onﬂm‘lm:m tla pozagalaktycznego. Symbol 2,7 K oznacza

e eliktowe, dwie pionows kreski wyz ja zakres i fal widzialnych promiefliowanie miliardow lnicwidotfznych _obickléw
nych obserwacjom ze wzgledu na bardzo silne pochlanianie pozagalaktycznych, m.in. z tzw. aktywnymi jadrami, bedzie
3, : najistotniejszym skladnikiem ,,tla optycznego™.
mgr Tomasz CHLEBOWSKI

1 sobie magiczny trojkat

liczby naturalne po kolei, jak leci, w trojkat. Co tu
go? Popatrzmy. W dolnej ukosne;j linii stoja, jak widac
kwadraty liczb naturalnych (i oto mamy dowdd, ze
+5+ ... + 2n—1 = n?). lloczyn dwu (a takze i kilku)

cych po sobie liczb z kazdego z rzedow zaznaczonych, “' .‘."l :
mych badZ ukosnych, tez jest w tym rzedzie (dlaczego?). 9.@:@:%:@:@:@.@
skrajnych liczb z kazdej z pionowych kolumn znajduje sig o@.ag%".@’ga.g.a‘:—g\m W
ziomym rzgdzie odpowiadajacym liczbie dolnej (a to czemu?). h:-:~:~:~'~:~:“
Inie cyfry liczb ze $rodkowego poziomego rzeduto 1373 1 OO.@.@.@%@‘.@%
to sig powtarza wedlug tego samego wzoru (typ ABCBA). ot -Ggi,-.a (7 :

zu wyzej mamy 2 6 2 0 0 (typ ABACC), w wierszu
j sie od 4 obowiazuje ta sama zasada. Ile jest takich
w? W jakich wierszach si¢ powtarzaja?

owym rzedzie co trzecia liczba (poczawszy od 3) jest
na przez 3, co siddma (zaczynajac od 7) przez 7, co trzynasta
13 i tak dalej. A estetyczne desenie otrzymamy np. wymazujac
0 diagramu liczby podzielne przez, dajmy na to 3, 5, 8 lub
incie rzeczy dowolng inng liczb¢. Zapewne jest jeszcze bardzo
nte esujacych wlasnosci tego trojkata, utworzonego
ych liczb naturalnych.
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