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Poradnik dla cierpigcych na Cubitis magikia

fr e = L1 Andyzej PILITOWSKI, Tomasz WEPPO

- w Warszawie. W otrzymanym tekscie

poczynilismy, za wiedza autordw, znaczne  Kijlka lat temu przywleczono z Wegier do Standéw Zjednoczonych wysoce
o zarazliwa chorobe. Z szybkoscia epidemii opanowala ona kontynent
amerykanski, a jej zarazki rozniesiono samolotami, statkami i samochodami po
catlym $wiecie. Choroba nie wybiera: atakuje mlodych i starych, biednych

i bogatych, grubych i chudych, urzednikéw i robotnikéw. Nie zwraca uwagi nawet
na przynaleznos$é zwigzkowa delikwenta. Oto jak ja opisuje w Scientific American
(marzec 1981) Douglas R. Hofstadter:

Cubitis magikia, n. Powazny rozstréj umyslowy, polaczony z jednoczesnym
swedzeniem koncéw palcow. Ulge przynosi jedynie dluzszy kontakt

z wielokolorowa kostka pochodzenia wegierskiego i japonskiego. Objawy
utrzymuja sie nawet przez wiele miesigcy. Wysoce zarazliwe!

Oto kilka przypadkow (wg tygodnika Time). Kathleen Ollerenshaw z Manchester
musiala poddaé si¢ operacji sciggna kciuka po zbyt dlugim wieczorze z kostka.
Pewna Niemka podarowala kostk¢ swemu mezowi i po kilku miesigcach wystapila
o rozwod, gdyz maz przestal odzywac si¢ do niej i do gosci, a wieczorami byt tak
Rys. 1. Kostka Rubika, wyczerpany kreceniem szescianikami, Ze na przytulenie Zony nie mial juz sily ani
ochoty.

Zarazek wywotujacy tak przedziwne dolegliwosci ma ksztalt szescianu, podzielonego
na mniejsze, zwykle centymetrowe szescianiki i pokolorowane na 6 jaskrawych
kolorow tak, Ze kazda Sciana jest innego, jednolitego koloru.” W tej fazie zarazek
jest jeszcze niegrozny. Cala kostka jest jednak tak skonstruowana, ze kazda

z jej warstewek moze obraca¢ si¢ wzgledem pozostalych (rys. 1). Przemyslne
rozwigzanie techniczne widzimy obok.

Obroémy kilka razy warstwami szescianikow tak, Zeby nie pamigtac, jak to
robilismy (to ostatnie jest zresztg bardzo fatwe). I oto zadanie, o ktére chodzi w calej
tej zabawie:

Wraci¢ do polozenia wyjSciowego

Na podstawie takiego opisu chyba kazdy zlekcewazy i zadanie i niebezpieczenstwo
wpadnigcia w grozny naldg. Przyznaje to dzis wielu nieszczesliwych. Czytelnika,
ktory ma mozliwosci uniknigcia kontaktu z kostka, prosimy

UWAZAIJ! NIE BIERZ TEGO NIGDY DO REKI!

Pozostalym chcemy cho¢ troche ulzy¢ w ich cierpieniach i podamy sposob
ukiadania kostki.

Idea magicznej kostki znana byla juz przed wojna, ale skonstruowat kostke dopiero
Erné Rubik w 1975 roku. W rok pozniej niezaleznie od Rubika skonstruowal ja

i opatentowal w Japonii Terutoshi Ishige. Dlatego niektérzy, bardzo nieliczni
zreszty, uzywaja nazwy: kostka wegiersko-japonska. Poczatkowo dos¢ droga (okoto
20 dolaréw) staniata obecnie w USA do przyzwoitej ceny 5—6 dolaréw i bedzie
z pewnoscia jeszcze tanie¢. Z samej budowy kostki wynika kilka wnioskow:

1) érodki $cian bedace po przeciwnych stronach kostki nigdy nie bgda $rodkami
sgsiednich $cian,

2) konfiguracja érodkéw $cian jest niezmienna — tzn. jesli umowimy si¢ Ze

np. $rodek bialy ma leze¢ na gorze, niebieski na dole, zélty z prawej itd. — to nie
zmieni si¢ to w trakcie calej zabawy,

3) kolor $ciany jest taki sam, jak kolor jej srodkowego klocka (uwaga banalna, ale
wazna, bo wynika z niej, Zze przyszle ulozenie kazdego klocka jest juz wiadome od
poczatku), \

4) obroty srodkowych plasterkow kostki nie zmieniaja polozen klockéw naroznych.
Eatwo ustawi¢ 3, 4, 5 czy 6 jednobarwnych klockow na jednej $cianie. Od razu
widzimy, na czym polega podstawowa trudnos$¢ w naszej zabawie:

Jak wstawi¢ kolejny klocek na swoje miejsce (okreslone, jak widzieliémy, od
5. 2. Wewnetrzny mechanizm kostki. samego poczatku) nie zmieniajac poloZen klockéw juz dobrze ustawionych.



Warto moze zda¢ sobie sprawe z algebraicznego podkladu zabawy.

Przeksztalcenia naszej kostki tworzg grupe, kazde przeksztalcenie jest zloZzeniem
pewne;j liczby elementarnych obrotéw kazdej z dziewigciu warstw. A zatem grupa
przeksztalcen naszej kostki ma 9 generatoréw: obroty warstw o 90°. Liczbe
generator6w mozna zmniejszy¢ do 3: jeden obrét np. prawej scianki i dwa obroty
sztywne calej kostki. Do opisania wszystkich (pozycji) ruchéw kostki
wystarczylyby wigc tylko trzy symbole.

Ile jest tych pozycji? Obliczmy: 8 narozy mozna rozmiescié na 8! = 40320
sposobow, kazdy w jednej z trzech mozliwych orientacji, 12 klock6éw krawedziowych
w przeznaczonych na nie komoérkach na 12! = 479001600 sposobow, kazdy znéw
zorientowany na dwa sposoby. Eacznie daje to 8!-3%-12!-212 =

= 519024039293878272000 ustawien. Zrobilismy jednak niedopuszczalne

zalozenie, ze kazdy teoretycznie mozliwy ukiad klockéw da si¢ otrzymaé

z wyjéciowego monokolorowego bez potrzeby ... rozbierania kostki. To nieprawda.

Mozliwych do zrealizowania ukladéw jest 12 razy mniej, tj. ,,tylko”

43252003274489856000

To i tak dos¢ duzo. Gdyby cata ludzkos¢, od noworodkéw do starcéw bawila si¢
kostkami ukladajac, powiedzmy 1 pozycj¢ na sekundg, to wszystkie uklady
wyczerpano by po... no, do$¢ dlugim czasie.

Czynnik 12, redukujacy liczbg wszystkich teoretycznie mozliwych ustawien bierze
si¢ z ograniczenn wigzacych orientacje poszczegdlnych klockow: siedem klockow

Rys. 3a. Wedréwka klocka krawedziowego naroznych moze by¢; bedac na swoich miejscach — zorientowanych dowolnie,

przy kolejnym wykonywaniu przeksztalcenia
PG (obrot prawej Scianki a potem goérnej).

orientacja dsmego jest juz wyznaczona. Stad czynnik 3. Podobnie orientacja 11
klockéw krawedziowych wyznacza orientacje dwunastego, stad czynnik 2.

Wreszcie gdy ustawimy dowolnie 18 spoéréd 20 ruchomych szescianikow naszej
kostki, polozenie pozostatych dwoch juz nie moze by¢ dowolne. Stad czynnik 2;
tacznie daje to 2-2-3 = 12 typow ustawien niemozliwych.

Jak bardzo skomplikowana jest nasza grupa ,,kostki’’, moze ilustrowac nastgpujacy
przyklad. Wykonajmy dwa obroty prostopadiymi skrajnymi sciankami, np. prawa
i gérna. Wykonajmy nastepne dwa obroty znéw tymi samymi $ciankami (choé¢
rozklad koloréw juz si¢ zmienil na nich), i tak dalej. Po ilu razach kostka powrdci
do polozenia wyjsciowego? Cierpliwi moga to sprawdzi¢ eksperymentalnie,
dociekliwi odczytaé¢ wynik z rysunku 3.

Rys. 3b, Wedrowka szescianika naroznego przy PO tych rozwazaniach bardziej teoretycznych mozemy nareszcie zabraé si¢ do
kolejnych potegach PG, (PG)?, (PG)3. Lewy wlasciwej zabawy: wstawiania klockéw na swoje miejsca. Podstawowe obroty

dolny klocek nie zmienia poloZenia ani
orientacji, prawy gorny zostaje na miejscu, ale

1
za kazdym razem obraca sig o ¥ obrotu,

naszej kostki bedziemy oznacza¢ przez G, F, P, L, D i T (gora, przéd, prawo, lewo,
dot i tyl). I tak G oznacza obrot gornej sciany o 90° w kierunku ruchu wskazéwek
zegara, G~! to obrot tej Sciany w przeciwng strong, G2 to obrét o 180°, G* to

prawy dolny po 5 ruchach (tj. przy (PG)%) przeksztalcenie toZzsamosciowe, G° to G itd. Podobnie F oznacza obrét przediiej
wraca w poloienic wyjsciowe obrécony $ciany o 90° zgodnie z ruchem wskazowek zegara i tak dalej. Ale czgsciej
o -1 obrotu. bedziemy postugiwac si¢ pismem obrazkowym:

Rys. 4

1 9 ‘

l J I o | C
Obrot gornej Obrot prawej Obrot przedniej  Obrot srodkowej Obrot érodkowej Obrét gornej Obrét prawej Obroét przedniej
sciany o sciany o 90° sciany o 90° Sciany sciany (lub Sciany o 180° éciany o 180°  $ciany o 180°
90° (G-1) do gory(P) dwach skrajnych)

Algorytm, ktory tu opiszemy, sklada si¢ z kilku faz, w kazdej z nich porzadkujemy
co innego. Ulozymy najpierw dolng (np. niebieskq) sciang, potem druga pozioma
warstwe, wreszcie trzecia.



Faza 1. Ulozenie klockow krawedziowych dolnej warstwy. Jej celem jest
otrzymanie na dolnej $cianie krzyza jak na rysunku 5. Sciagna¢ klocek na dolng
éciane ze srodkowej warstwy jest bardzo tatwo, na przyklad tak jak na rysunku 6.

Rys. 6a. Rys. 6b.

Starajmy sie¢ to zrobic tak, by klocki od razu ukladaly si¢ w przypisanych im
miejscach. Nie opiszemy tez, jak $ciagnaé szescianik na dot z gornej warstwy.
Zostawiamy to do samodzielnego przemyslenia. Na tym etapie mamy jeszcze duzo
swobody.

Rys. 7

Faza II. Ustawienie naroznikéw dolnej warstwy. Dokonujemy tego, jak pokazuje
rysunek 8, dobierajac jeden z przedstawionych tam wariantéw w zaleznosci od

. orientacji wstawianego klocka. Najlepiej jednak po prostu

i opracowa¢ wlasny system ustawiapia jednej Sciany.

| Koloyw Sudwg detidy
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Rys. 8. F-'L-'\G2LF, F-'G-'F oraz PGP-'.
To nietrudne, a pozwala nabra¢ nieco obycia z kostka. Tak czy owak przed nami
pierwszy sukces: gotowa pierwsza $ciana. Po odpoczynku ruszamy dalej.

4

3 Ll.,'l 9. Ukladanie drugiej warstwy kostki.

Faza IIl. Ukladanie $rodkowej warstwy klockow. Rysunek 9 pokazuje jak
sprowadzi¢ klocek z gbérnej warstwy na wlasciwe miejsce.

3



Jak i poprzednio, wybdr jednego z wariantow zalezy od orientacji szescianika.
Spuszczanie go z innych miejsc gérnej §ciany sprowadzamy do przypadkdéw przed
chwilg opisanych przez odpowiedni obrot gérnej $ciany. A jezeli krawedziowy
klocek drugiej warstwy jest w tej warstwie, ale na zlym miejscu lub zle
zorientowany, to nalezy na jego miejsce wstawi¢ dowolny klocek z gérnej sciany —
wtedy ten zly wyskoczy na gore. Ta faza mija szybko, bo do wstawienia mieli$my
co najwyzej cztery klocki. Przed nami gotowe juz dwa pigtra kostki. Jeszcze tylko
jedno, ale pracy zostalo wigcej niz trzecia czes¢, bo teraz najtrudniej. Wykonywane
przeksztalcenia nie moga nam przeciez zburzy¢ dotychczasowych wynikow.

Faza IV. Ulozenie krzyza (z klockow krawedziowych) na gornej $cianie. Zaczynamy
od obrécenia tych klockéw ,,brzuszkiem ku gérze™, tj. tak, by ich gérny kolor
znalazl si¢ na gornej scianie. Aby tego dokonac, wystarczy zna¢ dwa uklady ruchow.
Zmieniaja one jednoczesnie orientacje dwoch klockow krawedziowych. Dokonuja
tez innych zmian na gornej $cianie, ale to na razie nie szkodzi (rys. 10a i 10b).

l’-, 1“ ~ H
) %i 1]
T N I
Rys. 10a. Zmiana orientacji klockow gorne) sciany.
L | =
e € I
02 I £3

Rys. 10b. Zmiana orientacji klockow gornej sciany (wariant 11).

To zwykle najtrudniejsza czgs¢ pracy. Klocek w dobrym potozeniu, a zle
zorientowany przysparza zwykle wielu klopotéow. Diagramy na rysunku 11
przedstawiaja tzw. operacje Rubika (widoczng takze na okladce), zmieniajaca
orientacje dwoch szescianik ow.

4 3 L o . 1 7 (]
] il i

Rys. 11. Operacja Rubika zmienia orientacje dwoch klockow krawedziowych, a nie rusza pozosialych.

4

T

Teraz ulozymy prawidlowy krzyz z klockéw krawedziowych gornej sciany.
Musimy je poprzestawiac tak, by nie zepsué¢ dotychczasowego dorobku. Jak
zamienié¢ cyklicznie trzy szescianiki, pokazuje rysunek 12. Z cykli ,,po trzy"
mozemy zlozy¢ wszystkie permutacje czterech elementéw. Kto nie wierzy, niech
sprawdzi.

[ E-d > = J

-

Rys. 12. Cykliczne przestawienic narysowanych klockdw krawedziowych.

Trzeba wigc obrocic¢ gorna sciang tak, aby dokladnie jeden klocek byt na swoim
miejscu i nastgpnie cyklicznie zamieni¢ trzy pozostale. Jezeli przy obrotach gornej
sciany zawsze ustawiaja si¢ nam dwa klocki na swoich miejscach (albo Zzaden),
nalezy przestawi¢ dowolne trzy i probowac jeszcze raz.

3



Rys. 13. Cykliczna zmiana naroznikow.

Uff! Juz blisko. Teraz tylko ustawiamy narozniki, znow cyrkulujgc po trzy (rys. 13)
i orientujemy je. Przeksztalcenie P~'DPFDF~' (rys. 14) przekreca naroznik, ale
dokonuje tez wielu innych zmian. Dlatego trzeba zmieniaé¢ jednoczesnie orientacje
2 klockow: (rys. 14a i 14b).

i

Rys, 14a. Zmiana orientacji naroznika..

= J B

Rys. 14b. ... musi by¢ polgczona ze zmiana orientacji innego.

Jednoczesny obrét sgsiednich naroznikéw przedstawia rysunek 15.
Finis coronat opus. Koniec wienczy dzielo, kostka ulozona.

i : i

Rys. 15. Zmiana orientacji sasiednich naroznikow.

Czy sa jeszcze inne algorytmy?

Oczywiscie, bez liku (patrz np. ,,Przekrdj” nr 1897 (1981) lub ,,Mlody Technik’
1 (1982). Mozna zaczyna¢ od ukladania naroznikéw albo od srodkowych klockéw.
Osoby, ktére juz umieja utozyé cala kostke, maja prawo do tytulu Kubisty, a jezeli
wysla 2 dolary (+oplata na przesytke) do firmy produkujacej kostki (Ideal Toy
Corporation, 184—10 Jamaica Avenue, Hollis, NY 11423, USA), otrzymaja $liczng
kolorowa broszurke, na kredowym papierze, z ciekawymi informacjami, a w
zalaczeniu formularz do $wiadectwa Kubisty. Po wypelnieniu formularza firma
przysle im bardzo pigkny certyfikat. '

Czy na ulozeniu kostki konczy si¢ zabawa? Zdecydowanie nie. Nauczcie sie
uklada¢ inne wzory. A oto powazniejsze pytania:

1. Jak udowodnié¢, ze algorytm zawsze skutecznie zadziata?

2. W ilu ruchach gwarantuje on uloZenie kostki? Najszybsze znane dzi§ dochodza
do 50, wiadomo, Zze ponizej 17 zejs¢ si¢ nie da, a przewiduje sig istnienie
22—23-ruchowego. Wymyslcie wlasne operacje, przyspieszajace algorytm, albo
takie, ktére latwiej zapamieta¢ (np. FPFPFP~'F-1P-1F-1P-1 o ona
przestawia?). Pozyteczna jest operacja F2PFP~'FPF*P-1, przyspieszajaca
ustawienie naroznikow. Prosciutkie LP-1F2L-1PG? i odwrotne G2P-'LF2PL-!
przestawiaja trzy szescianiki srodkowego plasterka i tak dalej i tak dalej. Milego
krecenia.

i |

y |

- 4 )

Rys. 16. radny wzorek.

Rys. 17. Co otrzymamy wykonujyc te operacje na ulozonej kostce?
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Rozwiazanie zadania F 108.

Gdy czysto oporowy odbiornik energii
elektrycznej zostaje podlaczony do sieci,
wtedy w stanie ustalonym (o ile taki moze
mie¢ miejsce) moc elektryczna jest réwna
mocy strat cieplnych do otoczenia na drodze:
przewodnictwa, konwekeji oraz
promieniowania. Temperatura odbiornika
ustala sie tak, by czynié zadesié temu
bilansowi energetycznemu, Przy zadanej mocy
odbiornika temperatura ta moie byé rézna

w zaleznodci od stosunkéw ilosciowych
pomigdzy poszczegdlnymi pozycjami
bilansowymi po stromie strat. Emisja
promieniowania zdeterminowana jest przede
wszystkim przez temperature emitujgcej
powierzchni, Skierowanie na roziarzona
spiralg grzejna strumienia powietrza moze do
tego stopnia zwigkszyé straty konwekcyjne,

7e spirala przestanie §wieci¢. W warunkach
zadania przewodnictwo cieplne nie odgrywa
istotnej roli, Konwekcyjne zas straty ciepla
dla spirali s3 znacznie mniejsze niz dla
powstalego zen przewodnika prostoliniowego.
Zakrzywienia powierzchni oraz obecnosé
sasiednich zwojéw powoduja wzrost
hydrodynamicznych opordw, jakie napotyka
unoszacy sig strumien powietrza. Maleje wiec
jego predkosé wzgledem znacznej czedci
powierzchni przewodnika.

W swietle powyiszego jasne jest, e
rozprostowywanie spirali moze byé przyczyna
zmniejszenia intensywnosci, badZ nawet
calkowitego zaniku $wiecenia. Werost mocy
czerpanej, spowodowany temperaturowym
zmniejszeniem oporu nie wprowadza
istotnych zmian, tyir bardziej, ze spirale
grzejne wykonywane sa ze stopow, ktorych
opdr malo zmienia sie z temperatura
(dlaczego 7).

Kataklizmy we Wszechswiecie (II)

Doc. dr Bolestaw GRABOWSKI

W poprzednim artykule omdwione zostaly kataklizmy na skale ziemska — tu
omoéwimy kataklizmy na skalg Uktadu Stonecznego.

4. Wielkie bombardowanie meteorytowe. Mialo ono miejsce we wczesnych fazach
formowania si¢ Ukladu Stonecznego, gdy ilo$¢ ,,niezorganizowanej’” materii i jej
wychwyt polami grawitacyjnymi rozwijajacych si¢ globow planetarnych byly jeszcze
znaczne. Co potezniejsze bryly — a mamy podstawy sadzié, iz zdarzaly si¢ miedzy
nimi prawdziwe masywy skalne — zostaly w zasadzie wymiecione z przestrzeni
miedzyplanetarnej w ciagu pierwszych klikuset milionéw lat istnienia Ukladu.
Wigkszo$¢ z nich spadla na powierzchnie planet i ich ksiezycow. Slady takich
upadkoéw, niekiedy o skali katastrof kosmicznych, najtrwalej zachowaly
,.,niezwietrzale’” skorupy Ksigzyca i Merkurego; na powierzchniach Wenus, Ziemi
i Marsa najstarsze struktury tektoniczne o urozmaiconych ksztaltach zatarla erozja
atmosferyczna. Ostatnie ,,wielkie uderzenie” w skorupg Srebrnego Globu mialo
miejsce przed ok. 4 miliardami lat, kiedy to impet spadajacego meteorytu uformowat
kolisty basen Mare Orientale (Morza Wschodniego) o $rednicy 620 km i wypietrzyl
dookolne waly gorskie o $rednicy 900 km. Wybite wéwczas rumowisko skalne
rozpierzchlo sig balistycznym lotem w promieniu 3000 km, a niecke krateru wypehila
magma skal stopionych przez uderzenie. Objgtos¢ tego plynnego stopu — jak si¢
ocenia — byla ogromna: od 75000 do 225000 km3! (Mutch i inni). Najwigksza
jednak katastrofa (z ,,zarejestrowanych” w skorupie Ksigzyca) wydarzyla sie 50 do
80 min lat wczesdniej. W jej wyniku powstalo morze stopionych skal i gruzu, otoczone
kolistym faficuchem gérskim o promieniu 1000 km — Mare Imbrum (Morze
Deszczow). Krater uderzeniowy miat srednice 680 km. Przypuszczamy, iz w Ksigzyc
uderzyl wtedy asteroid o $rednicy od 30 do 80 km z predkoscia 15—30 km/s.
Prosty rachunek daje na dolna i gérna granice energii wyzwolonej w zderzeniu:
5x1025J i 5% 1027, co odpowiada eksplozji 10® lub 10'° stumegatonowych bomb
wodorowych.

Podobnych rozmiaréw, a nawet wigksze niecki uderzeniowe znajdujemy w skorupach
Merkurego (Réwnina Zaru) i Marsa (Hellas). Wstepne dane radiolokacyjne
wskazuja na istnienie co najmniej jednego tak wielkiego tworu na Wenus (Basen
Pélocny); w zestawieniu z wyjatkowo gesta, a wiec i wyjatkowo silnie hamujaca
a przy tym erozyjna tutejsza atmosfera, jego rozmiary ~ 1500 x 1000 km?, sa
imponujace 1 zgola trudne do wytlumaczenia.

Na Ziemi nie ma sladéw najcigzszego, a wigc najdawniejszego obstrzalu
meteorytowego — wymazala je erozja atmosferyczna, ruchy gorotworcze, itp.
Widoczne s jedynie nieliczne i stosunkowo niewielkie kratery wybite w skorupie
ziemskiej ,,wspolczesnie” — przed tysiacami, co najwyzej milionami lat.

Atmosfera ziemska jest przeszkoda trudna do sforsowania przez male i posrednie
bryly meteorytowe — w wyniku tarcia zostaja one w caltosci lub w wigkszosci
stopione, wyparowane i wyhamowane. ,,Danina’’, jaka placa bryly bardziej
masywne, jest w ich budZecie energii procentowo mniejsza i przed ich
bombardowaniem nie mamy skutecznej tarczy ochronnej. Np. sredniomasywny,
tysigc-tonowy asteroid, ktory wchodzi do atmosfery z drugg predkoscia kosmiczng,
u jej podstawy ma masg ~ 300 t i predko$¢é ~5 km/s; w starciu z atmosferg
wytracit wigc ~ 95% swej pierwotnej energii kinetycznej. Rozproszyla si¢ ona

w formie ciepla, fal uderzeniowych i podmuchu, jednak utrzymany do kofica
ladunek energii jest nadal zatrwazajacy, bowiem jest réwnowaZny ladunkowi 1000 t
trotylu.

Ocenia sig, ze stynny arizonski krater meteorytowy w poblizu Flagstaff (Diabelski
Kanion, $rednica 1300 m, glgboko$¢ 170 m) powstal okolo 22 tys. lat temu w wyniku
uderzenia zelaznej bryly asteroidu o prawdopodobnej srednicy 73 m i magsie 250 tys.
ton, z pregdkoscia koncowa ~ 16 km/s. Wiekszy meteoryt, powiedzmy o promieniu
0,7 km i masie 1,5x 10'2 kg, taki jak asteroid Ikarus, nasz bliski (orbitalnie) a przez
to niebezpieczny ,,sasiad”, dokonalby nieporéwnywalnie grozniejszych
spustoszen (gérne wartosci pouderzeniowego szoku — w ci$nieniu ~ 5 mln atmosfer,



w temperaturze ~ 25000 K): wyparowaloby 4 km?* skal; ulegltoby stopieniu
dalszych 14 km? podloza skalnego; powstalby krater o Srednicy ~ 23 km i glebokosci
~ 2,5 km; rumowisko setek milionoéw ton pokruszonego granitu zostaloby
rozrzucone w promieniu dziesigtkow kilometrow. Do tego dolaczyloby druzgocace
dzialanie fal uderzeniowych wzbudzonych w powietrzu i podiozu skalnym, a takze
poteznych podmuchéw. W sumie bylby to kataklizm poréwnywalny (energetycznie)
z eksplozja 200 najwigkszych bomb wodorowych. Satelitarne zdjecie przedstawia
dwa tego rzedu wielkosci kratery uderzeniowe, tworzace dzis jeziora Clearwater
(Przejrzysta Woda) w kanadyjskiej prowincji Quebec. Zostaly one wybite ok.

285 mln lat temu odlamkami rozsadzonego w locie wielkiego asteroidu.

Wiekszymi i starszymi, a wigc i bardziej strawionymi przez erozj¢ strukturami
ziemskimi, podejrzanymi o genetyczne zwigzki z bombardowaniem meteorytowym,
s3: niecka Sudbury 60 x 30 km? w Kanadzie (jej ,,sprawca’ byl zapewne asteroid
o $rednicy 2,5 km), 350-kilometrowej $rednicy niecka w czesci zalana przez
syberyjskie jezioro Tengiz i najwigkszy domniemany relikt pouderzeniowy —
lukowata struktura tektoniczna o srednicy 440 km w poblizu kanadyjskiego miasta
Hudson Bay. Wszystkie one siggaja swoja historia prekambru, a wigc sa nie
mlodsze, niz 600 min lat (Mutch i inni).

5. Protuberancje. Prawdopodobnie najbardziej okazala w ostatnich
dziesigcioleciach erupcyjna raca protuberancji wystrzelila z powierzchni Stofica

w dniu 4 czerwca 1946 r.; w ciagu kilku godzin uniosia ona mas¢ rzegdu m = 10 mln
ton na rekordowa z zaobserwowanych wysokosci, h =~ 1 700 000 km ponad
powierzchnig. Sprébujmy oceni¢ rzad wielkosci jej energii mechanicznej. Przyjmijmy
dla ulatwienia, Ze wznoszenie si¢ protuberancji przebiegalo w warunkach na tyle
,,czystych”, iz mozna je wtloczy¢ do schematu prostej translacji w polu
grawitacyjnym (oczywiscie, zmiennym przestrzennie; lojalnie trzeba podnies¢, iz
zalozenie nasze nie jest bezdyskusyjne wobec faktu ,,wspolrzadzenia™
zachowaniem sig¢ protuberancji przez dwa pola: grawitacyjne i magnetyczne). Mamy
wigec (sumujac elementarne przyczynki pracy i przechodzac w granicy do catki):

Ro-i—ﬁ

GMom | r-2dr = GMomh/Ro(Re+h) = 1021 §
R
0}

(G, Mg i Rg — stala grawitacyjna, masa i promien Stonca). Jest to fadunek energii
réwnowazny temu, jaki drzemie w ~ 10'2 tonach trotylu! W dniu 5 wrzesnia 1975 r.
poréwnywalna moca eksplozja na Stonicu nadala ,,rozped’” innej olbrzymiej
protuberancji. Warto przy okazji wspomnieé, Ze mniejsze fontanny naleza do dosé
powszechnego ,,urozmaicenia’ tarczy slonecznej.

6. Rozblyski — najgwaltowniejsza forma wyladowan na powierzchni Slofica.

Z reguly wystepuja one w poblizu duzych grup plam slonecznych o skomplikowane;j
geometrii pola magnetycznego, niemal dokladnie na granicy rozdzielajacej jego
przeciwne biegunowosci (nasze informacje dotycza raczej topografii, a nie
mechanizmu, o ktérym ciggle niewiele pewnego moZemy powiedziec). Silnemu,
kilku- lub kilkunastominutowemu blyskowi, glownie w widmie krotkofalowym,
towarzyszy prawdziwy sztorm korpuskul (tzw. slonecznego promieniowania
kosmicznego) o energiach 100 000 a nawet miliony razy wigkszych, niz energia
korpuskul wyrzuconych przez protuberancje. Wyladowania wymiataja w tej formie
miliardy ton materii. Straszliwe strugi ,,biczujg na oslep” caly Uklad Sloneczny,

w tym Ziemig; na szczescie ich natarcie zatamuje si¢ w atmosferze i przestaje byc
dla nas groZne.

W warunkach wzmozZonej aktywnosci slonecznej (obecnie ,,schodzimy’ wlasnie
z kolejnego jego maksimum) aktywna grupa plam rozblyskuje codziennie w okoto
stu ,,niewielkich” wyladowaniach — kazdy z nich unosi energi¢ rzedu 1023—1025]).
Wigksze rozblyski, zdarzajgce si¢ przeci¢tnie raz w miesigcu, maja ,,0siagi”

~ 1026J. W ich przypadku konstatujemy z szacunkiem, Ze kilkuminutowa
produkcja niewielkiego w koncu tworu, jakim jest obszar rozblysku (~ 0,1%
tarczy stonecznej), moze sta¢ si¢ porownywalna liczbowo z moca promieniowania
catego Stonca (~ 3,8 x 102W). Energia zupelnie ,,podrzednego’ rozblysku,
_ ~ 102%3] (odpowiada to eksplozji 1012—10'3 t trotylu) moglaby calkowicie zaspokoié¢
| | ziemskie potrzeby energetyczne, na ich obecnym poziomie, przez tysigce

" najblizszych lat.
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Rozwigzanie zadamia M 287, Ounacrajac
¥; = COSfy, ¥3 = COSf; Mamy I WIOrgw
Viete'a

xp+xz = —bla, xpx = cla,

= eoalty = Inj—1,p3 = coslty = Zx2—1,

a poniewaz x] +x3 = (ry+x20%— 2, g,
wigE

vi+ ¥z = 2{bla)t —2cfa— 1),

y¥z = ¥cfa)* —2{(bja)* — Lejay+ |

| mofemy prryjac

A = a*, B = 2(a*+ Jac— b%),

C = #c? +ac)—26% +a* = (2c+a)*—25%

Dlugie ciagi

Dr Zbigniew SAWON

Nie trzeba uzasadniaé znaczenia pojecia granicy ciqgu w Analizie Matematyczne;.
Pobiezny nawet przeglad definicji wystgpujacych w tej dziedzinie matematyki
prowadzi do wniosku, ze u ich podstaw lezy pojecie granicy. W artykule tym
przedstawimy pewne uogdlnienia tego pojecia. Moga one i$¢ w dwu kierunkach.
Pierwszy z nich — to rozszerzenie pojecia zbieznosci na znacznie szersza klase
ciggéw liczbowych. Mozna np. uznad, Ze ciag (@,);%, jest zbiezny w ,,szerszym
sensie’” lub, ze ma uogdlniona granice Lima, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
granica srednich arytmetycznych
fi S e e Lima,

A= 00 n—=oo
i latwo wowczas zauwazycC, Ze:
1) kazdy ciag zbiezny jest zbiezny w ,,szerszym sensie”’,
2) istnieja ciagi rozbiezne, ale zbieine w ,,szerszym sensie’ np. cigg
0.1,0,1,0,% )
Tego typu uogélnienia sa przedmiotem badan teorii zwanej Teoria Limesowalnosci
i nie bgda rozwazane w tym artykule. Warto jednak zaznaczy¢, ze pigkna karte
w Teorii Limesowalnosci zapisali polscy matematycy, w szczegdlnosci
profesorowie Stanistaw Mazur, Wiadystaw Orlicz i ich uczniowie.
Drugi kierunek, w jakim moga is¢ uogdlnienia, to przyporzadkowanie granicy
szerszym klasom funkcji. Ciag (a,)2, jest, jak Czytelnikom dobrze wiadomo,
funkcja

f:N-> R,

gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych i f(n)=a,,n = 1, 2, ... Niech T bedzie
dowolnym zbiorem i niech f: T — R bedzie funkcja okreslong na T (T nazywac
bedziemy zbiorem indekséw). Sprobujemy zdefiniowaé symbol

lim f(z).
T

Jezelinp. T=Nlub T = [0,1) to symbole limf(¢) mamy juz okreslone w nastepujacy
sposob:
Gdy T= N to

a=li§rnf(n)¢/\ \//\n;no=:—|f(n)—a}{ £

e>0 neeN neN

(zwykla zbieznosé ciggu liczbowego).
Gdy T = [0,1) to

a=[l;'1}1f(x)¢/\ i 5 by LAY 8] & 0
, 1)

e>0 toef0,1) 2€[0,1)

Oczywiscie w tym przypadku a jest granica lewostronna

a = lim f(t)
t=1=-0
Przygladajac si¢ tym obu definicjom stwierdzamy z latwoscia, ze ich wprowadzenie
bylo mozliwe dzigki temu, iz w zbiorze T = N, jak i w zbiorze T = [0,1) jest
relacja porzadku <.
Niech T begdzie zbiorem indekséw wyposazonym w relacj¢ porzadku <, tj.
w relacje dwuargumentowa x < y spelniajaca nastepujacy uklad aksjomatow:

1) Dla kazdego x,y e T albo x < y albo y < x,
Djezelixgyiygsx, toy=ux,

3) dla kazdego x € T zachodzi x < x,
d)jeiell x S S 2y to RSz,

Teraz juz z latwoscia mozna zdefiniowaé

(*) | a= (lri;n;)f(r) - /\ \/ ;.f’/\ 1o € t=|f(t)—qa| < e.

e>0 €T teT
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' Rozwigzanie zadania M 288. Punkty B, C, D
'h-ﬂkrﬂu o srodke w 4 | promieniu p,
Lm Srednicy jest BB" = 2g. Mamy
BFD=RBC=gqi ¥ BDB = =2, stad
B~ yii—o

Praktyka Analizy Matematycznej wymaga okreslenia pojecia limf{(z) dla zbioru
T

indeksow T, w ktorym nie ma struktury porzadku. W szczegolnosci rozpatruje

sig zbiory T wyposazone w relacjg dwuargumentowa < spelniajgce tylko aksjomaty
2, 3, 4. Taka relacje nazywamy relacja czesciowego porzadku.

Sprébujmy powtorzyé definicje (*) dla zbioru T z czgsciowym porzadkiem. Okazuje
sig, ze definicja taka nie bedzie poprawna. Najlepiej wyjasni to nastepujacy przykiad:
1

Niech T = [0, 1). Podzielmy ten przedzial na dwie czgsci T, = [0, %

: 1 o . .
Tp s |E’ l). Punkty przedzialow T i T, sa uporzadkowane w sposob

naturalny, natomiast uznajmy, ze zaden punkt przedzialu T, nie jest
poréwnywalny z zadnym punktem przedzialu 7, i na odwrot. Oznaczmy taka
relacje przez <. Oczywiscie zbior (T; <) jest czgsciowo uporzagdkowany. Ale
biorac np. funkcje f(t) = t stwierdzamy, ze zgodnie z definicja (*) mamy

lim f(r) = 1 ale takze lim f(t) = 1.
(T <) 2 (T, <)

Struktura czesciowego porzadku nie zapewnia wigc nam jednoznacznosci granicy,
potrzebny jest jakis warunek dodatkowy. Mozna tego dokona¢ zadajac:

5) dla kazdego x, y € T istnieje takie ze T, Ze x < z i y < z.
Zbior (T, <) z czgsciowym porzadkiem < spelniajacym aksjomat (5) nazywamy
zbiorem skierowanym i (o czym moze si¢ Czytelnik z latwoscia przekonac) w tym

przypadku granica lim f{(¢) jest wyznaczona jednoznacznie.
(T, <)

Reasumujac:

Definicje (*) mozna stosowaé¢ w przypadku, gdy (T, <) jest zbiorem skierowanym.
Przykiady:

I) Niech T bedzie zbiorem par liczb naturalnych, tj. T = N x N. Relacj¢
czesciowego porzadku w T zdefiniujemy w nastepujacy sposob

(my,ny) < (mg,my)<>my <my, i ny <n,.

Oczywiscie (T, <) jest zbiorem skierowanym. Funkcje f:Nx N — R to inaczej

mowiac ciagi podwdjne ay,,, m,n = 1,2, .... Od razu stwierdzamy, ze
a= ]ima,,,_,.ﬁ-/\ \/ /\m? Mo 1 N2 Ny => |Gy, .—al < e.
(T, =) >0 (mg, ng) (m, n)

W ten sposdb definiujemy zbieznos$¢ ciagéw podwojnych (dm,n)m.n=1-
W zbiorze T = N x N mozliwy jest teZz inny czgsciowy porzadek, a mianowicie

my +n,

(my,ny) < (my,n))<>my =ny i my 2 5

(T, <,) jest takze zbiorem skierowanym oraz

a = lim a,,,,,,@/\ \/ /\u 2 ny=la,.—al < e.

(Tvﬁl) &=>0 Mg n

Zatem w tym przypadku ,,zbieznos¢’ ciagu podwodjnego (ap,,)% n—, Oznacza
po prostu zwykla zbieznos¢ ciagu przekatniowego (a,, ), .

Wida¢ dalej, ze jezeli ciag podwojny (@m,n)m,n=1 jest zbiezny w sensie (T, <),
to jest zbiezny w sensie (7, <,) oraz obie granice sa rowne

lim ap,, = lim ap, ».
(T, <) (T, =)

Twierdzenie odwrotne jest falszywe. Swiadczy o tym nastgpujacy przyklad:
0 dlan<m

Piech B =\(=1)" dla n > m.

m.n= 1,2, .

Oczywiscie lim a,,, = 0. za$ lim a,,, nie istnieje (dlaczego?).

(T, =) (T, <)
Z powyzszego przyktadu wynika, Ze na tym samym zbiorze T mozna otrzymac
rozne rodzaje zbieznosci réznie go ,kierujac”. Podstawowe znaczenie ma
w zwigzku z tym pytanie: kiedy takie dwa porzadki skierowane wyznaczajg t¢ sama
zbieznos¢? OdpowiedZ na to pytanie wykracza poza ramy tego artykulu.



Rozwigzanie zadania M 286.

Jeieli dwa hetmany stoja w tym samym rzedzie
poziomym albo pionowym, to nie moZe w nim
stac trzeci hetman. Jezeli dwa hetmany stoja
na tej samej linti ukosnej, 10 w Zadnym

z czterech odpowiadajacych rzedow nie moze
byé trzeciego hetmana. Rzedow jest 16, wiec
hetmanow speiniajgcych warunki zadania
moze byé co najwyzej 16/3 par, czyli 10,
Przvkladowe ustawienic: a5, b2, ¢85, dil, d3,
eb, e8, f4, g5, h4.

II) Oznaczmy przez £, rodzing wszystkich podzbioréw skoriczonych zlozonych
z liczb naturalnych:

2, = {4 = N; A jest zbiorem skonczonym }.

Bedziemy tez rozpatrywa¢ zbiér £2, wszystkich przedziatéw catkowitoliczbowych
[1,2,:3, =)t

Q=M= = N:A, = [I.nl;n=1,2,...%,

gdzie [1.n]l=$keN; Il <sk<snthin=1,2, ...

Oczywiscie zbiory £2, i £, sa zbiorami czesciowo uporzadkowanymi przez
relacje zawierania <. Sg takZe zbiorami skierowanymi.

Niech (a,)2%; bedzie ustalonym ciggiem liczbowym. Dla kazdego 4 € 2, lub
A’ € 2, oznaczmy

f4) = Za, (jest to suma skoriczona).
eA

Okreslilismy wiec funkcje f: 2, = R i f: 2, - R.
Postawmy pytanie: kiedy istnieja granice uogolnione

lim f(4); lim f(A)

@0, <) @<
n
Rozpatrzmy najpierw zbidr Q,. Jezeli A" = A, to f(4;) = . a;, a wigc f(4})
=]

]
jest n-ta sumga czesciowa szeregu (Z a,,) i odpowiedZ brzmi nastgpujaco:
n=1

Granica lim f(A’) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy szereg (Z a,,) jest zbieiny
@, =

i wowezas lim f(4") = Z o

(524, <)
Dla £, mamy
a= lim f(zI)-@/\ \/ /\4oca=ifid)-a <.
>0 Ao Qo deldy

Ag jest zbiorem skonczonym. Oznaczmy przez n, na_}w1gkszq liczbg¢ naturalng
nalezaca do A,. Wéwczas dla kazdego n > no mamy 4, o 4,.
A wigc otrzymaliSmy, Ze

1) lim f(4") istnieje,
(25, <)

2) g ,.21 a,.

X =1 n41
Wezmy teraz pod uwage szereg zbiezny o wyrazach a, = L——-)——m

Oczywiscie w tym przypadku
= — 1)+

lim f(4") = Z% = In2.
n=1

(21, )

Przypusémy, ze istnieje granica lim f(4). Musi by¢ ona réwna ln2
(20, )

Istnieje wigc takie 4, € 2, Ze dla kazdego 4 o 4,

|f(4)—1n2| < 1 lub |f(4)| < 1+In2.
Niech
Ay = Aqu 2no+1;2(ne+1)+1; ... 2(ng+n)+1},

oczywiscie 4, o 4,, wige |f(4s)| < 1+In2.
Ale

fid,) = f(do)+ Z ml‘;)*_'_—l"' .
i=0

10



———e =T

e e

Y

Zatem dla kazdego n = 1, 2, ... mielibysmy

. 1
ZOW < 1+In2+|/(4,)],

a to jest niemozliwe, czyli lim f(A4) nie istnieje!
(£20, <)
Mozna wykaza¢ i nie jest to trudne, Ze

I ST :
im )f(A} istnieje Zia,l < +00

(2o, = =i

OtrzymaliSmy w ten sposob bardzo ciekawa charakteryzacje szeregow bezwzglednie
zbieznych.
Modyfikujac nieco metode zastosowana powyzej Czytelnik z latwoscig udowodni

powyzsze twierdzenie, tym bardziej Zze Autor na zakorczenie podpowie mu
nastepujacy fakt:

[+ +]
Niech (Z a,.) bedzie szeregiem liczbowym. Oznaczmy
n=1

A'={nia, 20}, A"={nia, <0}

Wéwczas (Z a,,] jest zbiezny, ale nie bezwzglgdnie wtedy i tylko wtedy, gdy
r=1

Za,,=+00, Z'a,,= —oC

Zadama, ktérych nie umiemy rozwigza¢ (II)

Przypominamy, ze w tym kaciku zamieszczamy zadania z geometrii, ktorych nie umiemy rozwiazaé,
oraz nadestane przez CzytelnikOw rozwiazania. Zamieszczamy takze nadsylane przez
Czytelnikow zadania z geometrii, ktorych Czytelnicy nasi nie umieja rozwiazaé, o ile i my nie
umiemy sobie z nimi poradzié.

Proponowanego dzisiaj zadania nie tylko nie umiemy rozwigzaé, ale nawet nie umiemy
dokladnie sprecyzowac.

WeZmy na poczatek dowolny, ostrokatny trojkat 4 ABC. Niech a, b, ¢ beda symetralnymi jego
bokéw, a punkty A;, B;, C; srodkami tych bokdw (rys. 1). Wtedy proste a, b, ¢ sa wysokosciami
w trojkacie 4 A4, B, C,. Jest to wystarczajaco oczywiste, by nie przytacza¢ tu dowodu. Niech punkty
Az, B;, C, beda spodkami wysokosci w trojkacie A 4, B, C;. Wtedy z kolei proste a, b, ¢ sa
dwusiecznymi katow wewngtrznych w trojkacie 4 4A; B, C, (rys. 2). Nietrudny dowod tego
faktu opiera si¢ na tym, ze na kazdym z czworokatow C; 4, C, A4, i Cy B, C; B, mozna opisac
okrag. W podobny sposob tworzymy tréjkaty 4 4,B,C, dla n = 3, ... (rys. 3). I tu chcieliémy
postawi¢ to niezbyt precyzyjne pytanie: czy mozna co$ ciekawego powiedzie¢ o roli prostych

a, b, ¢ w trojkatach A A4,B,C,? Niekoniecznie zreszta wszystkich. Czekamy na propozycje.

PROOF
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Rys. 1 Widmo promieniowania
elektromagnetycznego

Rys. 2

-
4

i

Rys. 4 Schematycznie przedstawiony przebieg
wspolczynnika zalamania i absorpcji jako
funkcji czgstosci

Oddzialywanie promieniowania
elektromagnetycznego z materig (I)

Czes¢ 1. Podstawowe fakty doSwiadczalne

Doc. dr Jerzy GINTER

1. Wstep. Przez ostatnie dwa wieki jednym z najbardziej fascynujacych problemoéw
fizyki jest oddzialywanie promieniowania elektromagnetycznego z materig. Bez
przesady mozna powiedzie¢, Ze zagadnienie to lezy u podstaw co najmniej dwéch
wielkich teorii fizycznych: maxwellowskiej elektrodynamiki klasycznej i mechaniki
kwantowej — zespolonych obecnie w elektrodynamice kwantowej. W ciggu
wieloletnich badan udalo si¢ uzyskaé bardzo pigkny i jednolity obraz omawianych
problemdw. Serce po prostu si¢ kraje, kiedy uzmystowié sobie, jak niestychanie
malo z tego wszystkiego przedostalo si¢ do programu szkolnego.

W krotkim cyklu artykuldw ograniczymy si¢ niemal wylacznie do oméwienia
zwiazkow, laczacych trzy zjawiska: pochlanianie, emisje i zalamanie promieniowania
elektromagnetycznego (w tym jako przypadek szczegdlny — swiatla widzialnego).
Dla przypomnienia i ulatwienia na rys. 1 przedstawione jest widmo promieniowania
elektromagnetycznego w szerokim zakresie czgstosci. Rozpoczniemy od przypadku,
kiedy mamy do czynienia ze stosunkowo waskimi liniami absorpcyjnymi.

2. Absorpcja i emisja. Istnieje bezposredni zwiazek migdzy absorpcja i emisja $wiatla.
Jesli dla jakiej$ czestosci (dtugosci fali) ciato silnie absorbuje promieniowanie
elektromagnetyczne, to — w odpowiednich warunkach — bedzie je dla tej samej
czgstoci silnie emitowac. Jezeli zdoIno$¢ absorpeyjna jest niewielka, niewielka jest
i zdolnos¢ emisyjna. )

To sformulowanie moze si¢ wydawa¢ paradoksalne. Niemniej nawet w programie
szkolnym omawia si¢ wiele zjawisk, ktore je potwierdzaja. Oto dwa ogdlnie znane
przyklady:

a. Powszechnie wiadomo, Ze ciala czarne silnie pochlaniaja promieniowanie
elektromagnetyczne podczerwone (ktore, nie wiadomo dlaczego, stale nazywa

si¢ cieplnym), natomiast ciala biale lub srebrne pochlaniaja promieniowanie stabo.
Dlatego na przyklad wagony chlodnie malowane s3 na bialo, a nowoczesne
kombinezony strazackie maja powierzchni¢ metalizowana. Wiadomo takze, Ze ciala
czarne lepiej emitujg promieniowanie podczerwone niz ciala srebrne. Demonstruje
si¢ to na przyklad za pomoca puszki metalowej, majacej jedng cze$é powierzchni
metaliczng, a druga poczerniong. Puszke taka wypelnia si¢ goraca woda lub goracym
olejem. Wystarczy zblizy¢ reke (rys. 2), aby przekona¢ sie, ze strona czarna silniej
»grzeje”’ niz srebrna. Dlatego tez srebrzy sig termosy: cienka warstewka metalu
stabo emituje i absorbuje promieniowanie elektromagnetyczne, a przez to wymiana
energii (przeplyw ciepla) jest mala. :

b. Odpowiednio pobudzone pary sodu wysylaja intensywne zoto-pomaranczowe
promieniowanie widzialne. Kazdy wie to doskonale — wystarczy posypa¢ sola
kuchenng (chlorkiem sodu) palnik gazowy, a natychmiast pojawia sie
charakterystyczne zabarwienie plomienia. Ten sam typ $wiecenia wystepuje

w powszechnie stosowanych ulicznych lampach sodowych. Z drugiej strony wiadomo,
ze pary sodu silnie pochtaniaja promieniowanie o tej samej czestosci. Rys. 3
przedstawia schemat do$wiadczenia, w ktorym mozna to zademonstrowacé.
Woystarczy przepusci¢ swiatlo biale przez dostatecznie gruba warstwe plomienia
palacego si¢ sodu. W widmie, zaobserwowanym w spektrometrze, pojawia si¢ na
tle widma ciaglego ciemny prazek dokladnie w tym miejscu, gdzie
obserwowalibysmy jasny prazek przy obserwacji tylko samego $wiecacego plomienia.

Mo BbPng, o Rys. 3.

12



: E
-

Nisods,

)
|
|

1
1
i
I
]

a AR

G7 Ladil T

Rys. § Zaleznos¢ wspolczynnika zalamania
od dlugoéci fali dla krysztalu fluorku litu
(LiF). Dla poréwnania dorysowano zaleznosci
tego wspolczynnika od diugosci fali dla szkla
iwody w zakresie widzialnym

Rys, 6

o SN W
400

Tego samego rodzaju linie absorpcyjne pojawiaja si¢ w widmie Stonca. Biale
promieniowanie pochodzace z wnetrza Stonca przechodzi przez rozrzedzone warstwy
atmosfery Slonca. Wystepujace tam pary sodu absorbuja

charakterystyczne promieniowanie — w widmie slonecznym pojawia si¢ ciemna
linia, zwana linig D Fraunhofera (inne linie Fraunhofera pochodza od innych
pierwiastkéw atmosfery Storica).

Oprécz dwoch omdwionych przykladéw mozna byloby przytaczac dziesiatki
podobnych. Wszystkie one §wiadcza o tym, ze pomigdzy zjawiskami emisji

i pochlaniania promieniowania elektromagnetycznego zachodzi istotny,
,,wewnetrzny’’ zwiazek.

3. Absorpcja i zalamanie. Rzadko zwraca si¢ uwage na zwiazek pomigdzy zjawiskami
pochlaniania i zalamania promieniowania elektromagnetycznego. Tymczasem taki
zwiazek istnieje! Ograniczymy si¢ tylko do przypadku, kiedy wystepuja wyrazne

i oddzielone od siebie linie absorpcyjne (jak dla wspomnianych powyzej par sodu).
W okolicy takiej linii wspolczynnik zalamania zmienia si¢ w charakterystyczny
sposob, schematycznie przedstawiony na rys. 4. Ze wzrostem czestosci wspolczynnik
zalamania rosnie, przy przekroczeniu cze¢stosci odpowiadajacej absorpcji gwaltownie
spada, a potem znowu rosnie. Przebieg taki obserwujemy, niezaleznie od tego, czy
mamy do czynienia z gazem, cieczg czy cialem stalym — oczywiscie jezeli dla
badanej substancji obserwuje si¢ wyrazng lini¢ absorpcyjna. Rysunki 51 6
przedstawiaja wyniki doswiadczen dla dwdch réznych przypadkéw.

a. Rys. 5 przedstawia zalezno$¢ wspoélczynnika zalamania od czgstosci dla krysztalu fluorku litu
(LiF). Pomiary prowadzono w podczerwieni, obszarze widzialnym i nadfiolecie. Linie absorpcyjne
wystepuja w miejscach, wskazanych strzatkami. Obserwowano zmiany warto$ci wspolczynnika
zalamania od 0,2 do 4,5! Warto zwroci¢ uwage, ze w obszarze widzialnym nic specjalnego

si¢ nie dzieje. Dla poré6wnania — w tym wlasdnie obszarze — zostaly dorysowane przebiegi
wspolczynnika zalamania dla wody i szkla.

b. Rys. 6 przedstawia zdjecie uzyskane metoda ,,skrzyzowanych pryzmatow”, schematycznie
przedstawiona na rys. 7. Swiatlo widzialne na rys. 6 odchylone bylo poziomo przez zwykly pryzmat
szklany, a pionowo przez plomien palnika sodowego w ksztalcie pryzmatu. Charakter odchylenia
w okolicy linii absorpcyjnej wskazuje, ze wspOlczynnik zalamania par sodu bardzo silnie sig
zmienia wlasnie w tym obszarze (mamy tu wyraZzne zalamanie dla gazu!).

Przyklady takie, jak dwa powyzej przedstawione mozna byloby dowolnie mnozyc.
Wynika z nich jedno: musi istnie¢ jaki$ istotny zwigzek pomigdzy zjawiskami
pochlaniania i zalamania Swiatla.

Aby zrozumie¢ zwigzek pomiedzy pochlanianiem, emisja i zalamaniem $wiatla
musieliby$my wiedzieé, jaki jest mikroskopowy mechanizm omawianych zjawisk.
Innymi stowy — ,,co sig¢ dzieje w Srodku” substancji oddzialujacej

z promieniowaniem. O tym opowiemy juz w nastgpnym artykule.

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 286. Jaka jest najwigksza liczba hetmanéw, ktére mozna ustawi¢ na szachownicy tak, by kazdy-
szachowal dokladnie jednego z pozostalych?
Rozwigzanie na str. 10

M 287. Pierwiastkami rownania ax*+bx+c¢ = 0 sa cos?, i cost,. Wyznaczy¢ w zaleznosci od
a, b i ¢ wspolczynniki robwnania Ax*+ Bx+ C = 0, ktorego pierwiastkami sa cos 2¢; i cos 2f;.
Rozwiazanie na str. 8

M 288. W trapezie o podstawach AB i CD mamy AB = AC = AD = p, BC = q. Znalei
dlugo$¢ drugiej przekatnej BD.
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 108. Spirala grzejna podlaczona jest do sieci o stalym napieciu, zapewniajacym slabe $wiecenie
zwojow. Gdy drut zostal rozprostowany, $wiecenie zaniklo, mimo iz pobor mocy ze Zrodla nie
dos¢ ze nie zmalal, lecz wrecz przeciwnie — nieco wzrosl. Wyjasni¢ zaobserwowany efekt.
Rozwiazanie na str. 6

F 109. Do zrodta sity elektromotorycznej o stalym napigciu podiaczono drut zelazny, ktory wskutek
tego lekko rozzarzyt sie. Gdy cze$¢ drutu zanurzono w zimnej wodzie, reszta rozzarzyla si¢ mocniej.
Dlaczego?

Rozwiazanie na str. 16
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Patrz w niebo

Poznym wieczorem nad wschodnim horyzontem pojawiaja si¢ juz w lutym
wiosenne gwiazdozbiory, m.in. Wolarz (Bootes) z najjasniejsza gwiazda Arkturem
(opisalismy ja w majowym numerze z 1980 r.). Niedaleko Arktura $wieci slaba
gwiazdka, niewidoczna gotym okiem, 8 wielkosci gwiazdowej, o prozaicznej nazwie
HD 128220. Zajmiemy sig dzisiaj nig bliZej.

W poprzednich odcinkach ,,Patrz w niebo” cz¢sto opisywaliSmy gwiazdy supernowe
i pozostalosci po nich. Wspominali§my o wybuchach supernowych z 1054

i 1572 roku, méwigc, ze wybuch taki potrafimy juz do$¢ dobrze jakosciowo opisaé
teoretycznie. Ale skoro tak, to powinni$my zbliza¢ si¢ do momentu, kiedy bedziemy
potrafili prognozowa¢ zachowanie si¢ gwiazd i przewidywa¢ ich ewentualne
wybuchy. JesteSmy tu chyba blizej celu niz geofizycy, ktérzy ciagle maja klopoty

z przewidywaniem trzgsien ziemi i wybuchow wulkanéw (jest to zrozumiale, bo
praktycznie jest to trudniejsze). A wigc postawmy pytanie: czy potrafimy wskazaé
gwiazde, ktéra bedzie nastgpna obserwowang supernowa w naszej Galaktyce?

= Odpowiedz wlasciwie powinna brzmie¢: nie, nie potrafimy, poniewaz nie zbadaliémy

dostatecznie wielu slabych gwiazd. Jasnos¢ gwiazdy w momencie wybuchu rosnie
miliony razy, a wigc powinniSmy co najmniej pobieznie przejrze¢ wszystkie gwiazdy
do 16 a nawet do 20 wielkosci gwiazdowej. Takich gwiazd sa w naszej Galaktyce
miliardy. W naszych katalogach jest mniej niz p6t miliona najjasniejszych z nich.
Postawmy wigc nieco inne pytanie: ktora z gwiazd przebadanych przez nas ma
najwigksze szanse rychlego wybuchu? Takich kandydatéw podano juz wiele, m.in.
czerwone olbrzymy: zimowy Betelgeuse z Oriona i letnia gwiazda Deneb

z Labedzia. Chyba jednak najwigksze szanse z dobrze znanych gwiazd ma wlasnie
wspomniana na wstgpie HD 128220.

Jest to ukiad podwéjny (o okresie orbitalnym 870 dni) skladajacy si¢ z zimnego
(typu G) olbrzyma i z bardzo goracego podkaria typu O. Skladnik typu O ma ok.
2—3 masy Slonca i jest wlasnie tym kandydatem. Prawdopodobnie wypalit on juz
caly’wodor w swoim wnetrzu, przeszedl przez faze czerwonego olbrzyma i obecnie
powoli zapada sig, bedac juz mniejszym niz Storice.

To zapadanie musi skoriczy¢ si¢ wybuchem supernowej wlasnie ze wzgledu na dosé
duzg mase gwiazdy. Gdyby jej masa byla mniejsza niz ok. 1.4 M,, mogloby si¢
skonczy¢ na niczym, to znaczy na spokojnym przejsciu do fazy bialego karla.

W tej sytuacji jednak sity grawitacyjne sa tak duze, ze zapadanie to zostanie bardzo
gwaltownie zatrzymane (prawdopodobnie) dopiero przez gwaltowny wzrost cisnienia
gazu neutronowego. W momencie zréwnowazenia si¢ tych sit powierzchnia gwiazdy
bedzie zapadac si¢ juz z predkoscia porownywalng z predkoscia $wiatla. To musi
si¢ zakonczy¢ poteznym wybuchem.

A wigc obserwujcie Wolarza, w ciagu najblizszego miliona lat HD 128220 moze
zajasnieje bardziej niz Ksigzyc w pelni.

(na podstawie Mercury, Vol. X, No 2, 1981)

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki 1 Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji ,,Delty”

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Zadamia nr 16, 17, I8
Termin nadsylania rozwiazan: do 30. VI. 1982r.

16. Czy ciag {x.} liczb calkowitych nieujemnych spelniajacy warunek xu, = xu+x, (m,n =
=1,2,3,...) moze byé¢ icisle rosnacy?

17. Udowodni¢, ze na brzegu dowolnego wielokata wypuklego mozna znaleZé cztery punkty bedace
wierzchotkami kwadratu.

18. Sposrod wierzchotkow szescianu o krawedzi jednostkowej wybrano losowo trzy (kazdy wybor
jednakowo prawdopodobny). Pole trojkata wyznaczonego przez te wierzcholki jest zmienna
losowa. Obliczy¢ jej wartosé¢ oczekiwana.

(Zadanie 16 przystal nasz Czytelnik Jarostaw CEL, uczen klasy trzeciej Liceum Ogolnoksztalcacego w Konskich).
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Skrét regulaminu ligi zadaniowej

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szki ¢
rozwiazan zamieszczamy w nr. #+4. Moina nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwoéch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami-
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania

" liczba o0s6b ktore na&slaly cho¢ jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyika punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Rozwiazania zadan z numeru 10/1981

4. Prostego dowodu dostarcza teoria wielomianow w dziedzinie zespolonej. Rozloézmy
wielomian W na czynniki liniowe i zgrupujmy oddzielnie czynniki odpowiadajace pierwiastkom
lezacym w gornej polplaszczyZnie, w dolnej pdlplaszczyznie i na osi rzeczywistej. Otrzymamy
rozklad W(z) = W,(z) Wa(z) Wi(z). Pierwiastki nierzeczywiste mozna poustawia¢ w pary liczb
wzajemnie sprzezonych (jesli z, jest pierwiastkiem to z, tez, i to tej samej krotnosci). Zatem dla
x rzeczywistych W,(x) = W,(x). Wobec zalozenia W(x) = 0 wszystkie pierwiastki rzeczywiste
sa parzystej krotnosci, a wigc wielomian W; jest kwadratem pewnego wielomianu W,

(o wspolczynnikach rzeczywistych). Mamy zatem (dla x rzeczywistych) przedstawienie

W(x) = Wi(x) Wa(x) Wa(x)* = Wi(x) Wa(x) - Wi(0) Wa(x),
a stad, piszac W,(x) Wi(x) = P(x)+iQ(x), dostajemy
W(x) = (P(x)+iQ(x)) (P(x)—iQ(x)) = P(x)*+Q(x)*.
5. Wyrazy ciagbw a, i b, spelniaja ukiad rownan:

a,, = b?,at+ bt = b2, ,. Dzielac pierwsze z nich przez bZ,, a drugie przez by, a nastepnie
mnozac stronami otrzymane rownania, dostajemy dla stosunku x, = az/bj wzor rekurencyjny
Xn41(1+x,) = 1. Stad widad, ze jesli granica lim x, istnieje, to jest ona pierwiastkiem dodatnim
rownania x(1+x) = 1, czyli jest réwna liczbie £ = ()/5—1)/2 (nie zalezy wigc od wartosci a;, by).
Stosujac otrzymana formule rekurencyjna dwukrotnie, znajdujemy wzor na przejscie od x,

14+x :
do Xpyz2: Xapz = f(xn), gdzie f(x) = P Dla dowolnego dodatniego x wartos¢ f(x) lezy miedzy.
X

x a & (sprawdzamy to latwym rachunkiem, badZ tez analizujac wykres funkcji f). Wynika stad,
ze ciagi {x2:} i {¥2:41} 5a monotoniczne i ograniczone, wiec zbiezne. Granica kazdego z nich
spetnia rownanie x = f(x). Poniewaz liczba £ jest jedynym dodatnim pierwiastkiem tego rownania,
zatem jest ona wspOlng granica obu wymienionych ciagbéw, a wigc i granica ciggu {x.}.

6. Liczba wszystkich mozliwych ustawien na szachownicy nx n pary hetmanéw (rozréznialnych —
najpierw stawiamy bialego, potem czarnego) rowna si¢ M, = n*(n*—1). Niech L, oznacza liczbg
wszystkich takich ustawien, przy ktorych hetmany atakuja si¢. Szukane prawdopodobieristwo
Py=1- =

MII
Znajdziemy wzor indukcyjny na L,. Ustalmy n i podzielmy szachownicg (n+ 1) x (n+ 1) na obszary
A, B, C, D, jak na rysunku (obszar D to pojedyncze pole). Liczymy ustawienia szachujace:
Suma liczb napisanych w okienkach tabelki wynosi L,,,. Zatem L,,; = L,+10n*+2n.
Bedziemy szukaé przedstawienia L, jako funkcji wielomianowej zmiennej n; musi to by¢
wielomian trzeciego stopnia. Z wzoru rekurencyjnego i z rownosci L, = 12 dostajemy ukiad

10 2 .
rownan na wspolczynniki, ktory po rozwiazaniu daje L, = £ n®—4n®+4 Y n. Stad po krotkich

(n—2)(3n—1)

rachunkach P, =
3n(n+1)



Rozwigzanie zadania F 109

Przypusémy, ze chiodzenie wods jest tak
intensywne, iz zanurzony w niej element
przewodu skokowo zmienia swoja
temperature i Ze osiggnigta w ten sposob
wartosé temperatury nie ulega dalszym
zmianom. Opor danego elememu maleje, co
przy niezmienionym oporze reszty drutu

i stalym napigciu Zrodla oznacza skokowy
wzrost pradu w obwodzie. Oznacza o rowniez
wzmozeny pobdér mocy przez element
przewodnika pozostajgcy w powietrzu, wzrost
jego temperatury | narastanie intensywnosci
sSwiecenia,

Dokladne przeiledzenie zmian czasowych
powyizszych wielkosci jest bardzo klopotliwe
rachunkowo. Ograniczymy si¢ do rozwazenia
stanu ustalonego. Niech [, oznacza prad
plyngcy w obwodzie przed rozpoczeciem
chlodzenia, Iy — w stanie ustalonym.
Odpowiadajgce tym sianom opory czesci
zanurzonej w wodzie wynosza: R,, R, zas
pozostajacej w powietrzu Ry, Rgy.
Przyjmijmy robocze zalozenie I, < [;.
Wynika z niego, ze R,y = R, (zmniejszenie
temperatury czgsci miezanurzonej). Na pewno
spelniona jest nierdwnosé Ry, < R,.
Przyjmujac, ze U jest napigciem zrodia, mamy

U, . Us

Ky == B = .
AT T Nt Na

Waobec powyiszych nierownosci sluszna jest
relacja

S>> b,
co jest w sprzecznosci z zalodeniem roboczym.
Musi wige byé Iy > Iy oraz Ry, > R;, co
wystarcza, aby twierdzi¢, ze przewodnik
znajdujacy sie w powietrzu wydziela w stanie
ustalonym wigksza ilosé ciepla niz w stanie
poczgthowym.
Zauwazmy na koniec, iz wniosek, do ktérego
doszlismy, nie wymaga tak mocnych zalozen
jak te, ktére sformulowano na wstepie
rozwigzania.

Pierwsza teoria atomu

Doc. dr Michat SWIECKI

Sto lat temu powstala pierwsza teoria budowy atomu, ktéra czterdziesci lat pdzniej
zaowocowala falowa teorig struktury materii. A bylo to tak ...

W latach 1860—70 dzigki pracom Kirchhoffa, Bunsena i Lockyera przekonano sig,
ze kazdy pierwiastek chemiczny — co wigcej, kazdy atom pierwiastka — jest
jednoznacznie okreslony przez liniowe widmo swego promieniowania.
Charakterystyczne widmo promieniowania elektromagnetycznego (Maxwell, 1868)
powstaje wigc wewnatrz atomow, skad natychmiast wynika, Zze atomy zawieraja
naladowane elektrycznie poruszajace si¢ elementy skladowe. Elementy te
(elektrony i jadra atomowe) wydzielono z atoméw wiele lat pozniej, ale nawet dzisiaj
podstawowym zrodlem naszej wiedzy o rozmieszczeniu i wlasnosciach skladnikow
wewnqtrz atomow pozostaje badanie widma promieniowania atomowego. Jakie
wigc sa te widma?

Niestety, liniowe widma atomowe sa bardzo zloZzone i nie sposéb w nich dostrzec
zadnych regularnosci. Tym wieksza wiec chwala dla Johanna Jakuba Balmera
(1825—1898), gimnazjalnego nauczyciela fizyki w Bazylei, ktory w 1885 roku
oglosil prosta prawidtowos¢ wiazaca dlugosci fal linii wysylanych przez jeden tylko
sposrod wielu pierwiastkéw — przez wodor:

kZ
kZ —ﬂ2
= 3645,6 A

A oto obliczone przez Balmera dlugosci fal czterech linii (n 25 k=13.4. 56}
w widzialnej czgéci widma wodoru wraz z wynikami pomiarow przeprowadzonych
uprzednio przez Angstroma:

A=Db

e n=1,2;

Balmer Angstréom k
6562,08 6562,1 3
4860,80 4860,74 4
4340,0 4340,1 5
4101,3 4101,2 6

Taka zbieznosc liczb nie moze by¢ przypadkowa, tym bardziej, Ze zachodzi ona
(jak przekonano si¢ pdzniej) az do k = 31, a takzedlan=1,314

w niewidzialnej czesci widma wodoru.

Odkrycie Balmera zapoczatkowalo nowa er¢ w teorii budowy atomu. Wzor jego byt
przeciez pierwsza taka teorig. Wzor ten zapisany nie dla diugosci, ale dla

czestosci fali przyjmuje postaé jeszcze prostsza:

1 1
’ =°R(?_F)’

R = 109677 cm™!, ¢ — predkos¢ swiatla.

Przez kilkadziesiat nastgpnych lat wzor Balmera stanowil nieosiggalng dla nikogo
granice teorii budowy atomu. W tym czasie odkryto elektron (Thomson, 1897)

i jadro atomowe (Rutherford, 1911), stwierdzono, Ze swiatlo wysylane jest z atomow
porcjami o energii AE = hy (Planck, 1900, Einstein, 1905) — stad charakterystyczne
linie widmowe — a wzdr Balmera ciaggle pozostawal niewyjasniony.

Po doswiadczeniach Rutherforda utarlo si¢ przekonanie, ze atom wodoru sklada
si¢ z cigzkiego dodatnio naladowanego jadra i lekkiego elektronu utrzymywanego
w okolicy jadra przez sile przyciagania kulombowskiego. Twor taki nie tylko, ze
nie mogt by¢ trwaly, ale na domiar zlego powinien wysyla¢ promieniowanie

o widmie cigglym, zupelnie niepodobnym do obserwowanego liniowego widma
wodoru.

Jezeli dla prostoty przyjmiemy, ze elektron porusza si¢ w atomie po okrggu, to
zapominajac na chwile o promieniowaniu wywolanym przez taki ruch,
otrzymujemy z II zasady dynamiki Newtona nastgpujacy zwiazek pomigdzy pgdem
(p) i promieniem (r) orbity elektronu:

mr r

gdzie m — masa, za$ e — ladunek elektronu (i jadra).
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Doc. dr hab. Lucjan PIELA
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Stad energia elektronu orbitalnego wynosi:
pZ 82 pl

G TR

Pomimo braku wewnegtrznej spojnosci w modelu Rutherforda, Bohr (1913) uwierzyt
w ten wzér i dodat do niego hipoteze przeskokéw elektronu z jednej orbity na
druga — wzbroniony przez elektrodynamike Maxwella sposdéb promieniowania

w atomie. To tatwo juz bylo pogodzi¢ z kwantami Plancka-Einsteina:

2 (J__."_ 5
e RN o

Do wzoru Balmera juz bardzo blisko. Pod warunkiem, ze spetniony jest zwigzek
r ~ n?, czyli po skorzystaniu z zaleznoéci migdzy pedem i promieniem orbity,
prr~n(n=1,2,..). Zgodnoé¢ liczbowa uzyskuje si¢ przyjmujac stata
proporcjonalnosci réwng stalej Plancka:

prr=n P
Wyjasnienie tej dziwnej relacji kwantowej (zwréémy uwage, ze p - r to moment
pedu elektronu) byloby wigc rownowazne zrozumieniu wzoru Balmera.
Krok ten uczynit Louis de Broglie w 1923 roku, przyjmujac, Ze nie tylko fotony,
ale i wszystkie inne czastki maja natur¢ falowa. Elektron na orbicie atomowej to
nic innego, jak stojgca fala na zamknigtej w okrag strunie. Tylko bowiem fala
stojgca jest stacjonarna, niezmienna. Z warunku na taka wlasnie fale, 27r = n- 4,
oraz z powyzszego wzoru Bohra uzyskujemy zwigzek migdzy pedem elektronu
i dlugoscia zwiazanej z nim fali:

p——i'n

taki sam, jak dla fotonu! '

O Balmerze wiemy bardzo niewiele. Nie doczekat tez on najwspanialszej nagrody,
jaka byla udzialem de Broglie’a: w 1925 roku Davisson i Germer stwierdzili, ze
strumien elektrondéw rzeczywiscie zachowuje sig jak fala.

.Wyniki Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki, 1981 r.

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematykl, w skladzie: Przewodniczacy — prof. dr Leon
Jedmanowicz, przedstawiciel MOIW — prof. dr Wiodzimierz Waliszewski, dr Jerzy Bednarczuk
dr Alicja Derkowska, dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, dr Marek Kordos,

prof. dr Wojciech Zakowski

bioragc pod uwage wybor tematu, tre$¢ pracy i przebieg obrony, postanowilo:

I. Wyr6zni¢ wszystkich uczestnikow finalu dyplomami.

II. Przyznac: 2

1. zioty medal i nagrode w wysokosci zt 4000,—

Jarosiawowi WROBLEWSKIEMU z XIV LO we Wroclawiu za pracg pt. ,,Wokdél kongruencji
w pierscieniu liczb algebraicznych calkowitych’;

talu. Wyjaéniamy tylko, e 3 powodu 2 St€brny medal i nagrode w wysokosci zt 2000,—

Jackowi RZEZNIKOWSKIEMU z 11 LO w Bydgoszezy za prace pt.

»Elementy geometrii metrycznej”,

3. brazowy medal i nagrode w wysokesci zt 2000,—

Elibiecie ZIARKO z Liceum Ekonomicznego w Wieliczce 2a pracg pt. ,,Metryka miejska i jej
konsekwencje w planimetrii”,

4. dwa réwnorzedne wyrdznienia i nagrody po zt 2000, —

Adamewi NOWAKOWI z 11 LO w Bydgoszczy i Markowi SREDNIAWIE z 1 LO w Gdansku.
5. dwie nagrody po zt 1000,

Wojciechowi KRYNICKIEMU z V LO w Gliwicach i Maciejowi ZWORSKIEMU z 1.0 przy
ambasadzie PRL w Trvpolisie.

HI. Przyzna¢ nagrody pienigzne wszystkim opickunom prac:

mgr Cecylii TERLIKOWSKIEJ, mgr Kazimierzowi BANNACHOWI, mgr Bronistawowi
PABICHOWI, mgr Zdzistawowi KAMROWSKIEMU, mgr Adelajdzic ADAMEK, mgr Krystynie
HNATKOW, mgr Elbiecie DEDERKO.

Skrot zwycieskiej pracy opublikujemy w nr 3/1982,
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