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Dnia 24 stycznia 1982 roku

zmarl w Warszawie

Prof.dr Karol BORSUK

wielki matematyk

i nie zwykly czlowiek

Byl tw6rca polskiej szkoly topologii geometrycznej t

twórca teorii re traktów i teorii ksztaltu, autorem

wielu slawnych twierdzen, takich jak twierdzenie

o antypodach, o przedluzaniu homotopii,

o rozcinaniu przestrzeni euklidesowej. Napisal

okolo 200 prac, w tym 2 monografie. Bogactwo

i glebia stawianych przezen problemów stanowily

i nadal s tanowia zródlo badan prowadzonych
w kraju i zagranica.

Wychowal wielu uczniów, przekazujac im swój zapal

i swoje intuicje, swoje zamilowanie do llprawdziwych"
problemów i niechec do pustych formalizmów,

swa pasje odkrywcza i precyzje, swa rzetelnosc

i uczciwosc w pracy naukowej. Byl wymagajacy
wobec siebie i innych, a jed.noczesnifi zawsze
gotów sluzyc swym czasem, wiedza i doswiadczeniem.

W czasie wojny bral udzial w tajnym nauczaniu.
Byl: wiezniem Pawiaka. Po wojnie byl
wspólorganizatorem Instytutu Matematycznego PAN
oraz Seminarium Matematycznego, które
przeksztalcilo sie pózniej w Instytut Matematyki UW.

Pelnil szereg odpowiedzialnych funkcji /Dyrektor

Instytutu Matematyki UW, Prezes OW PTM i inne/o

Byl dwukrotnie laureatem Nagrody Panstwowej

I stopnia, lureatem Nagrody PTM im.S.Mazurkiewicza

i Nagrody Fundacji Jurzykowskiego. Otrzymal

medal im.Sierplnskiego. Byl czlonkiem PAN, czlonkiem
honorowym PTM, czlonkiem zagranicznym Bulgarskiej
Akademii NaUk, doktorem honoris causa Uniwersytetll
•••Zagr ze biu.

W IlDelclell artykuly Pro:fesora mozna znalezc
w numerach 3/1979 i 11/1980.

TWIERDZENIE /K.Borsuk, Uber die Zerlegung einer Euklidischen

n-dimensionalen Vollkugel in n-Mengen, Verh.Intern.Math.Kongr.
ZUrich. 2/1932/,192/.

Przy dowolnym rozkladzie kuli n-wymiarowej o srednicy 1 na

n podzbiorów A1, ••• ,An, co najmniej jeden ze zbiorów Al' 1-1, ••• ,n,
ma tez srednice 1.

W zwiazku z tym wynikiem Karol Borsuk postawil nastepujacy

PROBLEM.Czy dowolny ograniczony podzbióL""A przestrzeni En
o srednicy diam A>O mozna rOZlozyc na n+1 zbiorów

o srednicach mniejszych od diam A ?

O historii tego problemu bedzie mozna dowiedziec sie

z jednego z dalszych numerów "Del tyli.



Konwekcja
w plaszczu Ziemi

Dr Leszek
CZECHOWSKI

~
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Rys. I
Inklinacja to kat, który tworzy wektor natezenia
pola magnetycznego z poziomem, a deklinacja
to kat miedzy wektorem pola i plaszczyzna
poludnika.

Rys. 2. Trasy biegunów geomagnetycznych
wzgledem kontynentów. Literami
oznaczono polozenie bieguna w danym _okresie

geologicznym: Pa - paleozoik,
E _ kambr, K - kreda, J - jura, T - trias,
M - mezozoik.

"Patrzac na mape, upewniamy sie dowodnie, ze Ameryka oderwala sie od Starego Swiata
i na calej swej dlugosci odpowiada doskonale zachodniej czesci naszego kontynentu, poprzez
wybrzeza, które znajduja sie naprzeciwko Europy i Afryki". Tak napisal w 1859 roku A. Snider.
Jest on tez autorem pierwszego w historii rysunku przedstawiajacego polaczone kontynenty.
Ich rozerwanie przypisuje kataklizmowi, który zdarzyl sie pare tysiecy lat temu, a na poparcie
tej tezy przytacza liczne podobienstwa kultur Starego i Nowego Swiata, które dzis tak chetnie
cytuja zwolennicy hipotezy o istnieniu Atlantydy.

Obecnie, kiedy zdajemy sobie sprawe, ze rozdzielenie kontynentów nastapilo dziesiatki milionów
lat przed pojawieniem sie czlowieka na Ziemi, tylko pierwszy z powyzszych argumentów zachowal

swa wartoSC. Pelna i zadowalajaca z punktu widzenia nauki argumentacje przedstawil dopiero
w 1915 roku niemiecki geograf Alfred Wegener.

Ruch kontynentów, wedlug Wegenera, rozpoczal sie od rozpadu jednego pierwotnie kontynentu­
Pangei. Na poparcie tej hipotezy przytaczal on argumenty geofizyczne, geologiczne,
paleontologiczne, a takze geodezyjne. Wsród argumentów geologicznych na uwage zasluguje
fakt, ze niektóre struktury geologiczne Europy i Afryki znajduja swoja kontynuacje na obszarze
obu Ameryk.

Podobienstwo fauny i flory róznych kontynentów sklanialo paleontologów do wysuniecia
hipotezy o istnieniu w przeszlosci przesmyków ladowych, którymi zwierzeta i rosliny
przedostawaly sie na kontynenty rozdzielone obecnie oceanem. Hipoteza Wegenera zakladajaca
zespolenie, dzis oddalonych, kontynentów wyjasnia to podobienstwo gatunków biologicznych
w sposób bardziej chyba przekonywajacy.

Pomiary geodezyjne równiez potwierdzaja te hipoteze. Okazuje sie, na przyklad, ze odleglosc
Waszyngtonu i Paryza rosnie obecnie z predkoscia okolo 1,5 cm/rok.

Podobnych argumentów mozna przytoczyc jeszcze wiele, my jednak ograniczymy sie do
szczególowego omówienia jednego, opartego na wynikach badan paleomagnetycznych, czyli
badan pola magnetycznego Ziemi w przeszlosci.

Kierunek pola istniejacego w minionych epokach geologicznych okreslamy na podstawie
kierunku namagnesowania skal powstalych w tym czasie. Okazuje sie bowiem, ze skala
naj trwalej zachowuje to namagnesowanie, które miala w momencie swego powstania. W chwili,
gdy stygnaca magma osiaga temperature punktu Curie, jest ona namagnesowana zgodnie
z zewnetrznym polem magnetycznym. Powyzej punktu Curie namagnesowanie to niszczone jest
przez ruch cieplny czasteczek, a pózniej utrzymuje sie niezaleznie od dzialania innych
zewnetrznych pól magnetycznych. Dla magnetytu, który jest odpowiedzialny za namagnesowanie
wiekszosci skal, temperatura punktu Curie wynosi 580°C.

Tak wiec kierunek namagnesowania skal pozwala znalezc deklinacje (D) i inklinacje (l) pola
magnetycznego w przeszlosci. Sama znajomosc tych wielkosci niewiele by nam jednak dala,
gdyby nie fakt, ze pole Ziemi jest (z dokladnoscia okolo 10%) polem dipolowym. Dla takiego
pola istnieje scisly zwiazek pomiedzy odlegloscia katowa od bieguna (8) i inklinacja pola
magnetycznego:

tgI = 0,5 ctg 8.

Poniewaz znajac D mozemy ustalic kierunek wskazujacy biegun pólnocny, wiec l i D pozwalaja
wyznaczyc polozenie bieguna geomagnetycznego (rys. 1).

Przebadanie tysiecy próbek skal o róznym wieku pozwolilo ustalic
droge bieguna wzgledem kazdego z kontynentów (rys. 2). Wniosek
jest jednoznaczny - kontynenty poruszaly sie zarówno wzgledem
bieguna jak i wzgledem siebie. Nie mozna bowiem wytlumaczyc
jedynie ruchem bieguna, dlaczego badania skal pochodzacych
z jednego kontynentu wyznaczaja odmienna droge jego wedrówki niz
podobne wyniki uzyskane na podstawie badan skal innego
kontynentu.

W poczatkach lat piecdziesiatych szczególowe sondowanie

Atlantyku doprowadzilo do odkrycia doliny ryftowej przebiegajacej
wzdluz Grzbietu Srodkowo-Atlantyckiego. Podobna doline odkryto
pózniej takze na dnie Pacyfiku. Grzbiet Wschodniopacyficzny
(patrz mapka na okladce) jest wzniesieniem szerokosci kilku

tysiecy kilometrów, ciagnacym sie na przestrzeni prawie 10 000 km.
Wysokosc jego wynosi okolo 2000 m ponad sredni poziom dna
oceanu. Niektóre, niewielkie jego fragmenty wystaja nad
powierzchnie, tworzac male wyspy. Srodkiem grzbietu biegnie
stosunkowo waska, lecz wyrazna dolina. To wlasnie dolina ryftowa.
Odkrycie dolin ryftowych stalo sie bodzCem do sformulowania
nowej teorii zwanej tektonika plyt, która w latach szescdziesiatych
zastapila teorie Wegenera. Podstawowe zalozenia tektoniki plyt
zamknac mozna w trzech punktach:
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Rys. 3

o konwekcji pisalismy w numerze 4/198\'

1. Litosfera Ziemi podzielona jest na poruszajace sie wzgledem siebie niemal sztywne plyty.
Jezeli na plycie znajduje sie kontynent, to dryfuje on razem z plyta.
2. Granicami plyt sa ryfty oceaniczne, rowy oceaniczne i uskoki transformujace.
3. Rozsuwanie sie plyt odbywa sie w strefie grzebietów oceanicznych, zblizanie - w strefie rowów

oceanicznych, zas w uskokach transformujacych nastepuje równolegle przesuwanie sie plyt
wzgledem siebie.

Glówna idee teorii przedstawia rys. 3. Dwie plyty (grubosci kilkudziesieciu kilometrów)
rozdzielone grzbietem E-G rozsuwaja sie w przeciwnych kierunkach. Po dotarciu do rowu

oceanicznego H-F, prawa plyta zagina sie i zaglebia w plaszcz Ziemi. Bardziej skomplikowana
jest lewa plyta. Jej czesc równiez zaglebia sie w plaszcz, czesc natomiast nasuwa sie na plyte
zaglebiajaca sie z prawej strony.
Nieciaglosci, które rozdzielaja plyty poruszajace sie równolegle do siebie, to uskoki
transformujace. Na rys. 3 uskok C-D laczy grzbiet z grzebietem, a A-B rów z rowem.

Dno Pacyfiku na przyklad sklada sie z kilku plyt o bardzo róznych rozmiarach. Najwieksza
z nich jest Plyta Pacyficzna stanowiaca 21% powierzchni Ziemi. Porusza sie ona w kierunku
pólnocno-zachodnim w strone wielkich rowów oceanicznych: Aleuckiego, Kurylsko­
Kamczackiego, Japonskiego i Marianskiego.

Pouczajace jest przesledzenie granicy plyty na mapce na okladce. Rowy oceaniczne i grzbiety sa
widoczne na tle rzezby dna. Latwo odnalezc tez uskoki transformujace dla typu grzbiet-grzbiet.
Dotychczas staralismy sie odpowiedziec na pytanie: czy i jak poruszaja sie kontynenty lub plyty
litosfery. Czytelnik ma jednak prawo zapytac, jaka jest przyczyna dryfu. Otóz przyczyna ruchu
plyt jest konwekcja w plaszczu Ziemi, zródlem energii natomiast - energia cieplna wydzielana
przy rozpadzie pierwiastków radioaktywnych zawartych w plaszczu.
Konwekcja stanowi jeden ze sposobów transportu ciepla. Jest to makroskopowy ruch cieczy lub
gazu. Dzieki zwyklemu przewodnictwu ciecz pobiera ze zródla cieplo, które nastepnie jest
przenoszone z ciecza do chlodnicy, gdzie - znowu dzieki przewodnictwu - zostaje oddane.
Przykladem moze byc konwekcja w podgrzewanym naczyniu z woda. Woda pobiera od dna
cieplo i oddaje je powietrzu nad naczyniem. Okazuje sie, ze ilosc energii przenoszonej droga
konwekcji jest na ogól wieksza niz dzieki przewodnictwu i promieniowaniu.

Rozwazmy to zjawisko na przykladzie cieczy w plaskim naczyniu podgrzewanym od dolu,
a chlodzonym od góry. Jesli ogrzewalibysmy naczynie idealnie równomiernie, to naj nizej
utworzylaby sie warstwa goracej cieczy, a nad nia warstwy coraz chlodniejsze. Ale ogrzewana
ciecz zwieksza swoja objetosc, a wiec cieplejsza jest lzejsza od zimniejszej. Dlatego taki warstwowy
uklad cieczy jest niestabilny. Wystarczy minimalne zaburzenie cieczy, aby rozpoczal sie ruch.
Wydzielmy myslowo pewna objetosc cieczy. Jezeli wskutek zaburzenia przeniesie sie ona chocby
minimalnie w góre, to zostanie otoczona ciecza troche chlodniejsza, a wiec i ciezsza. Sila
wyporu zgodnie z prawem Archimedesa Lacznie wypychac rozpatrywana objetosc cieczy w góre.
gdzie róznice temperatur stana sie wieksze, a wiec i wieksza sila wyporu. Ostatecznie ciepla ciecz
znajdzie sie w poblizu powierzchni, pociagajac za soba strumien cieplej cieczy z dna.
Jednoczesnie na jej miejsce naplywac zacznie z góry ciecz chlodna - ciezsza. Na powierzchni
cieply plyn odda swoje cieplo i jako ciezszy znów zacznie opadac w dól. Utworzy sie w ten
sposób obszar, gdzie ciecz porusza sie po zamknietym torze, tworzac tzw. komórke
konwekcyjna.

Okazuje sie jednak, ze do powstania konwekcji nie wystarczy, by temperatura na dole byla
wyzsza niz na górze. Istnieja bowiem dwa zjawiska, które utrudniaja pojawienie sie konwekcji.
Sa to lepkosc (tarcie wewnetrzne) cieczy oraz przewodnictwo cieplne.
Tarcie wewnetrzne charakteryzuje wspólczynnik lepkosci cieczy 1). Przykladowo sila oporu
stawiana przez ciecz kuli o promieniu r poruszajacej sie z predkoscia v jest równa

W cieczy latwo przewodzacej cieplo konwekcja takze bedzie utrudniona. Wynika to z faktu,
ze temperatura w rozpatrywanej uprzednio objetosci moze w takim przypadku szybko zrównac
sie z temperatura otaczajacej cieczy i w efekcie sila wyporu zaniknie. Ilosc ciepla przewodzonego
w jednostce czasu jest proporcjonalna do wspólczynnika przewodnictwa cieplnego K. Interesuje
nas jednak nie ilosc przewodzonego ciepla, a raczej szybkosc wyrównywania sie temperatur.
Dlatego tez wygodnie jest wprowadzic tzw. wspólczynnik dyfuzji temperaturowej x. Ilosc
ciepla odpowiadajaca zmianie temperatury jedrtostki objetosci o dTwynosi Q = ceóT,
gdzie c jest cieplem wlasciwym, a e gestoscia cieczy. Poniewaz Q ~ K mamy

K
óT~ -=:x.

ce

Sila wyporu jest proporcjonalna do róznicy gestosci chlodnej i goracej cieczy LI e oraz
przyspieszenia grawitacyjnego g. Mozemy wiec napisac

Fw ~ Lle' g ~ odTg,

gdzie ex jest wspólczynnikiem rozszerzalnosci objetosciowej cieczy, a LI T róznica temperatur
chlodnej i goracej cieczy.

Rozwiazanie zadania F 107.
Zblizenie naelektryzowanego ciala wywoluje

przegruij,owanie elektronów w monecie
(zjawisko indukcji elektrostatycznej) oraz
polaryzacje dielektryka, jakim jest woda.
W efekcie zarówno moneta, jak i ciecz sa
przyciagane przez cialo. Ciecz ulega jednak
deformacji, na powierzchni tworzy sie
"wzgórek", z którego, niczym z równi
pochylej, zeslizguje sie piecdziesieciogroszówka.
Skutek jest wiec taki, jak gdyby cialo ja
odpychalo. Czytelnikowi proponujemy
zastanowienie sie nad przytoczonymi ponizej
pytaniami i eksperymentalne zweryfikowanie
odpowiedzi. Ujawnia sie wtedy pewne
szczególy, które pominieto w rozwiazaniu.
\. Jak wynik doswiadczenia zalezy od wielkosci
monety?

2. Jakie bedzie zachowanie plywajacej igly?
3. Czy przebieg doswiadczenia uleglby
zmianie, gdyby zamiast monety uzyc krazka
z dielektryka?

Fo = 6nr1)v, a wiec jest proporcjonalna do 1).
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Biorac pod uwage trzy omówione wyzej czynniki: sile wyporu, sile oporu i przewodnictwo
cieplne cieczy widzimy, ze o pojawieniu sie konwekcji decyduje nastepujaca wielkosc:

Fw ccx(!2gLl T-~--_.
F.·u 1JK

Chcielibysmy oczywiscie, zeby nasze rozwazania nie zalezaly od tego, jakimi jednostkami sie
poslugujemy. Zeby otrzymac wielkosc bezwymiarowa wystarczy pomnozyc Fw/ Fa' u przez
wielkosc o wymiarze m3• Jedyna wielkoscia o wymiarze dlugosci wystepujaca w tym problemie
jest grubosc warstwy cieczy h. Wiemy ponadto z doswiadczenia, ze konwekcja wystepuje
latwiej, gdy grubosc ta jest duza.
Tak wiec konwekcja pojawi sie wtedy, gdy bezwymiarowa liczba (liczba Rayleigha)

CCX(!2gLl Th~R=---
1JK

Charakterystyczne rozmiary komórek
konwekcyjnych sa zwykle rzedu glebokosci
cieczy. Tylko taka konwekcja jest stabilna,
t"m. tylko wtedy po "zamieszaniu" ciecz

szybko wraca do pierwotnego stanu. Kazda
komórka o szerokosci duzo wiekszej niz

wysokosc jest niestabilna i chetnie rozpada
sie na kilka mniejszych. Na przyklad proces
dzielenia sie .,za szerokiej" komórki
w plaszczu Ziemi przebiega nastepujaco:

.~~

(4~Jo
Zbadajmy jej wymiar:

[ ccx~~Ll T] =
J 1 (kg)2 mI(.kgK ~ 7K

kg J---
m' s m' K· s

3 •m

I~r~

(f<i>1
~

IUW
l(\-,~/"'.l\W'---'~

Niewielkie poczatkowo zaburzenie
rozrasta sie w coraz wieksza komórke, która
po pewnym czasie rozrywa te , ,za szeroka".
Jedna z trzech powstalych w ten sposób
komórek znika, a dwie pozostale osiagaja
stabilne rozmiary.

bedzie miala wartosc wieksza od pewnej wartosci krytycznej. Przykladowo dla nieskonczonej
warstwy cieczy o skonczonej grubosci krytyczna wartosc liczby Rayleigha wynosi 657, jezeli
nie wystepuje tarcie miedzy ciecza i sciankami, i okolo 1800, jesli tarcie to wystepuje. W przypadku
konwekcji w warstwie kulistej wartosc ta jest rzedu kilkudziesieciu tysiecy.

Zanim zaczniemy mówic o warunkach pojawienia sie konwekcji w plaszczu Ziemi, musimy
jednak rozstrzygnac, czy material, z którego zbudowany jest plaszcz, ma wlasnosci cieczy.
Próbowano to zrobic juz w pierwszej polowie XIX wieku. Obliczono w tym celu precesje osi
Ziemi przy zalozeniu, ze jej wnetrze wypelnia ciecz. Porównanie z obserwacjami wykazalo jednak,
ze zalozenie to jest niesluszne - wnetrze Ziemi jest cialem stalym. Wniosek ten potwierdzily
pózniej takze obserwacje fal sejsmicznych rozchodzacych sie w plaszczu.
Jednak to, ze plaszcz zachowuje sie jak osrodek sprezysty dla fal o okresie drgan równym kilka
sekund, nie oznacza, ze podobnie bedzie dla sil dzialajacych miliony lat. Wosk, cialo miekkie
i deformowalne, wytrzymuje dlugotrwale dzialanie malych sil. Dzieki temu w londynskim gabinecie
figur woskowych postacie wykonane z wosku nie deformuja sie pod wlasnym ciezarem. Ale
bywa tez i tak,"ze cialo dosc twarde, np. smola, zachowuje sie jak gesta ciecz. Podobnie ruch
lodowca spowodowany jest rozplywaniem sie lodu pod wlasnym ciezarem. Moze wlasnosci takie
maja równiez skaly, z których zbudowany jest plaszcz Ziemi?
Jednym z argumentów przemawiajacych za taka mozliwoscia jest istnienie na Ziemi obszarów,
obciazonych lodowcem podczas ostatniego zlodowacenia, które po ustapieniu lodowca (ok.
15 tys. lat temu) zaczely sie podnosic! Ruch ten trwa do dzisiaj z predkoscia rzedu kilku
centymetrów na stulecie.
Najbardziej znanymi przykladami takich obszarów jest Pólwysep Skandynawski i pólnocno­
wschodnia czesc Kanady. Badania grawimetryczne wykazuja niezbicie, ze podnoszenie sie nie jest
wynikiem rozprezania scisnietych skal, lecz, wywolane jest doplywem materii spod sasiednich
obszarów. A wiec jednak plaszcz ma wlasnosci cieczy. Na podstawie szybkosci podnoszenia sie
mozna bylo obliczyc jej lepkosc.
Badania wiekszosci obszarów polodowcowych wskazuja na to, ze górna czesc plaszcza (ok. 100
km) traktowac trzeba jak cialo sprezyste. Ponizej jest dosc cienka astenosfera o lepkosci 5, 10.9
kg/m· s, zas lepkosc reszty plaszcza jest rzedu 1021 kg/m' s.
O tym, czy konwekcja jest mozliwa, decyduje, jak juz wiemy, wattosc liczby Rayleigha.
Na podstawie badan laboratoryjnych skal, z których naj prawdopodobniej zbudowany jest
plaszcz, okreslono cieplo wlasciwe, wspólczynnik przewodnictwa cieplnego i wspólczynnik
rozszerzalnosci cieplnej. Wynosza one odpowiednio 1,3' 103 J/kg' K, 4,6 J/m' K· s, 4, 10-5 l/K.
Wielkosci te slabo zaleza od cisnienia i temperatury, dlatego mozna przyjac, ze sa one
w calym plaszczu stale. Gestosc wyznacza sie zwykle na podstawie badan sejsmicznych.
Do okreslenia liczby Rayleigha konieczne sa jeszcze dwie wielkosci: grubosc warstwy konwekcyjnej
i róznica temperatur.
Nie zostalo dotychczas rozstrzygniete, jaka czesc plaszcza Ziemi obejmuje konwekcja. Poniewaz

w grubej warstwie konwekcja pojawia sie latwiej (duza liczba Rayleigha) mozna sadzic, ze
obejmuje ona caly plaszcz, a wiec siega do glebokosci 2900 km. Istnieja jednak argumenty za
tym, ze grubosc komórek konwekcyjnych wynosi okolo 700 km. Trzesienia Ziemi wystepuja
tylko do tej glebokosci. Brak glebszych trzesien moze swiadczyc o braku wzajemnych ruchów
w dolnej czesci plaszcza. Na glebokosci tej nastepuje równiez gwaltowny skok gestosci plaszcza.
Móglby on stanowic przeszkode dla pradów konwekcyjnych. Problem grubosci warstwy objetej

konwekcja pozostaje wiec otwarty.
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Rys.4

Oszacujmy liczbe Rayleigha od dolu. Dla h = 1021 kg/m' ~,'YJ = 700 km, LIT = 1000° C

R ~ 34000000.

Czyli nawet przy wyborze najgorszych, z punktu widzenia konwekcji, wartosci parametrów
liczba Rayleigha znacznie przekracza wielkosc krytyczna. Tak wiec konwekcja musi sie
pojawic.

Ciekawa hipoteze wiazaca rozmieszczenie kontynentów z konwekcja w plaszczu Ziemi
i rozmiarami jadra Ziemi wysunal w 1956 roku fizyk angielski Stanky Runcorn. Zalozyl on, ze
jadro wydzielalo sie stopniowo z poczatkowo jednorodnego materialu, z którego zbudowana
byla Ziemia. Material ten zawieral trzy skladniki: najciezszy - zelazo i nikiel, ciezkie
ultrazasadowe skaly i najlzejsze skaly kwasne. Zelazo i nikiel tworzyly jadro, a lekkie skaly
wydzielaly sie na powierzchni. Jednoczesnie w plaszczu zachodzila konwekcja. Okazuje sie, ze
wielkosc komórek konwekcyjnych okreslona jest przez rozmiary jadra. Dla malego jadra caly
plaszcz Ziemi moze obejmowac jedna wielka komórka konwekcyjna w ksztalcie torusa (rys. 4).
W miare wzrostu jadra przeplyw taki staje sie niestabiJny i komórka rozpada sie na dwie
mniejsze.

Dopóki istniala jedna komórka konwekcyjna, lekki material spietrzal sie nad obszarem, gdzie
chlodny strumien konwekcyjny opadal w dól tworzac jeden kontynent. Gdy promien jadra
zwiekszyl sie do 0,06 promienia Ziemi, nastapil rozpad komórki na dwie mniejsze. Nowy system
pradów konwekcyjnych rozerwal kontynent i rozsunal jego czesci. Dalszy wzrost jadra powodowal
dals~y podzial komórek konwekcyjnych. Obecnie, gdy promien jadra wynosi 0,55 promienia
Ziemi, nalezy sie spodziewac pieciu komórek konwekcyjnych.
Rozpad komórek musi byc katastrofa na ogólnoziemska skale, nalezy sie wiec spodziewac w tym
okresie wzrostu aktywnosci wulkanicznej. Rzeczywiscie - badania wieku skal magmowych
wykazaly istnienie czterech okresów, kiedy aktywnosc byla wyjatkowo duza: 2600, 1800, 1000
i 250 mln lat temu. Przyjmujac, ze ilosc zelaza osadzajaca sie w jadrze jest proporcjonalna do
powierzchni jadra oraz do ilosci zelaza pozostalego w plaszczu mozna wyznaczyc okresy, kiedy
nastepowac powinny zmiany konwekcji. Wyniki tych obliczen przedstawione sa na rys. 4.
Hipoteza Runcorna choc, jak sie okazalo, oparta na zbyt prostych zalozeniach wskazuje na
niezwykle interesujaca mozliwosc powiazania wedrówki kontynentów ze zmianami konwekcji
w miare wzrostu jadra Ziemi.

Zadania

Redaguje mgr krzysztof s. NOW fNSKf

M 283. Przekatne AC i BD dziela czworokat ABCD na trójkaty OAB, aBC, OCD i ODA, przy
czym promienie okregów wpisanych w te trójkaty sa równe. Pokazac, ze ABCD jest rombem.
Rozwiazanie na str. 10

M 284. Znalezc ostatnia cyfre liczby [(6+ YTI)1982]. [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita
nie wieksza od x.
Rozwiazanie na str. 9

M 285. Pokazac, ze jezeli dowolnie ponumerujemy punkty zaznaczone na rysunku liczbami
1, 2, ... , 18, to znajdzie sie odcinek, dla którego róznica numerów konców bedzie wieksza od
trzech.

Rozwiazanie na str. 11

Redaguje mgr Tomasz TRATKfEW feZ

F 106. Róznoimienne ladunki przyciagaja sie w prózni silniej niz w dielektryku. Przenoszac
zatem równoczesnie dane ladunki po torach: AA'CDA i BB'EFB (patrz rysunek) uzyskujemy
"perpetuum mobile". Znalezc luke w rozumowaniu.
Rozwiazanie na str. 8

F 107. Na powierzchni wody plywa moneta (np. piecdziesieciogroszówka). Co nastapi, gdy
zblizy sie do niej naelektryzowane cialo?
Rozwiazanie na str. 3
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R - promien Ziemi.

{X = RAY =/(f/!).

{X = RAY = Rtgf/!

(2)

(I)

Odwzorowanie (1) nazywamy rzutem walcowym, Uogólnieniem (1) jest rzut walcowy normalny,
w którym rzedna jest dowolna funkcja szerokosci geograficznej:

I. Odwzorowanie Mercatora

---i--
l -T--,,:

....... "

tf/I:,

Rys. I

,y

Dowód, ze sfera nie jest rozwijalna na
plaszczyznie, mozna otrzymac re slynnego
theorema egregium Gaussa: przy izometriacb
wewnetrznych (nie zmieniajacych dlugosci
krzywych) krzywizna calkowita powierzchni
nie zmienia sie. Krzywizna calkowita

powierzchni S w punkcie x E S to iloczyn
najmniejszej i najwiekszej z krzywizn
krzywych przechodzacych na
S przez punkt x. Plaszczyzna ma oczywiscie
zerowa krzywizne calkowita, a sfera
o promieniu R - krzywizne R-2.

Zeglowanie jest koniecznoscia,
zycie nia nie jest

Mapy nawigacyjne stanowia, oprócz instrumentów nawigacyjnych (busola, sekstans, radar,

log, ... ), podstawowe narzedzie pracy oficera nawigacyjnego podczas wachty. Instrumenty
nawigacyjne przechodza ciagla ewolucje, od prostych busol do systemów radiolokacyjnych
(Omega, Decca). Tymczasem mapy nawigacyjne przetrwaly nieomal w swej pierwotnej formie
prawie od czterech stuleci. Najczesciej statek porusza sie po ktzywej nazywanej loksodroma
(opis ponizej), która ma ksztalt spiralny. Wykreslenie takiej krzywej na dowolnej mapie danego
obszaru morskiego, w trudnych warunkach morskich (statek w ruchu) byloby wrecz
niewykonalne. Najlepiej by bylo, aby obrazem loksodromy na mapie byla linia prosta, która
mozna najlatwiej wykreslic, jak równiez odczytac katy miedzy obrazem loksodromy a obrazami
poludników ziemskich. Z zadania skonstruowania takiej mapy wywiazal sie, ze znakomitym

Navigare necesse es!, vivere non es! necesse rezultatem, w 1569 r. kartograf flamandzki G. eremer nazywany Mercatorem.
(Plutarch) Podany przez Mercatora sposób odwzorowania powierzchni kuli (sfery) na plaszczyznie znalazl

powszechne zastosowanie w kartografii nawigacyjnej, gdzie przetrwal po dzien dzisiejszy.
Mozna wykazac, ze sfera nie jest rozwijalna na plaszczyznie. Nie mozna np. rozciac nozyczkami
papierowej sfery tak, aby otrzymac obszar plaski. Powierzchniami rozwijalnymi na plaszczyznie
sa natomiast np. powierzchnia boczna walca lub stozka. Mercator zastosowal posredni sposób
odwzorowania sfery na plaszczyznie. Najpierw odwzorowuje sie sfere na powierzchnie boczna
walca, nastepnie powierzchnie walca na plaszczyzne. Zalózmy, dla uproszczenia, ze Ziemia ma
ksztalt kuli. Mozemy opisac na Ziemi walec kolowy styczny do niej wzdluz równika (patrz rys. 1).

Kazdemu punktowi M powierzchni Ziemi (poza biegunami) przyporzadkowujemy punkt M'
powierzchni walca, który jest punkiem przebicia powierzchni walca pólpr?sta OM, gdzie O jest
srodkiem Ziemi. Tak okreslone odwzorowanie jest wzajemnie jednoznaczne, tylko bieguny Ziemi
nie maja obrazu. Obrazami równolezników sa okregi, jako przekroje powierzchni bocznej walca
powierzchniami stozków. Obrazami poludników sa tworzace (proste) powierzchni bocznej
walca. Po rozcieciu powierzchni bocznej walca wzdluz tworzacej bedacej np. obrazem poludnika
A = 1800 i rozwinieciu jej na plaszczyznie otrzymujemy plaski obraz powierzchni Ziemi (bez
biegunów). Obrazem plaskim powierzchni Ziemi jest wiec pas plaszczyzny, obrazy poludników
tworza pek prostych równoleglych do krawedzi pasa,a obrazy równolezników - pek odcinków
prostopadlych do krawedzi pasa. Obierzmy na plaszczyznie prostokatny uklad wspólrzednych
tak, aby os odcietych zawierala obraz równika, a os rzednych - obraz poludnika zerowego.
Z rys. 1 odczytujemy wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosc miedzy wspólrzednymi punktu

M'(x, y) na plaszczyznie Oxy i wspólrzednymi geograficznymi punktu P(f/!, A) na powierzchni
Ziemi (z wylaczeniem biegunów)

Dr Ryszard
S. KRUPINSKI

o lOkSodromie

1 odwzorowaniu
Mercatora

Warunek g, = g2 oznacza, ze w odwzorowaniu (2) nie ulegaja zmianie katy (tzn. katy miedzy
krzywymi na sferze równaja sie katom miedzy rzutami krzywych na plaszczyznie). Takie

Rys. 3 odwzorowanie nazywamy odwzorowaniem walcowym normalnym równokatnym (wiernokatnym)
lub o<;lwzorowaniem walcowym (rzutem) Mercatora.

.J

01'"

J'"
'A.J

C'

.'J

df.' "e'

~
X+l}, II

Rys. 2

"

Z okreslenia rzutu walcowego wynika, ze skala na osi Ox jest regularna, a na osi Oy:­
nieregularna (patrz rys. 2). W rzucie tym obraz ulega znieksztalceniu zarówno w kierunku
równoleznikowym jak i poludnikowym. Wyznaczymy funkcje y = /(f/!) taka, zeby obydwa
znieksztalcenia byly równe.
Niech beda dane na powierzchni Ziemi punkty A(f/!, A), B(f/!, A+LlA) oraz C(f/!+Llf/!, A) gdzie

Llf/!,LlA- dowolne, niezerowe przyrosty szerokosci.i dlugosci geograficznych (patrz rys. 3).
Obrazami punktów w rzucie (2) sa punkty A'(x, y), B'(x+Llx, y) i C'(x, y+Lly), gdzie LIx,

Lly - rózne od zera przyrosty zmiennych x i y, ponadto LIx = R· LIA.

Granice g l stosunku dlugosci odcinka A' B' do dlugosci luku iB, przy LIA --> O, nazywamy
znieksztalceniem równoleznikowym, natomiast granice g2 stosunku dlugosci odcinka A'C' do

dlugosci luku Ac' przy Llf/!--> O nazywamy znieksztalceniem poludnikowym w punkcie A w rzucie
(2), (patrz rys. 3):

. IA'B'I . LIx
g, = hm ---= hm --- =--

,1.<-40 IABI ,1.<-40 r' LIA cOSf/!

. IA'C'I . 1 Lly l dy
g2 = 11m --- = hm -. - =--

.1'1HO IACI ,1'1'-40 R LIf/! R df/!

&



Z równosci K, = Kz wynika równanie rózniczkowe

< tg (2- +~) < +ex), a tym samym\ 4 2

{X = R· Ay = Rlntg(: + -i-).

II. Loksodroma

(3)

l, l' dy= Im ctgoc = ctgoc, czy I - = ctgoc.
Llx-.O dx

Rozwiazaniem otrzymanego równania rózniczkowego w przedziale <Xl> x> jest funkcja liniowa

y = ctgoc' (x-x,)+y"

której wykresem jest prosta tworzaca z dodatnim kierunkiem osi Dx kat 90° - oc.

l dy

R dtp costp

którego rozwiazaniem ogólnym jest funkcja

Loksodroma (z greck,: ;'o~os"krzywy" + OeOftOS "bieg") nazywamy krzywa na powierzchni
Ziemi, która przecina kazdy poludnik pod danym, ustalonym katem skierowanym oc
(ocE <O; 360°». W nawigacji kat ten nazywany jest katem drogi lub azymutem loksodromy. Nazwa
"loksodroma" zostala wprowadzona. przez uczonego holenderskiego Snelliusa w 1624 r.
Loksodroma ma ksztalt przestrzennej "spiralhogarytmicznej" zbieznej asymptotycznie do
biegunów (patrz rys. 4). Pokazemy, ze obrazem loksodromy w rzucie Mercatora jest linia prosta.
Dowód: Na rys. 5 przedstawione sa obrazy poludników A i A+LlA, obrazy równolezników
o szerokosciach geograficznych tp i tp+Lltp oraz element LII luku loksodromy, przecinajacej
poludniki pod katem oc.

Z l, ., . d l . "k A'B'C' 'k' Lly l' Llyza eznoscl mie zy e ementaml troJ ata wym a, ze -- = ctgoc, lm --
LIx Llx-.O LIx

Poniewaz -450 < ~ < 45°, wiec - ex)
2

Y = R In tg (: + ~) +C.
Poniewaz dla tp = Omamy y = O, wiec stala calkowania C równa jest O. Wykazalismy, ze miedzy
wspólrzednymi punktów M'(x, y) i M(tp, A) w rzucie Mercatora zachodza zwiazki:

Rys. 4

Rys. 5

W kazdym rzucie walcowym normalnym
obrazem lOksodromy bedzie linia prosta
lub odcinek. Linia prosta jest bowiem jedyna

krzywa przecinajaca pek prostych
równoleglych pod stalym katem,

o loksodromie pisalismy np. w numerze
1/1980; porównanie loksodromy z ortodroma

(lukiem kola wielkiego na sferze) zawiera

np. "Kalejdoskop Matematyczny" Hugona
Steinhausa, skad reprodukujemy powyzsze
dwa rysunki.

Wyprowadzimy wzór na tangens kata drogi po loksodromie wyznaczonej przez dwa punkty
A(tp, , A,) i C(tp2' .1.2),Niech A'(x" y,) i C'(X2, y,) beda rzutami punktów A, C. Z rys. 5

-x -x
odczytujemy, ze tgoc = _2 __ ' , gdzie oc- staly kurs statku.

Y2-Y,

Wspólrzedne punktów A' i C' otrzymujemy ze wzoru (3). Po podstawieniu wspólrzednych
Xt, X2, y" Y2 do ostatniej równosci dostajemy

tgoc =
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Rys. 6
Niech beózie dana kula styczna w punkcie
O do plaszczyzny. Punkt N kuli przeciwlegly
punktowi O mozemy nazwac biegunem.
Kazdemu punktowi P plaszczyzny mozemy
przyporzadkowac punkt p' powierzchni kuli,
w którym pólprosta N P przecina te kule.
Przyporzadkowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne we wszystkich punktach poza
biegunem, któremu nie jest przypotzadkowany
zaden punkt plaszczyzny. Opisane
przyporzadkowanie nazywamy rzutem
stereograficznym.

-
Rozwl-lzanie zadania F 106.
Bl'edny wniosek wynika z polowicznego

L.wzRled~lenia el'ekt6w polaryzacji dielektryka.
W rozumOW3-:)lu wzieto pod uwage obecnosc

ladunków ro1aryzaLyjnych na granicac ....
ciala obdarLc.e lac:~_".•ami dielektryk
(oslabienie oddzialywanIa przenoszonych
ladunków w dielektryku), pominieto ratomiast
istnienie ladunków polaryzacy_ ,ych na granicy
osrodków. Postepowa.me takle bywa

us.,rawiedliwione. gdy dielektryk mozna
potraktowac jako osrodek nielikonczony,
w danym przypadku wiedzie jednak do mylnej

konklul.ji, iz praca sil zewnetrl.nych podczas
pionowego prl.eno!'zenia lac. Jnkc. w jelit
zerowa. W rZ~l.-zywlstoscJ, pral,,;a.wlozona.
w trakcie wynurzania ladunków jest wiek;za
niz uzyskana podczas zanurzanta. Dla
uzmyslowienia sobie tego faktu zauwazmy,

Zt. lokalna gestosc ladunków polaryzacyjnyc~
rosnie wraz ze wzrostem skladowej n('rma1neJ
natezenia polJ. w poblizu granicy osrodków.

Zblizenie ladunków o przeciwnych znakach
zmniejsza wartosc tej skladowej, zmniejszac
sie wiec musi wypadkowa sila wciagajaca
ladunek do wnetrza dielektryka.

A oto zadania dla Czytelnika
1. Wyprowadzic równanie rózniczkowe loksodromy l = l(tp).

ds R
2. Wykazac, ze pochodna dlugosci luku loksodromy wyraza sie wz,)rem - = --,

d91 cosoc
(oc- kat kursu, R - promien sfery).

3. Wyprowadzic wzór na dlugosc luku loksodromy od szerokosci gllograficznej 91t d/J 1p2 biegnacej
pod katem ocwzgledem poludników ..

R
Odp: 1= -- (912--911)'

cosoc

4. Wykazac, ze loksodroma przecina kazdy poludnik nieskonczenie wiele rny, zawsze na innej
szerokosci geograficznej.
5. Wykazac, ze rzutem stere<:'graficznym loksodromy jest spirala logarytrniczna (rys. 6).
6. Obliczyc odleglosc loksodromiczna pomiedzy Warszawa a Nowym Jorkiem. Porówna( ja
z dlugoscia luku kola wielkiego laczacego te miasta.

Patrz w niebo

Nauka rozwija sie bardzo szybko. W zeszlym miesiacu opisalismy pewna nowo odkryta gwiazde
i zakonczylismy stwierdzeniem, ze wlasciwie nie wiadomo, jak ten obiekt sklasyfikowac. To bylo
w zeszlym miesiacu. Dzisiaj wiemy duzo wiecej, a w momencie pojawienia sie tej "Delty"
w kioskach nasza wiedza o nowo odkrytej gwiazdce zostanie naj prawdopodobniej posunieta
jeszcze duzo dalej. Spróbujemy dzisiaj zaklasyfikowa~ te gwiazde i pod tym pretekstem zapoznamy
Czytelników z podstawami podzialu gwiazd na rózne klasy. Najogólniej dzielimy gwiazdy na
zmienne i stale. Nasza gwiazdka jest zmienna. Wszystkie zmienne gwiazdy mozna podzielic-
na zmienne "fizycznie" (kiedy autentycznie zmienia sie z czasem strumien promieniowania
emitowanego przez gwiazde) i "optycznie" (kiedy zmiennosc spowodowana jest przez zmiany
geometrii, np. zacmienia, rotacja nieje-dnorodnej gwiazdy itd.). Nasza gwiazda jest zmienna
fizyczna. Óczywiscie istnieja uklady, gdzie wystepuja oba rodzaje zmian. Gwiazdy fizycznie zmienne
mozna ogólnie podzielic na zmienne kataklizmiczne (gdzie procesy wybuchowe okreslaja
zachowanie sie systemu) i "inne" (pulsujace, powoli niestabilne itd). Zmienne katakIizmiczne
dzielimy na pare klas, które wreszcie cos nam mówia. Sa to supernowe, nowe i "inne-prim"
(oczywiscie jest to nazwa wymyslona przeze mnie tylko dla celów tego artykulu). Nasza
gwiazdka nie jest supernowa ani klasyczna nowa, bo amplituda zmian jasnosci tych dwóch
klas w czasie wybuchu wynosi co najmniej 1000 (milion w przypadku supernowych). Nasza gwiazda
wpada do trzeciego koszyka. Najprawdopodobniej wszystkie nowe i "inne-prim" sa
zbudowane podobnie: jest to zawsze system podwójny, w którego sklad wchodzi czerwona
gwiazda ciagu glównego, a drugi skladnik jest bialym karlem. Wybuchy sa konsekwencja
przeplywu materii z czerwonej gwiazdy w okolice bialego kat:la.
Zachowanie gwiazd trzeciego koszyka jest zdeterminowane przez istnienie lub nieistnienie pola
magnetycznego wokól zdegenerowanego karla. Obiekty majace silne pole magnetyczne nazywaia
sie "polarami" z trzech powodów: a) swiatlo przez nie emitowane jest spolaryzowane, b) duze
znaczenie maja w nich obszary biegunów magnetycznych bialego karla (po angielsku -
polar caps) i c) w uznaniu duzego wkladu Polaków przy badaniu tych gwiazd.
Nasza gwiazdka nie ma najprawdopodobniej silnego pola magnetycznego. Podobne obiekty
mozna podzielic na dwie grupy: nowe karlowate i uklady nowopodobne.
W tych ostatnich nie ma wybuchów, nawet nieduzych, ale gwiazdy zachowuja sie caly czas pod
wieloma wzgledami jak gwiazdy nowe miedzy wybuchami.
Nasza gwiazdka ma wybuchy i to dosc czesto, mniej wiecej co 2 tygodnie, wiec jest nowa
karlowata. Ale na tym nie koniec. Nowe karlowate mozna znowu podzielic na co najmniej 3 klasy,
jednak sa one juz tak jednorodne, ze wystarczy podac nazwe typowego przedstawiciela, aby
okreslic dana klase. A wiec gwiaLdy typu Z Camelopardalis sa to nowe karlowate, które czasami

po wybuchu nie uspokajaja sie zupelnie, a pozostaja, ,zawieszone" jakby przez pewien czas
w stanie "posrednim". Nie znamy przyczyny tego zjawiska.
Inna klasa, gwiazd typu SU Ursae Maioris, charakteryzuje sie tym, ze gwiazdy wchodzace
w jej sklad maja dwa rodzaje wybuchów: normalne i tzw. supermaksima, kiedy wybuch jest
potezniejszy i trwa dluzej. Wreszcie u gwiazd trzeciej klasy, typu U Geminorum w krzywych
blasku nie wystepuja powyzsze dziwactwa. U naszej gwiazdy równiez nie odkryto dotychczas
zadnych powaznych odstepstw od mniej wiecej regularnych wybuchów. A wiec wedlug stanu
wiedzy na dzisiaj klasyfikujemy ja jako gwiazde typu U Gem.
Klasyfikacje te i podzialy na podgrupy mozna ciagnac dalej. Po narysowaniu odpowiedniego

drzewka zobaczycie, ze staje sie ona bardziej skomplikowana, niz biologiczna klasyfikacja
stworzenzywych. I nic dziwnego, bo gwiazd jest duzo wiecej niz istot zyjacych na Ziemi.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rozwiazanie zad<:lnia M 284.
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Az do polowy naszego wieku badacze nieba pozostawali pod silnym wrazeniem spokoju
emanujacego z glebi kosmosu. W anglojezycznej literaturze popularnonaukowej mozna jesLCze
dzis spotkac nostalgiczne okreslenie "gentle co~mos" (- kosmos dzentelmenski (1!) spokujny).
Trzeba przyznac, ze wizerunek kosmosu tamtego czasu mógl zniewalac swoja elegancja i ladem,
i to na róznych szczeblach jego organizacji: od naszego "podwórka" -- Ukladu
Slonecznego, az po odlegle galaktyki. Wszystko to zdawalo sie dowocl7.ic, iz cokolwi(lk w tym
swiecie mialo byc r07strzygniete - dawno zostalo juz rozstrzygniete.

Obraz ten dosc wyraznie nie przystawal do Ziemi (tak, oczywiscie dlatego, iz byla ona lepiej
niz inne poznanym cialem niebieskim l), z jej niespokojnym, ,zyciem" - katastrofalnymi
konwulsjami skorupy, które co rus? doswiadczaly jej mieszkanców. Gwaltowne erupcj~
obserwowano takze na Sloncu, np. w czasie calkowitego-zacmienia, kiedy to gigantyczne fontanny
goracej plazmy stawaly sie widoczne za obrzezem przyslonietej tarczy; nie mogly ujsc uwadze
jeszcze bardziej spektakularne wydarzenia - wybuchy gwiazd nowych i slIpernowych (to jednak
na :<asadzie wyoarzen zupelnie wyjatkowych) - byly to wszakze tylko pewne rysy na
wizerunku "dzentelmenskiego kosmosu". Bardziej zasadnicze wylomy dokonaly sie wlasnie
w polowie naszego wieku, kiedy to zaczeto chwytac i przetwarzac na informacje
promieniowanie radiowe. Dzielo zniszczenia tego wizerunku dopelnilo sie w latach
siedemdziesiatych, kiedy to za posrednictwem obserwatoriów satelitarnych pomiarami objeto
podczerwien, a nade wszystko - wysokocrlergetyczna czesc '.vidma elektromagnetycmego: UV.
X i y. I tak oto, zza uchylonej nieco kurtyny ujrzelismy naraz obraz zupelnie inny i w zasadzie
nieoczekiwany: arene wydarzen gwaltownych, które, jak sie dzis wydaje, w swiecie duzych mas

bynajmniej nie naleza do wydarzen osobliwych, lecz sa raczej przejawami "normalnego" losu
poszczególnych jednostek, lub ich ukladów.

Przesledzmy skale zjawisk, idac w jej góre, wzdluz wybranych dla ilustracji przypadków;
wyjsciowa jednostke miary zwiazmy z naszymi ziemskimi standardami.
1. Eksplozje nuklearne. Jak byc mo:le wiemy, zniszczenia zwiazane z eksplozjami materiaiów
wybuchowych dokonuja sie glównie na styku z powierzchnia gwaltownego s!wku gestosci,
cisnienia i temperatury osrodka (najczesciej gazu), który - ze wzgledu na jego robocza,
wykonawcza role - jest jakby egzekutorem wyroku. Powierzchnia ta, zwam frontem fali
uderzeniowej, biegnie z predkoscia zalezna od poczatkowej energii eksplozji oraz od gestosci
osrodka i uplywu czasu. Niech nasza jednostka w skali energii bedzie ;,ladunek" energii
uwolnionej w eksplozji nuklearnej. Nie mozemy zaprzeczyc, iz jest to - jak na nasza miare ­
jednostka gruboskalowa.

W Wielkiej Encyklopedii Powszechnej pod haslem "bomba jadrowa", we fragmencie odnoszacym
sie do lancuchowej reakcji rozszczepienia, czytamy: " ... wyzwolenie energii wystepuje w postaci
wybuchu, przy czym ponad 90% stanowi energia kinetyczna produktów reakcji (z czego 2/3
zamienia sie w energie podmuchu, a 1/3 w promieniowanie cieplne); reszte energii unosi
promieniowanie y i neutrony". Owa ponad (lub okolo) 90-procentowa dyktatura pierwotnej
energii kinetycznej jest cecha wspólna wszystkich materialów rozszczepialnych; o tym, jak
energia ta zostanie "pózniej" (dzieje sie to w pojedynczych mikrosekundach!) rozdysponowana
miedzy dwie frakcje, "podmuch" i "promieniowanie cieplne", zalezy juz od wielu okolicznosci
lokalnych. "Regulatorem" jest tu nieprzezroczystosc materii, Il- scislej - wspólczynnik absorpcji
promieniowania elektromagnetycznego. Zalezy on funkcyjnie od czestosci kwantów i od bloku
dodatkowych danych, jako parametrów: (a) gestosci i temperatury, (b) skladu chemicznego
i szczególówatomowomolekularnej struktury osrodka. Pierwsza grupa parametrów wciaga
w powazne klopoty merytoryczne, druga - oprócz tego, spietrza trudnosci numeryczne. Calosc
jako zywo przypomina legendarny wezel gordyjski. Tylko w dwóch okolicznosciach mozna
sprawe przejrzec do konca: (1) w warunkach skrajnie duzej nieprzezroczystosci osrodka pierwotna
energia kinetyczna produktów rozpadu zamieniana jest w calosci na niszczycielski "podmuch";
(2) na przeciwleglym biegunie, przy doskonalej przezroczystosci osrodka, który jednak nie jest
próznia, "jonizacyjno-grzewczy" impet produktów rozpadu juz w pierwszej fazie natarcia na
osrodek zamienia sie rekombinacyjnie na promieniowanie cieplne i opuszcza teren akcji
w oslepiajacym blysku, który naklada sie na pierwotny strumien promieniowania gamma.
W tym przypadku chlodzenie ognistej racy wybuchu jadrowego jest natychmiastowe i niemal
zupelne. Zasieg szczatkowego podmuchu jest zminimalizowany; zasieg promieniowan jest niemal
nieograniczony. Sek jednak w tym, jak zachowa sie przyroda w realnych, a nie modelowych
warunkach ...

Podobnym problemem (choc z powodu zupelnie innych motywacji) zajmowali sie astrofizycy­
teoretycy; mowa o problemie transportu promieniowania we wnetrzach i atmosferach
gwiazdowych. Z ich pomoca sformulowano odpowiedz - apokaliptyczna, a juz wkrótce potem
najwiekszy naukowy hazard objawil sie dokumentalnie pierwszym atomowym grzybem. Mialo
to miejsce 16 lipca 1945 r. na pustynnym poligonie Alamogordo w amerykanskim stanie Nowy
Meksyk. Dalsze zarysy szczególów, które mozna odtworzyc na podstawie "odtajnionych"
niedawno raportów (nieco na ten temat - Armstrong i NichoIls: Emission, Absorption and
Transfer of Radiation in Heated Atmospheres), chyba warte sa równiez wzmianki. Potega wybuchu
przekroczyla wszelkie oczekiwania; oceny teoretyków pozostaly "w tyle" az o kilkaset procent.

\ \

\

{ .'/ "
I I I l

{

t 6'- (7) 6"-1} 31 + + (- \) '(Ji 11)" jest
liczba calkowita. Tak wiec [a"] a" + b" I.
Mamy dalej, jak latwo sprawdzic
al- J2al tS = Oi bl J2b, + S •• O, skad
i z równOSCI Q"+1 ~ a~ on, Q" ••l '"al QII

oraz bil '1. ~ b~' b", 6"+1 :- b . b" WY=':lk...l,

ze dla kazdego n jest 011+1 = 12°"+1-50,..

b,,+'1. = 12b,,+ 1 - Sb", a wiec ciag
en - nil + bn spelria równanie r~1 ncyjne
"Hl = 12clI+I-5c".

PonIewaz CI = 12. Cl == 134 otrzymamy latwo
cykliczny ciag ostatnich cyfr c. 2, 4, 8, 6,
2,4.8,. , w którym na miejsc..J 1982 pojawi
SIe4. Tak wiec ostatnia cyfra [a,O.,} jc,t 3.
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Nieprzezroczystosc materii jest funkcja

czestosci promieniowania; mozna wyróznic
dwa skladniki nieprzezroczystosci: wolno

zmienna ciagla funkcja czestosci oraz zbiór
odpowiadajacy liniom widmowym, w których

zdolnosc emisji i absorpcji materii zOlieniaja
sie bardzo gwaltownie.

~\\Ijk
~

~
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Rozwiazanie zadania M 283.

Pokazemy najpierw, ze ABCD jest

równoleglobokiem, czyli, ze OA = OC
i OB = OD. Przypuscmy, ze tak nie jest.

Bez ograniczenia ogólnosci mozemy zalozyc,
ze OA > OC i OB •• OD. Przeksztalcajac

trójka! OCD przez symetrie wzgledem O
otrzymamy, ze C' lezy wewnatrz DA i
D' lezy na OB, a wiec tiOC'D' ctiOAB
i 'ocn = 'OC'D' < 'OAB wbrew zalozen:u.
Tak wiec ABCD jest równoleglobokiem.

Wynika stad, ze SOAB = SOBC = ..!... SABCD'4

Ale SOAB = AB+ OB+ OA "OAB i SOBC =2
BC+OB+OC

= 2 . 'OABt skad latwo wynika,

ze AB = BC, a wiec, ze ABCD jest rombem.

Gdy nieco pózniej z inspiracji ojca amerykanskiej bomby wodorowej, Edwarda Tellera, wykonano

bardziej realistyczne oceny nieprzezroczystosci goracego powietrza - wzieto mianowicie pod
uwage udzial nie tylko nieprzezroczystosci ciaglej, ale równiez szacunkowa reprezentacje
nieprzezroczystosci liniowej, która dotad, nie majac innego wyjscia, po prostu ignorowano ­
okazalo sie, ze "winowajczynia" pomylki byla wlasnie nieprzezroczystosc, pierwotnie
niedoceniona o te kilkaset procent.
Ciezar gatunkowy nieprzezroczystosci liniowej jest wprost przygniatajacy i sprawa ta zasluguje
na pare dodatkowych uwag. Samych tylko "znaczacych" linii widmowych sa setki tysiecy,
a kazda z nich oddzielnie wymaga danych na temat "rodowodu", prawdopodobienstwa przejscia
i szerokosci polówkowej. Wtedy, w drugiej polowie lat czterdziestych, dane te byly znane tylko

wyrywkowo (ich wspólczesny stan, gdy chodzi o zapotrzebowanie astrofizyki, jest nadal wysoce
niezadowalajacy!), ponadto tzw. moce obliczeniowe byly znikome. W sumie "zadanie
rachunkowe" przerastalo z nawiazka mozliwosci recznych arytmometrów; wykonal je jednak
niewiarygodnie szybki rachmistrz elektroniczny - "machina von Neumanna" , której prototyp
obmyslono i wlasnie wtedy skonstruowano w zespole slynnego matematyka. Wyniki obliczen
TeIlera-Mayera (teoretyczny pomysl i wykonanie sa wlasciwie dzielem Mayera) zamknieto w scisle

tajnym raporcie "szarej literatury" w Los Alamos, jako material kluczowy dla oceny skutków
eksplozji w atmosferze bomb o naj rózniejszych mocach, bez potrzeby ich praktycznego
detonowania. Niedlugo potem Goody doszedl niezaleznie, choc w sposób mniej "teoretyczny",
do podobnych wyników i nieswiadom roli dekonspiratora, jaka spelnia, opublikowal je w brytyjskim
kwartalniku meteorologicznym. Demon, który izolowanym od siebie zespolom w róznych
zakatkach naszego globu napedza roboty na poly opetanczej, na poly graniczacej z artyzmem
i geniuszem, mógl filuternie przymruzyc oko ...

Eksplozja bomby, która rankiem 6 sierpnia 1945 roku zgotowala straszliwa hekatombe
Hiroszimie, wyzwolila energie 1014 dzuli (J), równowazna eksplozji 20 kiloton chemicznych
materialów wybuchowych, dewastujac kompletnie ponad 10 km' miasta. W dzien Wszystkich
Swietych Anno Domini 1952 zar ognistej kuli w mgnieniu oka "zdematerializowal" jedna
z wysp Pacyfiku, pozostawiajac w jej miejscu krater o srednicy okolo 2 km i glebokosci 60 m.
Zdetonowana wówczas pierwsza bomba wodorowa miala moc 5-7 megaton. Dzis-
w magazynowanych stumegatonowych superbombach wodorowych (w jej pojedynczych
egzemplarzach!) drzemie energia nie poddajaca sie wprost wyobrazeniu: 5 x lO· 7 J. Jest to ilosc
wielokrotnie przewyzszajaca sume ladunków wybuchowych, jakie uzyto na wszystkich frontach
drugiej wojny swiatowej.
2. Wulkany, W pieknym eseju "Planeta Ziemia" niezyjacego juz geologa, prof. Henryka
Swidzinskiego, znajdujemy pelen ekspresji opis jednego z najgwaltowniejszych w naszych czasach
paroksyzmów natury - wybuchu wulkanu, jaki mial miejsce w 1883 roku na niewielkiej wyspie
Krakatau miedzy Sumatra a Jawa. ,,26 sierpnia w poludnie rozpoczely sie gwaltowne erupcje,
chmury dymów i popiolów wznosily sie na ogromna wysokosc, a grzmoty slychac bylo na setki
kilometrów wokolo. Wkrótce nad znacznymi obszarami w otoczeniu wyspy zapanowal zupelny
mrok. Wybuchy ciagnely sie przez reszte dnia i noc, az przed poludniem nastepnego dnia, wsród
ogluszajacego grzmotu, przeszlo polowa wyspy wyleciala w powietrze. Na jej miejscu powstala
kilkusetmetrowa glebia, w która wdarly sie wody oceanu, spietrzajac sie nastepnie w potworria
fale, wysoka miejscami na 30-40 metrów. Zwalila sie ona na najblizsze wybrzeza gesto
zaludnionej Jawy i Sumatry, zmiatajac z powierzchni okolo 300 osiedli nadmorskich. Ponad
35 000 mieszkanców ponioslo wówczas smierc". Fale podmuchu powybijaly szyby w oknach
i spowodowaly pekanie scian w zasiegu 160 km, a odglosy eksplozji slyszano w promieniu okolo
5000 km. Czesc wyrzuconych pylów wdarla sie az do górnych warstw stratosfery i rozproszyla
sie nad cala kula ziemska; w obserwatorium astronomicznym Montpellier we Francji przez trzy
kolejne lata po erupcji mierzono oswietlenie sloneczne nizsze o 10% od "normy". Ocenia sie,
iz w trakcie wybuchu wulkan wyrzucil lacznie do 21 km3 materii.
Dokonania te sa imponujace, nie umiemy jednak z takich danych skorzystac, aby ocenic
ilosciowo "porcje" uwolnionej energii mechanicznej. Gdyby tak byla znana geometria tej
gigantycznej "fontanny" badz rozklad wyrzuconej masy ... Na ten temat znajdujemy tylko
ogólnikowe wzmianki: "Co najmniej 10 km3 produktów wulkanicznych opadlo w promieniu
500 km" (T.A. Muth i inni: The Geology o/ Mars); " ... wulkan wyrzucil co najmniej 18 km3
produktów, z czego dwie trzecie opadly w promieniu 15 km" (J. V. Luce: Koniec Atlantydy).
Sformulujemy niesprzeczne z nimi zgrubne warunki modelowe: okolo 20 km3 produktów,
gestosc okolo 5 x 103 kg/m3, a wiec laczna masa m :::::1014 kg; geometria "fontanny"
osiowosymetryczna, z optymalnym (dla zasiegu, który przyjmujemy okolo 15 km) nachyleniem
poczatkowego toru, ex = :1t/4. Rzecz cala sprowadzilismy tym samym do elementarnego rzutu
ukosnego. Zignorujmy wszelkie znaczenie wysokosci poczatkowej krateru i zaniedbajmy opór
powietrza. W równaniu toru dla rzutu ukosnego,

y = xtgoc-gx'/2v~cos'oc, (I)

(wszystkie oznaczenia maja zwykly sens) polózmy y = O i rozwiazmy wzgledem predkosci
mgxmax

poczatkowej Vo; poczatkowa energie kinetyczna otrzymujemy równa E. :::::--,--.2sm2oc
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Przyjmijmy, iz jest on miarodajny, przynajmniej co do rzedu wielkosci. Zauwazmy przy tym, ze
dwa trzesienia rózniace sie o jeden stopien w skali magnitudowej w istocie róznia sie w skali
energii o czynnik 30.
Najpotezniejsze z zarejestrowanych trzesien ziemi mialy magnitudy przekraczajace 8: w Japonii
w 1974 r. - 8,1; na Alasce w 1964 r. - 8,4; w Assam u podnóza Himalajów w 1950 r. - 8,6.
Podstawmy do wzoru i wykonajmy proste dzialania. Widzimy np., ze trzesienie w Assam w samej
tylko formie fal mechanicznych uwolnilo energie rzedu 5 x 10'7 J, równowazna eksplozji
sturnegatonowej bomby wodorowej. A przeciez fale sprezyste unosza tylko niewielka czesc
calkowitej "energii trzesienia"; reszta rozprasza sie w postaci ciepla, jej kosztem dokonuja sie
trwale deformacje mas skalnych itp.

Podstawiajac wczesniej ustalone wartosci liczbowe mamy Ek :::::;1019 J, co pod wzgledem
energetycznym równowazy wyrzut pionowy calej masy produktów wulkanicznych na wysokosc
okolo 10 km, lub eksplozje 10 sturnegatonowych bomb wodorowych. Dodajmy do tego energie
wywleczona na powierzchnie Ziemi w formie ciepla. Przyjmijmy srednia pojemnosc cieplna okolo
2,5 x 104 J/(kg' K) i temperature poczatkowa magmowego stopu 1500 K; daje to ilosc energii
cieplnej 3 x IOz' J, o ponad dwa rzedy wielkosci górujaca nad energia mechaniczna ... Nie mamy
watpliwosci: ta nieokielznana furia i monstrualny wprost spust rozzarzonej kipieli (a moze
blizej prawdy -ledwie znikome iskry, dobywajace sie z podziemnego "wielkiego pieca"?) moga
zadac naleznego respektu. Zapisaly one niejedna czarna karte w dziejach rodzaju ludzkiego.
Archeolodzy sa dzis zgodni, ze Imperium Minojskie na Krecie najprawdopodobniej zmiotla
z powierzchni (XV w.p.n,e.) straszliwa erupcja wulkanu na wyspie Thera, odleglej o ponad
120 km; w 79 r. n.e. Wezuwiusz zgotowal totalna zaglade pobliskim miastom Pompeja i Stabie;
w t'izszych nam czasach wulkan Mont Peh~na Martynice w kwietniu" 1902 r. w ciagu ledwie
dwóch minut przyniósl smierc niemal wszystkim mieszkancom 30-tysiecznego portowego miasta
St. Pierre.

Bledna jednak "wyczyny" wulkanów ziemskich, gdy porównamy je z tym, co dzieje sie na lo,
'ednym z czterech "galileuszowskich" ksiezyców Jowisza. Od dwu lat, gdy jego powierzchnie
przemiotly kamery Voyagera 1, wiemy, iz najprawdopodobniej jest to obiekt najsilniej wstrzasany
konwulsjami wulkanicznymi w calym Ukladzie Slonecznym. Wydaje sie, ze gigantyczne sily
przyplywowe ze strony Jowisza utrzymuja wiekszosc podpowierzchniowej masy lo w stanie
plynnym; jezeli tak jest istotnie, eksplozje wulkaniczne sa tam zjawiskiem "codziennym".
Potezne pióropusze pylu i gazu nierzadko siegaja - jak widziano to 4 marca 1979 r. - wysokosci
ponad 100 km nad powierzchnie lo. Powierzchnia calego globu, jak sugeruja zdjecia wykonane
w kilkudniowych odstepach czasu, przysypywana jest wulkanicznym pylem w niewiarygodnym
wprost tempie - kilku centymetrów rocznie.
3. Wstrzasy sejsmiczne. Pod tym wzgledem lo wydaje sie znajdowac w sytuacji równiez
wyjatkowej, jako ze wulkanizm i sejsmicznosc sa ze soba spowinowacone i najprawdopodobniej
maja podobne mechanizmy napedowe. Dwa dalsze satelity Jowisza, Europa i Ganimed,
obiegajace go po mniej ciasnych niz lo orbitach, maja skorupy takze niespokojne. Mozemy
przypuszczac, ze wystepujace tu ruchy tektoniczne sa straszliwe, skoro ujawnily sie one juz przy
zdalnym ogladzie kamerami Voyagerów. Skupmy jednak uwage na materiale ilosciowym,
uzyskanym za pomoca sejsmografów. W jego swietle "staruszka" Ziemia jest jakby ciagle
w stadium burzliwej mlodosci. Aktywnosc sejsmiczna naszego Ksiezyca jest bez porównania
mniejsza niz Ziemi; Mars ma cechy posrednie.
Sejsmolodzy posluguja sie dopasowanym empirycznie zwiazkiem miedzy energia E (w dzulach),
wladowana w fale sprezyste przez mechanizm rozruchowy trzesienia ziemi, a miara (tzw.
magnitudo) M tego trzesienia w epicentrum:

Rozwiazanie zad.nia M 285.

Kazde dwa punkty na rysunku moma
polaczyc lamana o najwyzej pieciu odcinkach.
Poszukiwany odcinek znajdziemy na lamanej
laczacej punkt l z punktem 18.

10gE = 4,8+ 1,5M. (2)

Zadania, których nie umiemy rozwiazac (I)

Entuzjastom geometrii chcielismy zaproponowac staly kacik pod powyzszym haslem. Bedziemy

w nim prezentowac zadania z geometrii, z którymi nie umiemy sobie poradzic. Jezeli ktos
z Czytelników je rozwiaze (badz wskaze, gdzie mozna znalezc rozwiazanie), to jego rozwiazanie
zamiescimy w naszym kaciku.
Oczekiwac takze bedziemy na zadania z geometrii, na które natkneli sie Czytelnicy
i bezskutecznie usilowali je rozwiazac. Jezeli bedziemy umieli je rozwiazac - odpiszemy, jesli
nie - zamiescimy je tutaj.

A otu nasza pierwsza propozycja zadania, którego nie umiemy rozwiazac:
Dany jest okrag i trzy punkty A, B, P. Przez punkty A i B nalezy poprowadzic takie proste
a i b, wyznaczajace na danym okregu cieciwy A, Az i B, Bz, by proste pr. A, B, i pr. AzBz

przecinaly sie w punkcie P.

PROOF

••••



Doc. dr Mieczyslaw BASAJ

o nazwach liczb

Umiejetnosc nazywania liczb znacznie wyprzedzila umiejetnosc

ich zapisywania, przynajmniej jesli chodzi o liczby wzglednie
niewielkie. Fakt ten ma duze znaczenie dla historii kultury.
Z nazw liczb mozemy mianowicie wyciagac wnioski w zakresie
sposobu liczenia w zamierzchlej przeszlosci, ksztaltowania sie
wspólczesnych systemów liczenia, zwiazków kulturowych miedzy
róznymi ludami w czasach, kiedy czlowiek jeszcze nie znal
pisma. Poczatki liczenia wiazac nalezy z kojarzeniem
postrzeganych przedmiotów z palcami; mysl poslugiwania sie
palcami przy liczeniu nasuwala sie sama. Obranie liczby 5 jako
podstawy ukladu liczenia tlumaczy sie wlasnie zwiazkiem z liczba
palców jednej reki. Suma palców u jednej reki stanowi w praktyce
podstawe wszystkich systemów liczenia.
Z odwiecznych elementów liczbowych powstaly z czasem trzy

systemy zaleznie od tego czy opieraly sie na palcach jednej
reki, obu rak, czy tez na palcach u rak i nóg. W niektórych
jezykach mozna zaobserwowac slady ukladu dwójkowego. Na
przyklad u jednego z plemion Mikronezji mamy ,,1" - ke-yap,

,,2" - pullet, ,,3" - ke-yap-pullet, ,,4"- pullet-pullet. Na tym
jednak konczy sie podobienstwo, gdyz na oznaczenie liczb
wiekszych uzywa sie wyrazu, którego znaczenie jest" wiele".

W niektórych dialektach australijskich liczebnika ,,3" nie mozna
wyrazic inaczej niz przez polaczenie dwu pierwszych liczebników.
Przykladowo, w dhllekcie kamilorojskim w Australii liczy sie do trzech: ,t 1" ­

maI, ,,2" - bularr, ,,3" - guliba. Nazwy liczby od czterech tworzy sie przez

dodawanie: ••4" - bularrbularr (2 + 2), "S" - bularrguliba (2+-3), ••6" ­

gulibaguliba (3+ 3).

Pomijam tu oczywiscie system dwójkowy, zastosowany przez
czlowieka w maszynach cyfrf"lwych, czy tez inne systemy sztuczne,
czesto wykazujace zreszta wiele zalet, jak np. propagowany
w USA system dwunastkowy. System piatkowy najbardziej

rozpowszechniony jest w jezykach afrykanskich. W ukladzie
tym zbiera sie piec jednosci w jednostke drugiego rzedu, tj.
w piatke, piec piatek w jednostke trzeciego rzedu, tj.

w dwudziestke piatke, piec dwudziestek piatek w)ednostke
czwartego rzedu, odpowiadajaca liczbie 125 wedlug ukladu
dziesiatkowego. Uklad piatkowy spotyka sie do dzis u ludów
pierwotnych. Dla ilustracji przytocze kilka przykladów.
w jezyku Wedau w Nowej Gwinei jego uzytkownicy licza nastepujaco:

l = tagogi

2 = ru"g'a

3 = tonug'a
4 = ruog'a-ma-ruag'a (tj.)ako 2 + 2)
S = ura-i~ga
6 = uru-!f'ela-tagogi (tj. jako S+ l)

7 = ura-g'ela-ruag'u (Ij. jako S + 2)

"8 = ura-g'ela-tonug'a (tj. jako S+3)
9 = ura-g'ela-ruag'a-ma-ruag'a (tj. jako S+4)

10 = ura-ruag'a-i-ga (tj. jako 2 x S)
11 = ura-ruag'a-i-ga-au-ae-tagogi (Ij. jako 2 x S + l)

W jezyku Papuasów zamieszkujacych na wyspie Hanse-Vulkan przy wybrzezu

Nowej Gwinei uzywane sa nastepujace liczebniki:
l = lee 6 = lima tee (tj. jako S + 1)

2 = rua 7 = lima "fa (tj. jako S + 2)
3 = talii 8 = lima talii (tj. jako S + 3)

4 = oatti 9 = lima oatti (Ij. jako S+4)
S = lima 10 = ulema

Czukczowie na Pólwyspie Czukockim licza uzywajac nastepujacych wyrazów:

l = enen 6 = ennelmuloen (Ij. jako 1+ S)

2 = njak 7 = njakumalen (tj. jako 2 + S)

3 = nioch 8 = niochmulen (tj. jako 3 + S)
4 = niediaka 9 = konnaaisinko

S = mullongen lO = mungatken

znak J J OZr.1CZ.l forme obocz K •. f.)T ,e pra wdopodvbn •..., nlepcswiadczj>na
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W jezyku Herero w Afryce Poludniowo-Zachodniej liczy sie nastepujaco;
1 = mue 6 = hambou-mue (tj .. ;ako ponadto 1)

2 = vari 7 = hambo-mbari (tj. jako ponadto 2)

J = tatu 8 = hambo-n-datu (tj. jak" ponadto 3)
4 = ne 9 = imu-viu

S = tano 10 = omuringo

Z przytoczonych ilustracji wióac, ze w jezyku Wedau w nazwach
liczb 6-10 powtarzaja sie liczby 1-5, w jezyku Papuasów
w nazwach liczb 6-9 -liczby 1-4, natomiast w jezyku
Czukczów i Herero tylko w nazwach liczb 6-8 powtarzaja sie
liczby 1-3. Wyraz hambou w jezyku Herero oznacza
"przekraczac" .

Slady ukladu piatkowego rzucaja sie w oczy w zapisie (nie
w nazwach!) liczb 4 oraz 6-8 za pomoca tzw. cyfr rzymskich.
Rzymianie pisali liczbe 5 w formie znaku V, a liczby 4,6,7,8
w formie znaków IV, VI, vtI, VIII - a wiec wyraznie jako 5-1,
5 + 1, 5+ 2, 5+ 3. Liczbe 10 pisali w formie znaku X; jest to
znak jakby skladajacy sie z dwóch znaków liczby 5 - polaczonyd
w jedna calosc, czyli pojmowali go jako 10 = 2 x 5.

Powstawanie liczebników nastepowalo w taki sposób, ze najpierw
pojawily sie samodzielne slowa na oznaczenie pierwszych pieciu
cyfr; zamykalo to pierwsze stadium ksztaltowania sie systemów
liczeniowych. Wkrótce jednak (u niektórych ludów juz co
najmniej przed pieciu tysiacami lat) w jezykach ~arodów bardziej
rozwinietych pojawila sie nazwa dla drugiej piatki, a wiec dla
liczby 10. Przejscie od systemu piatkowego do dziesiatkowego
zwiazane bylo z ustaleniem sie nazwy na oznaczenie podstawowej
liczby tego systemu, tj. liczby 10. Liczbe 10 z zasady wyraza sie
calkowicie innym slowem; rzadko uzywa sie podwójnej formy
wyrazu oznaczajacego liczbe 5. Do wyjatków nalezy nazwa
liczby ,,10" - karrirum karrirum w jezyku mieszkanców wyspy
Pany.

O wyborze liczby 10 zdecydowaly przede wszystkim wzgledy

praktyczne: liczba palców u obu rak. W dalszej kolejnosci
powstawaly nazwy na oznaczenie liczb miedzy pierwsza i druga
piatka, tj. liczb 6-9. Ze bylo tak, a nie inaczej, mozna
przypuszczac na tej m.in. podstawie, ze w wielu jezykach majacych
dziesietny uklad liczenia liczebniki od 6 do 10 nie powstaly
w wyniku dodawania do 5 (a wiec nie wedlug wzoru 6 = 5 + 1),
ale odejmowania od 10 (przykladowo 8 = 10-2), co dowodzi
wczesniejszego istnienia i poslugiwania sie samodzielnym slowem
na oznaczenie liczby 10.

Slowa oznaczajace liczby od ,,6" do ,,9", a zwlaszcza ,,8"
i ,,9" tworzone przez odejmowanie od ,,10", sa oczywistym
dowodem, ze liczebnik" lO" powstal wczesniej niz liczebniki
nizsze, to jest liczebniki ,,6"-,,9".
Na przyklad Ainowie licza nastepujaco: " l" - sznepf, ,,2" -- tup, ,,3" - r~pf,

,,4" - ;nip/, ••5" - aszikl, ,,6" - juvambi ••• 7" - aruvambi, ,,8" - tubiszambi

(2 od 10)",9" -sznebiszambi (1 od lO), ,,10" - vambi. W dialektach symskich

w dorzeczu Jeniseju mamy ,,8" - yna bese chuos (do 10 brakuje 2), ,,9" ­

chusii bese chuos (do lO brakuje l). Podobnie wegierskie nyolc ,,8" uwaza sie za

powstale z nyo (I), starej nazwy liczby ••2" oraz zbitki -c, powstalej z tiz,
a kilenc ,,9" tlumaczy sie jako,. t od lO''; poniewaz mozna tu widziec dwa

wyrazJ: ki/en (od hi/on "oddzielny") oraz -c (od tiz" lO").

W ukladzie dziesiatkowym dziesiec jednosci zbieramy
w dziesiatke, dziesiec dziesiatek w setke, dziesiec setek w tysiac.

Z punktu widzenia nazw liczb system dziesiatkowy mozna uwazac
za naturalne przejscie od systemu piatkowego. Na powiazanie
ukladu piatkowego z ukladem dziesiatkowym wskazuja np.
liczebniki 11-19 w jezyku Papuasów z wyspy Hanse-Vulkan
przy wybrzezu Nowej Gwinei.
Por.:

,,11" = ulema tei (tj. jako 10+ l)

,,12" = ulema r~a (tj. jako lO + 2)

,,13" = ulema talii (tj. jako 10+3)

,,14" = ulema oatti (tj. jako 10+4)
"IS" = ulemu lima (tj. jako 10+S)
••16" = ulemalimatee(tj.jako 10+S+1)
,,17" = ulema lima rue (tj. jako lO + S + 2)



,,18" = ulema lima tolli (tj. jako 10+5+3)

,,19" = ulema limaoatti (tj. jako 10+5+4)

,,20" = ulem tamata

Sladów powiazania systemu piatkowego z systemem dziesiatkowym
mozna dopatrywac sie równiez (przy zalozeniu, ze X powstalo
jakby z polaczenia dwu liczb V) w tzw. rzymskim sposobie
zapisywania liczb 9, 11-19, to znaczy IX, XI-XIX.
Równolegle z uzywanym ukladem dziesietnym na terenie
dzisiejszego panstwa Irak zaczal pojawiac sie uklad pozycyjny
oparty na liczbie 60 jako jednostce wyzszego rzedu. Uklad
szescdziesiatkowy przetrwal do dzis w miarach czasu (godzina
ma 60 minut, minuta zas 60 sekund) i w liczeniu na kopy
(60 sztuk). Podzial kata pelnego na 360 stopni jest równiez
w scislym zwiazku z ukladem szescdziesiatkowym. Jeden stopien,
który jest jednostka miary katów (lub luków), dzieli sie na 60
minut katowych, a 1 minute katowa na 60 sekund katowych.
W wielu jezykach system nazywania liczb nie zakonczyl sie na
liczbie palców u obu rak, ale zostal rozszerzony na palce u nóg.
Przykladowo, w jezyku jednego ze szczepów Papuasów liczbe
20 oznacza slowo moanda, które jednoczesnie znaczy czlowiek.

Skojarzenie nasuwa sie samo: czlowiek ma 20 palców u rak
(nóg. Dwudziestkowy uklad liczeniowy rozpowszechnil sie
najbardziej w Ameryce, szczególnie w jezykach rodziny karibi,
arawak, kiczua i czibcza. Bardzo oryginalny uklad dwudziestkowy
stworzylo plemie indianskie Majów: jednostke nazywali oni
slowem kin, ,dzien", a jednostka wyzszego rzedu byla liczba 20,
nazywana uinal "miesiac"; nastepna jednostka byla liczba 360
(= 18 x 20; rok liczyl 18 miesiecy po 20 dni kazdy), nazywana
tun , ,rok". Dalej byl juz czysty uklad dwudziestkowy:

20 tun = l katun 20 piktun = calabtun
20 katun = l baktun 20 calabtun = kinchiltun

20 baktun = l piktun 20 kinchiltun = alantun

Jako przyklad konsekwentnego ukladu dwudziestkowego mozna przytoczyc
liczebniki w jezyku Indian z rodziny aztek~tano z terenu Meksyku. Por.:

l = ce, cem; 2 = orne; 3 = jej; 4 = nau;; 5 = makui//i od wyrazu ma "reka",
Nazwy liczb 6-10 tworzy sie przez skladanie dwu nazw:

6 = lika ce (5+ l) 11 = matlaktli on ce (10+ l) itd.
7 = likome (5 + 2) 20 = cempuoallilicem-poua//i (1 x 20)

8 = likitjej (5 + 3) 30 = cem-poua//i-om-matlaktli (l x 20+ 10)
9 = likunaui (5 + 4) 40 = ompuoa//i (2 x 20) itd.

10 = matlaktli 100 = makuil poua//i (5 x 20)

Tamankowie z okolic Caracas w Wenezueli licza w nastepujacy sposób:

1 = tevinitpe
2 = aklake

3 = aliluove

4 = aklakemnene

5 = amgnaitone "jedna cala reka"

10 = amgna aceponare "obie rece"
11 = puitta-pond tevinitpe "jeden (palec) u nogi"
15 = iptai lone "jego noga cala" (tj. dwie rece ijedna noga)
16 = itakonó puitta pona lev;n;/pe "jeden palec u drugiej nogi"
20 = lev;n ;/010 "jeden Indianin" tj. rece i nogi czlowieka
21 = ;Iakonó ;10/0 jamgnar~bond /ev;nitpe, ,jeden u reki drugiego it6to"

40 = akcake ;10/0 "dwaj itóto - Indianie"
60 = aci/uove itbto "trzej Indianie" itd.

Podstawowa jednostka wszystkich obliczen w jezyku Tamanków
jest wiec itóto "Indianin" jako suma 20 palców.
W Europie uklad dwudziestkowy ma jezyk baskijski. Przykladowo
wymienic tu mozna nastepujace nazwy liczb: 10 = amar; 20 =
= oguey; 30 = oguey+amar (20+ 10); 40 = berroguey (2 x 20);
50 = berroguey+amar (40+ 10); 60 = yrurogey (3 x 20). Podobnie
w jezyku bretonskim mamy 20 = ugent, 30 = tregont,40 = daou
ugent (2 x 20), 50 = hanterkant (semicent), 60 = tri ugent
(3 x 20), 70 = dek tri ugent (10+ 3 x 20), 80 = pevar ugent,
90 = dek hapevar ugent (l0+4x20), 100 = kant.
W niektórych nazwach liczb w jezyku francuskim jezykoznawcy
dopatruja sie wplywów celtyckich :60 = soixante, 70 = soixante
dix (60+ 10),71 = soixante onze (60+ 11), 80 = quatre-vingt

(4 x 20). Dalsze nazwy liczb az do 99 ~a nazwami wskazujacymi
na te pozostalosc juz tylko jezykowa, np: 96 = quatre-vingt-seize
(4 x 20+ 16). Slady ukladu dwudziestkowego mamy równiez

13

w lacinie, gdzie liczebniki 18 i 19 tworzone sa przez odejmowanie,

por. duodeviginti (18 = 20- 2), undeviginti (19 = 20-1).
Slady ukladu dwudziestkowego obserwowalismy do niedawna
w Anglii, (funt szterling dzielil si~ na 20 szylingów). Byla to
pozostalosc z czasów Karola Wielkiego. Przetrwala zatem 12
wieków; we Francji zostala zarzucona w okresie rewolucji pod
koniec XVIII w.

Wplyw dwudziestkowego systemu liczenia do dzis widac wyraznie
takze w jezyku dunskim. Por.: 20 = tyve, 30 = tredive (3 x 10;
ti = 10), 40 = tyrretyve (4 x 10). Od liczebnika 50 wyrazu tyve

uzywa sie w znaczeniu ,,20", ale laczy sie z odpowiednimi
liczebnikami za pomoca slowa sinds "razy", np.:

60 = t re-sinds-tyve (3.x 20)

50 = ha!v-tre-sinds-tyve (póltrzecia x 20)

80 = fir-sinds-tyve (4 x 20)

70 = halv-fjerd-sinds-tyve (pólczwarta x 20)

90 = halv-fem-sinds-tyve (pólpiata x 20)

Dwudziestkowy uklad liczeniowy szeroko rozpowszechniony

jest w jezykach Azji oraz, i to przede wszystkim, Afryki.
Nas jednak najbardziej interesuje nasz dziesiatkowy system
liczenia. Tym sposobem liczenia zajmiemy sie tez dokladniej.
W ukladzie dziesiatkowym liczebniki od 1 do 10 maja oddzielne
nazwy dla poszczególnych liczb w zakresie l-lO. W jezykach
indoeuropejskich (naleza tu wszystkie jezyki ludów Europy
z wyjatkiem jezyka finskiego i wegierskiegó) pochodzenie tych
nazw jest nastepujace: nazwe liczby" 1" wywodzi sie z *oikos / /
/I*oinos, por. lacinskie iinus, gockie ains, sanskryckie eka;
nazwe liczby ,,2" - *duwo/l*dwo (rodzaj meski) lub *duwoi/ /*dwi

(rodzaj zenski i nijaki), por. lac. duo, gockie 'twai, sanskryckie
*d(u)viiWd(u)ve, litewskie dit (rodzaj meski), dvi (rodzaj zenski
i nijaki); nazwe liczby ,,3" - *treyes (rodzaj meski), *t(r)isres

(rodzaj zenski), *tri (rodzaj nijaki), por. lac. tres, tria, sanskryckie
traysa, tisras, tri; nazwe liczby ,,4" - *kWetwores (rodzaj meski).
*kWetesres (rodzaj zenski), *kWetor (rodzaj nijaki), por.
sanskryckie catviiras, catasras, catviiri, lacinskie quattuor, gockie
/idwor; nazwe liczby ,,5" - *penkwe, por. sanskryckie panca,

lacinskie quinque, gockie/im/, litewskie penki; nazwe liczby
,,6" -*s(w)eks, por. sanskryckie *sat-, lacinskie sex, gockie .
saihs, litewskie sesi; nazwe liczby ,,7" - *septm, por. sanskryckie
saptd, lacinskie septem, gockie sibun; nazwe liczby ,,8" - *okto,

por. sanskryckie-.astii, lacinskie oeto, litewskie astuoni; nazwe
liczby ,,9" - *newn, sanskryckie ndva, litewskie devyni; nazwc;;
liczby ,,10" - *dekmt, por. sanskryckie ddc:a, gockie taihun.
litewskie desimt.

Dalej liczymy w ten sposób, ze do dziesieciu doliczamy jeden,
dwa. trzy itd. W jezyku polskim mówimy np. jedenascie, dwanascie
itd. az do dwudziestu. Nazwa liczby ,,20" to wlasciwie
2 x 10. I'or. awestyjskie 1 = eka, 2 = dva, 3 = tri, 4 = catur.
5 = panca, 6 ="= xsvas, 7 = haptan, 8 = astan, 9 = navan, 10 =
= desan, 11 = ekadasan (1 + 10), 12 = dvadasan (2+ 10) itd.
az do 20 = vinsati (dvidasati: 2 x 10).
Dalej liczymy 'ladajac nowe nazwy dziesiatkom wedlug podobnej
zasady, np. ,,40" - to "cztery dziesiatki" itd., a nazwy jednostek
dolaczamy do nazw dziesiatek. Mówimy np. czterdziesci osiem.
Nowa nazwe nadajemy dopiero dziesieciu dziesiatkom - to jest
setka, sto. Sto w sanskrycie wyraza sie slowem c:atdm, któremu
odpowiada greckie hekaton (spolszczone jako hekto), lacinskie

centum, litewskie simtas, gockie hunda (np. w zlozeniach
tva-hunda - , ,200", niun-hunda - , ,900"). Dalej. do tysiaca
liczymy setkami, mówiac dwiescie, trzysta itd. az do dziesieciu
setek. Na okreslenie dziesieciu setek wprowadzamy nowa nazwc;;
tysiac (po greclEUchilioi, spolszczone w postaci kilo) i liczymy
tysiace jak przedtem jednostki. Mówimy np. sto dwadziescia
siedem tysiecy siedemset siedemdziesiat dwa. U Greków
najwieksza liczba, która miala oddzielny znak (i nazwe l), bylo
,,10 000" - myrids; w jezyku polskim wyraz ten spolszczono



w nazwach miar jako miria, np. miriagram -10 kilogramów,
lub jako miriada, np. o miriadach much latem. U Rzymian nowa
nazwe milion otrzymalo dopiero tysiac tysiecy. Widzimy wiec, ze
do miliona wystarczy 13 róznych nazw aby nazwac dowolne
liczby w tym zakresie. Jezeli doliczymy 25 slów o brzmieniu
nieco sie rózniacym od zwyklego stawiania obok siebie tych
33 nazw (a wiec jedenascie, piecdziesiat, trzysta itp.), otrzymamy
lacznie 38 slów, które trzeba poznac, aby bez zadnych trudnosci
nazywac liczby do miliona, a wlasciwie nawet do 999999999.
Nazwy wyzszych liczb, tzw. wielkich liczb, sa juz tworzone
przez uczonych. Podstawe ich stanowia lacinskie nazwy liczb
od dwóch do dziesieciu. Porównaj nazwy bilion (od lacinskiego
bis oznaczajacego dwa; bilion ma 2 x 6 zer), decylion (od
lacinskiego decem oznaczajacego dziesiec; decylion ma 10 x 6
zer). W ten sposób utworzone zostaly specjalne nazwy bilion,

trylion, kwadrylion, kwintylion, sekstylion, septylion, oktylion,
nonylion, decylion. W ten sposób mozna tworzyc nazwy liczb
jeszcze wiekszych, np. centylion od wyrazu centum (po lacinie:
sto). Podany wyzej system tworzenia nazw liczb wielkich oparty

jest na grupach szesciocyfrowych (szesc zer w milionie) i stosowany
jest w Polsce, w'Niemczech, w Anglii, niektórych krajach
pólnocnej Europy i powszechnie w fizyce i matematyce. Natomiast
w ZSRR, we Francji, w Ameryce, w krajach poludniowej
Europy, w naukach ekonomicznych - czesciej uzywa sie systemu
opartego na grupach trzycyfrowych (ilosc zer w tysiacu). W tych
wiec krajach przez bilion, zwany czesto miliardem, rozumieja
tysiac milionów, przez trylion - tysiac bilionów itd. Amerykanie
zas przez miliard rozumieja sto milionów, co znakomicie
powieksza ilosc miliarderów w USA.

Powracajac do nazw liczb nizszych stwierdzamy, ze nazwy te,
w jezykoznawstwie nazywane terminem liczebniki, w obrebie
slownictwa stanowia grupe wyrazów, które z jednej strony
odznaczaja sie wielka archaicznoscia, z drugiej zas wykazuja
nieoczekiwane na pierwszy rzut oka, w kazdym razie niez.,.,ykle
przeksztalcenia. Konserwatyzm liczebników opiera sie pr:w:e
wszystkim na ich funkcji znaczeniowej, która jest wybitnie
intelektualna, przewaznie pozbawiona zabarwienia uczuciowego.
Jedynie liczebniki "jeden" i "pierwszy", które moga oznaczac
w pewnych sytuacjach takze "jedyny" i "najlepszy, najwazniejszy",
bywaja nieraz silnie nacechowane uczuciowo. Dalsze liczebniki
nie maja juz tego zabarwienia: piec czy szesc wyraza tresc niemal
calkowicie obojetna dla ekspresji. Dopiero wyrazy oznacz'ljace
bardzo wielkie i okragle liczby znów nabieraja ekspresywnosci,
stajac sie synonimami okreslen takich, jak "bardzo liczny",
"bardzo wielki" itp. Tak np. po polsku tysiace oznacza po
prostu "bardzo duzo". Podobnie jest w innych jezykach.
Ten sam czynnik, który uwarunkowuje zachowanie bez zmian
wiekszosci liczebników, mianowicie ich scisle intelektualny

charakter, wywoluje pewne szczególne zmiany, wlasciwe tylko
tym wyrazom. Dluzsze liczebniki, stanowiace zlozenia, jak
nazwy jednostek od 11 do 19,czy tez nazwy dziesiatek od 20do 90,
moga ulegac niezwyklym skróceniom, które prózno byloby
tlumaczyc regularnymi zmianami fonetycznymi. Przeksztalcenie
dokonalo sie w liczebniku jako w wyrazie czesto uzywanym,
a pozbawionym wartosci uczuciowej i wobec tego wymawianym
szybko, krócej niz wyrazy, na których spoczywa nacisk.
Ogólnie rzecz biorac system liczebnikowy indoeuropejski jest
dobrze znany. Liczebniki glówne byly przymiotnikami
nieodmiennymi; tylko liczebniki 1-4 mialy osobne formy
rodzajowe i przypadkowe. Co do budowy liczebniki 5-10 byly
tworami niepodzielnymi, tj. nie widac w nich elementów
przedrostkowych, przyrostkowych czy koncówkowych; to samo
dotyczy wyrazu oznaczajacego "sto". Liczebnik "tysiac"
w prajezyku indoeuropejskim prawdopodobnie jeszcze nie istnial.
Natomiast liczebniki 11-19, nazwy dziesiatek 20-90 i nazwy
setek 200-900, byly wyrazami zlozonymi, których podstawa
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byl liczebnik "dziesiec" albo "sto", uzupelniony odpowiednio
nazwa jednostek. System ten przeziera mniej lub wiecej
wyraznie we wszystkich znanych dzis jezykach indoeuropejskich.
W szczególach jest jednak sporo róznic. W porównaniu ze

stanem prajezykowym system liczebników slowianskich wykazuje
szereg waznych innowacji. Jedna cecha ogólna rzuca sie w oczy
od razu: wszystkie liczebniki staly sie tu wyrazami odmiennymi;
zarówno nazwy jednostek 5-10, jak liczebniki wyzsze 11-19,
nazwy dziesiatek i setek.

Cecha ta jest mianowicie dwojaka: po pierwsze, liczebniki glówne

nieodmienne S-lo i 100, o skladni przymiotnikowej (jak po
lacinie: quinque viri "pieciu ludzi", por. boni viri "dobrzy ludzie")
zastapiono derywatami odmiennymi, o skladni rzeczownikowej:
piec koni, jako stado koni, tj. od liczebnika piec uzalezniony jest
rzeczownik w dopelniaczu. Po drugie, wszystkie liczebniki
wyzsze, zlozone, ulegly calkowitej przebudowie. Robia one takie
wrazenie, jakby zostaly na gruncie slowianskim utworzone na

nowo, cho: oczywiscie na pod,tawie elementów odziedziczonych.

Prosze spróbowac odmienic przez przypadki ••21 chlopców'

W systemie praslowianskim liczebniki nie stanowily jeszcze
oddzielnej czesci mowy w dzisiejszym tego slowa znaczeniu;
wydzielaly sie jedynie w grupe wyrazów o wyraznej funkcji
znaczeniowej. Z czasem oznaczanie ilosci stalo sie cecha nie tylko
semantyczna, ale takze formalna. Jeszcze w jezyku
staroslowianskim wyrazy petb, sestb, sedmb, osmb, devetb byly
rzeczownikami odmieniajacymi sie wedlug wzoru kosto "kosc':.
Wedlug tej samej odmiany odmieniala sie desetb z tym, ze
w niektórych przypadkach zachowaly sie takze formy starsze

wedlug innej deklinacji. Podobnie inne wyrazy kwantytatywne,
soto, tysesta (tysasta), tbma (toma), nesovida byly rzeczownikami
bez jakichs cech wyrózniajacych, moze z wyjatkiem soto, które
wystepowalo takze w polaczeniach z innymi liczebnikami. Co sie
tyczy sposobu laczenia z rzeczownikami, to liczebniki od "S"
wzwyz w jezyku staroslowianskim wymagaly dopelniacza liczby
mnogiej rzeczowników nie tylko wtedy, kiedy wystepowaly
w mianowniku, ale takze w przypadkach zaleznych, por. peto

lito, peti lito, petija lito itd. W taki zwiazek wstepuja obecnie
rzeczowniki, por. polskie garsc jagód, garscia jagód, rogi ulic,

rogach ulic itp. W odróznieniu od liczebników, por. polskie
szesc zeszytów, z szescioma zeszytami, o szesciu zeszytach itp.
Jezeli chodzi o liczebniki 1-4, to i one stopniowo zatracaly
charakter pierwotnych przydawek, ale proce, ten do dzis nie jest
zakonczony; przebiega on w znacznie wolniejszym tempie
i nierównomiernie w poszczególnych jezykach slowianskich.
W staroslowianskim liczebniki te zachowuja forme zgody
z rzeczownikami w przypadku oraz w rodzaju (liczebniki 2-4
maja formy dova, trie, cetyre dla rodzaju meskiego oraz dovi,
tri, cetyri dla rodzaju zenskiego i nijakiego; liczebnik "l" ma
oddzielne formy dla trzech rodzajów) i liczbie (liczebnik "l"
laczy sie z liczba pojedyncza rzeczownika, liczebnik ,,2" -
z tak zwana liczba podwójna rzeczownika, zas liczebnik ,,3"
i ,,4" - z liczba mnoga).
W rozwoju liczebników zasadnicze znaczenie przypisuje sie
liczebnikom 11-19. W liczebnikach 11-14 syntaktycznie

czlonem nadrzednym byl pierwotnie czlon pierwszy, to jest
liczebniki 1-4, które mialy charakter przydawki zgodnej
z rzeczownikiem, natomiast w liczebnikach 15-19 czlon pierwszy,
to jest liczebniki 5-9 mialy charakter rzeczownika rozwijanego
przez rzeczownik. I tak np. przy oznaczaniu "II" rzeczownik

wystepuje w liczbie pojedynczej, a rodzaj i przypadek czlonu
edino zgadza sie z rodzajem i przypadkiem rzeczownika, por.
staroslowianskie (Kodeks Marianski, Mat 28,16): ediny te na

desete uceniko. Przy oznaczaniu" 12" rzeczownik wystepuje
w liczbie podwójnej, a rodzaj i przypadek czlonu dova zgadza
sie z rodzajem i przypadkiem rzeczownika, por. staroslowianskie



(Kodeks Zografski, J6, 13): naplonise dova na desete kosa

ukrucho. Przy oznaczaniu 13-14 rzeczownik wystepuje w liczbie

mnogiej. Przy oznaczaniu 15-19 rzeczowniki wystepuja zarówno
w przypadkach prostych, jak i zaleznych liczebników
w dopelniaczu liczby mnogiej, to znaczy mamy petb na desete
uceniko, ko peti na desete uceniko.
Liczebniki te jako czesto uzywane stawaly sie jednostkami

leksykalnymi, co w konsekwencji prowadzilo do zacierania
dotychczasowej motywacji róznego lacz~nia liczebników 11-14
i 15-19 z rzeczownikiem. Ostatecznie z pierwotnych polaczen

liczebnikowych, wskutek uproszczenia powstaly wspólczesne

formy syntetyczne jedenascie, dwanascie itd. Rozwój praslowianskich

licze~ników iedbn'6na desete, dova na desete itd. nalezy do tej
kategorii zjawisk jezykowych, które przebiegaja paralelnie we
wszystkich jezykach slowianskich. Wspólna jest mianowicie na
ogól tendencja do zmian redukcyjnych w ostatnim czlonie
zlozenia, to jest w wyrazie *desete. Przyjmuje sie zwykle teze,
ze przyczyna tych zmian jest deetymologizacja zlozen *iedbno

na desete, *dova na desete, *trie na desete, *petb na desete itd.
oraz przesuniecie funkcji wyrazenia *na ilesete, które staje sie
sufiksem. Formalnym wspólczynnikiem byla bez watpienia
stabilizacja akcentu na przyimku na, ulatwiajaca przeprowadzenie
uproszczen.

Najstarsze teksty, pisane w jezyku staro-cerkiewno-slowianskim,
z wieku X i XI zawieraja liczne przyklady omawianych form - sa
to z reguly zestawienia syntaktyczne, nie podlegajace skróceniom,
np. dova na desete, oba na desete, osmb na desete itp. Wydaje
sie pewne, ze co najmniej do wieku XII stan taki utrzymuje sie
we wszystkich jezykach slowianskich. Do zasadniczych

przeksztalcen w badanych liczebnikach dochodzi w wieku XIII.
Sposób przeprowadzenia redukcji wyrazenia *na desete nie jest
taki sam we wszystkich jezykach slowianskich. Mozna
zaobserwowac wyrazne odrebnosci wschodnie, zachodnie

i poludniowe, a wiec zgodnie z jednym z naj starszych jezykowych
podzialów Slowian. W obrebie trzech wymienionych grup
zachodza dalsze opozycje. W jezykach zachodnich mozna mówic
o historycznej lacznosci polsko-luzyckiej, przeciwstawiajacej sie
jezykowi czeskiemu i w mniejszym juz stopniu slowackiemu,
w jezykach poludniowych bulgarski i macedonski
przeciwstawiaja sie w pewnym zakresie serbsko-chorwackiemu
i slowenskiemu. W jezykach wschodnioslowianskich przejscie

-nadesjatb w -nadcatb zaszlo w ciagu XIII wieku; forma ta staje
sie 'literacka i utrzymuje sie do dzisiaj. W tekstach
staropolskich, pochodzacych juz z XIV wieku, liczebniki
interesujacego nas tu typu maja zakonczenie -nacce, nace i lokalnie
nasce; w wieku XV ustala sie w polszczyznie zakonczenie -nascie.
Jeszcze dalej niz w jezyku polskim poszla redukcja w jezyku
slowackim, a zwlaszcza w czeskim. W jezykach tych w XV wieku
zaginely wszystkie samogloski praslowianskiego czlonu desete
dajac w efekcie z wyrazenia na desete tylko zbitke -miet w jezyku
czeskim i -mist' w jezyku slowackim, por. jedenact, jedenast'.
Poludnie Slowianszczyzny przeciwstawia sie w interesujacym nas
zakresie wszystkim jezykom pólnocnoslowianskim tak pod
wzgledem chronologii, jak i typu zachodzacych zmian. Literacki
jezyk bulgarski na przyklad do dzisiaj zachowuje formy bardzo
bliskie praslowianskim: edinadeset, dvanadeset itd., choc w mowie
potocznej zmiany sa ,znaczne, bliskie tym, jakie zaszly
w pozostalych jezykach poludniowoslowianskich. W obiegowej
postaci mówionej wszystkie jezyki poludniowoslowianskie
wykazuja duze podobienstwo rozwojowe, por. serbsko-chorwackie
petnaest, wymawiane tez petnajst, slowenskie petnajst,
macedonskie petmieset wymawiane jako petnajse, bulgarskie
petmidesetb oboczne do llowszechnego w mowie potocznej
petnajset.

Reasumujac nalezy stwierdzic, ze obecnie liczebniki 11-19 robia
takie wrazenie, jakby na gruncie slowianskim zostaly utworzone
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na nowo. Jak wspomnialem wyzej, pojmowanie tych liczebników

jako jednostek leksykalnych, otworzylo droge do wzajemnych
wplywów grupy liczebników 11-14 oraz 15-19
doprowadzajac w konsekwencji do unifikacji formalnej
liczebników pod wzgledem syntaktycznym. Wplywy te, o których
czesciowo juz wyzej wspomnialem, mozna ujac nastepujaco:
grupa liczebników 11-14 starala sie narzucic swoja ceche
konstytutywna (odmienianie przez przypadki liczonego
przedmiotu) grupie liczebników 15-19, a ta z kolei swoja ceche
konstytutywna (kladzenie liczonego przedmiotu w dopelniaczu
liczby mnogiej) grupie liczebników 11-14. Zasady te, w pelni
zachowane jeszcze w.zabytkach staroslowianskich, schematycznie
mozna przedstawic nastepujaco (N = rzeczownik):

_1_ 1 r- I
1,,1"-,,4:J+na desete+N l5"-~+na desete+N

W efekcie pojmowania calego zestawienia liczebnikowego jako
jednego wyrazu fleksja zostala przeniesiona na czesc przyrostkowa
powstalego zlozenia, to jest na zbitke liczebnika desete, a sposób
laczenia sie liczebnika z rzeczownikiem poszedl w kierunku
wzajemnego wyrównania liczebników ll,-14 i 15-19.
Wyrównania te mozna przedstawic nastepujaco:

! 1
G,I"-,,9" I+na desete+N

Sprzyjalo temu z jednej strony upodobnienie sie liczebników
11-14 do 15-19 pod wzgledem morfologicznym, a z drugiej­
niewatpliwie takze poczucie semantyczne oznaczanej liczby.
Z chwila, kiedy liczebniki 11-19 staly sie jednostkami
leksykalnymi, zanikly dotychczasowe motywacje róznego
sposobu laczenia sie liczebników 11-14 i 15-<-19
z rzeczownikami.

Nie mniej ciekawie przedstawia sie historia tak zwanych
liczebników dziesiatkowych: 20, 30,40, 50 itd. Liczebnik 20byl

pierwotnie zestawieniem liczebnika dova oraz liczebnika 10 w tak
zwanej liczbie podwójnej: dova deseti. Liczebniki 30 i 40 byly

pierwotnie równiez zestawieniami liczebników tri, cbtyri oraz
liczebnika 10 w liczbie mnogiej: tri deseti, cbtyri deseti. Druga
czesc dawnego zestawienia bardzo wczesnie ulegla redukcji
spadajac do funkcji przyrostka dajac w efekcie np.
w staropolszczyznie formy dwadziesci, trzydziesci, czterdziesci.
Liczebniki 50-90 skladaly sie pierwotnie z liczebników 5-9
oraz liczebnika 10, przy czym liczebniki 5-9 odmienialy sie

przez przypadki, natomiast liczebnik 10 zawsze wystepowal
w dopelniaczu liczby mnogiej, a wiec np. petb deseto, dopelniacz
peti deseto itd. Niezaleznie od róznych zwiazków
wewnetrznych liczebników 20-90, sposób ich polaczen
z liczonym przedmiotem jest taki sam: glównym
komponentem jest liczebnik 10, a wiec:

I l n ! I n
l,2" ,,~+deseti+N [:5" ~~+deseto+N

Liczebniki 20-90 wczesnie zatracily pierwotna wyrazistosc

(odrebnosc) semantyczna obu czlonów zestawienia.
W rezultacie róznych wyrównan, w istocie swej podobnych

jednak do wyrównan w liczebnikach 11-19, schemat ich
polaczen z rzeczownikami jest taki sam jak liczebników typu
,,5" .
Pozostale liczebniki nie nastreczaja powazniejszych watpliwosci,

przynajmniej w jezyku polskim, i dlatego nie bede sie nimi
zajmowal. Na uwage zaslugiwalyby tu jedynie nazwy liczb
posrednich miedzy wielokrotnosciami ,,10", ,,100"i ,,1000"
w jezyku staropolskim i przede wszystkim w jezyku
staroslowianskim oraz w jezyku staroczeskim. Jest to jednak

problem bardzo szeroki i wymagalby oddzielnego
opracowania.
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Skrót regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu
i Redakcji "Delty"

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania
_______ 0 __

liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

lYlatematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
Zadania nr 13, 14, 15
Termin nadsylania rozwiazan: 31. 5.1982 r.

13. Dla jakich wartosci a > l ciag a, a·, a··, a··· ... , jest zbiezny?

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA 14. Wyprowadzic wzór wyrazajacy pole trójkata przez dlugosci jego trzech wysokosci.

!=44

15. Samochodem przez pustynie. Samochód moze zabrac tylko jedna barylke paliwa, co
wystarcza na przejechanie polowy drogi przez pustynie. Jaka jest minimalna ilosc paliwa
wystarczajaca do przebycia calej drogi? Z~kladamy, ze mozna po drodze odlewac (i magazynowac,
a potem w stosownej chwili zabierac) dowolna ilosc paliwa.

Klub 44
1. Sprowadzmy skladniki rozwazanej sumy do wspólnego mianownika:

l l Ll + L2 + ... + Ln L
1+-+ ... +-= ------=-,

2 n M M

Rozwiazania zadan 1, 2, 3
z numeru 9/1981

gdzie M jest naj mniejsza wspólna wielokrotnoscia liczb 1, 2, .. , n. Niech k bedzie faka liczba
naturalna, ze 2 k .;; n < 2k + 1. Sposród liczb j = 1, 2, ... , n tylko jedna (mianowicie j = 2 k) dzieli

. sie przez 2\ wobec czego wszystkie liczniki LJ o numerach j '" 2k sa liczbami parzystymi.
Natomiast licznik L2k jest liczba nieparzysta. Zatem liczba L = "E,LJjest nieparzysta i iloraz
L/M nie moze byc liczba calkowita.

2. Podane zdanie nie jest prawdziwe. Kontrprzyklad : niech PQRS bedzie kwadratem o boku
PQ lezacym na odcinku AB, przy czym AP = PQ = QB, i niech Z = {P, Q, R, S}. Wówczas
najkrótsza droga od A do B jest lamana APSRQB, natomiast droga "najmniej kreta" (w sensie
okreslonym w zadaniu) jest lamana ASRPQB.

.1;

t:

3. Objetosc rozpatrywanej bryly obrotowej wyraza sie wzorem: (*) V = 211".rS, gdzie S jest
polem obracanego trójkata, a r - odlegloscia jego srodka ciezkosci od osi obrotu. Jest to znana
regula Gu/dina - sluszna nie tyiko wtedy, gdy obracana figura jest trójkatem - ale dla
trójkata dowodzi sie ja latwo; zauwazajac, ze badana bryla jest róznica stozka scietego i dwóch
stozków zwyklych. Przy ustalonym ksztalcie trójkata objetosc (*) jest wiec najwieksza, gdy os
obrotu przechodzi przez wierzcholek lezacy naj dalej od srodka ciezkosci i jest prostopadla do
srodkowej wychodzacej z tego wierzcholka. Niech wiec ABC bedzie dowolnym trójkatem
o obwodzie l; zalózmy, ze CD jest jego najdluzsza srodkowa i obierzmy jako os obrotu,
zgodnie z l'oprzednia uwaga, taka prosta l, ze C E 1.1 CD. Pokazemy, ze jesli AC '" BC, to mozna
znalezc trójkat równoramienny o obwodzie 1 o wierzcholku w punkcie C, dla którego
wielkosc (*) jest wieksza, niz dla trójkata ABC.

Oznaczmy przez A' i B' punkty okreslone przez warunki: AA'IICDIIBB', A'DJ..CD.lB'D
(rysunek). Pola trójkatów ABC i A'B'C sa równe, zas obwód trójkata A'B'C jest mniejszy od 1,
bowiem A'B' < AB oraz A'C+B'C < AC+BC (co najlatwiej zauwazyc uzupelniajac trójkat
ABC do równolegloboku BCAE, o obwodzie wiekszym od obwodu rombu B'CA'E). Oddalajac
teraz punkty A' i B' od prostej l o stosowny odcinek dostaniemy trójkat równoramienny
o obwodzie 1, a czynniki r i S we wzorze (*) zwieksza sie przy tej operacji.
Zatem w rozwiazaniu zadania wystarczy ograniczyc uwage do sytuacji, gdy obracany trójkat

jest równoramienny, a jego os symetrii jest prostopadla do osi obrotu. Oznaczmy przez
x polowe dlugosci podstawy, a przez h - wysokosc. Obwód ma byc równy l, wiec
2x+2 V x2+h2 = 1, skad h = y'1-4x/2. Czynniki we wzorze (*) równe sa odpowiednio
r = 2h/3, S = xh, co po krótkich rachunkach daje V = 1I".x(I-4x)/3. Otrzymana funkcja
kwadratowa przyjmuje maksimum Vmax = 11"./48 dla x = 1/8, czyli wtedy, gdy obracany trójkat
ma boki dlugosci 2/8, 3/8, 3/8.

1&



Liczba rzeczy\Vista jako grallica dag iczb lUYTPlernyc

Wiadomo, ze kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych. Udowodnimy to
twierdzenie.

Mozna skonstruowac ciag liczb wymiernych zbiezny do liczby yf, na przyklad tak:
Niech o bedzie dowolna liczba wymierna wieksza od y':t
Przyjmijmy, ze o jest pierwszym wyrazem ciagu.

02+2
Rozwazmy liczbe --~. Widac, ze jest to liczba wymierna. Pokazemy, ze

20

(1)

02.f 2
i liczbe -- uznamy za drugi wyraz ciagu.

2a

Przeksztalcajac nierównosci (1) w sposób równowazny otrzymujemy

l°. 02-2ay'f+2 > O, (o-y'zY > 0,0=1 y'f-prawda,
2°. 02+2 < 2a2, 02 > 2, o > y'f - prawda.
Zatem nierównosci (l) zostaly udowodnione. Z nierównosci tych widac, ze majac liczbe wymierna

. o > y'f mozemy otrzymac liczbe wymierna lezaca pomiedzy liczba y'f i liczba o w sposób
02+2 02+2

nastepujacy: ----. Majac zas liczbe wymierna --- mozemy otrzymac liczbe wymierna2a 20

. (O~ +2 )2
--- +2

I .. d I' b .r2· I' b 02 + 2 . b . 2a . dezaca pomle zy ICZ a J' lICZ a --- W sposo nastepuJacy: .•. ~ . It .
2a,

OtrzYmujemy ciag nieskonczony liczb wymiernych. Ciag ten mozemy zdefiniowac tak:

0;+2

0'+1 - 2a.
dla n = 1,2, ...

Z uwagi na to, ze ciag ten jest malejacy i ograniczony z dolu (przez y'I), wiec jest zbiezny.
Oznaczmy granice tego ciagu przez g. Mamy

.. 0;+2
hm On+! = hm ---

n~oo n-+oo 20ft

Skoro lim o. = g, wiec lim 0n+ l = g. Zatem z równosci (2) otrzymujemy:
n-+ 00 . n-+ 00

g2+2
g = --, skad g = y'f.

2g

Mozna wskazac inny ciag liczb wymiernych zbiezny do VT. Np.

(2)

dla n = 1,2, ... ,

gdzie o jest dowolna liczba wymierna taka, ze O < o < y'I.
Dowód, ze ciag ten jest zbiezny do y'I, przebiega analogicznie jak w przykladzie ciagu
poprzedniego.
Malo to jednak cieszy, bo nie widac jak mozna by stosowac taka metode do dowolnej liczby
niewymiernej np. n. Trzeba wiec poszukac innej metody. '"
W tym celu wezmy pod uwage fun~cje [x] przyporzadkowujaca dowolnej liczbie x najwieksza
z liczb calkowitych nie wiekszych od x. Latwo dostrZec, ze dla dowolnej liczby x jest:

x-l < [x]~x.

Biorac jako x liczbe nlX, gdzie IX jest dowolna liczbe rzeczywista otrzymujemy

nlX -l < [nlX] ~ nlX,

l [nlX]
IX-- < --- ~ IX.

n n

S d d .. d' h' h I' [nlX]ta na po stawIe tWler zema o trzec clagac mamy Im -- = IX.

n-+oo n

A wiec do dowolnej liczby rzeczywistej IX zbiezny jest ciag liczb wymiernych o wyrazie ogólnym
[nlX]

n
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