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Pisalismy o niej w Delcie 10/1975. Wario
zajrzeé¢ tez do ksigzki Stefana Kulczyckiego
,Geometria nieeuklidesowa’,

Inne modele sa opisane w artykule
.,Jak wyglada swiat geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego™'.

= =
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Zostala zapoczatkowana przez Dorow (= Starozytni Grecy). 1, poniewaz jestesmy ich
kulturowymi i cywilizacyjnymi potomkami, uwazana jest powszechnie za te ,,zwykla”

i ,,naturalng”. Znamy ja, zanim zaczniemy si¢ czegokolwiek uczyé — juz w pierwszej klasie
dzieci starannie pisza w zeszytach ,,takie same™ litery jak pani na tablicy, choé¢ przeciez smaruja
obrazek 20 razy mniejszy. A mozliwos¢ rysowania w skali jest charakterystyczna dla geometrii
euklidesowej i oddata Europejczykom wielkie ustugi w technice i podbojach choé¢by. Powszechnie
postugujemy si¢ prostokqtem i wiemy, ze nie ma prostych prostopadlych do nich samych.

Wymienione trzy wlasnosci calkowicie odrozniaja geometri¢ euklidesowa od innych (uprawianych).
Nie bgdziemy si¢ nad ta geometrig rozwodzi¢, bo sadzimy, ze Czytelnicy ja znaja. Podobnie,
jak wiedza, co to sa liczby rzeczywiste i ze w kartezjanskim ukladzie wspolrzednych na
plaszczyznie odleglos¢ punktéw (x,,x,) i (¥y,¥2) wynosi

V@ =32+ (r2—y2),

za$ prostopadlos¢ wektorow [x,,x,] i [¥,,y.] to zaleznos¢ ta sama, co

X y1+x2y2 = 0.

ma’ dat¢ powstania (ok. 1830) i odkrywcow (Janos Bolyai -— 1832, Mikolaj Lobaczewski — 1829),
cho¢ byla uprawiana juz stulecie wczesniej. Wzigla si¢ z rozwazania koniecznosci umieszczenia

w aksjomatyce geometrii euklidesowej tzw. V postulatu — byla wiec poczatkowo tworem czysto
intelektualnym. Obecnie traktowana jest rownorzednie z euklidesowa jako jeden z mozliwych

(i uzywanych przez fizykow i astronomow) sposobow opisu realnej przestrzeni.

Nie dopuszcza istnienia prostokatow, istnieja w niej trojkaty,.na ktorych nie da sig opisac
okregu, trojkaty o odpowiednio rownych katach okazuja sie przystajace, z sumy tych katow
mozna obliczy¢ pole, proste rownolegle zblizajg sig asymptotycznie do siebie itd. itp.

Gdyby kto$ chcial samodzielnie si¢ z nig zapozna¢ np. w przypadku dwuwymiarowym,
polecamy eksperymenty z modelem Kleina. Jest to obiekt zbudowany na plaszczyznie
euklidesowej i majacy te same wlasnosci, co plaszczyzna Bolyai — Eobaczewskiego. Punkty
modelu Kleina, to punkty wnetrza euklidesowego kola jednostkowego, proste — to cigciwy tego
kola. Kilka innych poje¢ okreslimy za pomoca rysunku: proste lezace tak jak k i [ — to
rownolegle, tak jak k i m — nadrownolegle, tak jak k i n (uwaga na zielone linie) — prostopadte.
Dla stwierdzenia, czy wszystko jest jasne, prosze sprawdzic¢, ze dwie rozne proste maja wspoina
prostopadia wtedy i tylko wtedy, gdy sa nadrownolegle. A takze: dowolny kat ma prosta
zagradzajaca tj. prosta rownolegla do obu jego ramion. Gdyby kto$ chcial mie¢ jeszcze
odleglosé, niech poszuka w artykule ,,Geometria na plaszczyznie afinicznej”.

Tu podamy tylko jeszcze warunek na to, by wektory [x, x;]1i [¥:, ¥2] w zwyklym kartezjarfiskim
ukladzie wspoélrzednych (poczatek ukladu w $rodku kota) byly prostopadte:

1=x1y1—x2y2, = 0.



Pisalismy o niej w Delcie 1/1977 i 2/1977
(autorem tego ostatniego artykulu byt
Albert Einstein). Warto tez zajrzeé¢ do
ksigzki H.S.M. Coxetera ,,Wstep do
geometrii dawnej i nowej”.

Inny (choé niz bardzo) model jest opisany
w artykule ,Geometria na sferze”.

Pisalismy o niej w Delcie 12/1979 wiasnie
z okazji szczegolnej teorii wzglednosci.

Geometria eliptyczna

tez ma datg narodzin (ok. 1860) i ojca (Bernhard Riemann) — tym razem bez zadnych
zastrzezen. W tej geometrii kazde dwie rozne proste przecinaja sie¢ w jednym punkcie. Nie ma
wigc ani rownoleglych, ani nadrownoleglych. Sa w niej prawdziwe wymienione wyzej wlasnosci
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, w ktorych nie bylo mowy o rownolegltych i nadrownolegtych
z jednym wyjatkiem — analogicznie jak w euklidesowej na trojkacie mozna opisac¢ okrag.

Ponadto np. prosta nie rozcina h}aszczyzny eliptycznej, a trzy dzielg plaszczyzne nie na 7 (jak
w obu wymienionych wyzej) lecz na 4 czesci.

Moizna sobie plaszczyzneg eliptyczna wyobrazic, cho¢ nie ma ona naturalnego modelu ani na
plaszczyznie, ani nawet w przestrzeni euklidesowej. Wezmy mianowicie polsferg w przestrzeni
euklidesowej (mniej wigcej to co wida¢ patrzgc na sferg) i niech prostymi beda na niej polokregi
wielkie. Zeby nasza plaszczyzna eliptyczna nie miala brzegu, ,,sklejmy™ (utozsammy) kofce tych
polokregow (nie da sig tego fizycznie zrobié nie zlepiajac ich w jedno, ale w wyobrazni mozna).

Odleglos¢ mierzmy wzdluz ,,prostych™ (oczywiscie mniejszy z dwoch odcinkow, nawet jesli ten
mniejszy zawiera sklejenie) zwyczajnie, np. nitka. Katy tez bedziemy mierzy¢ zwyczajnie.
1 model gotowy.

Jezeli nasza plaszczyzna eliptyczna powstala ze sfery jednostkowej (majacej srodek w poczatku
zwyklego przestrzennego kartezjanskiego ukladu wspotrzednych), to prostopadiosé wektorow
[x:, x2, x3l1 [¥1, ¥2, v3)] bedzie si¢ wyrazata wzorem

Xy 1+ x2ya+xays = 0.

czyli czasoprzestrzen. Tym samym podaliSmy i date i autora — Hermann Minkowski opracowat
w 1903 r. tg teorig dla Scistego matematycznego ujgcia szczegolnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina. Wlasnosci linii prostych w tej geometrii nie roznia si¢ od euklidesowych. Natomiast
we wszystkich wzorach dotyczacych prostopadtosci, czy odleglosci nalezy przed wspolrzedna
,.czasowa” doda¢ ,,jednostke urojona™ czyli l/_—_l Dla przykiadu wigec na plaszczyznie
Minkowskiego (jeden wymiar geometryczny, jeden ,,czasowy’’) odleglos¢ punktow (x,, x)

i (»1,y2) wyrazi sie wzorem :

V(i —y1)2—(x2—y2)?
a prostopadtos¢ wektorow [x,, x2], [y, ¥:]
Xy y1—x2y2 = 0.

Natychmiast stwierdzamy stad, ze wektor [1, 1] jest sam do siebie prostopadly (fachowo:
izotropowy)! Prosta o kierunku izotropowym tez jest tak nazywana. Na rysunku izotropowe

sa wiec proste k i n. Proste [, i [, sa prostopadle, jak tez proste m, i m,. Ogolnie kazde proste
polozone (euklidesowo) symetrycznie wzglgdem prostych izotropowych sa prostopadle (i na
odwrot: kazde prostopadte tak leza). Mimo to na plaszczyZznie Minkowskiego istnieja prostokaty.

Przede wszystkim tytulowa wlasnos¢ — jednorodnos¢. Otoz otoczenia dowolnych punktow
(w kazdej z rozpatrywanych plaszczyzn) niczym si¢ nie roznia. Po drugie — prostopadtosc¢
w kazdej z nich wyraza sie przez pierwiastki wielomianu stopnia 2. ,,Po trzecie” raczej nie
ma — ich (znéw tytutlowa) popularnos¢ wynika z wyzej podanych wiasnosci. Fizycy, czy
astronomowie lubig po prostu wyobrazac sobie otaczajacy $wiat jednorodnie tak dtugo jak to
sie tylko da zrobic.

Jest powszechnie wiadomo, ze pierwsze dwie sposrod wymienionych geometrii maja wspolna
bardzo obfita w twierdzenia cze$¢ zwana geometria absolutng (z dobrg dokladnoscia to, co
wynika z pierwszych czterech postulatow Euklidesa). Trzy pierwsze sq zebrane razem w artykule
,,Geometrie na rozmaitosci”. A cztery? Jesli je nieco rozszerzymy i tu znajdzie si¢ pokazna
czgs¢ wspolna. :

iy



Geometrie rzutowo-metryczne

Jest to pierwsza publikacja na ten temat.

Wypada t ipi rz iec wac j trzen Olnosci
i Ae ik k. Ypada tu najpierw przypomnie¢ (zasugerowac), co to jest przestrzen (w szczegolnosc

plaszczyzna) rzutowa. Powstaje ona przez dolaczenie do kazdej prostej euklidesowej nowego
punktu zamykajacego nasze proste w ,,okregi”, przy czym do prostych rownoleglych dolgczamy
ten sam punkt. W przypadku plaszczyzny umawiamy si¢ jeszcze dodatkowo, ze te nowe punkty
tworza (jedna) nowa prosta. '

Ktos moze zauwazyc, ze to wlasciwie tak samo, jak w geometrii eliptycznej, i ze ta polsfera,
to model geometrii rzutowe;j. Slusznie! Tyle, ze geometria eliptyczna jest bogatsza od rzutowej,
gdyz jest w niej mowa nie tylko o prostych, lecz takze o prostopadiosci, o odleglosci.

Pytanie, czy nie mozna by bylo w geometrii rzutowej tak okresli¢ prostopadtosci, by na jej
»starych™ punktach byla to prostopadtosé euklidesowa? Albo Minkowskiego? Mozna.
Wystarczy zachowac stary wzor na prostopadlo$é. Wowcezas nowa prosta bedzie prostopadia
do wszystkich innych (do siebie zresztg tez) — bedzie osobliwa.

A w przypadku Bolyai-Lobaczewskiego? Model Kleina lezy na plaszczyznie euklidesowej, ta
z kolei... No dobrze, a co z prostopadloscia? Jesli bez uprzedzen przyjrzeé sie rysunkowemu
przepisowi, to bedzie on dzialal na calej plaszczyznie rzutowej. A co ze wzorem?

T A L W O 'lju .znow u‘waga m{ boku B w geor'netru rzutowej do wspolrzn:dnych stary(’:h punktow IE[ODISUJC

Np. do Delty 12/1980, si¢ jeszcze jedna, rowng 1 i za wspolrzedne punktu uwaza si¢ calg klase trojek proporcjonalnych
do otrzymanej, zas nowe punkty maja t¢ dodatkowa wspolrzedna rowna zero. Wzor na
prostopadios¢ w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego przyjmuje wtedy postaé

X3y3—Xx 1y —X2)2 = 0.

I tak mozemy uprawia¢ cztery wymienione geometrie tacznie, jako te, ktore maja prostopadlosé
wyrazajaca si¢ przez pierwiastki wielomianu jednorodnego (wzgledem obu wektorow) stopnia 2,
nie redukowalnego do jednomianu. Bo algebra poucza, ze kazdy inny sprowadzimy przez zmiane
ukladu wspotrzednych do jednej z podanych wyzej postaci.

CZY TO NIE SZTUCZNE

Okazuje sig, Ze nie. Oto przykiad czegos wspolnego dla tak rozszerzonych geometrii. Wezmy pod
uwage punkt A i nie przechodzacq przez niego prosta a. Dla dowolnego punktu P (réznego

od A i nie na a) oznaczmy przez P punkt przecigcia prostej AP z a, oraz przez P’ czwarty
harmoniczny do APP — czyli taki, dla ktorego da si¢ narysowac taka figure jak na rysunku
(odleglosci nie odgrywaja roli — wazne jest tylko przecinanie si¢ prostych). Ciekawe, ze taki
punkt P’ jest dokladnie jeden. Homologig harmoniczna o $rodku 4 i osi @ nazywamy
nastgpujace przeksztalcenie ¢:

P gy P=Av Peca

P —
o(F) {P' gdy PZ AAP¢a.

Symetrig nazwiemy homologie harmoniczna o $rodku A i osi a spelniajacych warunek

/\Aeb-alb.
b

I wowczas kazda izometria (w kazdej z czterech, ale rozszerzonych geometrii) jest ztozeniem dwach
symetrii.

CIEZKO BYLO, ALE

warto sprawdzic, czy sig¢ wie, o co chodzi. W tym celu proponujemy zastanowienie si¢ nad dwoma
zadaniami:

1. Wykazac, ze takie symetrie w rozszerzonej plaszczyznie euklidesowej to zwykle symetrie
osiowe, badz $rodkowe.

2. Skoro tak, to dlaczego nie umiemy rysowaé¢ obrazow symetrycznych sama linijka? A czy
umiemy sama ekierkg?
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Powinowactwo osiowe. Na rysunku a) mamy
—l<Ad=<0,nab)zaé % > I,

Jesli O jest srodkiem Aq (B) i Bp(A), to ¢ jest
przesunigciem.

Metryka o (sposob mierzenia odleglosci)
jest zgodna z dana struktury liniowa, jesli
spetnia warunek: punkty A, B, C leiq na
Jjednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy
e(AB)+ o(BC) = p(AC) lub ¢(BC)+ (CA) =
= g(BA) lub ¢(CA)+e(AB) = ¢(CB).

Plaszczyzna afiniczna z metryka
Minkowskiego nie ma nic (poza autorem)
wspolnego z opisang w innej czesci numeru
plaszczvzng Minkowskiego

Odcinki AB i CD maja t¢ sama dlugosé
Minkowskiego (wyznaczong przez obranie

krzywej c). Konkretnie 0 (4B) = ¢.(CD) = 3. |

Jezeli na ,,zwyczajnej” plaszczyZnie euklidesowej bedziemy brali pod uwage tylko stosunki
liniowe, to tak okreslona dwuwymiarowa przestrzen bedzie (z definicji) plaszezyzng afiniczng.
Czy warto ja odroznia¢ od plaszczyzny euklidesowej? Czym si¢ one roznig? Przede wszystkim
na plaszczyZnie afinicznej jest wigksza ,,swoboda ruchow': kaide przeksztatcenie
przeprowadzajace proste na proste (czyli afiniczne) nic w tej plaszczyznie nie zmienia (jest
automorfizmem). Wszystkie takie przeksztalcenia mozna otrzymac przez skladanie powinowactw
osiowych. Sa to przeksztalcenia okre$lone przez podanie prostej (oS), kierunku réznego od kierunku
osi i roznej od zera liczby rzeczywistej (stosunek) w nastgpujacy sposob:

Powinowactwo (k, [/], 1) jest (jedynym) przeksztatceniem ¢ spetniajacym warunki

— proste przechodza na proste,

— jesli A€k, to p(A) = A,

— jesli A ¢ k, to prosta Agp(A4) ma kierunek [/],

— jesli prosta Agp(A) przecina k w punkcie P, to W = i AP.

Latwo zauwazy¢, ze (tw. Talesa) na kazdej prostej przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny jest
podobienstwem. Oczywiscie dla roznych prostych skale tego podobienstwa moga by¢ rozne (ale
dla prostych rownoleglych sa takie same — prawda?). W szczegolnosci warto zapamigtac, ze:
Przeksztalcenia afiniczne zachowujq stosunek podziatu odcinka (w szczegolnosci srodek).
Analitycznie przeksztalcenia afiniczne to doktadnie wszystkie przeksztalcenia postaci

X = ox+fy+p
]} = yx+oy+r
spelniajace warunek

« B

b))

]#0.

Na plaszczyznie afinicznej wielu obiektow nie da si¢ odrozni¢ — np. elipsy od okrggu (bo daja
si¢ afinicznie natozy¢ — prawda?). Podobnie nie umiemy okresli¢ np. obrotu. Ale mozemy
wyroznic symetrie srodkowe i przesunigcia (oczywiscie — jest przeciez zachowany srodek).

PLASZCZYZNY LINIOWOMETRYCZNE

Jezeli na ptaszczyznie afinicznej podamy jakis sposob mierzenia odleglosci, zgodny z jej strukturg
liniowa, to otrzymana w ten sposob plaszczyzna bedzie liniowometryczna.

Pytanie o wskazanie wszystkich mozliwych ptaszczyzn liniowometrycznych zostalo rozwigzane

w 1905 roku przez G. Hamela. W mysl tego, co zostato napisane wyzej stosunki odcinkow jednej
prostej sa w kazdej z mozliwych metryk takie same.. ROznych sposobow obrania metryki jest

(jak sie okazalo) nieskonczenie wiele. Tutaj wymienimy dwa sposoby, pochodzace od

* H. Minkowskiego i D. Hilberta.

METRYKI MINKOWSKIEGO

Wezmy pod uwage krzywa zamknieta i mocno wypukla, to znaczy nie zawierajaca odcinkow

i lezaca po jednej stronie kazdej prostej majacej z nia (dokladnie) jeden punkt wspolny. Niech
dodatkowo nasza krzywa ¢ ma Srodek symetrii O (wlasnosc afiniczna). Odleglos¢ A i B na
plaszczyznie okreslimy w nastepujacy sposob:

— przesuwamy B o wektor AO i otrzymujemy punkt B,

— znajdujemy punkt P przecigcia krzywej ¢ z potprostag OB',

— 0.(AB) okre$lamy jako stosunek OP do OB'.

Taka metryke nazywamy metrykqg Minkowskiego.

Geometria liniowometryczna z metryka Minkowskiego — LMM — nazywa sig teorig wszystkich
plaszczyzn powstatych w wyzej opisany sposob. Dla roznych krzywych otrzymujemy rozne
plaszczyzny. W geometrii LMM jest jednak (mimo ogoélnosci) duzo twierdzen. Przytoczymy dwa:
Roéwnoleglobok ma przeciwlegle boki tej samej diugosci.

Wszystkie okregi sq jednokladne (a wiec jednokladne z krzywa ¢, bo to przeciez okrag
jednostkowy).

Kazdy z Czytelnikéw moze sam znajdowac dalsze twierdzenia.

Szczegolny przypadek plaszczyzny LMM, mianowicie gdy krzywa c jest okregiem, to oczywiscie
(zwyczajna) plaszczyzna euklidesowa. Nic wigc dziwnego, ze kazde z twierdzen geometrii LMM
jest twierdzeniem geometrii euklidesowej. Nje jest jednak na odwrot — sa takie plaszczyzny
LMM, ze dla niektorych prostych na nich nie istnieje symetria osiowa (np. gdy krzywa c jest
taka jak na rysunku — prosz¢ sprawdzic). .

)



METRYKI HIL.LBERTA

Plaszczyzna afiniczna 2 metrvka Hilberta nic Znow wezmy pod uwage Krzywa zamknieta i mocno wypukla ¢. Nie bedziemy tym razem

ma nic (poza autorem) wspdlnego ze znang md'ali, by miala ona srodek symetrii, ale tez podana nizej metrylka Hilberta nie bedzie okreslona
skadinad preestrzenia Hilberta,

dla catej plaszczyzny, a tylko dla wnetrza obranej krzywej. Robi sig¢ to tak:

— znajdujemy punkty P i Q przeciecia prostej AB z krzywa ¢,

- 'znaj‘dujemy iloraz stosunku podziatu odcinka .EQ_punktem A przez stosunck podziatu
odcinka PQ punktem B,

— p“(AB) okreslamy jako wartos¢ bezwzgledna logarytmu tego ilorazu.

W ten sposob mozemy zmetryzowac¢ dowolna mocno wypukla i ograniczonag figure na
plaszczyznie afinicznej.

Geometrig liniowometryczna z metryka Hilberta — LMH — nazywa si¢ teorig wszystkich tak
otrzymanych obiektow (plaszczyzn LMH). Plaszczyzn LMH jest wiele i sa bardzo rozne. Kazdy
z Czytelnikow moze sprobowac poszukac twierdzen geometrii LMH. Wszystkie te twierdzenia
beda twierdzeniami geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, bo gdy krzywa c jest okregiem, to
Odeinki AB i €D maja to sumy dlugosd plaszczyzna LMH okazuje sie (zwyczajna) plaszczyzna Bolyai-Lobaczewskiego.

Hilherta (wyznacsony przez obranic krzywej ).

L ) L T 1D 1 e
KUNKURD puduie

Wszyscy znamy prosty przyrzad kreslarski zwany pantografem. Skiada si¢ on z czterech listewek
potaczonych przegubowo tak, jak to pokazuje rysunek. Gdy punkt O unieruchomimy,

punkt A" bedzie w kazdym polozeniu pantografu obrazem punktu 4 przy pewnej jednokladnosci
(u nas w skali 2) wzgledem punktu O. Zmieniajac polozenie listewek tak, jak to pokazuje
nastepny rysunek, mozemy fatwo uzyskac inne skale jednokiadnosci. Przyrzad nasz umozliwia
wigc latwe przerysowywanie danego rysunku w dowolnej skali.

AB = B'C=BC = AB' = OB = A'B’ OAA" sq wspotliniowe i 0A’: 04 = OC: OB = A'C: B'C.
i A'B'C sy wspolliniowe. Stad AB||8°C,
LO0BA = £OCA i AOBA ~ AOCA’". Pora na zadanie konkursowe: proponujemy Wam, Czytelnicy, zastanowienie si¢ nad budowa

Wobec tego QAA" sa wspotliniowe

b s oneish ans symetrografu, czyli takiego mechanizmu przegubowego, ktory przy unieruchomieniu jednego lub

wigcej punktow i przesuwaniu ustalonego punktu po danej figurze rysuje innym punktem jej
obraz przy symetrii wzglgdem danej prostej. Przyrzad nie moze zawiera¢ polaczen innych, niz
przegubowe, w szczegolnosci wykluczamy polaczenia suwakowe.
To ostatnie zastrzezenie jest uzasadnione tym, ze o ile dostatecznie precyzyjne polaczenie
przegubowe mozna uzyskaé laczac listwy zwyklym gwozdziem, o tyle wykonanie suwaka
(prostowodu) jest juz trudnym zadaniem mechanicznym.
Praca konkursowa powinna zawiera¢ projekt symetrografu z dowodem poprawnosci jego
dzialania oraz dziatajacy model urzadzenia. Obie czesci pracy beda oceniane oddzielnie.
Nie proponujemy zadania nierozwiazalnego. Redakcja zna symetrograf skladajacy sie z 18
listewek. Czy mozna go uprosci¢ — to juz zechca nam powiedzie¢ uczestnicy konkursu.
2 fuix) jest zbietny jednostajnie Prace konkursowe ocenia¢ bedzie jury w skladzie
Gtk 1. dr Jerzy Bednarczuk

& 2. dr Marek Kordos
SUmy szeregu Z fa(x) istnieje i jest suma 3dr Krzysztof Prazmowski

w pewnym oloczeniu punktu x, to pochodna

_ Termin nadeslania prac: | marca 1982 roku.
in i naszveh Za najlepsze prace przyznane beda nagrody. Najlepsza konstrukcje opiszemy w ,,Delcie”,
Zachecamy do wziecia udziatu w konkursie.

S




rozmaitosci

Rozmaitosé dwuwymiarowq (tylko o takich bedziemy mowic) okreslimy nastepujaco: jest to
a) przestrzen metryczna (a wiec dowolnym dwu jej punktom p i g jest przyporzad kowana
liczba rzeczywista nieujemna o(pg) tak, ze s3 spelnione warunki

e(ab) = 0« a = b,
e(ab) = o(ba),
plab)+p(be) = o(ac)),
b) lokalnie homeomorficzna z plaszczyzng euklidesowa (a wigc dla dowolnego punktu p i dla
malej liczby r zbidr K, = {a: o(ap) < r} moina przeksztalci¢ na wnetrze kola euklidesowego
w sposob ciagly i to tak, ze przeksztalcenie odwrotne tez bedzie ciagle),
c) spojna (czyli w jednym kawatku).
Rozwazane tu beda tylko rozmaitosci gladkie, przez co rozumieé¢ bedziemy, ze homeomorfizmy,

Kizvwizad 16, mowide obrazowa: o ktorych jest mowa w punkcie b, s3 ze soba zgodne w tym sensie, ze dla punktéw zbioru
odwrotnosé promienia okregu najlepiej K:nK, homeomorfizm dla K, da si¢ uzyska¢ z homeomorfizmu dla K, przez zlozenie z funkcja
w danym punkcie przylegajacego do dowolng liczbe razy rozniczkowalng. Dzigki temu bedziemy mogli na rozmaitosci mowié

vwes 1 i i r ; 5 ; e .
SEi. Sobaiie momee & Qe o, krzywych (przeciwobrazach krzywych rysowanych kawalkami na kolach euklidesowych)

np. w Delcie 12/1980 i 1/1981. i
i o dlugosciach tych krzywych, stycznych do nich, ich krzywiznie itd.
Jesli warunek zupelnosci zastapié Bedziemy zadali takze, by rozmaitos¢ byla zupefna, a wiec by spelniala warunek:
warunkiem zwartosci, a wigc domknietosci jg§|i ciag (a,) ma wlasnos$é¢ Cauchy, {j_
i ograniczonosci, 10 rozmaitodé bedzie
powierzchnig. (por. Delta 1/1981). /\ \//\ n,m> N — pla,a,) < &,

e=>0 n,m

to ma granicg nalezaca do rozmaitosci.
Na rozmaitosci bedziemy prostymi nazywaé geodezyjne, a wigc linie, dla bliskich punktow,
Dokladnie o geodezyjnych — Delta 2/1981, najkrotsze z taczacych te punkty i lezace na rozmaitosci. Jesli rozwazymy wszystkie geodezyjne
przechodzace przez dany punkt p, to da sig ustali¢ wérdd ich krzywizn najwieksza i najmniejsza.
Ich iloczyn nazywamy krzywiznq Gaussa rozmaitosci w punkcie p (prosze sprawdzic, ze juz
inny sposob okreslenia krzywizny Gaussa w mysl tak niedoskonatej definicji mozna stwierdzi¢, ze np. sfera ma w kazdym punkcie
moina znalezé w Delcie 12/1980. krzywizne dodatnia, plaszczyzna — zerowa, a siodlo — ujemna).
Zauwazmy jeszcze, ze na tym samym zbiorze mozna okresli¢ rozne rozmaitosci — mianowicie
roznie okreslajac odlegtos¢. I tak inng rozmaitos$¢ tworzy plaszezyzna z metryka euklidesowa,
a inng ta sama plaszczyzna z metryka okreslong w taki sposob: bierzemy model Kleina
plaszczyzny Bolyai-Eobaczewskiego i przeksztalcamy go na calg plaszczyzne za pomoca funkgji

f(x,9) = (x,»)-

1
1= Vx4y?
umawiajac si¢, ze odleglos¢ 4B jest rowna odleglosci f/~!(A4)f~'(B) w modelu Kleina.
Ta druga rozmaitos¢ ma krzywizng ujemna (ustalenie tego Jest trudnym, ale wykonalnym
zadaniem), pierwsza za$ — zero. :
Geometria gladkich i zupelnych rozmaitosci jest nazywana geometriq Riemanna i stanowi
geometryczne narzedzie ogolnej teorii wzglednosci. Nizej zajmiemy sie tymi jej szczegdlnymi
przypadkami, ktore sa jednorodne (otoczenia wszystkich jej punktéw sg takie same), Oczywiscie
musza one mie¢ t¢ sama krzywizne w kazdym punkcie. Warunek ten okazuje si¢ by¢ rowniez
warunkiem wystarczajacym na to, by rozmaitosci byly jednorodne.

Geometrie Riemanna o stalej krzywiznie

Wyzej podali$my przyklad dwoch rozmaitosci okreslonych na tym samym zbiorze. Tutaj podamy
odpowiedz na pytame, na jakich zbiorach mozna okreslic rozmaitosc o stalej krzywiznie.

Warto (o skanironiows. 2 artykulem Krzywizna dodatnia. Latwo zauwazy¢, ze sa dwie takie rozmaitosci. Mlanowwle sfera z naturalna

,.Geometria na sferze”

i e metryka i plaszczyzna eliptyczna, ta na polsferze. Obie maja krzywizne rowng ¥y gdzie R jest
promieniem sfery, czy odpowiednio polsfery. Ciekawe natomiast, ze kazda inna rozmaito$¢
o stalej krzywiznie dodatniej jest rownowazna (ma te same wlasnosci), z jedna z wymienionych.
Krzywizna zerowa. Takich jest (z dokladnoscig do rownowaznosci) pigé. Oczywiscie jedna z nich
Jjest plaszczyzna z metryka euklidesowa. A oto jak otrzymac pozostale cztery.



Pas (nieskoriczony) sklejamy w walec. Oczywiscie po sklejeniu krzywizna jest taka jak przed,
gdyz zadna odleglod¢ na powierzchni si¢ nie zmienila, a za pomoca odleglosci da sie ustali¢
krzywizne.

Albo taki sam pas sklejamy we wstege Mdbiusa. Jesli przyjmiemy umowe, co do odleglosci taka
sama, jak przy przeksztalceniu modelu Kleina na cala plaszczyzne (patrz wyzej), to i tu uzyskamy
krzywizne zero, gdyz odleglosci nie beda zmienione.

Sklejajac z kolei prostokat w forus lub w butelke Kleina, z analogicznag umowa jak przy wstedze
Maébiusa uzyskamy ostatnie dwie rozmaitosci o krzywiznie zerowe;j.

P

FE &b

D& &

I tu warto zajrze¢ do Delty 1/1981,

3 — walec i 4 — walec.

Krzywizna ujemna. Tu mamy nieskoficzenie wiele mozliwosci. Jest wérod nich plaszczyzna
z metryka uzyskang wyzej z modelu Kleina. Pozostale mozliwosci to miedzy innymi wszystkie
n torusy (dla m > 1) i n walce (dla n > 2).

2 —torus i 3 — torus.

Geometrie eliptyczna, paraboliczna i hiperboliczna

Jezeli zazadamy od rozmaitosci, aby nie tylko miala stala krzywizne, lecz takze by przez jej
dowolne dwa rozne punkty przechodzila dokladnie jedna prosta (= geodezyjna), wowczas
w kazdej z trzech rozpatrzonych wyzej grup pozostanie po jednej rozmaitosci. Odpowiednie
geometrie nosza wilasnie nazwy stanowiace tytul tego fragmentu. Jak wida¢ geometria
paraboliczna miata juz przed Riemannem nazwe — to geometria euklidesowa. Podobnie

Inaczej o tym samym — Delta 7/1975.

hiperboliczna — to geometria Bolyai-Lobaczewskiego.

Jesli przez defekt trojkata —A(A4BC) — bedziemy rozumieli roznice 7 i sumy rozwartosci jego
katow, to w kazdej z wymienionych plaszczyzn mamy A(ABC) = K+ Siac,

gdzie K jest krzywizna Gaussa tej plaszczyzny.

A oto np. wzor sinusow w kazdej z tych geometrii:

sin BC sinCA sinAB

eliptyczna:

sine sinf siny
: B AB
paraboliczna: — = — ey
sina sinf§ siny
g . sinh BC sinh CA sinh AB
hiperboliczna: — - =— 5
sina sinf siny

Geometrodynamika

Wyobrazmy sobie §wiat dwuwymiarowy. Wszystko, o czym
powiemy, bedzie mozna latwo uogélni¢ na przypadek
rzeczywistego Swiata trojwymiarowego. Niech wigc $wiatem
bedzie na przyktad powierzchnia nieskoniczenie rozleglego
plaskiego oceanu. Na oceanie moga jednak rozchodzi¢ sig fale.
Kazdemu rodzajowi fali odpowiada nieeuklidesowa geometria
swiata powierzchniowego. Co wiecej, ksztalt powierzchni

falujacego oceanu, a wigc i warto$¢ jej krzywizny bedzie w kazdym .

punkcie zmieniac si¢ wraz z uplywem czasu. Geometria $wiata
powierzchniowego bedzie wtedy ewoluowac, podobnie jak to
czyni geometria $wiata rzeczywistego.

Szczegdlnym rodzajem ruchu falowego jest rozchodzenie sig fali
plaskiej o okreslonej czestosci. Slowo rozchodzenie sie jest jednak
w tym przypadku nie bardzo wlasciwe. Kazdy punkt oceanu drga
bowiem zupetnie tak samo i mowienie o tym, co jest wczesniej

a co pozniej, nie ma wigkszego sensu. Trudno na takim ]
nieskonczenie i wszedzie jednakowo falujacym oceanie mowié

o jakimkolwiek uplywie czasu. Tym bardziej, ze procz tej
powierzchni nasz $wiat nie zawiera niczego wiecej.

Nieskonczone fale plaskie o okreslonej czestosci graja w fizyce
rolg szczegolng. Przez zlozenie odpowiedniej ich ilosci (zsumowanie
badZ scatkowanie) mozemy w wyniku interferencji fal o réznych
czgstosciach uzyska¢ zupelnie dowolny ksztalt powierzchni oceanu
wraz z dowolnymi jego zmianami. W taki tez sposéb przez
interferencjg fal $wietlnych dostajemy promienie $wiatla —
podstawe optyki geometrycznej. Podobnie, odpowiednia

7

interferencja fal materii prowadzi do pojawienia sie torow

_czastek elementarnych i przeprowadza nas od $wiata mechaniki

kwantowej do mechaniki klasycznej. W obu tych przypadkach
interferencja destruktywna (wygaszanie) wszedzie, z wyjatkiem
bardzo waskiego paska przestrzeni (toru promienia lub czastki),
prowadzi do pojawienia si¢ nietrywialnego zjawiska rozchodzenia
sie, a w konsekwencji i czasu. Czastka bowiem rozchodzi sie

z okreslona predkoscia (predkoscia owej grupy interferujacych
fal) i gdzie$ jest najpierw, a gdzie indziej potem. Zupelnie podobnie
moze by¢é w przypadku geometrii $wiata.

Wyobrazmy sobie, ze rozne rodzaje fal plaskich o réznych
czgstosciach to mozliwe geometrycznie stany $wiata powierzchni
oceanu. W kazdym z nich pojecie czasu nie ma sensu. Swiat
prawdziwy powstaje w wyniku interferencji wielu takich fal i ma
pewna okreslong struktur¢ geometryczng oraz okreslony jej
rozw0j w czasie. Szczesliwy traf, ktory musial kiedy$ nastapic,
spowodowal, ze interferencja roznych form istnienia $wiata stala
si¢ prawie wszedzie destrukcyjna i od tego momentu liczymy
uplyw czasu i mozemy mowi¢ o czterowymiarowej
czasoprzestrzeni. ,,Przedtem” czasu nie bylo, a wlasciwie lepiej
powiedzie¢, ze wszedzie byly wszystkie mozliwe czasy — od
poczatkowego, az do ostatecznego.

Wydaje sig, ze taki obraz §wiata mial na mysli John Archibald
Wheeler proponujac swa geometrodynamike. Niestety idea ta nic
doczekala si¢ zadnej powazniejszej realizacji.



W trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej sfera to zbior punktow rownooddalonych od
ustalonego punktu przestrzeni. Jest to zatem zbior punktow, ktorych wspolrzédne spelniaja
rownanie (x, —a,)? + (x; — @) + (x3—a3)? = r?, gdzie r # 0. Dowolne dwie sfery sa podobne,
mozemy wigc dalej przyjac, ze r = 11 <a;, a:,as> = 0,0, 0> i t¢ sfere uznac za ,,wzorcowg™.

Odlegtosci punktow na sferze mozemy mierzy¢ dwoma (co najmniej) sposobami: za ich odleglos¢

przyjac dtugos¢ odcinka w przestrzeni faczacego te punkty albo dlugos¢ taczacego je najkrotszego

tuku na sferze (fuk taki, to fragment okrggu wielkiego, czyli przeciecia sfery z plaszczyzng

przechodzaca przez jej srodek). Obie metryki sa rownowazne w takim sensie: odcinki przystajace
w jednej z nich przystaja i w drugiej; bardziej naturalna wydaje si¢ ta ,,wewnetrzna™

e TSRS — mierzenie po sferze, a fatwiejsza w postugiwaniu ,,zewnegtrzna™ definicja odleglosci. Mamy

' wigc na sferze relacje przystawania odcinkow.

Zeby mowic o geometrii warto moc postugiwac sie prostymi. Najprosciej zdefiniowac: prosta

to symetralna odcinka. Jesli tak, to prosta jest przecigciem plaszczyzny (w przestrzeni symetralne
to plaszczyzny) ze sfera, a wigc okregiem wielkim (bo srodek sfery lezy na symetralnej dowolnej
pary punktow ze sfery).

Uzyskalismy tak geomerrie sferyczng — opisuje ona plaszczyzne sferyczng (czyli nasza sfere)

przy uzyciu poje¢ ,,punkt™, ,,prosta’ (czyli okrag wielki) i ,,kat migdzy prostymi” — bo katy
takze umiemy mierzy¢, skoro umiemy mierzy¢ odleglosci na plaszczyZnie sferycznej. Mozemy tez
w niej mowic o symetriach osiowych — bo kazda taka symetria to w istocie obciecie
trojwymiarowej symetrii plaszczyznowej do powierzchni sfery. Dowolna izometrie plaszczyzny
sferycznej mozemy rozszerzy¢ do izometrii calej przestrzeni — izometria taka musi mie¢ punkt
staty ($rodek sfery nie moze sie poruszy¢), a wiec moze by¢ tylko obrotem lub symetria obrotowa.

Stad uzyskujemy mocne i podobne do euklidesowego twierdzenie: Kazda izometria plaszezyzny
sferyeznej jest zioZzeniem co najwyzej trzech symetrii osiowych.

Skoro umiemy mierzy¢ katy, warto moze byloby zainteresowac si¢ podobienstwami plaszczyzny
sferycznej. To nic, ze spotkac tu mozemy trojkaty ,,dziwne™ — o dwoch, albo i trzech katach
prostych, o dwoch katach wigkszych od prostego itp. Nie szkodzi — podobienstwo i tu ma

sens — to przeksztalcenie zachowujace katy. Dopoki mierzy¢ bedziemy katy migdzy prostymi
(okrggami wielkimi), a wigc rowniez wymagac, by przechodzity one na siebie, nie uzyskamy nic
nowego — kazde podobienstwo plaszczyzny sferycznej jest jej izometria. Ale jesli do konkurencji
dopuscimy wszystkie okregi... Zauwazmy, ze przy zwyklej definicji okregu (zbior punktow
rownooddalonych od danego) proste plaszczyzny sferycznej sg tez na niej okregami.

Geometria Mobiusa

Rozwazmy takie przeksztalcenie /. Wybierzmy punkt p lezacy poza sferg. Dla kazdego punktu
4 na sferze konstruujemy jego obraz f(g) jak nastepuje: taczymy p i ¢ prosta a drugi punkt jej
przeciecia ze sferg (albo g, gdy jest ona do sfery styczna) oznaczamy f(g). Zbior punktow
stalych f uklada sie na pewnym okregu k, a samo fjest ,,wiernokatne’ — przeprowadza okregi
na sferze na okregi i zachowuje katy migdzy okregami. A wiec jest podobienstwem (i do tego
inwolucyjnym, czyli odwrotnym do siebie). Mozna by je tez nazwac symetriq, wzglgdem k —
nawet obraz punktu konstruuje si¢ jak przy ,,zwykle]”” symetrii, a gdy p umiescimy

,,W nieskonczonosci”, to f okaze si¢ znana juz symetria — okrag k bedzie okregiem wielkim.

W ten sposob na sferze zbudowalismy druga geometrie — geometrie Mibiusa. Postuguje sie ona
pojeciami ,,punkt” = punkt ze sfery, ,,prosta” = okrag na sferze, ,,prostopadtos¢” [albo

..kat miedzy prostymi”]. A poznane dopiero co symetrie tworza w niej zbior generujacy
wszystkie podobienstwa. Mamy bowiem twierdzenie:

Kazde podobienstwo plaszezyzny Mdbiusa jest zloZzeniem co najwyzej czterech symetrii osiowych.

- - A dalej — dalej mozemy juz po prostu uprawiac te geometrie i dowodzic takie (dos¢ juz
\ nieoczywiste) twierdzenia:
W geometrii sferycznej i w geometrii Mabiusa kazde podobienstwo parzyste (tzn. zachowujace
zr

~ orientacje) rozklada si¢ na co najwyzej dwa inwolucyjne podobienstwa parzyste. Z izometriami
foms o _ - fatwiej — szukane inwolucje to symetrie osiowe sfery, ale na plaszczyZnie Mobiusa?
Plaszczyzna Maobiusa | wstega Mdbiusa nic iboid Inech tréikat / tnie Mibius bk oo D - B
e L T o: dowolne dwa troj q’y na plaszezyznie Mdbiusa o sumie kqto mozna przeprowadzi¢
sa powierzchniami). na siebie pewnym podobienstwem.
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Geometria eliptyczna

Obie te geometrie maja jednak jedna, dos¢ nieprzyjemna wlasnosc: proste moga sie przecinaé

w dwu roznych punktach. W geometrii sferycznej nawet musza — bo dowolne dwie plaszczyzny
wycinajgce na sferze okregi wielkie przecinajg si¢ wzdluz prostej (przechodzacej przez $rodek
sfery) — a ta przecina sfer¢ w dwu punktach. Ale jesli dwa punkty nie leza antypodycznie
(prosta laczaca je nie przechodzi przez srodek sfery), to przez takie dwa punkty na plaszczyZnie
sferycznej przechodzi juz dokladnie jedna prosta. Mozemy wiec utozsami¢ punkty antypodyczne —
posklejac je w pary. Przy sklejaniu odpowiadajace sobie punkty leza na tych samych prostych,

a wigc po utozsamieniu antypod dowolne dwie proste beda si¢ przecinac i to w dokladnie jednym
punkcie. Taka posklejana sfera nie miesci sie¢ w przestrzeni trojwymiarowej — nie szkodzi —
mozna ja sobie wyobrazi¢, mozna takze mowi¢ o prostych na niej — to odpowiednio pozlepiane
okregi wielkie. I w ten sposob uzyskalismy plaszczyzng eliptyczna — wystarczy zauwazyc,

ze sklejanie nie popsuto nam miary katow, a jesli chcemy mierzy¢ odlegtosci punktow p — g
musimy zmierzy¢ na sferze odleglos¢ p od g i odleglo$¢ p od antypody ¢ — mniejsza z nich to
dobra miara odleglosci w plaszczyZnie eliptycznej. Tyle, ze jest to plaszczyzna nieorientowalna —
nie mozna rozrozni¢ izometrii parzystych od nieparzystych. Albo inaczej — kazda symetria
osiowa jest zlozeniem dwu innych symetrii osiowych, co latwo zobaczy¢ na posklejanej sferze:
symetria wzgledem bieguna (,,Srodkowa’) i symetria wzglgdem rownika sa tu tozsame.

1-44

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

Klub 44

Skrét regulaminu ligi zadaniowej

i suma ocen za rozwigzania danego zadania

liczba osdb, ktore nadestaly cho¢ jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktow jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.

Szczegotowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty”
Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Zadania Nr 10, 11, 12
Termin nadestania rozwigzan: do 28.11.1982

10. W wyniku dziatania przedstawionego programu powstaje nieskoniczony ciag liczb x
(w rozkazie obwiedzionym podwojna ramkg). Udowodni¢, ze ciag ten jest zbiezny i obliczyé¢
granicg. Poszuka¢ uogolnien.

11. Zaloézmy, ze W jest wielomianem o wspodlczynnikach catkowitych, réinym od stalej.
Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, dla ktorych rébwnanie W(x) = py
ma rozwiazanie w liczbach catkowitych x, y.

12. Niech Z oznacza zbior 27 punktow przestrzeni tworzacych konfiguracje nastgpujaca:
wierzchotki szescianu — $rodki jego krawedzi — srodki jego scian — srodek calego szescianu.
Ile jest réznych (= nieprzystajacych) trojkatow o wierzchotkach w punktach zbioru Z?7

S



Jak wyglada éwiat geometrii Bolyai-Lobaczewskiego

Wiasciwie dziwne pytanie — wystarczy zajrze¢ do artykutu ,,Najregularniejsze i ..."” i zobaczy¢ — geometria Bolyai-Eobaczewskiego to
geometria modelu Kleina. Proste to kawalki euklidesowych prostych — cigciwy kola czyli odcinki otwarte, Ale z odlegloscia juz trudniej
i wzor (por. artykut ,,Geometria na plaszczyznie afinicznej””) wcale nie jest ladny. A gdyby kto$ chcial jeszcze mierzy¢ katy! )

|

x|

N

8

Zrobmy wige tak: wezmy w trojwymiarowej przestrzeni plaszczyzne
H o rownaniu z = 0 i w niej koto K: x*+y* < 1 — model Kleina
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego. Nastepnie wezmy sferg

-8: x2+y*+(z—1)* = 1. S jest styczna do H w punkcie <0, 0, 0>.
Niech §* oznacza dolng polsfere, czyli zbioér punktow z § -
spelniajacych zaleznos¢ z < 1. Zrzutujmy prostokgtnie K na S* —
kazdy uwierzy, ze obraz bedzie tez modelem geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego — punkty to punkty S*, a proste to polokregi
prostopadie do brzegu S* (czyli do abselutu). Proste troche sie
pogiely, ale za to model jest wiernokatny: katy mierzone miedzy
tymi potokregami sg takie, jak migdzy prostymi w geometrii
hiperbolicznej. A moze chcielibyscie zobaczy¢ tu model na
plaszczyznie? Prosze bardzo — zrzutujemy S* stereograficznie na H
z punktu <0, 0, 2> (bieguna antypodycznego do punktu stycznosci
Si H). Obrazem na H bedzie kolo Ko rownaniu x*+y? < 4,

z = 0; proste to polokregi w K’ prostopadle do brzegu K’ oraz
$rednice K’. To tez model wiernokgtny — bo rzut stereograficzny
jest przeksztalceniem wiernokatnym. Ten model nazywa si¢ modelem
Poincarégo w kole.

A zeby model byt (euklidesowo) nieograniczony?

Do tego celu ustawmy plaszczyzng H' o rownaniu y = —11i
zrzutujmy S* na H’z punktu <0, 1, 1> — antypodycznego do
punktu stycznosci S z H'. Obrazem na H’ bedzie polplaszczyzna

z < 1, y = —1. Proste — to polproste prostopadie do jej brzegu

i polokregi prostopadte do tego brzegu (czyli o §rodkach lezacych
na nim). I ten model — model Poincarégo na pdlplaszczyinie — jest
wiernokatny.

Wszystkie dotychczas pokazywane modele byly budowane na pewnych kawatkach plaszczyzny euklidesowej. Czy nie mozna zobaczyé
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego na calej ptaszczyZnie? WeZmy jeszcze raz model na polsferze §* i zrzutujmy go na H — tym razem

ze §rodka sfery czyli punktu <0, 0, 1>. Obrazami pélokregoéw przechodzacych przez <0, 0, 0> beda na H proste przechodzace przez

<0, 0, 0>. Obrazami innych polokrggow prostopadlych do brzegu beda galezie hiperbol o srodku w <0, 0, 0>. I tak oto dostaliémy nastepny
model geometrii Bolyai-Eobaczewskiego — model Ornocha. Proste nie sa wprawdzie zbyt proste a i model nie jest wiernokatny, ale za to
jest na calej plaszczyZnie. I dodego jest wiernoodlegtosciowy — odleglosci mierzone po prostych tego modelu sg takie, jak w geometrii

hiperboliczne;j.

Model Ornocha moina tez wprost uzyskaé
z modelu Kleina — por, hiperboliczna

metryzacje calej pl y wei
podana w artykule ,,Geometria rozmaitosci”’,

W kazdym z tych modeli mozna zobaczy¢ geometrig Bolvai-Lobaczewskiego i w kazdym z nich mozna ja uprawia¢. ROwnowaznie —

skoro sa izomorficzne, a wszak konstruowane rzuty to byly izomorfizmy budowanych modeli. Tyle, ze wspomagaé sie przy tym mozemy
roéznymi innymi geometriami: w modelu Kleina rzutowa, w modelach Poincarégo — Mobiusa lub euklidesowa. Tak wiec w modelu

Kleina symetrie to pewne homologie, w modelu Poincarégo w kole symetrie to inwersje (i zwykle osiowe), a na sferze to symetrie wzgledem
okreggéw. Moze ktos$ fadnie opisze, czym s3 symetrie osiowe w modelu Ornocha.



Patrz w niebo

Megatyw zdjecia okolic Syriusza zrobionego
w USA w 1944 roku. Strzalkami zaznaczony
jest Syriusz i nowo adkryta, nie znana wiedy
gwiazda.

= zadania M 282, Prosta p na

cznej ma skoficzo

diugosé : my na niej punkty 4, B, C
dzielace jg na tr n
symetralnej r odcinka punkt C;

taki, ze AC, = BC wreszcie

C’ bedzie punktem lezgcym na prostej g

prostopadlej do p przechodzacej przez C

takim, e CC’ - =

Mamy: AC" = BC' > . Odsuwajgc teraz

punkt C; wzdlut prostej r od A4 i B znajdziemy

takie jego poloienie C/, e AC] =
= AC" = BC

‘. Wystarcz
2e katy BAC’ i ABC
ABC{

wigksze od BAC|

i¢ przekonad, ze trojkary

1 spelniaja warunki zadania.

PdZznym wieczorem, w grudniu goruje nisko nad poludniowym horyzontem Syriusz, najjasniejsza
(oczywiscie po Stoficu) gwiazda widziana z Ziemi. Wiele czasu po$wicgcili jej astronomowie

i poeci. W przewodniku dla mito$nikow nieba i amatorow obserwacji, wydanym 4 lata temu,
zamieszczono zdjecie Syriusza, widzianego przez duzy teleskop. Jest oczywiste, Ze Syriusz na tym
zdjeciu jest otoczony stabszymi gwiazdami. Jedna z tych gwiazd zostala odkryta w sierpniu
zeszlego roku. Czy nie jest to paradoks, ze prawdopodobnie tysiace ludzi, nawet moze nie
majacych pojecia o astronomii, widzialy zdjecie gwiazdy przed jej odkryciem?

Rzeczywiscie jest w tym pewien paradoks, jednak wynika on stad, ze pojecie odkrycia gwiazdy -
jest rozumiane inaczej przez zawodowych astronomow, a inaczej przez ludzi nie zwigzanych

z ta nauka. Okolo 25 lat temu opublikowano atlas nieba, znany pod nazwa PSS (Palomar Sky
Survey). Jest to zbior ok. 1000 zdje¢ pokrywajacych prawie cale niebo. Najstabsze gwiazdy

i galaktyki widoczne na kartach tego atlasu majg jasno$¢ 21™ (ok. 100 tysigcy stabsze niz
najstabsze gwiazdy widoczne golym okiem, ktére maja jasno$¢ ok. 6™). Prawie wszystkie
gwiazdy odkryte (wg nomenklatury astronoméw) w ciagu ostatnich 25 lat sa wyraZnie widoczne
w atlasie wydanym przed ich odkryciem. Bo odkrycie nie oznacza tu stwierdzenia, ze jeszcze
jedna gwiazda istnieje — praktycznie nikogo to nie interesuje (wiemy, Ze w naszej Galaktyce
krazy ok. 200 miliardow gwiazd). Odkrycie nowej gwiazdy oznacza stwierdzenie, Ze gwiazda
zastuguje z tego czy innego powodu na uwage, tzn. nie jest zwykls ,,zjadaczka pylu
miedzygwiezdnego™, ale jest osobowoscia wybitng; wybitnos¢ ta manifestuje si¢ najczesciej
zmianami jasnosci lub w widmie, co z kolei oznacza czgsto niestabilnos¢ i przechodzenie przez
wazne etapy ewolucji.

Gwiazdy zmienne przyciagaja znaczng uwage astronomoéw, ze wzgledu na to, ze dzigki ich
obserwacjom mozemy nauczy¢ si¢ wiele o ich budowie i ewolucji. Gwiazdy te dziela si¢ na wiele
klas i typéw. Im mnigj liczna jest dana klasa, tym odkrycie uwazane jest za cenniejsze. Istnieja
klasy zawierajace po jednym, unikalnym obiekcie, jak np. opisywana ostatnio Eta Car, ktora
przyciagnela uwage astronomoéw juz w 1677 roku (i do niczego nie jest podobna), inne licza
tysigce czlonkow (np. cefeidy). ;

W kilku obserwatoriach $wiata do odkrywania nowych gwiazd zmiennych zaprzegni¢to komputery.
Brzmi to jak z fantastycznej bajki, jednak jest prawdziwe, a nawet koncepcyjnie trywialne. Otéz
astronom robi dwa zdjecia tego samego kawalka nieba (zawierajacego nieraz miliony gwiazd)

w odstepie kilku miesigcy. Komputer zapamigtuje dokladna posta¢ obu zdje¢ i nastgpnie
poréwnuje w pamieci punkt po punkcie. Jesli jakas staba gwiazdka jest zmienna, to istnieje duze
prawdopodobienistwo, e jej jasnoéé na obu zdjeciach bedzie rézna, co komputer od razu
wychwyci, dajac zna¢ czekajacemu na to astronomowi. Jemu pozostaje do sprawdzenia, czy nie
jest to defekt kliszy, pylek, chmurka itd, oraz dalszego badania danej gwiazdy. Maszyny te

maja jednak duze klopoty z poréwnywaniem okolic bardzo jasnych gwiazd, ktére jakby je raza,
ich ,,poswiata” powoduje znaczne zmniejszenie czulosci tej metody. W zwiazku z tym nauczono
komputery omijania jasnych gwiazd. I dlatego obszary te s3 jakby dziewicze i pozostalo tam
wiele stosunkowo jasnych gwiazd zmiennych czekajacych na swoje odkrycie, podobnie jak
gwiazdka, od ktérej zaczeliSmy nasza notke.

Zeby nie zostawi¢ Czytelnika z uczuciem niedosytu wspommamy, ze gwxazdka ta otrzymala
nazwe 1E 0643.0-1648 (po wyjasnienie tego c:qgu cyfr odsylamy Czytelnika do czerwcowego
,,Patrz w niebo™).

Jest to uklad dwoch gwiazd, z ktorych jedna jest biatym karlem a druga czerwona gwiazda ciagu
gtownego. Nastepuje przeplyw materii z gwiazdy czerwonej do (prawdopodobnie) dysku
otaczajacego zdegenerowanego karla, na skutek pewnych niestabilnosci (nie znamy ich przyczyn)
co ok. 15 dni materia ta wybucha powodujac nagle pojasnienie uktadu. Ze wzgledu na to,

ze nie jestedmy pewni, jak silne jest pole magnetyczne biatego karta, nie mozemy jeszcze
jednoznacznie i ostatecznie zakwalifikowac tego ukladu, wiadomo jednak, Ze jest on rowniez
aktywny w promieniach rentgenowskich i mozemy juz powiedzieé, ze nalezy do tych ciekawych.

mgr Tomasz CHLEBOW SKI
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Rozwigzanie zadania M 280. Ustalmy dwie

rownolegle proste p i ¢ oraz punkt A

pomiedzy nimi. Wiemy, 2e odcinki AB | p

i AC | g nie sg wspdlli e (tak, jak to by
bylo na plaszczyinie euklidesowej). Wynika
stad, Ze prz 1] c za B’ punkt symetryczny
do A wzgledem p a za C' — punkt symetryczny

do A wzgledem g otrzymamy
niezdegenerowany trojkat AB'C’.

Symet i bokéw AB’ i AC’ sg proste

pig. s zje punkt
réwnoodlegly od 4, B,

istnieje okrag opisany na trdjkacie AB'C,
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W geometrii Euklidesa

Paradoks zegarow

Fizycy badajac wzajemne polozenie zjawisk w sposob naturalny zajmuja si¢ ich odlegloscia

w przestrzeni, jak tez w czasie. Powstaje w zwiazku z tym pytanie, jaka jest geometria uzywanej
przez nich czasoprzestrzeni. Innymi stowy: gdy do wspotrzednych przestrzennych dolaczymy
jeszcze jedna, musimy zdecydowaé, jak w otrzymanej przestrzeni bogatszej o jeden wymiar
nalezy wprowadzi¢ pojecia geometryczne, np. prostopadiosc.

Zasadniczo stosuje sie trzy sposoby. Kazdego z nich mozna uzy¢ do przestrzeni o dowolnej
geometrii, a wiec teoretycznych czasoprzestrzeni jest trzy razy tyle, co przestrzeni.

Tu zajmiemy si¢ dwuwymiarowymi czasoprzestrzeniami. A wigc mamy prosta (geometrycznie)
i czas. Prosta niech bedzie taka, jak w geometrii Euklidesa. Uzywac¢ bedziemy normalnej
terminologii, a wigc dwuwymiarowa czasoprzestrzen nazwiemy po prostu plaszczyzna.

Kazdy punkt plaszczyzny to ,,zdarzenie”, ktore dla wybranego obserwatora (ukfadu
wspolrzednych) zaszto w punkcie x w chwili 7. Drugi obserwator poruszajacy sie¢ ruchem
jednostajnym prostoliniowym wzgledem pierwszego zakresli w jego ukladzie wspoirzednych
prosta. Ta prosta to jednoczesnie o$ czasowa ¢’ ukladu wspoltrzednych, w ktorym drugi
obserwator spoczywa. Kierunek osi Ox’ znajdujemy korzystajac z definicji prostopadtosci
wektorow. Dwa wektory [7,, x,], [72, x:] sa prostopadte jesli:

w geometrii Galileusza t,1, = 0

w geometrii Minkowskiego t,1; —x,x; = 0 (predkosc¢ swiatlac = 1)

w geometrii Euklidesa t,t;+ x,x2 = 0.

Tak wigc w geometrii Galileusza Ox” pokrywa sie z osia Ox, za§ w geometrii Minkowskiego Ox
to prosta polozona symetrycznie do Ot” wzgledem prostych izotropowych. Nowe wspoirzedne
»,zdarzenia™ mozemy jednak okresli¢ dopiero po wyskalowaniu nowych osi. W tym celu
konieczne jest znalezienie zbioru punktéw odleglych o jednostke od poczatku ukladu
wspotrzegdnych. W pierwszym przypadku (odleglos¢ punktow d = |f, —1,) jest to prosta,

.

w drugim (d = }/ (1, —12)> — (x; —x2)?) hiperbola, ktorej asymptotami sa proste izotropowe,
a w trzecim okrag jednostkowy.

Korzystajac z rysunkow zamieszczonych obok mozna teraz wyprowadzi¢ wzory na nowe
wspotrzedne

w geometrii Galileusza t
! = x—Br,

=
[0 |

tcosha + xsinha
= tsinha+ xcoshe,

w geometrii Minkowskiego ¢’

I

=
|

gdzie # = —tgha,

= fcosx—xsinx
x" = tsina+ xcosux,

-4
|

gdzie # = —tga.

Pierwsza z wymienionych geometrii opisuje kinematyke klasyczna (% < ¢), druga kinematyke
relatywistyczna (# dowolne), a trzeciej — tej, ktora opisuje czasoprzestrzen taka, jak jej
przestrzenna czgsc, w fizyce nic nie odpowiada. Czas, jak si¢ okazuje, to zupetnie inny wymiar
niz wymiary przestrzenne.

W geometrii Galileusza czas plynie tak samo dla wszystkich obserwatorow tj. zdarzenie E ma
we wszystkich ukladach tg sama wartos¢ wspotrzednej czasowej. W geometrii Minkowskiego juz
tak nicyest. Rozwazmy bowiem dwoch obserwatoréw Ot i Ot i zdarzenie A. Dla

pierwszego z nich A zajdzie w czasie f(4) = 1 (jednostka czasu zegara spoczywajacego w Or).
Rzutujac A prostopadle na os Ot’ otrzymujemy

t'(A) > 1(A),
Podobnie dla zdarzenia B (zegar spoczywa w ukladzie O1’)
1'(B) < 1(B).

Czas w ukladzie Or biegnie dla obserwatora poruszajacego sie wolniej niz jego czas wlasny

i odwrotnie zegar spoczywajacy w Or” biegnie w ukladzie Ot wolniej niz zegar spoczywajacy w OF.



Ta symetria migdzy obserwacjami w réznych inercjalnych uktadach odniesienia sugeruje paradoks,
ktorego istote wyjasnia rysunek 3. Proste AB, BC i AC sa liniami zegarOw poruszajacych sie bez
przyspieszenia. Zegar 2 oddala si¢ od zegara 1, a zegary 1 i 3 zblizaja sig, by spotkac sie

w punkcie C. W punkcie 4 synchronizowane sa zegary 1 i 2, a w punkcie B — zegary 2 i 3.

W ukladzie spoczynkowym zegara | zegary 2 i 3 poruszaja si¢. Powinno wigc by¢

Tac > Tap+t Toc,

gdzie przez T oznaczyliSmy czasy wlasne zegarow. Paradoks polega na tym, ze w ukladzie
wlasnym zegardw 2 i 3 zegar | porusza sig, co powinno da¢é

Tic < Tap+ Tse.

Zeby wyjasni¢ ten paradoks musimy znalezé na odcinku AC zdarzenia réwnoczesne z B dla
"obsegwatoréw 1 (punkt E), 2 (punkt D), 3 (punkt D) i skorzystaé z faktu, ze w geometrii
Minkowskiego odcinek taczacy dwa zdarzenia P i § jest zawsze krotszy od roznicy wspotrzednych
czasowych w dowolnym inercjalnym ukladzie wspotrzednych

Tps = Tp—1Is.

Wtedy

Tac = Tue+Tec = he—hatthic—he= tip—latlic—tsg > Tap +Tpc > lap—T2at+lac—
—las = Lhp—twutlic—tipr > Tao+Toc = Tac— Top

a wigc Tpp- > 0 i nie ma juz paradoksu. W punkcie C zegar | wskaze wigkszy czas niz czas
wskazywany przez zegar 2. W powyzszym rozumowaniu pominigto fakt, ze w punkcie zwrotnym
Zegar porusza si¢ z przyspieszeniem, co moze mie¢ wplyw na jego bieg. Aby oceni¢ wplyw
przyspieszenia a na zegar trzeba poréwnac je z typowym przyspieszeniem ,,mechanizmu’
zegarowego b. Niedokladno$¢ biegu zegara wywolana przyspieszeniem jest w przyblizeniu réwna
a Ad

A~ — s
b b

gdzie ¢ jest czasem trwania przyspieszenia.

Dla typowego zegara atomowego z okresem drgan 4 - 10~"'s niedokladnos¢ ta jest rzedu
zaledwie 10-'%s, :

Roznica wskazan zegarow w. punkcie C zmieni sie istotnie jesli beda si¢ one poruszaly w polu
grawitacyjnym. Uwzglednienie wywolanego obecnoscia mas ,,zakrzywienia™ geometrii
Minkowskiego prowadzi czasami do wyniku przeciwnego niz otrzymany powyzej. Jesli na
przyklad jeden z blizniakéw pozostanie na orbicie Ziemi, a drugi poleci w rakiecie balistycznej
do Plutona, a nastepnie wroci dzigki przyciaganiu Stonca, to okaze sig, ze podroznik stanie si¢
starszy od swojego brata. Wida¢ stad, ze dopiero doktadne okreslenie warunkow, w jakich
odbywa sig¢ podroz, pozwala przewidzie¢ wynik poréwnania wskazan zegarow po powrocie.

,ELKA™

Na szachownicy 4 x 4 ulozone sa dwie figury w ksztalcie litery L (3 x 2), oraz dwa kwadraty

(1 x 1) zgodnie z ta szachownica (a wigc przykrywajace cale pole). Jedna z ,,elek’ nalezy do
jednego z grajacych, a druga do drugiego; kwadraty sa ,,neutralne”. Ruch (ktory na przemian
wykonuja gracze) polega na ulozeniu swojej ,,elki”’ w inny sposob na niezajetych polach (mozna
ja przy tym odwrocic ,,na lewa strone’). Po wykonaniu ruchu gracz moze jeszcze (przed ruchem
przeciwnika) przenies¢ jeden lub dwa kwadraty na dowolne z niezajetych pol. Przegrywa ten,
ktory nie moze wykonaé ruchu. Czy gra jest zdeterminowana (a wigc czy istnieje strategia
zwycigska dla ktoregos z graczy, a moze strategia remisowa)?

Szachownica i pionki W takiej pozycji zaczynamy gre Jesli kolej na ,,czarnego", to przegral
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Geometria §wiata kwarkow

Zgodnie z definicja podana w 1911 roku przez Ernesta
Rutherforda, jadro atomowe to taka cze$¢ atomu, ktora
oddzialuje z czastkami natladowanymi elektrycznie niezgodnie

z prawem Coulomba. Skladniki jadra, nukleony, zwigzane sa
specyficznymi sitami oddzialywan jadrowych (czeiciej zwanych
silnymi), ktore moga by¢ badane jedynie przez §ledzenie owych
odstepstw od prawa Coulomba. Cho¢ obecnie znamy bardzo
duzo czastek (sa to tzw. hadrony, patrz Delta 2/1979) bioracych
udziat w oddzialywaniach silnych, to jednak natura tych
oddziatywan wciaz nie zostala w pelni poznana. Wiemy jedynie,
ze hadrony skladaja si¢ z pewnych subczastek — kwarkow i ze
oddzialywania silne polegaja na permanentnym dla kwarkow
byciu wewnatrz hadronéw. Same kwarki sa odpowiedzialne za
calo$¢ oddzialywan elektromagnetycznych (i stabych) hadronow.
Na czym polega bycie wewnatrz hadronéw — nie wiemy.

W jednym z modeli opisujacych zachowanie sie hadronow,
kwarki sa polaczone ze soba pewnym patyczkiem, tzw. strung
niezbyt jasnego pochodzenia. I tak na przyklad niektore mezony
skladaja sie z pary bezmasowych kwarkéow (kwark — antykwark)
potaczonych strung i obracajacych si¢ dokola siebie z predkoscia
Swiatla. Zamiast zastanawia¢ si¢ nad tym, skad si¢ wzi¢ta struna,
rozwazmy nieco doktadniej wewngtrzna geometrie naszego tworu.
Jak zobaczymy, nie bardzo przypomina on obracajacy sie odcinek
z konicami, czyli kolo. Tak by bylo jedynie wtedy, gdybys$my
postuzyli sig naturalng, klasyczng mechanika newtonowska.
Bardziej odpowiednia jest jednak teoria wzglednosci, szczegdlnie
dla predkoéci bliskich predkosci Swiatta. W teorii tej wszystkie
poruszajace si¢ ciala ulegaja skroceniu w kierunku ruchu:

gdzie lo — dlugosc ciala w spoczynku, ¥ — jego predkosé, zas
¢ — predkos¢ swiatla. : .
Wprowadzmy uklad odniesienia obracajacy sie razem ze struna.
Jest to najbardziej naturalny, wlasny uktad odniesienia mezonu.
W ukladzie tym punkty na okregu o promieniu » poruszaja sie

z predkoscia r - w, gdzie w jest predkoscia katowa obrotu.
Promien r nie ulega skroceniu, gdyz jest prostopadly do kierunku
ruchfi. Zmienia si¢ natomiast obwod kola poruszajacy sie

z predkoscig w - r:

1=2er;

Tak wiec stosunek obwodu kola do jego promienia zmienia sig¢

od 2x dla bardzo malych wartoéci r do codla r = ¢/w. Zatem
wewnetrzna geometria mezonu to geometria modelu Kleina

o promieniu c/w, czyli geometria Bolyai-Eobaczewskiego.

By¢ moze na tym wiasnie polega permanentne uwigzienie

kwarkow w hadronach. Wtedy oddzialywania silne
demonstrowalyby szczegélne cechy geometryczne §wiata, w ktorym
zyja kwarki. Bylby to $wiat (patrzac z zewnatrz) zamkniety

w kuli o promieniu rzedu 10-'* cm. Oddzialywania silne mialyby,
podobnie jak grawitacja, nature czysto geometryczng.

ek

Homografie

Homografie to inna nazwa funkcji liniowo-wymiernych, czyli

funkgji postaci

ax—b
S i

(Gdy ¢ = 0, to f jest zwykla funkcjg liniows.)

Zobaczmy, jak wyglada wykrss takiej funkgji dla ¢ # 0. Dla

x = dfc f jest nieokre$lona (mozemy powiedzie¢ f(d/c) = o0).

Wihasciwie, to nawet gorzej — w d/c f nie ma granicy:

lim f(x) = —sgn (a/c). o0, lim f(x) = sgn (a/c).

x—dfe x—dfct
(sgn(e) = l,gdye > 0i —1,gdy e < 0).
Mozemy tez napisa¢ nieco inaczej

fix) = gdzie ad—bc # 0.

a [ o
f(x) e ey
c X

a
skad otrzymujemy granicg f w nieskoficzonoéci: —
c

ad—bc

Ponadto oznaczajac 4 = —, B = —— > D = dfjc mamy
&

, a to znaczy, ze wykresem homografii jest

flx) =

hiperbola o asymptotach x = dfc i y = a/c. Stad tez zauwazamy,
ze homografia jest wzajemnie jednoznacznym przeksztalceniem
prostej bez punktu d/c na prosta bez a/c. Mozna, formalnie,
dolaczy¢ do prostej punkt oo ; wtedy homografla jest bijekcja
rozszerzonej tak prostej na siebie.

Takim samym wzorem okreSlone przeksztalcenia mozna tez
bada¢ na plaszczyznie zespolonej (czyli w ciele liczb zespolonych).
Homografie mpélone zachowuja rodzine okregéw i prostych,

co wigcej, sa konforemne, czyli zachowujg katy migdzy krzywymi.
A co jeszcze wigcej, kazda funkcja konforemna i zachowujgca
orientacje jest homografig.

Gdyby nie zadac zachowania orientacji, rozwigzaniem bylyby
homografie i homografie sprz¢zone, czyli funkcje dane wzorem

ax—b

__d »
Inwersja wzgledem okrggu o $rodku a i promieniu r na takiej
plaszczyZnie zapisze sie wzorem

f(x) = ad—bc # 0.

i(z) = d +a, bedzie wigc homografia.
—d

Ale, co moze wazniejsze — to taka sama inwersja, jak ta opisana
w artykule ,,Geometria na sferze™; kazda homografia jest
zlozeniem pewnej ilosci inwersji, a wiec podobienstwa plaszczyzny
Mébiusa to homografie plaszczyzny zespolonej.

m Rozwigzanie zadania M 281. Zauwazmy, Ze

1 jest u}rn:glu'l

potirodkowy




' P

K. ong

lensatory

Kazdemu punktowi (x, y) plaszczyzny odpowiada liczba zespolona
z = x+iy.

We wspodirzednych biegunowych z = r(cosp+ising); r nazywamy modutem liczby z, za$ @ jej
argumentem.
Mozemy z traktowac jak pojedyncza zmienna i przy jej pomocy okreslaé rézne funkcje przyjmujace
wartosci zespolone. Kazda taka funkcje moina przedstawi¢ w postaci sumy jej czesci rzeczywistej
i urojonej:

f(2) = u(x, ) +iv(x, y),

gdzie funkcje u i v sg rzeczywiste.
Okazuje sig (jest to trescia podstawowego w analizie zespolonej twierdzenia), ze dla kazdej

,»Zwyczajnej” funkcji zmiennej zespolonej (np. z%, Inz, —, sin z ) spelnione sg warunki
Z

5 = =
fu dv | oo du

—— 1 — O e——

dx dy ax dy

Wynika z nich natychmiast, ze zarowno funkcja u, jak i v spelnia dwuwymiarowe réwnanie
Laplace’a, czyli przedstawia pewien potencjat elektrostatyczny. Dla przykladu rozwazmy funkcje

f(z) = Inz = Inr+ip.

Mamy dla niej

u(x,y) = Inyxr+y2.

Aby okresli¢ sens fizyczny otrzymanego w ten sposéb potencjatu, musimy wyznaczy¢ linie
ekwipotencjalne. Sa to okregi. Taki uklad linii ekwipotencjalnych przedstawia np. rozklad pola
w otoczeniu naladowanego przewodnika prostoliniowego.

Nietrudno teraz odgadnac¢, jaka funkcja zespolona daje potencjal wewnatrz nieskoriczenie dlugiego
kondensatora cylindrycznego o promieniach r i 1, ktorego zewnetrzna okladka jest uziemiona,
a potencjal wewnetrznej wynosi V. Jest to mianowicie funkcja ;

f(z2) = Vinz/inr.

A jak znalez¢ potencjal pola, gdy rozsuniemy okladki kondensatora? Tym razem z pomoca
przychodzi funkcja zespolona zwana homografia

gdzie a, b, ¢ i d to stale zespolone, przy czym ad—bc # 0. Dwie wlasnosci tej funkcji pozwolg
na rozwigzanie postawionego wyzej problemu. Homografia przeksztalca dowolny okrag na
plaszczyZnie xy w okrag na plaszczyznie uv, a dowolna pare punktow symetrycznych wzgledem
okrggu w parg punktow symetrycznych wzgledem obrazu tego okregu.

Mozemy teraz w prosty sposob przeksztalci¢ uklad przewodnikow z rysunku na kondensator
cylindryczny.

Wystarczy tylko wybra¢ odpowiedniag homografie. W tym celu konstruujemy wspolng styczna
do obu okregow i wykreslamy na niej polokrag. Punkty przecigcia polokregu z linig laczacy
$rodki okregdw (a i b) sa wtedy symetryczne jednoczesnie wzgledem obu okregéw (dowod
pozostawiamy Czytelnikowi). Dla okregéw koncentrycznych punktami symetrycznyrmi
jednoczesnie wzgledem obu okregéw sa 0 i co. Homografig nalezy wigec dobraé tak, aby
przeksztalcala punkt a w 0, a punkt b w co. Jedyna taka homografia jest

F(z) =

z—b'

Mozemy teraz odgadna¢ potencjal pola wokol przewodnikow. Czgsé¢ rzeczywista funkciji

fIF@) = Vin =2 / for
z—b

spelnia, jak latwo sprawdzi¢, wszystkie warunki brzegowe.
Funkcja

F@) = z+¢€

przeksztalca pasek — m < y < = na cala plaszczyzne z wyjetymi polprostymi

— 0 < u < —1,v = +na. Czytelnikowi pozostawimy znalezienie na podstawie znanego
rozkladu pola w nieskoriczonym kondensatorze plaskim pola wokét kondensatora, ktorego
okladki sg polplaszczyznami.



Jednym z bardziej zaskakujacych rezultatow w mechanice
klasycznej jest twierdzenie o powrocie sformutowane w XIX w.
przez wybitnego matematyka, fizyka i filozofa francuskiego
Henri Poincarégo.
Dla przejrzystego sformutowania tego twierdzenia, jak tez i dla

- jego dowodu, konieczne jest przypomnienie kilku wlasnosci ruchu
w przestrzeni fazowej (Delta 1/1981).
Rozwazmy uklad czastek dziatajacych na siebie catkowicie
dowolnymi sitami. Jesli uklad ten ma f stopni swobody, to
podanie f wartosci wspolrzednych x,, ..., xy i f odpowiadajacych
im pedow p,, ..., py daje kompletna informacjg o jego stanie.
Nasuwa to mysl, zeby zmiany stanu ukladu w czasie rozwazac
w 2f wymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Przestrzen bedaca zbiorem punktow ¥ = (X1, ..., Xr. Py, .25 Ps)s
nazywana jest przez fizykow przestrzeniq fazowq. Kazdemu
mozliwemu stanowi ukladu odpowiada dokladnie jeden punkt
przestrzeni fazowej, a zmianom tego stanu w czasie przesuwanie
si¢ po krzywej (¢r) wyznaczonej przez 2f rownan ruchu. Krzywa
ta zwana trajektoria uktadu lezy na hiperpowierzchni wyznaczonej
przez rozdzielajace stale ruchu, takie jak catkowita energia
uktadu, catkowity ped (tylko dla uktadow izolowanych) lub
calkowity moment pedu (dla ukladow o symetrii obrotowej).
Ksztalt trajektorii zalezy oczywiscie od punktu startu (stanu
poczatkowego) na hiperpowierzchni, jednak zadne dwie
trajektorie (rozne stany poczatkowe) nie moga si¢ przecinac,
poniewaz przy zadanych warunkach poczatkowych rownania
ruchu maja tylko jedno rozwiazanie.
Mozemy wigc wyobrazac¢ sobie kazda trajektori¢ jako lini¢ pradu
fikcyjnej cieczy wypelniajacej przestrzen fazowa. Przeplyw cieczy
odpowiada ruchowi ukladu, a jej podstawowa cecha to
niescisliwos¢. Fakt ten stanowi tres¢ twierdzenia Liouville’a —
w przestrzeni fazowej objeto$é zachowuje sie w czasie ruchu ukladu.
Twierdzenie to, rownowazne rownaniom ruchu, jest chyba
najprostszym sposobem opisu ruchu ukladu wielu czastek.
Niech 2 oznacza dostepna przestrzen fazowa, tj. hiperpowierzchnig
stalych ruchu odpowiadajaca zespolowi tych stalych wyznaczonych
przez dane poczatkowe. Rozwazmy pewien zbiér 2, < 2
o objetosci #(f2,). Kazdy punkt ¢ zbioru £2, mozna przyjac za
stan poczatkowy ukladu. Wtedy £, bedzie obszarem zlozonym
ze wszystkich punktow yp(r). Twierdzenie Liouville’a orzeka, ze

B(820) = (8.

Mozemy teraz przystapi¢ do sformutowania rwierdzenia
o powrocie, Jedynym istotnym zalozeniem tego twierdzenia jest
zadanie, by dostepna przestrzen fazowa ukiadu miala skornczona
objetosé. Do spelnienia tego zalozenia wystarczy na przyklad
ograniczenie si¢ do hiperpowierzchni stalej energii (ukfad
izolowany).

&

Niech teraz 95 bedzie punktem poczatkowym

trajektorii v(r). Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 istnieje czas T,
po ktorym punkt () znajdzie si¢ powtornie w poblizu g

w odleglosci mniejszej niz e. Twierdzenie to jest spelnione dla
wszystkich punktow poczatkowych poza zbiorem o zerowej
objetoscei.

Mowiac mniej precyzyjnie, o ile nie mamy pecha i nie wybierzemy
zle punktu startowego, to trajektoria po pewnym skofczonym
czasie powroci dowolnie blisko punktu startowego.

Dla dowodu rozwazmy podzbior 4 dostgpnej przestrzeni fazowej.
Niech objetos¢ tego podzbioru bedzie wieksza od zera a jego
$rednica mniejsza od e. Pokazemy, ze objgtos¢ zbioru B tych
punktow A, ktore nigdy nie powracaja do A, jest rowna zeru.

Z definicji zbioru B wynika, ze musi istnie¢ czas 7, po ktorym
zbior B catkowicie ,,oderwie si¢” od zbioru 4, tj. Br n 4 = O.
Przyjrzyjmy sig teraz historii zbioru B w chwilach 0, =, 27, ... Nt.
Wszystkie zbiory Byr, n = 0, 1,2, ..., N s3 rozlaczne.

Zalozmy, ze tak nie jest i

7 € Bpr N Bme,  gdzie n > m.

Jesli teraz cofniemy sie wzdluz trajektorii, do ktorej nalezy punkt
% o m krokdéw wstecz w czasie, to z jednej strony powrdcimy do
zbioru B < A a z drugiej do zbioru Bn—m)r. Poniewaz jednak
trajektorie nie moga si¢ przecinaé, punkt, do ktérego w ten
sposob dojdziemy bedzie punktem wspolnym zbiorow A i Bin—m)z,
co przeczy definicji zbioru B.

Mamy wiec N rozlacznych zbioréw By, o tej samej objetosci.
Gdyby objetoéé¢ ta byla wieksza od zera, to ich calkowita objgtosc
przekroczytaby dla pewnego NV objetosc dostgpnej przestrzeni
fazowej. Objetos¢ zbioru B musi wigc by¢ rowna zeru.
Twierdzenie Poincarégo jest Zrodlem jednego z najistotniejszych
paradoksow fizyki — paradoksu Zermelo. Termodynamika
traktuje wszystkie rzeczywiste procesy jako procesy nieodwracalne,
czego wyrazem jest zasada wzrostu entropii. Tymczasem zgodnie
z twierdzeniem Poincarégo moze si¢ zdarzyc¢, ze gaz poczatkowo
wypelniajacy polowg naczynia, po rozprezeniu, z powrotem skupit
sie w tej samej potowie. ;

Paradoks ten rozwigzano w fizyce statystycznej przez dopuszczenie
mozliwoéci samorzutnego przejicia ukladu ze stanu rownowagi

do stanu nierownowagi z jednoczesnym zmniejszeniem sig¢ entropii
uktadu. Im wigksza jest jednak taka fluktuacja, tym mniejsze jest
prawdopodobienstwo jej wystgpienia. Jezeli §redni czas, jaki
uplywa miedzy kolejnymi identycznymi fluktuacjami (czas
powrotu), jest duzo wigkszy od czasu obserwacji ukfadu, to

(na ogdh) nie zdazy on powrdci¢ do poczatkowego stanu
nieréwnowagi i proces bedzie mial (na ogo6l) charakter
nieodwracalny.

Okazuje sie, ze czas powrotu dla ukladu N czastek jest rowny

w przyblizeniu iloczynowi eV i czasu charakterystycznego ukladu,
co w przypadku jednego mola gazu daje niewyobrazalnie diugi
czas e10?? - 10235 — duzo, duzo dluzszy od czasu zycia
Wszechswiata.



Regulamin konkursu uczniowskich prac
z matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i Redakcje miesiecznika ,,Delta”, przy poparciu Ministerstwa O$wiaty

i Wychowania.

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typow szkot,

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finatu.

4. W elirninacjach bierze udziat kazdy uczen, ktory w terminie do dnia 1 maja przesle pod
adresem Redakcji,,Delty™ jeden egzemplarz swojej pracy maturalnej lub innej pracy
matematycznej. Do pracy nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora,
klasa, nazwe i adres szkoly, imig, nazwisko i adres nauczyciela — opiekuna pracy.

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i petna informacje o zrodlach, z ktorych
korzystat jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczane do finalu konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione przez Komisj¢ Konkursu i kompetentnych
recenzentow. Te sposrod prac, kiore spelniaja warunki konkursu, zostang przedstawione Jury
Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finatu, ktory odbedzie sig w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostang przestane autorom prac oraz
nauczycielom — opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.

8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie¢ ich pracami otrzymuja od Zarzadu Glownego PTM
zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygtoszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie diuzej niz 15 minut) i wzigciu udzialu w dyskusji

na temat, ktéremu poswiecona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprocz merytorycznej
wartosci pracy, rowniez samodzielnos¢ i oryginalno$¢ ujecia tematu oraz przebieg referatu

i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody pienigzne
fundowane przez Ministerstwo Os$wiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wynikow finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrot zwycigskiej pracy beda opublikowane w miesigczniku ,,Delta™.
13, Komisj¢ Konkursu oraz Jury tego Konkursu powoluje Zarzad Glowny PTM na wniosek
Komitetu Redakcyjnego ,,Delty™,

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 280. Podac przyklad trojkata na plaszczyznie hiperbolicznej, na ktérym nie mozna opisaé
okreggu.

Rozwigzanie na str. 11

M 281. Poda¢ przyktad okregu na plaszczyznie hiperbolicznej, na ktorym nie mozna opisaé
trojkata.

Rozwiazanie na str. 14

M 282. Podac przyklad takiej pary trojkatow ABC i A'B°C’ na plaszczyznie eliptycznej,

2e AB= A'B’, BC = B'C’, AC = A'C’ a trojkaty ABC i A’B'C’ nie sa przystajace.
Rozwigzanie na str. 11

Wskazowek do zadan nalezy szuka¢ w numerze.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 104. Przez niewielki otwor wnika do sfery, wzdluz jej $rednicy, promien $wietlny. Poréwnaé
oswietlenia poszczegolnych punktow wnetrza sfery, przy zalozeniu (niemozliwym do spelnienia
w praktyce), ze jej wewngtrzna powierzchnia nie pochlania swiatla i rownomiernie je rozprasza.
Rozwiazanie na str, 2

F 105. Przez cienki papier (np. pergamin) scisle przylegajacy do ksiazki mozna bez trudu
odczytywac tekst. Nie udaje si¢ to natomiast, gdy papier zostanie nieco odsunigty od tekstu.
Dlaczego?

Rozwiazanie na str, 15
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