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Zostala zapoczatkowana przez Dorów (= Starozytni Grecy). I, poniewaz jestesmy ich
kulturowymi i cywilizacyjnymi potomkami, uwazana jest powszechnie za te "zwykla"
i "naturalna". Znamy ja, zanim zaczniemy sie czegokolwiek uczyc - juz w pierwszej klasie
dzieci starannie pisza w zeszytach "takie same" litery jak pani na tablicy, choc przeciez smaruja
obrazek 20 razy mniejszy. A mozliwosc rysowania w skali jest charakterystyczna dla geometrii
euklidesowej i oddala Europejczykom wielkie uslugi w technice i podbojach chocby. Powszechnie
poslugujemy sie prostokatem i wiemy, ze nie ma prostych prostopadlych do nich samych.

Wymienione trzy wlasnosci calkowicie odrózniaja geometrie euklidesowa od innych (uprawianych).
Nie bedziemy sie nad ta geometria rozwodzic, bo sadzimy, ze Czytelnicy ja znaja. Podobnie,
jak 'wiedza, co to sa liczby rzeczywiste i ze w kartezjanskim ukladzie wspólrzednych na
plaszczyznie odleglosc punktów (x, ,X2) i (y, ,Y2) wynosi

V(X,_y,)2+(X2-Y,)2,

zas prostopadlosc wektorów [XI ,X2] i [y, ,Y2] to zaleznosc ta sama, co

GeometTla Bolyal l ObaCle

Pisalismy o niej w Delcie 10/1975. Warto

zajrzec tez do ksiazki Stefana Kulczyckiego
"GeomC'/ria nieeuklil/C'sowa".

Jnne modele sa opi~ane w artykule

"Jak wyglada swiat geometrii
Bolyai~Lobaczewskiego" .

ma'date powstania (ok. 1830) i odkrywców (Janos Bolyai"- 1832, Mikolaj Lobaczewski - 1829),
choc byla uprawiana juz stulecie wczesniej. Wziela sie z rozwazania koniecznosci umieszczenia
w aksjomatyce geometrii euklidesowej tzw. Y postulatu - byla wiec poczatkowo tworem czysto
intelektualnym. Obecnie traktowana jest równorzednie z euklidesowa jako jeden z mozliwych
(i uzywanych przez fizyków i astronomów) sposobów opisu realnej przestrzeni.

Nie dopuszcza istnienia prostokatów, istnieja w niej trójkaty,. na których nie da sie opisac
okregu, trójkaty o odpowiednio równych katach okazuja sie przystajace, z sumy tych katów
mozna obliczyc pole, proste równolegle zblizaja sie asymptotycznie do siebie itd. itp.

Gdyby ktos chcial samodzielnie sie z nia zapoznac np. w przypadku dwuwymiarowym,

polecamy eksperymenty z modelem Kleina. Jest to obiekt zbudowany na plaszczyznie
euklidesowej i majacy te same wlasnosci, co plas7.czyzna Bolyai - Lobaczewskiego. Punkty
modelu Kleina, to punkty wnetrza euklidesowego kola jednostkowego, proste - to cieciwy tego
kola. Kilka innych pojec okreslimy za pomoca rysunku: proste lezace tak jak k i I - to
równolegle, tak jak k i m - nad równolegle, tak jak k i n (uwaga na zielone linie) - prostopadle.
Dla stwierdzenia, czy wszystko jest jasne, prosze sprawdzic, ze dwie rózne proste maja wspólna
prostopadla wtedy i tylko wtedy, gdy sa nadrównolegle. A takze: dowolny kat ma prosta
zagradzajaca tj. prosta równolegla do obu jego ramion. Gdyby ktos chcial miec jeszcze
odleglosc, niech poszuka w artykule "Geometria na plaszczyznie afinicznej".
Tu podamy tylko jeszcze warunek na to, by wektory [x" X2] i [y., Y2] w zwyklym kartezjanskim
ukladzie wspólrzednych (poczatek ukladu w srodku kola) byly prostopadle:



Pisalismy o niej w Delcie 1/1977 i 2/1977
(autorem tego ostatniego artykulu byl
Albert Einstein). Warto tez zajrzec do
ksiazki H.S.M. Coxetera "WslfP do
geometrii dawnej i nowrj".

dl-"

dt.

Inny (choc ni~ bardzo) model jest opisany
w artykule .Geometria na sferzeH•

Geometria eliptyczna

tez ma date narodzin (ok. 1860) i ojca (Bernhard Riemann) - tym razem bez zadnych
zastrzezen. W tej geometrii kazde dwie rózne proste przecinaja sie w jednym punkcie. Nie ma
wiec ani równoleglych, ani nadrównoleglych. Sa w niej prawdziwe wymienione wyzej wlasnosci
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, w których nie bylo mowy o równoleglych i nadrównoleglych
z jednym wyjatkiem - analogicznie jak w euklidesowej na trójkacie mozna opisac okrag.

Ponadto np. prosta nie rozcina plaszczyzny eliptycznej, a trzy dziela plaszczyzne nie na 7 (jak
w obu wymienionych wyzej) lecz na 4 czesci.

Mozna sobie plaszczyzne eliptyczna wyobrazic, choc nie ma ona naturalnego modelu ani na
plaszczyznie, ani nawet w przestrzeni euklidesowej. Wezmy mianowicie pólsfere w przestrzeni
euklidesowej (mniej wiecej to co widac patrzac na sfere) i niech prostymi beda na niej pólokregi
wielkie. Zeby nasza plaszczyzna eliptyczna nie miala brzegu, "sklejmy" (utozsammy) konce tych
pólokregów (nie da sie tego fizycznie zrobic nie zlepiajac ich w jedno, ale w wyobrazni mozna).

Odleglosc mierzmy wzdluz "prostych" (oczywiscie mniejszy z dwóch odcinków, nawet jesli ten
mniejszy zawiera sklejenie) zwyczajnie, np. nitka. Katy tez bedziemy mierzyc zwyczajnie.
l model gotowy.

Jezeli nasza plaszczyzna eliptyczna powstala ze sfery jednostkowej (majacej srodek w poczatku
zwyklego przestrzennego kartezjanskiego ukladu wspólrzednych), to prostopadlosc wektorów
[XI, X2, X3] i [y" Y2, Y3] bedzie sie wyrazala wzorem

XIYt +X2J'2+X3Y3 = o.

,elln na Mm \\, kieg

Pisalismy o niej w Delcie l2/1979 wlasnie
z okazji szczególnej teorii wzglednosci.

czyli czasoprzestrzen. Tym samym podalismy i date i autora - Hermann Minkowski opracowal
w 1903 r. te teorie dla scislego matematycznego ujecia szczególnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina. Wlasnosci linii prostych w tej geometrii nie róznia sie od euklidesowych. Natomiast
we wszystkich wzorach dotyczacych prostopadlosci, czy odleglosci nalezy przed wspólrzedna

"czasowa" dodac "jednostke urojona" czyli y=T. Dla przykladu wiec na plaszczyznie
Minkowskiego (jeden wymiar geometryczny, jeden "czasowy") odleglosc punktów (x, ,X2)

i (y, • Y2) wyrazi sie wzorem

y' (x, - y.)2 - (X2 - Y2)2

a prostopadlosc wektorów [x" X2], [YI, Y2]

x,y, -X2Y2 = o.

Natychmiast stwierdzamy stad, ze wektor [I, I] jest sam do siebie prostopadly (fachowo:
izotropowy)! Prosta o kierunku izotropowym tez jest tak nazywana. Na rysunku izotropowe
sa wiec proste kin. Proste /1 i /2 sa prostopadle, jak tez proste mI i m2' Ogólnie kazde proste
polozone (euklidesowo) symetrycznie wzgledem prostych izotropowych sa prostopadle (i na
odwrót: kazde prostopadle tak leza). Mimo to na plaszczyznie Minkowskiego istnieja prostokaty.

Jest powszechnie wiadomo, ze pierwsze dwie sposród wymienionych geometrii maja wspólna

b.udzo obfita w twierdzenia czesc zwana geometria absolutna (z dobra dokladnoscia to, co

wynika z pierwszych czterech postulatów Euklidesa). Trzy pierwsze sa ·zebrane razem w artykule
"Geometrie na rozmaitosci". A cztery? Jesli je nieco rozszerzymy i tu znajdzie sie pokazna
czesc wspólna.

Przede wszystkim tytulowa wlasnosc - jednorodnosc. Otóz otoczenia dowolnych punktów
(w kazdej z rozpatrywanych plaszczyzn) niczym sie nie róznia. Po drugie - prostopadlosc
w kazdej z nich wyraza sie przez pierwiastki wielomianu stopnia 2. "Po trzecie" raczej nie
ma - ich (znów tytulowa) popularnosc wynika z wyzej podanych wlasnosci: Fizycy, czy
astronomowie lubia po prostu wyobrazac sobie otaczajacy swiat jednorodnie tak dlugo jak to
sie tylko da zrobic.

- ( 1.) Ol\iI: MAJA

CI} MOGA MIE{

SPOl~I-.GO

')pOL l\iHJO



Jest to pierwsza publikacja na ten temat.
Szkoda. ze tak pobiezna.

Tu zdecydowanie nalezy gdzies zajrzec.
Np. do Delty 12/1980.

Geometrie rzutowo-metryczne

Wypada tu najpierw przypomniec (zasugerowac), co to jest przestrzen (w szczególnosci
plaszczyzna) rzutowa. Powstaje ona przez dolaczenie do kazdej prostej euklidesowej nowego
punktu zamykajacego nasze proste w "okregi", przy czym do prostych równoleglych dolaczamy
ten sam punkt. W przypadku plaszczyzny umawiamy sie jeszcze dodatkowo, ze te nowe punkty
tworza (jedna) nowa prosta.

Ktos moze zauwazyc, ze to wlasciwie tak samo, jak w geometrii eliptycznej, i ze ta pólsfera,
to model geometrii rzutowej. Slusznie! Tyle, ze geometria eliptyczna jest bogatsza od rzutowej,
gdyz jest w niej mowa nie tylko o prostych, lecz takze o prostopadlosci, o odleglosci.

Pytanie, czy nie mozna by bylo w geometrii rzutowej tak okreslic prostopadlosci, by na jej
"starych" punktach byla to prostopadlosc euklidesowa? Albo Minkowskiego? Mozna.
Wystarczy zachowac stary wzór na prostopadlosc. Wówczas nowa prosta bedzie prostopadla
do wszystkich innych (do siebie zreszta tez) - bedzie osobliwa.

A w przypadku Bolyai-Lobaczewskiego? Model Kleina lezy na plaszczyznie euklidesowej, ta
z kolei ... No dobrze, a co z prostopadloscia? Jesli bez uprzedzen przyjrzec sie rysunkowemu
przepisowi, to bedzie on dzialal na calej plaszczyznie rzutowej. A co ze wzorem?

Tu znów uwaga na boku - w geometrii rzutowej do wspólrzednych starych punktów dopisuje
sie jeszcze jedna, równa I i za wspólrzedne punktu uwaza sie cala klase trójek proporcjonalnych
do otrzymanej, zas nowe punkty maja te dodatkowa wspólrzedna równa zero. Wzór na
prostopadlosc w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego przyjmuje wtedy postac

l tak mozemy uprawiac cztery wymienione geometrie lacznie, jako te, które maja prostopadlosc
wyrazajaca sie przez pierwiastki wielomianu jednorodnego (wzgledem obu wektorów) stopnia 2,
nie redukowalnego do jednomianu. Bo algebra poucza, ze kazdy inny sprowadzimy przez zmiane
ukladu wspólrzednych do jednej z podanych wyzej postaci.

CZY TO NIE SZTUCZNE

Symetria nazwiemy homologie harmoniczna o srodku A i osi a spelniajacych warunek

AA Eb ~ aJ. b.
b

Okazuje sie, ze nie. Oto przyklad czegos wspólnego dla tak rozszerzonych geometrii. Wezmy pod
uwage punkt A i nie przechodzaca przez niego prosta a. Dla dowolnego punktu P (róznego
od A i nie na a) oznaczmy przez P punkt przeciecia prostej AP z a, oraz przez P' czwarty
harmoniczny do APP - czyli taki, dla którego da sie narysowac taka figure jak na rysunku
(odleglosci nie odgrywaja roli - wazne jest tylko przecinanie sie prostych). Ciekawe, ze taki

punkt P' jest dokladnie jeden. Homologia harmoniczna o srodku A i osi a nazywamy
nastepujace przeksztalcenie rp:

rp(P) = {;,
gdy P = A v P E a

gdy P # A 1\ P i a.

l wówczas kazda izometria (w kazdej z czterech, ale rozszerzonych geometrii) jest zlozeniem dwóch
symetrii.

CIEZKO BYLO, ALE

warto sprawdzic, czy sie wie, o co chodzi. W tym celu proponujemy zastanowienie sie nad dwoma
zadaniami:

l. Wykazac, ze takie symetrie w rozszerzonej plaszczyznie euklidesowej to zwykle symetrie
osiowe, badz srodkowe.

2: Skoro tak, to dlaczego nie umiemy rysowac obrazów symetrycznych sama linijka? A czy
umiemy sama ekierka?

3



Powinowactwo osiowe. Na rysunku a) mamy
- l < A < O, na b) zas i. > I.
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Geometrie na plaszczyznie afinicznej

PLASZCZYZNA ArlNICZNA

Jezeli na "zwyczajnej" plaszczyznie euklidesowej bedziemy brali pod uwage tylko stosunki
liniowe, to tak okreslona dwuwymiarowa przestrzen bedzie (z definicji) plaszczyzna afiniczna.
Czy warto ja odrózniac od plaszczyzny euklidesowej? Czym sie one róznia? Przede wszystkim
na plaszczyznie afinicznej jest wieksza "swoboC:a ruchów": kazde przeksztalcenie
przeprowadzajace proste na proste (czyli afiniczne) nic w tej plaszczyznie nie zmienia (jest
automorfizmem). Wszystkie takie przeksztalcenia mozna otrzymac przez skladanie powinowaclw
osiowych. Sa to przeksztalcenia okreslone przez podanie prostej (os), kierunku róznego od kierunku
osi i róznej od zera liczby rzeczywistej (stosunek) w nastepujacy sposób:
Powinowactwo (k, [I], A.) jest (jedynym) przeksztalceniem rp spelniajacym warunki
- proste przechodza na proste,
- jesli A E k, to rp(A) = A,

- jesli A '" k, to prosta Arp(A)ma kierunek [I],
- jesli prosta Arp(A) przecina k w punkcie P, to rp(A)P = A' AP.

Latwo zauwazyc, ze (tw. Talesa) na kazdej prostej przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny jest
podobienstwem. Oczywiscie dla róznych prostych skale tego podobienstwa moga byc rózne (ale
dla prostych równoleglych sa takie same - prawda ?). W szczególnosci warto zapamietac, ze:
Przeksztalcenia afiniczne zachowuja stosunek podzialu odcinka (w szczególnosci srodek).
Analitycznie przeksztalcenia afiniczne to dokladnie wszystkie przeksztalcenia postaci

[x = IY.X+PY+/l

ty = yx+by+1'

spelniajace warunek

'((elf,)

~\cJt. ~'((.l.,)
..},

Jesli O jest srodkiem A'I (Bl i B<p(A), to 'I jest

przesunieciem.

Metryka e (sposób mierzenia odleglosci)

jest zgodna z aana struktura liniowa, jesli
spelnia warunek: punkty A, B, C leza na
j(·(Jnej pros/ej wtedy i tylko wtedy, gdy

Q(AB)+Q(BC) = Q(AC) lub Q(BC)+Q(CA) =
= Q(BAl lub Q(CAl + Q(AB) = Q(CBJ.

Plaszczyzna afiniczna z metryka
Minkowskiego nie ma nic (poza autorem)
wspólnego z opisana w innej czesci numeru
plaszczvzna Minkowskiego

Odcinki AB i CD maja te sama dlugosc

Minkowskiego (wyznaczona przez obranie

krzywej el. Konkretnie Qc(AB) ~ Qc(CD) ~ 3.

IIY. PI oj. O." ,)

Na plaszczyznie af(nicznej wielu obiektów nie da sie odróznic - np. elipsy od okregu (bo daja
sie afinicznie nalozyc - prawda ?). Podobnie nie umiemy okreslic np. obrotu. Ale mozemy
wyróznic symetrie srodkowe i przesuniecia (oczywiscie - jest przeciez zachowany srodek) .

PLASZCZYZNY L1NIOWOMFTRYCZNE

Jezeli na plaszczyznie afinicznej podamy jakis sposob mierzenia odleglosci, zgodny z jej struktura
liniowa, to otrzymana w ten sposób plaszczyzna bedzie liniowometryczna.

Pytanie o wskazanie wszystkich mozliwych plaszczyzn liniowometrycznych zostalo rozwiazane
w 1905 roku przez G. Hamela. W mysl tego, co zostalo napisane wyzej stosunki odcinków jednej
prostej sa w kazdej z mozliwych metryk takie same ..Róznych sposobów obrania metryki jest
(jak sie okazalo) nieskonczenie wiele. Tutaj wymienimy dwa sposoby, pochodzace od
H. Minkowskiego iD. Hilberta.

METRYKI MINKOWSKIEGO

Wezmy pod uwage krzywa zamknieta i mocno wypukla, to znaczy nie zawierajaca odcinków
i lezaca po jednej stronie kazdej prostej majacej z nia (dokladnie) jeden punkt wspólny. Niech
dodatkowo nasza krzywa c ma srodek symetrii O (wlasnosc afiniczna). Odleglosc A i B na
plaszczyznie okreslimy w nastepujacy sposób:
- przesuwamy B o wektor AG i otrzymujemy punkt B',
- znajdujemy punkt P przeciecia krzywej c z pólprosta OB',
- (lc(AB) okreslamy jako stosunek OPdo alf.
Taka metryke nazywamy metryka Minkowskiego.

Geometria liniowometryczna z metryka Minkowskiego - LMM - nazywa sie teorie wszystkich
plaszczyzn powstalych w wyzej opisany·sposób. Dla róznych krzywych otrzymujemy rózne
plaszczyzny. W geometrii LMM jest jednak (mimo ogólnosci) duzo twierdzen. Przytoczymy dwa:
Równolegiobok ma przeciwlegle boki tej samej dlugosci.
Wszystkie okregi sa jednokladne (a wiec jednokladne z krzywa c, bo to przeciez okrag

jednostkowy).
Kazdy z Czytelników moze sam znajdowac dalsze twierdzenia.
Szczególny przypadek plaszczyzny LMM, mianowicie gdy krzywa (' jest okregiem, to oczywiscie
(zwyczajna) plaszczyzna euklidesowa. Nic wiec dziwnego, ze kazde z twierdzen geometrii LM M
jest twierdzeniem geometrii euklidesowej. Nje jest jednak na odwrót - sa takie plaszczyzny
LMM, ze dla niektórych prostych na nich nie istnieje symetria osiowa (np. gdy krzywa (' jest
taka jak na rysunku - prosze sprawdzic).
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Plaszczyzna afiniczna /. metryka Hilherta nic

mu nic (pOLi.! autorem) wspólnego ze znana

skadinad pucstucniq Hilhcrt<l.

(hkinki AB i CD maj;, t~ sam:1 dlugo"

Ililhcrta (\\'~..7nao()Jl;! 1)r7CZ obranie krzywej c).

METRYKI HJLBERTA

Znów wezmy pod uwage krzywa zamknieta i mocno wypukla c. Nie bedziemy tym razem
zadali, by miala ona srodek symetrii, ale tez podana nizej metry(--,aHilberta nie bedzie okreslona
dla calej plaszczyzny, a tylko dla wnetrza obranej krzywej. Robi sie to tak:
- znajdujemy punkty Pi Q przeciecia prostej AB z krzywa c,
- ~najdujemy iloraz stosunku podzialu odcinka PQ punktem A przez stosunek podzialu
odcinka PQ punktem B,

- Il(AB) okreslamy jako wartosc bezwzgledna logarytmu tego ilorazu.
W ten sposób mozemy zmetryzowac dowolna mocno wypukla i ograniczona figure na
plaszczyznie afinicznej.
Geometria liniowometryczna z metryka Hilberta - LM H - nazywa sie teorie wszystkich tak
otrzymanych obiektów (plaszczyzn LM H). Plaszczyzn LM H jes t wiele i sa bardzo rózne. Kazdy
z Czytelników moze spróbowac poszukac twierdzen geometrii LM H. Wszystkie te twierdzenia
beda twierdzeniami geometrii Bolyai-Lobaczewskiego, bo gdy krzywa c jest okregiem, to
plaszczyzna LM H okazuje sie (zwyczajna) plaszczyzna Bolyai-Lobaczewskiego.

KO~ K \..;RS - buduiemy symetrograf

Wszyscy znamy prosty przyrzad kreslarski zwany pantografem. Sklada sie on z czterech listewek

polaczonych przegubowo tak, jak to pokazuje rysunek. Gdy punkt O unieruchomimy,
punkt A' bedzie w kazdym polozeniu pantografu obrazem punktu A przy pewnej jednokladnosci
(u nas w skali 2) wzgledem punktu O. Zmieniajac polozenie listewek tak, jak to pokazuje
nastepny rysunek, mozemy latwo uzyskac inne skale jednokladnosci. Przyrzad nasz umozliwia
wiec latwe przerysowywanie danego rysunku w dowolnej skali.

AB ~ B'C ~ BC = AB' = OB = A'[j'

i A'B'C sa wspólliniowe. Stad ABIIB'C,
-j:OBA = -j:OCA' i c,OBA - c,OCA'.
Wobec tegQ OAA' sa wspólliniowI;:
DA': OA = OC: OB = 2.

Errata
W numerze IOJl981 VI komenLH.lu

redakcyjnym do artykulu dr Zbigr;ie ...•..~1

Sawonia • ,O iteracji przejsc gramcznych"

podalismy nieprawdzl ••••.e twierdLeni~.

Oto popr,p •.•.·na wersja; Jezeli szereg funkcyjny
co

L 1~I(X) jest zbiezny, funkcje j~
n=O

rózniczkow;dne, a szereg pochodnych
OJ

L f :t-"r) jest zbiezny jednostJjnie
fi O

"' pewnym otoczeniu punktu x, to pochodna
00

sumy szereh,U L fn(x) istnieje i jest suma
II -o

pochodnych skladników.

Przepras7amy dr Sawonill i naszych
Czytelników.

OA.4' sa wspólliniowe i OA': OA = OC: OB = A'C: B'C.

Pora na zadanie konkursowe: proponujemy Wam, Czytelnicy, zastanowienie sie nad budowa
symelrogra[u, czyli takiego mechanizmu przegubowego, który przy unieruchomieniu jednego lub
wiecej punktów i przesuwaniu ustalonego punktu po danej figurze rysuje innym punktem jej
obraz przy symetrii wzgledem danej prostej. Przyrzad nie moze zawierac polaczen innych, niz
przegubowe, w szczególnosci wykluczamy polaczenia suwakowe.
To ostatnie zastrzezenie jest uzasadnione tym, ze o ile dostatecznie precyzyjne polaczenie
przegubowe mozna uzyskac laczac listwy zwyklym gwozdziem, o tyle wykonanie suwaka
(prostowodu) jest juz trudnym zadaniem mechanicznym.
Praca konkursowa powinna zawierac projekt symetrografu z dowodem poprawnosci jego
dzialania oraz dzialajacy model urzadzenia. Obie czesci pracy beda oceniane oddzielnie.
Nie proponujemy zadania nierozwiazalnego. Redakcja zna symetrograf skladajacy sie z 18
listewek. Czy mozna go uproscic - to juz zechca nam powiedziec uczestnicy konkursu.
Prace konkursowe oceniac bedzie jury w skladzie
I. dr Jerzy Bednarczuk
2. dr Marek Kordos

3. dr Krzysztof Prazmowski

Termin nadeslania prac: l marca 1982 roku.
Za najlepsze prace przyznane beda nagrody. Najlepsza konstrukcje opiszemy w "Delcie".
Zachecamy do wziecia udzialu w konkursie.
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Geometrie
. ,.

na rozmaltoscl

Krzywizna to, mówiac obrazowo.

odwrotnosc promienia okregu najlepiej

w danym punkcie przylegajacego do

krJ'ywej. Dokladniej mozna o tym przeczytac

np. w Delcie 12/1980 i 1/1981.

Jesli warunek zupelnosci zastapic

warunkiem zwartosci, a wiec domknietosci
i ograniczonosci, to rozmaitosc bedzie

powierzchnia. (por. Delta 1/1981).

Dokladnie o geodezyjnych - Delta 2/1981.

Inny sposób 'okreslenia kr,zywizny Gaussa

mozna znalezc w Ddcie 12/1980.

Warto to skonfrontowac z artykulem
"Geometria na sferze"
i "Najregularniejsze i ...".

Rozmaitosc dwuwymiarowa (tylko o takich bedziemy mówic) okreslimy nastepujaco: jest to
a) przestrzen metryczna (a wiec dowolnym dwu jej punktom p i q jest przyporzadkowana
liczba rzeczywista nieujemna e(pq) tak, ze sa spelnione warunki

e(ab) = o- a = b,

e(ab) = e(ba),

(!(ab)+(!(bc) ;;> e(ac»,

b) lokalnie homeomorficzna z plaszczyzna euklidesowa (a wiec dla dowolnego punktu p i dla
malej liczby r zbiór Kp = {a: (!(ap) < r} mozna przeksztalcic na wnetrze kola euklidesowego
w sposób ciagly i to tak, ze przeksztalcenie odwrotne tez bedzie ciagle),
e) spójna (czyli w jednym kawalku).
Rozwazane tu beda tylko rozmaitosci gladkie, przez co rozumiec bedziemy, ze homeomorfizmy,
o których jest mowa w punkcie b, sa ze soba zgodne w tym sensie, ze dla punktów zbioru
K,J1Kq homeomorfizm dla Kp da sie uzyskac z homeomorfizmu dla Kq przez zlozenie z funkcja
dowolna liczbe razy rózniczkowalna. Dzieki temu bedziemy mogli na rozmaitosci mówic
o krzywych (przeciwobrazach krzywych rysowanych kawalkami na kolach euklidesowych)
i o dlugosciach tych krzywych, stycznych do nich, ich krzywiznie itd.
Bedziemy zadali takze, by rozmaitosc byla zupelna, a wiec by spelniala warunek:
jesli ciag (a.) ma wlasnosc Cauchy, tj.

1\ V 1\ n, m > N -+ (!(a.a,.,) < c,
E >0 Ar n, III

to ma granice nalezaca do rozmaitosci.
Na rozmaitosci bedziemy prostymi nazywac geodezyjne, a wiec linie, dla bliskich punktów,
naj krótsze z laczacych te punkty i lezace na rozmaitosci. Jesli rozwazymy wszystkie geodezyjne
przechodzace przez dany punkt p, to da sie ustalic wsród ich krzywizn najwieksza i najmniejsza.
Ich iloczyn nazywamy krzywizna Gaussa rozmaitosci w punkcie p (prosze sprawdzic, ze juz
w mysl tak niedoskonalej definicji mozna stwierdzic, ze np. sfera ma w kazdym punkcie
krzywizne dodatnia, plaszczyzna - zerowa, a siodlo - ujemna).
Zauwazmy jeszcze, ze na tym samym zbiorze mozna okreslic rózne rozmaitosci - mianowicie
róznie okreslajac odleglosc.! tak inna rozmaitosc tworzy plaszczyzna z metryka euklidesowa,
a inna ta sama plaszczyzna z metryka okreslona w taki sposób: bierzemy model Kleina
plaszczyzny Bolyai-Lobaczewskiego i przeksztalcamy go na cala plaszczyzne za pomoca funkcji

I
f«x,y» = (x,y)' 1-lIx2+y2

umawiajac sie, ze odleglosc AB jest równa odleglosci f-l (A)f-l (B) w modelu Kleina.
Ta druga rozmaitosc ma krzywizne ujemna (ustalenie tego jest trudnym, ale wykonalnym
zadaniem), pierwsza zas - zero.
Geometria gladkich i zupelnych rozmaitosci jest nazywana geometria Riemanna i stanowi

geometryczne narzedzie ogólnej teorii wzglednosci. Nizej zajmiemy sie tymi jej szczególnymi
przypadkami, które sa jednorodne (otoczenia wszystkich jej punktów sa takie same). Oczywiscie
musza one miec te sama krzywizne w kazdym punkcie. Warunek ten okazuje sie byc równiez
warunkiem wystarczajacym na to, by rozmaitosci byly jednorodne.

Geometrie Riemanna o stalej krzywiznie

Wyzej podalismy przyklad dwóch rozmaitosci okreslonych na tym samym zbiorze. Tutaj podamy

odpowiedz na pytanie, na jakich zbiorach mozQa okreslic rozmaitosc o stalej krzywiznie.
Krzywizna dodatnia. Latwo zauwazyc, ze sa dwie takie rozmaitosci. Mianowicie sfera z naturalna- .. l
metryka i plaszczyzna eliptyczna, ta na pólsferze. Obie maja krzywizne równa -, gdzie R jest

R2

promieniem sfery, czy odpowiednio pólsfery. Ciekawe natomiast, ze kazda inna rozmaitosc
o stalej krzywiznie dodatniej jest równowazna (ma te same wlasnosci), z jedna z wymienionych.
Krzywizna zerowa. Takich jest (z dokladnoscia do równowaznosci) piec. Oczywiscie jedna z nich
jest plaszczyzna z metryka euklidesowa. A oto jak otrzymac pozostale cztery.

&



2 - torus i 3 - torus.3 - walec i 4 - walec.

Pas (nieskonczony) sklejamy w walec. Oczywiscie po sklejeniu krzywizna jest taka jak przed,
gdyz zadna odleglosc na powierzchni sie nie zmienila, a za pomoca odleglosci da sie ustalic
krzywizne.

Albo taki sam pas sklejamy we wstege Mobiusa. Jesli przyjmiemy umowe, co do odleglosci taka
sama, jak przy przeksztalceniu modelu Kleina na cala plaszczyzne (patrz wyzej), to i tu uzyskamy
krzywizne zero, gdyz odleglosci nie beda zmienione.

~Klejajac z kolei prostokat w torus lub w butelke Kleina, z analogiczna umowa jak przy wstedze
M6biusa uzyskamy ostatnie dwie rozmaitosci o krzywiznie zerowej.
Krzywizna ujemna. Tu mamy nieskonczenie wiele mozliwosci. Jest wsród nich plaszczyzna
z metryka uzyskana wyzej z modelu Kleina. Pozostale mozliwosci to miedzy innymi wszystkie
/I torusy (dla II > I) i II walce (dla II > 2).

I tu warto zajrzec do DelIi 1/1981.

Geometrie eliptyczna, paraboliczna i hiperboliczna

Inaczej o tym samym - Delta 7/1975.

Jezeli zazadamy od rozmaitosci, aby nie tylko miala stala krzywizne, lecz takze by przez jej
dowolne dwa rózne punkty przechodzila dokladnie jedna prosta (= geodezyjna), wówczas
w kazdej z trzech rozpatrzonych wyzej grup pozostanie po jednej rozmaitosci. Odpowiednie
geometrie nosza wlasnie nazwy stanowiace tytul tego fragmentu. Jak widac geometria
paraboliczna miala juz przed Riemannem nazwe - to geometria euklidesowa. Podobnie
hiperboliczna - to geometria Bolyai-Lobaczewskiego.
Jesli pq;ez defekt trójkata -t1(ABC) - bedziemy rozumieli róznice :n i sumy rozwartosci jego
katów, to w kazdej z wymienionych plaszczyzn mamy t1(ABC) = K· SABC,

gdzie K jest krzywizna Gaussa tej plaszczyzny.
A oto np. wzór sinusów w kazdej z tych geometrii:

sinBC sinCA sinAB
eliptyczna: -.-- = -.-- = -.--

sma smfJ smy
. BC CA AB

paraboliczna:

hiperboliczna:

sin a sin fJ sin y
sinh BC sinh CA-------

sin ex sinfJ

sinhAB

siny

Geometrodynamika

Wyobrazmy sobie swiat dwuwymiarowy. Wszystko, o czym
powiemy, bedzie mozna latwo uogólnic na przypadek

rzeczywistego swiata trójwymiarowego. Niech wiec swiatem
bedzie na przyklad powierzchnia nieskonczenie rozleglego
plaskiego oceanu. Na oceanie moga jednak rozchodzic sie fale.
Kazdemu rodzajowi fali odpowiada nieeuklidesowa geometria
swiata powierzchniowego. Co wiecej, ksztalt powierzchni
falujacego oceanu, a wiec i wartosc jej krzywizny bedzie w kazdym
punkcie zmieniac sie wraz z uplywem czasu. Geometria swiata
powierzchniowego bedzie wtedy ewoluowac, podobnie jak to
czyni geometria swiata rzeczywistego.
Szczególnym rodzajem ruchu falowego jest rozchodzenie sie fali
plaskiej o' okreslonej czestosci. Slowo rozchodzenie sie jest jednak
w tym przypadku nie bardzo wlasciwe. Kazdy punkt oceanu drga
bowiem zupelnie tak samo i mówienie o tym, co jest wczesniej
a co pózniej, nie ma wiekszego sensu. Trudno na takim

nieskonczenie i wszedzie jednakowo falujacym oceanie mówic
o jakimkolwiek uplywie czasu. Tym bardziej, ze prócz tej
powierzchni nasz swiat nie zawiera riiczego wiecej.
Nieskonczone fale plaskie o okreslonej czestosci graja w fizyce
role szczególna. Przez zlozenie odpowiedniej ich ilosci (zsumowanie
badz scalkowanie) mozemy w wyniku interferencji fal o róznych
czestosciach uzyskac zupelnie dowolny ksztalt powierzchni oceanu
wraz z dowolnymi jego zmianami. W taki tez sposób przez
interferencje fal swietlnych dostajemy promienie swiatla ­
podstawe optyki geometrycznej. Podobnie, odpowiednia

interferencja fal materii prowadzi do pojawienia sie torów
czastek elementarnych i przeprowadza nas od swiata mechaniki
kwantowej do mechaniki klasycznej. W obu tych przypadkach
interferencja destruktywna (wygaszanie) wszedzie, z wyjatkiem
bardzo waskiego paska przestrzeni (toru promienia lub czastki),
prowadzi do pojawienia sie nietrywialnego zjawiska rozchodzenia
sie, a w konsekwencji i czasu. Czastka bowiem rozchodzi sie
z okreslona predkoscia (predkoscia owej grupy interferujacych
fal) i gdzies jest najpierw, a gdzie indziej potem. Zupelnie podobnie
moze byc w przypadku geometrii swiata.
Wyobrazmy sobie, ze rózne rodzaje fal plaskich o róznych
czestosciach to mozliwe geometrycznie stany swiata powierzchni
oceanu. W kazdym z nich pojecie czasu nie ma sensu. Swiat
prawdziwy powstaje w wyniku interferencji wielu takich fal i ma

pewna okreslona strukture geometryczna oraz okreslony jej
rozwój w czasie. Szczesliwy traf, który musial kiedys nastapic,
spowodowal, ze interferencja róznych form istnienia swiata stala
sie prawie wszedzie destrukcyjna i od tego momentu liczymy
uplyw czasu i mozemy mówic o czterowymiarowej

czasoprzestrzeni. "Przedtem" czasu nie bylo, a wlasciwie lepiej
powiedziec, ze wszedzie byly wszystkie mozliwe czasy - od
poczatkowego, az do ostatecznego.
Wydaje' sie, ze taki obraz swiata mial na mysli John Archibald
Wheeler proponujac swa geometrodynamike. Niestety idea ta nic
doczekala sie zadnej powazniejszej realizacji.
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Plaszczyzna M6biusa i wstega M6biusa nie
maja nic wspólnego (poza tym, ze obie
sa powierzchniami).

Geometrie na sferze

Sfera

W trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej sfera to zbiór punktów równooddalonych od

ustalonego punktu przestrzeni. Jest to zatem zbiór punktów, których wspólrzedne spelniaja

równanie (Xl -ad2 + (X2~a2)2 + (X, ~a,)2 = r2, gdzie rolO. Dowolne dwie sfery sa podobne,
mozemy wiec dalej przyjac, ze r = l i (al' a2, a,) = (0,0, O) i te sfere uznac za "wzorcowa".

Odleglosci punktów na sferze mozemy mierzyc dwoma (co najmniej) sposobami: za ich odleglosc
przyjac dlugosc odcinka w przestrzeni laczacego te punkty albo dlugosc laczacego je najkrótszego
luku na sferze (luk taki, to fragment okregu wielkiego, czyli przeciecia sfery z plaszczyzna
przechodzaca przez jej srodek). Obie metryki sa równowazne w takim sensie: odcinki przystajace
w jednej z nich przystaja i w drugiej; bardziej naturalna wydaje sie ta "wewnetrzna"
- mierzenie po sferze, a latwiejsza w poslugiwaniu "zewnetrzna" definicja odleglosci. Mamy
wiec na sferze relacje przystawania odcinków.

Zeby mówic o geometrii warto móc poslugiwac sie prostymi. Najprosciej zdefiniowac: prosta
to symetralna odcinka. Jesli tak, to prosta jest przecieciem plaszczyzny (w przestrzeni symetralne

to plaszczyzny) ze sfera, a wiec okregiem wielkim (bo srodek sfery lezy na symetralnej dowolnej
pary punktów ze sfery).

Geometria sferyczna

Uzyskalismy tak geometrie 4eryczna - opisuje ona plaszczyzne sferyczna (czyli nasza sfere)
przy uzyciu pojec "punkt", "prosta" (czyli okrag wielki) i "kat miedzy prostymi" - bo katy
takze umiemy mierzyc, skoro umiemy mierzyc odleglosci na plaszczyznie sferycznej. Mozemy tez
w niej mówic o symetriach osiowych - bo kazda taka symetria to w istocie obciecie
trójwymiarowej symetrii plaszczyznowej do powierzchni sfery. Dowolna izometrie plaszczyzny
sferycznej mozemy rozszerzyc do izometrii nlej przestrzeni - izometria taka musi miec punkt
staly (srodek sfery nie moze sie poruszyc), a wiec moze byc tylko obrotem lub symetria obrotowa.

Stad uzyskujemy mocne i podobne do euklidesowego twierdzenie: Kazda izometria plaszczyzny
sferycznej jest zlozeniem co najwyzej trzech symetrii osiowych.

Skoro umiemy mierzyc katy, warto moze byloby zainteresowac sie podobienstwami plaszczyzny
sferycznej. To nic, ze spotkac tu mozemy trójkaty "dziwne" - o dwóch, albo i trzech katach
prostych, o dwóch katach wiekszych od prostego itp. Nie szkodzi - podobienstwo i tu ma
sens - to przeksztalcenie zachowujace katy. Dopóki mierzyc bedziemy katy miedzy prostymi
(okregami wielkimi), a wiec równiez wymagac, by przechodzily one na siebie, nie uzyskamy nic

nowego - kazde podobienstwo plaszczyzny sferycznej jest jej izometria. Ale jesli do konkurencji
dopuscimy wszystkie okregi ... Zauwazmy, ze przy zwyklej definicji okregu (zbiór punktów
równooddalonych od danego) proste plaszczyzny sferycznej sa tez na niej okregami.

Geometria M6biusa

Rozwazmy takie przeksztalcenie f Wybierzmy punkt p lezacy poza sfera. Dla kazdego punktu
q na sferze konstruujemy jego obraz f(q) jak nastepuje: laczymy p i q prosta a drugi punkt jej
przeciecia ze sfera (albo q, gdy jest ona do sfery styczna) oznaczamy f(q). Zbiór punktów
stalych f uklada sie na pewnym okregu k, a samo f jest "wiernokatne" - przeprowadza okregi
na sferze na okregi i zachowuje katy miedzy okregami. A wiec jest podobienstwem (i do tego
inwolucyjnym, czyli odwrotnym do siebie). Mozna by je tez nazwac symetria, wzgledem k ­
nawet obraz punktu konstruuje sie jak przy "zwyklej" symetrii, a gdy p umiescimy
"w nieskonczonosci", to f okaze sie znana juz symetria - okrag k bedzie okregiem wielkim.

W ten sposób na sferze zbudowalismy druga geometrie - geometrie Mobiusa. Posluguje sie ona
pojeciami "punkt" = punkt ze sfery, "prosta" = okrag na sferze, "prostopadlosc" [albo
"kat miedzy prostymi"]. A poznane dopiero co symetrie tworza w niej zbiór generujacy
wszystkie podobienstwa. Mamy bowiem twierdzenie:
Kazde podobienstwo plaszczyzny Mobiusa jest zlozeniem co najwyzej czterech symetrii osiowych.

A dalej - dalej mozemy juz po prostu uprawiac te geometrie i dowodzic takie (dosc juz
nieoczywiste) twierdzenia:
W geometrii sferycznej i w geometrii Mobiusa kazde podobienstwo parzyste (tzn. zachowujace
orientacje) rozklada sie na co najwyzej dwa inwolucyjne podobienstwa parzyste. Z izometriami
latwiej - szukane inwolucje to symetrie osiowe sfery, ale na plaszczyznie M6biusa?
Albo: dowolne dwa trójkaty na plaszczyznie Mobiusa o sumie katów ° mozna przeprowadzic

na siebie pewnym podobienstwem.
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Geo le 1"_ ptyczna
Obie te geometrie maja jednak jedna, dosc nieprzyjemna wlasnosc: proste moga sie przecinac
w dwu róznych punktach. W geometrii sferycznej nawet musza - bo dowolne dwie plaszczyzny
wycinajace na sferze okregi wielkie przecinaja sie wzdluz prostej (przechodzacej przez srodek
sfery) - a ta przecina sfere w dwu punktach. Ale jesli dwa punkty nie leza antypodycznie
(prosta laczaca je nie przechodzi przez srodek sfery), to przez takie dwa punkty na plaszczyznie
sferycznej przechodzi juz dokladnie jedna prosta. Mozemy wiec utozsamic punkty antypodyczne ­
posklejac je w pary. Przy sklejaniu odpowiadajace sobie punkty leza na tych samych prostych,
a wiec po utozsamieniu antypod dowolne dwie proste beda sie przecinac i to w dokladnie jednym
punkcie. Taka posklejana sfera nie miesci sie w przestrzeni trójwymiarowej - nie szkodzi ­
mozna ja sobie wyobrazic, mozna takze mówic o prostych na niej - to odpowiednio pozlepiane
okregi wielkie. I w ten sposób uzyskalismy plaszczyzne eliptyczna - wystarczy zauwazyc,
ze sklejanie nie popsulo nam miary katów, a jesli chcemy mierzyc odleglosci punktów p - q

musimy zmierzyc na sferze odleglosc p od q i odleglosc p od antypody q - mniejsza z nich to
dobra miara odleglosci w plaszczyznie eliptycznej. Tyle, ze jest to plaszczyzna nieorientowalna ­
nie mozna rozróznic izometrii parzystych od nieparzystych. Albo inaczej - kazda symetria

osiowa jest zlozeniem dwu innych symetrii osiowych, co latwo zobaczyc na posklejanej sferze:
symetria wzgledem bieguna ("srodkowa") i symetria wzgledem równika sa tu tozsame.

J Klub 44
!=44

4-3 .

[~: x=l'

~:

Skrót regulaminu ligi zadaniowej

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr. n+ 4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do O, l. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania

liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Zadania Nr 10, 11, 12
Termin nadeslania rozwiazan: do 28.11.1982

~:
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10. W wyniku dzialania przedstawionego programu powstaje nieskonczony ciag liczb x

(w rozkazie obwiedzionym podwójna ramka). Udowodnic, ze ciag ten jest zbiezny i obliczyc
granice. Poszukac uogólnien.

11. Zalózmy, ze W jest wielomianem o wspólczynnikach calkowitych, róznym od stalej.
Udowodnic, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, dla których równanie W(x) = py

ma rozwiazanie w liczbach calkowitych x, y.

12. Niech Z oznacza zbiór 27 punktów przestrzeni tworzacych konfiguracje nastepujaca:
wierzcholki szescianu - srodki jego krawedzi - srodki jego scian - srodek calego szescianu.
Ile jest róznych (= nieprzystajacych) trójkatów o wierzcholkach w punktach zbioru Z?
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Jak wyglada swiat geometrii Bolyai-Lobaczewskiego

Wlasciwie dziwne pytanie - wystarczy zajrzec do artykulu "Naj regularniejsze i ... " i zobaczyc - geometria Bolyai-Lobaczewskiego to
geometria modelu Kleina. Proste to kawalki euklidesowych prostych - cieciwy kola czyli odcinki otwarte. Ale z odlegloscia juz trudniej
i wzór (por. artykul "Geometria na plaszczyznie afinicznej") wcale nie jest ladny. A gdyby ktos chcial jeszcze mierzyc katy!

Zróbmy wiec tak: wezmy w trójwymiarowej przestrzeni plaszczyzne

H o równaniu z = ° i w niej kolo K: x2+ y2 < 1 - model Kleina
geometrii Bolyai-Lobaczewskiego. Nastepnie wezmy sfere
-8: x2+ y2+ (z-1)2 = 1. S jest styczna do H w punkcie <0,0, O).
Niech S+ oznacza dolna pólsfere, czyli zbiór punktów z S
spelniajacych zaleznosc z < 1. Zrzutujmy prostokatnie K na S+ ­
kazdy uwierzy, ze obraz bedzie tez modelem geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego - punkty to punkty S+, a proste to pólokregi
prostopadle do brzegu S+ (czyli do absolutu). Proste troche sie
pogiely, ale za to model jest wiernokatny: katy mierzone miedzy
tymi pólokregami sa takie, jak miedzy prostymi w geometrii
hiperbolicznej. A moze chcielibyscie zobaczyc tu model na
plaszczyznie? Prosze bardzo - zrzutujemy s+ stereograficznie na H,

z punktu <0, 0, 2) (bieguna antypodycznego do punktu stycznosci
S i H). Obrazem na H bedzie kolo K" o równaniu x2 +y2 < 4,
z = O; proste to pólokregi w K' prostopadle do brzegu K' oraz

srednice K'. To tez model wiernokatny - bo rzut stereograficzny

jest przeksztalceniem wiernokatnym. Ten model nazywa sie modelem
Poincarego w kole.

A zeby model byl (euklidesowo) nieograniczony?
Do tego celu ustawmy plaszczyzne H' o równaniu y = -1 i
zrzutujmy S+ na H' z punktu <0, 1, l) - antypodycznego do
punktu stycznosci S z H'. Obrazem na H' bedzie pólplaszczyzna
z < 1, Y = -1. Proste - to pólproste prostopadle do jej brzegu

i pólokregi prostopadle do tego brzegu (czyli o srodkach lezacych
na nim). I ten model - model Poincarigo na pólplaszczyznie - jest
wiernokatny.

Wszystkie dotychczas pokazywane modele byly budowane na pewnych kawalkach plaszczyzny euklidesowej. Czy nie mozna zobaczyc

geometrii Bolyai-Lobaczewskiego na calej plaszczyznie? Wezmy jeszcze raz model na pólsferze S+ i zrzutujmy go na H-tym razem
ze srodka sfery czyli punktu <0,0, l). Obrazami pólokregów przechodzacych nrzez <0,0, O) beda na H proste przechodzace przez
<0,0, O). Obrazami innych pólokregów prostopadlych do brzegu beda galezie hiperbol osrodku w <0, O, O). I tak oto dostalismy nastepny
model geometrii Bolyai-Lobaczewskiego - modelOrnocha. Proste nie sa wprawdzie zbyt proste a i model nie jest wiernokatny, ale za to
jest na calej plaszczyznie. I do·.tego jest wiernoodleglosciowy - odleglosci mierzone po prostych tego modelu sa takie, jak w geometrii
hiperbolicznej ..

Model Ornocha mozna tez wprost u2ySkac
z modelu Kleina - por. hiperboliczna
rnetryzacje calej plaszczyzny euklidesowej
podana w artykule ••Geometria roz.maitosc~n.

W kazdym z tych modeli mozna zobaczyc geometrie Bolyai-Lobaczewskiego i w kazdym z nich mozna ja uprawiac. Równowaznie­

skoro sa izomorficzne, a wszak konstruowane rzuty to byly izomorfizmy budowanych modeli. Tyle, ze wspomagac sie przy tym mozemy
róznymi innymi geometriami: w modelu Kleina rzutowa, w modelach Poincarego - M6biusa lub euklidesowa. Tak wiec w modelu
Kieina symetrie to pewne homologie, w modelu Poincarego w kole symetrie to inwersje (i zwykle osiowe), a na sferze to symetrie wzgledem
okregów. Moze ktos ladnie opisze; czym sa symetrie osiowe w modelu Ornocha.

10



Patrz w niebo
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Negatyw. zdjecia okolic Syriusza zrobionego
w USA w 1944 roku. Strzalkami zaznaczony

jest Syriusz i"nowo odkryta, nie znana wtedy
gwiazda.

Póznym wieczorem, w grudniu góruje nisko nad poludniowym horyzontem Syriusz, najjasniejsza
(oczywiscie po Sloncu) gwiazda widziana z Ziemi. Wiele czasu poswiecili jej astronomowie
i poeci. W przewodniku dla milosników nieba i amatorów obserwacji, wydanym 4 lata temu,

zamieszczono zdjecie Syriusza, widzianego przez duzy teleskop. Jest oczywiste, ze Syriusz na tym
zdjeciu jest otoczony slabszymi gwiazdami. Jedna z tych gwiazd zostala odkryta w sierpniu
zeszlego roku. Czy nie jest to paradoks, ze prawdopodobnie tysiace ludzi, nawet moze nie
majacych pojecia o astroriomii, widzialy zdjecie gwiazdy przed jej odkryciem?
Rzeczywiscie jest w tym pewien paradoks, jednak wynika on stad, ze pojecie odkrycia gwiazdy
jest rozumiane inaczej przez zawodowych astronomów, a inaczej przez ludzi nie zwiazanych
z ta nauka. Okolo 25 lat temu opublikowano atlas nieba, znany pod nazwa PSS (Palomar Sky
Survey). Jest to zbiór ok. 1000 zdjec pokrywajacych prawie cale niebo. Najslabsze gwiazdy
i galaktyki widoczne na kartach tego atlasu maja jasnosc 21m (ok. 100 tysiecy slabsze niz
najslabsze gwiazdy widoczne golym okiem, które maja jasnoSC ok. 6m). Prawie wszystkie
gwiazdy odkryte (wg nomenklatury astronomów) w ciagu ostatnich 25 lat sa wyraznie widoczne
w atlasie wydanym przed ich odkryciem. Bo odkrycie nie oznacza tu stwierdzenia, ze jeszcze
jedna gwiazda istnieje - praktycznie nikogo to nie interesuje (wiemy, ze w naszej Galaktyce
krazy ok. 20'O miliardów gwiazd). Odkrycie nowej gwiazdy oznacza stwierdzenie, ·ze gwiazda
zasluguje z tego czy innego powodu na uwage, tzn. nie jest zwykla "zjadaczka pylu
miedzygwiezdnego", ale jest osobowoscia wybitna; wybitilosc ta manifestuje sie najczesciej
zmianami jasnosci lub w widmie, co z kolei oznacza czesto niestabilnosc i przechodzenie przez
wazne etapy ewolucji.
Gwiazdy zmienne przyciagaja znaczna uwage astronomów, ze wzgledu na to, ze dzieki ich
obserwacjom mozemy nauczyc sie wiele o ich budowie i ewolucji. Gwiazdy te dziela sie na wiele
klas i typów. Im mni,;:j liczna jest dana klasa, tym odkrycie uwazane jest za cenniejsze. Istnieja
klasy zawierajace po jednym, unikalnym obiekcie, jak np. opisywana ostatnio Eta Car, która
przyciagnela uwage astronomów juz w 1677 roku (i do niczego nie jest podobna), inne licza
tysiace czlonków (np. cefeidy) ..
W kilku obserwatoriach swiata do odkrywania nowych gwia~d zmiennych zaprzegnieto komputery.
Brzmi to jak z fantastycznej bajki, jednak jest prawdziwe, a nawet koncepcyjnie trywialne. Otóz
astronom robi dwa zdjecia tego samego kawalka nieba (zawierajacego nieraz miliony gwiazd)
w odstepie kilku miesiecy: Komputer zapamietuje dokladna postac obu zdjec i nastepnie
porównuje w pamieci punkt po punkcie. Jesli jakas slaba gwiazdka jest zmienna, to istnieje duze
prawdopodobienstwo, ze jej jasnosC na obu zdjeciach bedzie rózna, co komputer od razu
wychwyci, dajac znac czekajacemu na to astronomowi. Jemu pozostaje do sprawdzenia, czy nie
jest to defekt kliszy, pylek, chmurka itd, oraz dalszego badania danej gwiazdy. Maszyny te
maja jednak duze klopoty z porównywaniem okolic bardzo jasnych gwiazd, które jakby je raza,
ich "poswiata" powoduje znaczne zmniejszenie czulosci tej metody. W zwiazku z tym nauczono
komputery omijania jasnych gwiazd. I dlatego obszary te sa jakby dziewicze i pozostalo tam
wiele stosunkowo jasnych gwiazd zmiennych czekajacych na swoje odkrycie, podobnie jak

gwiazdka, od której zaczelismy nasza notke ..
Zeby'nie zostawic Czytelnika z uczuciem niedosytu wspominamy, ze gwiazdka ta otrzymala
nazwe lE 0,643.0-1648 (po wyjasnienie tego ciagu cyfr odsylamy Czytelnika do czerwcowego
"Patrz w niebo").
Jest to uklad dwóch gwiazd, z których jedna jest bialym karlem a druga czerwona gwiazda ciagu
glównego. Nastepuje przeplyw materii z gwiazdy czerwonej do (prawdopodobnie) dysku
otaczajacego zdegenerowanego karla, na skutek pewnych niestabilnosci (nie znamy ich przyczyn.)
co ok. 15 dni materia ta wybucha powodujac nagle pojasnienie ukladu. Ze wzgledu na to,
ze nie jestesmy pewni, jak silne jest pole magnetyczne bialego karla, nie mozemy jeszcze
jednoznacznie i ostatecznie zakwalifikowac tego ukladu, wiadomo jednak, ze jest on równiez
aktywny w promieniach rentgenowskich i mozemy juz powiedziec, ze nalezy do tych ciekawych.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
Rozwiazanie Ladania M 282. Prosta p na

plaszczyznie eliptycznej ma skonczona
dlugosc :t. Ustalmy na niej punkty A, B, C
dzielace ja na trzy równe odcinki i na

symetralnej r odcinka AB ustalmy punkt C l

taki, ze AC! = Bel = ;. Niech wreszcie

C' bedzie punktem lezacym na prostej q

prostopadlej do p przechodzacej przez C

takim, ze ce' < 2.
3

Mamy: AC' = BC' > ~ • Odsuwajac teraz

punkt CI wzdluz prostej r od A i B znajdziem}

takie jego polozenie Cj, ze AC[ = BC~ =
= AC' = BC'. Wystarczy teraz zauwazyc,

ze katy BAC' i ABC' sa wieksze od BAC;
i ABC:, aby sie przekonac, ze trójkalY

ABC' i ABC I spelniaja warunki zad~nia.

l'

Rozwiazanie zadania M 280. Ustalmy dwie

równolegle proste p i q oraz punkt A
pomiedzy nimi. Wiemy, ze odcinki AB l p
i AC l q nie sa wspólliniowe (tak, jak to by
bylo na plaszczy znie euklidesowej). Wynika

stad, ze przyjmujac za B' punkt symetryczny
do A wzgledem p a za C' - punkt symetryczny

do A wzgledem q otrzymamy

niezdegenerowany trójkat AB'C'.
Symetralnymi boków AB' i AC' sa proste

p i q. Wynika stad, ze nie istnieje punkt

r6wnoodlegly od At Bl, C', a wiec nie
istnieje okrag opisany na trójkacie AB'C'. c'



Paradoks zegarów

Fizycy badajac wzajemne polozenie zjawisk w sposób naturalny zajmuja sie ich odlegloscia
w przestrzeni, jak tez w czasie. Powstaje w zwiazku z tym pytanie, jaka jest geometria uzywanej
przez nich czasoprzestrzeni. Innymi slowy: gdy do wspólrzednych przestrzennych dolaczymy
jeszcze jedna, musimy zdecydowac, jak w otrzymanej przestrzeni bogatszej o jeden wymiar
nalezy wprowadzic pojecia geometryczne, np. prostopadlosc.
Zasadniczo stosuje sie trzy sposoby. Kazdego z nich mozna uzyc do przestrzeni o dowolnej
geometrii, a wiec teoretycznych czasoprzestrzeni jest trzy razy tyle, co przestrzeni.
Tu zajmiemy sie dwuwymiarowymi czasoprzestrzeniami. A wiec mamy prosta (geometrycznie)
i czas. Prosta niech bedzie taka, jak w geometrii Euklidesa. Uzywac bedziemy normalnej
terminologii, a wiec dwuwymiarowa czasoprzestrzen nazwiemy po prostu plaszczyzna.
Kazdy punkt plaszczyzny to "zdarzenie", które dla wybranego obserwatora (ukladu
wspólrzednych) zaszlo w punkcie) x w chwili t. Drugi obserwator poruszajacy sie ruchem
jednostajnym prostoliniowym wzgledem pierwszego zakresli w jego ukladzie wspólrzednych
prosta. Ta prosta to jednoczesnie os czasowa t' ukladu wspólrzednych, w którym drugi
obserwator spoczywa. Kierunek osi Dx' znajdujemy korzystajac z definicji prostopadlosci
wektorów. Dwa wektory [1" xtl, [t2, X2] sa prostopadle jesli:
w geometrii Galileusza t, t2 = O

w geometrii Minkowskiego t, t2 -Xl X2 = O (predkosc swiatla c = l)
w geometrii Euklidesa t, t2 +x, X 2 = O.

Tak wiec w geometrii Galileusza Dx' pokrywa sie z osia Dx, zas w geometrii Minkowskiego Dx'

to prosta polozona symetrycznie do Ot' wzgledem prostych izotropowych. Nowe wspólrzedne
"zdarzenia" mozemy jednak okreslic dopiero po wyskalowaniu nowych osi. W tym celu
konieczne jest znalezienie zbioru punktów odleglych o jednostke od poczatku ukladu
wspólrzednych. W pierwszym przypadku (odleglosc punktów d = It, -t21) jest to prosta,

w drugim Cd = r(t, -t2)2_(X, -X2)2) hiperbola, której asymptotami sa proste izotropowe,
a w trzecim okrag jednostkowy.
Korzystajac z rysunków zamieszczonych obok mozna teraz wyprowadzic wzory na nowe
wspólrzedne

w geometrii Galileusza t = t'
x' = x-ih,

w geometrii Minkowskiego t' = tcosha+xsinha
x' = tsinha+xcosha,

gdzie {}= -tgha,

w geometrii Euklidesa t' = tcosa-xsina
x' = tsina+xcosa,

gdzie {}= -tga.
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Pierwsza z wymienionych geometrii opisuje kinematyke klasyczna ({) ~ e), druga kinematyke
relatywistyczna ({) dowolne), a trzeciej - tej, która opisuje czasoprzestrzen taka, jak jej
przestrzenna czesc, w fizyce nic nie odpowiada. Czas, jak sie okazuje, to zupelnie inny wymiar
niz wymiary przestrzenne.
W geometrii Galileusza czas plynie tak samo dla wszystkich obserwatorów tj. zdarzenie E ma
we ws:z;ystkich ukladach te sama wartosc wspólrzednej czasowej. W geometrii Minkowskiego juz
tak nivr.:st. Rozwazmy bowiem dwóch obserwatorów Ot i Ot' i zdarzenie A. Dla
pierwszego z nich A zajdzie w czasie t(A) = l (jednostka czasu zegara spoczywajacego w Ot).
Rzutujac A prostopadle na os Ot' otrzymujemy

t'(A) > t(A),

Podobnie dla zdarzenia 8 (zegar spoczywa w ukladzie Ot')

t'(8) < t(8).

Czas w ukladzie Ot biegnie dla obserwatora poruszajacego sie wolniej niz jego czas wlasny

i odwrotnie zegar spoczywajacy w Ot' biegnie w ukladzie Ot wolniej niz zegar spoczywajac~ w Dr.
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Ta symetria miedzy obserwacjami w róznych inercjalnych ukladach odniesienia sugeruje paradoks,
którego istote wyjasnia rysunek 3. Proste AB, BC i AC sa liniami zegarów poruszajacych sie bez
przyspieszenia. Zegar 2 oddala sie od zegara l, a zegary 1 i 3 zblizaja sie, by spotkac sie
w punkcie C. W punkcie A synchronizowane sa zegary 1 i 2, a w punkcie B - zegary 2 i 3.
W ukladzie spoczynkowym zegara I zegary 2 i 3 poruszaja sie. Powinno wiec byc

gdzie przez T oznaczylismy czasy wlasne zegarów. Paradoks polega na tym, ze w ukladzie
wlasnym zegarów 2 i 3 zegar 1 porusza sie, co powinno dac

Zeby wyjasnic ten paradoks musimy znalezc na odcinku AC zdarzenia równoczesne z B dla
obse~watorów 1 (punkt E), 2 (punkt D), 3 (punkt D') i skorzystac z faktu, ze w geometrii
Minkowskiego odcinek laczacy dwa zdarzenia p iSjest zawsze krótszy od róznicy wspólrzednych
czasowych w dowolnym inercjalnym ukladzie wspólrzednych

Wtedy

TAC = TAE+TEC = flE-flA+flC-flE = flB-flA+flC-flB > TAB +TBC > f2B-f2A+f3C­

-f3B = f2D-!2A+f3C-f3D' > TAO+TD'C = TAc-TDD,

a wiec TDD' > O i nie ma juz paradoksu. W punkcie C zegar I wskaze wiekszy czas niz czas
wskazywany przez zegar 2. W powyzszym rozumowaniu pominieto fakt, ze w punkcie zwrotnym
zegar porusza sie z przyspieszeniem, co moze miec wplyw na jego bieg. Aby ocenic wplyw
przyspieszenia a na zegar trzeba porównac je z typowym przyspieszeniem "mechanizmu"
zegarowego b. Niedokladnosc biegu zegara wywolana przyspieszeniem jest w przyblizeniu równa

tJ.!:::: f' ~~ M}
b - b'

gdzie f jest czasem trwania przyspieszenia.
Dla typowego zegara atomowego z ,okresem drgan 4· 10-11 s niedokladnosc ta jest rzedu
zaledwie 10- 14S•

Róznica wskazan zegarów w punkcie C zmieni sie istotnie jesli beda sie one poruszaly w polu
grawitacyjnym. Uwzglednienie wywolanego obecnoscia mas "zakrzywienia" geometrii
Minkowskiego prowadzi czasami do wyniku przeciwnego niz otrzymany powyzej. Jesli na
przyklad jeden z blizniaków pozostanie na orbicie Ziemi, a drugi poleci w rakiecie balistycznej
do Plutona, a nastepnie wróci dzieki przyciaganiu Slonca, to okaze sie, ze podróznik stanie sie
starszy od swojego brata. Widac stad, ze dopiero dokladne okreslenie warunków, w jakich
odbywa sie podróz, pozwala przewidziec wynik porównania wskazan zegarów po powrocie.

ELI' A",
Na szachownicy 4 x 4 ulozone sa dwie figury w ksztalcie litery L (3 x 2), oraz dwa kwadraty
(1 x 1) zgodnie z ta szachownica (a wiec przykrywajace cale pole). Jedna z "elek" nalezy do
jednego z grajacych, a druga do drugiego; kwadraty sa "neutralne". Ruch (który na przemian
wykonuja gracze) polega na ulozeniu swojej "elki" w inny sposób na niezajetych polach (mozna
ja przy tym odwrócic ,;na lewa strone"). Po wykonaniu ruchu gracz moze jeszcze (przed ruchem
przeciwnika) przeniesc jeden lub dwa kwadraty na dowolne z niezajetych pól. Przegrywa ten,
który nie moze wykonac ruchu. Czy gra jest zdeterminowana (a wiec czy istnieje strategia
zwycieska dla któregos z graczy, a moze strategia remisowa)?
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Geometria swiata kwarków Homografie

ad-bc

Inwersja wzgledem okregu o srodku a i promieniu r na takiej
plaszczyznie zapisze sie wzorem

ax-b
f(x) = --', gdzie ad-be t= O.cx-d

. a ad-be
Ponadto oznaczajac A = -, B = ---'-, D = d/c mamy

c e2

ad-be t= O.

Rozwiazanie zadania M 281. Zauwai:my, ze

" modelu Kleina okqg wspólsrodkowy
z "brzegiem" modela. jest okregiem
hiperbolicznym. ""~tarczy teraz zauw8'tyc.
ze gdy okrag ten ma promien wiekszy, niz

polowa promienia kola stanowiacego model.
to opisanie na tym okregu trójkata jest
nJemozliwe.

--

B
f(x) = A+ ---, a to znaczy. ze wykresem homografii jest

x-D
hiperbola o asymptotach x = d/c i y = a/c. Stad tez zauwazamy,
ze homografia jest wzajemnie jednoznacznym przeksztalceniem

prostej bez punktu d/c na prosta bez a/c. Mozna, formalnie,
dolaczyc do prostej punkt 00; wtedy homografia jest bijekcja
rozszerzonej tak prostej na siebie.
Takim samym wzorem okreslone przeksztalcenia mozna tez

badac na plaszczyznie zespolonej (czyli w ciele liczb zespolonych).
Homografie zespolone zachowuja rodzine okregów i prostych,
co wiecej, sa konforemne, czyli zachowuja katy miedzy krzywymi.
A co jeszcze wiecej, kazda funkcja konforemna i zachowujaca
orientacje jest homografia: .
Gdyby nie zadac zachowania orientacji, rozwiazaniem bylyby
homografie i homografie sprzezone, czyli funkcje dane wzorem

ax-b
f(x) = --=--d 'ex-

r2
i(z) = -- +a, bedzie wiec homografia.

z-a

a
skad otrzymujemy granice f w nieskonczonosci: -.

c

a c

f(x) = -;:+ ex-d

Homografie to inna nazwa funkcji liniowo-wymiernych, czyli

fqnkcji postaci

(Gdy c = O, to f jest zwykla funkcja liniowa.)
Zobaczmy, jak wyglada wykres takiej funkcji dla c t= O. Dla

x = d/c /jest nieokreslona (mozemy powiedziecf(d/c) = (0).
Wlasciwie, to nawet gorzej - w d/c f nie ma granicy:

lim f(x) = -sgn (a/c). 00, lim f(x) = sgn (a/c). 00
x~d!c- x~dlc+

(sgn (e) = I, gdy e > O i -I, gdy e < O).
Mozemy tez napisac nieco inaczej

Ale, co moze wazniejsze - to taka sama inwersja, jak ta opisana
w artykule "Geometria na sferze"; kazda homografia jest
zlozeniem pewnej ilosci inwersji, a wiec podobienstwa plaszczyzny
Mobiusa to homografie plaszczyzny zespolonej.

Zgodnie z definicja podana w 1911 roku przez Ernesta
Rutherforda, jadro atomowe to taka czesc atomu, która
oddzialuje z czastkami naladowanymi elektrycznie niezgodnie
z prawem Coulomba. Skladniki jadra, nukleony, zwiazane sa
specyficznymi silami oddzialywan jadrowych (czesciej zwanych
silnymi), które moga byc badane jedynie przez sledzenie owych
odstepstw od prawa Coulomba. Choc obecnie znamy bardzo

duzo czastek (sa to tzw. hadrony, patrz Delta 2/1979) bioracych
udzial w oddzialywaniach silnych, to jednak natura tych
oddzialywan wciaz nie zostala w pelni poznana. Wiemy jedynie,
ze hadrony skladaja sie z pewnych subczastek - kwarków i ze
oddzialywania silne polegaja na permanentnym dla kwarków
byciu wewnatrz hadronów. Same kwarki sa odpowiedzialne za
calosc oddzialywan elektromagnetycznych (i slabych) hadronów.
Na czym polega bycie wewnatrz hadronów - nie wiemy.
W jednym z modeli opisujacych zachowanie sie hadronów,

kwarki sa polaczone ze soba pewnym patyczkiem, tzw. struna
niezbyt jasnego pochodzenia. I tak na przyklad niektóre mezony
skladaja sie z pary bezmasowych kwarków (kwark - antykwark)
polaczonych struna i obracajacych sie dokola siebie z predkoscia
swiatla. Zamiast zastanawiac sie nad tym, skad sie wziela struna,
rozwazmy nieco dokladniej wewnetrzna geometrie naszego tworu.
Jak zobaczymy, nie bardzo przypomina on obracajacy sie odcinek
z koncami, czyli kolo. Tak by bylo jedynie wtedy, gdybysmy
posluzyli sie naturalna, klasyczna mechanika newtonowska.
Bardziej odpowiednia jest jednak teoria wzglednosci, szczególnie

dla predkosci bliskich pr~dkosci ·swiatla. W teorii tej wszystkie
poruszajace sie ciala ulegaja skróceniu w kierunku ruchu:

1= loJh-'-v2/c2,

gdzie lo - dlugosc ciala w spoczynku, V - jego predkosc, zas
c - predkosc swiatla.

Wprowadzmy uklad odniesienia obracajacy sie razem ze .struna.
Jest to najbardziej naturalny, wlasny uklad odniesienia mezonu.
W ukladzie tym punkty na okregu o promieniur poruszaja sie
z predkoscia r· w, gdzie w jest predkoscia katowa obrotu.
Promien r nie ulega skróceniu, gdyz jest prostopadly do kierunku
ruchu. Zmienia sie natomiast obwód kola poruszajacy sie
z predkoscia w . r:

1= 2:nr/-- /1- w2r2JI c2'

Tak wiec stosunek obwodu kola do jego promienia zmienia sie
od 2:n dla bardzo malych wartosci r do oodla r = c/w. Zatem
wewnetrzna geometria mezonu to geometria modelu Kleina
o promieniu c/w, czyli geometria Bolyai-Lobaczewskiego.
Byc moze na tym wlasnie polega permanentne uwiezienie
kwarków w hadronach. Wtedy oddzialywania silne
demonstrowalyby szczególne cechy geometryczne swiata, w którym
zyja kwarki. Bylby to swiat (patrzac z zewnatrz) zamkniety
w kuli o promieniu rzedu 10-13 cm. Oddzialywania silne mialyby,
podobnie jak grawitacja, nature czysto geometryczna.
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Kondensatory Kazdemu punktowi (x, y) plaszczyzny odpowiada liczba zespolona

z = x+iy.

We wspólrzednych biegunowych z = r(cosq:> + isinrp); r nazywamy modulem liczby z, zas rpjej
argumentem.

Mozemy z traktowac jak pojedyncza zmienna i przy jej pomocy okreslac rózne funkcje przyjmujaco
wartosci zespolone. Kazda taka funkcje mozna przedstawic w postaci sumy jej czesci rzeczywistej
i urojonej:

f(z) = u(x, y)+iv(x, y),

gdzie funkcje u i v sa rzeczywiste.

Okazuje sie (jest to trescia podstawowego w analizie zespolonej twierdzenia), ze dla kazdej

"zwyczajnej" funkcji zmiennej zespolonej (np. Z2, Inz, :' sin z .. .) spelnione sa warunki

ov

ox

ou

oy

Ro. cw Q ie zadania F lOS. Odczytywanie
tekstu polega na rozróznianiu jaskrawosci

elementów powierzchni, na która zostal
nanie,iony. Gdy cienki papier (np. bibulka
par ierosowa) znajduje sie w sporej odleglo;c'
od tekst,~, wtedy promienie swiatla odbitego
w r6znych kierunkach od bialych elemenlów
strop :cy daja w przyblizcniurównomierne
oswictlc~lic jej powicrzcrni. Przeczytanie

tekStU Jest niemoi'liwe, tym bardziej, ze sama

bibulka d-,datkowo r',zpraSLa padajace na
ni~ promic:lic. W }:'rzypadku przylegania do

tekstu, odbite proI!"ienie me pokrywaja sie.
Decydujaca role odgrywa wtedy rozprasza" ,c

na przylegajacym papierze. Gdy jest on
do~.ateclnlC cienki, rozpraszanie jest tak

['!lale. ze kontrast miedzy literami i biela
kartk niC' ulega j~l.oLnej Lmia~ljc.

Wynika z nich natychmiast, ze zarówno funkcja u, jak i v spelnia dwuwymiarowe równanie
Laplace'a, czyli przedstawia pewien potencjal elektrostatyczny. Dla przykladu rozwazmy funkcje

f(z) = Inz = Inr+irp.

Mamy dla niej

Aby okreslic sens fizyczny otrzymanego w ten sposób potencjalu, musimy wyznaczyc linie
ekwipotencjalne. Sa to okregi. Taki uklad linii ekwipotencjalnych przedstawia np. rozklad pola
w otoczeniu naladowanego przewodnika prostoliniowego.

Nietrudno teraz odgadnac, jaka funkcja zespolona daje potencjal wewnatrz nieskonczenie dlugiego
kondensatora cylindrycznego o promieniach r i l, którego zewnetrzna okladka jest uziemiona,
a potencjal wewnetrznej wynosi V. Jest to mianowicie funkcja .

f(z) = Vlnz/lnr.

A jak znalezc potencjal pola, gdy rozsuniemy okladki kondensatora? Tym razem z pomoca
przychodzi funkcja zespolona zwana homografia

F(z) = az+b
ez+d'

gdzie a, b, e i d to stale zespolone, przy czym ad-be #- O. Dwie wlasnosci tej funkcji pozwola

na rozwiazanie postawionego wyzej problemu. Homografia przeksztalca dowolny okrag na
plaszczyznie xy w okrag na plaszczyznie uv, a dowolna pare punktów symetrycznych wzgledem
okregu w pare punktów symetrycznych wzgledem obrazu tego okregu.
Mozemy teraz w prosty sposób przeksztalcic uklad przewodników z rysunku na kondensator
cylindryczny.
Wystarczy tylko wybrac odpowiednia homografie. W tym celu konstruujemy wspólna styczna
do obu okregów i wykreslamy na niej pólokrag. Punkty przeciecia pólokregu z linia laczaca
srodki okregów (a i b) sa wtedy symetryczne jednoczesnie wzgledem obu okregów (dowód
pozostawiamy Czytelnikowi). Dla okregów koncentrycznych punktami symetrycznymi
jednoczesnie wzgledem obu okregów sa O i 00. Homografie nalezy wiec dobrac tak, aby
przeksztalcala punkt a w O, a punkt b w 00. Jedyna taka homografia jest

z-a

F(z) = z-b'

Mozemy teraz odgadnac potencjal pola wokól przewodników. Czesc rzeczywista funkcji

z-aj
f[F(z)] = Vln -- lnr

z-b

spelnia, jak latwo sprawdzic, wszystkie warunki brzegowe.
Funkcja

F(z) = z+ez

przeksztalca pasek -:n < y < :n na cala plaszczyzne z wyjetymi pólprostymi
- 00 < u < -1, v = ±:n. Czytelnikowi pozostawimy znalezienie na podstawie znanego
rozkladu pola w nieskonczonym kondensatorze plaskim pola wokól kondensatora, którego
okladki sa pólplaszczyznami.
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Twierdzeme o pmHO('le

Jednym z bardziej zaskakujacych rezultatów w mechanice
klasycznej jest twierdzenie o powrocie sformulowane w XIX w.
przez wybitnego m'ltematyka, fizyka i filozofa francuskiego
Henri Poincan:\go.
Dla przejrzystego sformulowania tego twierdzenia, jak tez i dla

. jego 'dowodu, konieczne jest przypomnienie kilku wlasnosci ruchu
w przestrzeni fazowej (Delta 1/1981).
Rozwazmy uklad czastek dzialajacych na siebie calkowicie
dowolnymi silami. Jesli uklad ten m'lfstopni swobody, to
podanie f wartosci wspólrzednych x l , ..•, Xr i f odpowiadajacych
im pedów p l, ..•,Pr daje kompletna informacje o jego stanie.
Nasuwa to mysl, zeby zmiany stanu ukladu w czasie rozwazac
w 2fwymiarowej przestrzeni euklidesowej.
Przestrzen bedaca zbiorem punktów y = (Xl' ... , Xr, PI, ... , Pr),

nazywana jest przez fizyków przestrzenia fazowa. Kazdemu
mozliwemu stanowi ukladu odpowiada dokladnie jeden punkt
przestrzeni fazowej, a zmianom tego stanu w czasie przesuwanie
sie po krzywej y(t) wyznaczonej przez 2frównan ruchu. Krzywa
ta zwana trajektoria ukladll lezy na hiperpowierzchni wyznaczonej
przez rozdzielajace stale ruchu, takie jak calkowita energia
ukladu, calkowity ped (tylko dla ukladów izolowanych) lub
calkowity moment pedu (dla ukladów o sym~trii obrotowej).
Ksztalt trajektorii zalezy oczywiscie od punktu startu (stanu

poczatkowego) na hiperpowierzchni, jednak zadne dwie
trajektorie (rózne stany poczatkowe) nie moga sie przecinac,
poniewaz przy zadanych warunkach poczatkowych równania
ruchu maja tylko jedno rozwiazanie.
Mozemy wiec wyobrazac sobie kazda trajektorie jako linie pradu
fikcyjnej cieczy wypelniajacej przestrzen fazowa. Przeplyw cieczy
odpowiada ruchowi ukladu, a jej podstawowa cecha to
niescisliwosc. Fakt ten stanowi treSCtwierdzenia Liouville'a -

w przestrzeni fazowej objetosc zachowuje sie w czasie ruchu ukladu.
Twierdzenie to, równowazne równaniom ruchu, jest chyba
najprostszym sposobem opisu ruchu ukladu wielu czastek.
Niech n oznacza dostepna przestrzen fazowa, tj. hiperpowierzchnie
stalych ruchu odpowiadajaca zespolowi tych stalych wyznaczonych
przez dane poczatkowe. Rozwazmy pewien zbiór no c Q
o objetosci {}(no). Kazdy punkt y zbioru no mozna przyjac za
stan poczatkowy ukladu. Wtedy n, bedzie obszarem zlozonym
ze wszystkich punktów y(t). Twierdzenie Liouville'a orzeka, ze

1>(no)= {}(n,).

Mozemy teraz przystapic do sformulowania twierdzenia

o powrocie. Jedynym istotnym zalozeniem tego twierdzenia jest
zadanie, by dostepna przestrzen fazowa ukladu miala skonczona
objetosc. Do spelnienia tego zalozenia wystarczy na przyklad
ograniczenie sie do hiperpowierzchni stalej energii (uklad
izolowany).

1&

Niech teraz Yo bedzie punktem poczatkowym
trajektorii y(t). Wtedy dla dowolnego E > O istnieje czas TE,

po którym punkt y(t) znajdzie sie powtórnie w poblizu Yo

w odleglosci mniejszej niz E. Twierdzenie to jest spelnione dla
wszystkich punktów poczatkowych poza zbiorem o zerowej
objetosci.

Mówiac mniej precyzyjnie, o ile nie mamy pecha i nie wybierzemy
zle punktu 'startowego, to trajektoria po pewnym skonczonym
czasie powróci dowolnie blisko punktu startowego.
Dla dowodu rozwazmy podzbiór A dostepnej przestrzeni fazowej .
Niech objetosc tego podzbioru bedzie wieksza od zera a jego
srednica mniejsza od E. Pokazemy, ze objetosc zbioru B tych
punktów A, które nigdy nie powracaja do A, jest równa zeru.
Z definicji zbioru B wynika, ze musi istniec czas T, po którym
zbiór B calkowicie "oderwie sie" od zbioru A, tj. BT 11 A = 0.
Przyjrzyjmy sie teraz historii zbioru B w chwilach O, T, 2T, ... NT.

Wszystkie zbiory BnT' n = O, l, 2, ... , N sa rozlaczne.
Zalózmy, ze tak nie jest i

y E BnT 11 BmT> gdzie n > m.

Jesli teraz cofniemy sie wzdluz trajektorii, do której nalezy punkt

y o m k~oków wstecz w czasie, to z jednej strony powrócimy do
zbioru B c A a z drugiej do zbioru B(n-m)T. Poniewaz jednak
trajektorie nie moga sie przecinac, punkt, do którego w ten
sposób dojdziemy bedzie punktem wspólnym zbiorów A i B(n-m)T'

co przeczy definicji zbioru B.
Mamy wiec N rozlacznych zbiorów BnT o tej samej objetosci.
Gdyby objetosc ta byla wieksza od zera, to ich calkówita objetosc
przekroczylaby dla pewnego N objetosc dostepnej przestrzeni
fazowej. Objetosc zbioru B musi wiec byc równa zeru.
Twierdzenie Poincarego jest zródlem jednego znajistotniejszych
paradoksów fizyki - paradoksu Zermelo. Termodynamika
traktuje wszystkie rzeczywiste procesy jako procesy nieodwracalne,
czego wyrazem jest zasada wzrostu entropii. Tymczasem zgodnie
z twierdzeniem Poincarego moze sie zdarzyc, ze gaz poczatkowo
wypelniajacy polowe naczynia, po rozprezeniu, 2; powrotem skupil
sie w tej samej polowie.
Paradoks ten rozwiazano w fizyce statystycznej przez dopuszczenie
mozliwosci samorzutnego przejscia ukladu ze stanu równowagi
do stanu nierównowagi z jednoczesnym zmniejszeniem sie entropii
ukladu. Im wieksza jest jednak taka fluktuacja, tym mniejsze jest
prawdopodobienstwo jej wystapienia. Jezeli sredni czas, jaki
uplywa miedzy kolejnymi identycznymi fluktuacjami (czas
powrotu), jest duzo wiekszy od czasu obserwacji ukladu, to
(na ogól) nie zdazy on powrócic do poczatkowego stanu
nierównowagi i proces bedzie mial (na ogól) charakter
nieodwracalny.
Okazuje sie, ze czas powrotu dla ukladu N cZastek jest równy
w przyblizeniu iloczynowi eN i czasu charakterystycznego ukladu,
co w przypadku jednego mola gazu daje niewyobrazarnie qlugi

czas e1023• 1O-23s - duzo, duzo dluzszy od czasu zycia
Wszechswiata.



Regulamin konkursu uczniowskich prac
z matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i Redakcje miesiecznika "Delta", przy poparciu Ministerstwa Oswiaty
i Wychowania.
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.

4. Vf eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie do dnia I maja przesle pod
adresem Redakcji "Delty" jeden egzemplarz swojej pracy maturalnej lub innej pracy
matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora,
klasa, nazwe i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela - opiekuna pracy.
S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o zródlach, z których
korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczane do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu i kompetentnych
recenzentów._ Te sposród prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione Jury

Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu, który odbedzie sie w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac oraz
nauczycielom - opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu Glównego PTM
zaproszenie do udzialu~w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia Sesji, referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji
na temat, któremu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprócz merytorycznej
wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne
fundowane przez Ministerstwo Oswiaty i Wychowania-o
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku "Delta".
13. Komisje Konkursu oraz Jury tego K<;>nkursupowoluje Zarzad Glówny PTM na wniosek
Komitetu Redakcyjnego "Delty".

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI

M 280. Podac przyklad trójkata na plaszczyznie hiperbolicznej, na którym nie mozna opisac
okregu.
Rozwiazanie na str. 11

M 281. Podac przyklad okregu na plaszczyznie hiperbolicznej, na którym nie mozna opisac
trójkata.
Rozwiazanie na str. 14

M 282. Podac przyklad takiej pary trójkatów ,ABC i A' B'C na plaszczyznie eliptycznej,
ze AB = A' B', BC = B'C, AC = A'C' a trójkaty ABC i ,4'B'C nie sa przystajace.
Rozwiazanie na str. 11
Wskazówek do zadan nalezy szukac w numerze.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 104. Przez niewielki otwór wnika do sfery, wzdluz jej srednicy, promien swietlny. Porównac

oswietlenia poszczególnych punktów wnetrza sfery, przy zalozeniu (niemozliwym do spelnienia
w praktyce), ze jej wewnetrzna powierzchnia nie pochlania swiatla i równomiernie je rozprasza.
Rozwiazanie na str. 2
F 105. Przez cienki papier (np. pergamin) scisle przylegajacy do ksiazki mozna bez trudu
odczytywac tekst. Nie udaje sie to natomiast, gdy papier zostanie nieco odsuniety od tekstu.
Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 15
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