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Rys. 1 Ulozenie czasteczek w krysziale
stalym
a. komoérka elementarna, b. widok z gory
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}!ys. 2 Uk?zenic czasteczek w cieczy
izotropowej
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Rys. 3 Ulozenie czasteczek w cieklym
krysztale

A — warstwa nieuporzgdkowana, B —
uporzadkowana homogennie, C —
uporzadkowana homeotropowo.

Ciekle krysztaly—nowy stan materii?

Doc. dr Roman DABROW SKI

Istota stanu cieklokrystalicznego

Przez codzienne doswiadczenie i wiedzg nabyta w szkole mamy zakodowany w §wiadomosci
podzial materii na trzy podstawowe stany skupienia: staly, ciekly i gazowy.

Stan staly ma budowg uporzadkowana, krystaliczng, charakteryzujacg si¢ tym, Ze atomy lub
czasteczki, z ktorych jest zbudowany, znajduja si¢ w dokladnie okreslonych miejscach przestrzeni
i s3 wzajemnie odpowiednio zorientowane (rys. 1). Utworzona sztywna sie¢ przestrzenna jest
zlozona z powtarzajacych si¢ elementow. W doskonalym krysztale czasteczki lub atomy nie maja
zdolnosci przemieszczania si¢ lub obrotu, moga tylko drga¢ wzgledem okreslonych punktow
przestrzeni. W nastepstwie tego cialo stale zachowuje niezmienny ksztalt, a jego wlasnosci
fizyczne, np. wytrzymalos¢ mechaniczna, przewodnictwo cieplne i elektryczne, predkosc
rozchodzenia si¢ $wiatla i dZwigku sg rozne w roznych kierunkach przestrzeni — sa anizotropowe.
Ogrzewanie krysztalu powoduje, ze energia ruchu drgajacego czasteczek roénie. W pewnej
temperaturze, gdy energia ta staje si¢ porobwnywalna z energia wiazania czgsteczek w sieci
krystalicznej, zyskuja one swobodg ruchu translacyjnego i rotacyjnego a uporzadkowanie
dalekiego zasi¢gu znika (rys. 2). Przemiang fazowa, w ktérej dokonuje sig przejécie od ciala
stalego do cieczy, nazywamy topnieniem. Czasteczki w cieczy sa ruchliwe, mogg si¢ wzajemnie
swobodnie przemieszczaé. Ciecze nie maja wlasnego ksztaltu, sa latwo deformowane i przyjmuja
ksztalt naczynia. Zanik uporzadkowania powoduje, ze ich cechy fizyczne sg izotropowe.

Jest grupa ciatl stalych, w ktoérych proces topnienia mozna przeprowadzi¢ etapami. l:oczatkowo.
gdy ogrzewamy cialo, czasteczki zyskuja w pewnej temperaturzé mozliwos¢ rotacji (obrotu),

a nastgpnie w wyZzszej temperaturze, mozliwos¢ translacji (przesuwania sie) lub — odwrotnie —
najpierw uaktywnia si¢ translacja czasteczek a dopiero pdZniej rotacja. Te stany poérednie migdzy
cialem stalym i ciecza izotropowa nazywamy stanami mezomorficznymi, a czasteczki majace
takie cechy mezogenami. ’

Stan posredni, w ktorym pierwsza uaktywnia si¢ rotacja czasteczek, to krysztal plastyczny.

Jest on zbudowany zwykle z czasteczek o ksztalcie kulistym. Jezeli czasteczki majg ksztalt
pretopodobny lub dyskopodobny, to zyskuja one wczesniej aktywnoéé translacyjng i stan ten
nazywamy stanem cieklokrystalicznym. Przejécie substancji do stanu mezomorficznego mozliwe
jest tylko wtedy, gdy energia wiazania sieci krystalicznej jest mala. Wlasno$¢ te maja krysztaly
molekularne, bowiem istniejagce w nich miedzyczasteczkowe wigzania sa wynikiem dzialania
stabych sit van der Waalsa. W cieklym krysztale czasteczki zachowuja uporzadkowanie
wyznaczone kierunkiem ich diugiej osi (dla czasteczek prgtopodobnych) i plaszczyzng czgsteczki
(dla dyskopodobnych). I tu dochodzimy do poznania najwazniejszej cechy rozniacej ciecz
cieklokrystaliczng od cieczy zwyklej. Jest to ciecz uporzadkowana, tj. o anizotropowych
whasnosciach fizycznych. Wizualnie ciecz krystaliczna rozni sig od zwyklej cieczy tym, ze jest
metna, silnie rozprasza $wiatlo, wygladem przypomina rozwodnione mleko. Jest to zwigzane

z tym, ze w cieklym krysztale istnieja obszary (domeny) wzajemnie przypadkowo zorientowane
(rys. 3 A).

Wymiary domen sa wigksze niz dlugosci fal §wiatla widzialnego i na ich granicach nastepuje
silne rozpraszanie. Domeny te mozna porzadkowa¢ przez dzialanie polami elektrycznymi,
magnetycznymi, bodZzcami mechanicznymi i sitami powierzchniowymi. Porzadkowanie pod
wzgledem uzyskanych skutkéw mozna porownywac z tworzeniem monokrysztalu ciala stalego.
Np. jezeli umiescic¢ ciekly krysztal migdzy dwiema rownoleglymi plytkami szklanymi, to mozemy
czasteczki zorientowa¢ dlugimi osiami rownolegle do $cian (ulozenie homogenne rys. 3 B)

lub prostopadle do scian (ulozenie homeotropowe rys. 3 C).
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Poniewaz ciecze s3 latwo odksztalcalne, energia potrzebna do wywolania uporzadkowania lub
przeorientowania warstw jest bardzo mata. W tym tkwi gldéwna zaleta i nowa jakos¢ stanu
cieklokrystalicznego. Ma on wlasnosci anizotropowe, charakterystyczne dla stanu
uporzadkowanego i jednoczesnie uporzadkowanie to mozna zmieniaé i regulowaé dzialaniem
niskoenergetycznych bodzcow. Ta cecha sprzyja praktycznemu wykorzystaniu cieklych krysztalow.
Czasteczki w cieklym krysztale nie sg ulozone dokladnie rownolegle swoimi diugimi osiami jak
pokazano na rys. 3 A, B, C. Rownolegly lub prostopadly do écian naczynia pozostaje $redni
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Rys. 4 Polozenie czasteczek cieklego

krysztalu wzgledem kierunku
uporzadkowania.

Y

Rys. 7 Uporzadkowanie czasteczek
w cholesteryku

wyrozniony kierunek ulozenia (direktor). Same czasteczki nachylone sg pod katem @ do tego
kierunku (rys. 4). Parametr uporzadkowania cieklego krysztalu jest okreslony przez kat ©.
Jego wartosc liczbowa okresla wzor:
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W doskonatym, staltym krysztale § = 1, w cieczy izotropowej S = 0, a w cieklym krysztale S
przyjmuje wartosci posrednie miedzy zerem i jednoscia.

Rodzaje struktur cieklokrystalicznych
Istnieje wiele mozliwych struktur stanu cieklokrystalicznego roznigcych si¢ stopniem organizacji
i uporzadkowania czasteczek. Trzy podstawowe typy struktur — trzy rodzaje cieklych krysztatow
to nematyki, smektyki i cholesteryki.
Nematyk ma najnizsze uporzadkowanie, S = 0,6--0,8. Czasteczki nematyka sa ulozone dlugimi
osiami w przyblizeniu rownolegle, a ich $rodki ciezkosci sa rozmieszczone w przestrzeni
przypadkowo (rys. 5). Czasteczki moga przemieszczac si¢ swobodnie we wszystkich kierunkach.
Smektyk ma wyzsze uporzadkowanie, S = 0,8-=0,95. Czasteczki w smektyku uporzadkowane
s4 nie tylko co do kierunku, ale rowniez polozenia ich §rodkow cigzkosci sa wzajemnie
skorelowane. Prowadzi to do wytworzenia struktur warstwowych (rys. 6). Czasteczki
w warstwach moga si¢ swobodnie przemieszcza¢ w plaszczyznie warstwy lub mozliwe jest tylko
przemieszczenie si¢ calych warstw czasteczek wzgledem siebie. Czasteczki w warstwach sa zatem
uporzadkowane lub nie, ale czasteczki jednej warstwy nigdy nie przechodza do warstw sasiednich.
W zaleznosci od stopnia uporzadkowania czasteczek w warstwie i od nachylenia direktora
wzgledem plaszczyzny warstwy (ulozenie ukoéne lub ortogonalne) rozrozniamy kilka typow
smektykow, ktore sa oznaczone duzymi literami alfabetu 4, C, B, D, F, G, H. Ich stopien
uporzadkowania rosnie w wymienionej kolejnosci.
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Rys. 5 Uporzadkowanie czasteczek w nematykach Rys. 6 Uporzadkowanie czasteczek w smekiykach
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Smektyki i nematyki roznia si¢ znacznie lepkoscia. Smektyki sa bardzo lepkimi cieczami nie
tworzacymi menisku charakterystycznego dla cieczy izotropowych i nematykow.

. Cholesteryk mozna traktowac jako szczegélny przypadek nematyka. Jezeli rozpatrywac czasteczki

polozone w okreslonej, wybranej plaszczyznie, to sa one uporzadkowane tak jak w nematyku.
Jednak ze wzgledu na szczegdlne cechy budowy czasteczek, dlugie osie czasteczek lezacych

w kolejnych warstwach obrocone sg wzglgdem siebie o pewien okreslony kat (rys. 7). W ten
sposob tworzy si¢ struktura $rubowa o okre§lonej wartosci skoku (P). Czasteczki w warstwie
polozonej w polowie skoku, sa ulozone rownolegle do warstwy pierwszej, ale odwrocone o 180°.

o ;
Kierunek uporzadkowania zmienia si¢ na przeciwny co = i warstwy o tej grubosci zachowu_]a;
si¢ wzgledem promieniowania elektromagnetycznego jak cienkie warstwy dyfrakcyjne. Wartosc¢
e
5 jest czesto rowna dlugosci fali $wiatlta w zakresie widzialnym, dlatego odbite selektywnie

$wiatlo wywoluje u obserwatora efekt barwny. Poza tym $wiatlo odbite od warstwy cholesteryka
jest spolaryzowane kolowo. Zjawisko selektywnego odbicia $wiatla i struktura spiralna roznia
ciekly krysztatl cholesteryczny od nematycznego.

Cialo stale moze przechodzi¢ w ciecz izotropowa przez jedna lub kilka faz cieklokrystalicznych.
Mozliwe warianty przejs¢ sa przedstawione ponizszym schematem, co zapisujemy w uproszczeniu
K—-+N—-IWwWwWK->Ch—>IlubK—-+S§S, -5, ->N->I
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Barwy obserwowane dla nieuporzgdkowanych
warstw cieklokrystalicznych powstaja w wyniku
interferencji spolaryzowanego promieniowania
o roznych diugosciach fali.

Przykladem takiej czasteczki jest czasteczka
mydta o nastepujacej budowie

RO

Rys. 8 Przyklady pierscieni spotykanych
w czgsteczkach zwigzkow cieklokrystalicznych.

4—cyjano —4'—pentylobifenyl

299,5 K — 310 K, nematyk, Je = 14

#Oren

h—etylo — &' pentyloazoksybenzen

278 K — 313,5 K, nemawyk, de = 0,2

4,4 diheptyloazeksybenzen
307 K — 327,5 K, smekiyk A, de = 0,2

Anizotropia dielektryczna decyduje o zdolnosci
cieklego krysztalu do porzadkowania sig
i przeorientowywania pod dzialaniem
zewngtrznego pola elektryeznego. Wartosé
anizotropii dielekirycznej okreslona jest
wzorem:

Ade = g —¢e),
gdzie &) (e|) — przenikalnosé dielektryczna
cieklego krysztatu zorietowanego diugimi
osiami réwnolegle (prostopadle) do kierunku
pola elektrycznego.

Cialo stale utworzone z mieszaniny

zwigzkéw ma zwykle nizsza temperature
topnienia niz czyste skladniki. Mieszanine

o skladzie, dla ktorego uzyskuje si¢ najnizszg
temperaturg topnienia, nazywamy
eutektykiem.

Fazy cieklokrystaliczne moga byc¢ rozrozniane przez obserwacjg dyfrakcji promieni rentgenowskich
lub na podstawie charakterystycznych obrazow obserwowanych za pomoca mikroskopu
polaryzacyjnego. Ciekle krysztaly obserwowane w mikroskopie polaryzacyjnym to przepiekny

i fascynujacy $wiat barwnych obrazow.

Budowa czasteczek cieklokrystalicznych

Rozrézniamy dwie grupy substancji cieklokrystalicznych: substancje tworzace ciekle krysztaly
termotropowe i substancje tworzace ciekle krysztaly liotropowe.

W cieklych krysztalach termotropowych przejécie z fazy stalej do mezofazy dokonuje sie pod
wplywem ogrzewania. W krysztalach liotropowych przejécie to nastepuje pod wplywem dziatania
rozpuszczalnikow. W okreslonym przedziale stgzen roztwor zyskuje strukturg uporzadkowana

i cechy charakterystyczne dla stanu cieklokrystalicznego. Tak zachowuja sie np. wodne roztwory
biatek i niektorych polimerow, mydet i innych zwiazkéw zawierajacych czasteczke zlozona

z diugiego laricucha alifatycznego i koficowej grupy polarnej.
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tancuch alifatyczny grupa polarna

Ciekle krysztaly liotropowe pelnig wazna role w budowie materii zywej i jej organizacji, np.

w strukturach komorkowych. Jest to jednak temat wymagajacy oddzielnego omowienia. Tutaj
ogranicze sig tylko do przedstawienia budowy czasteczek dajacych ciekle krysztaly termotropowe.
Podstawowa, wspolna cecha wiekszosci poznanych zwiazkow tworzgcych termotropowe ciekle
krysztaly, a szczegOlnie tych, ktore zyskaly praktyczne zastosowanie, jest wydluzony ksztalt

ich czasteczek. Dlugos¢ takiej czasteczki jest ponad trzykrotnie wigksza od szerokosci, a elementy,
z ktorych jest zbudowana, sg przy tym dobrane tak, by miala ona duza sztywnosc. Jej budowe
mozna przedstawic¢ schematycznie: g=— —‘
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Dwa pierscienie lub szeregi zlozone z kilku piercieni sa polaczone grupa centralng (Z)
zapewniajaca ich wzajemne naprzemianlegle ulozenie. Znane sa jednak zwiazki takze bez grup
centralnych. Na koficach pierscieni znajduja sie roznego rodzaju i roznej dlugosei grupy koricowe
&, ).

O cechach zwiazku cieklokrystalicznego decyduja wszystkie elementy, z ktorych si¢ on skiada:
rodzaj i liczba pierscieni, charakter grup centralnych oraz grup koncowych. Przyktady pierscieni
spotykanych w czasteczkach zwiazkow o wilasnosciach ciektokrystalicznych sa pokazane na

rys. 8. Nizej zestawione sa przyklady grup centralnych czesciej wykorzystywanych do laczenia
pierscieni. Zawieraja one przewaznie wiazanie wielokrotne

—N=N—, —N=N—, —HC=CH-, —C=C—, —C=N— @itp.
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Grupami koficowymi natomiast moga by¢ grupy CnHany 1, Cn Hans 10, CN itp. Zestawiajac
wymienione wyzej pierscienie, grupy koficowe i centralne w kolejnosci podanej na schemacie
czasteczki ciektokrystalicznej mozna wytworzy¢ bardzo wielka liczbg zwiazkow
cieklokrystalicznych. Kilka przyktadéw bardziej znanych zwigzkow zestawiono obok. Pod
wzorem podane sa: nazwa zwiazku, temperatury przej$¢ fazowych, rodzaj mezofazy i wartos¢
anizotropii dielektrycznej Ae.

Sposrod licznych znanych zwiazkow cieklokrystalicznych jedynie niewiele znajduje praktyczne
zastosowanie. O mozliwosci praktycznych zastosowan decyduja_gtéwnie zakres mezofazy

i anizotropia dielektryczna. Pozadane jest, aby mezofaza istniala'w mozliwie szerokim przedziale
temperatur najlepiej od okolo —30°C do 100°C. Nie sg znane zwiazki cieklokrystaliczne, ktore
by mialy taki zakres istnienia mezofazy. Dlatego praktycznie stosowane s mieszaniny
wielosktadnikowe. Najkorzystniejsze sa mieszaniny o skladzie eutektycznym, poniewaz wtedy
zyskuje sie najwigksze obnizenie temperatury topnienia.

Celem uzyskania duzej wartosci anizotropii dielektrycznej do czasteczki zwiazku nalezy
wprowadzi¢ grupe o duzym momencie dipolowym, np. CN (z = 1,6 10-2° C- m). Moina
wytworzy¢ w ten sposob czasteczki o wartosciach Ae = +20. Warto$c ta jest niezwykle istotna
z punktu widzenia praktycznych zastosowan cieklych krysztalow,

3
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Rys. 1. Drganie harmoniczne.

Pomiedzy zmiennymi losowymi X i ¥ moie
zachodzié zalezno$é funkcyjna, moze-sig¢ tez
zdarzyé, Ze ze zmiang wartosci jednej
zmiennej zmienia sie rozklad
prawdopodobienstwa drugiej, Tego rodzaju
zaleznodé nazywamy stochastyczng. Jekeli
ulega réwniez zmianie warto$é przecigtna
drugiej zmiennej, to zaleznos¢ stochastyczna
nazywamy korelacyjng.

Rys. 2. Realizacja procesu stochastycznego.

Drgania stochastyczne i trwatos¢ konstrukcji

Doc. dr Kazimierz SOBCZYK

Realne uklady fizyczne, w szczegolnosci wspolczesne konstrukcje, narazone sa na dzialanie
czynnikow zewnetrznych, ktorych przebieg w czasie jest bardzo nieregularny i przypadkowy.
W rezultacie takich wymuszen powstaja drgania elementow i calej konstrukeji. Ich obraz
graficzny (oscylogram) jest jednak na tyle skomplikowany, iz tradycyjna analiza drgan, przywykla
do zwyklych — najczeSciej okresowych — funkcji czasu, staje si¢ bezradna.

Jak charakteryzowaé rozne skomplikowane i przypadkowe wymuszenia zewngtrzne? Jaka
informacja miesci sie we wspomnianych bardzo chaotycznych oscylogramach? Jak ja
charakteryzowa¢ i wykorzystywa¢ w ocenie negatywnych skutkéw owych drgan na czlowieka
i na niezawodno$¢ konstrukcji?

Z pomoca przychodzi teoria procesoéw stochastycznych — obszerna dziedzina wspolczesnej
matematyki badajaca prawidlowosci zjawisk losowych przebiegajacych w czasie.

Wprowadzenie

Bardzo istotna rolg w wielu dziedzinach wspolczesnej techniki i nauki odgrywa zjawisko ruchu
drgajacego. Ograniczajac si¢ do zjawisk natury mechanicznej wystarczy wymieni¢ takie przyklady
jak: drgania lub wibracje maszyn i ich elementéw, drgania samochodéw przy ich ruchu

po nieréwnosciach, drgania powlok samolotowych czy statkow morskich. Poza tym drgania sa
nierozlacznie zwiazane z takimi procesami fizycznymi jak: rozchodzenie si¢ dZwigku w powietrzu,
deformacji w ciatach stalych itp.

Potoczne rozumienie drgan pochodzace z codziennych obserwacji jest, jak si¢ wydaje,
wystarczajaco jasne. Zwykle mowi sie (takze w teorii drgan), ze uktad mechaniczny wykonuje
ruch drgajacy, jezeli wielkosci charakteryzujace go zmieniaja si¢ w czasie w sposob oscylacyjny,
tj. rosnac i malejac na przemian. Najprostszym i naturalnym sposobem zapisu ruchu drgajacego
jest zaleino§¢ okresowa, najczesciej sinusoidalna (Rys. 1). Taka sinusoidalna (lub harmoniczna)
aproksymacja drgan stanowila przez dlugi czas podstawg analizy drgan realnych uktadow
fizycznych. W celu bardziej adekwatnego opisu rzeczywistych ruchéw wibracyjnych rozwaza sig
tez tzw. drgania prawie okresowe i nieokresowe. Niezaleznie jednak od matematycznego
przedstawienia drgan i ich nieregularnosci istotny jest fakt, ze w klasycznej czyli tradycyjnej
teorii traktowane sg one jako zjawisko deterministyczne; znaczy to, ze eksperymenty
przeprowadzone wiele razy w tych samych warunkach daja taki sam (lub bardzo zblizony)

zapis oscylograficzny. Struktura ukladow nowoczesnej techniki, a przede wszystkim
skomplikowany, fluktuacyjny charakter wymuszen zewngtrznych sprawiaja, iz tego rodzaju

opis staje sie w wielu sytuacjach malo przydatny, Ta niewystarczalno$¢ deterministycznego

opisu uwydatnila si¢ w sposdb jaskrawy wraz z rozwojem konstrukcji, w ktorych precyzja dziatania
i wysoka niezawodnoéé sa szczegoOlnie wazne (statki kosmiczne, samoloty odrzutowe itp.).
Okazalo sig, ze przypadkowy, fluktuacyjny charakter wielu rzeczywistych ruchow drgajacych
musi by¢ wyrazony w spos6b jawny — przez uzycie w ich opisie teorii prawdopodobiefistwa,

a dokladniej — teorii proceséw stochastycznych ujmujacej przypadkowe zjawiska dynamiczne

w terminach zdarzen, pra_twdopodobier'istw i wartoéci $rednich. Przypadkowy lub stochastyczny
charakter ruchu drgajacego ujawnia sie tym, iz eksperymenty przeprowadzone wiele razy w tych
samych warunkach daja za kazdym razem inny zapis oscylograficzny (Rys. 2). W takiej sytuacji
jeden zapis przestaje mie¢ znaczenie, bowiem informacja o dynamice zawarta jest w calym zespole
realizacji ruchu. W ten sposéb dochodzi si¢ do pojecia drgania przypadkowego, lub — lepiej —
stochastycznego. A zatem, drganie stochastyczne jest to ruch drgajacy przedstawiony za pomoca
procesu stochastycznego X (¢, ), tj. funkeji, ktora zalezy nie tylko od czasu ¢ ale takze od
przypadku (y jest zdarzeniem elementarnym). Najprostszym przyktadem drgania stochastycznego
jest drganie harmoniczne, ktorego amplituda i faza sa losowe. W takim przypadku wszystkie
realizacje drgania maja taka sama sinusoidalng posta¢ jako funkcja czasu; sa jednakze
nieregularnie przesunigte wzgledem siebie i maja rozne amplitudy. Istotny jest fakt, ze szeroka
klase drgan stochastycznych mozna otrzyma¢ w wyniku superpozycji takich elementarnych

drgafi przypadkowych. E

Ruch kazdego ukladu fizycznego (o skoficzonej liczbie stopni swobody) jest zdeterminowany
przez trzy podstawowe grupy wielkosci: a) warunki poczatkowe, tj. wielkosci charakteryzujace
poczatkowy stan ukladu; b) parametry charakteryzujace wlasnoéci ukladu (i wystgpujace

w odpowiednich réwnaniach ruchu jako wspolczynniki); c) wymuszenia zewnetrzne. Jezeli
wymienione wielkosci (niektore lub wszystkie) sa losowe, to rowniez ruch — w szczegolnosci
ruch drgajacy — jest ruchem stochastycznym. W badaniu dynamiki konstrukcji inzynierskich
podstawowe znaczenie ma przypadkowo$¢ wymuszefi zewnetrznych. Drgania konstrukcji przy
przypadkowych wymuszeniach staly si¢ wazng dziedzing wspolczesnej mechaniki i im poswigcimy
nasza uwage.
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Charakterystyka wymuszen przypadkowych

Wymuszenia lub obciazenia dzialajace na konstrukcje wspolczesnej techniki maja czesto bardzo
chaotyczny i nieregularny przebieg w czasie. Przykladem takiego obciazenia moze by¢ cisnienie
pochodzace od porywistego wiatru. Inny przyklad to sity powstajace przy dzialaniu fal morskich
na konstrukcje statkow; fale morskie nie maja, jak wiadomo, charakteru regularnego w czasie

i przestrzeni, a poprawny opis dzialania tych fal na konstrukcje jest oparty na przedstawieniu ich
w postaci procesu stochastycznego. Dzialanie sejsmiczne charakteryzujace sie ruchem gruntu

ma rowniez charakter stochastyczny (Rys. 3). Jeszcze jednym waznym przykladem wymuszenia
stochastycznego jest dzialanie strumienia turbulentnej atmosfery na powloke samolotu. Wreszcie
sytuacja dobrze znana kazdemu z codziennych doswiadczern — ruch samochodu po nierdbwnosciach
drogi. Mozna przyjac, ze nierownosci sa rozlozone w sposob przypadkowy, zatem rowniez ich
dziatanie w czasie na kola samochodu ma charakter stochastyczny i wywoluje drgania
stochastyczne pojazdu (Rys. 4).
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Rys. 3. Typowy zapis wymuszenia Rys. 4. Uproszczony model pojazdu poruszajgcego sie
sejsmicznego i dzialanie na budowle. po przypadkowych nierdéwnosciach nawierzchni; masa m

wykonuje drgania stochastyczne opisane przez Y(1, y).

Aby mozna bylo przeprowadzi¢ analiz¢ drgain wymuszanych silami takimi, jak wymienione
wyzej, nalezy co$ wiedzie¢ o procesie stochastycznym charakteryzujacym (matematycznie) owe
wymuszenia. Informacj¢ t¢ otrzymujemy z badan doswiadczalnych. Zbierane w odpowiednio
zaplanowany sposob obserwacje liczbowe sg opracowywane metodami statystyki. Otrzymanie
pelnej informacji o procesie stochastycznym w postaci rozkladéw prawdopodobiefistwa jego
wartosci jest trudne. Totez w praktyce wymuszenia losowe charakteryzuje si¢ najczesciej

w sposOb prostszy przez podanie czg$ciowej informacji w postaci wartosci $rednich rozwazanego
procesu. Najprostsza taka wielkoscia jest wartos¢ przecietna (oczekiwana) procesu

(N {X(t, pY> = mx(t)

charakteryzujaca ,,usrednione” (po wszystkich mozliwych realizacjach) zachowanie si¢ procesu
Jezeli w procesie stochastycznym X(1) (linia przerywana na Rys. 2). Aby scharakteryzowaé wzajemng zalezno$¢ miedzy wartosciami
zwiazki probabilistyczne nic ulegaja S procesu X(z, y) w roznych chwilach czasu wprowadza si¢ natomiast tzw. funkcje korelacyjna
przy przesunigciu w czasie, to wartosé
przeci¢ina E[X(r)] = m nie zalezy od czasu. procesu

Funkeje 2) Kx(ty, t2) = <X(t1, Y) X (12, ¥))-
K(7) = E[X()X(t+ 1)]—m?

Dwie wymienione funkcje dostarczaja istotnej informacji o badanym procesie stochastycznym,
nazywamy funkcja korelacyjng procesu X(r). ISy < J Ja ) J 2 L Y

a ich wyznaczenie z do$wiadczen nie nastrecza trudnosci (dla wyznaczania funkgji korelacyjnej

z danych do$wiadczalnych zostaly skonstruowane i sa uzywane odpowiednie urzadzenia zwane
korelatorami). Dodajmy, ze jesli mozna przyjac (a czgsto takie zalozenie jest uzasadnione), iz
proces stochastyczny jest taki, ze rozklady prawdopodobienstwa jego wartoéci sa gaussowskie
(Rys. 5), to te dwie funkcje charakteryzuja w pelni rozwazany proces.

Teoria drgan stochastycznych korzysta bardzo czgsto z dalszego uproszczenia. Ot6z okazuje sig,
ze wiele rzeczywistych obciazen przypadkowych moze by¢ opisane przez tzw. procesy stacjonarne,
tj. procesy, ktorych charakterystyki nie zmieniaja si¢ przy przesunigciu skali czasu (charakter
fluktuacji nie zalezy od konkretnej chwili). Rysunek 6 pokazuje realizacje procesu stacjonarnego.
Dla takich procesoéw my jest wielkoscig stala, za§ Ky(t,, 12) = K(t2—1,) = Kx(7). Bardzo wazny
jest fakt, ze dla procesow stacjonarnych istnieje wygodny w praktyce aparat analizy widmowej,
analogiczny w swej idei do analizy harmonicznej zwyklych funkcji — czgsto uzywanej w roznych
Ris. 50 Gesioss prawdopodcbienbiwi dziatach fizyki (akustyka, optyka) do charakteryzowania procesow (np. fal) za pom‘oca pojqci?
rozkladu gaussowskiego. czestosci. Podstawowa wielkoscig w analizie procesow stacjonarnych jest gestos¢ widmowa
procesu gx(w), gdzie o jest czgstoscia. Miedzy funkcja korelacyjna i gestoscia widmowa istnieje
wzajemny zwiazek : mianowicie, jezeli proces przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste, to

I —— e —

3) Kx(7) = ! gx(w)cosmtdm,
0
2 oo
) gx(w) = S Kx(t)cosmtdrT.
Fi 4
0

Rys. b, Realizacja procesu stacjonarnego.
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Rys, 7. Funkeje korelacyjne wymuszen
pochodzacych od nierownosci drogi.

w

Rys. 8. Gestodei widmowe odpowiadajgee
funkcjom korelacyjnym na Rys. 7.

Zauwazmy, ze zgodnie z okresleniem funkcji korelacyjnej (wzor (2)) jej wartosc dla tych samych
wartosci czasu, tj. dla 1, = ¢, = ¢t daje tzw. sredni kwadrat procesu, czyli Kx(, t) = (X*(1)>.
W przypadku procesu stacjonarnego mamy zatem

20
(5) X2(t) = Kx(0) = | gx(w)do.

0
Poniewaz w licznych zastosowaniach warto$¢ ¢X2> charakteryzuje energie rozwazanego procesu,
to zgodnie ze wzorem (5) gx(w) jest tez nazywana gestoscia widmowa energii. Zgodnie
z interpretacja pojecia gestoscei, iloczyn gx(w)dw okresla te czgsé energii procesu, ktora zawarta
jest w przedziale czgstosci od @ do w4+ dw. Wyznaczanie gestosci widmowej z danych
doswiadczalnych jest stosunkowo proste; duza pomoc stanowig specjalne urzadzenia zwane
analizatorami widmowymi.
Okazuje sig, ze takie wymuszenia przypadkowe jak: obciazenie wiatrem, fluktuacje predkosci
i ci$nienia w strumieniu turbulentnym, szum silnikow odrzutowych czy wymuszenie drgan pojazdu
poruszajacego si¢ ze stalg predkoscia po nierébwnosciach realnych drog moga by¢ traktowane
jako procesy stacjonarne. Dla procesow tych byly wyznaczane na podstawie doswiadczen funkcje
korelacyjne i gestosci widmowe. Na przyklad, doswiadczalne badania nierownosci drog o roznej
nawierzchni prowadzone w roznych krajach (Japonia, Niemcy, ZSRR) wykazaly, iz funkcje
korelacyjne profilow (wzdluz kierunku jazdy) tych drog y(x) mozna z wystarczajacg dokladnoscia
przybliza¢ nastepujacymi wyrazeniami

©6) Ky(%) = ole %),

N o = X=x—x lub ich kombinacjg.
(7 Ky (%) = o?e~*xicosfix,

Poniewaz rozwazamy sytuacje, kiedy pojazd porusza sig ze stala predkoscig v, czyli x = vt,

¥ = v, to funkcje korelacyjna wymuszenia dzialajacego w czasie na kola pojazdu

X(r, ¥) = y(vt) otrzymujemy bezposérednio z powyzszych wyrazen podstawiajac w miejsce o

i # odpowiednio «, = va, §; = vf. Czytelnik z latwoscia zauwazy, ze przypadek, kiedy pojazd
porusza si¢ ze zmienna predkoscia, jest bardziej skomplikowany. Rysunek 7 przedstawia wykresy
funkeji korelacyjnych (6) i (7), za§ Rys. 8 obrazuje odpowiadajace tym funkcjom gestosci

widmowe, ktore (po obliczeniu calki (4)) przyjmuja postac
2

" , '] o
( B = a w+oie?’

) oo w?+aolp? 4+ f?
(7) glw) = -

7 (0 —f o) +4atvie?
W zaleznosci od rodzaju nawierzchni (np. droga brukowana, asfalt, asfalt na betonie itp.) state

a2, o, f przyjmuja rozne wartosci; np. dla szosy o przecigtnej nawierzchni asfaltowej badanej
w Japonii ¢ = 1,21 cm, « = 0,18, § = 0,54.

Reakcja konstrukcji na wymuszenie stochastyczne

Jak reaguje ukiad fizyczny czy konstrukcja na wymuszenie o charakterze przypadkowym?
Oczywiscie, reakcja konstrukcji i zmiennos¢ tej reakcji w czasie sg rowniez przypadkowe; innymi
stowy reakcja konstrukcji jest opisana procesem stochastycznym Y(z, ¢). Podstawowy problem
teorii drgan stochastycznych polega wiec na scharakteryzowaniu procesu Y(r, p), gdy dana jest
informacja o wymuszeniu X(r, ) i okreslone sq wlasno$ci badanego ukladu. Badanie takiego
problemu pochlaniato uwage mechanikow i matematykow przez wiele lat, poczawszy od potowy
lat pig¢dziesiatych. W celu wskazania istoty zagadnienia rozwazmy tzw. czasowo-niezmienny,
liniowy uktad o jednym stopniu swobody. Taki uklad stanowi wygodny model w analizie drgan
wielu rzeczywistych konstrukeji. Liniowos¢ ukladu oznacza, ze relacja migdzy wymuszeniem

X(t, ) ireakcia Y(1, ) jest liniowa (w odpowiednich rownaniach opisujacych dynamike nie
wystepuja potegi Y(z, p) inne niz pierwsza). Uklad jest czasowo niezmienny (lub stacjonarny),
jezeli jego wlasnosci (masa, tlumienie itp.) sq stale w czasie ruchu; jest to warunek spetniony

w wigkszosci podstawowych konstrukcji inzynierskich. Jeden stopien swobody wskazuje, iz model
jest na tyle prosty, ze reakcja w kazdej chwili jest catkowicie scharakteryzowana przez jedng
wielkos¢ Y; okazuje sie, ze informacje otrzymane z analizy takiego uproszczonego modelu
charakteryzuja rowniez dynamike ukladow bardziej zlozonych, o wielu stopniach swobody

a nawet tzw. ukladow ciaglych — o nieprzeliczalnej iloci stopni swobody (np. belki, ptyty,
powtloki itp.). Liniowe uklady czasowo-niezmienne maja te wlasnos$¢, ze jezeli wymuszenie jest
sinusoidalne, lub — w postaci zespolonej — harmoniczne (X = ef®), to reakcja jest rowniez
harmoniczna o tej samej czgstosci, przy czym amplituda reakeji zalezy od czestosceli, tj.

Y = H(w)e!!. Wielkos¢ H(w) jest wigc czestotliwosciowa charakterystyka dynamiki rozwazanego
ukfadu. Jej znajomos¢ dla wszystkich wartosci czestosci daje informacje potrzebng do otrzymania
reakcji ukladu na dowolne znane wymuszenie. Funkcj¢ H(w) mozna stosunkowo prosto wyznaczy¢
eksperymentalnie. W analizie teoretycznej otrzymuje sie ja tatwo z odpowiednich, rozniczkowych
rownan drgan podstawiajac w nich w miejsce X i Y wskazane wyzej wielkosci harmoniczne.



Rys. 9. llustracja uszkodzenia
katastroficznego; przekroczenie przez
reakcje (pr i enie prezenie itp.)

stanu niebezpiecznego.
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Rys. 10. Hustracja nagromadzenia si¢
uszkodzen zmeczeniowych: Ry — tzw.
granica wytrzymalosci zmeczeniowej.

Korzystajac z pewnych faktow dotyczacych stacjonarnych procesoéw stochastycznych oraz uktadow
liniowych otrzymuje sig rezultat: jezeli na uktad liniowy o charakterystyce czgstotliwosciowej
H(w) dziala wymuszenie stochastyczne stacjonarne X(r, ¥) o gestosci widmowej gx(w), to

gestos¢ widmowa reakcji ukiadu na to wymuszenie wyraza si¢ wzorem

(8) ; gr(w) = [H(w)*gx(w).

Powyzszy wzor stanowi jedna z podstawowych relacji w teorii drgan stochastycznych uktadow
liniowych. Jak juz wiemy, znajac gy(w) mozna latwo, na podstawie wzordw (3) i (5), wyznaczyc
funkcje korelacyjna Ky(7) czy $redni kwadrat reakcji konstrukcji (¥?>.

Jezeli badany uklad jest bardziej zlozony — jest ukladem o wielu stopniach swobody — ale
dalej pozostaje liniowy, to ogolna zasada wyznaczania charakterystyk statystycznych reakcji jest
taka sama. Inaczej ma sig¢ sprawa, jezeli ruch ukiadu musi by¢ opisany réwnaniami nieliniowymi.
Ale i w tym przypadku zostaly opracowane metody pozwalajace charakteryzowac reakcje; sa
one jednak pod wzgledem rachunkowym bardziej zawile i w wigkszosci przyblizone.

Wrocmy do przykladu zwiazanego z ruchem pojazdu po nierownej drodze. Przyjmujac, ze gestosc
widmowa profilu drogi jest okreslona wzorem (5) a model pojazdu jest taki jak na Rys. 4,
otrzymujemy fatwo na podstawie wzoru (8) wyrazenie dla gestosci widmowej drgan masy m
oraz po wykonaniu calkowania nastepujacy wzor dla sredniego kwadratu przemieszczenia
pionowego

a2 (4h’ +wdav + 2hw}
&) ¥* = e

20 o?0?+2hav+wd
gdzie & jest wspolczynnikiem tlumienia zawieszenia, za$ wo — tzw. czgstos¢ drgan wlasnych —
charakteryzuje wlasnosci sprezyste zawieszenia. Powyzszy wzor dostarcza istotnej informacji;
wyraza on wartosc sredniag kwadratu przemieszczenia pionowego masy w zaleznosci od wariancji
pionowych nierébwnoéci drogi 2, parametru charakteryzujacego przestrzenna korelacjg
nierownosci profilu «, predkosci ruchu pojazdu v oraz parametrow charakteryzujacych zawieszenie
h i wg. Mozna tez otrzymac odpowiedni rezultat dla sredniego kwadratu pionowego przyspieszenia
¢¥?> masy w ruchu drgajacym — wielkosci, ktora stanowi bodajze najwazniejszy parametr
charakteryzujacy tzw. komfort jazdy. Tego rodzaju rezultat pozwala z kolei tak dobra¢ parametry
zawieszenia h i wq, aby Ow $redni kwadrat przyspieszen pionowych (powodowany przypadkowymi
nierdbwnosciami) osiagnal warto$¢ minimalna. Takie postgpowanie (oczywiscie dla bardziej
zlozonych modeli pojazdu) prowadzi do zwigkszenia komfortu jazdy i jest stosowane
w projektowaniu.

Uszkodzenie konstrukcji na skutek drgan stochastycznych

Nastepne, w sposob naturalny wylaniajace sie problemy zwigzane z drganiami stochastycznymi,
dotycza skutkow, ktore one wywoluja. Jest rzecza znana, ze konstrukcje i ich elementy poddane
obciazeniom zmiennym w czasie podlegaja niszczeniu nawet wtedy, gdy zadne z wielkosci
normowych nie zostaja przekroczone. Ma to rowniez (a moze przede wszystkim) miejsce, gdy
owe obcigzenia zmieniaja si¢ w czasie w sposob przypadkowy, a konstrukcja wykonuje drgania
stochastyczne. Niech Y(t, ) — jak poprzednio — oznacza reakcje konstrukcji (przemieszczenie,
naprezenie itp.) w ustalonym punkcie krytycznym; przy tym owa reakcja ma charakter
stochastyczny i znane s3 jej podstawowe cechy statystyczne. Istotne jest pytanie: jak wykorzystac
informacje o procesie Y(r, ¥) w badaniu uszkodzen i w ocenie trwalosci konstrukcji? Nie ma
potrzeby wykazywa¢, jak wazna dla praktyki inzynierskiej jest odpowiedZ na to pytanie. Odpowiedz
nie jest jednak prosta, a nawet nie zawsze jest mozliwa. W celu uzyskania informacji o trwalosci
konstrukcji nalezy przede wszystkim wziag¢ pod uwage roézne mozliwe mechanizmy uszkodzen
zwigzane z drganiami stochastycznymi. Dwa takie mechanizmy sg niewatpliwie podstawowe.
Pierwszy mechanizm zniszczenia polega na tym, ze uszkodzenie konstrukcji wystepuje wtedy,
gdy reakcja Y(7, y) osiaga po raz pierwszy pewien okreslony gorny (np. a) lub dolny (np. b)
poziom, gdzie a i b sa danymi duzymi liczbami dodatnimi. Mowimy, ze uszkodzenia wyst¢pujace
przy zajsciu tego zdarzenia sa uszkodzeniami katastroficznymi (lub uszkodzeniami pierwszego
przejscia; ang. — first excursion failures — por. Rys. 5). Druga mozliwosc jest nastepujaca:
reakcja Y (¢, ) nie przyjmuje duzych (katastroficznych) wartosci, doznaje jednak wielu nieznacznych
wyjs¢ poza pewng granice (tzw. granicg wytrzymalosci zmeczeniowej) i wobec tego zniszczenie
konstrukcji akumuluje sig; catkowite zniszczenie nastepuje wtedy, gdy nagromadzone
uszkodzenie osiaga pewna okreslong krytyczna wartos¢. Ten rodzaj zniszczenia znany jest pod
nazwa zniszczenia zmeczeniowego (Rys. 6). W ocenie niezawodnosci konstrukeji w oparciu

o pierwszy mechanizm zniszczenia istotne jest okreslenie czasu T, w ktorym reakcja Y(r, )
osiggnie pewien ustalony, krytyczny poziom po raz pierwszy. Oczywiscie, czas T jest wielkoscia
losowa. Podstawowe zagadnienie analizy uszkodzen katastroficznych mozna sformutowac
nastepujaco: znajac wlasnoéci statystyczne reakcji konstrukeji Y(r, ) nalezy wyznaczy¢ informacje
o czasie pierwszego przejscia T. Problemy zwiazane z wyznaczeniem czasu pierwszego wyjscia
realizacji procesu z rozwazanego obszaru (lub przedzialu) byly rozwazane w matematycznej
teorii procesow stochastycznych. Efektywne rozwiazania moga by¢ jednak otrzymane tylko dla
pewnych specjalnych klas procesow; na przyklad — dla tzw. dyfuzyjnych procesow Markowa,

7
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Rys. 11. Krzywa (we wspolrzednych
logarytmicznych prosta) S—N.

tj. procesow, w ktdrych ,,przysziosé” zalezy tylko od stanu obecnego, a nie zalezy od ,,przeszlosci™.
Procesy takie sg spokrewnione z procesem opisujacym zjawisko ruchéw Browna znane kazdemu
z fizyki; moéwiac dokladniej, dyfuzyjne procesy Markowa mozna modelowa¢ za pomoca ruchu
brownowskiego. To, kiedy drgania stochastyczne realnych ukladow moga by¢ charakteryzowane
przez dyfuzyjny proces Markowa stanowi problem sam w sobie. Dyfuzyjny charakter reakcji
uktadu zalezy przede wszystkim od wymuszenia. Jezeli przypadkowe wymuszenie spetnia pewne
warunki (np. gdy jest to proces stacjonarny o stalej ggstosci widmowej, co oznacza, ze migdzy
wartosciami procesu w roznych chwilach brak jest korelacji), to reakcja ukladu moze by¢ opisana
przez dyfuzyjny proces Markowa i wtedy mozna okresli¢ tzw. czas zycia konstrukeji (jak pisali$my
wyzej, jest to takze zmienna losowa). W sytuacjach, gdy reakcja nie moze by¢ opisana przez
dyfuzyjny proces Markowa, korzysta si¢ z pewnych rozwigzan przyblizonych oraz oszacowan
prawdopodobieristwa pierwszego przejicia. Szczegdlnie prosty rezultat otrzymuje sig, jezeli
zalozy sig, ze proces Y(t, p) jako obiekt matematyczny jest taki, ze przekracza on rozwazany
poziom wystarczajaco rzadko, przy czym owe przekroczenia sa zdarzeniami niezaleznymi. Wtedy
liczba chwil losowych w przedziale czasu (0, t], w ktorych nastgpuja przekroczenia poziomu
Jest scharakteryzowana przez tzw. jednorodny proces Poissona. Wlasnosci procesu Poissona sa
dos¢ dobrze zbadane i, nawiasem mowiac, stanowi on dobry model szeregu roznych zjawisk
losowych; na przykiad opisuje on proces zgloszen do stacji telefonicznej. Jesli wiec korzysta sie
z procesu Poissona jako modelu liczby przekroczen rozwazanego poziomu a, to
prawdopodobienstwo tego, ze w przedziale czasu (0, t] nie nastapi zadne przekroczenie tego
poziomu jest rowne e~#!, za§ prawdopodobienistwo uszkodzenia katastroficznego w przedziale
(0, t] jest 1 —e~#!, Parametr A oznacza intensywno$¢ procesu Poissona; w naszym przypadku
Jjest on rowny Sredniej liczbie przewyZzszen poziomu a przez proces Y(f, ) w jednostce czasu
(e = 2,718). Niestety, zalozenie, ze przewyZszenia poziomu a przez proces Y (¢, ) sa zdarzeniami
niezaleznymi, jest bardzo ograniczajace. Totez wielu badaczy poszukiwalo innych metod
charakteryzowania czasu uszkodzenia katastroficznego. W szczegolnoéci znalezione zostaly rozne
oszacowania prawdopodobienstwa zniszczenia katastroficznego. Zniszczenie konstrukeji pod
wplywem drgan stochastycznych przyjmuje najczgsciej forme zniszczenia zmeczeniowego
powstajacego na skutek dlugotrwalego oddzialywania naprgzenia o charakterze pulsujacym
(gtosna niegdy$ katastrofa mostu w Szwecji nastapita, jak zgodnie orzekli eksperci, wlasnie na
skutek zmeczenia). Fizyczne zjawiska lezace u podstaw zniszczenia zmeczeniowego sa bardzo
zlozone, a ich natura nie jest jeszcze w pelni zbadana. W chwili obecnej podstawowe informacje
o tym rodzaju zniszczenia czerpane sa z badan eksperymentalnych przeprowadzanych w warunkach
deterministycznych obciazen cyklicznych. W takim przypadku istnieje relacja migdzy amplituda
naprezenia i liczbg cykli powodujacych zniszczenie; jest to tzw. krzywa S—N (lub krzywa
Wohlera) okre§lona zaleznoscig: NS® = ¢, gdzie S jest amplituda naprezenia, N jest niszczaca
liczba cykli, za$ b i ¢ sa stalymi dodatnimi charakteryzujacymi material. Jezeli amplituda reakcji
(napre¢zenia) nie jest stala, lecz zmienia si¢ w czasie, to nalezy wprowadzi¢ dodatkowe zalozenia
dotyczace akumulowania si¢ uszkodzen spowodowanych roznymi amplitudami. Najlepiej znang
i ze wzgledu na swoja prostote ogdlnie przyjmowana jest hipoteza Palmgrena-Minera postulujaca,
ze jezeli zniszczenie pod wplywem naprezen o danej amplitudzie wystepuje po N cyklach, to
uszkodzenie akumuluje si¢ w sposdb jednorodny w kazdym kolejnym cyklu, tak ze podczas
Jjednego cyklu wystepuje 1/N calkowitego zniszczenia. Zniszczenie spowodowane dzialaniem n,
cykli naprezenia o amplitudzie S, jest rowne: A; = m/N;, m; < N;, gdzie N, jest niszczaca liczba
cykli przy amplitudzie naprezenia S;. Catkowite zniszczenie jest rowne D = 3 A;. Element

)

doznaje zniszczenia zmeczeniowego, jezeli D = 1. Warto zauwazy¢, ze kryterium Palmgrena-
Minera nie uwzglednia wplywu kolejnosci wystepowania naprezen na wielkos¢ akumulowanego
zniszczenia. Jest to jeden z jego niedostatkow, gdyz eksperymenty wykazuja, iz kolejnosé
wystgpowania roznych poziomodw naprezenia jest istotna.

Kryterium Palmgrena-Minera zostalo zaadaptowane do przypadku obciazen stochastycznych
przez zamiang liczby cykli n; liczba maksimow stochastycznego procesu naprgzenia na poziomie
8. Oczywiscie, jezeli naprezenie jest deterministyczne i cykliczne, to liczba maksimow jest

rowna liczbie cykli; jezeli proces naprezenia jest stacjonarnym procesem stochastycznym, ktorego
widmo energetyczne jest skupione w waskim zakresie czestosci (proces o waskim widmie), to
liczba maksimow rowna sig liczbie przecigé poziomu zerowego. W takiej sytuacji, jesli dodatkowo
rozklady prawdopodobieristwa procesu naprezenia sa gaussowskie, owe ,,ustochastycznione”
kryterium Palmgrena-Minera daje interesujace i uzyteczne rezultaty. Okazuje sie, Zze otrzymana

w ten sposOb wartosc Srednia nagromadzonego zniszczenia zmeczeniowego jest proporcjonalna
do $redniej liczby przecigé przez proces naprgzenia poziomu zerowego oraz zalezy w sposob
nieliniowy — rozny dla réznych materialow — od éredniego kwadratu naprezenia. Nalezy jednak
podkresli¢, ze kryterium Palmgrena-Minera (oraz inne podobne hipotezy) jest jedynie inzynierska
procedura szacowania nagromadzajacych sie uszkodzen, bardziej lub mniej stuszna w zaleznosci

od konkretnej sytuacji. Jako do$¢ prosta hipoteza nie stanowi ono, i nie moze stanowic,

w zadnej mierze wyjasnienia zlozonego i w istocie swej stochastycznego mechanizmu zniszczenia
Zmeczeniowego.



W ostatnim czasie podjete zostaly proby (rowniez przez autora niniejszego artykutu)
metodologicznie bardziej zadowalajacego opisu akumulacji zniszczenia zmeczeniowego. Méwiac
ogolnie, oparte s3 one na traktowaniu elementu konstrukcji (czy prébki materialu), w ktorym
zachodzi niszczenie zmgczeniowe (np. na skutek obcigzen przypadkowych) jako pewnego ukladu,
ktorego stany sg opisane przez proces stochastyczny. Owe zmeczeniowe stany elementu konstrukcji
moga by¢ interpretowane i mierzone w rozny sposob. Moga one by¢, na przyklad, wyrazane
poprzez dlugodc szczelin, rys czy innych defektow jakie rozwijaja sie w badanym elemencie.
Zostalo stwierdzone, ze zniszczenie zmeczeniowe nastepuje glownie wskutek powstawania

i wzrostu szczelin w materiale. Eksperymenty pokazuja jednak, ze mimo iz w prébee znajduje

sig duza liczba szczelin (roznej wielkosci), to zawsze mozna wyrdzni¢ szczeling dominujaca,
ktora jest przede wszystkim odpowiedzialna za ostateczne zniszczenie. Tak wice dlugo$é
dominujgcej szczeliny (lub pewna funkcja jej dlugoéci) moze byé przyjeta jako miara zniszczenia
zmeczeniowego. Wzrost dlugosei szezelin w ogole, a dominujacej szczeliny w szczegolnosci,
zachodzi jednak w sposob bardzo nieregularny; najczedciej — jak wskazuja eksperymenty —

w sposOb skokowy w losowych chwilach czasu. Wydaje sie, ze wlasciwa charakteryzacja tego
procesu stochastycznego wykorzystujgca istniejace rezultaty eksperymentalne dotyczace
zmeczenia materialobw moze w sposob istotny wzbogaci¢ nasza wiedze o tym waznym zjawisku.
To, na ile takie stochastyczne modele akumulacji zniszczenia zmeczeniowego beda uzyteczne,
zalezy od ich eksperymentalnej weryfikacji. Weryfikacja taka wymaga jednak zaplanowania

I rozwinigcia metodologicznie nowych eksperymentow.

Zakonczenie

Przedstawione w tym artykule zagadnienia stanowia istotny skladnik wspolczesnej mechaniki.
Warto jednak podkresli¢, ze wazno$¢ badan nad drganiami stochastycznymi, ich skutkami,

a takze nad zmniejszaniem ich negatywnego wplywu na czlowieka, otoczenie i konstrukcje,

ma nie tylko czysto utylitarne znaczenie. Analiza drgan stochastycznych i stochastyczne problemy
trwatoéci konstrukeji sa czgscia metodologii opartej na ujmowaniu zjiawisk w terminach zdarzen

i prawdopodobienstw. Metodologia ta okazala sie niezwykle cenna w badaniu i wyjasnianiu
szeregu zjawisk fizyki, do mechaniki za$ weszla stosunkowo niedawno na skutek potrzeb
najbardziej nowoczesnych galezi techniki, takich jak astronautyka i aerotechnika; nastgpnie

Jej wazno$c zostala zaakceptowana przez takie tradycyjne dziedziny jak inzynieria ladowa

i wodna, technika pojazdow i inne. Dzisiaj ten sposdb podejscia do wielu zjawisk mechaniki
przynosi istotne wzbogacenie jej aparatu badawczego, a takze dostarcza nowych informacji

o zachowaniu si¢ konstrukeji i materiatow. Totez w wielu osrodkach naukowych w §wiecie
stochastyczne podejécie do interpretacji i badania zjawisk mechanicznych zajmuje coraz wazniejsze
miejsce w programach badawczych. Réwniez w Polsce badania w tym kierunku sg istotnie
zaawansowane. W naszym kraju wynikaja one jednak bardziej z potrzeby uczestnictwa w rozwoju
szeroko pojetej kultury niz z autentycznych zapotrzebowan praktyki inzynierskiej.

Rozwigzanie zadania F 103.
Przy dostatecznie powolnym zanurzaniu szklanki, w; adkowa sil dzialajgcych na nig wynosi zero. Rysunek
obrazuje sytuacje przy zanurzeniu wynoszacym x. Przyjgto oznaczenia: § — powierzchnia przekroju rewngtrznego,

$ — wewnetrznego, Fyy — wypadkowe parcie atmosfery, Fz — wypadkowe parcie powictrza zawarlego w szklance,
F. — wypadkowe parcie cieczy, 0 — sila cietkosci szklanki, F — sila przykladana przez zanurzajacego.

Indeksy 1 i 2 dotycza odpowiednich przypadkéw pokazanych na rysunku. Z warunkéw réwnowagi zapisanych
dla obu przypadkéw mamy

) Fi+Q+Far+Fe, =0,

2 F3+ Q4+ Fai+ Fe,+Fg =0,

h—@ F\—Fy = F¢,—Fe,— Fyq.

Po zrzutowaniu na o$ wspdlrzednych i podstawieniu odpowiednich wartosci otrzymujemy
Fix=Fax = 5(Pat + egx) — (S—s)(Pat + 0gx) — S(Pay + 0gh).
Proste przeksztalcenia algebraiczne daja ostatecznie F,x— Fix = ogs(x— h).
Z zaleinodci tych wynika, i sila przykladana do szklanki zanurzonej dnem ku dolowi musi by¢ wigksza, zatem wigksza

jest w tym przypadku praca wykonana przez zanurzajacego. llosciowe znalezienie roinicy tych prac wymaga
dodatkowych zalozeri natury termodynamicznej. Wiedy moiliwe Jest uzyskanie jawnej postaci zaleinosci b = f(x)

X X X X
a nasigpnie obliczenie calki W, - W, = | F, dx- 3 Fixdx = S (Fix— Fax)dy = Dgss (v—h)dx.

0 0 0 0
Najbar iziej naturalne jest zalozenic o réwnosci temperatur powietrza, wody i szklanki, a takze o izowrmicznosci
procesa sprezania powietrza zawartego w szklance. Z prawa Boyle'a Mariotte’a zapisanego dla standw

przed i po zanurzeniu wynika: Py H = (Py+ogh)[H (x—=h)].

Otrzymane rownanie, kwadratowe wzgledem h, zniecheca do dalszych rachunkow. Dajy sig one co prawda
uprodcié, gdy skorzysta sie 2 faktu niewielkich zmian cisnienia, lecz nie wnoszg niczego iswinego dv rozwigzania
i dlatego pominiemy je.

Do identycznego wyniku mozna dojsé rozwigzujge zadanie na gruncie zasady zachow 1 energii. Nalezy jednak
pamigiaé, ze trzeba skorzysiaé z jej rozszerzonej (o zjawiska cieplne) wersji. Polecamy to Crvielnikom jako

pouczajgce éwiczenie.



Narysuj jedna kreske a rozwiazesz...

W czasie podrozy zepsui si¢ samochod... Kierowca dopchal jakos go do warsztatu, Mechanik spojrzal na zepsuty woz, zajrzat pod

maske, potem przyniost mlotek i mocno stuknat gdzie$ w okolicy silnika. ,,Prosze, naprawione”. Rzeczywiscie, wszystko bylo

w porzadku. Szczg$liwy kierowca zapytat dla przyzwoitosci: ,,Ile sig nalezy?”. ,,Pigéset zlotych” — odpowiedzial mechanik. ,,Pigéset

zlotych za jedno stuknigcie mlotkiem?"* zawotal oburzony kierowca. ,,Nie, za stukniecie dziesig¢ zlotych. Pozostale czterysta dziewigcdziesiat
Za to, ze wiedzialem, gdzie uderzyc™.

W tej starej historyjce jest wiele prawdy. Ile wysitku kosztowaly nas niektore rozwiazania, dopoki nie wpadliSmy na pomyst: ,,O rany,
wystarczy mocno stuknac...”?

W ponizszych zadaniach geometrycznych ,,dorysowanie jednej kreski™ nalezy traktowaé nieco umownie — czasami trzeba az dwoch.
Zreszta, zalezy to od tego, co rozumiemy przez kreske...

® Klub 44

'

& Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

Skrot regulaminu ligi zadaniowej

o suma ocen za rozwigzania danego zadania
" liczba 0s6b, ktore nadestaly choé¢ jedno rozwigzanie z numeru

i tyle punktow otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktoéw (w dowolnym czasie) zostaje

on czltonkiem Klubu, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne

czlonkostwo — to tytul Weterana. - .

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,

oraz nasza Redakcja.

Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,,Delty*

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Zadania Nr 7, 8, 9
Termin nadsylania rozwiazan: do 31.01.1982
7. Zaloimy, ze f jest funkcja ciagla w przedziale (0, 4+ o) i ze dla kazdej liczby x > 0 granica

lim f(x) istnieje i roOwna sie zeru. Czy stad juz wynika, ze lim f{x) = 0?7
n-sm n| : x=0+
OWCA 8. Dany jest czworoscian, w ktorym diugosci kazdej pary krawedzi skosnych sg rowne. Srodki
OWCA kazdych dwach krawedzi skosnych polaczono odcinkiem. Udowodnié, Ze otrzymane trzy odcinki
S0 b skladnikow przecinaja si¢ w jednym punkcie i ze s3 parami prostopadle.
OWCA 9, Zmaksymalizowa¢ liczbe owiec w stadzie. To znaczy: znalezé najwigksza liczbg naturalna n,
+0OWCA dla ktorej napisana obok famigtowka typu litera — cyfra ma rozwigzanie. Liczby zapisane
“STADO w systemie dziesigtnym, poczatkowe cyfry liczb nie sa zerami.
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Rys. 1. Pelne widmo elektromagnetyczne
nCar, od fal radiowych po promienie
Roentgena (e ostatnie to jeszcze nie
opublikowane dane z satelity Einstein).
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M 277. Wykazaé, ze wielomianu x*y*+ x+y+ 1 nie mozna rozlozy¢ na iloczyn wielomianow

p(x) i g(»).

Rozwigzanie na str. 13

M 278. Czy istnieje na plaszczyznie skoriczony zbior odcinkow taki, ze konce kazdego z nich

leza we wnetrzu innych odcinkow zbioru?

Rozwigzanie na str. 14
M 279. lle razy moze si¢ odbi¢ promien $wietlny od dwoch prostych tworzacych kat 1°7
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 103. Dokonano dwukrotnego zanurzenia walcowej szklanki do wody. Pierwszym razem
dnem ku dolowi, drugim — ku gérze. Szklanka pozostawala w trakcie tej operacji pionowa.
W ktorym z przypadkow wykonano wigksza pracg, jesli glebokosci zanurzenia byly za kazdym

razem jednakowe i mniejsze niz wysokos¢ szklanki?

Rozwiazanie na str 9



Oddziatywania miedzyczasteczkowe

Doc. dr Lucjan PIELA

Atomy moga wigzac si¢ w czasteczki. Czasteczki, nawet te pozbawione ladunku elektrycznego,
oddzialujg migdzy soba. Tylko dzigki tym oddziatywaniom mozliwe jest istnienie cieczy

i wigkszodci ciat stalych. Prawie wszystkie wiasnosci materii okre§lone sg przez charakter tych
oddzialywan.

Wiadomo, Ze sily przyciagajace nie moga zapewni¢ powstawania stabilnych ograniczonych
ukladéw czasteczek (caly Wszechdwiat zapadiby si¢ do jednego punktu). Na bardzo matych
odleglosciach musza dziata¢ miedzy nimi sily odpychajace.

Wychodzac z tych jakosciowych obserwacji holenderski fizyk, van der Waals, ktéry jako pierwszy
zwrocil uwage na istotng role oddzialywan miedzyczasteczkowych w gazach, znalazt rownanie
stanu gazu rzeczywistego. Rownanie to opisuje w przyblizeniu nie tylko whasnosci gazow, lecz
takze proces ich skraplania. Sily migdzyczasteczkowe nazywane sa czgsto sitami van der Waalsa.
Szczegblowa teorig oddzialywan van der Waalsa podali Wang i London w koncu lat dwudziestych
naszego wieku, Wedlug niej energia oddziatywania dwoch molekut jest suma energii oddzialywania
elektrostatycznego, Egys., oddziatywania indukcyjnego, Ej,q oraz oddziatywania dyspersyjnego,
Eaysp. Calkowitg prace potrzebng do rozbicia ciala stalego na izolowane czasteczki w przeliczeniu
na jedng molekulg nazywamy energia kohezji (spdjnosci).

Oddziatywanie elektrostatyczne

Wiele czasteczek, na przyklad czasteczka wody, ma rozklad ladunku ujemnego przesunigty
wzgledem fadunku dodatniego. Oddziatywanie takiej czasteczki opisuje si¢ w sposob uproszczony
zastgpujac rzeczywisty rozklad tadunku dipolem elektrycznym, tj. ukladem dwoch tadunkow
punktowych g i —g umieszczonych w niewielkiej odlegloci / od siebie. Moment dipolowy takiej
czasteczki jest rowny p = gl. Sila oddziatywania dwoch czasteczek-dipoli zalezy od ich wzajemnej
orientacji. Chaotyczny ruch cieplny czasteczek gazu powoduje ciagla zmiang tej orientacji i
dlatego istotna jest srednia wszystkich mozliwych ustawien. Srednia ta jest proporcjonalna do
momentow dipolowych czasteczek (p,, p;) i bardzo szybko maleje ze wzrostem ich odleglosci

O tym, jak szybki jest to spadek, niech swiadczy fakt, ze sita grawitacji dzialajaca miedzy
czasteczkami jest wigksza od sil van der Waalsa juz przy odleglosci rzedu 1 mm.
Oddzialywanie indukcyjne
Czasteczki zblizajac si¢ do siebie wplywaja wzajemnie na swoj rozklad tadunku zmieniajac w ten
sposob trwate momenty multipolowe o tzw. momenty multipolowe indukowane. Jesli np. jedna
z czasteczek nie ma trwalego momentu multipolowego, to pole elektrostatyczne drugiej czasteczki
- (dipola) moze doprowadzi¢ do jej polaryzacji. Sila oddziatywania jest wtedy proporcjonalna
do momentu dipolowego p i wspolczynnika « charakteryzujacego polaryzowalnos¢ czasteczki
P
F ind ™ r_7
Energia oddzialywania indukcyjnego moze by¢ najczeéciej opisana jako oddzialywanie trwalego
momentu multipolowego czasteczki A z indukowanym momentem multipolowym czasteczki
B i odwrotnie. Niekiedy, wskutek szczegdlnej symetrii potencjatu deformujacego zachowuje
si¢ symetria sferyczna atomu (ulega on jedynie kompresji lub ekspansji) i efekt indukcyjny nie
da sig opisac jako takie oddzialywanie.

Oddzialywanie dyspersyjne

Wiadomo, 2e atomy gazéw szlachetnych mimo zerowych momentow multipolowych (symetria
sferyczna) takze przyciagaja si¢. W bardzo niskich temperaturach gazy te ulegaja skropleniu

i zestaleniu. Pochodzenie sit dyspersyjnych, ktore do tego prowadza, zostalo wyjasnione na
gruncie mechaniki kwantowej. Ich Zrodlem jest wzajemna korelacja elektronow w oddziatujacych
czgsteczkach. Jakodciowo mozna to wyja$ni¢ nastepujaco. Elektrony w atomach i czasteczkach
zajmujg rézne potozenia z okre$lonym przez mechanike kwantowa prawdopodobiefistwem.
Czasteczka z ustalonymi polozeniami elektronéw ma na ogél rozny od zera moment dipolowy.
Moment ten moze polaryzowac sasiadujace czasteczki, co prowadzi do oddzialywania. Catkowita
sifa jest rowna $redniej tego oddzialywania dla mozliwych polozen elektronéw. Dokladny
rachunek prowadzi do wniosku, ze sily dyspersyjne sa proporcjonalne do polaryzowalnosci

OLyis

czasteczek Faysp ~ -~
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Rozwigzanic zadania M 277. Przypuicmy,
e akim rozkisdem jesu
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= (@ptayx+ ... +agx Wb+ 5,5+ ...
e HBy).
Podstawiajae kolejno x =0 i y = 0 mamy
7+ 1 = agqly) i x+1 = Byplx), cayli
plieln) = = L o
Og g
i

= (xp+3 + 1) # x* +y+
e X+ X+ ¥ #Fxytexiyel

dla dowolnych a,, by. Owrzymana spreccmosé
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Warto wspommiec, iz z dotychczasowych rozwazan wynika, ze aby przy duzej odleglosci
migdzyczasteczkowej istnialo oddzialywanie elektrostatyczne, oba uklady musza mie¢ niezerowe
fadunki lub trwale momenty multipolowe. Warunkiem istnienia oddzialywania indukcyjnego
jest, aby cho¢ jedna z molekul miala trwale momenty multipolowe. Sily dyspersyjne istniejg
natomiast dla wszystkich atomow i molekul. Zwykle majg one wartosci wieksze zarowno od sit
elektrostatycznych jak i indukcyjnych. Tylko dla czasteczek o bardzo duzych momentach
dipolowych, np. czasteczki wody, sily elektrostatyczne przewyzszaja dyspersyjne.

1
Wszystkie trzy typy sil maleja ze wzrostem odleglosci jak —-. Okazuje si¢ jednak, ze dla odleglosci
r

duzo wigkszych od rozmiarow czasteczek istotng rolg zaczyna odgrywac skoniczona predkosé
rozchodzenia sie oddzialywan elektromagnetycznych (juz dla 10-* cm!) i przyciaganie zaczyna

R 1
male¢ jak =
Sily odpychania walencyjnego

Sily indukcyjne i dyspersyjne s3a zawsze przyciagajace (energie ujemne). Znak energii oddziatywania
elektrostatycznego zalezy od typu oddzialujacych czasteczek i ich wzajemnego ustawienia.
Molekuly HCl w konfiguracji H—CI ... H—CI beda mialy energi¢ elektrostatyczna ujemna,
a w konfiguracji H—CI ... CI—H dodatnig. Decyduje o tym ustawienie najnizszych nieznikajacych
multipoli-dipoli. Wynika stad, ze w wielu przypadkach wszystkie trzy sily beda przyciagajace.
Teoria Londona nie przewiduje wiedy mozliwosci utworzenia na przyklad krysztatu. Jest ona
ograniczona do duzych odleglosci miedzyczasteczkowych. Obserwowane tworzenie si¢ kompleksow
molekul sugeruje, ze na malych odleglosciach sily przyciagajace musza by¢ rGwnowazone przez
odpychanie. Sa to tzw. sily odpychania walencyjnego. Maja one swoje Zrodlo w zakazie Pauliego
(na jednym orbitalu molekularnym nie moga si¢ znajdowa¢ wigcej niz dwa elektrony). Przy
zblizaniu si¢ czasteczek ich chmury elektronowe zaczynaja od pewnej odleglosci na siebie
zachodzi¢. Uwzglednienie zakazu Pauliego prowadzi wtedy do pojawienia sig sit odpychajacych.
Sily te o wiele silniej zaleza od rodzaju molekul niz sily przyciagajace i dla kazdej molekuly
trzeba w zasadzie mierzy¢ je oddzielnie. Dobre rezultaty otrzymuje sie jednak przy prostym
zalozeniu
1
Fya1 ~ iy

Addytywnos¢ oddzialywan :

Na ogé! oddzialywania trzech czasteczek A, B i C nie mozna przedstawi¢ w postaci sumy
oddzialywan AB, BC i AC. Mowimy, ze oddzialywania sa nieaddytywne. Przyczyna
nieaddytywnosci jest oczywista — czasteczka C moze modyfikowac rozklady tadunku czasteczek
A i B wplywajac w ten sposob na ich wzajemne oddzialywanie. Okazuje sig, ze oddzialywania
clektrostatyczne i dyspersyjne sa addytywne, a indukcyjne i odpychanie walencyjne — nie.

Ma to istotne znaczenie, gdy rozpatrujemy realne uklady zloZone z wielu czasteczek.

Y



A wigc d(l) =3, d2) =1, d3) = 4, d4) = 1,
ey d(1, 501) = 3 14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944
59230 78164 06286 20899 B6280 34825 34211
70679 82148 08651 32823 06647 09384 46095
50582 23172 53594 08188 48111 74502 84102
70193 B5211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867
83165 27120 19091 45648 56692 34603 48610
45432 66482 13393 60726 02491 41273 72458
70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540
91715 34436 78925 90360 01133 05305 48820
46652 13841 46951 94151 16094 33057 27036
57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051
18548 07446 23799 62749 56735 18857 52724
89122 79381 83011 94912
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Rozwigzanie zadania M 278. Rozpatrzmy
dowolny skonczony zbiér odcinkéw

SR .., A, By} i ustalmy prosta p
nicrownolegly do zadnego z tych odcinkow.

Zauwazmy teraz, ze istnieje prosta g||p i taka,

2 suma A8, v ... VA, B, = Z lezy
w jednej 7 polplaszczyzn domknigrych
wy Zrg # B, Laiwo

£ r g jest koncem

R

sprawiei_ e 3
edaego r odomkaow 4, By, ktéry me nalezy
z odcinkow /‘gﬂt
podanych w zadanin
wlasnodciach mee sinicje.

OO0 wagitzy Zadncg

Tak wwe zbidr o

Magister Pirozynski opowiada...

Jestem, drodzy Czytelnicy, niezwykle podniecony. Znoéw z powodu liczby 7, tej gwiazdy polarnej
matematyki. Niedawno dotarly do mnie najnowsze wyniki studiow nad cyframi jej rozwinigcia

na utamek dziesigtny (Monte Zerger, The Magic of nt, Journ. Recr. Math., vol. 12(1)). Zeby

rzecz ujac krotko (w nauce zwigzlosC i precyzja jest rownie wazna jak tre$¢ merytoryczna, bo

cOz z tego, ze ktos pisze o ciekawych rzeczach, kiedy od czasu do czasu glgdzi na tematy zupelnie
nie zwigzane z glownym watkiem; to jakby na przyktad fryzjer golac klienta rownoczesnie rozmyslat
o OTW; co prawda historia nauki zna jednego fryzjera, ktory nie potrafit sam si¢ ogoli¢ i z tej
frustracji zostat filozofem, zreszta dos¢ znanym, cho¢ jak wida¢ fryzjerem nie byl nadzwyczajnym,
nie takim, zeby ludzie pchali si¢ do niego i gotowi byli da¢ mu 25 zt w kieszen, zeby tylko goli¢
si¢ u niego) wprowadze takie oznaczenia: d(n) = n-ta cyfra rozwiniecia; d(n, n+k) = ciag

k+1 cyfr, poczynajac od n-tej a konczac na (n+ k)-tej.

1) Najprostsze, ale catkiem dokladne przyblizenia = to 22/7 i 355/113. Pierwszy z tych ulamkéw
stanowi najlepsze przyblizenie n liczbami dwucyfrowymi, drugi — trzycyfrowymi. Zastanawiajace,
ze dopiero ,,pieciocyfrowe” 5216316604 = 3,141592 ... stanowi dokladniejsze przyblizenie.
I co powiecie? Sidbdma, dwudziesta druga i trzysta pigédziesiata piata cyfry rozwiniecia n sa
takie same i rowne 2. 52163 cyfra tez jest rowna 2. Nie rozumiem, dlaczego 16604 cyfra nie
jest 2, tylko 1.
2) Przyblizenie m = 22(7 znane jest juz od czas6w starozytnych i mozemy si¢ spodziewac
pewnych przyjemnych osobliwosci wokot 22 cyfry rozwiniecia. I oto rzeczywiscie widzimy mila
symetrie:

d(20, 24) = 46264.

Nie koniec na tym, 462 i 264 dziela sie przez 22, 462 to 22 - 21, zas 264 jest rowne 22+ 12. Dalei,
zauwazamy, ze d(22, 23) = 26 i ze 26 jest pierwsza powtarzajaca sie dwucyfrowa grupa cyfr
rozwinigcia (po raz pierwszy widzimy ja w d(7,8)). Specjalna rola 26 uwidoczni si¢ tym
dobitniej, gdy spojrzymy na wigcej cyfr wokol dwudziestej drugiej:

79 32 38 46 26 43 38 32 79

Skrajne ,,79” jest 22 liczba pierwsza i jest rowna sumie dzielnikow liczby dni w roku
(Czytelniku, ile?). Jezeli popatrzymy z kolei na to, co dzieje sie wokol 79 cyfry rozwiniecia,
to znow przetrzemy oczy ze zdumienia:

d(73, 85) = 628 620 8 998 628,

co nie tylko daje na skraju trzy pierwsze cyfry rozwiniecia 2 = 6,283185 ..., ale i suma
998+ 628 daje 1618 — cztery pierwsze cyfry rozwinigcia ,,boskiej proporcji” (Y/5—1)/2.
Doprawdy, matematyka jest dlatego taka pigkna, ze wszystko w niej wiaze sig scisle ze sobg!!!!!
3) & stuzy do mierzenia kola. Pelne kolo to 360°, intuicja podpowiada nam, by natychmiast
zbadac otoczenie trzysta sze$¢dziesiatej cyfry. Proszg, mamy d(359, 361) = 360.
4) Wiadomo, ze = = 3,14 i nie zaslugiwalbym na miano naukowca, gdybym nie sprawdzit
d(314). Znéw podobnie jak przy 360 mamy: d(314, 316) = 315. Niesamowite, co?
5) Delta pomylila si¢ w numerze 7/1980 twierdzac, ze znane jest tylko 500000 cyfr liczby .
Juz w 1974 roku Jean Guillod i Martine Bouyer z Commisariat a’'l’Energie Atomique we Francji
opublikowali ich az milion. Obliczenia zajely maszynie 7600 Control Data 23 godziny 18 minut.
Milionowa cyfra po przecinku jest 1, a cyfry od 710100 do 710106 sa trojkami. Jest to najdtuzszy
powtarzajacy sig ciag tych samych cyfr wiréd tego miliona. Znacznie wczesniej ukazuje sig sze$é
dziewiatek (od 762 do 767 cyfry po przecinku).
6) Chocweciagu 3, 31, 314, 3145, 31459, 3141592, ... jest prawdopodobnie nieskonczenie wiele liczb
pierwszych, na razie znamy tylko 4: 3, 31, 314159 i 31415926535897932384626433832795028841.
7) Pierwsze 9 cyfr « to 314159265 i mamy
159242122 = 2652 (Pitagoras si¢ klania!).
Dzielagc wzmiankowang w Biblii liczbe 666 (Objaw. $w. Jana, 13.18) przez srodkowe 212
otrzymujemy 3,1415 — niezle przyblizenie 7. Suma dzielnikoéw 265 wynosi 59, te dwie cyfry
bezpoérednio poprzedzaja 265, a 159 — to trzy pierwsze cyfry 1/2m.
8) Mam nadziejg, ze rok 1984 albo cale czterolecie 1984—7 zostanie przez ONZ ogloszony
rokiem liczby 7. Mamy bowiem :

d(1984, 1987) = 5813,

w czym natychmiast rozpoznajemy trzy kolejne liczby Fibonacciego. Ale to jeszcze nic takiego.
Obwod kola o srednicy 58,13 wynosi 365,24156 — co jest prawie rowne diugosci roku
zwrotnikowego (365,2422). A co powiecie na to, ze wysoko$¢ piramidy Cheopsa wynosi 5813 cali?!
Co Egipcjanie chcieli przez to wyrazi¢? Tak, tak. Nauka jest jak ogromne morze. Im bardziej
pijesz, tym bardziej jeste$ spragniony (Stefan Zeromski). Zycze Wam, drodzy Czytelnicy Delty,
zeby i Wam chcialo si¢ tak pi¢ jak mnie.

Wasz
mgr m-p-Zynski
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Cyrklem, linijka czy minikalkulatorem?

Jaka geometria jest ,,lepsza™? Syntetyczna czy analityczna? Ta, ktorej szczatkoéw naucza si¢

w 1 i II klasie liceum, czy ta, ktorej naucza si¢ zwykle w klasie 111 i nobilituje zadaniem na
maturze? Czy nalezy dowodzi¢ twierdzen geometrycznych dedukujac je ze zgrabnie przyjetych
aksjomatow, majac w pogardzie metody analityczne, rachunkowe, czy tez wrecz przeciwnie,
po co si¢ mgczy¢ rozumowaniem, skoro wszystko da sie obliczy¢?

CO BEDZIEMY TEORETYZOWAC, ROZWIAZMY JAKIES ZADANIE
Znalezé zbior punktow plaszezyzny, takich, ktérych suma kwadratéw odleglosci od dwdch danych
punktow A i B rowna jest danej liczbie o.

Niech punkty A4, B, X beda wierzcholkami dowolnego trojkata, punkt C bedzie srodkiem
odcinka AB, a D spodkiem wysokosci poprowadzonej z punktu X. Mamy wtedy:

XA? = XD*+ (AC+CD)?
XB? = XD*+(AC—CD)*.

Stad, po dodaniu stronami:

XA?>+XB? = 2(XD*+ CD?)+2AC?, a stad XA?+ XB? = 2XC?+2AC?. Skoro XA*+ XB?

ma by stale, a AC? jest stale, bo AB jest stale, wiec stale jest rowniez CX. Wynika stad, ze
poszukiwane przez nas punkty leza na ogo6l na okregu o srodku w punkcie C (dlaczego na ogol?)
No dobrze, a gdyby tak zadanie utrudnic i szukac zbioru punktow, ktorych suma kwadratow
odleglosci od trzech danych punktow jest stala? A moze od czterech, pigciu, od n punktow?
Gdyby sig uprze¢, to pewnie powyzsza metoda daloby sie je rozwiaza¢. Tylko po co sig upierac¢?
Po prostu obliczmy. Niech A4,, ..., A4, beda danymi punktami. Szukamy takich punktow X, by
X—A)P+ ... +(X—A) =a (« > 0).

Po nieskomplikowanych rachunkach otrzymujemy:

l 2
nX?=2X-(A,+ ... +A,) = a—(A}+ ... +A2)idalej (X— — (A + ... +A,.)) = f§, gdzie § jest
n
pewna stalg. Wobec tego, dla f > 0, poszukiwanym zbiorem jest okrag o srodku w punkcie
1
— (A + ... +4.).
n

Latwo. Szybko. Elegancko.

ROZWIAZMY JESZCZE JEDNO ZADANIE

Po ramionach kqta prostego slizgajq sie konice A i B przeciwprostokatnej trojkata prostokqtnego
AABC. Po jakim torze porusza sie wierzcholek C tego tréjkqta?

Obierzmy taki uklad wspolrzednych, zeby ramiona kata byly potosiami dodatnimi tego ukladu.
Niech AC = 8, BC = «i B = (1,0), wtedy A4 = (0, Yo+ p>—12).

Wspolrzgdne poszukiwanego punktu C = (x, y) beda spelnialy warunki:

IPx.r>=0

2° (C—B)* = o* 5

3° [C—A]- [C—B] = 0, czyli

1°x,y =20

2° (x—tP+y* = a®

3 x(x—0)+(y— Y+ +12) y = 0.

Wystarczy teraz z rownan 2° i.3° wyeliminowa¢ parametr 7. Brrr... chyba zaczyna si¢ tu zanosié¢
na dos$¢ upiorne rachunki, a nie jest to specjalnie zachwycajace zajecie (nawet przy uzyciu
jakiej$ maszynki do liczenia). By¢ moze, ze mozna to lepiej obliczy¢. A moze mozna zabra¢

si¢ za to zadanie zupelnie inaczej? Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz rysunkowi. Na czworokacie ADBC
mozna opisac okrag. Wobec tego £ ADC = ¥ ABC. Ale kat ¥ ABC jest staly, bo jest to przeciei
kat slizgajacego sie trojkata. W takim razie kat ¥ ADC tez jest staly. Punkt C porusza si¢ wigc

po prostej.
ELatwo. Szybko. Elegancko.

A TERAZ WYJATKOWO OPORNE ZADANIE

Na jednej srednicy okraglego bilardu lezq dwie kule. Nalezy tak uderzyé jednq z kul, zeby po
jednorazowym odbiciu od bandy trafila w drugq kule, ale nie biegnqc po jednej srednicy.

Zadanie sprowadza sie, przy danych punktach 4 i B, do skonstruowania na okrggu takiego
punktu P, by dwusieczna kata ¥ APB przechodzita przez srodek danego okrggu. Oczywiscie
punkt P nalezy skonstruowac¢, postugujac si¢ cyrklem i linijka. Stosujac znane twierdzenie

o dwusiecznej kata wewnetrznego w tréjkacie otrzymamy, ze punkt P powinien spelnia¢ warunek:

PA 0A

PB OB’



Czy maszyﬁa
moze zbudowacd.
drugg takg samg?

Dr Stefan
WOJCIECHOW SKI

Rozwigzanie zadania M 279. Droga
promicnia po odbiciu od prosiej p
przeksziaicona przez symerric wzgledem 1)
prosiej daje prostolimowe przediuzenie drogi
promicnia przed odbiciem. Stosujac
wiclokromie 1en fala dojdziemy do rysunku
z kworego widac, z= po 1B0-krotnym
odbiciu promien wyjdzie spomigdzry

prostych po torze rownoleglym do drogi,
ktora wszedl

180 patprostych co 1

Wobec tego punkt P lezy na okregu Apoloniusza wyznaczonym przez punkty A i B oraz stala
0A

(i ST Taki okrag mozna latwo skonstruowac przy uzyciu cyrkla i linijki. Gdziez wiec ta

wyjatkowa oporno$é zadania?

Zadanie zaczyna si¢ robi¢ oporne, gdy zrezygnujemy z zalozenia, ze punkty A i B leza na jednej

$rednicy danego okregu.

Sprobujmy obliczy¢. Poszukiwany punkt P lezy na okregu o rownaniu x2+y* = «? i spelnia

warunek: ¥ APO = ¥ OPB. Otrzymujemy wigc uklad rownan:

24y =ao?
cos¥ (PA, PO) = cos% (PO, PB),
ktéry w tym momencie nie wyglada jeszcze groznie, ale po podstawieniu wspolrzednych. ..
24y =a

(ay 1+“2J"““-2),' (-‘7_1’1)“""‘(}’_5z - (51x+bzr—¢’)l/(x—ﬂ;}‘+(y—dz}’-
Nie dos¢, ze nie bardzo wiadomo, jak sig za ten uklad rownan zabraé, to w dodatku trudno
oceni€, czy punkty, ktore sa jego rozwigzaniem, sa konstruowalne przy uzyciu cyrkla i linijki.
Zadanie to rownie skutecznie opieralo si¢ licznym prébom rozwigzania metodami geometrycznymi.
Jak dotad, nie zostala znaleziona, o ile nam wiadomo, metoda konstrukcji punktu P srodkami
elementarnymi. By¢ moze wina to lenistwa rozwigzujacych uklad réwnan, nieudolnosci
poszukiwan konstrukcji, a by¢ moze taka konstrukcja nie istnieje, czyli...

ANI CYRKLEM, ANI LINDKA, ANI MINIKALKULATOREM
A tak na marginesie, wracajac do wspomnianego okrggu Apoloniusza, kto dzi$ pamigta ladny,
geometryczny, nieanalityczny dowod, ze zbiorem punktéw, ktorych stosunek odleglosci od dwoch
danych punktow jest staly i roiny od I, jest okrag?

dr Jerzy BEDNARCZUK

Wspolczesna biologia molekularna tak dalece wniknela w mechanizmy rzadzace zapisem

i odtwarzaniem informacji genetycznej, ze pozwala to zastanawiac si¢ nad problemem powstania

i rozwoju zycia. Najistotniejsza cecha Zywych organizméw jest ich zdolnos¢ do reprodukcji

oraz zmiennos$¢. Totez przez ,,zywy organizm™ bedziemy tu rozumie¢ obiekt, ktéry ma dwie cechy:
a) zdolnos$¢ samoreprodukeji czyli inaczej mowiac zdolnosé produkcji swoich kopii,

b) zmienno$¢ — czyli mozliwos¢ zmiany pewnych swoich cech strukturalnych (tzn. budowy)

i funkcjonalnych z jednoczesnym zachowaniem zdolnosci do samoreprodukcji.

Zeby zrozumie¢ powstanie Zycia, biochemicy usilija odtworzyé proces ewolucji ukladéw zlozonych
-makromolekut, ktore we wlasciwym $rodowisku chemicznym nabraly zdolnosci samoodtwarzania.
Ten sam problem mozna jednakie postawic inaczej. Zycie i proces jego ewolucji jest funkcjonalna
cechg zloZzonych ukladéow bialkowonukleotydowych. Wobec tego mozna zapytad, ktore cechy
Zycia sa niezalezne od no$nika materialnego, jakim s3 zwigzki organiczne? Pierwsze kroki w tym
kierunku poczynil juz w 1949 roku (a wiec zanim Watson i Crick rozszyfrowali zagadke budowy
DNA) John von Neumann — genialny matematyk, tworca pierwszych maszyn cyfrowych.

Jego rozwazania byly niejako ubocznym produktem badan dotyczacych ogélnej teorii budowy
automatow.

Na ogot si¢ uwaza, ze kazdy obiekt wykonany przez automat jest mniej zlozony niz on sam.
Przekonanie to wynika z faktu, ze automat zawiera pelny opis tworzonego obiektu, a procz tego
ma urzadzenia wykonawcze. Poniewaz rozumiemy, ze zlozono$¢ opisu jest rowna zlozonosci
obiektu, to naturalnie ztozonos¢ automatu jest wieksza od zlozonosci obiektu o dodatkowa
ztozono$¢ urzadzen wykonawezych. Czyli efektem dziatalnosci automatéw moga by¢ jedynie
automaty prostsze, a co za tym idzie samoreprodukcja jest w $wiecie automatow niemozliwa.
Taki wniosek ucieszylby moze teologow, ale stoi w sprzecznosci z najbardziej oczywistymi
zjawiskami zachodzacymi w naturze. Pojecie automatu jest na tyle ogolne, ze zawiera w sobie
rowniez organizmy zywe. A te potrafia si¢ rozmnazaé! Malo tego, w trakcie ewolucji biologicznej
z gatunkéw prymitywniejszych powstaja gatunki coraz bardziej zlozone. Czyli stopien zlozonosci
w trakcie ewolucji rosnie.

Mamy wigc wyrazny konflikt sugestywnych argumentow z oczywistoscia swiata zewngtrznego.
Zrodlem nieporozumienia jest brak precyzyjnej definicji pojecia zlozonosci obicktu. Zeby wykazaé
mozliwos¢ samoreprodukcji ograniczymy si¢ do klasy automatow skoficzonych zbudowanych

z elementow standardowych. Liczba elementéw standardowych moze by¢ niewielka. Istotne jest
tylko to, zeby te elementy zapewnialy moiliwos¢ wbudowania do automatu dowolnych funkcji
logicznych oraz umotzliwialy pewne dzialania mechaniczne. To znaczy powinno by¢é mozliwe
produkowanie automatéw przez inne automaty.



THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA,HA HILHI...

"Rzeczpospolita to postaw CZERWONEGO
sukna, za ktdére ciagng Sezwedzi,
Chmielnicki, Hiperborejczykowie,
Tatarzy, elektor, i kto Zyw naokoXo.
A my 2z ksigciem wojewods wilerdskim
powieazielismy sobie, Ze z TEGO sukna
musi sig i nam tyle zostaé w reku,
aby na ptasszcz wystarczylo; dlatego
nie tylko nie przeszkadzamy ciagngé,
ale i sami ciggniemy."

= Jak widad¢ nawet xsigte Bogustaw
Radziwil* obiecywal zachowad
socjalistyczny charakter
Rzeczpospolitej.

(LY TEN PROPONOWANY
Rozwb; HODOW Lt

To DLA BROJLERW
LERIET, (1Y GOR2E |

Shakespeare - o skupie

Ktosé nie je,
Zeby jes¢ mégl ktod.

PRZY ZNMZME] Podwy 2CE CEN
L JA %g DE WART
ZNACZNIE wnECEJ

PREZYPADEOWA CZYTELNICZKA skarzy sie
na brak pasty do zebdw,

- A wtadciwie, to po co Ci zegby,
mita Czytelniczko ?

REFORMA BEZ TAJEMNIC

Alez tak, Czytelniku ! Oczywiscie !
Kazdy powinien zarobié na innych.

Witedy problem samoreprodukcji mozna sformulowac nastgpujaco: czy istnigje automat,
zbudowany z ustalonych wyzej elementow standardowych, ktory, umieszczony w magazynie
takich elementow, bylby w stanie skladac z nich nowe automaty identyczne z nim samym?

Kazdy automat skonczony x mozna opisac¢ za pomoca ograniczonej liczby stow: w jezyku np.
polskim lub angielskim, za pomoca alfabetu Morse’a czy tez skoficzonego ciagu elementow
standardowych. Opis @(x) automatu x przy uzyciu elementéw standardowych weale nie musi

by¢ identyczny z jego gotowa postacig. Mozna go sobie wyobraza¢ jako liniowy laficuch
zbudowany tylko z dwu rodzajow elementow. Wazne, zeby istnial automat konstrukcyjny A,
ktory sczytujac liniowo taki opis dobiera wlasciwe czesci z magazynu i kompletuje odpowiedni
automat, Opis staje si¢ w ten sposob instrukcja budowy automatu. Nie ma zasadniczych trudnoéci
w opisaniu automatu A, ktéry dokonywalby takiej czynnosci. Zakladamy wiec, ze istnigje:

(1) uniwersalny konstruktor 4 — ktory zgodnie z instrukcja @(x) sklada z elementow

standardowych automat x. Zwré¢émy uwage, ze konstruktor 4 moze wyprodukowaé automat
wigkszy i bardziej ztozony niz on sam, o ile tylko otrzyma wlasciwy opis.

(2) reproduktor B — automat, ktéry wyposazony w instrukcje @(x) sklada z elementow
standardowych kopi¢ @(x). Reproduktor moze wigc réwniez zbudowa¢ obiekt wigkszy i bardziej
ztozony niz on sam.

(3) kontroler C — automat kontrolny, ktory dokonuje nastepujacych czynnosci:

a) wlacza konstruktora A4, zeby zbudowal automat x na podstawie posiadanego opisu @(x),
b) wlacza reproduktora B, zeby zreprodukowal opis @(x),

¢) wyposaza automat x w jego wlasny opis @(x),

d) oddziela agregat x+@(x) od zespolu A+ B+C.

Zesp6l D = A+ B+ C z konstruktorem A wyposazonym w opis @ (D) oddziela D+ (D), a zatem
ma juz zdolno$¢ samoreprodukcji.

Cate rozumowanie jest logicznie poprawne i zarazem pigknie wyjasnia, jak nalezy wybrnaé

z blednego kola tkwiacego w odpowiedzi na pytanie, co powstalo najpierw — kura czy jajko?
Jesli teraz instrukcjg @ (D) ,,przediuzymy” o dowolny nowy odcinek opisujacy na przyklad
automat F, to wtedy agregat D zaopatrzony w @(D+ F) wyprodukuje zespdt automatow D+ F
wyposazony w @(D+ F). Nowy zesp6t D+ F tez wigc ma zdolnoé¢ reprodukcji i zadne zmiany
czesci F jej nie naruszajg. Natomiast dopuszczalne zmiany automatu D sa niezwykle ograniczone,
gdyz zniszczenie ktorejkolwiek z funkeji a, b lub ¢ uniemozliwia reprodukcje. Podobna sytuacje
mamy w $wiecie zywych organizmow. Mutacje mogg by¢ letalne lub wplywac tylko na zmiany
pewnych cech osobniczych. Te drugie odpowiadajg zmianom w instrukcji @(F). Mutacje letalne
naruszaja funkcje czgsci D i uniemozliwiajg dzialanie lub tez reprodukcje¢ osobnika, Cze$é F
zapewnia wigc konieczng do ewolucji zmiennos¢ i dzigki temu zesp6l D+ F spelnia definicje
obiektu zywego. Analogia do organizméw jednokomoérkowych jest bliska. Instrukcja @(D) to po
prostu informacja genetyczna zapisana w DNA. Reproduktor B jest tu mechanizmem
biochemicznym dokonujacym replikacji spirali DNA, a reszta komorki (poza DNA) spetnia role
konstruktora A. Jedynie regulator C nie ma bezposrednio materialnego odpowiednika, gdyz za
regulacje odpowiedzialny jest caly zespot czynnikow fizyczno-chemicznych w komorce.

A teraz, wiedzac na czym polega zdolno$¢ do samoreprodukcji, prosze pusci¢ wodze wlasnej
wyobrazni. '

W bardzo duzym magazynie standardowych elementéw mamy pojedynczy reproduktor D.
Dopuszczamy mozliwos¢ przypadkowego dolaczania nowych elementow do instrukcji @(D)

lub tez jej blednego kopiowania. Co sig stanie? Poczatkowo reproduktor D bedzie sie powielal
i powstanie jednorodna populacja. Nieletalne przeklamania w reprodukcji wzbogaca populacje
w nowe typy osobnikow. Rozpocznie si¢ konkurencja w zdobywaniu elementow do reprodukgji.
Oproécz wolnych czgsci w magazynie istnieja elementy wbudowane w osobnikach,

a w mozliwosciach automatéw tkwi rowniez ich demontaz. To Zrodlo elementéw tez bedzie
wykorzystywane. Automaty nabiora wielu cech, ktore je zabezpiecza przed rozmontowaniem
lub tez rozwing umiejgtnosci rozmontowywania innych. Nagi (najprostszy) reproduktor

juz nie bedzie mogt istnieé, gdyz zostalby zdekompletowany. Pozostana tylko najefektywniejsze,
ze wzgledu na szybkos¢ reprodukeji, osobniki.

Chcielibysmy precyzyjnie udowodni¢, ze taka ewolucja jest konieczna i w jej trakcie stopien
zlozonosdci musi rosngé. Ale na razie nie wiemy jeszcze, jak pojecie zlozonoéci poprawnie
zdefiniowa¢. Zrozumielis$my jedynie istnienie pewnej krytycznej wartosci — nazwijmy ja
ztozonoscia minimalng obiektu (na przykiad obiektu D), ktory potrafi sie reprodukowac.
Automaty o zlozonosci mniejszej od krytycznej sa w stanie produkowa¢ tylko obiekty prostsze.
Po przekroczeniu wartoéci krytycznej mozliwe jest produkowanie przez automat prostszy
obiektow bardziej zlozonych: np. automat D wyposazony w opis @(D + F) produkuje kompleks
D+ F+®(D+F).
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