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o iteracji przejsc granicznych

Dr Zbigniew SAWO N
Wprowadzenie

Twierdzenie o rózniczkowaniu" wyraz za
wyrazem" szeregu potegowego: Jezeli funkcje

In sa r6zniczkowalne W pewnym przedziale
00

(a. b) a szereg ~ In(x) jest w tym przedziale
n=1

zbiezny jednostajnie. to jego suma lo (x) jest

takze funkcja rózniczkowalna w tym
przedziale i

00

. ~.hW=~hW.
n=]

W Analizie Matematycznej wiele pojec wprowadza sie przy uzyciu przejsc granicznych. Tak

postepujemy okreslajac np. ciaglosc funkcji w punkcie, rózniczkowalnosc funkcji w punkcie,
calkowalnosc w sensie Riemanna itd. Nieraz przy praktycznych zastosowaniach lub w trakcie

przeprowadzania dowodów twierdzen pojawia sie koniecznosc zastosowania przejscia granicznego
do ciagu elementów, przy okresleniu których zastosowano juz w sposób mniej lub bardziej
zakamuflowany przejscie graniczne. W ten sposób mamy do czynienia z iteracyjnym procesem
granicznym, w którym kolejnosc wykonywania tych przejsc granicznych jest z góry okreslona.
Wykonanie ich w innej kolejnosci moze dac po prostu inny wynik.
Zachodzi wiec koniecznosc zbadania, kiedy wynik takiego iteracyjnego procesu granicznego
zalezy istotnie od kolejnosci wykonywania tych przejsc i jezeli zalezy, to rzecza niezwykle wazna
jest znalezienie warunków koniecznych, dostatecznych lub najlepiej jednoczesnie koniecznych
i dostatecznych, gwarantujacych niezaleznosc wyniku od kolejnosci wykonania przejsc granicznych.
W ten sposób powstaly znane z Analizy twierdzenia, np. twierdzenie o rózniczkowaniu wyraz za
wyrazem ciagu lunkcyjnego, lub twierdzenie o przejsciu z granica pod znak calki.

Rozpatrzmy dwa przyklady.

Przyklad 1. Na przedziale domknietym [O, 1] okreslamy funkcje l, '/2 '/3, ... nastepujaco

Typowy wykres funkcji In widzimy "la rysunku obok. Dla kazdego x E [O, 1] ciag liczb (J.(x))
jest zbiezny do liczby lo (x), gdzie .

Twierdzenie o przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki: Jezeli funkcje In sa cal kowalne

na pewnym przedziale (a. b) i ciag

(fn);: I jest zbiezny jednostajnie, to

funkcja graniczna lo jest tez calkowalna i

b b

r lo(x)dx = lim r In (x) dx .J n-+oo J
a a

lix) = {~- nx

gdyO.;; x';; l/n

gdyl/n';;x';;1.

lo(x) = {~
dlax=O

dla O < x.;; 1.

Niech teraz ciag liczb Xk z przedzialu (O, 1] bedzie zbiezny do zera. Mamy wówczas

Iim lim In(xk) = lim In(O) = 1.
n-lOO k-+oo n-lOO

i widzimy, ze istotnie wynik zalezy od kolejnosci wykonywania przejsc granicznych. Analizujac
dokladniej powyzszy przyklad stwierdzimy z latwoscia, ze w zasadzie wykazalismy tylko
nieciaglosc funkcji lo w punkcie x = O.

natomiastlim lim In(xk) = lim lo(xk) = O,
k-lOO n-+oo- k-lOO

x

Przyklad 2. Problem, jaki sobie stawiamy, to wyliczenie granicy

ale czy wolno nam bylo zamienic kolejnosc przejsc granicznych? W tym przypadku tak, gdyz dla
kazdego naturalnego k mamy

( _l)n+k

n+k

n+k
( _1)n

00

~ limL..Jk-+oo
n=1

a=

~ (-1)" = (_l)k ~L..J n +k L..J
n=1 n=1

Oczywiscie naj prosciej byloby napisac

a szereg po prawej stronie tej równosci jest k-ta reszta zbieznego szeregu naprzemiennego

~ (_l)n .. h k .•~ ---- ; a WieCgramca tyc .sum, przy --> 00, Jest rowna zeru.
n=1 n

00

I· L (_l)n
a= Im ---

k-+oo n+k'
n=1

I



I. Problem poruszony w przykladzie l, dotyczacy mozliwosci zamiany kolejnosci przejsc
granicznych jest szczególnym przypadkiem szerszego zagadnienia, które mozna opisac
nastepujaco:

Niech S bedzie przestrzenia metryczna i niech So E S. Dany jest ciag (fn)~ I funkcji ciaglych

okreslonych na S taki, ze dla kazdego s E S ciag liczb In(s) jest zbiezny do pewnej liczby lo(s).

Czy i kiedy funkcja lo jest ciagla w punkcie so? Z ewentualnej pozytywnej odpowiedzi na to
pytanie wynika, ze

lim lim (fn(Xk» = lim lim In (Xk) ,
k-+oo n--.oo n-+oo k-+oo

bo obydwie "podwójne granice" sa równe lo (So).

W Analizie matematycznej czesto latwiejsze do zbadania niz "Iokalne" sa problemy globalne,

mówiace cos o wlasnosciach funkcji na calym zbiorze okreslonosci. Tak samo i my podamy
pewne warunki ciaglosci funkcji lo w kazdym punkcie zbioru przestrzeni metrycznej S. Jak
widzielismy w przykladzie 1 "punktowa" zbieznosc ciagu funkcji ciaglych wcale nie gwarantuje,
ze funkcja graniczna jest ciagla. Proponujemy Czytelnikowi rozwazyc takze przypadek ciagu
funkcji In (X) na przedziale [0,1] okreslonych wzoreml.(x) = xn.

Zbieznosc punktowa ciagu funkcyinego. Jezeli
dla kazdego punktu x obszaru okreslonosci
funkcjifo.f •• f,.f, •... mamy

fo(x} = lim fn(x}.
n ...•00

Przypuscmy teraz, ze ciag l. funkcji na S jest "punktowo" zbiezny do funkcji lo i ze dla kazdego
naturalnego n liczba

15n = sup II.(s)- lo (s) I
seS

to mówimy. ze ciag (fn)~ I jest punktowo

zbiezny do swojej granicy fo. Symbolicznie

fn ...• f<>A A V A Ifn<x}-f(x} I <E.
x E>O N n>N

Podana w tekscie definicje jednostajnej
zbieznosci mozna zas symbolicznie zapisac tak

jest skonczona; ma to miejsce np. w przypadku, gdy funkcja lo jest ciagla. Moze sie zdarzyc, ze

I5n -+ O.

Mówimy wówczas, ze ciag funkcji In jest jednostajnie zbiezny na S do lo i zapisujemy to
symbolicznie tak:

l. ~ lo na S.

fn ~f <> A V/\ A Ifn(X} - f(x)l < F
<>0 N x n>N

(zwrócmy uwage na kólejnosc
kwantyfikatorów).

Z naszych definicji wynika, ze

Jezeli In (n = 1,2,3, ... ) sa funkcjami na zwartej przestrzeni S i/n ::::::10 na S, to lo jest
funkcja ciagla. Krócej: grunica jednostr.jnie zbieznego ciagu lunkcji ciaglych jest ciagla.
Wracajac do przykladu 1 z latwoscia obliczymy, ze tam I5n = 1.

min I[",(s)-/o(s)1 < 6.
l~i~k .

Oczywiscie jest on zbiezny punktowo do funkcji zerowej, a wiec ciaglej. Ale <5n =
= sup Ixn(1-xn) I = l/j!Z -+ 1, tj. ciag nasz nie jest do swojej granicy zbiezny jednostajnie.

xero. t]

II. Granica punktowa ciagu funkcji ciaglych okreslonych na S, jak juz wiemy, nie musi byc
funkcja ciagla. Powstaje w zwiazku z tym pytanie: Jaka funkcje okreslona na S mozna
przedstawic jako granice punktowa ciagu punktowo zbieznego funkcji ciaglych? Inaczej: jak
scharakteryzowac "punktowe" granice ciagów funkcji ciaglych? Dokladne zbadanie tego
zagadnienia wymaga wprowadzenia pewnej klasyfikacji funkcji okreslonych na przestrzeni
metrycznej S.

X E [O, 1], n = 1, 2, 3, ...

Przyklad 3. Rozwazmy ciag funkcyjny

In(x) = xn(l_xn),

Zapisujemy to symbolicznie Oik: in -;; Ina S. Oczywiscie ciag zbiezny jednostajnie jest zbiezny

quasijednostajnie (dlaczego?) Twierdzenie Arzeli mówi, ze jezeli [,,(s) -+ lo(s) dla kazdego
punktu s zwartej przestrzeni metrycznej S i jezeli in sa funkcjami ciaglymi, to lo jest funkcja

ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy In -;; lo na S. Istotna rzecza w twierdzeniu tym jest zalozenie
zwartosci przestrzeni S. Twierdzenia tego typu dla przestrzeni metrycznych innych niz zwarte
i lokalnie zwarte nie sa autorowi znane.

Widzimy zatem, ze zbieznosc jednostajna jest warunkiem dostatecznym ciaglosci funkcji

granicznej, ale nie warunkiem koniecznym. Pewne warunki konieczne i dostateczne sformulowal
Arzehi i sa zwiazane z tzw. zbieznoscia quasijednostajna:

Mówimy, ze ciag (1.)';= I lunkcji ciaglych okreslonych na Sjest quasijednostajnie zbiezny do swojej

granicy punktowej lo na S, jezeli dla kazdego 6 > O i kazdego naturalnego no istnieje skonczona

liczba wskazników nt < n, < ... < nk wiekszych od no i takich, ze dla kazdego s E S zachodzi

Przestrzen metryczna nazywamy zwartq,

jezeli kazdy ciag punktów tej przestrzeni
zawiera podciag zbiezny. Podprzestrzenie

zwarte przestrzeni euklidesowej to zbiory
domkniete i ograniczone. W,szczególnosci

jest tak dla podzbiorów prostej liczbowej.
Przestrzenie lokalnie zwarte to przestrzenie

metryczne. w których kazdy punkt ma
otoczenie, którego domkniecie jest zwarte.
Przestrzenie euklidesowe i wszystkie ich

podprzestrzenie (w szczególnosci prosta
liczbowa i wszystkie jej podzbiory) sa
lokalnie zwarte.
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Dzielimy mianowicie funkcje na klasy Baire'a w nastepujacy sposób:
i) do zerowej klasy Baire'a zaliczamy funkcje ciagle,

ii) do k-tej klasy Baire'a (k ;;;. 1) na S zaliczamy granice punktowo zbieznego ciagu funkcji
klasy k-l (nie nalezace do l-tej klasy dla I < k).

Przyklad 4. Funkcja fo z przykladu l jest funkcja pierwszej klasy Baire'a na [0, l].

Przyklad S. Wykazemy, ze pochodna rózniczkowalnej funkcji f: [0, l] -+ R jest funkcja co
najwyzej pierwszej klasy Baire'a na tym przedziale. Rozszerzmy najpierw funkcje f do funkcji F
rózniczkowalnej na przedziale [0,2] np. wzorem

{f(X) dla x E [0, l]
F(x) =

f(l)+ (x-l)f'(x) dla x E [1,2]

(p. rysunek obok). Oczywiscie

• F(x) = {f'(X) dlaf(1) dla

O""X"" l
l ""X"" 2.

Jezeli przyjmiemy teraz dla x E [0, l] i n = 1,2,3, 000

i jest wobec tego funkcja co najwyzej drugiej klasy Baire'a.

Przyklad 6. Funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych zawartych miedzy ° a l

00 oF lim an, to otrzymamy funkcje nieciagla. Ale gdy
n->oo

dla n = l, 2, ... , k
dla n> k

gdy x E [0, l] jest liczba wymierna

gdy x E [0, -1] jest liczba niewymierna

h(1/n) = { anao

fo(x) = {~

oraz fk(O) = ao

to fi. sa juz ciagle na S oraz zbiezne punktowo do fo o Widzimy zatem, ze na takiej przestrzeni S
kazda funkcja jest co najwyzej pierwszej klasy Baire'a. Mozna wykazac, ze podobnie jest dla
dowolnych przeliczalnych zwartych przestrzeni metrycznych. Autorowi nie wiadomo, czy
prawdziwe jest twierdzenie odwrotne: Jezeli S jest taka przestrzenia metryczna zwarta, ze kazda

funkc~a o wartosciach rzeczywistych na S jest albo ciagla albo pierwszej klasy Baire'a, to S jest
zbiorem przeliczalnym.

Wazna wlasnosc funkcji pierwszej klasy Baire'a opisuje nastepujace twierdzenie:
Kazda funkcja pierwszej klasy Baire' a okreslona na zwartej przestrzeni metrycznej S ma

przynajmniej jeden punkt ciaglosci. Z twierdzenia tego wynika natychmiast, ze funkcja
z poprzedniego przykladu nie jest pierwszej klasy.
Sa twierdzenia podajace warunki konieczne i dostateczne przynaleznosci danej funkcji do
okreslonej klasy Baire'a. W sformulowaniach tych twierdzen wystepuja pojecia zwiazane ze
struktura topologiczna przestrzeni S. Przytoczenie tych twierdzen wykraczaloby poza ramy tego
artykulu.

fn(x) = n(F(x+ l/n)-F(x»

to latwo wykazemy, ze funkcje f" sa ciagle i f,,(x) -+ f'(x) dla kazdego x E [0, l], tzn. ciag
funkcji f" jest punktowo zbiezny do granicy 1'.

jest - jak latwo sprawdzic - granica nastepujacego punktowo zbieznego ciagu:

fo(x) = lim lim (cos21tn! X)2k
n-+co k-+oo

Na zakonczenie autor chcialby podac kilka uwag o "bogactwie" klas Baire'a. I one sa w pewnym
sensie zwiazane ze struktura topologiczna przestrzeni zwartej S.

1) Jezeli S sklada sie ze skonczonej liczby punktów, to oczywiscie kazda funkcja na S jest ciagla
i odwrotnie: jezeli S jest taka zwarta przestrzenia metryczna, ze kazda funkcja okreslona na S
jest na S ciagla, to przestrzen S ma tylko skonczona liczbe punktów. Na takiej przestrzeni
wszystkie funkcje sa zerowej klasy Baire'a.

2) Niech S sklada sie z liczby ° i liczb postaci l/n, n = l, 2, 3, .. o. Funkcja okreslona wzorem
f(1/n) = an'/(O) = ao jest ciagla na S wtedy i tylko wtedy, gdy ao = lim an. Jezeli wybierzemy

n->oo

3) Gdy S jest odcinkiem [0, l], to istnieja funkcje dowolnie wysokich klas Baire'a na S a takze
funkcje, które nie sa zadnej klasy Baire'a.

11



mu = 1,67' 10-24 g

(1) E = Ej+Ee+Ee}
(2) Ej = CjjfJ-1,3

Cjj = - 3,35' 10-19 erg cm

(3)Ee = CekfJ-2/3+CewfJ-U3+ ...
Cek. = +3,50x 10-27 xergxcm2
Cew = - 1,70 X 10-19 Xerg X cm

(4) Eej = Ce}fJ-1

Na:Cej = 1,33xI0-34xergxcm'

K: Cej = 2,20 X 10- 34 X erg X cm3
H:Cej=O

(5) p(fJ) = O dla fJ = fJo

(6) p(fJ) = _ dE(fJ)dfJ

(7) p = Ce}fJ- 6" + ~ CekfJ-'" +
3

I
3 (C)) + Cew)fJ-'" + ...

(8) H:fJo = (__ 2_C_e_k __ )3 = 2,7 X 10-24cm3- C))- Cew

Najtzejszy metal-wodór

Dr hab. Andrzej HOLAS

Fakt, ze wodór jest naj lzejszym gazem, znany jest powszechnie co najmniej od
czasu sukcesów wielkich sterowców. Lecz nazwanie wodoru najlzejszym metalem
z pewnoscia zaskoczy wielu, chociaz nie zdziwi systematycznych czytelników
"Delty" (patrz Delta 4/1981, B. Baranowski "Metaliczny wodór?"). Ten
intrygujacy temat z pewnoscia zasluguje na kontynuacje i rozszerzenie.

Czy najlzejszy?

Aby odpowiedziec na powyzsze pytanie, a mówiac precyzyjniej, aby wyznaczyc
mase wlasciwa, jaka mialby wodór w fazie metalicznej, musimy znac mase mH
jednego atomu tego pierwiastka, oraz wiedziec, jak gesto sa te atomy upakowane ­
jaka objetosc Qo przypada na atom. Odpowiedz na pierwsze pytanie znajdziemy
bez trudu w szkolnych tablicach. Szukajac odpowiedzi na drugie, skorzystamy
z metody, która stosuja fizycy - teoretycy w odniesieniu do powszechnie znanych
metali, a zwlaszcza do metali alkalicznych, na'czele których w ukladzie okresowym
pierwiastków stoi wodór. Wyobrazmy sobie, ze potrafimy obliczyc energie
wewnetrzna, jaka ma bryla metalu o konkretnej, dowolnie wybranej gestosci,
rozumiejac ja jako równa pracy potrzebnej do tego, aby rozerwac bryle na
elementarne skladniki - jony i elektrony - i odciagnac je nieskonczenie daleko
od siebie. W ten sposób okreslilismy funkcje E(Q) - energie, przypadajaca na
jeden atom, w zaleznosci od objetosci (tez na jeden atom). Interesujaca nas
objetosc Qo musi odpowiadac minimum funkcji E: stabilny metal przeciwstawia
sie (jego energia rosnie, E(Q) > E(Qo» zarówno przy próbach sciskania
(Q < Qo) jak i rozciagania (Q > Qo). Dla metali alkalicznych funkcja E(Q) jest
suma trzech skladników:
Ej - energii zwiazanej z oddzialywa.niem miedzy jonami,
Ee - energii jednorodnego "gazu" elektronowego (przy czym pierwszy czlon
zwiazany jest z energia kinetyczna elektronów, a drugi, ujemny - z tzw. energia
wymienna - glównym wkladem pochodzacym od oddzialywania miedzy
elektronami), oraz
Eej - energii odpowiadajacej oddzialywaniu elektronów z jonami.

Wypisane zostaly tylko najwazniejsze wklady, a wielokropkami zaznaczono
nieistotne dla naszego celu poprawki. Podana postac Ej i Ee jest uniwersalna, tzn.
taka sama dla róznych metali. Natomiast specyficzne wlasnosci konkretnych
metali przejawiaja sie w Eej. ,Jony, o których mowa powyzej, to atomy metali
alkalicznych bez jednego elektronu, a wiec obiekty skladajace sie z jadra
atomowego i "kadluba" elektronowego, którego orbity sa calkowicie zapelnione,
podobnie jak w atomie gazu szlachetnego. Wymieniona stala Cej zwiazana jest
wlasnie z obecnoscia owego kadluba, a przykladowe wartosci liczbowe podane
sa obok. Nietrudno zauwazyc, ze jonowi wodoru brak kadluba elektronowego,
a wiec jego stala Cej jest zerowa.

Teraz mozemy przystapic do wyznaczenia Qo - objetosci w stanie równowagi.
Warunek konieczny na to, aby E(Q) osiagala minimum, mozna sformulowac
w postaci zadania, aby cisnienie wewnatrz metalu bylo zerowe. Taka mozliwosc
wynika z ogólnego faktu, ze cisnienie w bryle wyraza sie przez pochodna wzgledem
objetosci z wewnetrznej energii tej bryly.

Wykonujac rózniczkowanie (6) ~nergii (1) otrzymujemy równanie stanu - tj.
zaleznosc miedzy objetoscia Q a cisnieniem p.

E

.!lo .n.

Rozwiazanie równania (5) w przypadku metalicznego wodoru jest szczególnie
proste. Czytelnikowi proponujemy, aby samodzielnie rozwiazal równanie
w ogólnym przypadku, natomiast tutaj ograniczymy sie do przytoczenia rezultatów
liczbowych: Qo = 46, (10- 8 cm? dla Na oraz Qo = 84, (10- 8 cm? dla K.
Rezultaty pomiarów eksperymentalnych daja odpowiednio wartosci 37,7 i 71,9,
co pozwala ocenic stopien dokladnosci naszych ,obliczen.

O tym, ze znalezione rozwiazania odpowiadaja minimum energii, latwo sie
przekonac wykreslajac schematycznie przebieg energii.
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Porównujac rezultaty dotyczace Do zauwazamy, ze w metalicznym wodorze jony
sa duzo gesciej upakowane niz w pozostalych metalach alkalicznych, co jest
zwiazane z brakiem wkladu Eej w energie wodoru. Jednakze, ze wzgledu na
wyjatkowa "lekkosc" atomów wodoru, obliczona gestosc masy (! = m/Do
kwalifikuje wodór do tytulu naj lzejszego metalu.

l A ~ 10-';:m

(9) JJ} "" 2ro

(lO) no = ~ '''0'
3

.~":- ~.

djj = 1.7 P.

.,;": .

'. $ ..... ~

Przejscie fazowe wodór molek ularny - wodór metaliczny
Przez ochlaazanie gazowego wodoru, skladajacego sie z czasteczek H2, do
temperatur bliskich absolutnemu zeru, mozna go skroplic i zestalic. Tak powstale
cialo stale bedziemy nazywac faza molekularna wodoru. O fazie metalicznej
mówilismy w poprzednim fragmencie, traktujac ja na razie jako obiekt
hipotetyczny. Czytelnik ma prawo w tym momencie zapytac, czy w ogóle jest sens
uwazac, ze w pewnym zakresie temperatur i cisnien moga wspólistniec dwie rózne
fazy stale tego samego pierwiastka (z codziennego doswiadczenia wiemy, ze
w temperaturze topnienia moze wspólistniec faza stala i ciekla, a w temperaturze
wrzenia - faza ciekla i gazowa). Przyroda dostarcza nam pozytywnej odpowiedzi
na to pytanie dajac liczne przyklady alotropowych odmian pierwiastków: C ­
grafit i diament, As - metaliczny i zólty, Sn - biala i szara, Se - metaliczny
i czerwony, P - czarny i zólty. W kazdym z wymienionych przypadków obie
fazy sa wysoce stabilne tj. nie obserwuje sie samorzutnego (bez katalizatorów
lub specjalnych warunków zewnetrznych) przeksztalcania sie jednej fazy w druga.
Wymienione przyklady budza wiec nadzieje, ze metaliczny wodór moze równiez
okazac sie trwalym.

Zanim zajmiemy sie problemem w jaki sposób mozna zmusic wodór do
przeksztalcenia sie z fazy molekularnej w metaliczna, zapoznajmy sie nieco
z mikroskopowa budowa obu faz. ,Jak wynika z danych zamieszczonych w tabeli
gestosci w poprzedniej czesci, objetosc przypadajaca na jeden atom w fazie
molekularnej jest ok. 7 razy wieksza niz w metalicznej. Przypatrzmy sie blizej
charakterystycznym odleglosciom w obu fazach ..

Faze molekularna charakteryzuja dwie odleglosci: dmm - miedzy srodkami
sasiednich molekul, oraz dpp - miedzy protonami wewnatrz molekuly. Informacje
o wartosciach tych odleglosci mozna uzyskac z pomiarów rentgenowskich. Warto
dodac, ze dpp gazowego wodoru jest dokladnie takie samo jak zestalonego.
Odleglosc miedzy dwoma sasiednimi jonami w fazie metalicznej djj mozna
oszacowac, nie wdajac sie w szczególy wewnetrznej budowy, jako podwojony
promien 'o kuli o objetosci Do.

Obie fazy nie tylko róznia sie zasadniczo konfiguracja protonów, jak to
zilustrowalismy na schematycznych rysunkach, ale równiez charakterem rozkladu
elektronów. W fazie molekularnej kazda czasteczka skupia swoje elektrony
w postaci otaczajacej ja "chmury" elektronowej (o promieniu rzedu dpp). Mówimy,
ze elektrony znajduja sie na bliskich, zamknietych orbitach. Dzieki temu
czasteczka jest bardzo trwala, a sily dzialajace miedzy czasteczkami sa niewielkie.
W fazie metalicznej wszystkie elektrony tworza niemal jednorodny gaz, poruszajac
sie swobodnie i chaotycznie po calej objetosci metalu. Dzieki temu faza ta moze
dobrze przewodzic prad elektryczny i cieplo, co uzasadnia nazwanie jej faza
metaliczna·

Gdy znamy juz budowe obu faz, jestesmy przygotowani do przeprowadzenia
myslowego eksperymentu majacego na celu przeksztalcenie fazy molekularnej
w metaliczna. Zamknijmy w cylindrze z tlokiem porcje zestalonego wodoru
molekularnego. Wgniatajac tlok zmniejszajmy objetosc naczynia. W obrazie
mikroskopowym odpowiadac temu bedzie zmniejszanie charakterystycznych
odleglosci. Jak wspominalismy, czasteczki wodoru sa obiektami bardzo trwalymi,
wiec przede wszystkim bedzie malec dmm, zas dpp zmieni sie niewiele. ,Jednakze,
kontynuujac proces, dojdziemy do sytuacji, kiedy czasteczki zbliza sie na tyle
(d",,,, ~ 2dpp), ze chmury elektronowe sasiednich czasteczek zaczna silnie nakladac
sie na siebie. Wówczas elektrony przestana byc zwiazane ze swoimi czasteczkami,
uzyskaja moznosc niezaleznego ruchu, a ich rozklad gestosci bedzie coraz bardziej
jednorodny. Protony, pozbawione dotychczasowych czynników grupujacych je
w pary, rozstawia sie równomiernie. A taki obraz, jak pamietamy, odpowiada
fazie metalicznej. Tak wiec myslowy eksperyment doprowadzil do pozadanych
wyników.
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Na zalaczonym obok rysunku przedstawiamy schematycznie przebieg energii jako
funkcje objetosci dla dwóch faz "A" i "B", a ponizej przebieg cisnienia jako
funkcje objetosci (tj. równanie stanu tych faz). Przesledzmy z pomoca tych
rysunków nasz myslowy eksperyment. Startujemy z punktu równowagi fazy
absolutnie stabilnej (QOA, EOA)' gdzie panuje cisnienie PA = O. W celu zmniejszania
objetosci musi byc przykladane cisnienie zewnetrzne - patrz (6). Zgodnie z tym
wzorem, wartosc cisnienia przy okreslonej objetosci Q, moze byc przedstawiona
przez tangens kata nachylenia stycznej do wykresu energii (ze znakiem" - ")
przechodzacej przez punkt (Q, E(Q». Kolorem zaznaczylismy taka szczególna
linie, która jest jednoczesnie styczna do wykresów energii obu faz. Po osiagnieciu
cisnienia p*, odpowiadajacego tej linii, qalsze zmniejszanie objetosci ukladu moze
nastepowac kosztem stopniowego przeksztalcania sie fazy "A" w faze "B", która
ma znacznie mniejsza objetosc przy tym cisnieniu. W trakcie tego procesu
cisnienie jest ustalone. Gdy przeksztalcanie dobiegnie konca, dalsze zmniejszanie
objetosci wymaga wzrostu cisnienia, zgodnie z równaniem stanu PB(Q) fazy "B".
Cisnienie p* nosi nazwe cisnienia przejscia fazowego, gdyz wlasnie z chwila jego
osiagniecia zachodzi przeksztalcanie sie jednej fazy w druga.

Spróbujmy teraz opisac ten proces przy pomocy pojec termodynamicznych,
a nastepnie ocenic szanse jego realizacji w rzeczywistosci. Wyznaczajac poprzednio
dla metalicznej fazy wodoru objetosc Qo w stanie równowagi, szukalismy minimum
funkcji E(Q) - energii wewnetrznej. Taka funkcje mozna zdefiniowac równiez
dla fazy ~olekularnej i dla kazdej innej fazy, a nastepnie znalezc jej minimum.
W rezultacie uzyskujemy objetosc, odpowiadajaca stanowi równowagi odpowiedniej
fazy. Godnymi uwagi sa równiez wartosci energii w miejscach minimów róznych
faz. Ta faza, która ma najmniejsza energie w minimum, nosi nazwe fa~:yabsolutnie
.stabilnej, pozostale fazy - metastabilnych. Na przyklad z odmian alotropowych
wegla, grafit jest absolutnie stabilny, diament - metastabilny. Dla wodoru
absolutnie stabilna jest faza molekularna.

Sens fizyczny wprowadzonych pojec stabilnosci jest nastepujacy: faza
metastabilna, pod wplywem pewnych bodzców zewnetrznych (np. katalizatorów,
wibracji) i po uplywie dostatecznie dlugiego czasu, moze sie przeksztalcic w faze
absolutnie stabilna, przy czym wydzieli sie cieplo. Natomiast odwrotny proces
nie jest mozliwy (bez zmiany warunków, np. cisnienia).
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(12) '1>(p) = E(D(P»+p' D(P)

Potencjal termodynamiczny jest rosnaca funkcja cisnienia, ale dla róznych faz
narasta w róznym tempie. W efekcie, przy pewnym cisnieniu Pl wykresy
potencjalów dwóch faz przecinaja sie. W zakresie cisnien O ::::; P < Pl faza "A"
jest absolutnie stabilna, natomiast dla Pl < P, role te przejmuje faza "B".

Niezwykle uzytecznym narzedziem do opisu przejscia fazowego, jest pojecie
potencjalu termodynamicznego. Ograniczajac sie dla prostoty, tak jak dotychczas,
do rozwazania procesów w temperaturze zera absolutnego, definiujemy potencjal
termodynamiczny (funkcje Gibbsa) ([>(p) w terminach rozpatrywanej wczesniej
energii wewnetrznej E oraz zaleznosci funkcyjnej objetosci Q od cisnienia P (co
jest prostym odwróceniem znanej juz zaleznosci (6), p(Q»; Zgodnie z zasadami
termodynamiki, w okreslonych warunkach cisnienia (i temperatury), z kilku
konkurencyjnych faz absolutnie stabilna jest ta faza, której potencjal Gibbsa jest
najmniejszy. Oczywiscie w warunkach zerowego ·cisnienia powyzsza zasada zgodna
jest z podana wczesniej zasada najnizszej energii wewnetrznej.

Nietrudno sprawdzic, ze cisnienie przejscia fazowego Pl , zdefiniowane obecnie
przez punkt, gdzie zrównaly sie potencjaly termodynamiczne, patrz (13), pokrywa
sie z wprowadzonym wczesniej cisnieniem p*. Natychmiast przekonujemy sie o tym,
porównujac (11) i (15).

P

~CPA{P)p--- CP8(P)

(l

Pi

(13) '1>A(p,) = '1>B(P,)
~

(14) E'A+p,D'A = E'B+P,D'B
~

(IS) p, = _ Evc - E,B
D'A-D'B

Po zapoznaniu sie z ogólnym opisem przejsc fazowych pora wrócic do zasadniczego
tematu - wodoru. Potencjal termodynamiczny jego fazy metalicznej znany jest
z duza dokladnoscia. Nawet z danych, przytoczonych w pierwszej czesci (wzory
(1) - (4), (6» mozna.by policzyc przyblizone ([> zgodnie z definicja (12). Co
ciekawe, zalozenia teorii, uzywanej do opisu fazy metalicznej, gwarantuja, ze ze
wzrostem cisnienia (gestosci) dokladnosc rezultatów staje sie coraz lepsza.

Odwrotnie rzecz ma sie z opisem fazy molekularnej. Jej potencjal znamy bardzo
dobrze tylko w zakresie do kilkudziesieciu ·kilobarów, a dalej stosuje sie
ekstrapolacje wyników z obszaru nizszych cisnien w oparciu o malo scisle teorie.
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I Mbar = 10"bar; 1kbar = 10'bar

dyn
I bar = lO" --2- = 1000 hPa "" 0,987 almcm

(16) p:; "" 3 Mbar

(17) QIH = 1,4 X 10-24 cm'

Rozwiazanie zadania:

Cet+ YCe.2+3<?eJ(-CJj-Cew) ]'- CJj- Cew

Z tego powodu wyliczenie cisnienia przejscia pl, = Pl' patrz (16), z warunku (13),
obarczone jest dosc duzym bledem, byc moze nawet rzedu ± l Mbar. Objetosc _
fazy metalicznej QIH, patrz (17) przy tym cisnieniu (16) jest prawie dwukrotnie
mniejsza niz przy zerowym cisnieniu (8), a w porównaniu z gestoscia
molekularnego wodoru przy zerowym cisnieniu - 14 razy.

To, ze trzeba kilkanascie razy zmniejszyc objetosc próbki w c~lu osiagniecia
metalizacji wodoru, stanowi jedna z powazniejszych przeszkód napotykanych na
drodze do realizacji eksperymentu. Postawmy jednak bardziej zasadnicze pytanie:
czy cisnienie kilku megabarów jest cisnieniem niewyobrazalnie wielkim czy tez
osiagalnym? Jesli postawic takie pytanie astronomowi, to potwierdzi druga
ewentualnosc. Wnetrza planet charakteryzuja sie wlasnie taka skala cisnien,
a wnetrza gwiazd przewyzszaja je o cale rzedy wielkosci. Postawmy problem
przed fizykiem eksperymentatorem. Jego odpowiedz bedzie brzmiec - osiagalne,
choc z trudem.

Istnieja dwie drogi uzyskiwania wysokich cisnien: statyczna i dynamiczna.
W pierwszej z nich, próbka utrzymywana jest pod cisnieniem dowolnie dlugo
dzieki umieszczeniu jej w odpowiedniej prasie. Jednakze ekstremalne, megabarowe
cisnienia udaje sie uzyskac praktycznie w mikroskopijnych objetosciach, mówiac
obrazowo w porcji, jaka sie zmiesci pod ostrzem diamentowej igly. W takich
warunkach mozna tylko bardzo niedokladnie oszacowac wartosci cisnienia czy
gestosci próbki. Ale co ciekawe, udalo sie zaobserwowac skok przewodnictwa
elektrycznego o kilka rzedów wielkosci, do wartosci typowych dla metali, gdy
próbke wodorowa poddano cisnieniu rzedu megabarów. W tego typu
eksperymentach zaobserwowano metalizacje równiez takich substancji jak diament,
Si02, A1203, S, a nawet niedawno Xe. Wodór wyróznia sie (co ma kluczowe
znaczenie dla przyszlych zastosowan) tym, ze powinien pozostac metalem po
zdjeciu cisnieriia, utrzymujac sie w stanie metastabilnym.

W eksperymentach dynamicznych, cylindryczna próbka jest sprezana przez
detonacje ladunku wybuchowego, umieszczonego wokól niej. Nietrudno sie
domyslec, ze najwyzsze cisnienie w próbce trwa bardzo krótko, kilka milisekund.
W pojedynczym eksperymencie mozna zmierzyc tylko jeden punkt równania stanu.

Mimo tych niedogodnosci, przeprowadzono serie eksperymentów z próbkami
wodorowymi, uzyskujac ciag punktów równania stanu siegajacy 8 Mbar. Co
ciekawe, przy ok. 3 Mbar zaobserwowano skok objetosci (kolorowa linia na
wczesniejszym rysunku P - Q), który zinterpretowano jako przejscie fazowe do
fazy metalicznej. Tak wiec zarówno eksperyment statyczny jak i dynamiczny
sugeruja mozliwosc zachodzenia przejscia fazowego, które przewidywalismy na
podstawie rozwazan teoretycznych. Niestety, niekorzystne warunki
dotychczasowych eksperymentów (mikroskopijna i silnie niejednorodna próbka
w doswiadczeniu statycznym lub niszczenie próbki w dynamicznym)
uniemozliwiaja zaobserwowanie metastabilnego wodoru metalicznego po zdjeciu
cisnienia.

° metalicznym wodorze mozna napisac jeszcze wiele. Mamy nadzieje, ze wybrane,
przez nas zagadnienia pozwolily Czytelnikowi dostrzec niektóre cechy tej nowej
"galazki" fizyki i odczuc role wzajemnego przenikania sie i stymulowania teorii
i eksperymentu w jej "paczkowaniu".

Rozwiazanie zadania M 274.

Zalózmy. ze nasze równanie ma rozwiazania

dla liczb pierwszych Pl, ... , Pn (Pi <PI l- l)'
Zauwazmy tera7,. ze gdy x = PI . P2. o •• • Pn.

to x2 + X + 1 daje przy dzieleniu przez
Pl. P:.. 0.0. Pn reszte l i wobec tego ma dzielnik
pierwszy p > Pll. Otrzymalismy w ten sposób
pare (x, y), gdzie y = (x2 + x + 1)/p spelniajaca

nasze równanie dla p > Pll' Wynika stad
latwo, ze rOlwiazania takie istnieja dla
nieskonczenie wielu pierwszych p.

Rozwiazanie zadania M 276.

Gdy przyjmiemy uklad wspólrzednych

poruszajacy sie z punktem A, punkt B bedzie

sie w nim poruszal po pro,tej, (Dlaczego?).
Wynika stad nastepujaca konstrukcja

punktów At, B,:

Ustalamy punkt O j przez punkty B~ i B;

takie, ze OB~ = AoBo i OB; = AIBl

prowadzimy prosta r. Znajdujemy rzut
prostopadly O' punktu O na prosta r i
budujemy punkty 4 t 1 Bt takie, ze, "
Aoo4,: 0404, = BoBt:BoB, = BoO':B,Bo

(patrz rysunek).
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Zjawisko optyczne wywolane odbiciem swiatla od powierzchni wewnetrznej walca
zostalo opisane dawno - prawdopodobnie pierwszy uczynil to
Wielebny Hamnet Holditch w roku 1857. Jednakze zadowalajace wyjasnienie
efektu znajdujemy dopiero w pracach M. V. Berry'ego z polowy lat
siedemdziesiatych naszego wieku. U podstaw rozwazan Berry'ego lezy Teoria
Katastrof, sformulowana w roku 1965 przez wybitnego francuskiego matematyka
Rene Thoma. Sama nazwa "Teoria Katastrof" jest nieco mylaca. Teoria ta
niewiele ma wspólnego z katastrofami w potocznym tego slowa rozumieniu.
Chodzi raczej o zjawiska, w których stopniowym zmianom pewnych parametrów
zwanych parametrami kontrolnymi towarzysza nagle, ilosciowe i jakosciowe,
zmiany zachowania sie ukladu. Teoria Katastrof wywodzi sie z topologii czyli
dzialu matematyki zajmujacego sie niezmienniczymi ze wzgledu na ciaglosc
wlasnosciami zbiorów. W Teorii Katastrof zbiory te sa nazywane powierzchniami
zachowania sie. Wszelkie zalamania powierzchni zachowania sie sa dla ukladu
"katastrofami". Mówiac inaczej - Teoria Katastrof zajmuje sie ksztaltami
powierzchni równowagi, przy czym "równowaga" moze byc rozumiana szeroko,
przykladowo: stany równowagi ukladów fizycznych opisywane sa przez
powierzchnie stalej energii w przestrzeni fazowej. Thom pokazal, ze dla
procesów o co najwyzej czterech parametrach kontrolnych istnieje tylko siedem
róznych katastrof elementarnych. Otrzymaly one poetyczne nazwy, zwiazane
z charakterystycznymi ksztaltami powierzchni zachowania sie: jaskólczy ogon,
motyl, wigwam itp. Dowód twierdzenia Thoma jest skomplikowany, gdyz wymaga
zastosowania analizy funkcjonalnej. Z drugiej strony, wnioski wynikajace z Teorii
Katastrof sa stosunkowo latwo zrozumiale, a potencjalne zastosowania, szczególnie
w biologii i socjologii - niezliczone. Tu postaramy sie omówic jedno
z zastosowan w odniesieniu do optyki.
Fizyka, jakiej uczymy sie w szkole, a nawet na studiach, fizyka Newtona,
Maxwella, Schrodingera i Einsteina wykorzystuje jedna z podstawowych wlasnosci
funkcji -- ich rózniczkowalnosc. Funkcje rózniczkowalne sa ciagle. Postulowane
równania rózniczkowe opisuja lepiej lub gorzej stany fizyczne ukladów.
Tymczasem rzeczywistosc, w której zyjemy, obfituje w zjawiska nieciagle ! Jako
wygodny przyklad opiszemy i przeanalizujemy urzadzenie zwane od nazwiska
uczonego, który je wymyslil, "maszyna" Zeemana.

Dr Jakub TA TARK/EW /ez

o Teorii Katastrof
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Sklada sie ona (rys. 1) z kola zamontowanego obrotowo na plaskiej podstawie
i dwu gumek przyczepionych w jednym punkcie blisko brzegu kola. Dlugosci gumek
nierozciagnietych powinny byc w przyblizeniu równe srednicy kola. Koniec jednej
z gumek przymocowano na stale do podstawy. Przez koniec drugiej przetknieto
olówek. Polozenie olówka na podstawie (para wspólrzednych kartezjanskich) jest
parametrem kontrolnym.
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b)

c)

d)

e)

Rys. 5

Jesli zbudujecie sobie wlasna "maszyne" Zeemana, to latwiej Wam bedzie sledzic
dalszy ciag artykulu. Niech parametrem zachowania sie ukladu bedzie wychylenie
() kota spowodowane ruszaniem olówka po podstawie (rys. l). Przy wiekszosci
ruchów wychylenie bedzie zmienialo sie w sposób ciagly. Jednak przy odrobinie
cierpliwosci znajdziemy punkty, w których niewielkie przesuniecie olówka
wywoluje gwaltowny obrót kola. Zaznaczmy wszystkie takie punkty - otrzymamy
krzywa jak na rysunku 2, przypominajaca symbol koloru "karo" w kartach, lezaca
w osi symetrii "maszyny".

Rozwazmy dokladniej zachowanie sie "maszyny" wokól punktu K zbiegu ramion
jednego z "rozków" (rys. 3). Ruszajmy olówkiem tak, by jego tor przecinal oba
ramiona "rozka". W punkcie A nie obserwujemy osobliwosci w sposobie
poruszania sie kola, gdy tymczasem w punkcie B wykonywa ono nagly obrót.
W srodku miedzy punktami A i B zauwazamy dwa polozenia równowagi maszyny,
z których obsadzane jest zawsze blizsze punktu przekroczenia ramienia "rozka".
Przesuniecie olówka od B do A daje ze wzgledu na symetrie "maszyny" efekt
symetryczny. Korzystajac z prawa Hooke'a mozna wypisac wyrazenie na energie
potencjalna "maszyny". Zgodnie z zasada Hamiltona wszystkie uklady
fizyczne maja tendencje do zajmowania stanu o ekstremalnej energii (zwykle
minimalnej). Bedziemy wiec szukali ekstremów energii potencjalnej "maszyny".
W analizie matematycznej wykazuje sie, ze na ogól funkcje jednej zmiennej
mozna przyblizac przez nieskonczony szereg potegowy tej zmiennej,
nazywany rozwinieciem Taylora. Niestety, bez wnikania w Teorie Katastrof nie
mozemy uzasadnic, dlaczego ograniczenie rozwiniecia taylorowskiego energii
potencjalnej do rzedu czwartego jest poprawne. Pozostaje uwierzyc na slowo.

Nalezy jednak wiedziec, ze aparat matematyczny Teorii Katastrof okresla
dokladnie, od którego czlonu mozemy rozwiniecie obciac. Przyjmijmy dalej dla
uproszczenia rachunków, ze x jest pewna pomocnicza funkcja liniowa kata
wychylenia () kola, ze uklad wspólrzednych kartezjanskich a i b polozenia olówka
zaczepiamy w punkcie K (rys. 4) wreszcie, ze jednostki dlugosci dobralismy takI
szczesliwie, by wspólczynnik przy x4 wynosil 4-' Otrzymujemy wtedy wyrazenie
na energie potencjalna z dokladnoscia do wyrazów stopnia czwartego:

V = u}. x4 + + ax2 +bx. Szukajmy ekstremum potencjalu ze wzgledu na

wspólrzedna x przyrównujac pochodna do zera: ~f·= x3 + ax +b = O. Wiadomo,

ze liczba pierwiastków rzeczywistych równania trzeciego stopnia zalezy od znaku

jego wyróznika: D = .~;- +~~. Nie bedziemy analizowali wszystkich mozliwosci,

pozostawiajac obliczenia jako zadanie dla Czytelników. Zwrócmy tylko uwage,
ze "rozek" jest wykresem krzywej 4a3 + 27b2 = O. Ksztalty potencjalu przy
poruszaniu olówkiem jak na rysunku 3 przedstawiaja rysunki 5 a-f. Wymuszony
ruch olówka powoduje przechodzenie "maszyny" do coraz to nowych polozen
o najnizszej energii; nagly skok nastepuje od punktu przegiecia do minimum
potencjalu (rys. 5d). Przy ruchu od A do B odbywa sie to w poblizu punktu B.

Dwa rózne stany równowagi w srodku "rozka" sa konsekwencja podwójnej jamki
potencjalu (rys. 5c), przy czym dla maszyny dostepny jest tylko jeden z dolków,
wyznaczony przez kierunek ruchu olówka.

Na koniec zostawilismy wykonanie rysunku, który jest symbolem Teorii
Katastrof. Zalózmy, ze prostopadle do powierzchni wyznaczonej przez parametry
kontrolne a i b (powierzchnia kontrolna) prowadzimy os parametru zachowania
sie x (rys. 6). Powierzchnia zlozona z wszystkich punktów, dla których pierwsza
pochodna energii potencjalnej jest równa zeru (powierzchnia o równaniu x3 +
+ax+b = O w przestrzeni o wspólrzednych (x, a, b» jest pewnym odwzorowaniem
przestrzeni kontrolnej w RI• Nota bene w Teorii Katastrof zajmujemy sie zwykle
odwzorowaniem odwrotnym, gdyz interesujace sa punkty krytyczne powierzchni
kontrolnej. Dla "maszyny" Zeemana powierzchnia zachowania sie utworzona
jest z dwu slabo wygietych platów, odpowiadajacym obszarom poza "rozkiem".
Natomiast w obszarze "rozka" powierzchnia jest zawinieta w ksztalt "zakladki".
Na rysunku 6 pokazano, ze gdy zmieniamy polozenie olówka, czyli gdy zmieniamy
parametry kontrolne, to istnieje jednak pewna niedostepna czesc plaszczyzny
zachowania sie. Reprezentuje ona lokalne maximum energii potencjalnej (rys. 5c).

9



Otrzymujemy parametryczne równanie krzywej znanej jako nefroida. Dalej optyka
geometryczna zawodzi. Próba wyliczenia natezenia swiatla w rogu nefroidy
prowadzi do nieskonczenie wielkich wartosci. Ale ksztalt nefroidy przypomina
"rozek" ... Rozwazmy zatem rodzine dróg promieni swietlnych wychodzacych
z punktu D (rys. 8) i odbitych od punktu o wspólrzednej pionowej y w kierunku
punktu (X, Y). Definiujemy rodzine jednoparametrowych funkcji,
sparametryzowanych wartoscia y. Oczywiscie nie wszystkie drogi optyczne sa
mozliwe, w szczególnosci nie jest mozliwa droga przedstawiona na rysunku 8.
Zasada Fermata, bedaca optycznym odpowiednikiem wspomnianej juz zasady
Hamiltona, glosi, ze "swiatlo przebiegajac miedzy dwoma punktami wybiera droge,
do przejscia której potrzebny jest czas ekstremalny, zazwyczaj minimalny".

Poniewaz c = const, wiec zaleznosc na dlugosc dróg '!)ptycznych: ~; = O, musi
byc spelniona. Przez P oznaczylismy dlugosc drogi swiatla pomiedzy D a punktem
(X, Y) z odbiciem od okregu. Jezeli polozenie D jest odpowiednio dalekie, to
oswietlenie mozna uwazac za równolegle. Niech - d bedzie x-owa wspólrzedna

polozenia D, wtedy P = (d- ~ +VI-y2)+V(X+ ~ --VI-y2r+(;-y)<
Mozna obliczyc rozwiniecie funkcji P do rzedu czwartego (skad to znamy?)
w punkcie y oraz pierwszego w (X, Y) otrzymujac:

Poza tym rozumiemy teraz dlaczego stan "maszyny" zalezy od drogi, jaka
posuwamy olówek. Ze wzgledu na ksztalt krzywej opisujacej zbiór punktów
krytycznych plaszczyzny kontrolnej ten typ katastrofy nazywamy "rozkowa".
W "maszynie" Zeemana mamy do czynienia z poczwórna katastrofa typu "rozka",
co obserwowalismy doswiadczalnie. Pierwsze zastosowania Teorii Katastrof
polegaly na doszukiwaniu sie "rozka" we wszystkich mozliwych zjawisk~ch.
Niespodziewanie okazalo sie, ze "zakladka" opisuje efekty zdawaloby sie
pojeciowo bardzo odlegle, jak statecznosc plywajacych wiez wiertniczych i ...
cenzura obyczajowa czasopism w rodzaju "Playboy'a". My tez, oczywiscie,
bedziemy dopatrywali sie we wspomnianym na wstepie zjawisku optycznym
katastrofy typu "rozka"; widac to przeciez golym okiem! Zacznijmy od
zastanowienia sie, dlaczego w ogóle cokolwiek tam widzimy? Obraz zawdzieczamy
ukosnie padajacym promieniom slonecznym, które odbite od wewnetrznej
powierzchni naczynia tworza na denku charakterystyczny obszar. Spróbujmy
wyznaczyc równanie kierunku promieni odbitych w rzucie na plaszczyzne denka.
Przy zalozeniu jednostkowego promienia walca otrzymujemy równanie:
(y-sine)cos2e = (x-cose)sin2e, (rys. 7a). Jasniejsza linia jest
obwiednia czyli tzw. powierzchnia kaustyczna (definicja w Encyklopedii Fizyki).
Intuicyjnie rozumiemy, dlaczego jest ona jasniejsza - patrzac wzdluz niej
widzimy, ze im blizej srodka tym wiecej promieni pada na coraz mniejsza
powierzchnie (rys. 7b). Równanie powierzchni kaustycznej (w tym przypadku jest
to linia) znajdujemy rózniczkujac powyzszy wzór wzgledem El i rozwiazujac
wynikajace stad równania na x i y:

Nazwa, ,powierzchnia kaustyczna" przypomina
nazwe "soda kaustyczna" czyli zraca.
Promienie sloneczne zbierane przez soczewke
la powierzchni kaustycznej (bez uwzglednienia
aberacji jest to punkt) potrafia wypalic czyli
., wyzrec" otwór w materiale, na którym sa
skupiane.

H

b)

Rys.7

y

l
x = cose- -cosecos2e,2 y = sine- +cosesin 2e.

,(f.q-t,y)

~X

Rys. 8

- l l
p = - 4 (1+5X)y4+ 2 Yy3+Xy2-2Yy+(d+I-X).

Funkcja fi jest równoznaczna ze wzgledu na y w pewnym otoczeniu punktu (O, O)
z funkcja "rozka", tutaj konkretnie z - (x4 + ax2 +bx), gdzie a i b sa pewnymi
stalymi. Równoznacznosc jest gwarantowana przez jeden z najwazniejszych
lematów Teorii Katastrof. "Rozek" kaustyczny skierowany jest zgodnie
z kierunkiem wyznaczonym w optyce geometrycznej. Berry wykazal ponadto
w swoich pracach, korzystajac z "teorio-katastrofowej" zamiany calkowania po
"rozku" na calkowanie po "zakladce", ze natezenie swiatla w obszarze konca
"rozka" nawet w granicy fal krótkich jest skonczone. W dowodzie korzysta sie
z tzw. calki dyfrakcyjnej Fraunhofera. Tak wiec trzeba bylo z góra stu lat, by
fizyka i matematyka (a moze matematyka i fizyka?) zdolaly wyjasnic prosty,
wydawaloby sie, efekt optyczny. Swiadczy to niewatpliwie o meandrach
wspólczesnej nauki. Czy z chwila otrzymania poteznego narzedzia, jakim jest
Teoria Katastrof, nauka nie znajduje sie jednak u progu "jednolitej teorii
wszystkiego"??? .

Raczej nie (Red.)
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mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Patrz w niebo
Niewielu jest ludzi, którym obojetny jest widok spadajacego meteoru. I jest to wlasciwie dziwne,
bo przeciez przewaznie jest to wydarzenie bez konsekwencji i wiekszego znaczenia. Czy przyczyna
podniecenia, jakie odczuwamy, sa pozostalosci stareg0 przekonania, ze "jesli w czasie przelotu
meteoru zdazysz pomyslec jakies zyczenie - sprawdzi sie ono niechybnie". czy jest po prostu
satysfakcja i zadowoleniem z wlasnej spostrzegawczosci, czy moze przywodzi na mysl UFO, czy
wreszcie jest odczuciem spelnienia pewnej nadziei, ze to czarne, obce i grozne niebo nie jest az
tak puste i martwe? W kazdym razie lubimy obserwowac meteory. I wlasnie dzisiejsze "Patrz
w niebo" chce Wam poradzic, kiedy oplaca sie chodzic z zadarta glowa w nadziei ich
zaobserwowania. Druga polowa roku jest zdecydowanie do tego lepsza.
Meteory nie sa rozrzucone w przestrzeni przypadkowo. Zwiazane genetycznie z Ukladem
Slonecznym dziela z nim wiele wlasnosci. Ich orbity czesto pokrywaja sie z orbitami komet, co
oznacza, ze meteory powstaja z ich rozpadu. W zwiazku z tym najwieksze prawdopodobienstwo
zaobserwowania spektakularnego zjawiska "deszczu meteorów" wystepuje w momencie, kiedy
Ziemia przecina tor jakiejs komety. I rzeczywiscie z zamieszczonej obok tabelki wynika, ze
wiekszosc deszczów jest zwiazana z kometami. Radiant jest to punkt na niebie, w którym
przecinaja sie (z niego wychodza) przedluzone tory wszystkich meteorów danego deszczu.
Z tego punktu nadlatuja wszystkie meteory.
Najbardziej stalym i bogatym deszczem jest deszcz Perseidów trwajacy ok. 2 do 3 tygodni,
z najwiekszym nasileniem wystepujacym ok. 12 sierpnia. Ale zaraz potem ida Orionidy i Geminidy,
które, o ile bedzie ladna pogoda, bedziemy mogli obserwowac jeszcze w tym roku.
Bogate sa rówr.iez deszcze Leonidów i Drakonidów, jednak nie kazdego roku wystepuja one
z równa sila.
Zyc~e wszystkim Czytelnikom "Patrz w niebo" wielu okazji do obserwacji deszczów meteorów,
i szybkiego refleksu (zeby zdazyc z zyczeniem).

Tuttle

1861I
Halley (?)

1948 n
1862 III
Giacobini-Zinner

Halley (?)
Encke
Biela

Tempie

kometaradiant
15h20m+48°

18 O +33
2224 O

2236 -11
2036 -10
3 4 +58

17 36 +54
6 16 + 16
328 + 17
128 +27

10 8 +22
732 +32

13 44 +80

maximum

3 stycznia
21 kwietnia

4 maja
30 lipca
1 sierpnia
12 sierpnia
10 pazdziernika
22 pazdziernika
1 listopada
14 listopada.
17 listopadar
14 grudnia
22 grudnia

deszcz

Kwadrantydy
Lyridy
Eta Akwarydy
Delta Akwarydy
Alfa Kaprikornidy'
Perseidy
Drakonidy
Orionidy
Taurydy
Andromedydy
Leonidy
Geminidy
Ursydy

DESZCZE METEORÓW I ZWIAZANE Z NIMI KOMETY

Rozwiazanie zadania F 101
Tworzenie "wachlarzyka" jest elektem
odruchowego szukania oslony przed
nacierajacym strumieniem powietrza. Dla

kolarza oslone taka stanowia jadacy przed
nim zawodnicy. Oznacza to, ze w ukladzie
odniesienia zwiazanym z kolarzami. kierunek

wektora predkosci powietrza pokrywa sie
z prosta przebiegajaca przez "wachlarzyk".
Wektor ten skierowany jest od cwla ku
tylowi.
Jezeli v i u oznaczaja odpowiCtlnio predkosci
kolarzy i wiatru, to predkosc strumienia

powietrza omiatajacego kolarzy wynosi

10= (-v)+u.

Z rysunku widac. ze sposród zbioru mozliwych
wektorów u spelniajacych postawione wyzej
warunki, minimalna wartosc ma wektor
prostopadly do w. Odpowiada to wiatrowi
wiejacemu z pólnocnego wschodu
z szybkoscia

IImfn = psina: = 23 ~ h .

Rozwiazanie zadania M 275.
Zauwazmy. ze dowolna symetria wieloscianu

W zamienia jedynie wierzcholki W miejscami
i wobec tego nie porusza ich srodka ciezkosci
S. Wynika stad, ze S musi nalezec do kazdej
osi symetrii W.

Rozwiazanie zadania F 102
Pociski rakietowe uzyskuja swa maksymalna
predkosc po uplywie pewnego czasu od chwili
odpalenia, a ponadto sa one wyposazone
w stabilizatory zapewniajace w trakcie lotu

takie ustawienie, by opór cwlowy byl
minimalny_

Gdy pocisk rakietowy odpalany jest ku tylowi
samolotu i opuszcza wyrzutnie z predkoscia
wlasna mniejsza niz predkosc samolotu,
wtedy wzgledem powietrza porusza sie w slad
za wyrzutnia z malejaca predkoscia.
Stabilizatory zwrócone sa ku sa.molotowi
i pojawia sie tendencja do obrócenia pocisku.

Gdy odwrócenie nastapi wczesniej niz predkosc
spadnie do zera, to naped.zana caly czas
rakieta moze, jak w opisanej próbie
dogonic samolot. Skutecznym srodkiem
zapobiegawczym moze byc zwiekszenie
przyspieszenia rakiety w pierv.:·szym etapie;
lotu. Mozna to zrealiwwac uruchamiajac
silnik. na chwile przed startem (dlaczeeo?).
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Fale uderzeniowe i balwany

Doc. dr Antoni KUSZELL

Ruch falowy to koncepcja fizyczna obejmujaca niezwykle szeroki krag zjawisk. Kazdemu znane

jest zachowanie sie fal na wodzie, rozchodzenie sie swiatla czy dzwieku. W artykule tym zajmiemy
sie pewnymi, mniej znanymi zjawiskami zwiazanymi z ruchem falowym. Przykladem takiego
zjawiska jest powstawanie i rozwój fali uderzeniowej.
Jedna z podstawowych cech ruchu falowego jest fakt rozchodzenia sie fal w okreslonych
kierunkach zwanych promieniami. Promien fali jest to krzywa prostopadla do czola fali.
Równania opisujace ruch falowy nazywamy równaniami typu hiperbolicznego, zas promienie
fal - charakterystykami tych równan.

Dla pelniejszego zrozumienia wprowadzonych pojec, a takze dla zilustrowania niektórych
zagadnien zwiazanych z ruchem falowym rozwazmy najprostsze równanie hiperboliczne

tu tu
.......+v m.'_ = O,
et ex (I

Wiele procesów fizycznych opisuje równanie
falowe drugiego rzedu

()2u ()lu

""Jt2. - V2 -;)X2 = O.

którego ogólne rozwiazanie ma postac

u(x, t) = UO(X-vt)+U,(X+vt).

Jest to suma dwóch fal, z których jedna
przesuwa sie w prawo, a druga w lewo. Dla
uproszczenia w artykule rozwazana jest tylko
jedna z tych fal.

gdzie II jest amplituda fali, zas v jest predkoscia rozchodzenia sie sygnalu. Dla prostoty
ograniczylismy sie do ruchu jednowymiarowego.
Przyjmijmy poza tym, ze w chwili t = O profil fali ma postac

u(x, O) = uo(x).

W osrodku przestrzennie jednorodnym w warunkach stacjonarnych oraz dla fal o amplitudzie
tak malej, ze mozna zaniedbac ich wplyw na wlasnosci osrodka, predkosc v jest stala w czasie
i przestrzeni. Latwo sie wtedy przekonac przez podstawienie do równania (I), ze funkcja

u(x, t) == uo(x-vt)

jest rozwiazaniem naszego problemu. Na prostych

.1'= Xo+vf (2

Przykladem fal rozchodzacych sie ze stala
predkoscia sa fale elektromagnetyczne
w prózni. W czterowymiarowej
czasoprzestrzeni fale takie emitowane prze I
zródlo punktowe rozchodza sie na stozku
opisanym równaniem

-;2_c2t2 = (r+d)(r-ct) = O.

rozwiazanie to przyjmuje stala wartosc. Mamy bowiem

U(Xo+Vf, t) = uo(.xo+vt-vt) = 110(.1'0)= const.

Tak wiec proste (2) sa charakterystykami równania (I), opisujacego w tym przypadku jedynie
równolegle przesuniecie profilu w prawo o odcinek V' f bez zmiany jego ksztaltu (rys. 2). Dzieje
sie tak dlatego, ze wszystkie charaktcrystyki sa rrn,;tymi równoleglymi (rys. I).

Na ogól jednak predkosc rozchodzenia sie sygnalu jest wielkoscia zalezna od wspólrzedny:.:h
i czasu, co zmusza nas do odejscia od opisanej idealizacji. Zmiennosc tej predkosci moze byc
powodowana przez wiele czynników. Zaleznosc od wspólrzednych jest na ogól spowodowana
przestrzenna niejednorodnoscia osrodka, zas zaleznosc od czasu niestacjonarnymi warunkarm,
w jakich sie ten osrodek znajduje; np. moze byc ogrzewany.
Szczególnie wazny jest przypadek, gdy fala niesie tak duza energie, ze moze zmieniac wlasnosci
osrodka, w którym sie rozchodzi. Mamy wtedy do czynienia z tzw. propagacja nieliniowa, co
oznacza, ze odpowiedz osrodka nie jest juz proporcjonalna do wielkosci zaburzenia. Dla fali
dzwiekowej zaleznosc predkosci od amplitudy pojawia sie w nastepujacy sposób. Cialo
poruszajace sie w powietrzu musi usuwac powietrze ze swej drogi, co powoduje powstanie
lokalnego zaburzenia cisnienia. Cisnienie z tylu czola fali jest wieksze niz w obszarze, do którego
fala jeszcze nie dotarla. Przejscie fali wywoluje wiec adiabatyczne sprezenie powietrza i wzrost
jego temperatury. Poniewaz predkosc dzwieku rosnie z temperatura, w obszarze za skokiem
cisnienia jej wartosc bedzie wieksza. Okazuje sie, ze zmiana cisnienia o 1 Atm. powoduje wzrost
predkosci sygnalu o okolo 20%.
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W przypadku fali swietlnej zmiana wlasnosci optycznych osrodka nastepuje dopiero wtedy, gdy
natezenie jej pola elektrycznego jest porównywalne z wewnetrznym polem elektrycznym osrodka.
Pole wewnetrzne jest polem dzialajacym na elektrony. W atomach jest ono rzedu 1011 VIm
a w pólprzewodnikach okolo 109 VIm. Obecnie konstruowane lasery pozwalaja na otrzymanie
fal swietlnych, w których natezenie pola jest rzedu 108 - 10 I o VIm.
Tak wiec w naj ogólniejszym przypadku predkosc rozchodzenia sie sygnalu zalezy od
wspólrzednych, czasu i amplitudy

Oczywiscie w tym przypadku charakterystyki nie beda juz rodzina prostych równoleglych, jak to
mialo miejsce przy stalej predkosci v. Dla przykladu rozwazmy rozchodzenie sie fal o malym
natezeniu w niejednorodnym osrodku stacjonarnym. Predkosc grupowa jest wtedy funkcja tylko

wspólrzednych i równanie (3) mozna ro:z;wiazac rozdzielajac zmienne

X 'dx'

t = ~ v(x,)-.
Xo

Rozwiazanie to jest rodzina krzywych na plaszczyznie (x, t). W przypadku jednowymiarowym
krzywe te nigdy sie nie przecinaja. W wielu wymiarach punkty przeciecia moga sie jednak

pojawic. Rozwazmy taki punkt przeciecia eX, T) charakterystyk wychodzacych z punktów xo

i XI' Rozwiazanie w punkcie (X, T) jest wiec funkcja wielozmlcz~a, bo amplituda fali powinna
byc w tym punkcie równa jednoczesnie uo(Xo) i uo(x,). Wszystkie punkty przeciecia
charakterystyk sa jednoznacznie okreslone przez niejednorodnosc osrodka. W problemach
stacjonarnych maja one prosta interpretacje fizyczna. Punkty izolowane w przestrzeni to ogniska,
a krzywe i powierzchnie nazywane sa powierzchniami kaustycznymi.
Wracajac do prostego przypadku jednowymiarowego ciekawe moze byc wyznaczenie rodziny
charakterystyk dla dowolnej, przyjetej przez Czytelnika, zaleznosci predkosci grupowej od
polozenia. Goraco do takiego rachunku zachecamy.
Drugim przykladem, który szczególowo omówimy, jest przypadek fal o duzym natezeniu
rozchodzacych sie w osrodku jednorodnym i stacjonarnym. Predkosc rozchodzenia sie fal zalezy
teraz od amplitudy fali w danym punkcie

(3)

du(X(t), r) ou ou dX
~ ~u = --- + ~- .~~~-- = O.

dt ot OX dt

Porównanie z (I) daje warunek, który musza spelniac charakterystyki

dX
- = v(X, t, u), X(O) = Xo.
at

v = v(x, t, u).

Okazuje sie jednak, ze nawet w tak ogólnej sytuacji mozemy skonstruowac rozwiazanie
poslugujac sie metoda charakterystyk.
W plaszczyznie (x, t) charakterystyka jest krzywa

x = X(r),

wzdluz której amplituda ma stala wartosc czyli

Wiecej informacji o nawierzchniach
kaustycznych znajdzie Czytelnik w artykule
Jakuba Tatarkiewicza,.O Teorii Katastrof"
w tym numerze "Delty".

v = v(u).

Poniewaz na krzywych charakterystycznych amplituda jest stala, rozwiazaniem rilwnania

dX

dl = v(u)
jest rodzina prostych

X(t) = xo+v(uo(xo»t.

Kat nachylenia charakterystyk jest wyznaczony przez wartosc poczatkowa amplitudy fali
w punkcie Xo. Tak wiec charakterystyki moga sie przecinac. Jednak sytuacja jest teraz krancowo
rózna od omawianej poprzednio. Teraz polozenie punktów przeciecia charakterystyk zalezy od
stanu poczatkowego fali a nie od wlasnosci osrodka. Przecinanie sie charakterystyk odpowiada
tzw. katastrofie gradientowej. Zjawisko to polega na tym, ze gdy predkosc sygnalu za czolem
fali jest wieksza niz przed nim, to z uplywem czasu jej profil robi sie coraz bardziej stromy
(gradient amplitudy rosnie). Jesli zaniedba sie lepkosc i przewodnictwo cieplne, prowadzi to
w koncu do powstania nieciaglego frontu fali.
Wszelkie zaburzenia powstajace za frontem fali doganiaja go po pewnym czasie i przyczyniaja
sie do jego wzrostu. Zilustrujemy ten mechanizm na przykladzie najprostszej zaleznosci predkosci
od amplitudy v(u) = u.

Charakterystyki maja wtedy postac
x = xo+uo(xo)t,

a rozwiazanie równania (I)
u(x, t) = uo(x-uo(xo)t).

Wykorzystalismy tutaj fakt, ze na charakterystyce wartosc amplitudy jest stala, a wiec
w szczególnosci równa wartosci poczatkowej.

13



x

u

Rys. 4

dla o.:;; x':;;

dla x> I

dla x < O

Rys. 6
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Rys. 5

Rys. 3

Zupelnie inaczej przebiega interpretacja, gdy funkcja u jest np. gestoscia osrodka (fale
dzwiekowe). Wtedy oczywiscie niejednoznaczne rozwiazanie nie moze miec zadnej fizycznej
interpretacji. W chwili, gdy fala zaczyna sie zalamywac, traci ono sens. Wlasciwie nalezaloby
w tym przypadku wziac pod uwage lepkosc i przewodnictwo cieplne - efekty, które staja sie
istotne, gdy fala jest bliska zalamania. Okazuje sie, ze rozwiazania równan uwzgledniajacych te
efekty sa juz jednoznaczne. Znacznie latwiejsze jest jednak nadanie sensu naszemu rozwiazaniu
przez zastapienie czesci wieloznacznej funkcja nieciagla (rys. 6). Okazuje sie, ze nieciaglosc
nalezy umiescic w takim punkcie, zeby pola zakreskowanych na rys. 7 obszarów byly równe.
Wtedy tylko dla nowego rozwiazania spelnione jest równanie ciaglosci (ilosc materii jest stala).
Otrzymany w ten spósób skok wartosci amplitudy fali nosi nazwe fali uderzeniowej, zas
powierzchnia nieciaglosci - frontu fali uderzeniowej. Fale uderzeniowe odgrywaja olbrzymia
role w fizyce zjawisk zachodzacych z predkosciami przekraczajacymi predkosci charakterystyczne
osrodka (np. predkosc dzwieku). Na przyklad samolot przekraczajacy bariere dzwieku wywoluje
silna fale uderzeniowa. Podobnie pocisk poruszajacy sie z predkoscia ponaddzwiekowa wywoluje
fale uderzeniowa, której front ma ksztalt stozka.
W artykule tym ograniczylismy sie do rozwazan dotyczacych rozchodzenia sie fali i mozliwosci
jej opisu przy pomocy charakterystyk. Istnieja jednak takze inne zjawiska, które istotnie zmieniaja
wlasnosci fal. Naleza do nich z jednej strony zjawiska dysypatywne (dyfuzja, tarcie lepkie itp.),
z drugiej zas zjawiska typu dyspersji. Oba prowadza do rozmycia frontu fali uderzeniowej, co
powoduje, ze w rzeczywistosci nieciaglosci sie nie pojawiaja. W waskim obszarze frontu wystepuje

iynie gwaltowna zmiana amplitudy dobrze przyblizana przez nieciaglosc.
Warto tutaj wspomniec, ze po uwzglednieniu dyspersji i czlonu nieliniowego jak np. w równaniu
Kortewega-de Vriesa (Delta 4/1976) rozwiazanie moze przyjmowac pewien specyficzny ksztalt
zwany soli tonem zachowywany bez zmian w trakcie ewolucji.
Tak wiec propagacja fal kryje w sobie wiele ciekawych zjawisk, z których czesc zostala juz
wyjasniona, ale z pewnoscia wiele czeka jeszcze na odkrycie.

u

- t

Dalsza analiza wymaga okreslenia charakteru wielkosci fizycznej opisywanej funkcja u. Jesli
u opisuje fale elektromagnetyczna, to przeciecie sie promieni swietlnych nie prowadzi do zadnych
trudnosci w interpretacji rozwiazania, bo sumuja sie wtedy energie fal. Równie prosty jest
przypadek fal powierzchniowych na wodzie. Wielkosc u moze byc wtedy interpretowana jako
miara wzniesienia sie powierzchni nad poziom sredni, a proces "stromienia" opisuje znane
zjawisko wyostrzania profilu biegnacej fali. Pojawienie sie "podwójnej" wartosci po przecieciu
sie charakterystyk opisuje natomiast zalamywanie sie fal czyli tworzenie sie balwanów (rys. 5).

W trójkacie o wierzcholkach (O, O), (I, O) oraz (2, I), gdzie pierwsza wspólrzedna oznacza
zmienna przestrzenna a druga czas, nachylona czesc fali jest z uplywem czasu coraz bardziej
stroma, az w punkcie (2, I) staje sie pionowa (rys. 4).

Rozwazmy teraz zaburzenie poczatkowe w nastepujacej postaci (rys. 3)

RYI.7

Dyspersja fal to zaleznosc predkosci fazowej
od dlugosci fali.

l.I.

x

14



Klub 44

Skrót regulaminu ligi zadaniowej
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr. n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania, (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do O, l. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania
4 - 3 . ---------------.------ ..-.------------------------

liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Zadania 4, 5, 6
Termin nadsylania rozwiazan: do 31 XII 1982
4. Niech W bedzie wielomianem takim, ze W(x) ;;;.O dla wszystkich rzeczywistych wartosci x.
Udowodnic, ze W jest suma kwadratów dwóch wielomianów o wspólczynnikach rzeczywistych:

W(x) = p(X)2+Q(x)2.

5. Rozwazmy ciag trójkatów prostokatnych o bokach a., b., c., n =,1,2, ... (c. jest
a

przeciwprostokatna). Zakladamy, ze a.+ 1 = b., b.+! = c•. Wykazac istnienie granicy lim -'
b.

i obliczyc jej wartosc. Ustalic zaleznosc od poczatkowych wartosci'al i bl•
6. Na szachownicy o wymiarach n x n stawiamy dwa hetmany. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze nie atakuja si~ one wzajemnie?

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 274. Wykazac, ze równanie x2+x+ 1 = py ma rozwiazanie calkowitoliczbowe (x, y) dla
nieskonczenie wielu liczb pierwszych p.
Rozwiazanie na str. 7
M 275. Wykazac, ze wszystkie osie symetrii wieloscianu maja punkt wspólny.
Rozwiazanie na str. 11
M 276. Punkty A i B poruszaja sie ruchem jednostajnym z jednakowa predkoscia po prostych

p i q startujac z punktów Ao i Bo. Znalezc takie ich polozenie Ar, Br, w którym ich odleglosc
jest najmniejsza.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 101. Gdy w trakcie szosowych wyscigów kolarskich wieja boczne wiatry, kolarze chetnie jezdza
"wachlarzyk;em". Dlaczego? Na podstawie rysunku okreslic minimalna predkosc wiatru, jesli
wiadomo, ze ;~olarze jada na zachód z predkoscia 46 km/h.
Rozwiazanie na str. 11
F 102. Celem ochrony przed atakami od tylu, zaproponowano wyposazenie samolotów w

w odpowiednio usytuowane wyrzutnie rakietowe. Podczas prób zaobserwowano, ze rakiety
wkrótce po starcie odwracaly sie w kierunku macierzystego samolotu i doganialy go. Wyjasnic
ten fakt i podac ewentualne srodki zaradcze.
Rozwiazanie na str. 11
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Powstanie metody naukowej fizyki

Pro! dr Józef W ERLE, czlonek rzeczywisty PAN

Otóz w ciagu XVII w. przyjal sie w srodowisku ludzi zajmujacych sie fizyka poglad, ze celem
fizyki - czy ogólniej nauk przyrodniczych - sa systematyczne badania zjawisk przyrody przy
pomocy scislych metod pomiarowych i matematycznych. Badania te powinny zmierzac do
odkrycia scislych zwiazków przyczynowych sformulowanych w postaci dajacych sie wyrazic
matematycznie praw.

Za inicjatora powstania nowej, plodnej metody naukowej fizyki, która umozliwila jej swietny
rozwój trwajacy nieprzerwanie juz 400 lat, wszyscy uznaja Galileusza. Istotnie, Galileusz nie
tylko polozyl podwaliny nowej metody, ale sam zastosowal ja do badania wielu zjawisk fizycznych
i astronomicznych i wslawil sie wieloma waznymi odkryciami. Wprowadzil on do fizyki zasade
czynnego eksperymentowania opartego na scislych pomiarach odpowiednich dla danego zjawiska
wielkosci fizycznych. Wyniki takich pomiarów mozna bylo zapisywac w komunikatywnej,
zwiezlej i latwo porównywalnej postaci matematycznej. Galileusz nie tylko poslugiwal sie

w sposób zupelnie nowatorski tak znanymi i prostymi przyrzadami pomiarowymi jak zegar
i miarka, ale skonstruowal sam szereg nowych przyrzadów obserwacyjno-pomiarowych jak
termometr gazowy, waga hydrostatyczna czy luneta. Wprowadzil do mechaniki pojecie
przyspieszenia, co umozliwilo odkrycie poprawnego zwiazku miedzy sila a ruchem,
sformulowanego w ostatecznej rÓzniczkowej postaci przez Newtona. Dzieki niezwyklej bystrosci
umyslu, naukowej plodnosci i wszechstronnosci oraz umiejetnosci propagowania swoich idei
i odkryc, przyczynil sie Galileusz do ugruntowania i szybkiego upowszechnienia nowej metody
naukowej i slusznie jest uwazany za ojca nowozytnej fizyki a nawet calego przyrodoznawstwa.
Wiek XVII cechuje zreszta poza Galileuszem cala plejada slawnych odkrywców takich jak Kepier,
Descartes, Torricelli, Pascal, Guericke, Hooke, Huygens, Boyle, no i wreszcie sam Newton.
Niestety autorzy wiekszosci podreczników i ksiazek fascynuja czytelników wyliczaniem
konkretnych odkryc i nazwisk odkrywców natomiast nie zwracaja nalezytej uwagi na powstanie
w XVII w. skutecznej metody naukowej, która te odkrycia umozliwila. Reszte tego artykulu
poswiece wiec nieco dokladniejszemu omówieniu powstalej w XVI I wieku metody naukowej
fizyki.

Trudno jest jednoznacznie odpowiedziec na pytanie, kiedy powstala fizyka. Odpowiedz zalezy
bowiem od tego, jak sie rozumie termin fizyka. Jesli pod tym slowem rozumiec tylko jako tako

systematyczne i swiadome obserwacje otaczajacego nas swiata przyrody martwej, to poczatków
fizyki mozna sie doszukiwac w czasach bardzo odleglych. Z pewnoscia obserwacje takie

prowadzono juz w poczatkach wielkich kultur Mezopotamii i Egiptu. Obserwacje robione w tych
czasach byly jednak raczej bardzo powierzchowne, przypadkowe, a ponadto obciazone z jednej
strony ciasnym praktycyzmem, z drugiej strony - znieksztalcone przez rózne wierzenia religijne
i magiczne, tudziez przez twórczosc mityczna. Jesli pod slowem fizyka rozumiec niezalezne od

religii, magii i mitologii, otwarte dla wszystkich, czysto racjonalne rozwazania na temat struktury
swiata materialnego oraz prapoczatków przyrody, jej rozwoju i przemian, to za poczatek fizyki
mozna uznac dopiero VI wiek p.n.e., kiedy to Tales z Miletu zapoczatkowal w starozytnej Grecji
tego typu dociekania zwane pózniej filozofia przyrody. Konstrukcje myslowe greckich filozofów
przyrody mialy jednak charakter czysto spekulatywny, raczej ogólnikowy i czysto jakosciowy.
Konstrukcje te byly oparte na bardzo powierzchownych i waskich obserwacjach, byly przewaznie
niesprawdzalne, a w kazdym razie niesprawdzane, nakierowane na wyjasnianie, a nie
przewidywanie. Wprawdzie obok tego filozoficznego, teoretyzujacego nurtu wystepowal w bogatej
kulturze greckiej, a potem takze rzymsko-greckiej, równiez nurt empiryczny, ale czysto empiryczne
podejscie do przyrody okazalo sie na dalsza mete równie bezplodne co podejscie spekulatywno­
-racjonalne. Brak sprzezenia zwrotnego miedzy hipotetycznymi konstrukcjami a weryfikujacymi
je scislymi testami empirycznymi uniemozliwil rozwój fizyki greckiej. Dopiero na przelomie XVI
i XVII w. powstaje fizyka w jej wspólczesnym pelnym rozumieniu tego slowa; fizyka rozumiana
jako proces systematycznego badania przyrody oparty na stosowaniu swoistej, niezwykle
skutecznej metody naukowej. Metoda naukowa fizyki opiera sie na sprzezeniu zwrotnym miedzy
teoretycznym mysleniem i sprawdzajacymi je scislymi testami eksperymentalnymi. Wiaze ona
w sposób bardzo charakterystyczny racjonalne, dedukcyjne myslenie z informacjami o obiektywnej
rzeczywistosci dostarczanymi nam przez nasze zmysly. Otrzymywane poprzez nasze zmysly informacje
konfrontuje sie z przewidywaniami rozwazan teoretycznych opartych na okreslonych, pierwotnie
nieraz slabo uzasadnionych przeslankach wyjsciowych. Dopiero konfrontacja z doswiadczeniem
pozwala na potwierdzenie, korekte lub odrzucenie tych przeslanek i doskonalenie wiedzy
teoretycznej.
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Postep fizyki wiaze sie wiec z nastepujacYJ!1i podstawowymi pytaniami: Jakle wielkosci
fizyczne sa istotne dla opisu rozpatrywanego zjawiska? Czym i jak mierzyC te wielkosci?

Czy miedzy badanymi wielkosciami wystepuja jakies nietrywialne (a wiec nie wynikajace np.
z samej definicji) zwiazki majace charakter praw przyrody?

Pierwsze z wymienionych pytan ma na pozór charakter czysto teoretyczny, koncepcyjny. Drugie
pytanie ma na pozór charakter czysto praktyczny, gdyz dotyczy konstrukcji odpowiednich
przyrzadów pomiarowych. W rzeczywistosci rozdzielenie strony koncepcyjnej od strony
pomiarowej nie zawsze jest jasne i oczywiste. Obecnie wielu fizyków uwaza, ze wlasciwie dopiero
podanie sposobu pomiaru jakiej$ wielkosci fizycznej pozwala na jej precyzyjne okreslenie, które
nazywamy wtedy okresleniem operacyjnym. W wieku XVII pytanie pierwsze uwazano za dobrze
oddzielone od drugiego. W odpowiedzi na pierwsze pytanie powstaly w wieku XVII i nastepnych
pojecia ukladu odniesienia, polozenia, predkosci, przyspieszenia, pedu, momentu pedu, cisnienia,
temperatury, napiec wewnetrznych, lepkosci itd., itd. W odpowiedzi na drugie pytanie powstalo
wiele nowych przyrzadów i urzadzen pomiarowych i detekcyjnych jak luneta, mikroskop,
termometr, barometr, dynamometr, elektrometr, pryzmat, siatka clyfrakcyjna, waga skrecen
i setki, tysiace innych urzaazen. Konstruowane od czasów Galileusza ciagle nowe przyrzady
i aparaty fizyczne otworzyly przed ludzkoscia nowe horyzonty i nowe mozliwosci. Po pierwsze

mozna bylo zastapic niektóre z natury nieprecyzyjne zmysly (np. zmysl dotyku, zmysl temperatury,
zmysl sily) przez bardzo precyzyjne przyrzady w rodzaju róznego typu czujników, termometrów,
dynamometrów, wag itp. W ten sposób fizykom udalo sie w znacznym stopniu uniezaleznienie
od niedokladnosci, subiektywnosci i wzglednosci naszych odczuc zmyslowych. W wielu innych

przypadkach odpowiednie przyrzady pozwalaja mi znaczne rozszerzenie zakresu postrzegania
naszego wzroku czy sluchu. Np. mikroskop pozwala na obserwowanie obiektów bardzo malych,

niedostrzegalnych golym okiem. Z drugiej strony luneta czy teleskop pozwalaja na obserwacje
obiektów niedostrzegalnych lub slabo dostrzegalnych z powodu zbyt wielkiego oddalenia.

Wreszcie - wiele przyrzadów wrecz zwieksza liczbe posiadanych przez c:clowieka zmyslów
pozwalajac wykrywac i mierzyc wielkosci fizyczne, na które nasze naturalne zmysly w ogóle nie
reaguja. Jako przyklady mozna podac tu np. pole elektryczne lub magnetyczne, którego organizm
nasz nie odczuwa, a które mozna wykryc i zmierzyc za pomoca odpowiednich elektro- czy
magnetometrów. Jest to sytuacja wrecz zdumiewajaca, której niezwykloscj bardzo czesto nie
uswiadamiamy sobie.

Zastosowanie scislych metod pomiarowych wymagalo równiez odpowiednich metod
matematycznych. Okazalo sie np. ze bardzo wiele praw fizyki nie ma prostego charakteru
zwiazków algebraicznych miedzy podstawowymi wielkosciami lecz wymaga wprowadzenia
pochodnych lub calek pewnych wielkosci. Te pochodne lub calki moga nie byc bezposrednio
mierzalne, lecz dadza sie wyliczyc z wielkosci latwo mierzalnych przy pomocy odpowiednich
operacji matematycznych. W ten sposób potrzeby nowej ilosciowej metody przyrodoznawstwa
zainicjowaly powstanie zupelnie nowych galezi matematyki jak np. geometria analityczna,
rachunek rózniczkowy i calkowy, teoria równan rózniczkowych, rachunek wariacyjny itd.
Dopiero sformulowanie geometrii analityq:nej i rachunku rózniczkowego pozwolilo Newtonowi
na scisly a przy tym niezwykle zwiezly matematyczny zapis podstawowych zasad mechaniki
i prawa powszechnego ciazenia, a wiec na odpowiedz na trzecie z podanych wyzej pytan ­
przynajmniej w zakresie mechaniki.

Sprzezenie zwrotne miedzy teoria i empiria jest jedna z najbardziej charakterystycznych cech
metody naukowej fizyki. Metoda ta opiera sie wiec na stosowaniu kolejnych cykli badawczych,
których punktem wyjscia jest zawsze zastana wiedza naukowa. Na gruncie tej wiedzy powstaje
problem, którego rozwiazanie jednakze nie jest mozliwe bez poszerzenia tej wiedzy. W celu
rozwiazania tego problemu wysuwa sie wiec rózne hipotezy. Nastepnie przeprowadza sie
doswiadczenia, które testuja wysuniete hipotezy. W zaleznosci od wyników testów sprawdzajacych

hipoteze odrzuca sie jako ewidentnie bledna, koryguje sie lub tez pozostawia bez zmian. Mozliwie
wszechstronnie empirycznie potwierdzona hipoteza zostaje podniesiona do rangi teorii i wlaczona
do zasobu sprawdzonej wiedzy naukowej.

Sprzezenie miedzy teoria i empiria sprawia, ze fizyka (a wraz z nia i inne nauki przyrodnicze)
stanowi samoregulujacy sie, otwarty system, który potrafi w sposób stosunkowo szybki
i bezbolesny korygowac i usuwac nieuchronnie popelniane bledy i omylki. Przed dlugim trwaniem
w bledzie zabezpieczaja fizyke liczne normy instrumentalne, psychologiczne i spoleczne, które
naleza do metody naukowej fizyki. Ze wzgledu na szczuplosc rozmiarów tego artykulu musze

o~eslac zainteresowanego Czytelnika do mojego artykulu ogloszonego w "Problemach"
(nr 7/1978), w którym przedstawione zostaly przynajmniej niektóre ze wspomnianych norm
stosowanych w metodzie naukowej fizyki.
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