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Test wcale nie dla uczniéw

Mgr Wojciech W OJTANOW SKI

Przewidywanie mozliwosci istnienia efektow kwantowych zwigzanych z ukladem
makroskopowym jest duzym osiagnigciem fizyki ostatnich dziesigcioleci. Odkrycie
nadprzewoednictwa czyli stanu materii, w ktérym nastepuje zanik oporu
elektrycznego, inspirowalo wielu fizykoéw do poszukiwania innych zjawisk, gdzie
kolektywne wlasnosci elektronéw w metalu, ozigbionym ponizej temperatury
przejscia do stanu nadprzewodzacego, przejawialyby sie w sposob makroskopowy.
Tedno z takich zjawisk przewidziat w roku 1962 angielski fizyk Brian

D. Josephson. Wywnioskowal on mianowicie, ze w zasadzie mozna spowodowaé
przeptyw pradu nadprzewodzacego, sktadajacego si¢ ze skorelowanych par
elektronow, przez przerwe izolujaca dwa ciala nadprzewodzace, pod warunkiem,
Ze przerwa ta jest dostatecznie mala.

Wydaje sig, ze najprosciej istote zjawiska Josephsona mozna zrozumie¢,
rozwazajac makroskopowe procesy zwiazane z przeplywem pradu przez
nadprzewodnik. Wezmy pret wykonany z substancji nadprzewodzacej, do

ktoérego przyktadamy zrédlo pradu stalego. Do obwodu tego dotaczamy réwniez
amperomierz i woltomierz. Woltomierz ten wskaze zerowy spadek napigcia, cho¢
wskazéwka amperomierza bgdzie wychylona. Oznacza to, Ze pret nie wykazuje
oporu elektrycznego i méwi si¢ wtedy o nim, Ze jest w stanie nadprzewodzacym.
Jesli teraz pret rozetniemy na dwie czesci i odsuniemy je od siebie na kilka
centymetrow, to w}qczony do obwodu amperomierz nie wskaze przeptywu pradu.
Gdy jednak zmniejszymy odleglo$¢ pomigdzy dwiema czgsciami tego
nadprzewodzacego preta do okolo 10 angstremow, moze wystapi¢ jedno z dwdch
zjawisk przewidzianych przez Josephsona. Pierwsze z nich polega na tym, ze
chociaz woltomierz nie pokazuje spadku napiecia, to przez obwdd plynie prad.
Powstaje wigc zadziwiajace zjawisko przepltywu pradu nadprzewodzacego zardwno
przez oba kawalki preta jak i rozdzielajaca je przerwe. Nazywa si¢ ono
zjawiskiem Josephsona z pradem statym.

Inna sytuacja, ktéra moze mie¢ miejsce, polega na tym, Ze przy wychylonych
wskazowkach obu miernikéw przerwa wysyla promieniowanie elektromagnetyczne
o bardzo duzej czgstoscn rzgdu megahercéw. Swiadczy to o tym, ze przez szczeling
przeplywa prad zmienny o tejze czgstosci. Zjawisko to nazywa si¢ zjawiskiem
Josephsona z pradem zmiennym.

Badanie tego rodzaju zjawisk przyczynilo si¢ do poznania istoty nadprzewodnictwa,
a takze stanowilo podstawe do opracowania szeregu przyrzadéw o praktycznym
zastosowaniu. Umozliwiaja one pomiary stabego pola magnetycznego z niebywala
wprost dokladnoscia, a takze moga stanowi¢ bardzo precyzyjne zrodla napiecia.
Poza tym zlacze Josephsona wykorzystuje si¢ czesto jako tanie zrédlo spojnego
promieniowania elektromagnetycznego o wysokiej czgstosci (zakres mikrofalowy).



W celu wyjasnienia zjawisk Josephsona konieczne jest siggniecie do istoty stanu
nadprzewodzacego. Oddziatywanie elektrondw przewodnictwa w metalu za
posrednictwem sieci krystalicznej prowadzi do powiazania ich w tzw. pary
Coopera. Pary te dzigki temu, ze sa bozonami, gromadzg si¢ wszystkie w tym
samym stanie kwantowym tj. na przyklad srodki mas wszystkich par poruszaja

si¢ z tym samym pedem. Rozpraszanie elektronéw na wezlach sieci krystalicznej,
odpowiedzialne za opdr elektryczny, mogloby prowadzi¢ badz do zmiany pedu
pary, badz do jej rozerwania. Pierwszy proces wymaga jednak bardzo duzej energii,
poniewaz ze wzgledu na wspomniana korelacje rozpraszanie musialoby zmienié
ped wszystkich par. Rozerwanie pary nastepuje natomiast wtedy, gdy przekazana
jej w akcie rozpraszania energia jest rowna co najmniej energii wigzania. Nie moze
to nastapi¢ zanim ped pary, a wigc takze gestos¢ pradu nadprzewodnictwa, nie
przekroczy pewnej krytycznej wartosci lub energia drgan cieplnych sieci
krystalicznej nie stanie si¢ porownywalna z energia wigzania. Tak wigc dla niskich
temperatur i odpowiednio matych gestosci pradu pary elektronowe w swym ruchu
wewnatrz metalu nie napotykaja na zaden opor.

W opisie kwantowomechanicznym par musi by¢ uwzgledniona ich falowa natura.
Para elektrondw o pedzie srodka masy p moze by¢ opisana fala o dtugosci h/p,
gdzie h jest stala Plancka. Stwierdzenie, 7e pedy srodkow mas wszystkich par sg
réwne, oznacza, ze fale opisujace te pary maja t¢ samg dtugos¢. Jednakze do
korelacji w nadprzewodniku potrzebna jest jeszcze réwnos¢ faz poszczegoélnych
par elektrondw.

Pojecie fazy ma kluczowe znaczenie dla zrozumienia zjawisk

Josephsona. Na rys. 1 przedstawione sg dwie fale o tej samej diugosci, a jednak
nie identyczne. Stana si¢ one jednakowe, gdy fale czarna przesuniemy o pewng
odleglo$¢ tak, zeby si¢ pokryly. Bedziemy mogli wtedy powiedzie¢, ze fale te maja
zgodna faze. Ta réwnosé faz wszystkich fal odpowiadajacych parom Coopera

w nadprzewodniku jest zjawiskiem kwantowomechanicznym zachodzacym w skali
makroskopowej. Gwarantuje ona najnizsza energi¢ ukladu. Zdefiniujmy fazg —
jest to pomnozona przez 2z liczba cykli, jaka wykonat uktad od ustalonego
potozenia poczatkowego. Przyktadem moze by¢ koto rowerowe, w ktérym jedna
szprycha jest kolorowa. Zalézmy, ze poczatkowo szprycha ta ustawiona jest
pionowo w dét. Po wykonaniu przez nig po6t obrotu, méwimy, ze faza zmienita

sie 0 r. Obrotowi o 3/4 odpowiada zmiana fazy réwna 3x/2. Gdy koto wykona
caly obrot faza zmieni sig 0 27 i otrzymamy wyjsciowa sytuacjg. Mozemy
powiedzieé, ze ruch kola zalezy od tego jak faza zmienia si¢ w czasie. Czas,

w ktérym faza zmienia si¢ o 2z nazywamy okresem ruchu. W ogolnosci uktad moze
byé okresowy zaréwno w czasie jak i w przestrzeni. Dtugosc¢ fali w tym przypadku
jest to odleglo$¢, na ktorej zachodzi jedno peine drgniecie przestrzenne, a faza
zmienia si¢ o 27z. Zgodnie z mechanika kwantowa faza zwigzana z parg elektrondow
w nadprzewodniku ma drgania przestrzenne, ktorych dlugo$¢ okreslona jest przez
ped érodka masy pary oraz drgania czasowe, ktorych okres zwiazany jest z energia
pary. Zgodnos¢ faz wszystkich par Coopera wyjasnia doskonale zanik oporu
elektrycznego nadprzewodnika. Gdyby bowiem istniato napiecie V pomiedzy
koficami pre¢ta nadprzewodzacego, w ktérym plynie prad, to energia pary
elektronow na jednym koncu preta bytaby o 2el” wigksza od energii pary na
drugim koricu. Powstataby zatem réznica faz pomigdzy tymi parami. Zamiast
przejscia do stanu o wyzszej energii, spowodowanego tym naruszeniem rownosci
faz, nadprzewodnik przenosi prad nie dopuszczajac do pojawienia sig réznicy
potencjalow.

Do wyja$nienia zjawisk Josephsona potrzeba nam jeszcze zrozumiienia innego
efektu kwantowomechanicznego nazywanego efektem tunelowania. Tunelowanie
polega na tym, ze dzigki swojej falowej naturze elektrony moga przenika¢ przez
bariery, ktore bylyby dla nich nie do przebycia, gdyby elektrony byly tylko

i wylacznie czastkami.

Wréémy teraz do zjawiska Josephsona. Rozwazmy znowu problem dwéch
kawalkéw nadprzewodzacego preta. Jezeli sa one rozsunigte dos¢ daleko, to
pomiedzy fazami par Coopera w obu czgsciach nie ma zadnego okres$lonego
zwiazku. Kiedy jednak zblizymy je tak blisko, Ze zaistnieje mozliwos¢
tunelowania par z jednej czgsci do drugiej, to uklad bedzie staral si¢ zajac stan
o najnizszej energii, w ktorym réznica faz w obu czesciach bedzie jednoznacznie
okreslona. Na te wzgledna réznice faz mozna wptywaé polem elektrycznym lub
magnetycznym. Jezeli w jaki$ sposéb uda si¢ nam wytworzy¢ okreslong réznice
faz pomiedzy parami Coopera z obu czgéci preta, to poplynie prad elektryczny.




Rys. 2
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Jaka bedzie postaé tego pradu? Otoz, jak latwo wytlumaczy¢, zaleznos¢ gestosci
pradu plynacego przez ztacze od réznicy faz ma charakter sinusoidalny. Wida¢ to
na przykladzie pracy kola napgdowego i tloka lokomotywy. Od fazy ruchu kota
potaczonego z tlokiem zalezy kierunek przesuwu ttoka. Podobnie jest z pradem
w zlaczu. Przy przemieszczaniu si¢ par w uprzywilejowanym kierunku zmieniaja
one swoja faze o tyle, zeby osiagnaé wartos¢ fazy w tej czgéci nadprzewodzacego
preta, do ktérego whasnie przechodza. Pary usilujace przemieszczac si¢ w

w przeciwnym kierunku beda zmienia¢ swa faze¢ o t¢ sama wartos¢. Jezeli w wyniku
tego ich faza dopasuje si¢ do fazy w nadprzewodniku, do ktérego daza, to
przejécie takie moze nastapi¢ i wypadkowy prad bedzie réwny zeru. Jezeli

jednak takie dopasowanie nie nastapi, to przejécie bedzie niemozliwe. W tym
przypadku pary przechodzace w kierunku uprzywilejowanym spowoduja
powstanie stalego pradu elektrycznego. Jest to wlasnie zjawisko Josephsona

z pradem statym.

Przejdzmy teraz do zjawiska Josephsona z pradem zmiennym. Poprzednio

réznica faz pomiedzy parami Coopera w obu czgsciach nadprzewodzacego preta
nie zmieniala si¢ w czasie. Wiemy juz jednak, Ze jezeli pomigdzy dwoma
nadprzewodnikami istnieje réznica napigé, to réznica faz nie bedzie stala.

W zjawisku Josephsona z pradem stalym bedzie zmieniala si¢ dotad, az osiagnie
warto$é odpowiadajaca pradowi wytwarzanemu przez zrédto. Trwa to przez jedna
dziesigciomiliardows cze$é sekundy od wiaczenia pradu. Potem juz réznica faz
jest stata. Jezeli jednak zrédlo pradu wytwarza prad przekraczajacy maksymalny
prad Josephsona, to skompensowanie nie nastapi i na ztaczu istnie¢ bedzie pewne
napiecie, powodujace zmiang wzglednej fazy w czasie. Jak juz wspominaliSmy
wezesniej prad Josephsona zalezy od réznicy faz czyli zacznie plyna¢ raz w jednym
raz w drugim kierunku. Oczywiscie predkos¢ tych zmian zaleze¢ bedzie od
napigcia na zlaczu. Mamy w tym przypadku do czynienia ze zjawiskiem
Josephsona z pradem zmiennym.

Przejdzmy teraz do oméwienia mozliwosci sprawdzenia przewidywan teoretycznych
na drodze eksperymentalnej. Otrzymanie ukiadu, w ktérym dwie czgsci
nadprzewodnika rozsunigte sa na odlegtos¢ 10 angstreméw nie jest sprawa latwa.
(Jak mata jest to odleglos¢ niech nam uzmystowi fakt, ze atom ma rozmiary rzgdu
angstrema). T¢ podstawowa trudno$é¢ pokonano stosujac metode naparowywania
w prézni. Metal ogrzewany w prozni paruje i jego pary osadzaja si¢ na szklanym
podtozu. Ztacze Josephsona otrzymuje si¢ w nastepujacy sposob (patrz rys. 2):

1. naparowywuje si¢ cztery elektrody,

2. kolejno naparowywuje si¢ cienki pasek metalu, ktory po ozigbieniu staje sig
nadprzewodnikiem,

3. na ten pasek, przez wpuszczenie do komory prozniowe;j scisle okreslonej ilosci
tlenu, nanosi si¢ cienka warstwe (10 A) izolujacego tlenku,

4., wreszcie naparowywuje si¢ na to, zwykle prostopadle, drugi cienki pasek
metalu.

Wystarczy teraz do elektrod podtaczy¢ przewody, ozigbi¢ ztacze ponizej temperatury
przejscia do stanu nadprzewodzacego i uklad jest gotowy.

Do tej pory przeprowadzono juz tysiace doswiadczen potwierdzajacych wszelkie
teoretyczne przewidywania dotyczace zastosowan zlacza Josephsona. Jak juz
wspominali$my, prad staly plynacy w zlaczu zalezy od przylozonego pola
magnetycznego, co jest wynikiem zaleznosci fazy fali odpowiadajacej parze
Coopera od pola magnetycznego. Powoduje to przestrzenna zalezno$¢ réznicy faz
w dwu nadprzewodnikach, o ile do zlacza przylozymy stale i jednorodne pole
magnetyczne. Mozna wykazaé, ze w polu tym nastepuje zmiana fazy w plaszczyZnie
prostopadtej do kierunku pola i jest ona proporcjonalna do wielkosci pola.
Zmiana fazy powoduje z kolei oscylacje gestosci pradu w przestrzeni. Fakt ten

nie oznacza nic innego jak to, ze przy dostatecznie silnym polu prad moze
zmienié kilkakrotnie swéj kierunek. Powoduje to oczywiscie periodyczna
zalezno$é maksymalnego wypadkowego pradu stalego ptynacego przez zlacze

od natezenia pola magnetycznego. Wykorzystanie powyzszych zaleznosci pozwala
mierzy¢ stabe pola magnetyczne z olbrzymia dokladnoscia.

Rozpatrujac zjawisko Josephsona z pradem zmiennym méwilismy o
proporcjonalnosci czgstosci emitowanego promieniowania do napigcia na zlaczu.
Zaleznos¢ ta ma postaé » = 2eV/h, gdzie » — czgsto$é oscylacji, ¥ — napigcie

na zlaczu, e — tadunek elektronu. Wykorzystujac ten zwiazek mozna budowa¢
wzorce napigcia o bardzo duzej dokladnosci, czy tez znajdowaé wartos¢ stosunku
statej Plancka h do tadunku elektronu. Widzimy tu wspaniala sposobnos¢
wykorzystania makroskopowego zjawiska kwantowego do wvznaczania
podstawowych stalych fizycznych.




Test wcale nie dla uczniow

Rozwigzywanie réwnania f(x) = 0

metoda polowienia. :

Krok 1. Wybierz p i g, tak by f(p) i f(q) mialy
rézne znaki.

Krok 2. Obliczh = 222

Krok 3. Oblicz f(h).

Krok 4. Jezeli f(h) = 0, to x = h jest
rozwiazaniem;

Stop!

Krok 5. Jezeli f(h) i f(p) maja ten sam znak,
zastap p przez h, a f(p) przez f(h).

W przeciwnym razie zastap ¢ przez h i f(q)
przez f(h). Teraz wr6é do kroku 2.

Dr Michat SZUREK

Niewicle jest przesady w stwierdzeniu, ze matematyka istnieje po to, aby$my umieli
rozwigzywaé réwnania. A réwnania sg przeciez wszedzie: w poznawaniu kosmosu,
przy badaniu elementarnych czastek materii, budowie drég i planowaniu
gospodarczym.

Znamy ze szkoly wzory na pierwiastki réwnania kwadratowego i — by¢ moze —
sze$ciennego. Sa jeszcze wzory dla réwnai czwartego stopnia. W r. 1826 norweski
matematyk, Niels Henryk Abel, udowodnil, ze gdy dane jest rownanie piatego
stopnia

x3+ax*+bx3+cx?+dx+e =0

to — poza bardzo wyjatkowymi przypadkami — nie istnieja wzory, wyrazajace
pierwiastki tego réwnania w zaleznosci od wspolczynnikéw, za pomoca czterech
dzialan arytmetycznych i wyciagania pierwiastka. Uzyta przez Abela metoda data
poczatek calej algebrze abstrakcyjnej, to jest galezi matematyki badajacej ogdlne
wlasciwosci zbioréw i okreslonych w nich dzialan. Abel zwiazal bowiem z kazdym
réwnaniem jego tak zwana grupe Galois i wykazal, ze o mozliwosci rozwiazania
réwnania (écis’lej: o mozliwosci podania wzoréw, w ktérych uzyjemy tylko +,

oy =l i]"/ ) decyduja pewne abstrakcyjne wlasnosci tej grupy.

Co to znaczy ,,umie¢ rozwiaza¢ réwnanie”? Proste pytanie, powiedza Czytelnicy.
To przeciez znaczy ,,umie¢ znalez¢ jego pierwiastki’! Ale miedzy ,,umie¢”’

a ,,umie¢” — tez jest roznica. Nasi przodkowie nadzwyczaj rzadko naprawde
potrzebowali znalezé rozwigzanie skomplikowanego réwnania, wobec czego
,,umiejetno$¢ rozwiazywania” pojmowali raczej idealistycznie — byle byt wzor,
nawet nie nadajacy si¢ praktycznie do niczego. O zaprezentowanych ponizej
metodach, dajacych szybko dowolnie dokladne rozwinigcie pierwiastka, mawiano
pogardliwie: Phi, to tylko metody przyblizone!

Dzi$ musimy umie¢ efektywnie szuka¢ i znajdowaé rozwigzania. Dlatego i teoria
réwnai, i w ogble cala matematyka, algorytmizuje si¢. Wyzej cenimty przepisy
(przesia¢ 30 dag maki, doda¢ 20 dag masla, posiekaé dokladnie mieszajac, wlozy¢
4 surowe z6ltka, przesiany cukier i zmielone orzechy; zagnies¢ ciasto, utozy¢

na blasze i piec 10 minut...) niz ogdlne opisy (rozki orzechowe robi si¢ z maki,
jajek, masta, cukru i orzechéw, a piecze si¢ w piekarniku) lub ogolne rady

(,,wez nadgodziny, zarobisz 200 zt wigcej i kupisz w Hortexie”). QOdnosi sig to tez
do wykladéw algebry i analizy matematycznej, a o metodach stycznej i siecznej
moéwi sig: oto proste i szybko zbiezne algorytmy!

Jezeli chcemy obliczyé pierwiastek réwnania (nawet z duza dokladnoscia) a mamy
cho¢ kalkulator, to metoda ,,préb i bledow”’ nie jest zupetnie do niczego. Lepsza
jest jednak metoda potowienia (tablica obok). Zilustrujemy ja na przykladzie
réwnania

) =+ =03 =0,

ktérego pierwiastkiem jest oczywiscie x = % = 3,33333... Niechp =3iqg =4

(krok 1); wtedy » = 3,5. Ta wartos¢ h jest pierwszym przyblizeniem naszego
pierwiastka x = 3,33333...
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Metoda siecznej
Krok 1. Wybierz dwie liczby p, g, lezace
blisko rozwiazania.
: (p—a) fl@)
Krok 2. Obliczr = g D@
Krok 3. Oblicz f(r).
Krok 4. Jezeli f(r) = 0; stop!
Krok 5. Jezeli| f(p)| = | f(9)], to zastap p
przez r, a f(p) przez f(r). W przeciwnym razie
zastap g przez r, zas f(q) przez f(r). Wréé
do kroku 2.

(¥ =

(p.F(p)

BAQ)
(r,0) x

pierwiastek
przyblizony”  dokladny y=F(x)

Metoda stycznej (metoda Newtona)

Krok 1. Wybierz dowolne p (blisko
rozwiazania).
Krok 2. Oblicz f(p).
Krok 3. Jezeli f(p) = 0; stop!
Krok 4. Oblicz f'(p).

. f(p)
Krok 5. Obliczt = p o
Krok 6. Podstaw p = t.
Wréé do kroku 2.

o=

(p£(p)

pierwiastek
dokladny

S

(t,0) X
H:f(x)

Poniewaz f(h) = —0,14285714 i f(3) maja rézne znaki,
wiec rozwiazanie lezy miedzy 3 a 3,5. Nastepne 4 jest rowne ;— (3+3,5 = 3,25,

a poniewaz f(k) = 0,00769231, wigc prawdziwe rozwigzanie lezy miedzy 3,25 a 3,5.
Dalsze postepowanie przyniesie taki ciag przyblizonych rozwiazan: 3,375, 3,3125,
3,34375, 3,328125. Widzimy, Ze zbieznos¢ do granicy 3,33333... jest dosy¢ powolna.

Dlatego zazwyczaj lepsza jest metoda siecznej (tablica obok). Metoda tg otrzymamy
szybciej zbiezny ciag rozwiazan 2, 3, 3,2, 3,32, 3,3328, 3,3333312, 3,33333333.
Nazwe ,,metoda siecznej’” uzasadnia rysunek: kazde kolejne przyblizenie
rozwigzania jest punktem przecigcia osi x-6w przez sieczng laczaca (g, f(q))

z (p. f(p))-
Metoda nastepna to metoda ,,stycznej’ (tablica obok). Stosujac ja do réwnania
f(x) = x3+6x24+6x—-2=0
mamy kolejno
f(x) = 3x2+12x+6 = 3(x*+4x+2); i dalej:

Przyblizenie 7
ol P o) £ t=p- 12
1
1 0 -2 6 T
2 % 0,7037037 10,333333 0,26523297
3 0,26523297 0,03214774 9,39384 0,2369982
4 0,2369982 —0,22769017 9,0124826 0,26156369
5 0,26156369 —0,00222945 9,344011 0,26180229
6 0,26180229 0,00000042 9,3472488 0,26180224
7 0,26180224 0,0000000022

,,Dokladnym *’wzorem na pierwiastek tego réwnania jest

p+4n
3

x = 23 212 cos

gdzie cosp = — 3 15 i 180° < ¢ < 360°

(w przyblizeniu ¢ = 249°, 29519).

Uzasadnienie nazwy ,,metoda stycznej”” znéw widaé na rysunku. Wspomnimy,
Ze uzycie opisanych metod obwarowane jest pewnymi zatozeniami, ktérych tu
jednak dyskutowaé nie bedziemy, poniewaz tylko dla stosunkowo
skomplikowanych réwnafi moga one ni¢ by¢ spelnione.
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Mgr Stanistaw KRYSZEW SKI

Obiektami zainteresowania wielu wspolczesnych galezi nauki sa uklady

makroskopowe, sktadajace si¢ z bardzo wielu podukladéw. Oto kilka przykladow:

laser, molekuly wchodzace w reakcje chemiczne, ludzie tworzacy grupy
spoleczne, warstwy geologiczne uczestniczace w ruchach gérotworezych, zwierzgta
réznych gatunkéw zamieszkujace okreslone srodowisko ekologiczne.
Matematyczny model takich uktad6w jest skomplikowany, bo do ich opisu
potrzeba bardzo wielu zmiennych, reprezentujacych poszczegélne podukiady.
Opis taki musi uwzglednia¢ zaréwno wplyw srodowiska na kazdy z podukiadow
jak i ich indywidualne wlasnosci. Okazuje sig, Ze réwnania opisujace zjawiska
przebiegajace w takich ukiadach maja podobna strukturg matematyczng, co jest
wynikiem tego, ze ich zachowanie jest jako$ciowo podobne. Kiedy na przyklad
parametry zewnetrzne przyjmuja okreslone wartosci (najczgsciej male), wowcezas
wplyw srodowiska (Srodowisko jednego poduktadu tworza pozostate podukiady)
jest nieznaczny, a poduktady zachowuja si¢ niezaleznie — chaotycznie. Przy
pewnych wartosciach parametrow uklad staje si¢ jednak niestabilny i wystarczy
niewielka ich zmiana, Zeby nastapila dramatyczna zmiana zachowania, a czasami
struktury przestrzennej uktadu. Podukiady zaczynaja wspdldziala¢, zachowywac
siec w sposob uporzadkowany — kooperatywny. Aby lepiej zrozumie¢ te zjawiska,
przesledzimy je na przykladzie lasera.

Zasadniczym elementem lasera jest rura wypetniona gazem i zamknigta z obu
stron zwierciadlami. Aby laser zaczal dziala¢, musi by¢ pompowany tzn. atomy
gazu musza byé o$wietlane silng lampa, dzigki czemu ulegaja wzbudzeniu.

W wyniku przemieszczania si¢ ladunku pod wptywem pola fali pompujacej,

w atomie wytwarza sie oscylujacy w czasie, elektryczny moment dipolowy.
Oscylujacy dipol z jednej strony promieniuje fale elektromagnetyczne ($wiatlo),

a z drugiej oddziatuje z polem elektromagnetycznym znajdujgcym si¢ w rurze.
Wzbudzone elektrony po pewnym (bardzo krotkim) czasie przechodza do stanu
podstawowego, emitujac $wiatlo, ktére z kolei moze oddziatywac z nastepnymi
atomami.

Nalezy podkresli¢, ze naszkicowane tutaj rozwiazania maja charakter przyblizony,
poniewaz nasz opis nie uwzglednia tych cech uktadu, ktére mozna opisa¢ jedynie
na gruncie mechaniki kwantowej.

Na podstawie przedstawionego wyZej obrazu mozna utozy¢ rownanie opisujace
predko$é zmian natgZenia pola elektrycznego w rurze lasera:

m L B@) = —#EO+GEO+ Y gunsOEO+FO),

gdzie %z > 0. :

Pierwszy wyraz po prawej stronie réwnania uwzglgdnia straty wynikle z obecnosci
otoczenia, np. przy odbiciu $wiatla od luster. Drugi — jest to przyrost wywolany
pompowaniem, ktérego sil¢ reprezentuje stata G. Trzeci wyraz opisuje zmiany
pola wywotlane drganiami (wymuszonymi przez to samo pole) elementarnych
dipoli; g, jest stala proporcjonalna do ladunku elektronu; p,(7) to elektryczny
moment dipolowy atomu, a n numeruje poszczegolne atomy. Ostatni wyraz F(t)
opisuje fluktuacje, przypadkowe zmiany wynikle z losowych zdarzen, np. wahania

natezenia $wiatla lampy pompujace;j.
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Atomowe momenty dipolowe takze podlegaja zmianom. Z jednej strony drgania
dipola zanikaja, a z drugiej pole elektryczne wzbudza atomy wymuszajac drgania
dipoli. A zatem dla n-tego atomu réwnanie opisujace oba te procesy ma postac:

@ L) = ~1pa®) +hEOD,(0),

gdzie y > 0 jest stala charakteryzujaca predkos¢ zaniku drgan atomowego dipola;
h, opisuje ,,sil¢”’, z jaka pole o jednostkowym natgzeniu wymusza drgania dipola.
Wyjasnienia wymaga wielko$¢ D,(t) zwana inwersja obsadzef. Jest to roznica
prawdopodobieristw tego, ze atom jest w stanie wzbudzonym i tego, ze jest

w stanie podstawowym. Atom w stanie wzbudzonym ma wigkszy moment dipolowy
(wymuszony przez pole E(t)), niz w stanie podstawowym i dlatego we wzorze
pojawia si¢ dodatkowo inwersja obsadzen.

Zupehie analogiczne rozumowanie doprowadzi nas do trzeciego réwnania — dla
inwersji obsadzen w n-tym atomie

@ 7:7 D,(t) = I'D¥—D, )1+ H,EWp, (1)  (I' > 0),

gdzie sens wspétczynnikdw jest podobny do tych z réwnania (2). Jedyna réznica
polega na pojawieniu si¢ dodatkowego wyrazu I'D{, w ktérym D{” jest inwersja
obsadzen powstala w wyniku zewngtrznego pompowania.

Trzy réwnania (1)-(3) opisuja procesy zachodzace w laserze. Tworza one
skomplikowany uklad réwnan, poniewaz réwnania (2) i (3) trzeba zbudowacé

dla wszystkich atoméw, a liczba ich jest co najmniej rzedu 10'3. Niemozliwe jest
zatem znalezienie dokladnych rozwiazan i trzeba siggna¢ po metody przyblizone.
Pole E(t) jest wielkoscia makroskopowa, mierzong w doswiadczeniu, podczas
gdy p.(t) i D,(t) sa wielkoSciami atomowymi. Procesy atomowe przebiegaja bez
poréwnania szybciej niz procesy makroskopowe. Mozna zatem przyjac, ze
predkosci zaniku momentu dipolowego y i inwersji obsadzen I" s3 znacznie
wieksze niz x — predkos¢ zaniku pola elektrycznego w rurze lasera. W czasie,
gdy dipol elektryczny wykona bardzo wiele oscylacji (atom wielokrotnie ulegnie
wzbudzeniu i przejiciu do stanu podstawowego), pole E() zmieni si¢ nieznacznie.
Jednoczesnie pole E(¢) wymusza zmiany p,(?) i D,(t), ktdre sa znacznie wolniejsze
niz odpowiednie predkosci zaniku. Dlatego w réwnaniach (2) i (3) mozemy
zaniedbaé pochodne, co prowadzi do réwnan:

oL % hE@D,(®),

1 B
Dn(t) X T H"E(l)p,,(l)+D,(,o).
Latwo stad obliczy¢, ze
1 -1

4) W(1) = D,‘,°)[l——h,,lll,,E2 t ] :

( P() Ty ®
Poniewaz, jak si¢ okaze za chwilg, E*(t) jest wielkoscia mala, wigc czynnik
w réwnaniu (4) mozna zastapi¢ pierwszymi wyrazami jego rozwinigcia w szereg

potegowy

® pa(t) = D® [1 + T}')T h,.H,,E’(t)].




Jezeli rezultat ten podstawimy do réownania (1), to otrzymamy

j_t E(t) = (—x+G)E(t)+ zg,,Df,o) [1 % r% h,,H,,EZ(t)] E(t)+F(1).

Grupujac wyrazy z jednakowymi potegami pola E(r) mozemy powyzsze rownanie
zapisa¢ w postaci:

(6) .%E(I) = (—x+G‘)E(t)+CE3(t)+F(t)’
gdzie

G = G+ ) 2D,

n

1 2 :
— (0)
C T 2,D§ H,h,.

Nalezy tu zwrdcié uwage na nastepujacy fakt. OtrzymaliSmy przyblizone réwnanie
opisujace dziatanie lasera, zawierajace tylko jedna nieznang funkcje, a mianowicie
natezenie E(¢) pola elektrycznego. Wyeliminowalismy tutaj skomplikowane
procesy atomowe, ktére nalezaloby rozpatrywa¢ w jezyku mechaniki kwantowej.
Nasze przyblizenie mozna sformulowa¢ w nastgpujacy sposob: Zmiany drgan
atomowych dipoli i inwersji obsadzeni sa podporzadkowane polu elektrycznemu.
Pole elektryczne ,,steruje’’ ruchem wewnatrzatomowym.

Réwnanie (6) jest rownaniem rézniczkowym pierwszego rzedu — zawiera tylko
pierwsza pochodna; nieliniowym — bo zawiera nieznang funkcje w trzeciej
potedze. Dodatkowo wystepuje jeszcze czton F(¢) opisujacy przypadkowe
fluktuacje. Dyskusja rozwiazania ogolnego jest utrudniona ze wzgledu na
fluktuacyjny charakter F(z). Oméwimy wobec tego jedynie pewne wlasnosci
rozwiazan tego réwnania. Interesujg nas jedynie rozwiazania stabilne w czasie.

Jezeli uklad opisywany rozwigzaniem stabilnym wytracimy zc stanu E(t) tworzac
nowy stan E(t) = Ey(t)+AE(t), to wowczas zaburzenie AE(t) zanika wraz

z uptywem czasu i uklad powraca do stanu E(t) — stabilnego. Rozwazymy dwa
przypadki. '

A) x> G,

Zalézmy na chwilg, ze F(¢) = 0. Jedynym rozwiazaniem stabilnym jest wowczas
E,(1) = 0. Gdy uwzglednimy fluktuacje, to wowczas laser dziala jak lanipa.
Przypadkowe wzbudzenia atoméw daja Swiecenie catosci w sposob chaotyczny,
nieuporzadkowany czyli niesp6jny. Fizycznie oznacza to, ze istniejagce we wnece
niespojne pole E(2) jest zbyt slabe, aby podporzadkowac sobie zmiany drgan
dipoli atomowych i inwersji obsadzen. Uklad emituje wowczas bardzo krotkie
(dtugosci okoto kilkunastu metréw) ciagi falowe.

B) G > x.

Teraz mamy inna sytuacje. Réwnanie (6) ma niezerowe rozwiazanie stabilne.
Dzieki silnemu pompowaniu przewyzszajacemu straty pole E(t) w sposob
uporzadkowany wymusza drgania dipoli atomowych. Atomy $§wieca W sposob
uporzagdowany dajac waska wiazke promieniowania o wysokiej spéjnosci. Ciagi
falowe moga mieé dhugosci rzedu 300 000 km, czyli uklad dziala rzeczywiscie jak
laser. Pole E(t) jest wystarczajaco duze, aby wymusi¢ drgania atomowych dipoli
zgodne w fazie, co wlasnie daje bardzo dhugie ciagi falowe. Makroskopowo ma
ono nadal malg warto$é, tyle, ze rozwiazanie stabilne jest niezerowe.

Widzimy wigc w tym przypadku pewien ogdlny schemat. Uklad ztozony z bardzo
wielkiej liczby podukladow, podczas zmiany zewnetrznego parametru, ktorym

jest tutaj pompowanie (wielkos¢ G') podlega gwattownej i radykalnej zmianie.
Jedna z wielkosci charakteryzujacych uklad — pole elektryczne — E(t)
,,podporzadkowuje” sobie pozostale wielkosci, tym samym wymuszajac zachowanie
si¢ calosci w sposéb makroskopowo spojny. Wyréznienie E{r) jako wielkosci
,,porzadkujacej” pozwolilo nam ograniczy¢ liczbe zmiennych niezbednych

do opisania ukladu do tylko jednej — wiagnie E(t). OczywiScie nasze rozwazania

mialy charakter przyblizony, jednak petna analiza zjawiska prowadzi do tych
samych wnioskow.
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Bardzo podobny opis mozna stosowac np. przy badaniu reakcji chemicznych.
Przyjmijmy, Ze mamy dwa typy molekut: a i b. Molekuly a powstaja w wyniku
reakcji autokatalitycznej, tj. reakcja przebiega tym predzej, im wigcej jest molekut
tego typu. Natomiast molekuly a rozpadaja si¢ (w reakcji autokatalitycznej)
tworzac molekuty b tym predzej, im wigcej jest molekutl b. Predkos¢ zmian ilosci
molekul @ mozna wigc przedstawi¢ w postaci

—a = aa—ab.

ds

Natomiast liczba rozpadajgcych si¢ molekut b jest proporcjonalna do liczby tych
molekul. Zatézmy, ze w reakcji produkcji molekut b, biora udzial dwie molekutly a.
Wtedy szybko$¢ zmian liczby molekul b

d
b= —wbta (x> 0).

Przyjmijmy dalej, ze molekuly a sq znacznie bardziej trwale niz molekuly b, czyli
|2, € . Wtedy rozpad molekut a jest powolny, tworzy si¢ malo molekut b.

. db . : .
Wiec :Tt =~ 0 i mozna zaniedbac¢ t¢ pochodna. Otrzymujemy zatem

1

3
——a=a,a——a>.
dr ¢ ot

Jak wida¢ réwnanie to ma podobna postaé do rownania lasera. Jego analiza
przebiega tak samo. W zaleznosci od znaku «, mamy albo chaotyczne reakcje,
albo tez $cisle okreslony przyrost liczby molekut g, a co za tym idzie i molekut 5.
Liczba molekut ¢ odgrywa w tym przypadku role wizlko$ci porzadkujacej. Reakcje
chemiczne, ktérych opis jest podobny do przedstawionego powyzej, sa dosy¢
skomplikowane. Przykladem moze by¢ tzw. reakcja Bielousowa-Zabotynskiego,
w ktdrg wchodza zwiazki cezu Ce. Zwigzki zawierajace jon Ce3* reaguja z inna
predkoscia niz zwiazki zawierajace jon Ce**. Przy okreslonych stgzeniach
reagentow obserwuje sie rozdzielenie roztworu na warstwy niebieskie, zawierajace
gtownie Ce** i czerwone, gdzie dominuje Ce3*. Takie rozwarstwienie wskazuje
na to, ze w roztworze zachodza procesy prowadzace do pojawienia si¢ struktury
makroskopowej typowej dla procesow kooperatywnych.

Podobne rozwiazania, aczkolwiek niekiedy znacznie bardziej ztozone, mozna
stosowa¢ do opisu ukladéw, ktérych wspdlna cechg jest to, ze przy pewnych
warunkach zewnetrznych zachowuja si¢ chaotycznie i niespdjnie. Natomiast

w innych warunkach nastepuje bardzo silna korelacja poduktad6w tak, ze zaczynaja
one ,,wspOlpracowaé”, dziala¢ spojnie (koherentnie) i ,,kooperatywnie™. Istotna
cechg takich ukladéw, upraszczajaca opis matematyczny jest to, ze sposrod na
og6t bardzo wielu zmiennych, jedna (lub kilka) ma porzadkujacy, niejako
nadrzedny charakter. Wymusza ona makroskopowo spdine dziatanie ukladu jako
calosci. Niekiedy nadaje ona nieuporzadkowanemu, chaotycznemu przestrzennie
uktadowi wyrazna strukture przestrzenng, jak ma to np. miejsce w procesie
magnesowania — powstawania makroskopowej magnetyzacji w ukladzie zloZonym
pierwotnie z wielkiej liczby chaotycznie zorientowanych elementarnych magnesow.

Bardzo wazne s dwie cechy opisu matematycznego ukladéw kooperatywnych.
Jedny z nich jest nieliniowo$¢ réwnan. Wiasnoscia rozwigzan réwnan
nieliniowych jest to, ze niewielkie zmiany parametréw prowadza nieraz do
gwaltownych zmian charakteru tych rozwiazan, co odpowiada gwattownym
zmianom wlasnosci ukladow fizycznych opisywanych przez te réwnania. Druga
wazna cecha sa fluktuacje zawsze wystepujace w realnych ukladach fizycznych.

Nowa galezia nauki, zajmujaca si¢ ogolna teorig ukltadéw, w ktérych mozliwe jest
dzialanie kooperatywne jest synergetyka. Nazwa ta powstala z polaczenia greckich
stow ,,wspdlne dzialanie”. Synergetyka zajmuje si¢ wigc opisem uktadéw pozornie
réznych, ale dajacych si¢ opisa¢ podobnym formalizmem matematycznym, a wigc
wykazujacych jakosciowe podobiefistwo. Laser za$ tworzy jeden z najlepiej
zbadanych uktadéw wykazujacych dzialanie kooperatywne. Stanowi on wigc
doskonaty model ilustrujacy gléwne zasady, kierunki poszukiwan i mozliwosci
synergetyki. Na podstawie jego zachowan mozliwe jest wyciaganie wnioskow
dotyczacych innych uktadéw opisywanych podobnymi réwnaniami.
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.atwo obliczy¢ warto$¢ nieskornczonej sumy
1 1 i | 1
. - - =}
9 27 1 243 729
Oznaczajac jg przez S mamy bowiem
I i 1 i
S=1+—{1+ + —+—+ i ;
3\ 9 81 43 /
est rowne S bo jest sumg odwrotnosci wszystkich
§=1% -8
3
skad natychmiast wyliczymy, ze S =
o
Obliczmy w ten sposob wartos¢ nieskoriczonej sumy
Z=1+4+3+9+27+81+243+729+ ...
i
- N g T 4 = o
+3%,skad £ = — — ... Zaraz, zaraz?

e? Obydwa? Dlaczego?

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 271. Rozwigzaé r6wnanie
(x4 x2 }/7)"*‘ (O +}’zl/7)‘ =2+ ﬁ,

w zbiorze liczb wymiernych.

Rozwiazanie na str. 13

M 272. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba [(2+ J/3)"] jest nieparzysta. Symbol [x]
oznacza najwigksza z liczb calkowitych nie wiekszych od x.

Rozwiazanie na str. 13

M 273. W kwadracie o boku dlugosci 1 zawarty jest zbiér A o tej wlasnosci, ze zadna para

. 1
punktow tego zbioru nie jest odlegta dokladnie o 00" Wykazaé, ze S(A4) < 0,341.

Symbol S(X) oznacza pole zbioru X.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 99. Gdy predkos¢é wyplywu gazéw z dysz rakiety jest mniejsza niz predko$¢ jej samej, wtedy
gazy poruszaja si¢ w $lad za rakieta. Czy w takim przypadku predkosé rakiety moze wzrastaé?
Rozwiazanie na str. 13

F 100. Samoloty A4 i B leca obok siebie z predkoscia v. Nastgpnie samolot 4 zwigksza
dwukrotnie swoja predkosé. Dla obserwatora na ziemi energia kinetyczna samolotu 4 wzrosta o

Dla pilota samolotu B odpowiedni przyrost energii samolotu 4 wynosi

mv? mv?

AK; = —0 = 2

Ilo$¢ spalanego w trakcie przyspieszania paliwa jest w obu ukladach odniesienia taka sama,
za$ skutek zdecydowanie roézny. Wyjasnié paradoks.
Rozwiazanie na str. 13




Test wcale nie dla ucznidéw 7. Po

dobna sztuke jak w 6. mozna zastosowaé do rozwigzywania rownan. Jezeli x speinia
1anie

e

Wrzesien jest w Polsce jednym z najwdzieczniejszych miesigcy do prowadzenia obserwacji
astronomicznych. Noce nareszcie sa dluzsze, jest jeszcze do$¢ cieplo i pogoda przewaznie
dopisuje. Wieczorem najpredzej rzuca si¢ w oczy charakterystyczny ,,krzywy” prostokat, ktorego
3 wierzcholki naleza do gwiazdozbioru Pegaza (Peg), a jeden, poinocno-wschodni do Andromedy
(And).

W okolicy glowy Pegaza, mniej wiecej na linii taczacej $rodek czworoboku i gwiazde Deneb

z gwiazdozbioru Labedzia odkryto mala, widoczna tylko przez najwigksze teleskopy, grupg
galaktyk, ktéra nazwano ,,Kwintet Stephana”. Ta niepozorna piatka, razem z kilkoma innymi,
pozniej odkrytymi grupkami, spedza od dziesigcioleci sen z oczu astronomow-kosmologow.
Ogolnie przyjetym faktem iest tzw. ekspansja Wszechswiata. E. Hubble odkryt w 1922 roku
zalezno$¢ migdzy odlegloscia galaktyk a predkoseig ich oddalania si¢. Predkos¢ te najczesciej
oznacza si¢ przez z i w przypadku nierelatywistycznym (tzn. kiedy jest ona duzo mniejsza niz
predkos$¢ swiatla — c) podaje sie ja jako czesé z = v/c. Np. z = 0,01 oznacza, ze galaktyka
oddala si¢ od nas z predkoscia 3000 km/s. Parametr ten jest dos¢ fatwy do zmierzenia z duza
doktadnoscia, dzigki wykorzystaniu zjawiska Dopplera. A wiec Hubble odkryt zaleznos¢ z ~ d,
gdzie d jest odlegloscia.

Pigtka galaktyk w kwintecie ma odpowiednio z rowne 0,0025, 0,0203, 0,0200, 0,0167 i 0,0201.
Stad na podstawie prawa Hubble’a nasuwa si¢ oczywisty wniosek, Ze ta pigtka nie trzyma si¢
razem, pierwsza z galaktyk jest ok. 8 razy blizej i tylko przez przy;')adek wystepuje na tle
pozostalej czworki. Taka interpretacja bylaby najbardziej naturalna, gdyby nie odkryto ...
cienkiej smugi materii, czego$ w rodzaju ,,mostu”’, taczacego ,,bliska” galaktyke z ,,dalszymi”.
W tej sytuacji ,,naturalna” interpretacja upada, co wiecej, by¢ moze, podwazony zostaje caly
model ekspandujacego Wszechswiata! Ogromna wiekszos¢ astronomow nie dopuszcza do
swiadomosci tak rewolucyjnej mysli i probuje rozwigzaé ¢ zagadke innymi sposobami. Mala
grupka ,,heretykOw” zaciera rece i krzyczy ,,A mowiliémy, ze Hubble nie miat racji!”. Nie ma
zgody. Na razie, dopoki nie bedzie zadowalajacego wytlumaczenia tego problemu, nie mozna
jednoznacznie powiedzie¢, kto ma racje. Ogromna wigkszo$¢ astronomow (i argumentow) jest
po stronie Hubble’a, ale nie raz juz w historii sie zdarzalo, ze wigkszo$¢ po pewnym czasie
stawala si¢ mniejszoscia. Jedno jest pewne: jestesmy jeszcze daleko od powtérzenia si¢ atmosfery
samozadowolenia w nauce, jaka panowala pod koniec XIX wieku. Zdecydowanie bardzo mato
wiemy.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Projekty nowych konstrukcji samolotow czy statkow sg przed realizacja badane na
zmniejszonych modelach — to latwiejsze niz rozwiazywanie rownan. Nie
wystarczy jednak podobienistwo geometryczne, by na podstawie przeplywu
powietrza czy wody wokol modelu okresli¢ przeplyw wokol konstrukeji

naturalnej wielkosci.

Warunki jakie musza by¢ spetnione mozna odgadna¢ analizujac wymiary

wielkosci fizycznych wystepujacych w tym problemie. Wielko$¢ obiektu moze by¢
okreslona przez podanie dowolnego rozmiaru D, na przyklad rozpigtosci skrzydet.
Podobnie predkosci mozna mierzy¢ w jednostkach réwnych predkosci powietrza ‘
w tunelu aerodynamicznym V. Do opisu osrodka, jesli jest niescisliwy, ;
potrzebne sa dwie wielkosci: ggstosé o i lepkosé . ]

Kiedy w réwnaniach rozniczkowych opisujacych przeptyw wyrazimy predkosci,
wspotrzedne i czas w jednostkach odpowiednio D, Vi D/V, to parametry tych
rownan beda bezwymiarowe. Tak wigc ksztalty linii pradu sa takie same, jesli
tylko wielkosci bezwymiarowe, ktore da si¢ utworzy¢ z D, V, g, , majg dla
modelu i konstrukcji te same wartosci. Latwo pokazad, ze istnieje tylko jedna
taka wielko$é

D-V-p
9

zwana liczba Reynoldsa. Przeptywy sa wigc takie same, jesli liczby Reynoldsa sa

réwne. Kiedy, na przykiad, model jest wykonany w skali 1:5 to predkosé -
powietrza w tunelu aerodynamicznym musi by¢ pigciokrotnie wigksza alyo trzeba

uzy¢ gazu, dla ktdrego /7 jest pigciokrotnie wigksza.

Re = D- VaQbY]c[nla_Zb—CS_a_ckgb+C] =

W praktyce najczgsciej mierzy si¢ site nosna skrzydta albo sily dzialajace na
poszczegdlne czgsci modelu. Jak, stosujac argumenty wymiarowe, na podstawie
wynikéw takich pomiaréw obliczy¢ sity dzialajace w rzeczywistosci?

Dla duzych predkosci V istotna staje si¢ Scisliwos¢ osrodka ktorg okresla sig zwykle
przez podanie predkos$ci dzwigku w osrodku . Mozna wtedy utworzy¢ jeszcze
jedna wielko$¢ bezwymiarowa V/v, zwang liczba Macha. W tym przypadku
ksztalty linii prgdu sa podobne, jesli zaréwno liczba Reynoldsa jak i liczba

Macha dla modelu i obicktu sa takie same.
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Paradoks Russella. Rozwazmy zbiér X
zlozony ze zbioréw, ktére nie sg swoim
wiasnym elementem. Czy X € X? W wersji
,»,popularne;j”: fryzjer w miasteczku goli tych
wszystkich mezczyzn, ktdrzy nie golg si¢ sami.
Czy goli on sam siebie?

- Doc. dr Lech Kubik przedstawit nastepujacy przyklad. 230 oséb poddano leczeniu pewnym

lekiem A. Istotna poprawa nastgpila u 65 os6b. Innym 160 osobom podano lek B, uzyskujac
poprawg u 60 pacjentow. Ktory lek jest lepszy: 4 czy B? No i co tu takiego? Wystarczy
obliczy¢ procenty: 65:230 = 0,28, 60:160 = 0,38 i jasno wida¢, ze jakkolwiek skutecznosé¢ obu
lekow pozostawia wiele do Zyczenia, to drugi jest wyraznie lepszy — o 109,. I dobrze.
Zainteresowano si¢ jednak skutecznoscig lekéw A i B oddzielnie dla kobiet i mezczyzn. Oto
odpowiednia statystyka '

lek A4

| leczeni | poprawa | skutecznos¢ leczenia

| e
mezczyzn | 210 50 ‘ 0,24
kobiet 20 [ 15 0,75

: i e | — sl ‘ T e —
ogotem | 230 | 65 | 0,28
lek B leczeni poprawa | skutecznos¢ leczenia
meZczyzn 100 20 ‘ 0,20 (mniejsza niz A)
kobiet 60 ‘ 40 { 0,67 (mniejsza niz 4)
ogolem 160 60 | 0,38 (wicksza niz w A)

Co widzimy? Cho¢ zaréwno dla kobiet jak i dla mezczyzn lek A jest lepszy to ogdlnie jest
gorszy. Kto to zrozumie? A moze statystyka kiamie? Ale w ktora strone?

Wyboér czy determinacja,
czyli nie ufaymy intuicjom

Dr Andrzej PELC

Czego wymagamy przede wszystkim od systemu aksjomatow teorii
matematycznej? Oczywiscie, zeby nie byt wewnetrznie sprzeczny! O tym jednak
trudno si¢ zwykle przekonaé patrzac na same sformulowania pewnikow. Aby
zmniejszy¢ ryzyko sprzecznosci staramy si¢ na ogét o to, by aksjomaty byly
»intuicyjnie prawdziwe”. Majac wigc — w wyniku dlugiej praktyki matematycznej
— pewne wyczucie tego, czym sa zbiory, probujemy zapisac

w aksjomatyce teorii mnogosci istotne wlasnosci tych obiektow i ufamy, ze
zbudowany w ten sposOb system jest niesprzeczny, opisuje bowiem zbiory takimi,
jakie sa ,,naprawdg¢”. Innymi stowy, wierzymy w niesprzeczno$¢ wlasnych
intuicji. Wiara ta powodowala wielokrotnie, Z¢ matematycy po pewnym czasie
pracy z taka ,,intuicyjnie murowang” aksjomatyka, stwierdzali z przeraZzeniem,
ze doszli do sprzecznos$ci. Chodzi tu o tzw. antynomie teorii mnogosci

z najslynniejszym paradoksem Russella na czele. SzczeSliwie zostaty one
wyeliminowane przez sprecyzowanie aksjomatow: czy jednak nie wyskocza
sprzeczno$ci nowe? My za$ chcemy dzi§ zaproponowaé¢ Czytelnikom test na
intuicj¢ matematyczng. Sprawdzmy, jak dalece czujemy, czym sa zbiory.

Pierwszy aksjomat, ktéry pragniemy poddaé pod rozwage to tak zwany aksjomat
wyboru. Powiada on, ze dla kazdej rodziny zbioréw niepustych i parami
rozlacznych istnieje zbidr S zwany selektorem, ktéry zawiera dokladnie jeden
element wspolny z kazdym zbiorem rozwazanej rodziny.

Robigc zakupy w sklepie ze stodyczami mozna przeciez utworzy¢ selektor ze
zbioru gatunkow czekolady, kladac do koszyka po jednej tabliczce z kazdego
rodzaju (artykul byl pisany w 1979 r., red.). Dla rodzin nieskonczonych trudno
podac¢ taki handlowy przyklad, ale... z pewnoscia jest tam podobnie, prawda?
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Dowdd sprzecznosci aksjomatu wyboru

z aksjomatem determinacji mozna znalezé
np. w ksiazce W. Guzicki, P. Zbierski
,,Podstawy tcorii mnogosci™.

Znakomicie, rozwazmy wigc inny, bardziej ,,rozrywkowy’’ aksjomat, tzw. aksjomat
determinacji. Méwi on o grach...

Dwaj gracze: I i II wybieraja kolejno liczby naturalne. Przed rozpoczgciem gry
partnerzy ustalili pewien zbidr 4 nieskornczonych ciagéw o wyrazach naturalnych.
Partia w grze G4 (zaleznej od zbioru A) liczy nieskonczenie wiele ruchow,

a w jej wyniku powstaje ciag liczb naturalnych. Jezeli nalezy on do wyréZnionego
zbioru ciagéw A, wygral gracz I, jesli nie — wygral II. Powiemy, ze gracz I

ma strategie zwycigska, jesli istnieje funkcja f okre$lona na skonczonych ciagach
liczb naturalnych o tej wlasnosci, e jesli w kazdym ruchu, w pozycji
ab,a,b,...a,b, gracz I zagra f(a,, b, a,, b,, ..., a,, b,), to wygra niezaleznie

od dalszych ruchéw partnera. Analogicznie okre§lamy strategi¢ zwycigska dla
gracza II. Aksjomat determinacji méwi, ze dla kazdego zbioru A ktérys z graczy
ma strategie zwycigska w grze G4. Czy to jest zgodne z intuicja? Pomyslmy:
jezeli moj partner nie ma pewnego sposobu, zeby ze mna wygra¢ (bo tym

w istocie rzeczy jest strategia zwycigska) to ja, grajac dobrze na pewno go pokonam,
skoro przepisy gry nie dopuszczaja remiséw. A wigc, chyba ,,prawdziwy”’
aksjomat...? ‘

Odstonmy karty: ci, co uwierzyli i w wybor i w determinacje nabrali sig.
System zawierajgcy oba te aksjomaty (i inne, powszechnie przyjmowane i na
ogo6t nie budzace kontrowersji) jest sprzeczny! Czyli — intuicja klamata.
Pytanie, ktéry aksjomat jest zty? Trudno to rozstrzygna¢, zwlaszcza jesli ktos
przed chwila gotow byl przyja¢ obydwa. W takiej sytuacji dobrze jest przyjrze¢
si¢ konsekwencjom obu tych ,,wrogich sobie’” pewnikow: Moze wéwczas
zdecydujemy si¢ na ktory$ z nich.

W teorii mnogodci z aksjomatem wyboru mozna udowodni¢ nastgpujace,
przyznajmy do$¢ paradoksalne, twierdzenie Banacha i Tarskiego: istnieje
rozbicie kuli o promieniu 1 na skorniczong ilos¢ takich roztacznych kawatkéw, ze
przesuwajac i sklejajac pewne z nich otrzymamy jedng kulg¢ o promieniu 1

a przesuwajac i sklejajac pozostale — inng kulg, tez o promieniu 1. A wigc

z jednej kuli dwie takie same — kazdy przyzna, Ze to niemozliwe. Ale nie
uznajac paradoksu Banacha i Tarskiego musimy odrzuci¢ aksjomat wyboru,

a wydawal si¢ tak intuicyjny.

Przyjrzyjmy si¢ z kolei aksjomatowi determinacji. Jego wazny i spory ,,kawalek”
jest wrecz twierdzeniem teorii mnogosci, tzn. jest ,,na pewno’’ prawdziwy.
Precyzyjnie: jest konsekwencja innych, powszechnie uznawanych aksjomatéw.
Chodzi mianowicie o tzw. determinacj¢ borelowska, ktéra orzeka, ze ktorys

z graczy ma strategie zwycigska w grze G, jesli tylko zbior A4 jest borelowski
(tzn. ma odpowiednio regularna budowe). Moze wigc przyjac aksjomat
determinacji? Ale wtedy trzeba si¢ pogodzi¢ z tak samo dziwnymi jak
paradoksalny rozklad kuli konsekwencjami — cho¢ dotycza one bardziej
skomplikowanych obiektéw. Przykladem niech bedzie wynikajacy z aksjomatu
determinacji fakt, ze kazdy zbidr liczb rzeczywistych jest mierzalny w sensie
Lebesgue’a. Z drugiej strony, przyjecie kazdego z rozwazanych pewnikdéw ma
swoje zdecydowane zalety. Z aksjomatu wyboru wynika szereg waznych dla calej
matematyki faktéw: twierdzenie Tichonowa méwiace, Ze iloczyn kartezjanski
przestrzeni zwartych jest zwarty, twierdzenie o istnieniu bazy w kazdej przestrzeni
liniowej i wiele innych. Zaleta aksjomatu determinacji jest zas np. to, Zze wyklucza
on paradoks Banacha i Tarskiego.

Ktory aksjomat jest ,,lepszy’’, rozstrzygnaé nie sposéb. Obu naraz przyjac nie wolno,
mozna — wedltug osobistych upodoban — uzna¢ jeden z nich lub nie zgodzi¢ si¢ na
zaden. W ostatnim jednak przypadku znacznie zmniejszy si¢ sita dowodowa
zuboZonej w ten sposéb teorii mnogosci.

Niezaleznie za$ od decyzji ,,wybdr czy determinacja’ powyzZsze
przyklady zdolaly chyba przekonaé Czytelnika, ze intuicje bywaja w matematyce
zawodne i nie zawsze obejmuja wszystkie konsekwencje rozwazanych faktéw.

is
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego i Redakgji ,,Delty”

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Regulamin

1. Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
oraz Redakcja miesigcznika ,,Delta’ oglaszaja konkurs — lige zadaniowa pod
nazwa Klub 44,

2. Liga ma charakter ciagly. Zadania konkursowe beda oglaszane w miesigczniku
»Delta”, po 3 zadania w kazdym numerze, z dwumiesigczng przerwa (nr nr 6 i 7
kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych
1 przesylaniu opracowanych rozwigzan na adres redakcji ,,Delty”. Aby zostaé
uczestnikiem, wystarczy przysta¢ rozwigzanie choéby jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybra¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci
rozwigzywania zadan z kazdego miesigca.

6. Rozwiazania zadan z numeru » nalezy nadsytaé¢ do konica miesiaca n+ 2
(dodawanie modulo 12, np. termin nadsylania zadan z nr 11/1981 uplywa 31
stycznia 1982). W numerze n+4 podane beda szkicowe rozwiazania.

7. Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu
papieru i podpisane. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Na kopercie prosimy umieszczaé¢ dopisek: Klub 44.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Serie rozwigzan jednobrzmiacych nie beda
brane pod uwage.

9. Rozwigzanie kazdego zadania bedzie oceniane w skali ocen od 0 do 1
z doktadnoscig do 0,1. Przy ocenie bedzie brana pod uwage nie tylko poprawnosé
logiczna i rachunkowa, lecz takze pomystowos¢ metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzyma wspodlczynnik trudnosci ustalany po uplywie terminu
nadsylania rozwiazan. Wspétczynnik ten bedzie liczbg pomiedzy 1 a 4 ustalang
wedlug nastepujacej zasady: jezeli N oznacza liczbg 0séb ktére nadestaly
rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru, a S oznacza sume ocen
uzyskanych przez wszystkich uczestnikow za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono
wspolczynnik trudnosci

S
WT =4_3W'

Za nadestane rozwiazanie uczestnik otrzyma w punktacji ligowej liczbe punktéw
réwng iloczynow: uzyskanej oceny przez wspdtczynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwéch miejsc po przecinku).

11. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwigzania poszczegdlnych
zadan (obliczone wedtug podanej wyzej zasady) beda sumowane. Z chwilg
osiggniecia tacznej sumy 44 punktéw uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

12. Po zgromadzeniu 44 punkt6éw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna

w dalszym ciggu bra¢ udziat w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad
wartos¢ 44 zostaje zaliczona na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

13. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

14. Czotéwka listy ligowej bedzie systematycznie oglaszana w miesigczniku
,»Delta’ poczawszy od numeru 3/1982.

15. Czlonkowie Klubu 44 beda zapraszani na spotkania Klubu 44, ktére bedg
organizowane w Warszawie raz do roku.

16. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moznosé zmian
Regulaminu.

Wydzial MIM UW
Redakcja ,,Delty”
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THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
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Z niepowodzeri gniew wyrasta
Chxéd panuje w sercach szutnych
Stad sig bierze dziwna kasta
Ludzi zimnych i okrutnych

Mate cele czynig bXazna

Czar sukcesu go rogpiera

Z niepowodzen gniew wyrasia
Szukaj szczesScia w maXych celach
Nim podejmiesz cigZar jarzma
Bacz bys nie braX nazbyt wiele
Z niepowodzer gniew wyrastia
Czynig biazna maZe cele

JAK JEDNA WRONA
ZADRE JGONA,TO...

NO WEASNIZ,
COMTEDY,

{ PAN SKIM
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\ 2DAMIEM,
M AR, 2RIBIC
BROJLERY!

Ilekroé wrzenie rewolucyjne zaczyna
ogarniaé ktérgkolwiek z wyzej oden
stojgcych warstw sporeczenstwa, ,
proletariat wchodzi z nig w zwigzek
i w ten sposéb dzieli wszystkie
porazki, ponoszone kolejno

przez wszystkie partie,
Karol MARKS

Zmagania ligowe rozpoczgte! Oczekujemy licznego udziatu naszych mitych Czytelnikow. Mamy
nadzieje, ze nasze zadania beda dostarczaé zajmujacej rozrywki.

Regulamin ligi podalismy wyzej. Nalezy si¢ teraz kilka stéw komentarza.

Zgodnie z regulaminem nie wymaga si¢ od uczestnikéw spelnienia zadnych warunkéw
wstepnych — kazdy moze startowaé. Nie ukrywamy jednak, ze najbardziej liczymy na udziat
miodziezy szkolne;.

Sukcesy w lidze nie daja korzyci materiainych. Nie przewidujemy nagrod pienigznych ani
rzeczowych, nie dajemy ulg w rekrutacji na studia, oferujemy jedynie satysfakcj¢ cztonkostwa
Klubu 44. Gloéwna nagroda ma byé przyjemno$¢ plynaca z gimnastyki umystowej. Mamy
ambicje propagowaé piekna, choé ostatnio mato popularna, ide¢ czystego amatorstwa w sporcie.
Nie zamierzamy stanowi¢ konkurencji dla Olimpiady Matematycznej. O ile rozgrywki Olimpiady
Matematycznej mozna przyrownaé do wielkich wyscigéw lub rajdow samochodowych, o tyle
nasza liga ma raczej przypomina¢ zdobywanie odznak turystycznych (GOT itp.): zadnej
rekordomanii, punkty mozna zbiera¢ szybko lub powoli, wytrwale lub nie, mozna wiaczac si¢ do
ligi w dowolnym momencie, a takze robi¢ dowolnie diugie przerwy.

Jakiego rodzaju beda zadania? Przede wszystkim — elementarne, tj. nie wykraczajace
zasadniczo poza zakres matematyki szkolnej. Przewidujemy duzg roznorodnos¢, obecnos¢ zadan
,,nietypowych™, odbiegajacych od standardéw podrecznikowych, a takze zadania typu zagadki —
tamigiowki. Czasami polecenie zadania bedzie nie w pelni zdeterminowane (np.: podane
twierdzenie nieprawdziwe; polecenie — wzmocni¢ zalozenia tak, by twierdzenie stalo sig
prawdziwe; ocena bedzie tym wyzsza, im lepszy i fadniejszy wynik zawiera¢ bedzie rozwiazanie).
Zadania beda do$¢ znacznie roznié sig trudnoscia; wprowadzamy wigc wspofczynniki trudnosci.
Doswiadczenia ucza, ze ustalanie stopnia trudnosci a priori czgsto bywa zawodne i nazbyt
subiektywne — nie zawsze mozna trafnie przewidzie¢, co okaze sig trudne, a co latwe. Dlatego

decydujemy si¢ na formuig WT = 4-3 3 uzalezniajaca wspolczynnik trudnosci od wstepnych

)
ocen za rozwigzania. Stosunek x = = jest liczba z przedziatu €0,1) i przyjmuje wartos¢ 0 gdy

nikt nie nadesle rozwigzania poprawnego choc¢by czgsciowo, zas warto$c 1 gdy wszyscy
uczestnicy podadza rozwigzania bezbledne. Funkcja y = 4—3x odwzorowuje przedziat <0,1)
na przedziat (1,4> w sposob liniowy, tak wiec najwiekszy mozliwy wspélczynnik trudnosci
réwna si¢ 4 (nikt zadania nie rozwiazal), a najmniejszy 1 (wszyscy rozwiazali).

Jesli, dajmy na to, czyje$ rozwiazanie zostalo ocenione na 0,8 (rozwiazanie poprawne ale

z usterkami), a zadanie otrzymato wspotczynnik trudnosci WT = 2,3, wowczas uczestnik zdobywa
w naszej klasyfikacji 0,8-2,3 = 1,84 pkt.

Zgodnie z obietnica regulaminu bedziemy przedstawiali szkicowe rozwigzania zadan. Mamy
jednak nadzieje, ze rozwiazania przystane przez uczestnikow ligi czesto beda tadniejsze, bardziej
pomystowe lub ogolniejsze od rozwiazan nam znanych. Totez do niektorych zadan bedziemy
jeszcze wracaé, a najciekawsze rozwigzania bedziemy po adaptacji drukowac.

Zwracamy si¢ tez do Czytelnikoéw z apelem o nadsylanie propozycji zadan. Te, ktore uzyskaja
nasza aprobate, wykorzystamy w lidze podajac nazwisko autora. Przy wszystkich pozostalych
zadaniach ligowych (nie pochodzacych z korespondencji naszych Czytelnikow) nie bedziemy
podawa¢ Zrodia.

Mile beda widziane takze wszelkie listy z uwagami na temat ligi zadaniowej; prosimy
umieszczaé na kopercie dopisek : Klub 44.

Czekamy teraz na korespondencje, na pierwsze rozwiazania zadan, na uksztaltowanie ,,tabeli
ligowej”, wreszcie na moment, gdy Klub 44 stanie si¢ zbiorem niepustym.

Organizatorzy
Zadania 1, 2, 3 i
termin nadsytania: do 30.11.1981
1
1. Udowodni¢, ze zadna suma czgsciowa szeregu harmonicznego s, = 1+ — + — + — + + —

234 7 " n
(gdzie n = 2) nie jest liczba catkowita. '
2. Na plaszczyznie dane sa punkty 4 i B oraz jeszcze pewien skonczony zbiér punktow Z.
Rozpatrujemy wszystkie linie tamane o poczatku A, konicu B, o wierzchotkach w punktach
zbioru Z, nie omijajace zadnego z tych punktow. Udowodni¢ lub obali¢ twierdzenie:
najkroétsza sposrod rozpatrywanych famanych jest ta, ktora jest ,,najmniej kreta”, tzn. dla ktorej
suma katow (wewnetrznych) przy wierzcholkach jest najwigksza.
3. Obliczy¢ najwigksza mozliwa objgtosé bryty obrotowej powstalej przez obrét trojkata
o obwodzie 1 wokot prostej lezacej w plaszczyznie tego trojkata, przechodzacej przez jeden
z jego wierzcholkéw i nie przechodzacej przez jego punkty wewnetrzne.
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