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Zapisaé rzecz prosta | Dr Marcin E. KUCZM A

W SposOb
skomplikowany

Do wzoru (2) wigzanego z nazwiskiem
Stirlinga doszli niezaleinie w 1730 roku
Stirling i de Moivre. Zaden z nich nie byt
w stanie podaé naprawde $cislego dowodu,
pierwsze pelne dowody pochodzg dopiero od
Gaussa.
Wzor Stirlinga dla n = 20 daje
201 = 24288 - 10'4, podczas gdy dokladna
wartoscig jest
20! = 2432902008176640000; blad wzglgdny
wzoru Stirlinga wynosi tu wiec ok. 0,4

~ procenta.

Tl S s

O pewnym profesorze méwiono: To bardzo madry cztowiek — potrafi najprostsza
ide¢ zawiklac tak, Ze jedynie najbystrzejsi stuchacze sa w stanie go zrozumie¢ ...

‘Niejeden autor stwarza pozory szczegélnej glebi spojrzenia ubierajac banalne

tresci w nadmiernie wyszukana forme. Czyzby to mialo istotnie znamionowaé
klas¢ uczonego? Czy w ogéle moze mie¢ sens postgpowanie w mysl sugestii
zawartej w tytule? Spora czgé¢ badan naukowych w dziedzinach ,,teoretycznych”
polega na wyrazaniu rzeczy skomplikowanych w sposéb prostszy — ale takze
vice versa. O celowosci pierwszej z tych metod nie trzeba chyba nikogo
przekonywa¢. Natomiast druga budzi raczej odruch nieufnosci. Komplikowa¢?
Po co?

Nie mamy zamiaru kontynuowac rozprawki filozoficznej na temat sensownosci
komplikowania — cho¢ rozwinigcie tego zagadnienia mogloby by¢ frapujace.
Zamiast tego, ograniczymy si¢ do pewnego przykiadu.

W naszym przykladzie ,,rzecza prosta” bedzie pojecie silni:

(1) nl=1:2-..:n

Rzeczywiscie: definicja ta jest jasna, zrozumiala, nic tu trudnego ani przesadnic\
madrego. No to — zamiast cieszy¢ si¢ prostota, napiszemy co$ takiego:

2) n! =y 2ann"e "t gdzie 0< g, < - l
) 12n

Jest to stawny wzér Stirlinga. Zgodza si¢ chyba wszyscy, Ze panu Jamesowi

Stirlingowi (1692—1770) udato si¢ zapisa¢ rzecz prosta w sposdb wysoce

skomplikowany ...

Skad si¢ bierze ten przedziwny wzor? Zainteresowanych mozemy odestaé do

podrecznikéw analizy matematycznej (w wielu z nich mozna znalezé wzér

Stirlinga z pelnym dowodem) — lub tez zachgci¢ do dokonczenia czytania

niniejszego tekstu.

Samo pojecie silni bywa w matematyce bardzo uzyteczne, Z definicji (1) nie

wynikaja jednak zadne ,,rozsadne” reguly dzialafi na symbolu n!. Otéz zaleta

wzoru (2) tkwi w tym, Ze wyraZenie stojace po jego prawej stronie dobrze sig

mnadaje do wykonywania operacji arytmetycznych. Najlepiej to zilustruja przykiady.

W roznych zagadnieniach analizy spotyka si¢ ciagi majace w mianowniku »!.
Czynnik ten uwaza si¢ za dos¢ silnie ,,uzbiezniajacy”; znaczy to tyle, Ze n! dazy
dos¢ szybko do nieskonczonosci. Jak szybko? Jak to wymierzy¢? Mowimy, Ze

n

ciag (b,) dazy do nieskonczonosci szybciej niz (a,,) jesli 3 — o0. Jesli natomiast

iloraz ten ma gramcg dodatnig skonczona, mowimy, Ze ciagi (a,) i (b, ) daza do
nieskonczonosci jednakowo szybko. Sytuacja jest idealna, gdy ta granica jest
jedynka; wtedy méwimy, ze rozwazane ciagi sa asymptotycznie rowne i piszemy:
a, = b, (n - ). Wzér (2) pokazuje, ze

3) n! x~ y 2an (—g—) (n - o0),

stad zas wida¢ natychmiast, ze cigg (n!) dazy do nieskonczonosci szybciej, niz
(n?), niz (n?), ogodlnie, niz (n?), gdzie p jest dowolnie duzym wyktadnikiem; takze
szybciej, niz (2"), niz (3"), ogolnie, niz (a"), gdzie a jest dowolnie duza podstawa;
ale wolniej, niz np. ciag (n"). Te wnioski mozna zreszta otrzymac, tez bez
wigkszego trudu, bezposrednio z definicji (1). Znacznie bardziej subtelne jest np.

: ; ; ; ; 1= i _atk A7
stwierdzenie, Ze ciag (n!) dazy do nieskonczonosci szybciej, niz ( 3 n) , ale
-An
2
natomiast z wzoru (3) jest to widoczne od razu — wystarczy tylko wiedziec, ze

2 < e <3
W zbiorach zadan z analizy matematycznej czgsto mozna znalezé takle

" wolniej, niz (L n) Wywnioskowaé to wprost z definicji (1) bytoby trudno;

¢wiczenie: obliczy¢ granice



Trojkat Pascala
1
1 1
i |
| [ o
14 6-41
15800 TS 1
O roznveh cickawyeh wlasnosciach tego

trajkata pisalismy na presklod w numerse
1180,

n = B

Granice te da si¢ wyznaczy¢ metodami calkiem elementarnymi (wystarcza
wiadomosci szkolne) — ale zadanie jest wtedy nielatwe. Za to dla znajacych wzor
Stirlinga zadanie jest typu ,,samograj™:

L (n)¥" = ;’ (I'_.,'iﬂ";nne—nﬂ,,)zfn = (2un)'/2ne-1+ein _2_ :

To, ze ciag (]/n!) dazy do nieskoficzonosci, jest dosé jasne (jego wyrazy to
$rednie geometryczne poczqtkowych odcinkéw ciqgu 1,2,3,..) Otrzymany

tak samo szybko, jak n; dokladniej, dostalismy rownosc asymptotyczng
Vnlx 2 - o).

(Kto podejmie trud przeprowadzenia dowodu elementarnego, }acno Zrozumie,
dlaczego wzor Stirlinga jest ,,mocnym” twierdzeniem).

Przypomnijmy sobie — dla odmiany — trojkat Pascala. Jak wmdomo jego n-ty
wiersz (numeracja od n = 0) sklada si¢ z n+ 1 liczb naturalnych, tak zwanych

o St m o el s
wspolczynnikow Newtona (k) = Wﬁ_—_k)! , k =0,...,n Oto dla przykladu

wiersz ésmy:

1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1 rozpoczyna si¢ od chynkl, nastgpnie wspolczynniki
wzrastajq poczawszy od potowy dlugosci wiersza wspolczynniki maleja az do
jedynki; cze$¢ wznoszaca jest symetryczna do opadajacej. Wymienione whasnosci
przystuguja wszystkim wierszom trojkata Pascala. Sa one powszechnie znane.
Sprébujmy si¢ zorientowad, jaki jest ,,rozkltad masy” w wierszach o duzym
numerze. Coz to znaczy? Wyobrazmy sobie, ze podzielilismy pewien ustalony,
wzorcowy odcinek na n+1 réwnych przegrodek i ze do kazdej z nich sypiemy

n

Pk przy tym

ogolna masa piasku jest stala, niezalezna od n — przyjmumyja za chnosé
Poniewaz suma wspéiczynnikéw Newtona w n-tym wierszu réwna si¢ 2", wigc

piasek w ilosci proporcjonalnej do odpowiedniego wsp('){czynnika(

n
masa piasku nasypanego do k-tej przegrodki bedzie réwna 27"{ |, Gdyby
g

k
rozklad masy byl réwnomierny, ilosé piasku w kazdej przegrodce bylaby réwna

1/(n+1). Rzecz jasna, tak nie jest. W przegrodkach blisko srodka piasku bedzie

wigcej, w przegrodkach skrajnych — mniej. Piasek utworzy gorke. Interesuje nas
ksztalt tej gorki przy n — oo.

Gdy n jest parzyste, gorka ma wyrazny wierzcholek : n-ty wiersz trojkata Pascala
ma wyraz stodkowy, najwigkszy. Przesledzmy zachowanie si¢ wspoélczynnika

- J
Newtona ( ) gdy n dazy do oo przyjmujac wartoéci parzyste.

nf2
Na mocy wzoru Stirlinga [piszemy n—k = I]:

: k|~ kn=K)! ~ y2nk kre-k+a - |/2:nrH‘e‘*”f =

1 n ’”';' n\'* ; ;_q_e! 1 n M ; n “':le'

Przyjmijmy k =1 = -l-n; dostaniemy wtedy

2
= % = 2 =

Widac¢ stad, ze ten $rodkowy wspolczynnik gromadzi niepokojaco duzg czesc
ogolnej ,,masy”. Zamiast wielkosci rz¢du 1 /n, ktora nalezataby sig przy
rozkladzie rownomiernym, mamy wielko$é rzedu l,’l/n.

A wigc wierzcholek gorki bedzie coraz wyzej. Poniewaz masa ogdlna si¢ nie
zmienia, mozna si¢ domyslaé, ze nasza gorka bedzie ksztaltem coraz bardziej
przypomina¢ iglicg (rzut oka na rysunki: dla n = 4 mamy rozbudowane ,,podium
zwycigzcow™’, dla n = 8 sylwetke Palacu Kultury i Nauki).

Sprébujmy to udowodni¢. Pokazemy mianowicie, Ze jesli @ jest dowolng liczba



[x] oznacza oczesé calkowita liczby x, tj.
najmniejszg liczbg calkowita nie
przekraczajaca x.

Do punktu kratowego (k, I') mozna dotrzec

z punktu {0, 0) na (k+ ’

"

: e sl
dodatnig mniejsza niz =% to suma wspolczynnikow Newtona ( ) wzgledem

Kk

: n
k < an zgromadzi, przy duzych n, znikomo mala cze$¢ sumy wszystkich (A) :

: e
gdy k < n. Przez symetrie, jesli 3 < b < |, to rowniez ,,na prawo od b bedzie

mato masy”. Zatem prawie cala masa bedzie skupiona blisko $rodka.

Mamy wigc wykazaé, ze g, — 0, gdzie :
n =N n'
.= (SEDE ) - 26
k=an k=n k=an

Suma ta ma [a(n+ 1)] skladnikéw; najwigkszym z nich jest ostatni, odpowiadajacy
- wartosci k = [an]. Stad oszacowanie (doprawdy, mato subtelne)

(5) - des 2" [a(n+l)]( 4 )
[an]

Prosi si¢ teraz skorzysta¢ z wzoru (4) podstawiajgc k = [an]. Otéz my sobie
ulatwimy Zzycie jeszcze bardziej i przyjmiemy po prostu k = an (wyrazenie po
prawej stronie wzoru (4) ma sens takze dla k i / niekoniecznie catkowitych).
Oczywiscie [an] = an (n — o0), wigc asymptotyczna rownosé we wzorze (4)
zostanie zachowana:

it (o ) T T o
([an] T V2mn (aﬂ ((l—a)n) - V2nna(l —a) (a"(l—a}"") :

Wobec nieréwnosci (5) ciag (g,) szacuje si¢ asymptotycznie przez wyrazenie

a(n+1) ( [ )

(6) : ; .
V2ana(l —a) \ 24°(0—a)'~*

Dla a € (0, 1/2) liczba w duzym nawiasie jest mniejsza od jednos$ci (co mozna
sprawdzi¢ zwykla metoda rachunku rézniczkowego). Zatem ciag (6) dazy do zera,
wobec czego takze g, — 0 — a o to wlasnie chodzilo.

Wykorzystujac oszacowanie (5)—(6) nietrudno przeliczy¢, ze jesli sypiemy pias:k
na droge dlugosci 1 kilometra wedtug podanej recepty, przyjmujac np. n = 1000
(czyli dzielac ten kilometr na dziatki metrowej dtugosci), to srodkowa
stumetrowka zgromadzi > 99,8% calej masy piasku.

Opisane zjawisko mozna zinterpretowac w nieco innym jezyku. Wyobrazmy sobie,
ze punkt wcdru_]qcy po plaszczyznie startuje z polozema 0,01 w kazdym

kroku przesuwa si¢ o wektor jednostkowy poziomo w prawo lub pionowo w gorg
(wybdr jest losowy, z rownym prawdopodobienstwem). Niech S oznacza dowolny
sektor wyznaczony przez dwie polproste wychodzace z punktu (0,0) i

zawierajacy w swoim wngtrzu dwusieczna pierwszej ¢wiartki plaszczyzny (prosta

© » = x). Wowczas nasz bladzacy punkt znajdzie si¢ w obrebie sektora S

z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim 1, po dostatecznie wielu krokach.

Kolejny, ostatni juz, przyklad bedzie nieco ,,lzejszej natury”. Panowie S, W, N, E
graja w brydza. Jaka jest szansa, ze w pierwszym rozdaniu S otrzyma 13 trefli,

W — 13 kar, N — 13 kierow, a E — 13 pikow? Znikoma — to pewne. Przy
zalozeniu pelnej losowosci szansa ta rowna si¢ oczywiscie |1 [N, gdzie N oznacza
liczbe wszystkich mozliwych rozkladow.

N jest duza liczba naturalng. Ale jak duza? Miliard? Bilion? llocyfrowa to liczba?
I znow wzor Stirlinga pomoze nam zorientowac si¢ w rzedzie jej wielkosei. ,,Rgka”™

52
gracza S moze by¢ wybrana z talii na (13) sposobow. Dla graczzi W zostaje

39

13) sposbbéw‘ Z pozostatych 26 kart

39 kart, z ktorych 13 mozna wybraé na (

26

13) sposobow karte gracza N. 13 kart, ktore zostaly, otrzymuje

52. 39\ /26 521
=(i3)(l3)(l3) a3yt

wybieramy na (

gracz E. Zatem



! "
Za Szceepanem Jelenskim (,,Sladami
Pitagorasa™) podajemy, ze

(5217131 = 53644737765488792839237440000-

Tamize znajdzie Czytelnik wyliczenie, jak
diugo treeba graé w brydza. zeby wyczerpad
wszvstkie mozliwe rozklady. W. E, Hartley
obliczyl, ze gdyby mieé tyle talii malych,
pasjansowych kart, zeby w kazdej £ nich
karty byly ulozone inaczej, i gdybysmy te
wszystkie talie schowali ciasno do
szesciennepo pudelka, 1o jego przekatna
miataby 201 lat swietlnych,

Zastosujmy wzor (2):

’ 521 = /1047 525252 +en,
13! = /267 1313~ 13420,

Dzielac pierwsza z tych liczb przez druga w czwartej potedze dostajemy
N 2103'5(133)’1'53“’,

gdzie

@) W = g5,—4e,3; ——31—9-4. w<0, .
Interesuje nas liczba cyfr w zapisie dziesietnym liczby N. Nalezy w tym celu
liczbg N zlogarytmowac (przy podstawie 10). Jeéli nie zalezy nam zbytnio na
doktadnosci, zastapmy wielkos¢ 13z przez 40, pominmy czynnik e* jako bliski
jednosci i przyjmijmy 0,3 jako przyblizona wartos$¢ log 2. Wowczas rachunki
stajg si¢ tak proste, Ze mozna je wykonaé¢ w pamieci. Ich wynik: 28,65.
Popeliamy przy tym blad < 0,2:

2845 < log N < 28,85. .

A wigc N jest liczba 29-cyfrowa! Prowadzac obliczenie staranniej (z uzyciem
tablic logarytmicznych) otrzymujemy rezultat

(8). 28,72 < log N < 28,74.

Na lepsza dokladnos¢ (przy zastosowanej metodzie) nie sta¢ nas; dokladnosé ta
Jjest bowiem ograniczona oszacowaniem (7) wyktadnika w. Z nierownosci (8)
wynika, Ze

524-10%% < N < 5,49 - 1028,

Jest to wige bardzo duza liczba. Gdyby cala powierzchni¢ kuli ziemskiej, wraz
z gbérami, oceanami itp., obsadzi¢ gesto brydzystami (4 m? na jeden stolik

z czworka graczy), przyjmujac sredni czas rozgrywki itd. — dokonczenie tego
rodzaju spekulacji pozostawimy tym z Czytelnikéw, ktérych to bawi.

Pozostala nam kwestia dowodu wzoru Stirlinga. Zapewne wielu z Czytelnikow
nie lubi przyjmowac¢ wiadomosci tylko ,,na wiarg”; wsrdd nich znajda sig i tacy,
ktorzy wolg potrzebne uzasadnienie wymyslié, niz szpera¢ w literaturze. (Taka
postawa nie jest rzadkoscia 1 wérdd tworczych naukowcdw; czasem swiadczy ona
o dociekliwosci, czasem o lenistwie). ;

Dla tych Czytelnikéw podamy tutaj pobiezny szkic tego dowodu. Uzupelnienie
szczegolow moze staé sig interesujacym ¢wiczeniem.

Rozpatrujemy szereg Z a,, gdzie
L =1

dla n > 1.

al = _‘l, a” = (n'_?)lnn%-'—].

Wyrazy tego szeregu spetniaja dla n > | nieréwnos¢ 0 < a, < 1/12n(n—1);
mozna to wykaza¢ np. wykorzystujac rozwinigcie funkcji In(1 + x) w szereg
potggowy. Zatem szereg Za,. jest zbiezny, a oznaczajac przez s jego sume,
za$ przez s, jego n-ta sumeg czesciowg latwo dosta¢ oszacowanie na

roznicg &, = s—35, < 1/12n.

Przez indukcj¢ sprawdzamy, Ze

5, = 8=y = (n-ﬁ- —%) Inn—n—Inn!, astad

1
4 —

© nl =g Zgotou .

Powolujemy sig¢ teraz na wzér Wallisa (por. np. Delta 8/1980):
iﬂ~1imz.;.4.4. 2n 2n e 25 ()t
27 a1 3 3.5 U B0 Tkl s (GOFCAD

Po uwzglednieniu wzoru (9) stwierdzamy, ze warto$¢ tej granicy wynosi % s
skad e~* = /2n. Podstawiamy to do (9) i wychodzi nam wzér (2).
Jak ten Stirling do tego doszedi?!
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Snieg laserowy

Dr Krzysztof ERNST, mgr Jacek HOFFMAN

Co to jest?

Nazwa ,,$nieg laserowy™ pojawila sie po raz pierwszy w 1976 roku na
Miegdzynarodowej Konferencji Elektroniki Kwantowej w Amsterdamie, gdzie
pod takim wlasnie tytulem W. Happer przedstawil wyniki doswiadczenia
wykonanego w Uniwersytecie Columbia. O$wietlat on mianowicie komorke
zawierajaca pary cezu, wodor i hel swiattem lasera argonowego o dtugosci fali
458 nm. W komorce pod wplywem swiatla powstawaly zawieszone w gazie czastki
o rozmiarach rzedu 1 pm. Czastki te, dobrze widoczne dzigki rozproszeniu na
nich swiatla (tego samego lasera argonowego), opadaty na dno komorki
stwarzajgc wrazenie padajacego sniegu. Stad tez nazwa zaobserwowanego efektu.
Podana przez Happera interpretacja zjawiska jest nastgpujaca:

Swiatto laserowe absorbowane jest przez atomy cezu, €0 mozna stwierdzi¢
obserwujac jego pochlanianie przy przejsciu przez komorke lub $wiecenie
wzbudzonych atomdéw cezu. W zderzeniach wzbudzonych atomow cezu

z czasteczkami wodoru zachodzi reakcja chemiczna

Cs* +H, - CsH + H + 0,04 eV

Powstajace w niej czasteczki CsH moga nastepnie taczy¢ si¢ w drobne krysztatki
(CsH),, ktore sa obserwowane jako $nieg.

W okresie ostatnich lat ukazalo si¢ wiele dalszych prac dotyczacych powstawania
$niegu laserowego w rozmaitych osrodkach gazowych (NO,+S0O,, SF,, CS,,
UFs) pad wplywem swiatla laserowego o réznych dlugosciach fali. Rozmiary
obserwowanych czastek zmienialy si¢ w granicach 0,5—3 pm, natomiast szybkos¢
ich produkcji byfa na ogdt niewielka (np. w przypadku CS,.rzgdu 10~° g/h), co
stanowilo istotna trudno$¢ w zastosowaniu metod analizy chemicznej do
okreslania sktadu chemicznego czastek sniegu.

Snieg laserowy jest jednym z interesujacych a réwnoczesnie bardzo efektownych
przejawgw intensywnie ostatnio badanych reakcji chemicznych indukowanych
swiatlem laserowym.

Reakcje fotochemiczne, czyli reakcje chemiczne indukowane przez $wiatlo, znane
byly juz na dlugo przed skonstruowaniem pierwszego lasera. Ich wykorzystanie
doprowadzito na przykiad do powstania techniki fotograficznej. Stosowana byla
tez od dawna w fotochemii metoda fotolizy blyskowej, w ktorej badang
substancjg w stanie gazowym naswietlano swiatlem silnych lamp blyskowych.
Dlaczego wigc laser stat si¢ czynnikiem stymulujgcym rozwoj badan reakcji
fotochemicznych?

Korzysci wynikajace z zastosowania laserow wigza si¢ z pewnymi cechami
charakteryzujacymi $wiatlo laserowe. Nalezg do nich przede wszystkim: waska
linia widmowa, mozliwos¢ strojenia oraz duze natezenie wigzki. Mozliwosé
wyboru dtugosci fali w szerokim zakresie pozwala na przygotowanie atomow lub
czasteczek w scisle okreslonym stanie wzbudzonym, duz‘a za$ moc zapewnia
uzyskanie wysokiej ich koncentracji.

Wiasnosci chemiczne wzbudzonego atomu lub czasteczki moga réznic sig
zasadniczo od ich wiasnosci w stanie podstawowym. Na przyklad, czasteczka nie
wykazujaca aktywnosci chemicznej w stanie podstawowym staje si¢ aktywna po
zaabsorbowaniu kwantu $wiatta o odpowiedniej energii.

Tak wlasnie dzieje si¢ w zdecydowanej wigkszosci przypadkow prowadzacych do
powstania $niegu laserowego. Reakcje inicjujace wszelkie dalsze procesy
wymagaja przygotowania atoméw lub czasteczek gazu w okreslonym stanie.

Jest to wigc zjawisko o charakterze rezonansowym.

I tak na przykiad w przypadku wzbudzenia linia 458 nm lasera argonowego,
ktora jest nieco przesunig¢ta wzgledem linii absorpcyjnej cezu, Happer musiat
dodaé¢ do komorki hel pod cisnieniem kilku atmosfer. Rozszerzenie linii
absorpcyjnej cezu pod wplywem tego cisnienia pozwolito na wzbudzenie go linia
nie bedaca dokladnie ,,w rezonansie™.
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Podobne doswiadczenie powtorzone zostalo niedawno przy uzyciu lasera
barwnikowego. Mozliwos¢ doktadnego dostrojenia si¢ do rezonansowej diugosci
fali cezu pozwolila na uzycie jedynie cezu i wodoru.

Istnieje wiele interesujacych efektow zaréwno chemicznych jak i fizycznych
zwigzanych z powstawaniem $niegu. Jednym z ciekawych, a jednoczesnie dosé
zaskakujacych sg opisane ponizej oscylacje.

Zmiany w czasie natgzenia swiatla (S) rozproszonego na czastkach $niegu
wytwarzanych w parach dwusiarczku wegla przedstawione sa na rysunku. Aby
wyjasni¢ krotko obserwowane oscylacje mozna postuzy¢ sig nastepujacym
jakosciowym modzlem zjawiska. Wzrost rozmiaréw czastek w wyniku efektow
kondensacji i koagulacji produktow reakcji fotochemicznej prowadzi réwniez do
wzrostu rozpraszania. Z drugiej jednak strony, w miare zwiekszania swoich
rozmiarow, a tym samym i masy, czastki te zaczynaja opada¢ coraz szybciej

1 wypadac z obszaru produkcji. Ubytek czastek i to tych decydujacych o natezeniu
swiatla rozproszonego, bo najwickszych, powoduje, ze natgzenie swiatta
rozproszonego maleje. Kiedy duze czastki zrobig po sobie miejsce w obszarze
produkcji, moze rozpocza¢ si¢ ponownie proces narastania nowych czastek
prowadzacy do wzrostu rozpraszania i rozpoczgcia kolejnego cyklu oscylacji.
Nalezy zwroci¢ tu uwage na bardzo istotny dla powyzszego modelu fakt, ze

w obszarze, w ktorym czastki zostaly juz wytworzone, czasteczki powstajace jako
produkt reakcji chemicznej ,,przyklejaja si¢”” do tych juz istniejacych i nie
zachodzi proces tworzenia czastek nowych.

Efekt podobny do opisanego powyzej obserwowano réwniez przy produkcji
czastek $niegu w szesciofluorku uranu wzbudzanym laserem barwnikowym.

Zwigkszenie cisnienia gazu moze prowadzi¢ do zaniku obserwowanych oscylacji.
Jest to zwiazane ze zjawiskiem konwekcji. W obszarze, przez ktory przechodzi
wigzka Swiatla laserowego i w ktérym zachodzi absorpcja promieniowania,
nastgpuje ogrzewanie gazu. Prowadzi to do wytworzenia sie gradientu
temperatury i zwigzanego z nim gradientu gestosci w komoérce. Pojawia sie wiec
sila wyporu dzialajgca na ogrzany gaz. Jej warto$é ro$nie wraz z ci$nieniem

w komorce powodujac ruch gazu mieszajacy czastki. Utrudnia to powstanie
oscylacji polegajacych na periodycznym opadaniu czastek $niegu.

Wplyw konwekcji gazu na zachodzace w komdrce procesy mozna zreszta w prosty
sposdob zaobserwowac sledzac ruch wytworzonych czastek $niegu. Dobranie
odpowiedniej mocy lasera moze spowodowaé, Zze czastki w obszarze wiazki
pozostana nieruchome. Dzieje si¢ tak wtedy, kiedy predkosé¢ opadania $niegu
wzgledem gazu jest rowna predkosci ruchu gazu do gory. Jedli teraz :
zmniejszymy natgzenie wiazki lub ja wylaczymy, $nieg zaczyna opadaé, jesli
natomiast zwigkszymy, zaczyna unosi¢ si¢ ku gorze.

Szybkos¢ ruchow konwekeyjnych mozna zwigkszy¢ przez zogniskowanie wiazki
laserowej. Pozwala to rowniez na obserwowanie efektownych wiréw
konwekcyjnych. Przyklad takich wiréw przedstawiony jest na zdjeciu. Pokazany
jest na nim poprzeczny przekrdj komorki zawierajacej pary dwusiarczku wegla.
Wzbudzajaca wigzka z lasera azotowego rozchodzi si¢ prostopadle do
plaszczyzny zdjecia i zogniskowana jest w jego $rodku, Powstate czastki $niegu
widoczne dzigki rozproszonemu na nich $wiattu lasera helowo-neonowego
utozone s3 w dwa wyraznie widoczne wiry, a naniesione na zdjecie strzatki
wskazuja kierunek ich obrotu.

Wykorzystanie $niegu do badania ruchow konwekcyjnych w gazie jest jednym

z mozliwych jego zastosowan. Sa rowniez inne, z ktorych jedno, najbardziej chyba
obiecujace, pragniemy przedstawi¢ na zakonczenie.

Jak wiadomo, izotopy danego pierwiastka roznig si¢ miedzy soba liczba neutronéw
w jadrze atomowym, a stad takze rozmiarami i masa jadra. Oba te czynniki
wplywaja na widmo atomowe powodujgc przesunigcie poziomow energetycznych,
a tym samym linii absorpcyjnych jednego izotopu wzgledem drugiego. !



O innej metodzie separacii izotopow przy Przesunigcia te sg szczegSlnie duze dla pierwiastkow lekkich (H, He, Li)
pomocy wigzki swiatla laserowego pisalismy

w Delcie 971977, i cigzkich (U). Mimo niewielkich wartosci przesunigcia izotopowego, mozliwe jest
uzyskanie warunkow (w stanie gazowym, pod niezbyt duzym cisnieniem),

w ktorych szerokosci linii absorpcyjnych obu izotopow beda mniejsze od ich
wzajemnego przesunigcia. Stosujac przestrajany laser o dostatecznie waskiej linii,
co jest obecnie w pelni realne, mozemy wzbudzi¢ tylko jeden okreslony izotop,

a wigc uzyskaé $nieg o okreslonym skladzie izotopowym. Nast¢gpnie mozna
oddzielié od gazu czastki $niegu wykorzystujac jego opadanie lub dziatanie pola
elektrycznego (jesli czastki obdarzone sg ladunkiem). Uzyskanie ze sniegu
czystego pierwiastka metodami chemicznymi jest juz stosunkowo proste. Ze
wzgledu na pewne procesy uboczne (np. przekazywanie energii wzbudzenia

w zderzeniach atomow réznych izotopow), wzbogacenie nie moze by¢
stuprocentowe.

Laserowa separacja izotopow wydaje si¢ szczegolnie interesujgca z punktu
widzenia wzbogacania uranu w izotop 233U, Produkcja sniegu laserowego
zawierajgcego uran (a taki wlasnie otrzymano wzbudzajac szesciofluorek uranu
laserem barwnikowym) moze przynies¢ obiecujace rozwigzania.
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Wyniki konkursu
»Z jaka predkoscig
wyrzucane sg iskry?«

Na konkurs nadestano 11 rozwiazan. W wigkszosci nadestanych prac
do wyznaczenia predkosci iskier wyrzucanych z ,,zimnego ognia”
wykorzystano aparat fotograficzny. Jedynie w trzech pracach za
podstawe postuzyl pomiar maksymalnego zasiegu iskier.

Pierwsza metoda polegata na wyznaczaniu, na podstawie zdjecia,
drogi jaka przebywa iskra w czasie gdy otwarta jest migawka
aparatu. Pozwalalo to na oszacowanie $redniej predkosci iskry w tym
czasie, przy zaloZeniu, ze opdZnienie wywolane oporem powietrza

i utlenianiem jest stale. Prawie wszyscy uczestnicy konkursu

zwrocili uwage na fakt, ze zalozenie to jest tym lepiej spelnione im
krotszy jest czas ekspozycji i dlatego stosowali czasy nie dluzsze niz
1/125 sek. ‘

Innym istotnym problemem byl wybor sposrod wielu torow
widocznych na zdjeciu tych, ktore sa rownolegle do plaszczyzny
obiektywu. Tylko dla nich bowiem mozliwe jest wyznaczenie
rzeczywistej dlugosci toru. Zaproponowano dwa rozwiazania.
Pierwsze polegalo na zbudowaniu ostony ze szczelina,
przepuszczajacg tylko iskry o torach lezacych w plaszczyznie
obiektywu (1). Drugie rozwiazanie polegalo na fotografowaniu

iskier przy catkowicie otwartym obiektywie czyli najmniejszej glebi
ostroéci. Tylko tory lezace w plaszczyznie obiektywu sa wtedy ostre
na calej diugosci (2). Oba rozwigzania obarczone sa kilkuprocentowym
bledem. Pierwsze dlatego, ze szczelina nie moze by¢ zbyt waska,

a drugie bo nawet przy calkowicie otwartym obiektywie glebia
ostrodci wynosi 2—3 cm.

Najlepsze w tej grupie sa prace Jacka Nogali z Wioclawka (1) i
Jacka Stomiriskiego z Kamiennej Gory (2) — dwie pierwsze nagrody.
Obie prace zawieraja szczegblowa analizg bledow. Na uwage
zastuguja proby oszacowania przez Jacka Nogale op6Znienia w ruchu
iskier. Druga nagrode uzyskala praca Wiestawa Rudnickiego

z Przemysla (3), ktory jako jedyny wyznaczy!l rozklad predkosci
iskier. Ponadto postanowili$my wyr6zni¢ Wojciecha i Zdzistawa
Krawca z Pulaw (5) za oryginalny sposob przedstawienia wynikow,
Druga metoda okreslenia predkosci iskier ma t¢ przewage nad
pierwsza, ze poza linijka nie wymaga zadnych przyrzadow. Wsrod
iskier wyrzucanych z poziomo ustawionego ,,zimnego ognia”
najwigkszy zasigg maja te wyrzucane pod katem 45°. Pomiar zasiggu
(od ,,zimnego ognia” do miejsca, w ktoérym spadly pozostalosci

_iskier) pozwala wyznaczy¢ ich poczatkows predkosc. Metoda ta

obarczona jest jednak duzym blgdem, bo opiera sie na zatozeniu, ze
wszystkie iskry maja na poczatku zblizone predkos$ci. Poza tym blad
systematyczny polegajacy na zaniedbaniu oporéw powietrza prowadzi
do zanizenia wyniku. Najlepsze opracowanie tej metody nadestal
Stawomir Prochocki z Etku (4). Jego praca uzyskala trzecia nagrode.
Jest to jednoczesnie jedyna praca zawierajaca wyniki uzyskane
obiema metodami.

Zwycigzcom gratulujemy. Nagrody przestaliémy poczta.

A oto lista nagrod i wyniki zwycigzcow (w m/sek):

(1) Jacek Nogala I nagroda — zestaw czesci  3.270.3
do majsterkowania (§rednia z
kilku pomiarow)
(2) Jacek Stominski I nagroda — zestaw czeéci  8.019;%,4,019;3
do majsterkowania

(3) Wiestaw Rudnicki II nagroda — lutownica 5*1 (maksimum
pistoletowa rozkiadu)

(4) Stawomir Prochocki Il nagroda — szachy 2:5:47
gabinetowe

(5) Wojciech

i Zdzistaw Krawiec wyrdznienie — ksigzki



Hehe
(roztgczna)

br4c
(przecina w
punktach)

x

Rys. I. Dowolnie male zaburzenie
parametréw niszezy stycznosé

Rys. 2

Rys. 3 ,,Bliskos¢" tych dwu krzywych jest
,mocniejsza’ niz tych z rys. 3.

Typowe, to znaczy jakie?

Czy styczno$¢ dwu krzywych jest zjawiskiem typowym, normalnym?

Rozpatrzmy parabolg o rownaniu y = x?+bx+¢ i prosta o rownaniu y = 0.
Latwo przekonac¢ sig, Ze sg one styczne, wtedy i tylko wtedy, gdy 41 = b2 —4¢ = 0.
Jest to warunek, ktorego nie spetnia ,,prawie kazda™ (zgodnie z regutami
gramatyki nalezalo tu napisac ,,prawie zadna’’) parabola. Jesli na przyklad
umoéwimy sig, ze punkt o wspdtrzednych b, ¢ na plaszczyZnie reprezentuje parabolg
o réwnaniu y = x?+bx+c, to parabole styczne do naszej prostej y = 0

wypetnig krzywa o rownaniu 5> —4c = 0 (a wigc znow parabole); pozostale
punkty plaszczyzny odpowiadaja parabolom przecinajacym nasza prosta w dwoch
punktach (ktére?) lub nie przecinajacych jej w zadnym (ktére?).

A oto inne uzasadnienie stéw ,,prawie kazda”, bedgce réwnoczesnie kluczem do
pojecia ,,typowosci”. Rownanie paraboli stycznej mozemy ,,zaburzy¢™,
zmieniajac dowolnie malo jeden z jej parametrow tak, by nowa parabola
przecinala o$ x w dwoch punktach lub nie przecinala jej w ogole. Natomiast
parabola przecinajaca 0§ x w dwoch punktach lub nie przecinajaca jej weale
znajduje si¢ w ,,rownowadze trwalej”: przy dostatecznie matlym zaburzeniu
wspolezynnikow zachowa swoje potozenie: 0§ x nie bedzie do niej styczna.
Mozna to uwidoczni¢ na takim oto obrazku.

Mozemy zatem powiedziec tak: pewna wlasnosé¢ jest nietypowa wérod obiektow
pewnego zbioru X, gdy dowolnie blisko obiektow majacych te wlasnosé leza
obiekty jej pozbawione.

» 1ypowosc” zjawisk zalezy wigc od tego, jakie obiekty uznamy za bliskie.
Powréémy jeszeze do naszych krzywych. Jezeli krzywe, przedstawione na rysunku
obok uznamy za bliskie, to zjawisko ,,przecinania krzywej pod danym katem™
nie bedzie typowe. Jezeli jednak bedziemy wymagaé, by bliskie krzywe mialy
bliskie lokalne kierunki — powréci sytuacja opisana na poczatku na przykfadzie
paraboli i prostej.

Pojecia ,,blisko” i ,,daleko™ beda miaty bardziej precyzyjny sens, jezeli bedziemy
mieli wzor na mierzenie odleglosci miedzy krzywymi. Ograniczymy si¢ do
krzywych, bedacych wykresami funkcyj y = f(x) ciaglych i rézniczkowalnych na
skoficzonym przedziale /. Nietrudno przekonaé sig, Ze jezeli odleglos¢ miedzy
krzywymi y = fi(x) i y = f,(x) obliczymy wedtug wzoru

olfi.fa) = sur;lﬁ,(X) —f2(x)],

to krzywe przedstawione na rysunkach 2 i 3 beda dos$é¢ bliskie. Gdy jednak
zastosujemy wzor

e(fis/2) = V/sup | /u(x) —£2(0)|2 +sup | £{ (x) —f3 (312,

to krzywe z rysunku 2 beda juz dos¢ odlegle, zas te przedstawione na rysunku 3
pozostang catkiem bliskie.

A oto kilka zjawisk typowych i nietypowych w przestrzeni tréjwymiarowe;j:
Typowa para krzywych jest rozlgczna.

Typowe jest przebicie powierzchni przez krzywa pod niezerowym katem.
Typowa para powierzchni przecina si¢ wzdtuz krzywej.

Typowe przecigcie stozka jest elipsa, parabolg lub hiperbola.

Mgr Krzysztof S. NOWINSKI
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— Zagrajmy w odgadywanie liczb — zaproponowal Marek.

— To znaczy pomyslisz jakas liczbe, a ja mam odgadnaé¢? —

zaciekawil si¢ Darek.

— Niezupelnie tak. Pomyslg sobie nie jedng liczbe, lecz caly ciagi kazda z tych
liczb zapisze na oddzielnej kartce. Potem kartki potasuje i bede je kolejno
odkrywal. Ty, gdy uznasz, ze pokazana liczba jest najwigksza sposrod
wypisanych przeze mnie, przerywasz gre. Trafiles — wygrales; nie — wygralem ja.
Jasne?

— Jasne, ale nasze szanse nie sg rowne.

— Masz racje i dlatego proponuje; ty za wygrang otrzymasz np. 5 pkt, a gdy ja
wygram, wzbogacg si¢ o | punkt. Zgoda?

— Zgoda — odpart Darek i po namysle dodal — sadzg, ze wystarcza mi trzy
punkty.

— No to zaczynamy — Marek wzial si¢ szybko za zapisywanie liczb, jakby bojac
si¢, ze Darek zmieni zdanie.

Czy Darek, ustalajac punktacje, nie przecenit swych szans?

Przeciez w wypadku, gdy Marek zapisze bardzo duzo liczb, odgadnigcie
najwigkszej wydaje si¢ bardzo trudne. Zanim zaczniesz czyta¢ nast¢pny akapit
pomysl: w jaki sposob zamierza Darek odgadywac, a wige jaka zamierza przyjaé
strategi¢ i na jaki procent poprawnych odpowiedzi moze liczy¢ stosujac ja?
Zakladamy, ze gra trwa dlugo i ze przed kazda partia Marek podaje Darkowi,
ile liczb tym razem napisal, powiedzmy #.

+ + +

Darek postepuje tak: przeglada k poczatkowych liczb bez przerywania gry

i zapamigtuje najwigksza sposréd nich. Nastgpnie widzac pierwsza liczbe wigksza
od zapamigtanej uznaje ja za najwigksza. Oczywiscie, jesli wsréd pozostatych
(n-k) liczb nie znajdzie si¢ wigksza — Darek nie wybiera Zadnej i przegrywa
,,walkowerem”. Jakie jednak powinien wybraé k?

+ + o+

Jakie jest prawdopodobienstwo, Zze dla danych k i n Darek poprawnie wskaze
najwicksza liczbe oraz dla jakiego k prawdopodobienstwo to jest najwicksze?
Przy obliczaniu postuzymy si¢ technikg czgsto stosowanga w matematyce:
zastapimy zadanie sformulowane dla skonczonego ciagu liczb catkowitych
analogicznym zadaniem dla odcinka [0, 1]. Pozwoli to zmieni¢ sumy na catki
i znacznie uprosci rachunki. Wynik uzyskany w ten sposob jest dobrym
przyblizeniem nawet dla niezbyt duzych n. Jak duze musi by¢ n, aby blad nie
przekroczyl np. 1% ? Zastanow si¢ nad tym po przeczytaniu calego artykulu.

]
Przedstawmy graficznie mozliwy ciag » liczb: 3 N
1 — najwigksza sposrod liczb poczatkowych . > =
2 — w tym przedziale nie ma wigkszych liczb :
3 — najwigksza liczba SR
4 — druga co do wielkosci liczba e e DU L e e
B E T R R
1

a nastgpnie przeskalujmy os OX przekszla}cuj;y? odeinek od | fdo n naxodcinel\

[0,1] — wariant B na rysunku. OznaczyliSmy przy tym stosunek k/n przez f, -

a polozenie najwigkszej liczby przez x. Widzimy, Ze przyjeta strategia przyniesie

powodzenie, gdy ciag ma nastgpujgce wlasnosci:

1° Najwigksza liczba znajduje si¢ w przedziale (f, 1) — tj. wsrod koncowych (n-k)

liczb

oraz 2° Druga co do wielkosci liczba jest w przedziale (0, f).
Prawdopodobienstwo tego zdarzenia = f

lub Druga liczba jest w (x, 1), a trzecia w (0, f).
Prawdopodobienstwo = f- (1 —x)

lub Druga i trzecia jest w (x, 1), a czwarta w (0, f).
Prawdopodobienstwo = f-(1 —x)?

lub Druga, trzecia i czwarta w (x, 1), pigta w (0, f).

Prawdopodobienstwo = f- (I —x)* itd.
Prawdopodobienstwo spetnienia ktéregos z wariantow warunku 2 jest réwne:

fU0+(0=x)+(1=xP+(1=x+...) = f]x.

Szereg w nawiasie jest znany ze szkolnego programu matematyki w postaci
at+a*+a*+at+ ... = 1/(1—a).
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W jednej ze szkol warszawskich
miata miejsce straszliwa awantura.
Rodzice zarzucali nauczycielce, ze
przekazuje dzieciom nieprawdziwe
wiadomosci. Meritum sprawy moZna
bylo strescic tak: czy

rownolegltobok jest trapezem? Ze
zdumieniem dowiedzielismy sig, ze
nie jest! (Karol Szymanski, Edward
Zegadlo, Matematyka 5). Oto
stosowne okreslenie (str. 135)
Czworokat wypukly, ktéry ma
dokladnie jednq pare bokdw
rownoleglych, nazywamy trapezem.
Mozna i tak. Ostatecznie to jest
kwestia definicji. Ale —
konsekwentnie — kwadrat nie
powinien by¢ prostokatem (a na
stronie 144 autorzy twierdza, ze jest),
liczba 2 nie powinna by¢ wymierna
(bo jest przeciez catkowita ...), a kon
nie powinien by¢ zwierzeciem.

Stan naszego konta w rozliczeniach ze $wiatem wyraza sig prostym ulamkiem,

- Prawdopodobienstwo sukcesu, a wige trafnego odgadnigcia, jest rowne calce po

wartosciach x spetniajacych warunek 1° z prawdopodobiefistwa spetnienia
warunku 27, Jest to uogélnienie wzoru na prawdopodobienistwo warunkowe na
przypadek, gdy zmienia sig ono w sposob ciagly w obszarze argumentéw
spetniajacych warunek:

|
p(f) =\ (f1x) dx = £ (n 1=Inf) = £+ In(1 1)
)

Wykres p(f) przedstawia rysunek obok.

Prawdopodobienistwo na maksimum dla /' = 1/e

obliczajac pochodna i przyrownujac ja do zera;
p'(f)=1In(1/f) -1
PI=0-1jf=c¢

1%

0,37, co mozna wykazaé

l/e

czyli——f

+ + o+
Teraz jest juz jasne: Darek moze zadowala¢ si¢ stawkami 3 : | na swoja korzysé.
Jezeli wskazujac najwigksza liczbe prawidlowo otrzymuje on Z punktow
(w naszym przypadku Z = 3), a przy porazce przegrywa jeden punkt, to
oczekiwany wynik kazdej gry jest rowny:

(lfe)- Z—(1—1fe)- 1

A wiec jezeli Z > (e—1) = 1,72, to przy dlugotrwalej grze Darek ma pewnosé
wygranej.

+ o+ o+

Jezeli proponowana gra spodobata Ci sig, to postaraj si¢ zastanowic, czy
proponowana strategia jest na pewno najlepsza?

lle wynosi prawdopodobienstwo sukcesu dla n = 2, 3, 4, 5, 10?

Jak zmieni si¢ optymalna strategia i prawdopodobienstwo wygranej, gdyby:

a. Marek mogt uklada¢ liczby wedtug swego uznania zamiast je tasowac?

b. Darek nie znat kazdorazowo liczby n, a jedynie wiedzial, Ze jest ona wigksza od
n, 1 mniejsza od n,? '

c. Darek nie musiat da¢ odpowiedzi, tj. w sytuacji, gdy nie wskaze on zadnej
liczby — uznawano remis?

d. zastosowa¢ modyfikacje a, b, ¢ jednoczesnie wszystkie lub parami.

Przeslijcie nam wyniki swych przemysledi. Odpowiedzi na niektore pytania my te
nie znamy.

Zastosowania geomet

ktérego licznik opisuje to, co mamy, a mianownik — to, co cheemy mie¢. Mozemy :

albo zwigkszac licznik (co czyni Zachéd), albo zmniejsza¢ mianownik (co zawsze
zalecata filozofia Wschodu).

(Dean Inge, ,,Mathematical Student™ 1934)

Kacik Czytelniczy
Kulej geometrii

— Ech, WNUku zatracony — powiedzial Bandzioch zblizajac sig
groznie do Kostii Rudenko. — Na co to si¢ porywa ... Z
powszechnej do gimnazjum sig zachcialo! Nawet srebrnych guzikow
nie macie ani mundurkéw ... A pchacie sig, gdzie nie trzeba ...
— Wy — to szkotla $rednia, a my szkola wyzsza, mimo ze
powszechna — powiedzial chytrze Kostia Zuk. — A uczylismy sie
wigeej od was ... Powiedz mi na przykiad, gdzie mamy polowe sumy
podstaw ?
Bandzioch jeszcze nigdy w Zyciu nie zetknal si¢ z ,,polowa sumy
podstaw™’, ‘
— Kicham na twoje polowy sumy podstaw — wéciekat sie
Bandzioch. — Przyloze ci zaraz pieczatke na facjacie, to bedziesz
wiedziat ...

(Lew Kassil, Szwambrania)

— To znaczy wszedle$ takze pod koldre?

— Pod koldr¢ — powtorzyl — z parg zimnych, nagich ramion
wokol szyi i z dygocgeym, wstrzasanym szlochami cialem,
przytulonym do mego ciata.

Rivers popit trochg whisky i przechylony na oparcie fotela diugo
palit w milczeniu. :

— Prawda — odezwal si¢ wreszcie. Cala prawda i nic tylko prawda.
Wszyscy swiadkowie skladaja te sama przysiege i zeznaja o tych
samych wydarzeniach. Rezultatem jest oczywiscie pigcdziesigt
siedem odmian fikcji. Ktora z nich jest najblizsza prawdy?

Stendhal czy Meredith? Anatol France czy D. H. Lawrence? Zrodla
najglebszego zycia niechaj si¢ zlacza w zlocistej czystosci
Samigtnego uczucia czy tez reakcje plciowe samicy ludzkiej?

— Znasz odpowiedz? — zapytalem.

Potrzasnal glowa.

— Moze geometria moglaby tu co$ wyjasni¢. Przedstawic¢ fakt na
zasadzie trzech wspolrzednych. — Cybuchem fajki Rivers wykreslil
w powietrzu dwie linie, zbiegajace si¢ pod katem prostym, a z
punktu ich przecigcia poprowadzil trzecia, ciagnac ja az.ponad
glowe, g S
(Aldous Huxley, Gmg’m: i hogini)



Patrz w niebo

Pomigdzy trzema gwiazdami tworzacymi wierzchotki Wielkiego
Trojkata Letniego (Vega, Deneb i Altair) mozna zauwazy¢ maly, ale
charakterystyczny i latwy do zapamigtania gwiazdozbior Strzaly
(Sagitta, Sga). W tej kartowatej konstelacji (wsrod 88
gwiazdozbiorow istnieja tylko dwa mniejsze — Kruk i Zrebig) az
dwie gwiazdy zastuguja na poswigcenie im naszego odcinka. Gwiazda
WZ Sge wybuchajaca ostatnio co 33 lata zajmiemy si¢ moze

w przyszlym roku, dzisiaj zatrzymamy sie przy jedynej w swoim
rodzaju gwiezdzie FG Sge.

Czytelnikow popularnej literatury astronomicznej, ktorzy patrza

na niebo, gwiazdy, galaktyki, caly Wszechswiat jakby zastygly

w bezruchu, zadziwia i jednoczesnie budzi watpliwosci stosunkowo
duza wiedza astronomow o czasowej ewolucji obiektow kosmicznych.
Czesto pojawiaja si¢ pytania: skad wiadomo, ze Wszech$wiat powstat
najprawdopodobniej 15 miliardow lat temu? skad wiadomo, ze
ramiona galaktyk spiralnych ,,nawijaja si¢”, a nie ,,odwijaja", skoro
my widzimy je w bezruchu (a w dodatku nie wiemy, ktora strona
galaktyki nachylonej ukosnie jest nam blizsza)? na jakiej podstawie
twierdzimy, ze biale karly byly kiedy$ czerwonymi olbrzymami? itd.
Oczywiscie istnieja odpowiedzi na te i podobne pytania, jednak
czesto sie zdarza, ze probujac na nie odpowiedzie¢ musimy uciec sig
do bardziej ,,technicznej™ strony matematyki i fizyki, co, niestety,
zniecheca pytajacego (odpowiedz na pytanie ,,skad wiadomo ... 7"

jest zawsze trudniejsza niz odpowiedz na pytanie ,,co wiadomo ... 7).

Chyba Ze przyjdzie nam z pomoca tak ciekawa gwiazda jak FG Sge.

Odbywa ona najprawdopodobniej szybka czgs¢ swojej ewolucji
praktycznie na naszych oczach. I tu nalezy si¢ parg stow
teoretycznego wyjasnienia. Z rachunkow modelowych wiemy, ze
rozne procesy w gwiazdach zachodzg z réznymi szybkosciami.
Mozna wyroznic trzy skale czasowe: 1) najwolniejsza — nuklearna;
procesy w tej skali trwaja przewaznie setki milionow i miliardy lat,
nalezy do nich przede wszystkim ,,spalanie si¢™ pierwiastkow

. w jadrach gwiazd;

2) wielokrotnie szybciej zachodza procesy w tzw. termicznej skali
czasowej (rzedu tysiecy lat); z ta predkoscia tworza si¢ mglawice
planetarne, zapadaja si¢ obloki gazu tworzac gwiazdy, ustalajg si¢
warunki rownowagi termicznej w przypadku jej zachwiania itd;
3) najszybsze procesy zachodza w tzw. dynamicznej skali czasowe;j
(sekundy — dni), w takim tempie nastepuja pulsacje gwiazd, wybuchy,
tyle trwaja okresy orbitalne ciasnych ukladéw podwajnych itd.
Rozne fazy ewolucji gwiazd zachodza, oczywiscie, z roznymi
predkosciami, jednak ze wzgledu na to, ze 99,999% swojego zycia
gwiazda ewoluuje w nuklearnej.skali czasowej, z kolei procesy
zachodzace w dynamicznej skali czasowej sa bardzo widowiskowe
(wybuchy, pulsacje, za¢mienia), bardzo trudno jest uchwyci¢ gwiazde
w takiej fazie ewolucji, ktora przebiega w termicznej skali czasowe;j.
Ot6z FG Sge jest jedyna znana nam dotychczas gwiazda, ktora jest
,»Zywym dowodem’ na istnienie szybkich, w skali termicznej, faz
ewolucji miedzy zaptonem wodoru w centrum nowo powstalej,
gwiazdy a jej smiercig termiczna lub wybuchem supernowej, ktorych
konsekwencja jest powstanie zdegenerowanego karla, gwiazdy
neutronowej lub czarnej dziury.
FG Sge w ciagu ostatnich dziesigcioleci szybko zwigkszala swoja
Jjasnosé¢, zmniejszajac jednocze$nie temperaturg powierzchni (co
oznacza, ze zwigksza swoje rozmiary). W swojej ewolucyjnej
wedrowcee po diagramie H-R (patrz ,,Delta™ 7/79) gwiazda ta powinna
ostatnio wej$¢ w tzw. pas niestabilnosci, co spowodowaloby pulsacje.
I rzeczywiscie, istnieja (niepotwierdzone) dane, ze gwiazda pulsuje
,,o0statnio™ z okresem ok. 60 dni.
W ciagu najblizszych lat bedziemy z uwaga obserwowac¢ FG Sge
sprawdzajac, czy zachowuje si¢ ona zgodnie,z naszymi
przewidywaniami.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Jak wykazac¢ facznosc dzialania?

Przypusémy, ze w Skonczonym zb;orzc X jest okreslone dzialanie za pomocy

tabelki, np.

01234 56 Oabcecde
0 0000000 0 Oabcecde
1 D 123456 < a ab0dec
2 025406 2173 55 lub b bO0aecd
8 0362514 ¢ cedO0ba
4 0415263 d dcealb
5 D536 ) e edcbal
6 065 45 2|

. (mnozenie w nieabelowej
(mnozenie w ciele siedmioelementowym)  grupie o szesciu elementach).

Takie dziatanie jest przemienne, jezeli jego tabelka jest symetryczna (wzgledem
przekatnej poprowadzonej na ,,potudniowy wschod™). A zatem dowdd, ze dane
dziatanie jest — albo nie jest — przemienne, jest bardzo pogladowy.

Z warunkiem lacznosci rzecz ma si¢ gorzej, gdyz na ogot nie sposéb sprawdzi¢
wszystkich réwnosci a+ (b+c¢) = (a+b) +c. Jest ich bowiem az n* (gdzie przez n
oznaczyhsmy liczbg elementow w zbiorze X). Ucznidw (a takZe studentéw) zbywa
si¢ sfowami ,,mozna dowies¢”, ,,dowdd jest tatwy, ale bardzo zmudny” itp. PSl
biedy ze studentami lub stuchaczami kurséw kwalifikacyjnych, gdyz w dalszej
czgsci programu figuruja odpowiedﬂie pojecia algebraiczne (struktury ilorazowe)
i na przyklad wykazanie lacznosci pierwszego z opisanych dziatan mozna odtozyé
do czasu, gdy wykaze sig, ze Z, jest izomorficzne z Z/6Z.

Opisany poniZej sposdb jcst w kazdym razie nie rachunkowy, a pogladowy.
Najpierw przygotowujemy nozyczki. Nastgpnie na papierze (lepiej na kartonic)
rysmemy 2 kopie tabelki naszego dzialania. Pierwsza z nich rozcinamy na paski
poziome, druga na pionowe.
Teraz:

1) dla kazdego x € X uktadamy rz¢dy pierwszej tabelki w takim porzadku,

w jakim ich naglowki wystepuja w x-owej kolumnie drugiej tabelki, oraz

2) kolumny tabelki drugiej ustawiamy w takim porzadku, jak ustawione sg ich
naglowki w x-owym rzedzie pierwszej tabelki.

Sprawdzamy, czy otrzymane w punkcie 2 i 3 tablice sg identyczne. Jeéli tak jest
przy kazdym x € X, to dzialanie jest lqczne

Dowoéd: W nie pocigtej tablicy na miejscu (i, f) stoi iloczyn x;x; (J' -ty element
przez j-ty). W-utozonej tak jak w punkcie 1) na tym miejscu pojawia si¢ (x;x)x;,
a na sposob 2) x; (xx,).

Przyktad 1. Mnozenie w ciele siedmioelementowym: niech x = 2: Przyklad 2. (Nieabelowa grupa szescioelementowa); wezmy x = d:
01234 56 5 & 2456135 Oabcede .

00000000 wiersze ustawiamy 00000000 00abcecde wiersze ustawiamy ddcealb
10123456 w kolejnosci 22 46035 aab0dec w porzadku eedcbhal
B R R 2461385 40415263 bbOaecd decbhb0a ccedlba
3036 251 4 z 60654321 rccedlbag bbOaecd
40415263 0= 23 Sax ddciealh 00abcde
SB531 642 30362514 eedchbual : aab0dec
60654321 50531 642 B e

g2 3456 02 462185 0 0-abeide kolumny ustawiamy ddecealhb
00000000 kolumny ustawiamy 00000000 aabOdec w porzadku eedchal
0123356 w kolejnosci- 20246135 bbh0aecd dcealb ceced0ba
20246135 0246135 g 40415263 cced0ba bbO0aecd
30362514 60654321 ddcealb 00abcde
4041526313 10123456 eedcbad aab0dec
50531642 30362514

6 b o432 ] S0.531 642



Ustalanie zapasOw czesci zamiennych do maszyn rolniczych
metodg Monte Carlo

Dr Krzysztof MIKUCKI

Podczas eksploatacji maszyn rolniczych niektore elementy tych maszyn ulegaja uszkodzeniom,
ktoérych naprawa odbywa si¢ przez wymiane uszkodzonego elementu na nowy. Wiasciwy
przebieg eksploatacji ustalonej grupy maszyn rolniczych danego rodzaju wymaga zapewnienia
odpowiedniej liczby elementéw wymienianych w czasie eksploatacji. W tym celu nalezy
opracowac wlasciwg metode ustalania zapasoéw czgsci zamiennych. Metoda ta powinna
uwzglednia¢ losowa zmiennos¢ liczby wymian elementu w ciggu sezonu agrotechnicznego.
Badania statystyczne wykazuja, ze liczb¢ wymian elementu w ciggu sezonu agrotechnicznego
mozna opisa¢ za pomoca dyskretnej zmiennej losowej.

Wprowadzamy nastgpujace wielkosci:

N'— liczba maszyn danego rodzaju,

X — dyskretna zmienna losowa opisujgca liczbe wymian elementu w jednej maszynie w ciggu
sezonu agrotechnicznego.

f — prawdopodobienstwo tego, ze czgsci zamiennych wystarczy.

Niech 3

m PX=x)=p; dla i=12,..,r

przy czym rozpatrujemy tylko te wartosci x;, dla ktorych p; > 0.

r
Oczywiscie Y pi = 1. .
i=1
Niech X, X, ..., Xx beda niezaleznymi dyskretnymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
okreslonym wzorem (1). Wowczas zmienna losowa Yy okreslona wzorem:

: N
) “Ye= 3 X
i=1
stanowi probabilistyczny model zapotrzebowania na czesci zamienne dla N niezaleznie
pracujgcych maszyn rolniczych. '
Do wyznaczania zapasow cze$ci zamiennych stosujemy nastepujacy wzor

3) zg =min {k: P(¥Yn< k)= ).

A Wigc zapas z3 czedci zamiennych potrzebnych na jeden sezon do N maszyn rolniczych przy
prawdopodobienstwie wystar¢zalnosci f roOwny jest najmniejszej wartosci k, dla ktorej
prawdopodobieristwo zdarzenia polegajacego na tym, ze zapotrzebowanie ¥y nie przekroczy
wartosci k jest co najmniej rowne prawdopodobienistwu wystarczalnosci . Efektywne
wykorzystanie formuly (3) w praktyce wymaga znajomosci prawdopodobienstw P(Yy < k).
W tym celu musimy wyznaczy¢ rozklad prawdopodobienistwa zmiennej losowej Y.
Wyznaczenie rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej ¥x'metodami analitycznymi
w ogolnym przypadku nie jest mozliwe. Dlatego tez w takiej sytuacji nalezy zastosowa¢ metode
Monte Carlo, o ktérej w Delcie pisat w 1977 r. R. Zielinski. Istotg zastosowania tej metody
omowimy na przykladzie. Za pomoca metod statystycznych wykazano dla wybranego elementu
kombajnu zbozowego, ze zmienna losowa X ma taki rozktad prawdopodobieristwa, jaki
przedstawiony jest w zamieszczonej obok tabeli 1.
Zalozmy, ze w celu oszacowania wartosci prawdopodobienistw P(Yy = k) oraz P(Yy < k)
metoda Monte Carlo potrzebowaé bedziemy L = 10 realizacji zmiennej losowej Yy. Zalozmy
rowniez, ze grupa kombajnow skiada si¢ z N = 2 egzemplarzy. Ze sposobu okreélenia zmiennej
Rictiran. s i losowej ¥y wnioskujemy, ze do otrzymania 10 realizacji zmiennej losowej Y; potrzeba 20

T i e realizacji zmiennej losowej X. W tym celu tworzymy przedzialy:

5 2 rserbas sl A = (0; 0,88]

Al et (0988; 0!94}

AJ e (0J94y I!m]
Nastepnie za pomoca tablicy liczb losowych tworzymy ciag ztozony z 20 realizacji zmiennej
losowej o rozkladzie rownomiernym na odcinku (0,1). Niech to bedzie nastgpujacy ciag: 0,70,
0,81; 0,96; 0,85; 0,32; 0,48; 0,02; 0,17; 0,37; 0,01; 0,94; 0,38; 0,89; 0,48; 0,25; 0,79; 0,83;
0,39; 0,61; 0,79. Reaiizacje zmiennej losowej X tworzymy badajac warunek przynaleznosci
kolejnych wyrazow ciagu do przedzialow A4,, A,, A;. Jezeli wyraz ciagu nalezy do przedzialu A4,,
to realizacja zmiennej losowej X rowna sig¢ 0; jezeli do A,, to realizacja wyniesie 1; jezeli nalezy
do A;, to realizacja rowna sig 3.
Powyisze postepowanie spowoduje otrzymanie nastepujacego ciagu realizacji zmiennej losowej X:
0,0300000,00,1,0,1,0,0,0,0,0,0, 0.

Tabela 1. Rozklad ;}rawdopudubieﬁstwa
opisanej w tekicie zmiennej losowej X
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Tabela 2. Rozklad zmiennej ¥; (wyniki
z komputera wg metody Monte Carlo)
P(Y, = 0) = 0,775, P(¥; = 0) = 0,775
P(Y; = 1) = 0,095, P(Y; < 1) = 0,870,
P(Y: = 2) = 0,005, P(Y; < 2) = 0,875
P(Y; = 3) = 0,120, P(¥; = 3 =0,995
P(¥; = 6) = 0,005, P(¥Yy=6)=1

Tabela 3. Rozklad zmiennej Y3 (wyniki
dokladne)
P(Y: < 0) = 0,7744
P(Y; = 1) = 0,8800
. P(¥; = 2) = 0,8836
P(Y; = 3) = 0,9892
P(Y, = 4) = 0,9964
P(Y; = 6) = 1,0000

Tabela 4. Zapas czedci zamiennych

f# = 0,90
N . g
2 3
3 3
4 3
5 4
6 S 4
7 4
B 4
9 4
10 6
11 6
12 7
13 7
14 7
15 7

Nast¢pnie sumujemy kolejne pary wyrazow ciagu realizacji zmiennej losowej X i w ten sposob
otrzymujemy realizacje zmiennej losowej ¥,. Jest to nastepujacy ciag realizacji zmiennej

" losowej Y,

0,3,00,01,1,0.00.
Za pomocy czgstosci wzglednej szacujemy prawdopodobienstwa :
Pl =0), P =1: PYs) = 3%
Otrzymujemy
PiY; =0) =07, BV =:1y=0.2, P, =3)=0,1.
Mamy zatem:
P(Y;<0)=0,7, P(Y>< 1) =09, Pl¥s s 3) =11

Zgodnie z wzorem (3) dla prawdopodobienstwa wystarczalnosci # = 0,8 otrzymujemy zapas
czesei zg = 1, natomiast dla f = 0,95 jest zg = 3.

Nalezy stwierdzi¢, ze w powyzszym przykladzie przyjeta liczba realizacji zmiennej losowej Y3

Jest zbyt mala, aby stosunkowo dobrze oszacowa¢ prawdopodobienstwa P(Y, = k) oraz

P(Y; < k). Dlatego tez tego typu obliczenia przeprowadza si¢ na komputerze i wowczas
przyjmujemy duzg liczbg realizacji zmiennej losowej Yy, rzedu 200 i wiecej. Powyzszy przyklad
zostal zrealizowany rowniez na komputerze ODRA-1305 (w Instytucie Budownictwa, Mechanizacji
i Elektryfikacji Rolnictwa) dla liczby realizacji L = 200.

Otrzymane oszacowania prawdopodobienstw opisuje zamieszczona obok tabela 2.

A wigc w tym prostym przypadku wyniki odnosnie zapasu sg identyczne zaréwno przy
obliczaniu za pomoca komputera, jak i bez niego. Warto tutaj zauwazy¢, ze dla zmiennej losowej
Y, mozna tez fatwo wyznaczy¢ rozklad prawdopodobienstwa metodami analitycznymi, bez
uciekania si¢ do metod Monte Carlo.

A mianowicie

P(Y, =0) = P(X, =0): P(X; =0) = 0,88-0,88 = 0,7744:

P(Y, = 1) = P(X, =0) P(X; 1)+ P(X, = 1) P(X, = 0) = 20,0528 = 0,1056;
P(Y,=2)=PX, =1): P(X, = 1) = 0,06 0,06 = 0,0036;

P(Y: =3) = P(X, = 0): P(X; = 3) + P(X, = 3): P(X, = 0) = 0,1056;

P(Y,=4)= P(X, =1)- P(X> = 3) + P(X, = 3): P(X, = 1) = 0,0072;

P(Y, = 6) = P(X, = 3) P(X; = 3) = 0,0036. : . -
Analityczne wyznaczanie prawdopodobieristw P(Yy = k) oraz P(Yy < k) znacznie si¢ komplikuje
dla duzych N. Dlatego tez w takich przypadkach jedynym efektywnym sposobem postepowania
jest metoda Monte Carlo. W tabeli 4 prezentujemy uzyskane z komputera za pomocg metody
Monte Carlo wyniki dotyczace zapasow czeici zamiennych dla f = 0,90 oraz N = 2, 3. ..., 15

w odniesieniu do rozwaZanego w-poprzednim artykule (,,Delta” 6/1981) elementu kombajnu
zboiov}ego. :
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Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 265. Wewnatrz kwadratu lezy pewna liczba odcinkéw o korcach na obwodzie kwadratu.
Suma diugosci odcinkow wynosi 3. Wykaza¢, ze gdy r < 1/8, to w kwadracie tym mozna
zmiesci¢ kolo o promieniu r nie przecinajace zadnego z danych odcinkow.

Rozwiazanie na str, 12

M 266. Wykazac, ze w wypuklym n-kacie 4, A, ... A, moina znaleZé n-2 takich punktow
B, ..., By_y, ze kaidy trojkat A4, A; A; zawiera dokladnie jeden z wybranych punktow.,
Rozwiazanie na str, 12

M 267. Szachista gra dla treningu co najmniej jedng parti¢ dziennie, nie wigcej jednak niz 12
partii na tydzien. Wykazac, ze mozna znale#¢ kilka (kilkanascie) kolejnych dni, w ktérych
facznie zagrat 20 partii.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 96. Na idealnie gladkiej powierzchni stolu spoczywa klocek o masie m. Do klocka
przytwierdzona jest niewazka sprezyna o stalej sprezystosci k. W pewnej chwili za koniec
sprezyny zaczeto ciagnac ze stala predkoscia v (rys. 1). Znalez¢ maksymalne wydluzenie
sprezyny.

(W. Zielicz)
Rozwigzanie na str, 7




Rodzaj ruchu zwany cieplem

Dr Krzysztof SZYMBORSKI

Niewiele dziedzin fizyki miato histori¢ tak barwna i bogata a na dzieje mysli
ludzkiej wywarlo wplyw tak doniosty, jak nauka o cieple. Wspolczesna
termodynamika, gdy rodzita si¢ w drugiej potowie XVIII stulecia, byla wiedza
na wskros praktyczna — Benjamin Thompson, juz jako hrabia Rumford, swe
stynne doswiadczenia podwazajace teorig cieplika prowadzit przy wierceniu luf
armatnich w monachijskim arsenale; maszyna parowa Jamesa Watta, ktéra
wywotata rewolucj¢ w przemysle, byla tworem rzemiesinika, a na naukowe
wyjasnienie zasady jej dziatania czeka¢ trzeba byto jeszcze wiele lat. Z drugiej
natomiast strony, owa tak praktyczna dziedzina wiedzy zrodzita najbardziej
wyrafinowane problemy teoretyczne, jakie znala fizyka XIX wieku. Problemy,
dodajmy, nie tylko rachunkowe i koncepcyjne, lecz wrecz Swiatopogladowe.
Mozna bez zadnej przesady powiedzie¢, ze termodynamika — ktorej badaniu
poswigcit si¢ Max Planck — byla ta dZwignia, ktora poruszyta szacowny gmach
klasycznej newtonowskiej fizyki, doprowadzajac do jego zawalenia.

Wiek XIX byt w fizyce wiekiem termodynamiki. Wéwcezas to dojrzato pojecie
energii i sformulowana zostala zasada jej zachowania, czyli pierwsza zasada
termodynamiki. Byla to niezmiernie wazna zasada porzadkujgca spory obszar
wiedzy, jednak plodniejsza w konsekwencje okazatla si¢ druga zasada, znana w
wielu sformutowaniach a stanowigca na pozor jedynie pewne ograniczenie
pierwszej. Gdy bowiem pierwsza glosila — mdwiac najogélniej — ze praca moze
by¢ zamieniona na ciepto i odwrotnie, druga zasada precyzowala warunek
konieczny, by 6w odwrotny proces zamiany ciepla na pracg mogt zajsé. Jest on
mozliwy tylko wowczas, gdy w jego toku cieplo przekazywane jest od ciata
cieplejszego do chlodniejszego. To na pozdr oczywiste spostrzezenie, oczywiste
wobec naszego codziennego doswiadczenia, ktore jest ostojg zdrowego rozsadku,
sformutowane jako podstawowe prawo fizyki okazato si¢ wlasnie ta bombg z
opo6znionym zaplonem, ktora rozsadzita klasyczna fizyke.

Jak wspomnialem, druga zasada termodynamiki doczekatla si¢ licznych
sformutowan, ktérych samo omdwienie wymagatoby osobnego artykutu. Tu nie
bede takiej proby podejmowac. Przypomne tylko, Ze jest ona rownieZz zwana
Zasadg Carnota. Dlaczzgo? Kim byl Nicolas Léonard Sadi Carnot i jaka rolg
odegral w rozwoju termodynamiki? Sprobuje krétko odpowiedzieé na te pytania.

Sadi Carnot urodzit si¢ 1 czerwcal796 r. w palacu Petit-Luxemburg, w ktoérym
mieszkal — jako cztonek Dyrektoriatu — jego ojciec Lazare Carnot. Zaréwno
Sadi jak i jego mlodszy brat Hyppolyte otrzymali bardzo staranne '
wyksztalcenie w zakresie matematyki, fizyki, nauk przyrodniczych, a takze
jezykow i muzyki. W 1812 r., w roku niefortunnej wyprawy Napoleona na
Moskwe, Sadi Carnot wstepuje do elitarnej Szkoty Politechnicznej, w ktorej
wykladajg w tym czasie uczeni tej miary, co Poisson, Gay Lussac, Ampére i
Arago. W 1814 jako ochotnik, walczy u wrét Paryza z nacierajacymi wojskami
Sprzymierzonych. Nie przeszkadza mu to wszakze w tymze roku ukonczyé¢ Ecole
Polytechnique z szdsta w swej klasie lokata. Dalsze, dwuletnie studia z zakresu
inzynierii wojskowej odbywa w Metz. Z tego okresu pochodza jego pierwsze,
niestety zaginione, publikacje naukowe. Czasy, szczegdlnie dla Francji, byly
burzliwe. Napoleon, zestany na Elbg, powraca do Paryza, by jeszcze przez sto
dni wlada¢ krajem. Swym ministrem spraw wewngtrznych mianuje na ten czas
Lazare’a Carnota. Sprawia to, rzecz jasna, ze Sadi staje si¢ przedmiotem
szczegolnej faskawosci swych zwierzchnikow. Na krotko. W pazdzierniku 1815
stary Carnot skazany zostaje na wygnanie, co nie przeszkadza jednak — coz za
tolerancja! — jego starszemu synowi ukonczy¢ w rok pozniej uczelni wojskowej
i rozpoczgc stuzby w pulku inzynieryjnym w Metz.

Reputacja ojca utrudnia mu poczatkowo karierg. Przerzucany z garnizonu do
garnizonu traci czas na nudne, rutynowe prace inwentaryzacyjne. W 1819 r.
udaje mu si¢ jednak przenies¢ do Paryza, gdzie natychmiast zwalnia si¢ na
bezterminowy urlop z czynnej stuzby i rozpoczyna dalsze studia. Interesuje go
wlasciwie wszystko, lecz szczegolnie fascynuje go zagadnienie rozwoju
przemystowego i ekonomia polityczna — pracuje nawet nad projektem reformy
systemu podatkowego.
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Te chyba wlasnie gospodarcze zainteresowania sprawiaja, ze spotyka si¢ z maszyna
parowa. Stopniowo ta nowa pasja pochlania go coraz bardziej. Gdy po $mierci
ojca jego brat Hyppolyte wraca z Magdeburga do Paryza, zastaje Sadiego przy
pracy nad ksiazka. Ma to by¢ ksiazka zrozumiala tez dla laikow, wiec Sadi
zmusza swego brata do przeczytania r¢kopisu i przeredagowuje jego bardziej
zawile fragmenty. W czerwcu 1824 r. dzielo: ,,Refleksje nad sita motoryczna
ognia i nad maszynami stosownymi dla wyzyskania tej sity”” (,,Reflexions sur la
puissance motorice du feu et sur les machines propres a développer cette
puissance’) ukazuje si¢ drukiem i zostaje dobrze przyjete przez srodowisko
naukowe. Dobrze przyjete, to nie znaczy — zrozumiane. Zrozumiane i docenione
napragyde zostanie znacznie pozniej. Carnot zyskuje reputacje ,,budowniczego
maszyn parowych”, cho¢ nie zachowaly si¢ zadne dowody $wiadczace o tym, ze
zajmowal si¢ jakakolwiek praktyczna dzialalnoscia na tym polu. Raczej
interesuje go istota zjawiska, sama teoria ciepla.

Nig tez gtownie zajmuje si¢, przerywajac jedynie na rok swe badania, gdy w
1827 r. reorganizacja korpusu sztabu generalnego zmusza go do powrotu do
stuzby wojskowej. Wnet jednak zwalnia sig, tym razem na zawsze z wojska i juz
bez reszty poswigca si¢ nauce. W 1831 rozpoczyna badania fizycznych wlasnosci
gazow i1 par, w szczegodlnosci zwiazkdéw pomigdzy temperatura a cisnieniem.
Weczesnym latem 1832 zapada jednak na szkarlatyng, potem na ,,goraczke
mozgowa”’, by wreszcie w sierpniu zarazic si¢ cholera. Wycienczony
wezesniejszymi chorobami-organizm broni sig¢ zaledwie jeden dzien. Sadi Carnot
umiera 24 sierpnia 1832 r. w wieku 36 lat.

Niewiele z tego, co pisal, przetrwato — poza ,,Refleksjami” liczacymi 118 stron
druku, dwudziestostronicowy manuskrypt pracy ,,Badania nad wzorem
wlasciwie przedstawiajagcym sile motoryczna pary wodnej”, troch¢ notatek

i thumaczenia Jamesa Watta. Reszte, zgodnie z obyczajem, spalono po jégo

- $mierci. Juz w — pochodzacych przypuszczalnie z 1823 r. — ,,Badaniach™ Carnot

poszukujac takiej ogélnej formutly, ktéra okreslalaby ilos¢ pracy, jaka wykonaé
moze 1 kilogram pary wodnej, postuguje si¢ modelowym cyklem pracy maszyny
parowej, w ktérym to cyklu po izotermicznym rozprezeniu gazu nastgpuje
rozprezanie adiabatyczne, a wreszcie izotermiczne sprezanie. Nie jest to jeszcze
peten cykl. Dopiero uzupetnienie go o czwarty etap adiabatycznego sprezania
(Carnot wprowadza te poprawke w swej jedynej opublikowanej pracy — w
,.Refleksjach ...”") sprawia, Ze gaz zndw ogrzewa si¢ do swej poczatkowej
temperatury i cykl zostaje zamknigty. Jest to ,,cykl Carnota”.

Dzielo Carnota, niemal nie dostrzezone przez wspolczesnych, docenione zostato
dopiero okolo 1850 roku przez Williama Thomsona (pozniejszego Lorda
Kelvina) i Rudolfa Clausiusa. Jego wartos¢ polegala na przyjeciu wlasciwego
systemu pojgé, na przeniesieniu rozwazan o cieple na skalg¢ makroskopowa, na
sformulowaniu wnioskow o duzej ogdlnoséci. Czemu zatem nie doceniono od razu
wagi jego pracy? Na to odpowiedzie¢ trudno. By¢ moze, migdzy innymi, dlatego,
ze cho¢ wnioski jego byly ogolne i wynikaly z logicznych przestanek, okazalo sie,
ze to wszystko, czego Carnot dowodzi, konstruktorzy maszyn parowych wiedzieli
juz z praktyki.

Teoretyczne znaczenie rozwazan Carnota moze dlatego nie spotkalo sig ze
zrozumieniem, Zze postugiwal sie on koncepcja ciepla, ktora wkrotce okazata sie
anachroniczna. W ,,Refleksjach™ cieplo jest niezniszczalna, bezbarwna substancja,
ktéra ,,przelewajac” si¢ z jednego ciala do drugiego moze wykonac pracg. Pod
koniec zycia, jak swiadcza o tym odnalezione w 1878 r. notatki, Carnot sktaniat
sie ku nowej kinetycznej teorii, w mysl ktorej ciepto bylo forma ruchu materii.
Swych rozwazan przedstawionych w ,,Refleksjach” juz jednak nie przetlumaczy}
na jezyk pojeciowy nowej teorii.

Na koniec pytanie najbardziej chyba zasadnicze — co w pracy tego czlowieka,
ktory dowiodt, ze ,,wydajnosé pracy jakiejkolwiek idealnej maszyny cieplnej
zalezy tylko od roznicy temperatur ciata oddajacego i ciala pobierajacego ciepto”
bylo tak rewelacyjne, ze az podwazylo fundamenty fizyki! Wiele jest przyktadow
na to, ze najbardziej donioste sa konstatacje najprostsze. A taka bylo przyjecie
przez Carnota zalozenia, ze cieplo przeptywac moze tylko z ciala cieplejszego do
chlodniejszego. Niby oczywiste, lecz w mysl klasycznej mechaniki

newtonowskiej kazdy proces fizyczny mozna, w zasadzie, odwroci¢. Nie ma.
wsrod jej praw takiego, ktore mogloby wykluczyé¢, ze jesli mozliwa jest w przyrodzie
jakas zmiana, to 1 mozliwa jest zmiana dokladnie odwrotna. Takie prawo trzeba
bylo w konstrukcje klasycznej fizyki wbudowac i wynikly z tego powaine
komplikacje. To juz jednak zupetnie inna historia ...
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