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Przyszla historia Wszechswiata

Dr John K. LAW RENCE (Stany Zjednoczone)
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Od tysiacleci astronomowie i filozofowie zadaja sobie pytanie, czy przestrzen rozciaga sie w
nieskonczonosc, czy tez istnieje jakas jej granica. Odkad odkryto rozszerzanie sie
Wszechswiata, przed kosmologia pojawil sie takze problem czasu; czy mial on poczatek i czy
bedzie mial koniec?

W latach dwudziestych, uzywajac Z,5-metrowego teleskopu um.ieszczonego na Mount Wilson,
Edwin Hubble i Milton Humason odkryli, ze dalekie galaktyki oddalaja sie od Ziemi z
predkoscia proporcjqnalna do ich odleglosci od nas. Gdy sledzimy ten ruch wstecz· w czasie,
mówi on nam, ze cala materia Wszechswiata rozprzestrzenia sie ód jednego zdarzenia
o charakterze kataklizmu, zwanego "wielkim wybuchem", które zaszlo okolo 15 mld lat temu .

.Wydarzenie to wyznacza chwile, sprzed której nie dociera do nas ,zadna informacja. Odkrycie
Hubble'a i Humasona oznacza zatem; ze w skonczonej przeszlosci nastapil pewien rodzaj
"stworzenia" .

Dzieki' postepowi 'techniki obserwacyjnej mamy coraz lepsze wyobrazenie o,przeszlosci. Mozemy
dzisiaj wykrywac obiekty znajdujace sie dalej niz 10 miliardów lat swietlnych. Poniewaz swiatlo
nie rozchodzi sie natychmiastowo, lecz z predkoscia "tylko" 3000ÓO km/s, spojrzenie
w przestrzen jest równiez spojrzeniem w przeszlosc. Znaczy to, ze widziiny te obiekty w bardzo

wczesnej fazie rozwoju Wszechswiata, Aby zobaczyc "przyszla historie", potrzebujemy innego
typu przyrzadu: ludzkiego umyslu.

Dla przewidywania p~zyszlosci budujemy teoretyczne modele Wszechswiata~ Zawieraja one

prawa fizyki w posta~i zaleznosci matematycznych. Jesli uwzglednimy przeszly i obecny stan
Wszechswiata, to równania powiedza nam, jak Wszechswiat bedzie rozwijal sie w przyszlosci.

Dla modeli kosmologicznych najwazniejszymi prawaIfli fizyki sa prawa grawitacji. W roku 1916

Albert Einstein opisal grawitacje nie jako sile miedzy masami; lecz jako, rzeczywista deformacje
geometrii przestrzeni i czasu, w których poruszaja sie wszystkie ciala. Z tego punktu widzenia
orbita planet.y wokól Slonca nie jest zakrzywiona droga w,"plaskiej'; przestrzeni, lecz linia
geodezyjna w "zakrzywionej" czasoprzestrzeni. '

Jesli wplyw. grawitacji na zachowanie materii w skali kosmicznej jest dominujacy ijesli
grawitacja jest wlasnoscia geome!rii albo "ksztaltu" czasoprzestrzeni, to narzuca sie pytanie,
jaki móglby byc "ksztalt" Wszechswiata. Nie interesuja nas male znieksztalcenia geometrii przez
pojedyncze gwiazdy lub galaktyki, lecz calosciowy ksztalt Wszechs\yiata.W podobnym sensie,
abstrahujac od istnienia gór i dolin,pytamy, czy Ziemia jest kula.

W celu zmniejs2;enia ilosci mozliwych ,;ksztaltów" do rozsadnej liczby, dokonamy
upraszczajacego zalozenia o podstawowej wlasnosci Wszechswiata'; Zalozenie to nazywa sie
"zasada kosmologiczna" i mówi; ze geometria Wszechswiata, w danym momencie, musi wygladac

tak samo dla wszystkich obserwatorów, niezaleznie od ich polozenia. Jesli przyjmiemy to
ograniczenie, to pozostaja tylko trzy mozliwe ksztalty Wszechswiata.

Jednym z mozliwych jest ksztalt wszechswiata zamknietego. Jest on analogiczny do
powierzchni kuli, ale -zdodanym jeszcze jednym wymiarem (rys. l). Mówimy, ze w,szechswiat

ten ma geometrie trójwymiarowej powierzchni (sfery) czterowymia~owej hiper~uli. Jak w,idac na
rys. l taki wszechswiat zamyka sie w sobie. Zawiera on skonczona "ilosc przestrzeni" (jest

ograniczony), 'ale nie ma brzegu. Ponadto jego geometria wyglada tak samo ze wSlystkich
punktów. Wreszcie zauwazmy, ze w takim wszechswiecie wszystkie linie geodezyjne lezace w
jednej plaszczyznie przecinaja sie.

Drugi mozliwy ksztalt jest "otwarty". Jego dwuwymiarowym odpowiednikiem jest powierzchnia
przypominajaca ksztaltem siodlo pokazane na rys. 2. Wszechswiat ten musi byc nieskonczenie
wielki, aby nie miec brzegu (który naruszylby zasade kosmologiczna, poniewaz obserwatorzy
blisko brzegu widzieliby obraz znacznie rózniacy sie od widzianego z dala od brzegu).

W tym wszechswiecie istnieja geodez.yjne, które lezac w jednej plaszczyznie nie przecinaja sie.
Geodezyjne takie rozbiegaja sie w nieskonczonosci.

Trzeci przypadek (rys. 3) jest posredni miedzy dwoma pierwszymi. Geometria takiego
wszechswiata w ogole nie jest zakrzywiona, lecz jest "plaska" lub euklidesowa. Musi on byc

przy tym nieskonczenie wielki, aby nie mial brzegu, a odleglosc miedzy dwiema nie

przecinajacymi sie geodezyjnymi lezacymi w tej samej plaszczyznie (liniami równoleglymi) jest
wszedzie taka. sama.
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Rys. 1. Powierzchnia kuli jest

dwuwymiarowym odpowiednikiem

zamknietego wszechswiata Friedmana

Rys.). Dwuwymiarowy odpowiednik

wszechswiata plaskiego

Linie geodezyjne na powierzchni odgrywaja
analogiczna role do prostych na

plaszczy;inie. Definicje oraz ciekawe

wlasnosci geodezyjnych znajdzie Czytelnik
w artykule "O powierzchniach i liniach

geodezyjnych" (Delta 2/1981).

Rys. 2. Dwuwymiarowy odpowiednik
-otwartego wszechswiata Friedmana



Rys. 4. Skala wszechswiata zmienia sie
w czasie na rózne sposoby. w zaleznosci od
uzytego modelu friedmana

Ostatnie eksperymenty wykazuja;. ze
neutrina, czastki uwazane dotychczas za
bezmasowe, moga miec niewielka mase
(ok. 0,5 eV). Ich gestosc we Wszechswiecie
jest tak duza. ze nawet znikoma masa
wystarczylaby do przekroczenia gestosci
krytycznej. Szczególy znajdzie Czytelnik
w artykule ••Czego nie wiemy o
neutrinach?" (Delta 511981).
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Kiedy Einstein po raz pierwszy próbowal budowac modelowe wszechswiaty wykorzystujac
swoja teorie, stwierdzil, ze nie moga one trwac w spokoju, lecz musza rozszerzac sie albo
zapadac. Wydawalo mu sie to tak absurdalne, ze zmienil swa teorie, aby dopuscic istnienie
Wszechswiata statycznego. Modele rozszerzajacego sie Wszechswiata zostaly potraktowane
bardziej powaznie przez"matematyka rosyjskiego, Aleksandra Friedmana, który w 1922 L,
na krótko przed smiercia, opublikowal swa pierwsza prace. Dlatego tez modele
ekspandujacych wszechswiatów, które bedziemy tu rozwazac, nosza nazwe modeli Friedmana.

Rozszerzajacy sie Wszechswiat

Podczas gdy w Europie rozwijano teorie, amerykanscy astronomowie odkrywali, ze
Wszechswiat rzeczywiscie sie rozszerza. Praca ta doprowadzila do slynnego artykulu Hubble'a

z 1929 L, w którym wykazal, ze swiatlo dalekich galaktyk jest "poczerwienione" (ma wieksza
dlugosc fali) o wielkosc proporcjonalna do odleglosci tych galaktyk. To przesuniecie ku
czerwieni jest spowodowane oddalaniem sie galaktyk od nas, podobnie jak obniza sie ton
gwizdka lokomotywy oddalajacego sie pociagu. Jesli przyjmiemy te interpretacje, to wynika
z niej, ze zyjemy w któryms z ekspandujacych wszechswiatów opisanych przez Friedmana.

Jezeli Wszechswiat rozszerza sie i jesli wystepuje wzajemne przyciaganie grawitacyjne calej
materii, pojawia sie nowe pytanie. Czy Wszechswiat bedzie ekspandowal zawsze, czy tez
grawitacja spowoduje jego zahamowanie i zapadniecie sie. Odpowiedz na to pytanie zalezy od
tego, który z wyzej opisanych modeli pasuje do rzeczywistego Wszechswiata (trzy mozliwe
przypadki pokazane sa na rys. 4). Wedlug Friedmana ksztalt Wszechswiata nie ulega zmianie,
zmienia sie jedynie jego calkowity rozmiar albo skala. W momencie wielkiego wybuchu rozmiar
wynosil zero, a w chwili obecnej powieksza sie. W przypadku Wszechswiata zamknietego
osiagnie on maksymalna wielkosc, a potem zmaleje do zera. Teoria Einsteina mówi, ze jesli
Wszechswiat jest zamkniety, gestosc materii musi byc wieksza od krytycznej gestosci równej
ok. 10-29 g/cm'. Oznacza to, po prostu, ze zamkniecie geometrii Wszechswiata wymaga
pewnej minimalnej masy. Ta krytyczna gestosc jest taka sama, jaka jest potrzebna, aby
grawitacyjnie zatrzymac i odwrócic ekspansje. W przypadku Wszechswiata otwartego
rozszerzanie sie nigdy nie ustaje. Przypadek ten zachodzi, kiedy gestosc masy jest mniejsza niz
gestosc krytyczna. W przypadku plaskim ekspansja ustaje po nieskonczonym czasie, a to wymaga
gestosci masy dokladnie rcwnej wartosci krytycznej.

Nie wiadomo jeszcze, który z tych trzech modeli (i czy którykolwiek) opisuje rzeczywisty
Wszechswiat. Proponowano wiele sposobów wybrania sposród nich wlasciwego modelu.
Jednym z nich jest okreslenie calkowitej gestosci materii. Ostatnie pomiary, choc nie
rozstrzygajace, wskazuja, ze gestosc jest 10 do 100 razy mniejsza niz gestosc krytyczna. Jesli
okazaloby sie to prawda, znaczyloby, ze Wszechswiat jest otwarty, nieskonczenie wielki
i wiecznie ekspandujacy.

Diagramy Hubblc'a

z

2

Niedzwiedzica

2

odlegl'osc w miliardach

lat swietlnych

Rys. 5. Diagram HuhbJc'a

przedstawiajacy przesuniecia ku czerwieni

i odleglosci gromad galaktyk z rói.nych
gwiazJozbiorów

W naszym artykule spogladalismy dotad na Wszechswiat w sposób abstrakcyjny, tak jak bysmy
byli poza nim i spogladali na niego "z zewnatrz". Zastanówmy sie jednak, jak wygladaloby
nasze zycie w róznych mozliwych wszechswiatach w róznych chwilach czasu. Wszechswiat

widziany od wewnatrz moze byc w danym momencie scharakteryzowany przez tzw. diagram
Hubble'a. Aby uzyskac taki diagram wykonujemy obserwacje duzej liczby galaktyk
znajdujacych sie w róznych odleglosciach od Ziemi. Kazda galaktyka jest reprezentowana na
wykresie przez punkt, którego rzedna jest okreslona przez "poczerwienienie", a odcieta przez
odleglosc galaktyki od nas. Na niewielkich odleglosciach galaktyki beda ukladac sie wzdluz
linii prostej zgodnie z odkryciem Hubble'a. Na rys. S pokazany jest taki diagram.

Bardzo odlegle galaktyki beda sie odchylac od linii prostej pokazanej na rys. S, poniewaz
pojawia sie efekty "krzywej geometrii" i zmieniajacej sie skali Wszechswiata. Aby to
zrozumiec, musimy przeanalizowac pojecia "poczerwienienia" i "odleglosci".

Poczerwienienie jest okreslone przez liczbe z, która jest stosunkiem wzrostu dlugosci fali w czasie
jej podrózy na Ziemie do jej poczatkowej dlugosci. Przesuniecie ku czerwieni zinterpretowalismy
jako skutek oddalania sie galaktyk. Dla naszych obecnych celów wygodniej bedzie jednak
spojrzec na to przesuniecie w inny sposób. Kiedy swiatlo biegnie przez przestrzen, dlugosc jego
fali jest okreslona wzgledem skali Wszechswiata. Skoro wiec skala zwieksza sie lub zmniejsza,
dlugosc fali swietlnej równiez sie zmienia. Mozemy wiec wyrazic z jako wzrost rozmiaru
Wszechswiata w czasie, gdy swiatlo bieglo do Ziemi, podzielony przez rozmiar w momencie, gdy
bylo ono wyemitowane. Jesli Wszechswiat jest wiekszy w chwili obserwacji swiatla niz byl
w momencie jego emisji, mówimy, ze swiatlo jest "poczerwienione". Jesli Wszechswiat jest
mniejszy w chwili obserwacji niz byl w czasie emisji, swiatlo bedzie "przesuniete ku blekitowi"
(dlugosc jego fali zmniejszy sie). Przesuniecie ku blekitowi odpowiada ujemnym wartosciom z.
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WaLna wlasnoscia swiatla jest fakt, ze energia niesiona przez kwant swiatla (foton) jest
odwrotnie proporcjonalna do dlugosci jego fali. A wiec poczerwienione swiatlo traci energie,
a blekitniejace zyskuje. Wzrost lub zmniejszenie skali Wszechswiata powoduja równiez wzrost
lub zmniejszenie sie odleglosci miedzy fotonami w wiazce swiatla, a to pociaga za soba
zmniejszenie lub wzrost natezenia swiatla, powodujac, ze dana galaktyka przy obserwacjach
fotometrycznych wydaje sie ciemniejsza lub jasniejsza.

Na osi poziomej diagramu Hubble'a odlozone sa odleglosci galaktyk. W praktyce

astronomowie uzywaja tzw. "odleglosci jasnosciowych" - dl,. Aby zdefiniowac dl., przypuscmy,
ze mozemy obserwowac w dalekiej przestrzeni galaktyke lub inny obiekt, którego rzeczywista,
wlasna jasnosc znamy (kosmologowie obserwatorzy spedzaja wiele czasu na poszukiwaniu
takich obiektów). Mierzymy potem jasnosc widoma obiektu widzianego z Ziemi i, porównujac
obie jasnosci, mozemy obliczyc odleglosc dL przy zalozeniu, ze przestrzen jest plaska.
Zapamietajmy - im ciemniejszy jest obiekt widziany z Ziemi, tym wieksza jest jego odleglosc

4 d jasnosciowa.L

Rys. 7. Diagramy Hubble'a pla'ikicgo

wszechswiata Friedmana w róznych
chwilach

Rys. H. Diagramy Hubblc'a z~tmknietego

wszechswiata Friedmana w róznych
chwilach

Rys. 6. Diagramy liubble'a Olwartego
wszechswiata Friedmana w ró:i.nych

chwilach. Pozioma skala w dziesiatkach

miliardów b! swiei.lnych

Kilka wykresów

Wszechswiat zamkniety

Rys. 6 i 7 przedstawiaja wyniki dla wszechswiatów, odpowiednio otwartego i zamknietego, przy
uzyciu tych upraszczajacych zalozen. Wszechswiaty te sa takie, jak sie mozna bylo spodziewac,
ekspandujace, ale spowalniajace. We wczesnych chwilach galaktyki sa silnie poczerwienione.
Z uplywem czasu poczerwienienia zmniejszaja sie, dazac w koncu do stalej wartosci (zera w

przypadku plaskim). Równoczesnie galaktyki ciemnieja i ich odleglosci jasnosciowe rosna.

Trzeba podkreslic, ze na rys. 6, 7 i 8 zakladamy istnienie pewnych obiektów w bardzo duzych
odleglosciach, a wiec, ze wzgledu na skonczona predkosc swiatla, w bardzo wczesnej fazie
rozwoju. W rzeczywistosci istnieja pewne przeslanki, aby sadzic, ze nie ma obserwowalnych
obiektów z przesunieciami ku czerwieni duzo wiekszymi niz z = 3. Znaczy to, ze obiekty takie
musialyby byc widoczne tak, jak wygladaly przed powstawaniem galaktyk. Zakladamy przy
tym, ze kazdy efekt pociemnienia spowodowany przez materie miedzygwiazdowa mozemy
zaniedbac lub uwzglednic w poprawkach.

W rzeczywistym Wszechswiecie zakrzywienie geometrii i zmieniajaca sie skala wplyna na
pomiar dL. W zamknietym Wszechswiecie zakrzywienie bedzie ogniskowac promienie swietlne
i powodowac, ze galaktyki beda wydawaly sie jasniejsze, a wiec blizsze. We Wszechswiecie

otwartym - na odwrót. We Wszechswiecie rozszerzajacym sie swiatlo bedzie poczerwienione,
a wiec przycmione, jak opisano wyzej, powodujac, ze galaktyki wydawac sie beda bardziej
oddalone. W zapadajacym sie Wszechswiecie swiatlo bedzie przesuniete ku blekitowi, a galaktyki
beda wydawac sie jasniejsze i blizsze.

Rys. 8 pokazuje wyniki dla zamknietego wszechswiata Friedmana. Poniewaz wykres ten jest
dosc skomplikowany, dodano rys. 9, 10, II i 12 dla ulatwienia jego interpretacji. Te cztery
wykresy ukazuja spojrzenie ziemskiego obserwatora w kosmos w róznych chwilach. W kazdym
przypadku obserwator znajduje sie w poczatku ukladu wspólrzednych. Poczerwienione galaktyki
przedstawione sa strzalkami skierowanymi od obserwatora, natomiast galaktyki zblizajace sie,
strzalkami skierowanymi do obserwatora. Im punkt jest dalej od obserwatora, tym wieksza jest
jego odleglosc jasnosciowa; skala odleglosci jest taka sama, jak na wykresach Hubble'a
(z wyjatkiem rys. 12, gdzie skala zostala powiekszona o czynnik 4).

Mozna obliczyc, jaki jest wplyw tych wszystkich efektów na wyglad diagramów Hubble'a
wykonywanych przez astronomów w róznych chwilach w trzech mozliwych wszechswiatach.

Wyniki tych obliczen pokazane sa na rysunkach 6, 7 i 8. Na kazdym rysunku linia ciagla
oznaczono krzywe, wzdluz których ukladalyby sie galaktyki widziane przez astronoma
w pewnej konkretnej chwili. Linie przerywane pokazuja, jak zmienialyby sie polozenia
pojedynczych galaktyk na diagramie Hubble'a, jesli mozna by bylo obserwowac je przez bardzo
dlugi okres. Te teoretyczne diagramy zawieraja obiekty odlegle znacznie bardziej niz te, które
mozemy zaobserwowac. Dzisiejszy obserwacyjny diagram Hubble'a, taki jak na rys. 5, zajalby
tylko maly prostokat na kazdym z trzech wykresów, odpowiadajacy malym z i dl.. Zauwazmy,
ze w tym obszarze (i na rys. 5) linie odpowiadajace chwili obecnej i oznaczone "teraz" sa prawie
identyczne we wszystkich trzech typach wszechswiata. To wlasnie ta zgodnosc powoduje tak
wielkie trudnosci z okresleniem, który model odpowiada rzeczywistemu Wszechswiatowi.

o

z

Z

3

2

o

6

-1

Zanim przyjrzymy sie rys. 8 dokladniej, zauwazmy, ze najbardziej interesujace cechy
wszechswiata zamknietego wynikaja z dwóch powodów. Po pierwsze, Wszechswiat w tym
modelu zachowuje sie róznie w róznych chwilach, najpierw rozszerzajac sie, potem zapadajac;
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Rys. 10. Wszechswiat zamkniety ,w

momencie ósiagniecia maksymalnych
rozmiarów. Odpowiada' ta linii' C na rys. 8

Pamietajac a tych faktach, mazemy. przyjrzec sie dakladniej rysunkam. Na rys. 8 krzywa A

adpawiada abrazowi wszechswiata w mamencie wczesniejszym niz chwila abecna. Linia B
przedstawia dzisiejszy wyglad wszechswiata i ta epaka pakazana jest równiez na rys. 9.
Krzywa C ukazuje wszechswiat zamkniety, kiedy asiaga .an maksymalna skale, co. pakazane jest
równiez narys. 10. Dla bliskich galaktyk nachylenie linii C jest równe zeru, paniewaz w tej
chwili wszechswiat nie ekspanduje. Swiatla bardziej adleglych galaktyk zostala wyemitawane,
gdy wszechswiat byl mniejszy niz w mamencie abserwacji, i dlatego. jest paczerwieniane,
zakrzywiajac linie C lia góry.

inaczej niz w.pozostalych, które jedynie ekspanduja. Paniewaz swiatla biegnie ze skanczona
predkascia, abserwatar w pew.nejchwili bedzie abserwawal rózne czesci Wszechswiata takimi,
jakie byly w róznych mamentach; im dalej ad niego., tym wczesniej w czasie. A wiec w fazie
zapadania sie abserwawane beda w tym samym czasie zarówna efekty ekspansji, jaki zapadania

sie. W czasie ekspansji natamiast, abserwatar widzi wszechswiat paczerwieniany, który wyglada
bardzo. padabnie da wszechswiata atwartega lub plaskiego.. W mamencie, kiedy zamkniety
wszechswiat asiaga maksymalne rozmiary, abserwatar widzi tylko. najblizsze galaktyki jaka
statyczne. Bardziej ad legle sa ciagle paczerwieniane. Padabnie, w fazie zapadania abserwator
widzi swiatla pa bliskich galaktyk przesuniete ku blekitawi. Bardziej ad legle galaktyki,
abserwawane w punkcie zwrotnym, sa' nie zmieniane, a jeszcze dalsze, widziane w trakcie

ekspansji, sa ciagle paczerwieniane. Druga. przyczyna kamplikacji w przypadku wszechswiata
zamknietego. jest sama jego. zamknietasc. Pawaduje ana, ze promienie swietlne apuszczajace

galaktyke zbiegaja sie w punkcie "pa przeciwnej stranie" wszechswiata j. twarza w tym punkcie
abraz galaktyki, jak ta widac na rys. 14. Ze wzgledu na czas pad rózy swiatla, klóre musi
datrzec da abserwatara, takie abrazy pajawilyby sie tylko. w fazie zapadania.
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Rys. 9. ~amknjeJy wszec~swiat t'riedmana
w chwili o~ecnej. Strzalki skierowane na
zewnatrz pokazuja, ze przesuniecia ku
czerwieni sa proporcjonalne da odlegiosci.
Odpowiada to linii B na rys. 8

Rys. \11. Wszechswiat ~amkniety pa
rozpoczeciu' zapadania sie. Swiatla bliskich

galaktyk jest przesuniete ku blekitowi.
Odpowiada to krzywej D na rys. 8

o 1 dl
Rys. '12. Wszechswiat zamknie'ty 'lf chwili,
kiedy zapadajac S'le osiaga z powrotem

dzisiejsze roz~iary. Skala rysunku zostal.a
powiekszona .czterokrotnie w porównaniu

"rys. 9, lO i l!. Galaktyki-widma

oznaczone sa otwartymi kólkami"

i,przerywanymi strzalkami. Odpowiada to
linii F na rys. 8

Inna galaz krzywej E wychadzi z punktu dl. = O i z = 2 da góry. Galaktyki na tej linii nie sa
prawdziwymi galaktykami, ale pewnymi abrazami lub galaktykami "widmami". Obrazy te
twarza sie, kiedy swiatla pa przebiegnieciu calego. wszechswiata zbiega sie w anty padach
i znawu sie rozbiega. Bliski C?bseiwatar widzacy razbiegajace sie swiatla mialby wrazenie
istnienia galaktyki w punkcie wszechswiata przeciwnym da rzeczywistej galaktyki, jak tapakazanQ
na rys. 1.4. Galaktyki-widma nie pajawiaja sie, da póki wszechswiat nie asiagnie swojej
maksymalnej skali, tyle cZasu zajmuje najwczesniej wyemitawanemu swiatlu pakananie drogi da
punktu antypadalnega. Obserwatar, który znalazlby sie na antypadach, pawied:z;m)', kwazara,
mialby ciekawy spektakl.

Linia E pajawia sie jeszcze pózniej. W punkcie z = 2 zakrzywia .sie ana z pawratem da asi

dl. = O. Ta pawtórne z;tkrzywianie/pajawia sie wlasciwie dla wszystkich krzywych paczynajacad
C, ale przy zbyt duzym z, aby ujawnic sie na rysunku. Galaktyka w punkcie, gdzie krzywa
da tyka asi dl. = O, jest w zamknietym wszechswiecie w miejscu "przeciwnym" da palazenia
abserwatara; padabnie jak Biegun Paludniawy na Ziemi dlaabserwatara na Biegunie Pólnacnym.
Przez analagie bedziemy nazywali ten punkt antypadami abserwatdta. Swiatla wyemitawane
z antypadów przebyla caly wszechswiat dakala w róznych kierunkach i cale zbiegla sie znawu
w miejscu, gdzie znajduje sie abserwatar; padabnie, jak dzieje sie ta z poludnikami Ziemi,
które wychadza z Bieguna PQludniawega W róznych kierunkach i spatykaja sie znawu na
Biegunie Pólnacnym. Paniewaz cale swiatla wyemitawane przez galaktyke jest adbierane przez'
abserwatara, mówimy, ze adleglascjasnasciawa wynasi zero ..

T _-'1,d3P;~

Krzywa D i rys. 11 abrazuja wszechswiat pa mamencie, kiedy zaczal sie zapadac. Swiatla
bliskich galaktyk zostala wyemitawane w czasie, gdy wszechswiat byl wiekszy niz w chwili
ab~erwacji. Natamiast swiatla galaktyk bardziej ad leglych zasiala wyemitawane, kiedy
wszechswiat byl mniejszy niz w mamencie obserwacji, i dlatego. jest wciaz przesuniete ku
czerwieni.
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Linia F apisuje pózniejsza chwile, taka, ze skala wszechswiata jest taka sama w mamencie
emisji swiatla na antypadach i jego. adbiaru przez abserwatara. W tym czasie swiatla wszystkich
"prawdziwych" galaktyk jest przesuniete ku blekitawi. Chaciaz nie pokazana tego. na rys. 8, to.
na rys. 12 jest wyraznie widaczne, ze prawie wszystkie galaktyki pajawiaja sie z takim samym
przesunieciem ku blekitawi i w tej samej adleglasci. Wszystkie galaktyki-widma znajduja sie na
tej samej linii, na której znajduja sie abecnie prawdziwe galaktyki. W tym mamencie
wszechswiat. wyglada, w pewnym sensie, jak dzisiaj. Istnieje jednak duza liczba galaktyk
a swietle przesunietym ku blekitawi,których dzisiaj nie widac. Spodziewamy sie równiez, ze
abrazy galaktyk beda raczej nieastre ze wzgledu na adchylenie pramieni swietlnych w róznych
malaskalawych palach grawitacyjnych, przez które pramienie te przechcdzily w czasie
padrózy dookola wszechswiata.
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obserwat or

golakt yka
no antypodachI

Krzywa G odpowiada jeszcze pózniejszej chwili. Prawie wszystkie prawdziwe galaktyki sa na

dolnej czesci "niebieskiej" petli tego wykresu. Odpowiada to momentowi, kiedy skala
zapadajacego sie wszechswiata osiagnie O. Przesuniecie z = - I oznacza, ze dlugosc fali swietlnej
jest przesunieta do zera lub do nieskonczonej energii.
Dwie przerywane linie na rys. 8 reprezentuja dwie konkretne galaktyki, które sa obserwowane
przez caly czas ewolucji wszechswiata. Ich poczerwienienia caly czas sie zmniejszaja. Bardziej
odlegla galaktyka zawsze wydaje sie zblizac, nawet wtedy, gdy wszechswiat ekspanduje podczas
pierwszej polowy czasu swego zycia. Blizsza galaktyka poczatkowo zbliza sie, potem przez
pewien czas oddala, a potem znowu sie zbliza. Zauwazmy, ze obie te galaktyki w czasie
ekspansji sa przesuniete ku czerwieni. Oznacza to, ze chociaz galaktyka jest poczerwieniona,
a wiec oddala sie, to obserwowana przez dluzszy czas bedzie wydawala sie zblizac. Znaczy to
równiez, ze poczerwienione galaktyki na rys. 9, 10, 11 i 12 beda wydawaly sie poruszac w kierunku
przeciwnym, niz pokazuja strzalki. Oczywiscie wszystkie galaktyk'i, lacznie z nasza, zakoncza
swój zywot w punkcie H.
Widac jasno z tych rezultatów, ze historia wszechswiata zamknietego charakteryzowac sie bedzie
bogactwem zjawisk optycznych. Zjawisk tych pojawia sie o wiele wiecej, niz mozna sie bylo
spodziewac w oparciu o prosty poglad przedstawiony na poczatku. Mimo, ze zwykle zadaniem
nauki jest sformulowanie prostego, abstrakcyjnego modelu na podstawie wyników obserwacji,
czasami zabawniej jest zrobic rzecz odwrotna, jak my tutaj. Mimo, iz trzeba byc obiektywnym
w rozwazaniu obserwacyjnych potwierGzen kazdego z trzech mozliwych modeli Wszechswiata.
jest pokusa, aby opowiedziec sie z przyczyn estetycznych za wszechswiatem zamknietym.
Z pewnoscia byloby najciekawiej zyc w tym wszechswiecie mimo nieuniknionego punktu H,
który czeka na. koncu.

(tlilI/l. TO/l/a.,:: CHLEBOWSKI)
galaktyko

widmo
obser­
wator

Rys. 13. Wszech~wiat Lamkniety.

ObSerw<llOr zobaczy .,za chwile" swiatlo od

galaktyki na <lntypodach.

prawdzl wa
galaktyko

Rys. 14. WS'Lcchswiat zamkniety.

Galaktyka-widmo pojawia sie dzieki

zbiegnieciu sie promieni swiatla prawdziwej

galaktyki na jej antypodach

Rozwiazanie zadania F 95.

Zwiazki~ o któf}chmowa w zadanju~ maja daleko bard7icj zlol.ona budoVo.(: OIZ prosty uklad dwóch iednakow}'ch co

do \\.anosci.lecz rózniacych sie zn.akiernladunków, Lwaa\ dipolem. Jednak", ot'\rc;oie cLasrcc7ki mozna znalcJC'

elementy struktury bedace L dobrym przyblizeniem dipobmi. Wc ,,/"orach slruktur~lln:u.:h OdpO\\I<Hlaj~, Itn v.ialanta

pomiedzy róznymi piCT,-"iastkami. Kazdemu z wial..an mozna wiec prJ:ypisac IlC"lcn momcnt dipolu\\).
W przypadku fluorobenzenu oczekiw .•.tc nalezy momentu -.Jif'...olowcgo wJ:~lluz osi :-.ymctTii. hc;d~,ccgo slIma momc....nlo'"

wiazan C-H i C-F. gdyzpozostale momc.nty .znosza sie.

Przyjmijmy lef"az zalozenie~ ze wprowadzenie drugie·go podSktwnika nie Lmicni.;1 ~arlos.ci momentu od pOJCd~~7ego

podstawnika oraz nie zaklóca zbytnio symetrii. Momc.nt dipolu",y d",ufluorohen7cnu jest wtedy 'ium~ mamc..'mo\\

I~JI l ;;('-F. Otrzymujemy w ten sposób Jla ..

l
lip = O

p-d \\ llfluorohenzc-num-owufluoroncn7,enu

I
I
I

Po = , 3 l' " 2.480

0-<1wufluorobenunu

)JC-F

F

Skonfrontujmy nasze wyniki teoretyczne J: danyJl).l c'ksperymcllt.alnynli_ W talx ..li pt..lt.lanc ~, l1lomcnt~ diI'C1In\\c nlc

tylko dla nuorobenrenu. lecz takze dla inn)ch pochoLlnych pcna:nu. \\lartoSci mo~nhlW l'\th.lanc sa jak uprJCUni\l
w debajach: ID = 3.336 - IO-3u C' m_

Jcs,li Czytelnik zechcialby wykorzystac przedsta\\lony 'W z.ad:an.i-u moJeJ on ohlil.:/"cnia Ol(lm •...nlo\\ dla IrÓJ- i \\iC;•..-•...j
nuoropocbodn}-ch benzenu. to moze porównacswo~ wyni.ki z danymi ckspc~ml."nlaln~mi. L..ltlrC JnajJJic np. \\ L~iaJ\..·l..'­
A. CheJk~wski ~~F;=J'katlit:!lklr.-..*int''''', WarsL:awa 1979. PWN. 162 s.
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Dlaczego wiatr nIe Wleje

W kierunku centrum nizu barometrycznegol

M[?r Jerzy DALEK

Kazdego wieczoru, na zakonczenie dziennika telewizyjnego, podawana jest prognoza pogody.
Mozemy obejrzec mape Europy z naniesionymi wyzami i nizami barometrycznymi. Linie
widoczne na mapie to izobary - linie stalego cisnienia. Nize (zwane tez cyklonami) to obszary
w których cisnienie jest obnizone w stosunku do otoczenia, podczas gdy wyze (zwane
antycyklonami) to obszary o cisnieniu podwyzszonym. Wydawaloby sie, ze w obszarze nizu
powinny wiac wiatry w kierunku jego centrum. Dlaczego? Oczywiscie, dlatego, ze masy powietrza
powinny przesuwac sie w kierunku naj nizszego cisnienia. Uzywajac jezyka matematycznego

p=3po"const mówimy, ze gradient cisnienia, czyli wektor skierowany prostopadle do izobar i majacy zwrot
w kierunku rosnacego cisnienia, p.okazuje kierunek przeciwny do kierunku, w którym
powinien wiac wiatr (rys. l). Kiedy spojrzymy jednak na mape pogody, to okaze sie, ze wiatr
nie wieje dokladnie w kierunku centrum nizu, tylko wykazuje tendencje do skrecania w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazówek zegara (rys. 2). Zajmiemy sie wyjasnieniem tego zjawiska.
Do wyjasnienia zjawiska konieczne bedzie nieco rozwazan teoretycznych. Rozpatrzmy dwa
uklady wspólrzednych poruszajace sie wzgledem siebie. Zastanówmy sie, jaki jest zwiazek miedzy
wielkosciami opisujacymi ruch w obu tych ukladach wspólrzednych. Oznaczmy jeden z
ukladów wspólrzednych przez Oxyz a drugi przez O'x'y'z' (rys. 3).

kierunek
wiatru

Ry ..•.

R ~" 1

Rys. 3

Z kolei predkosc Vn mozna przedstawic jako sume predkosci translacyjnej i rotacyjnej

(3) v=v+Vt.r+ wxr'

predkosc

predkoscpredkoscpredkosc

w ukladzie

w ukladzietranslacyjnarotacyjna

Oxyz

O'x'y'z'

Zgodnie z definicja, przyspieszenie punktu poruszajacego sie z predkoscia v jest pochodna tej
dv

predkosci wzgledem czasu: a = . Rózniczkujac (3) otrzymamy:dl

Predkosc rotacyjna w x r' jest predkoscia liniowa odpowiadajaca predkosci katowej W,

(r' = O' P). Rozklad predkosci unoszenia na czesc translacyjna i rotacyjna wynika ze znanego

z geometrii twierdzenia, ze kazda izometrie (zachowujaca orientacje) mozna przedstawic jako

zlozenie ~wóch przeksztalcen - przesuniecia równoleglego i obrotu. Ostatecznie, podstawiajac
(2) do (l) otrzymamy wzór na predkosc w ukladzie Oxyz w zaleznosci od predkosci
wzgledem ukladu O'x'y'z', predkosci translacyjnej i predkosci katowej w postaci

x r' + 2w x v' + w x (w x r'),
dl

dw

v = v' +vo.

Vo Vtr+wxr'.

dv' dV'r
+ +

dl dl

dv

dl

(2)

Ruch drugiego ukladu wzgledem pierwszego jest scharakteryzowany dwiema wielkosciami:

predkoscia Vtr (zwana predkoscia translacyjna), z jaka porusza sie poczatek ukladu O' wzgledem
poczatku ukladu O oraz predkoscia katowa w, z jaka obraca sie uklad O'x'y'z' wzgledem
ukladu Oxyz. Wezmy punkt P, którego polozenie w ukladzie Oxyz okresla wektor OP = r.
Predkosc v punktu P wzgledem ukladu Oxyz równa sie sumie predkosci v' punktu P
wzgledem ukladu O'x'y'z' i predkosci Vo zwanej predkoscia unoszenia punktu nieruchomego
w ukladzie O'x'y'z' wzgledem ukladu Oxyz.

(I)

Czytelnik, który chcialby dokladnie

przesledzic wyprowadzenie wzoru (4), moze

zajrzec np. do podrecznika W. Rubinowicza

i W. Królikowskiego "Mechanika

teoretyczna", PWN, 1964, lub - do czego

zachecam Ou wyprowadzic wzór samemu,

korzystajac z nastepujacych wskazówek.

Zwiazek miedzy pochodna dowolnego wektora

h •••..uklac.ll:ic Oxyz i O'x'y'z', wynikajacy
dh d'h

z w/.oru (1), ma postac = + w/b.
dl dl

d'
Ol.:/ywi\l.:ic oznUl.:.I.aróznic.:lkowanic

ul

w ukladt.ic ()' x'y';'.

d (a,~)=(d a)/~+a/(d ~).dl dl dl

Symbol w '/ r oznacza iloczyn wektorowy Ul

przez r. Ogólnie. iloczynem wektorowym dwu

wektorów swobodnych ex i 13nazywamy

wektor prostopadly do nich obydwu.
majacy dlugosc taka, ile wynosi pole

ró'wnolegloboku o bokach ex i (3, oraz
skierowany tak, ze trójka a, 13.ex /13 jest

dodatnio zorientowana (prawoskretna). Gdy

a ~ [u" {/2, u,1. ~ ~ [b" b" b,l

tO(l/13 = [a2b)-u)b2• b1U3-Ulbj.

alb} - ulb, l. Jezeli wspólrzedne wektorów

ex i 13zaleza w sposób róznicz.kowalny od

zmienne; t. to jest tak i dla wektora ex /13.
Mam·y ponadto

&
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kO ••••••.14J.:i.lntC :,IU<.1111<1 M 264.
Powiemy. ze \\1l.:lomi<.lny o w~póIcL)nniJ...a~1

calkowitych j(x) i R(X) prLystaja moulIlo/,

ol~z.:em} j(x) p g(x). gdy WS/_)stku:

wspólcl.ynniki f- g d/icla sie prt:cl p

Mozna spra\\dLic, ze jezeli f f} II i 1: P {.',

tO f~ P fI ~1 oral ze dl<.lp hedat:cgo

li~/h••pu:rWS/i;l (x + l)P P x" + I

. r fi I!\:iech teraz" ="' k· p+ e. gU11e k p _ .

(4) a=a +a'r+
przyspieszenie

przyspieszenieprlY'ipicszeni~
w ukladzie

wzglednetranslacyjne

Oxy:

w ukladzie

O'x'y':'
dw

+
xr+2wxv' + wx (Wx.').

dr
przyspieszenie

przyspi~szenicprzyspieszenie

powstajace od

Coriolisadosrodkowe

przyspieszenia katowego

~am}

Uwaga: Mozna na tej drodze wykaLi.lc. Le

gdy

poniewaz atr = O, gdyz uklady Oxyz i O'x'y'z' nie przesuwaja sie wzgledem siebie, oraz ~~ = O,

gdyz w nie zalezy od czasu. Zbadajmy, jakie sily dzialaja na rozpatrywana mase powietrza.
Zgodnie r druga zasada dynamiki Newtona sila jest równa iloczynowi masy i przyspieszenia:
F- = m a. Wstawiajac do powyzszego wzoru a z (5) otrzymamy

ma' = F-2mwxv'-mwx(wxr').

Omówimy sens fizyczny wzoru (4). Stwierdza on, ze przyspieszenie a w ukladzie Oxyz sklada sie

z przyspieszenia wzglednego a' wzgledem ukladu O'x'y'z' oraz dodatkowego przyspieszenia
zlozonego z czterech skladników. Pierwszy z nich a, r, to przyspieszenie wzgledem ukladu Oxy:::,

jakiego doznaje punkt wskutek zmiany predkosci translacyjnej v'r ukladu O'x'y'z' wzgledem
ukladu Oxyz. Pozostale skladniki, zwiazane z predkoscia katowa w, moga byc rózne od zera
tylko wówczas, gdy w =I O, czyli jesli uklad O'x'y'z' obraca sie wzgledem ukladu Oxyz. Skladnik

~~-x r' przedstawia przyspieszenie punktu w ukladzie O'x'y'z' powstajace dzieki przyspieszeniu

katowemu ~~ ukladu O'x'y'z' wzgledem ukladu Oxyz. Oczywiscie, skladnik ten jest równy O,

gdy predkosc katowa jest stala w czasie. Skladnik 2w x v' nazwany jest przyspieszeniem
Coriolisa. Przyspieszenie Coriolisa dziala na cialo jedynie wówczas, gdy porusza sie ono
w ukladzie O'x'y'z', tzn. gdy v' =I O oraz gdy predkosc nie jest skierowana wzdluz osi obrotu
równoleglej do wektora w (wiadomo bowiem, ze iloczyn wektorowy wektorów równoleglych jest
wektorem zerowym). Wreszcie ostatni czlon wzoru (4) w x (w x,) to przyspieszenie dosrodkowe,
zwane tak dlatego, ze skierowane jest do osi obrotu.

Rozpatrzmy teraz mase powietrza poruszajacego sie w kierunku centrum nizu. Ziemia

obraca sie wokol osi ze stala predkoscia katowa w. Przyjmijmy uklad. wspólrzednych O.\"F,
nieruchomy w stosunku do gwiazd, o poczatku w srodku Ziemi. Uklad O'x'y'z' bedzie zwiazany
z obracajaca sie wokól osi Ziemia, a wiec bedzie sie poruszal ruchem obrotowym w stosunku
do ukladu Oxyz, z predkosf:ia obrotu Ziemi. W rozwazaniach zaniedbujemy ruch Ziemi wokól
Slonca. Mamy wiec w istocie sytuacje opisana teoretycznie powyzej. Przyspieszenie masy
powietrza w ukladzie Oxyz wyraza sie wzorem (4), przy czym, dzieki poczynionym
zalozeniom, wzór (4) przyjmie prostsza postac

(5) a=a'+2wxv'+wx(wxr').

+pmllm

-l--p"'km•

. (n,) (no).ki /..;1)P (fI)_ (n-n).k. km

,,:. IlU-tPlll+p1.n1+

,k ko+pk,+

to

Jcdyn}m , •..Jadnikiem stopnia p w tym

iloczynie jest

( k )\P. I kxv i I definicji prlystawania~-I .
modulo fJ m~lmy

tn + + (;) xP + + l -:::h: + l)I!

(x+ I)kP. (x+ 1)' ~ «X1 I)P)'(<+ l)'

I' G) - ~ = G) - r;:j

w

Rys. 4

Czlon - 2mw x v' nazywa sie sila Coriolisa, zas czlon - mw x (w x r') sila odsrodkowa. Sa to
"dodatkowe" sily, które pojawiaja sie w ukladzie poruszajacym sie O'x'y'z'. Pierwsza z nich -
5ila Coriolisa - bedzie powodowala odchylanie kierunku wiatru. Zobaczymy, jaki bedzie jej
kierunek. Gdy znajdujemy sie na pólkuli pólnocnej, to zgodnie z regula sruby prawoskretnej,
okreslajacej zwrot iloczynu wektorowego, na mase powietrza poruszajacego sie z predkoscia v'
dziala sila skrecajaca te mase w prawo (rys. 4). Daje to odpowiedz na pytanie postawione w
tytule, a zarazem stanowi 'tresc reguly Buys-Ballota, która mówi, ze na pólkuli pólnocnej niz
barometryczny znajduje sie po lewej stronie obserwatora zwróconego plecami do wiatru. Czytelnik

latwo moze sprawdzic, _zena pólkuli poludniowej sytuacja odwraca sie - niz znajduje sie po
prawej stronie obserwatora.

Sila Coriolisa daje o sobie znac nie tylko w przypadku wiatrów w obszarach nizu
barometrycznego. Jej dzialaniu podlegaja pasaty i antypasaty, a takze prady morskie.

Chcialbym zwrócic uwage na wiele upraszczajacych zalozen, które po kolei wprowadzalismy.
aby móc znalezc odpowiedz na postawione pytanie. Nie o wszystkich jednak zalozeniach
mówilismy jawnie w tekscie. Najwazniejszym z tych nie wymienionych zalozen jest chyba lo, ze
równania opisujace ruch punktu materialnego stosowane byly do opisu ruchu mas powietrza.

Jest to zalozenie dosc grube, jednak upraszcza ono znacznie rozwazania i daje "przyzwoity"
zgodny z obserwacjami meteorologicznymi - wynik jakosciowy. Cale nasze rozumowanie

opieralo sie na matematycznym opisie zjawiska fizycznego. Taki sPQsÓb postepowania jest
powszechnie stosowany w naukach przyrodniczych - tworzenie modelu fizycznego zjawiska.
jego opis matematyczny, dyskusja otrzymanych z tego modelu wynikÓw i ich porÓwnanie
z doswiadczeniem.
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Historia systemów dzwiekowych

Dr Krzysztof DABROWSKI

W tym artykule omówimy pewne matematyczne (a dokladniej, rachunkowe) metody
wyznaczania i porzadkowania zbioru'wszystkich wysokosci dzwieków, uzywanych w muzyce
europejskiego kregu kulturowego.
Poczatki muzyki siegaja poczatków istnienia czlowieka.
W praktyce muzycznej uzywano zarówno glosu ludzkiego, jak i przedmiotów, wydajacych
dzwieki o okreslonej lub nieokreslonej wysokosci. Takie przedmioty wydawaly zwykle jeden
dzwiek - byly to róznegn rodzaju gwizdki, zwierzece rogi, cieciwy luków, prymitywne
instrumenty perkusyjne. Z czasem zaczeto budowac instrumenty, wydajace wiecej dzwieków­
w gwizdku wywiercono otworki i powstala fujarka, dlugosc cieciwy luku skracanb palcami itp.
Poczatkowo zbiór dzwieków, wydawanych przez takie instrumenty, byl dosyc przypadkowy ­
dziurki w piszczalce. wiercono w tych miejscach, w których jej dotykaly swobodnie polozone
palce (tzn. nie tam ustawiano palce, gdzie byly dziurki, tylko tam wiercono dziurki, gdzie byly
palce), cieciwe skracano w miejscach zupelnie dowolnych. W miare rozwoju muzyki zaczeto
zauwazac potrzebe ujednolicenia wysokosci dzwieków, uzyskiwanych z róznych instrumentów,
pojawil sie wiec ·problem, jak dokladnie wyznaczyc wszystkie uzywane wysokosci dzwieków,
czyli system dzwiekowy.
Pierwsze badania stosunków dlugosci strun i piszczalek przeprowadzano w czasach
wczesnohistorycznych, jednak mialy one charakter wycinkowy i niedokladny. Badaczem, który
stworzyl pierwsze dokladne podstawy teoretycznego wyznaczania wysokosci dzwieków, byl
Pitagoras (VI w. p.n.e.).
Do omówienia jego systemu (i nastepnych) beda potrzebne uzywane w muzyce nazwy odleglosci
dzwieków, tzw. interwaly. (Przez odleglosc dzwieków nalezy rozumiec stosunek ich
czestotliwosci - dlaczego nie róznil"'e, wyjasf1imy pózniej). Podajemy tez dla przykladu nazwe
dzwieku odleglego od dzwieku c o dany interwal.

cis disfis gis aiscis dis
-.ge~es ees _J

~~~'J 'J~

C

defgahcde

Dodajmy, ze tryton jest nazywany tez kwarta zwiekszona, lub kwinta zmniejszona (zaleznie 00
zapisu), zas nazwa "oktawa" oznacza nie tylko odleglosc dwóch sasiednich dzwieków o tej
samej nazwie, ale tez zbiór wszystkich wysokosci dzwieków.pomiedzy dwoma sasiednimi
dzwiekami c. Poszczególne oktawy (w drugim znaczeniu) maja swoje nazwy, których nie bedziemy
tu podawac.

Doswiadczenia Pitagorasa polegaly. na podziale struny na czesci przy pomocy przesuwanej
podpórki. Byla ona ustawiana w odleglosci 1/2, 1/3 i 1/4 dlugosci struny od jednego z jej punktów

zaczepienia. To doprowadzilo do wyznaczenia nastepujacych interwalów:

Liczba póltonów miedzy Idzwiekami ,
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Stosunki czestotliwosci odpowiednich dzwieków sa odwróceniem stosunków dlugosci czesci
struny.

Pitagoras uwazal; ze nie ma potrzeby dalej dzielic struny, poniewaz przez dodawanie
i odejmowanie juz otrzymanych interwalów mozna otrzymac wszystkie inne. Mialo to polegac na
mnozeniu lub dzieleniu wyjsciowej czestotliwosci przez otrzymane wspólczynniki. równe stosunkom
odpowiednich czestotliwosci.

Dla przykladu obliczmy wspólczynnik dla tercji wielkiej:

Gdy zapytano Pitagorasa: "Co to jest
przyjaciel?" - odpowiedzial "Przyjaciel tO
drugi ja; przyjazn 10 stosunek liczh 220
i 284" (tak przynajmniej twierdzi Szczepan
Jelenski w ksiazce, ,Sladami Pitagorasa").
Polega to na tym, ze suma dzielników 220

jeSt równa 284 i odwrotnie, suma dzielników
1iczby 284 jest równa 220. Liczby o tej

wlasnosci nazywane sa zaprzyjaznionymi;
pierwsze z nich to 220 i 284.

Poczatkowe 17 liczb pierwszych tO
2,3,5,7, II, 13, 17, 19,23,29,31,37,41,

43,47,53,59.

Ich suma wynosi 2 . 220.
Suma ich kwadratów = 59·284.

(Elvin J. Lee, Joum. ReCT. MO/h. 12 (1980»

stosunek dlugosci
drgajacych czesci struny

I : 2

2 : 3
3 : 4

oktawa
kwinta
kwarta

interwal stosunek

czestotliwosci

2: I

3:2

4:3

'I I

c l g ! dl a' e2 I el e- I

'11--- ~ i.~ ?2 .-~-~~l-'8~--"I---8I, 2 I 4 8 i 16 I 32 . 64

Najpierw wyjscIOwa czestotliwosc mnozylismy przez-3/2 dla przesuniecia o kwinte w góre,
potem dzielilismy przez 2 (= 2/1) dla przesuniecia do wyjsciowej oktawy. Cyferki przy literach
oznaczaja liczbe oktaw. o które jest wyzszy dany dzwiek od dzwieku oznaczanego ta sama
litera. ale bez cyferki.

W systemie Pitagorasa wszystkie cale tony (czyli sekundy wielkie) mialy wspólczynnik 9/8.
Byly w nim dwa rodzaje póltonów: 2;56(243 i 2187(2048, z których zaden nie odpowiadal
polowie calego tonu. To prowadzilo do tego, ze gdy dzwiek podwyzszylismy o pól tonu, to
dostalismy inny dzwiek, niz wtedy. gdy obnizylismy o pól tQnu dzwiek, lezacy o caly ton wyzej.
wiec np. cis bylo wyzsze od des. Te róznice odleglosci calego tonu i dwóch jednakowych
póltonów nazywa sie "komatem pitagorejskim". Pitagoras uporzadkowal wszystkie interwaly
pod wzgledem zgodnosclorzmienia dzwieków odleglych o dany interwal (tzn. konsonansowosci

tego interwalu). mianowicie interwal byl bardziej konsonansowy. jezeli byl okreslony przez
stosunek mniejszych liczb (tak przynajmniej uwazal Pitagoras).

W sredniowieczu, gdy powstala muzyka wieloglosowa, zauwazono, ze teoria Pitagorasa jest
niezgodna z praktyka, poniewaz o wiele lepiej brzmialy dwa glosy prowadzone w odleglosci

tercji (wielkiej lub malej), niz np. sekund~. podczas gdy. zgodnie z systemem Pitagorasa. sekunda
byla bardziej konsonansowa od tercji (np. tercja wielka miala. jak wiemy. wspólczynnik 81(64,
a sekunda wielka miala wspólczynnik 9/8. wiec róznica byla dosc znaczna). Stalo sie wiec
konieczne stworzenie nowego systemu, usuwajacego te niezgodnosc.

Dokonalo sie to w XIV w. Angielski teoretyk. Walter Odington. odnalazl prace filozofa greckiego
Didymosa (I. w. p.n.e.), który kontynuowal badania Pitagorasa; posuwajac je o 'krok dalej,

mianowicie zastosowal podzial struny w 1/5 jej dlugosci. W ten sposób otrzymal tercje wielka,
okreslona stosunkiem 5/4, a wiec nieco mniejsza od pitagorejskiej. Róznica tych dwóch tercji
nosi nazwe "komatu syntonicznego", lub "didymejskiego". Wprowadzenie nowego interwalu'
uzasadnilo konsonansowosc tercji wielkiej i dalo teoretyczne podstawy tworzenia muzyki
wieloglosowej w oparciu o tercje.

Teraz interwaly mozna bylo obliczac. stosujac mnozenie. lub dzielenie nie tylko przez
wspólczynnik 3/2 (lub 4/3. który w polaczeniu ze wspólczynnikiem 2/1 daje ten sam rezultat).
lecz równiez przez 5/4, co w przypadku wielu interwalów zmniejszylo liczby. tworzace ich
wspólczynniki. Na podstawie takich obliczen powstal tzw. "system naturalny". utworzony
z czterech dzwieków pitagorejskich - f.e. g, d - oraz z dzwieków odleglych od nich o tercje
wielka w góre i w dól, co dalo wszystkich dwanascie dzwieków oktawy. Dla przykladu.
wspólczynniki dzwieków gamy C dur byly nastepujace:

Rozwiazanie zadania M 262.

Rozpatrzmy 6 odcinków r:ozmieszcronych
tak. jak na rysunku, Latwo zauwazyc. Ze
koniec odcinka .,zewnetrznego" moze byc

polaczony tylko z koncem odpowiedniego
odcinka .. wewnetr7.nego", Poniewaz jednak co
najmniej jeden z odcinków zewnetrznych

musi .miec oba konce polaczone z Innymi
punktami, lamana musialaby zawierac
czworokat. co jest niemozliwe,
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Jak widac. w systemie naturalnym byly dwa'rodzaje calych tonów. np. miedzy (' i d byl caly ton'
o wspólczynniku 9/8. zas miedzy d i e - o wspólczynniku 10(9. wiec troche mniejszy. To
powodowalo. ze gdybysmy chcieli zbudowac system naturalny np. od dzwieku d. zamiast c.
wtedy otrzymany system nie pokrylby sie z systemem wyjsciowym. Podobnie. jak w systemie
pitagorejskim. dwa póltony nie dawaly calego tonu. jednak tutaj - inaczej niz w poprzednim
systemie - cis bylo nizsze ód des. Ta róznica byla równa komatowi syntonicznemu.
Praktyczna konsekwencja bylo to. ze w tym systemie mozna bylo grac tylko w niektórych
tonacjach. poniewaz nie wszystkie akordy brzmialy czysto.
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Ta sytuacja zaczela przeszkadzac w baroku, gdy zaczeto komponowac utwory, wykorzystujace
przejscia od jednej tonacji do drugiej, tzw. modulacje (wtedy zreszta powstalo samo pojecie
tonacji). W zwiazku z tym nalezalo znalezc jeszcze inny system, który by umozliwil modulacje.
Chodzilo o to, zeby po zbudowaniu takiego systemu od róznych dzwieków otrzymac,
przynajmniej w przyblizeniu, jednakowe wyniki. Stworzono wiele systemów tego typu. Omówimy
tu tylko najwazniejszy z nich, nazywany "systemem równomiernie temperowanym", który jest
wykorzystywany do czasów obecnych. Stworzyl go J. G. Neidhardt w roku 1706. Punktem
wyjscia dla jego systemu bylo to, ze odleglosc dwunastu kwint róznila sie od odleglosci siedmiu
oktawo komat pitagorejski:

--
R()J' •••.laJ::atllc LadanIa .\1 2() \.

'".:chfd.\") x3-x-t I i 1,,(" JU" LI-,-

dla" 2, Mamy 1.(0) f" ,( I)

Jl{l) ::::1 i wobec tego ••••vra:tc"' ",olm"

jn jest I. \o\'ynika \tao. Z~ lIb k<.lJ'tk~o
calkowitego a> l licI ha Jn\u) dale l)fl"

dnclcniu PUC.l a re~dte I \\ "'(';J'egulnf"~~1

1.(11I) "f. tlI,lm)) = I(mod 1,(01)

a wieC/kV") i/lem) sa wLgleullie plcrw~zc.

Hf
-~:::; 129,746 :::; 1,014.~8

Kacik Czytelniczy
- Po prostu chcemy szybko dorobic sie

maiatku. Mamy nawet makiete maszyny
matematycznej. Mówimy wszystkim. ze to
taka zabawka ze swiatelkami, które
zapalaja sie i gasna, ale nikt nam nie chce
uwierzyc.

(Cosmo Saltana w powiesci J. B. Priestleya
•. Londyn")

Neidhardt odleglosc te podzielil przez 12 i interwal kwinty zmniejszyl o otrzymany wynik.
Skutkiem tego bylo to, ze teraz dwanascie kwint bylo równe siedmiu oktawom, dwa póltony
odpowiadaly calemu tonowi i system, zbudowany od dowolnego innego dzwieku, niz c, dawal
dokladnie system wyjsciowy, mozna wiec bylo modulowac do dowolnej tonacji.

Najdonioslejszym zastosowaniem nowego systemu bylo stworzenie przez Jana Sebastiana Bacha
w 1772 r. pierwszego z dwóch tomów zbioru "Das wohltemperierte Klavier", zawierajacego
24 preludia i fugi we wszystkich tonacjach durowych i molowych.
W zwiazku z powstaniem nowego systemu dzwiekowego, nalezalo zmienic sposób wyrazania
interwalów wspólczynnikami liczbowymi. Teraz juz bardzo niewygodne bylo stosowanie
ulamków zwyklych, lepiej bylo je zamienic na ulamki dziesietne.

Óbok tego sposobu istnieje równiez inny, wygodniejszy, wykorzystujacy prawo Webera-Fechnera,
mówiace, ze wszystkie zmysly czlowieka reaguja "w skali logarytmicznej" - wrazenie,
wywolane przez bodziec, jest proporcjonalne nie do natezenia tego bodzca, lecz do'logarytmu
z jego natezenia. Znalazlo to zastosowanie w okreslaniu jasnosci gwiazd przez tzw. "wielkosci
gwiazdowe", jak równiez w wyrazaniu glosnosci przy pomocy decybeli. W naszej sytuacji ma
miejsce podobne zjawisko - wrazenie, wywolane w mózgu czlowieka przez dzwiek, nie jest'
proporcjonalne do jego czestotliwosci,. tylko do logarytmu z jego czestotliwosci. Dlatego zmiany
czestotliwosci w stalym stosunku czlowiek odbiera jako zmiany ostala odleglosc. Dzwieki
odlegle od siebie o calkowita liczbe oktaw, tzn. takie, których czestotliwosci pozostaja w
stosunku calkowitoliczbowym, sa bardzo podobne pod wzgledem brzmienia, dlatego sa oznaczane
ta sama litera.

W zwiazku z tym, wprowadzono odleglosc milioktawy (oznaczenie mO), bedacej tysieczna
czescia oktawy, tzn. dodanie jednej milioktawy do danej wysokosci oznacza pomnozenie

czestotliwosci o IOOyZ czyli ok. 1,00069. Dla wyrazenia wielkosci interwalu w milioktawach
nalezy obliczyc logarytm przy podstawie 2 z jego wspólczynnika liczbowego i wynik pomnozyc
przez 1000. W wyniku zastosowania logarytmów mnozenie zmienia sie na dodawanie, a dzielenie
na odejmowanie, co ulatwia obliczanie interwalów. Podstawa 2 zostala przyjeta ze wzgledu na
podobienstwo dzwieków odleglych o oktawe, a wiec o czestotliwosciach rózniacych sie
dwukrotnie.

Istnieje tez inna jednostka - cent (w skrócie ct), bedaca tysiac dwusetna czescia oktawy ..
Zostala ona wprowadzona z tego wzgledu, ze oktawe dzieli sie na 12 póltonów, wiec wygodnie by
bylo wiedziec, jak sie ma dany interwal do póltonu temperowanego, równego 100 ct

i odpowiadajacego wspólczynnikowi lYZ.

Wprowadzone jednostki sa bardzo wygodne przy porównywaniu interwalów. Np. dla obliczenia
wielkosci kwinty temperowanej nalezy, zgodnie z tym, co bylo napisane, odleglosc siedmiu
oktaw, tzn. 7000 mO, podzielic na 12 czesci, a wiec kwinta temperowana ma wielkosc 583 mO.
Dla porównania, kwinta naturalna ma wielkosc 585 mO. Te sameinterwaly po wyrazeniu
w centach maja wielkosci odpowiednio 700 ct i 702 ct.

•••

Mogloby sie wydawac, z~ od tego trzeba bylo zaczac - jezeli chcemy miec system dzwiekowy
jednakowy z punktu widzenia kazdego skladowego dzwieku, trzeba podzielic oktawe równo na

12 póltonów. Jednak przyjeta na poczatku droga miala swoje racje - interwaly, powstale przez
podlial struny na czesci, odpowiadajace odwrotnosciom liczb calkowitych, sa na pewno

naturalniejsze, niz interwaly temperowane. Te drugie zostaly sztucznie stworzone przez czlowieka
na drodze obliczen, natomiast te pierwsze sa stworzone przez przyrode - powstaja same przez
samorzutny podzial struny na pewna ilosc czesci, co zawsze ma miejsce podczas drgania ­
struna nigdy nie drga cala swoja dlugoscia.

W zwiazku z tym prowadzono (i prowadzi sie nadal) poszukiwania systemów, dzielacych oktawe
na inna ilosc równych czesci, niz 12, w nadziei, ze sie uda w ten sposób pogodzic temperacje
z bardziej naturalnym brzmieniem interwalów. Nic jednak na razie nie wskazuje na to, ze te
systemy znajda w najblizszej przyszlosci 'szersze zastosowanie .
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maja szanse~ie
niewiele traca, bo jedy
Centrum Galaktyki -
(Ophiuchus) góruja pózn
posiadaczom nawet
gdzie klebia sie mil"
Dzisiaj zajmiemy ..

majaca nic wsp,ofnego
w porównaniwi odleglo
Katalogowa .pazwa tej g}Viazdy brzmi LFT
astronomictnym inna nazwa - od nazwiska
"gwiazda jJarnarda". Jest to wlasciwie bardz

kilkana~cfe gwiazd noszacych imiona"lwoich o~w). Na ogól gwiaz<lf'rf!aja numery
katalog9we, od znosnych (jak (X Pei:'18 Ltic, EX Hya) przez coraz mniej mówiace (V1223 Sgr,

powyhza LFT 1385), az po zuif#~ie niemozliwe do zapamietania (np. IE 0643.~1648).

wiscie kazda litera i.c'f.~r.3.cJlkazdej nazwie jest pewna informacja dla astronomów, np.
z nazY(.J:Rg,Wi-;:ai'tn0<lzio gwiazde, która bedzie mozna znalezc w pierwszym (stad I)

obi1klÓWzaobse~.r'O\vanych przy pomocy satelity EINSTEIN (stad E) w okolicach
o wspplrzednyc!f'ct' = 06h43~0, o = -16°48' .

. <5i!<flJ'E;~p~~rda wspomnielismy, ze przebywa ona chwilowo w gwiazdozbiorze

n~ l"'bto,'Z'tQi,L,~1;'ChWiIOWO'"t przyczyna jej slawy. Gwiazda Zbieg (bo tak tez ja niektórzy

da) t obie~em o naj' zym tzw. ruchu wlasnym sposród znanych nam gwiazd. Ruch
't o p~e.dkoSc kat?: ,z jaka porusza sie dana gwiazda na tle dalekich, praktycznie
~ ,,obiektów., • ona odbiciem ruchu gwiazdy wzgledem naszego Slonca.

uje jedynie ok. 170 lat, aby przebyc droge (katowa) równa srednicy

tym, ze jest to obiekt bardzo bliski. (Predkosc
watorem jest przeciez duzo wieksza niz

ocznego na horyzoncie). Tylko potrójny

. Jelj~snosc widoma
-<;allzychinstrumentów.,
masywnych (0,16 MO)

r mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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mala 'delta

Jesli obserwowaliscie kiedys Slonce czy Ksiezyc swiecace zza lekkiej chmury,
albo latarnie uliczna w czasie mgly, to na pewno zauwazyliscie jasna poswiate
otaczajaca, w niewielkiej odleglosci, zródlo swiatla. Byc moze, w sprzyjajacych
warunkach, udalo Wam sie zaobserwowac nawet nie jeden bialy pierscien, ale
kilka o delikatnych barwach. Jesli nie - nic straconego! Mozecie z latwoscia
wywolac to zjawisko za pdmoca butelki, gumowej rurki i dobrej latarki.
Przede wszystkim potrzebna bedzie mgla lub kawalek chmury. Potem wystarczy
tylko zakryc zródlo swiatla przeslona z niewielkim otworem i spojrzec na nie
przez mgle z odleglosci 2-3 metrów.' A wiec do dziela!
Na dno litrowej butelki z gladkiego, bezbarwnego szkla nalejcie troche wody ­
tyle tylko, by przykryla dno. Rurke polaczcie z butelka i dmuchajcie mocno, tak
zeby podnioslo sie cisnienie wewnatrz. Mozecie oczywiscie uzyc pompki.
Nastepnie scisnijcie rurke i odczekajcie kilkanascie sekund, az temperatura
wewnatrz butelki zrówna sie z temperatura otoczenia (w czasie sprezania
powietrze sie ogrzalo). Otwórzcie teraz bardzo 'szybko szyjke butelki. Im szybciej
to zrobicie, tym lepszy bedzie efekt. Powietrze gwaltownie rozprezy sie, a wewnatrz
butelki znajdziecie bardzo lekka, widoczna tylko w silnym swietle, mgielke.
Rozprezajacy sie gaz wykonuje prace (móglby na przyklad przesunac tloczek)
i energia jego czasteczek, a wiec i temperatura, maleje. Dlatego, po szybkim
otwarciu butelki, powietrze wewnatrz gwaltownie sie oziebia. Nadmiar pary
wodnej, której w chlodnym gazie miesci sie mniej niz w cieplym, zbiera sie w
kropelki. Te kropelki to wlasnie nasza mgla. W podobny sposób powstaja niektóre
chmury. Cieple, wilgotne powietrze unosi sie do góry, gdzie cisnienie jest
mniejsze. Nastepuje rozprezenie, powietrze oziebia sie i czesc pary wodnej ulega
skropleniu. ,
Jak sie przekonacie, Wasza chmura jest jednak zbyt rzadka. Zeby dostac
bardziej gesta, trzeba pobudzic pare wodna dó gromadzenia siew kropelki.
Wystarczy do tego troche czastek naladowanych elektrycznie. Mozna je
wytworzyc na kilka sposobów, na przyklad wywolujac wewnatrz butelki
kilkanascie blyskawic za pomoca piezoelektrycznej zapalniczki do gazu. Dobra
jest tez lampa kwarcowa albo plomyk gazowy. Po takim zabiegu wystarcza dwa
kolejne sprezenia i rozprezenia, zeby otrzymac calkiem gesta chmure. Patrzac
przez nia na odlegle zródlo swiatla mozecie wreszcie zaobserwowac barwne
pierscienie.
Sprcbujcie wymyslic inne sposoby pobudzenia pary wodnej do tworzenia
kropelek. Swietne wyniki daje zastosowanie dymu. To wlasnie dym byl
przyczyna powstawania slynnej londynskiej mgly. Pojawia sie ona znacznie
rzadziej, od kiedy wyda.10 zakaz palenia w kominkach weglem i drewnem.
Swiatlo obserwowane przez chmure zbudowana na czasteczkach dymu otoczone
jest jednak tylko jednym bialym pierscieniem. Dlaczego? Czym rózni sie taka
chmura od chmury "elektrycznej"? W pierwszej krople róznia sie znacznie
miedzy soba, bo rózne sa czasteczki dymu, na których wyrosly. Druga
natomiast sklada sie z kropel o prawie identycznych promieniach ..
Zeby zobaczyc, jaki to ma zwiazek z kolorami pierscieni, zastanówmy sie, co sie
dzieje ze swiatlem padajacym na jedna mala kropelke. Mozemy; jak zwykle,
pomóc naszej wyobrazni obserwujac fale na wodzie. Przyjrzyjcie sie fali o prostych,
równoleglych grzbietach rozbijajacej sie na niewielkiej przeszkodzie. Albo
lepiej - przeciskajacej sie przez otwór w tamie równoleglej do grzbietów.
We wszystkich punktach otworu woda drga tak samo; jednoczesnie
do wszystkich dochodzi grzbiet lub dolina. Taki sam efekt dalby drgajacy
w otworze gesty grzebien. Wszystkie jego zeby unosilyby sie lub opadaly
jednoczesnie, pociagajac za soba powierzchnie wody. Kazdy z nich stalby sie
w ten sposób zródlem fali kolistej. Falowanie wody po drugiej stroni'e tamy jest
suma takich fal.

12



Przy obserwacji w kierunku zaznaczonym na rysunku grzbiet fali pochodzacej od
pierwszego zeba spotyka sie z dolina fali od zeba srodkowego; fale wygaszaja sie
wzajemnie. Podobne wygaszenie nastepuje dla wszystkich pozostalych fal.
Zauwazcie, ze im wie\,<:.szadlugosc fali, tj. odleglosc miedzy grzbietami, tym
wiekszy jest kat, pod którym obserwujemy takie ·wygaszenie.
A jak bedzie dla przeszkody o tej samej wielkosci co otwór? Oczywiscie fala
rozbita o przeszkode musi calkowicie wygaszac fale z otworu, bo przez tame bez
otworu nic nie przechodzi. Takie wygaszenie jest jednak mozliwe tylko wtedy,
kiedy z grzbietem wszedzie spotka sie dolina o glebokosci równej wysokosci
grzbietu. Wynika stad, ze kierunki calkowitego wygaszenia sa w obu wypadkach
takie same.

Mysle, ze teraz juz wiecie, skad sie biora pierscienie i dlaczego maja rózne barwy.
Pod katem, w którym jest calkowicie wygaszana barwa niebieska (mala dlugosc
fali), obserwujemy mieszanine barw dopelniajacych, tj. zólto-pomaranczowa.
Pod Mjwiekszym katem wygaszana jest barwa czerwona i dlatego najwieksza
srednice ma pierscien niebiesko-zielony. Jeszcze wieksze katy obserwacji
odpowiadaja wzmocnieniu kolejno barwy niebieskiej, zóltej i czerwonej.

J SprÓbujcie rozstrzygnac, który z efektów obserwujecie - wygaszenie czy
wzmocnienie? A czy wiecie teraz, dlaczego dla niektórych chmur pojawia sie
tylko'jeden bialy pierscien? Spróbujcie zaprojektowac doSwiadczenie, w którym
oszacowalibyscie rozmiary kropelek na podstawie ~redn;cy katowej zólto­
pomaranczowego pierscienia. Przyjmijcie dlugosc fali swiatla niebieskiego równa .
4.10-4 mm.

Dwie proste zagadki

Rozmiescmy na okregu 2n + l punktów tak, by tworzyly
wielokat foremny
Czy mozna 2n 'sposród nich polaczyc n cieciwami tak, by'
l) zadne dwie cieciwy nie mialy równych dlugosci,
2) zadne dwie cieciwy nie byly równolegle ani nie hyly
równolegle do stycznej w pozostalym (2n + l )-szym
punkcie?
Dla n = l, 2, 4 nie mozna - i to latwo wykazac. Dla
n = 3, 5, 6 da sie i rozwiazania widzimy na
zami~szczonych rysunkach. Nie ma rozwiazan przy
n = 7, a znów sa dla 8,9,:10. Narysujecie? A dalej?
Malo kto to wie!

Do wzietej dowolnie liczby natura,lnej N (np. 139)
dodajmy jej odwrócenie: 931. Otrzymamy 1070. Znów
dodajmy odwrócenie: 1070+0701 = 8080 i jeszcze raz:
8080+0808 = 8888.
Wystartujmy na przyklad z 1982: 1982+2891 = 4873;
4873+3784 = 8657; 8657+7568 = 16225; 16225+52261
= 68486. Znów doszlismy do tzw. liczby

palindromicznej: tj. takiej, która czytana od konca jest
ta sama liczba. Mozecie sprawdzic, ze dla innych liczb
tez predzej czy pózniej otrzymacie liczbe palindromiczna.
Mozecie miec jednak pecha, na przyklad dla N = 89 taka
liczbe (= 8813200023188) dostaniecie dopiero za 24 razem:
Wsród liczb ~ 10000 jest az 249 takich, które daja liczbe
palindromiczna az poza setnym razem. Nie znamy zadnej
metody obliczenia; za którym razem ona sie pojawi. Co
wiecej, nie wiadomo, czy rzeczywiscie zawsze opisany
proces doprowadzi do takiej liczby. Jak zwykle w takich
wypadkach, hipoteze te sprawdzono dla bardzo duzy::h
liczb za pomoca maszyn cyfrowych.
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Powszechnie uwaza sie dzis za rzecz nafuralna stosowanie matematyki doslownie wszedzie. Nie

zawsze jednak wiemy, na czym owo stosowanie polega, jak i co sie robi. Ponizszy artykul

prezentuje wlasnie typowe uzycie matematyki na potrzeby calkowicie niematematycznej galezi

gospodarki, jaka w tym przypadku jest rolnictwo.

Zastosowania probabilistyki w technice rolniczej

Dr Krzysztof MIKUCKI
W technice jest wiele zjawisk, które mozna uznac za losowe.

W technice rolniczej dochodzi jeszcze jeden "losowy" parametr ~

pogoda, czy np. scisle zwiazana z nia dlugosc sezonu

agrotechnicznego. Dlatego np. przy planowaniu liczby maszyn

rolniczych potrzebnych do wykonania okreslonego zadania

nalezy wziac tez pod uwage te losowe wielkosci. W dwóch

kolejnych artykulach omówimy pokrótc:c niektóre badania w tym

zakresie prz~prowadzone w Instytucie Badawczym Mechanizacji

i Elektryfikacji Rolnictwa.

Zajmiemy sie wykorzystaniem kombajnów zbozowych. Kombajn

taki jest samobiezna maszyna rolnicza, która mozna wykorzystac

tylko w scisle okreslonym okresie (sezonie agrotechnicznym).

Dlugosc takiego okresu agrotechnicznego (mierzona w dniach)

traktujemy jako dyskretna zmienna losowa. Równiez efektywna

wydajnosc mierzona w h3'/h (hektarach na godzine) jest zmienna

losowa. Jest to oczywiscie ciagla zmienna losowa. Przyjmujemy,

ze w ciagu dnia kombajn moze pracowac okreslona liczbe godzin.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

L - dlugosc okresu agrotechnicznego mierzona w dniach,

X - wydajnosc efektywna mierzona w ha/h,

D - liczba godzin pracy w ciagu dnia,

)' - zadanie do wykonania mierzone w ha.

Ilosc pracy mierzonej w ha, która moze wykonac n kombajnów

zbozowych w ciagu sezonu agrotechnicznego, mozna wyrazic za

pom:Jca nastepujacego wzoru

Niech rozklad zmiennej losowej L ma postac

A wiec wzór (2) mozemy zapisac w nastepujacej postaci

równowaznej

P(B) = 2.: P(Aj)P(B I Aj).
j=1

U) (U \Ij- = Fx I~)'

.i = 1,2,. "r.

,
LPJx(-~).
j= I Ij I

dla

Fu(u) =

PIL = Ij) = Pj

Wobec tego Fu(u) = PIU < u) = P(LX < u) =

= ')...•PIL = Ij)P(LX < ul L = I,),~ -
j=1

z kolei P(LX < ul L = Ij) = P(ljX < u) = p(x <
ostatecznie wiec

(3)

Niech F,.(x) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X: Fx(x) =
= P(X < x).
Dystrybuante zmiennej losowej U = LX wyznaczamy na mocy

,twierdzenia o prawdopodobienstwie zupelnym:

Jezeli zdarzenia losowe A l , A 2, .. ', A, wylaczaja sie parami

i wyczerpuja zbiór E zdarzen elementarnych, przy czym

P(Aj) > O dlaj = l, 2, ... , n, to dla dowolnego zdarzenia

losowego B zachodzi równosc

z" = II' LDX.(I)

Przyjelismy, ze L jest dyskretna zmienna losowa, a X zmienna

ciagla. Wobec tego Z" jest ciagla zmienna losowa. Zakladamy

równiez, ze zmienne losowe L oraz X sa niezalezne. Oznaczmy

przez p prawdopodobienstwo, ze wystarczy nam maszyn.

Niech N/I oznacza poszukiwana liczbe kombajnów potrzebnych

do wykonania Z3dania Y. Wielkosc NfJ okreslamy w nastepujacy

sposób

(2) N/i = min 1/1 E N: P(nLDX > Y);;' {3}.

Zgodnie z wzorem (2) wielkosc N,: jest równa najmniejszej

wartosci sposród wszystkich wartosci n, dla których

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze ilosc

pracy wykonanej przez n ~ombajnów jest wieksza od
planowanego zadania Y, równa sie co najmniej

prawdopodobienstwu p,

Stosowanie wzoru (2) w praktyce wymaga przeksztalcenia go do

innej równowaznej postaci,

Mamy wiec

. I r, (y,. l
(4) Nfi = mtntEN: ~PjFX ~CD-)~ l-Pl'
Formule (4) zaprogramowano w jezyku FORTRAN na

komputerze ODRA 1305. Obliczenia przeprowadzono dla

. nastepujacego przykladu:

Na podstawie wyników eksploatacyjnych badan kombajnów

zbozowych KZS-5 wykazano metodami statystyki­

matematycznej, ze wydajnosc efektywna X w ha/h ma rozklad

normalny o wartosci oczekiwanej 0,72 i odchyleniu

standardowym 0,17. Dla dlugosci okresu agrotechnicznego L
przyjeto funkcje prawdopodobienstwa podana w tabeli l.

Ponadto przyjeto D = 8 h.

W wyniku obliczen na komputerze otrzymano nastepujace

wyniki (Tabela 2)

P(nLDX > Y) = p( LX > Y)., IID

Tabela I. Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej L

li 17181920

pi

0,100,400,400,10

Tabela 2. Liczba potrzebnych kombajnów N/I

I

PI 0,60
0,700,80!0,90)'

I

--
--

500

5667

1000

10II1214

1500

15171821

2000

20222428

2500

25273034

3000

30333641
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Prehistoria ukladu SI

Pierwszym uczonym, który dostrzegal potrzebe ujednolicenia
jednostek miar oraz korzysci z tego plynace, byl Polak, profesor
Uniwersytetu Jagiellonskiego, Stanislaw Pudlowski (\597-\645).
Porównywal on mianowicie krakowskie miary wzorcowe ze
stopa rzymska; poniewaz krakowski wzorzec miary dlugosci byl
w pewnych miejscach uszkodzony, nasunela sie naszemu
uczonemu mysl znalezienia takiej miary, która nie ulegalaby
odksztalceniom i byla powszechna w uzyciu.

o fakcie tym dowiadujemy sie z ksiazki "Misura universale"

wydanej w Wilnie w \675 roku po wlosku. Drugie wydanie, jak
tez i polski przeklad ukazaly sie w Krakowie w 1897r. staraniem
Wydzialu Matematyczno-Przyrodniczego Akademii
Umiejetnosci. Pelny jej tytul brzmi: "Miara powszechna czyli
traktat w którym sie wykazuje jako na kazdem miejscu ziemi daje

sie znalezc jedna miara i jeden ciezar powszechny, nie wymagajace
odnoszenia sie do zadnej innej miary lub ciezaru, które wszedzie

beda te same, nie podlegajace zmianom i wiekuiste tak dlugo jak
swiat istniec bedzie. Przez Tytusa Liwiusa Burattiniego. Miare f t(
mozna wynalezc w przeciagu jednej godziny. Wskazuje nam ona
J;tk wielkim powinien byc ciezar. Z tej miary wyprowadzaja sit(

jeszcze miary objetosci do mierzenia rzeczy sypkich i plynów".

Autor, Tytus Liwius Burattini (ok. \615-\682 lub nast.) byl
z pochodzenia Wlochem. Przybyl do Polski w 164\ roku.
W Polsce drugiej polowy XVII w. byla to osoba wielce znana.
Dzieki duzej zaradnosci i obrotnosci objal w kilkanascie lat po
przyjezdzie mennice koronne i litewskie w dzierzawe, wybijal

szelagi miedziane zwane boratynkami, na których dorobil sie
takiej fortuny, ze wspieral skarb królewski Jana Sobieskiego.
Tak w Polsce mu sie spodobalo, ze przyjal indygenat, ozenil sie
z Polka, dobrze wladal jezykiem polskim, dotrzymal swego
zapewnienia "tu zyc y umierac pragne".

Wsród rozlicznych zainteresowan zajmowal sie fizyka, zwlaszcza
mechanika, hydrostatyka i optyka.

We wstepie swej ksiazki pisze: "W r. \64\ wyjechalem z Egiptu
i przybylem do Polski. W Krakowie poznalem Ksiedza
Stanislawa Pudlowskiego, Proboszcza u Sw. Mikolaja, Profesora
Akademii krakowskiej, znakomitego matematyka, z którym
zawarlem najscislejsza przyjazn, a poniewaz byl on najpoufalszym
przyjacielem pana Galileusza (wówczas jeszcze zyjacego), przeto
posiadal wszystkie dziela tegoz, badz drukowane, badz
rekopismienne, a pomiedzy temi traktat o Wadze wynalezionej
przez rzeczonego pana Galileusza, przeze mnie nadzwyczaj
podziwianej, z którego dal mi opis. Gdym dobrze rozstrzasnal to
dzielko, postanowilem zbudowac inna podobna, której
zastosowanie byloby skuteczniejsze. (... ) Zbudowawszy
wspomniana wage, napisalem nastepnie komentarz do traktatu p.
Galileusza i pokazalem rzeczonemu Ksiedzu Pudlowskiemu,
który go w swej uprzejmosci bardzo chwalil, a kiedy doszedl do
czytania, jak za pomoca wody znajduje sie stosunek pomiedzy
kula a szescianem, zastanowil sie chwile, i rzekl mi te wyrazne
slowa: "Doszedles Pan bardzo blisko do wynalezienia rzeczy tak
poszukiwanej przez caly swiat, mianowicie do Powszechnej
Miary i Ciezaru" i dodal, ze bardzo, bardzo wiele razy nad tem
przemysliwal, lecz, ze nigdy nie sadzil, aby mo.zna wazyc we
wodzie cialo dajace sie w niej zanurzyc bez przywiazywania go
do jakiegos sznurka lub drutu metalowego, jak to ja dopiero co
pokazalem, iz uczynic mozna. Rzekl mi nadto i zaklinal mnie

usilnie, ze skoro juz zrobilem to odkrycie, abym temuz nadal
poswiecil swój umysl i za pomoca cudownego wynalazku
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Wahadel zrobionego przez pana Galileusza, darowal swiatu

dwie rzeczy tak potrzebne do uzytku ludzkosci i zycia cywilnego
jak ustanowienie powszechnej Miary i Ciezaru".

W swej pracy postuluje Burattini przyjecie dlugosci wahadla,
które w ciagu sekundy wykonuje jedno wahniecie, z<,
powszechna miare dlugosci i okresla ja terminem "metr".
(Zechce Czytelnik znalezc dlugosc "metra" Burattiniego). Po
uwagach, jak taka jednostke miary wykonac, wyprowadza z niej
jednostke powierzchni, objetosci oraz powszechna jednostke
ciezaru.

Podkreslmy, ze slowo "metr" zostalo uzyte tu po raz pierwszy.
A tak ono powstalo (pisze o tym Burattini). "Miara
powszechna", "misura universale" tlumaczy sie na jezyk grecki
jako ,,/u;'r(!ov XocOOAtXOV". Przeksztalcajac ostatnie wyrazenie
odpowiednio do zasad jezyka wloskiego otrzymuje sie termin
,,11 Metro Cattolico", a wiec "metr powszechny".

Oczywiscie opracowana jednostka dlugosci nie stala sie

powszechna. Nie mogla nia byc, bo okres wahan zalezy od sily
przyciagania, a ta jest rózna w róznych szerokosciach

geograficznych. Poszla w zapomnienie razem z jej twórca. Jest
natomiast Burattini jeszcze w jednej kwestii pierwszym. Jest
mianowicie pierwszym, który nie tylko projektowal, ale
praktycznie przeprowadzil swój projekt, wyprzedzajac w ten
sposób twórców systemu metrycznego we Francji o przeszlo sto
lat.

Ksiazka Burattiniego ukazala sie trzydziesci lat po smierci

Stanislawa Pudlo~skiego. Wiecej informacji o Burattinim mozna
uzyskac z ksiazki A. Hnilko "Wlosi w Polsce TyfUS Uujus::
Burattyni" (Kraków 1923).

Pierwsza wiadomosc o poslugiwaniu sie wahadlem, jako jednostka
dlugosci nosi date \660 i dotyczy doswiadczen Krzysztofa Wrena,
czlonka Royal Society w Londynie. W \673 r. ukazala sie ksiazka
Christiana Huyghensa "Horologium oscillatorillm" ( o zegarach
wahadlowych), w której omówione zostaly zasady zaleznosci
dlugosci wahadla sekundowego od szerokosci geograficznej.
Zatem Burattini nie tylko nie byl odosobniony ze swoim
pomyslem wykorzystania wahadla, ale nawet wyprzedzony,
o tyle, ze projekt swój na pózno oglosil. We wstepie wymienianej
ksiazki pisze, ze podrózujac w \645 r. do Wloch zostal,

przejezdzajac przez Wegry, napadniety i obrabowany przez
opryszków tracac pewne materialy, Moglo to byc przyczyna tak
znacznego opóznienia w wydaniu "Misura IIniversale".
Zapewne nie znal wymienionych prac innych uczonych, skoro
pisze:
"Nie wiem czy uzyskam zgode ogólu; w kazdym razie sadze, ze
nikt (jesli sie nie myle) do tej pory do czegos innego nie doszedl,
gdyz odkad pracuje nad niniejszym dzielkiem, nie omieszkalem
zasiegac rady pierwszych ludzi biezacego stulecia, nie powiadajac
im na jakiej opieram sie zasadzie i wszyscy jednog/o~nie
chwaliii mój zamiar, z powatpiewaniem jPdnak o powodzeniu,
nie bez racyi przez w'zglad na trudnosc przedsiewziecia. Skoro do
tej pory nie mamy pisma zadnego autora w tej materyi, zatem
jesli to moje dzielko bedzie przyjete i uznane przez ogól, bede

mial z tego wielka pocieche; jesli zas ku memu zmartwieniu,
nie bedzie przyjete, pociesze sie przynajmniej tem, ze szkoda
bedzie jedynie po mojej stronie: nikogo bowiem nie oskarze,
a raczej wykaze, iz mialem mysl przysluzenia sie wszystkim".

Opracowallllgr Walerian PIOTROWSKI
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Motto:

Ty'nie szydz z przypowiedni,

bo niesie przyslowie
Czego medrzec niezgadnie,

to glupi pr..zepowie ,

Styczen

Luty

Marzec

Kwiecien

Maj

Czerwiec

Lipiec

Sierpien

Wrzesien

Pazdziernik

Listopad
Grudzien

Nowy rok pogodny
Zbiór bedzie dorodny
Gdy swiety Maciej lodu nie stopi
Dlugo jeszcze w rece chuchac beda chlopi
Na swietego Grzegorza
Ida rzeki do morza
Albo do gospodorza

Jesli na s~ Wojciech wrony z zyta niewidac,
To mozesz reszte suchej paszy
Juz bydelku wydac
Kiedy grzmi w swieto Wojciecha
Rosnie rolnikom pociecha
Urbanów owies, Gawlowe zytko
Kata warte wszystko
Na swiety Wit
Slowik cyt
Kiedy czlowiek lake kosi

Lada baba deszcz uprosi .
W'sierpniu mgly na górach: pewne wody
A mgly na dolinach - pewne, pogody
Po swietym Mateuszu
Kazdy kiep w kapeluszu
Miesiac pazdzierny;- Marca obraz wierny
W listopadzie grzmi - Rolnik wiosne sni
Swieta Lucya - Dnia przykrócya

@
Wskazówka: Czasteczka benzenu ma
zerowy moment dipolowy. Momenty
dipolowe wiazan C-H znosza sie
poniewaz czasteczka ta jest
symetryczna.

'Poslowie: Gdym przed 30 latr w Wietrznie (w Sanockiim) pytal sedziwego kmiecia Szymona
o wrózebne gminne przypowiesci - odrzekl: "Od Swietej Lucyi uwazam ja sobie te dni 12, które

. mamy do Bozego Narodzenia; uwazam k(lzdy z osobna i mam prognostyk na przyszle 12

.miesiecy: Jaka chwila na S. Lucye, taki bedzie do konca Grudzien; jaka chwila nazajutrz, t.j. 14g0,

taki wypadnie Styczen; jaki j 5!Y, takt Luty, i tak dalej, az do Bozego Narodzenia. To sobie notuje
do pory roku stosujac, i tego sie trzymam; a choc mi sie co niezgodzi, to sobie mówie, ze taka wola

Opatrznosci, która lepiej wie, jak z nami sobie ma poczynac - kiedy dac deszcz - a kiedy pogode.
To ludzie starsi ode mnie z dawien dawna praktykowali, i kazdemu latwo zmiarkowac. Jak jest, tak
jest: zawszec lo pewniejsze, niz przejJOwiednie; co panowie po kalendarzach Pisza" .

• 'z4dania
.Redaguje IJlgrKrzysztof S. NO WINSKI

M 262. Na plaszczyznie dane sa parami rozlaczne i niewspólliniowe odcinki. Czy zawsze mozna,
laczac odcinkami konce danych odcinków, uzyskac lamana zwyczajna (bez samoprzeciec)?
Rozwiazanie na str. 9
M 263. Niechf(x) = x3 -x+ 1. Wykazac, ze dla kazdego naturalnego m > 1 liczby m, f(m),

f(f(m)}, ... sa parami wzglednie pierwsze,
Rozwiazanie na str. 10

M 264. Wykazac, ze jezel! p jest liczba pierwsza, to liczba C) - [;] jest podzielna przez p.

(:) oznacza wspólczynnik Newtona, [;] - najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od n/p.
Rozw.iazanie na str. 7

Redaguje mgr T().masz TRATKIEWICZ

Zadanie F95

RY,sunek przedstawia wzory strukturalne jedno- i dwuflupropochodnych benzenu. Wiedzac, ze
elektryczny moment dipolowy fluorobenzenu fi = 1,430, oszacowac momenty dipolowe dla
pozostalych zwiazków.
Rozwiazanie na str. 5
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Dr A//an J. THORPE (Wielka Brytania)
Z burzami zwiazane sa dobrze wszystkim znane zjawiska - ciezkie, przytlaczajace chmury,
gwaltowne opady, porywy wiatru, grzmoty i pioruny, Ze wzgledu na olbrzymie szkody, jakie
wyrzadzaja czasami burze, powstaly teorie, modele matematyczne i wykonuje sie dziesiatki
pomiarów w celu zrozumienia ich powstawania, rozwoju i wewnetrznej struktury. W tym
artykule przedstawie kilka ostatnich rezultatów uzyskanych na podstawie symulacji
numerycznych,
Atmosfera jest osrodkiem ciaglym i jako taka opisywana jest ukladem nieliniowych równan
rózniczkowych czastkowych wiazacych predkosc powietrza z podstawowymi wielkosciami
mierzonymi w atmosferze - cisnieniem, gestoscia i temperatura, Uwzglednic musimy takze
obrót Ziemi. Rozwiazania analityczne tych równan nie sa do tej pory znane, mozemy je jednak
znalezc w sposób przyblizony, wykorzystujac maszyny matematyczne. Jest to obecnie jeden
z najbardziej zlozonych problemów obliczeniowych fizyki atmosfery.
Aby zaczac rozwiazywanie równan, musimy dokladnie okreslic stan atmosfery przed burza,
Jest to zwiazane z pomiarami zmiennych meteorologicznych na wielu poziomach nad
powierzchnia Ziemi. Na rysunku l przedstawione sa typowe rezultaty takich obserwacji -
II i v sa poziomymi skladowymi predkosci wiatru, () - temperatura potencjalna, q ­

wilgotnoscia, Wielkosci te sa zalezne od cisnienia, ale równie dobrze moga byc traktowane jako
funkcje wysokosci.

~ Prosicie o nowego guberna~ora?

zdziwi! sie Tyber~usz.

- Po cóz wam to? Przywiezie ze soba

tylko nowych urzedników i bedzie wam

Jeszcze gorzej niz dotychczas . .roslu-

cnajcie lepiej, opowiem wam nastepujaca

historie: Pewnego razu ciezko ranny

zolnierz le~a:t. na pobojowisku i czekal,

a~ zjawi aie cyrulik i opatrzy mu rany,

na których roilo a1e od much. Lzej ran-

ny towarzysz, zobaczywszy to, z.aczal

odpedzac owady. "Nie rób tego! - krzyk­

nal pierwszy. - Muchy opily sie juz mo­

ja Krwia i nie sa tak natretne jak z

Burze Obliczenia komputerowe zostaly wykonan~

na podstawie modelu burzy opracowanego

w Imperial College w Uniwersytecie

Londynskim. Artykul napisany specjalnie dla

Delty

poczl:i:tku. Je:t:.eli je odpedzisz, ich miejs-

ce zajma inne, wygloazone, a wtedy bedzie

po umie."

Rys. 4(b)

I' Rys. 1

Rys, 2

Rys, 3

Rysunek 2 pokazuje poczatek zycia chmury - strzalki przedstawiaja predkosci wiatru (ich
dlugosc jest proporcjonalna do predkosci, a orientacja zalezna od jego kierunku), ciagle linie
przedstawiaja brzegi chmury, a pionowe kreski okreslaja miejsca, w których pada deszcz. Chmura
rozwija sie, rosnie. Okolo pól godziny od chwili rozpoczecia wzrostu chmura burzowa zaczyna
byc juz bardzo wypietrzona (rysunek 3). W centralnej czesci chmury powstaje silny prad
wstepujacy powietrza, w którym rosna krople deszczowe. Krople te, gdy stana sie dostatecznie
ciezkie, zaczynaja spadac ku powierzchni Ziemi. Spadajac paruja oziebiajac otaczajace je
powietrze - powoduje to powstanie silnego pradu zstepujacego. Strumien zimnego powietrza
"rozpelza" sie na boki na powierzchni Ziemi powodujac silne porywy wiatru. Zjawisko to
mozna dobrze zaobserwowac na rysunkach 4(a) i (b), na których przedstawiono pole
predkosci wiatru na powierzchni Ziemi. Obrazuja one ten sam obszar w róznych chwilach.
Obserwator stojacy w punkcie x zaobserwuje slaby wiatr przed burza, a kilka minut potem
sytuacja zmieni sie radykalnie - wiatr zmieni kierunek i gwaltownie stezeje, niosac ze soba silne
podmuchy zimnego powietrza z deszczem.

Robert Graves
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NA CALY DZIEN

Sniadanie
Barszcz- bulion
Paszteciki

Auszpik z raków
Zraziki cielece po parysku
Giquot Daranie z brukselka
Bomba neapolitanska

~
Zupa oxtail lub
Rosól. mysliwski
?stragi z maslem
Homary, sos remoulade
Poleowica, 80S tru1'lowy
Per l iczki, kuropatwy
::izparagi po polsku
Szulotka z lodów
Ananasy

Kolac ja
.i)uJ..aI'Cla'W potrawie
z bosew rakowym
Uaziec sarni
Salata wloska
Vel au vent z groszkiem
Sou1"le z reJ!gled
lody
/"Najno'wsza Kuchnia" pióra.
Marty ~owakowskiej
nak!aaem GebethneI:a i Wolf'fa/

Wia8C wyra2.nie, lI..e naszym przod­
Kom nie aostawalo wyobrazni.
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