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Rys. 1. Powierzchnia kuli jest
dwuwymiarowym odpowiedhikiem
zamknigtego wszech§wiata Friedmana

7

Rys. 2. Dwuwymiarowy odpowiednik
otwartego wszechéwiata Friedmana

Rys. 3. Dwuwymiarowy odpowiednik 3
wszechéwiata plaskiego

Linie geodézyjne na powierzchni odgrywaja
analogiczng role do prostych na
plaszezyinie, Definicje oraz ciekawe
wlasnosci geodezyjnych znajdzie Czytelnik
w artykule ,,O powierzchniach i liniach
geodezyjnych” (Delta 2/1981).

Dr John K. LAWRJ‘E?NCE."( Stany Zjednoczone )

Od tysiacleci astronomowie i filozofowie zadaja sobie pytanie, czy przestrzen rozcigga sie w
nieskoriczonos¢, czy tez istnieje jakas jej granica. Odkad odkryto rozszerzanie sie
Wszechswiata, przed kosmologia pojawit si¢ takze problem czasu; czy mial on poczatek i czy
bedzie miat koniec?

-

W latach dwudz‘iéstych, uzywajac 2,5-metrowego teleskopu umieszczonego na Mount Wilson,

'Edwin Hubble i Milton Humason odkryli, ze dalekie galaktyki oddalajg si¢ od Ziemi z

predkoscia proporcjonalna do ich odlegloéci od nas. Gdy sledzimy ten ruch wstecz w czasie,
mowi on nam, ze cala materia Wszech$wiata rozprzestrzenia si¢ 0d jednego zdarzenia
o charakterze kataklizmu, zwanego ,,wielkim wybuchem”, ktore zaszlo okolo 15 mld lat temu.

-Wydarzenie to wyznacza chwilg, sprzed ktorej nie dociera do nas zadna informacja. Odkrycie

Hubble'a i Humasona oznacza zatem, ze w skoficzonej przcszloscn nastapll pewien rodzaj
»Stworzenia™.

Dzieki postepowi techniki obsérwacyjnej mamy coraz Icpsze wyobraicnic o_przeszlosci. Mozemy
dzisiaj wykrywac obiekty znajdujace sie dalej niz 10 miliardow lat $wietlnych. Poniewaz éwiatlo
nie rozchodzi si¢ natychmiastowo, lecz z predkoscig ,,tylko™ 300 000 km/s, spojrzenie

W przestrzen jest rowniez spojrzeniem w przeszloéé. Znaczy to, zé widzimy te obiekty w bardzo
wezesnej fazie rozwoju Wszechdwiata. Aby zobaczy¢ ,,przyszia histori¢”, potrzebujemy innego
typu przyrzadu: ludzkiego umystu.

Dla przewidywania przysztosci buddjemy teoretyczne modele Wszech$wiata® ‘Zawierajq one
prawa fizyki w postaﬁl zalezno$ci matematycznych. Jesli uwzglednimy przeszly i obecny stan
Wszech$wiata, to rownania powu:dza nam, jak Wszech$wiat b@dzm rozwijal sie¢ w przysziosci.

Dla modeli kosmologicznych najwazniejszymi prawarhi fizyki sa prawa grawitacji. W roku 1916
Albert Einstein opisal grawitacje nie jako sile migdzy masami, lecz jako, rzeczywista deformacje
geometrii przestrzeni i czasu, w ktorych poruszaja si¢ wszystkie ciala Z tego punktu widzenia
orbita planety wokot Slorica nie jest zakrzywiona droga w:,,plaskiej” przestrzem lecz linia
geodezyjng w ,,zakrzywionej” czasoprzestrzem :

- Jesli wplyw grawntacu na zachowanie materii w skah kosmlczne_l jest dominujacy i jesli

grawitacja jest wlasnoscla geometrii albo ,,ksztaltu™ czasoprzestrzeni, to narzuca sig¢ pytanie,
jaki méglby byé¢ , ksztalt” Wszechswiata. Nie interesuja nas male znieksztalcenia geometrii przez
pojedyncze gwiazdy lub galaktyki, lecz caloSciowy ksztatt Wszech$wiata. W podobnym sensie,
abstrahujac od istnienia gor i dolin, pytamy, czy Ziemia jest kula.

W celu zmniejszenia ilosci mozliwych ,;ksztaltow” do rozsadnej liczby, dokonamy
upraszczajacego zalozenia o podstawowej wiasnosci Wszechéwiata. Zalozenie to nazywa sig
,,zasada kosmologiczna” i méwi, ze geometria Wszechéwiata, w danym momencie, musi wygladaé
tak samo dla wszystkich obserwatoréw, niezaleznie od ich polozenia. Jesli przyjmiemy to
ograniczenie, to pozostaja tylko trzy mozliwe ksztalty Wszechswiata.

Jednym z mozliwych jest ksztalt wszechéwlaia zamknigtego. Jest on analogiczny do

powlerzchm kuli, ale z dodanym jeszcze jednym wymiarem (rys. 1). Mowimy, ze wszechswiat
ten ma geometrie tréjwymiarowej powierzchhi (sfery) czterowymiarowej hiperkuli. Jak wida¢ na
rys. 1 taki wszech$wiat zamyka si¢ w sobie. Zawiera on skonczona ,,ilo§¢ przestrzeni” (_]est
ograniczony), ale nie ma brzegu. Ponadto j Jjego geometria wyglada tak samo ze wszystkich
punktow. Wreszcie zauwazmy, ze w takim wszechéwiecie wszystkie llme geodezyjne lezace w
jednej plaszczyZnie przecinaja sie.

Drugi moiliwy ksztalt jest ,,otwarty”. Jego dwuwymiarowym odpowiednikiem jest powierzchnia
przypominajaca ksztaltem siodlo pokazane na rys. 2. Wszechswiat ten musi by¢ nieskoriczenie
wielki, aby nie mie¢ brzegu (ktory naruszylby zasade kosmologiczna, poniewaz obserwatorzy
blisko brzegu widzieliby obraz znacznie rozniacy si¢ od widzianego z dala od brzegu).

W tym wszechswiecie istnieja geodezyjne, ktore lezac w jednej plaszczyZnie nie przecinaja sie.
Geodezyjne takie rozbiegaja sle¢ w nieskoniczonosci.

Trzeci przypadek (rys. 3) jest posredni miedzy dwoma pierwszyrhi. Geometria takiego
wszechswiata w ogole nie jest -zakrzywiona, lecz jest ,,plaska” lub euklidesowa. Musi on by¢
przy tym nieskoniczenie wielki, aby nie miat brzegu, a odleglos¢ miedzy dwiema nie
przecinajacymi si¢ geodezyjnymi lezacymi w tej samej plaszczyznie (liniami rownoleglymi) jest
wszedzie taka sama.
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Rys. 4. Skala wszech$wiata zmienia sig
w crzasie na rozne sposoby, w zaleznosci od
uzytego modelu Friedmana

Ostatnie eksperymenty wykazuja, e
neutrina, czgstki uwazane dotychczas za
bezmasowe, moga micdé niewielka mase
(ok. 0,5 eV). Ich gestodé we Wszechdwiecie
jest tak duza, Ze nawet znikoma masa
wystarczylaby do przekroczenia gestosci
krytycznej. Szczegoly znajdzie Czytelnik

w artykule ,,Czego nie wiemy o
neutrinach?"’ (Delta 5/1981).
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Rys. 5. Diagram Hubble'a
przedstawiajacy przesunigcia ku czerwieni
i odlegtosci gromad galaktyk = réinych
gwiazdozbiorow

Kiedy Einstein po raz pierwszy probowal budowa¢ modelowe wszech$wiaty wykorzystujac
swojg teorig, stwierdzit, ze nie moga one trwa¢ w spokoju, lecz musza rozszerza¢ si¢ albo
zapada¢. Wydawalo mu sig to tak absurdalne, Zze zmienil swa teorie, aby dopusci¢ istnienie
Wszechswiata statycznego. Modele rozszerzajacego si¢ Wszechswiata zostaly potraktowane
bardziej powaznie przez matematyka rosyjskiego, Aleksandra Friedmana, ktory w 1922 r.,

na krotko przed $miercia, opublikowal swg pierwsza prace. Dlatego tez modele
ekspandujacych wszechswiatow, ktore bedziemy tu rozwazaé¢, nosza nazwe modeli Friedmana.

Podczas gdy w Europie rozwijano teorig, amerykanscy astronomowie odkrywali, 7e
Wszech$wiat rzeczywiscie sig rozszerza. Praca ta doprowadzita do stynnego artykulu Hubble’a
z 1929 r., w ktorym wykazal, ze swiatto dalekich galaktyk jest ,,poczerwienione” (ma wicksza
diugosc fali) o wielkosc proporcjonalna do odleglosci tych galaktyk. To przesunigcie ku
czerwieni jest spowodowane oddalaniem si¢ galaktyk od nas, podobnie jak obniza si¢ ton
gwizdka lokomotywy oddalajacego si¢ pociagu. Jesli przyjmiemy tg interpretacje, to wynika

z niej, ze zyjemy w ktoryms z ekspandujacych wszechswiatow opisanych przez Friedmana.
Jezeli Wszechswiat rozszerza sig i jesli wystgpuje wzajemne przycigganie grawitacyjne calej
materii, pojawia si¢ nowe pytanie. Czy Wszechswiat bgdzie ekspandowal zawsze, czy tez
grawitacja spowoduje jego zahamowanie i zapadnigcie si¢. OdpowiedZ na to pytanie zalezy od
tego, ktory z wyzej opisanych modeli pasuje do rzeczywistego Wszechswiata (trzy mozliwe
przypadki pokazane sa na rys. 4). Wedlug Friedmana ksztalt Wszechéwiata nie ulega zmianie,
zmienia sig jedynie jego calkowity rozmiar albo skala. W momencie wielkiego wybuchu rozmiar
wynosit zero, a w chwili obecnej powigksza sig. W przypadku Wszech§wiata zamknietego
osiggnie on maksymalng wielkos¢, a potem zmaleje do zera. Teoria Einsteina mowi, ze jesli
Wszechswiat jest zamknigty, gestoS¢ materii musi by¢ wicksza od krytycznej gestosci rownej
ok. 1072® g/em?®. Oznacza to, po prostu, ze zamknigcie geometrii Wszechswiata wymaga
pewnej minimalnej masy. Ta krytyczna gestosc jest taka sama, jaka jest potrzebna, aby
grawitacyjnie zatrzymac i odwroci¢ ekspansje. W przypadku Wszech$wiata otwartego
rozszerzanie sig nigdy nie ustaje. Przypadek ten zachodzi, kiedy gesto$¢ masy jest mniejsza niz
gestosc krytyczna. W przypadku plaskim ekspansja ustaje po nieskoficzonym czasie, a to wymaga
gestosci masy dokladnie réwnej wartosci krytycznej.

Nie wiadomo jeszcze, kiory z tych trzech modeli (i czy ktorykolwiek) opisuje rzeczywisty
Wszech$wiat. Proponowano wiele sposobow wybrania sposrod nich wlasciwego modelu.
Jednym z nich jest okreslenie catkowitej gestosci materii. Ostatnie pomiary, cho¢ nie
rozstrzygajace, wskazujg, ze gestosc jest 10 do 100 razy mniejsza niz gestos¢ krytyczna. Jesli
okazaloby si¢ to prawda, znaczyloby, ze Wszechéwiat jest otwarty, nieskoriczenie wielki

i wiecznie ekspandujacy.

Diagramy Hubble’a

W naszym artykule spogladaliSmy dotad na Wszech$wiat w sposob abstrakcyjny, tak jak by$my
byli poza nim i spogladali na niego ,,z zewnatrz”. Zastanowmy si¢ jednak, jak wygladaloby
nasze zycie w roznych mozliwych wszechswiatach w réznych chwilach czasu. Wszechswiat
widziany od wewnatrz moze by¢ w danym momencie scharakteryzowany przez tzw. diagram
Hubble’a. Aby uzyskac taki diagram wykonujemy obserwacje duzej liczby galaktyk
znajdujacych si¢ w roznych odleglosciach od Ziemi. Kazda galaktyka jest reprezentowana na
wykresie przez punkt, ktorego rzedna jest okreslona przez ,,poczerwienienie™, a odcieta przez
odlegtosc galaktyki od nas. Na niewielkich odlegtosciach galaktyki beda ukladac sie wzdluz
linii prostej zgodnie z odkryciem Hubble’a. Na rys. 5 pokazany jest taki diagram.

Bardzo odlegle galaktyki bgda si¢ odchyla¢ od linii prostej pokazanej na rys. 5, poniewaz
pojawia si¢ efekty ,,krzywej geometrii’” i zmieniajacej si¢ skali Wszechéwiata. Aby to
zrozumie¢, musimy przeanalizowac pojecia ,,poczerwienienia™ i ,,odleglosci’.

Poczerwienienie jest okreslone przez liczbe z, ktora jest stosunkiem wzrostu dlugosci fali w czasie
jej podrozy na Ziemig do jej poczatkowej dtugosci. Przesunigeie ku czerwieni zinterpretowalismy
jako skutek oddalania si¢ galaktyk. Dla naszych obecnych celow wygodniej bedzie jednak
spojrzec na to przesunigcie w inny sposob. Kiedy $wiatto biegnie przez przestrzen, dlugos¢ jego
fali jest okreslona wzgledem skali Wszech$wiata. Skoro wiec skala zwigksza sie lub zmniejsza,
diugosc fali $wietlnej rowniez si¢ zmienia. Mozemy wiec wyrazi¢ z jako wzrost rozmiaru
Wszechsdwiata w czasie, gdy $wiatlo bieglo do Ziemi, podzielony przez rozmiar w momencie, gdy
byto ono wyemitowane. Jesli Wszech$wiat jest wiekszy w chwili obserwacji $wiatla niz byl

W momencie jego emisji, mowimy, ze $wiatlo jest ,,poczerwienione”. Jesli Wszechswiat jest
mniejszy w chwili obserwacji niz byl w czasie emisji, $wiatlo bedzie ,,przesuniete ku blekitowi”
(dtugosc jego fali zmniejszy sig). Przesunigcie ku bigkitowi odpowiada ujemnym wartoéciom z.



Rys. 6. Diagramy Hubble'a otwartego
wszechswiata Friedmana w roiznych
chwilach. Pozioma skala w dziesiatkach
miliardaw lat Swieilnych

Rys. 7. Diagramy Hubble'a plaskicgo
wszechiwiata Friedmana w roinych
chwilach
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Rys. 8. Diagramy Hubble'a zamknigtego
wsrechswiata Friedmana w roinych
chwilach

Wazng wlasnoscig Swiatha jest fakt, ze energia niesiona przez kwant $wiatta (foton) jest
odwrotnie proporcjonalna do diugosci jego fali. A wiec poczerwienione $wiatlo traci energie,
a bigkitniejace zyskuje. Wzrost lub zmniejszenie skali Wszechéwiata powoduja rowniez wzrost
lub zmniejszenie si¢ odleglosci miedzy fotonami w wiazce $wiatla, a to pociaga za sobg
zmniejszenie lub wzrost natgzenia $wiatla, powodujac, ze dana galaktyka przy obserwacjach
fotometrycznych wydaje sig¢ ciemniejsza lub jasniejsza.

Na osi poziomej diagramu Hubble’a odlozone sa odleglosci galaktyk. W praktyce

astronomowie uzywaja tzw. ,,odleglosci jasnosciowych™ — dy,. Aby zdefiniowa¢ d, , przypusémy,
ze mozemy obserwowa¢ w dalekiej przestrzeni galaktyke lub inny obiekt, ktorego rzeczywistg,
wlasng jasno$¢ znamy (kosmologowie obserwatorzy spedzaja wiele czasu na poszukiwaniu

takich obiektow). Mierzymy potem jasno$é¢ widoma obiektu widzianego z Ziemi i, poroéwnujac
obie jasnosci, mozemy obliczy¢ odlegtosc dy, przy zalozeniu, ze przestrzen jest plaska.
Zapamigtajmy — im ciemniejszy jest obiekt widziany z Ziemi, tym wigksza jest jego odleglosé
Jasnosciowa,

W rzeczywistym Wszech$wiecie zakrzywienie geometrii i zmieniajaca si¢ skala wplyna na

pomiar dy,. W zamknigtym Wszechiwiecie zakrzywienie bedzie ogniskowaé promienie $wietlne

i powodowaé, ze galaktyki beda wydawaly si¢ jasniejsze, a wiec blizsze. We Wszechéwiecie
otwartym — na odwrot. We Wszech$wiecie rozszerzajacym sig $wiatlo bedzie poczerwienione,

a wige przy¢mione, jak opisano wyzej, powodujac, ze galaktyki wydawac sie beda bardziej
oddalone. W zapadajacym si¢ Wszechswiecie §wiatlo bedzie przesuniete ku blgkitowi, a galaktyki
beda wydawac sie jasniejsze i blizsze.

Mozna obliczyc, jaki jest wplyw tych wszystkich efektow na wyglad diagramow Hubble'a
wykonywanych przez astronoméw w réznych chwilach w trzech mozliwych wszechswiatach.
Wyniki tych obliczen pokazane sa na rysunkach 6, 7 i 8. Na kazdym rysunku linia ciagla
oznaczono krzywe, wzdhuz ktorych ukladalyby si¢ galaktyki widziane przez astronoma

w pewnej konkretnej chwili. Linie przerywane pokazuja, jak zmienialyby sie polozenia
pojedynczych galaktyk na diagramie Hubble’a, jesli mozna by byto obserwowa¢ je przez bardzo
dlugi okres. Te teoretyczne diagramy zawierajg obiekty odlegle znacznie bardziej niz te, ktore
mozemy zaobserwowac. Dzisiejszy obserwacyjny diagram Hubble'a, taki jak na rys. 5, zajalby
tylko maly prostokat na kazdym z trzech wykresow, odpowiadajacy matym z i d;,. Zauwazmy,
ze w tym obszarze (i na rys. 5) linie odpowiadajace chwili obecnej i oznaczone ,,teraz” sa prawie
identyczne we wszystkich trzech typach wszech$wiata. To wlasnie ta zgodno$¢ powoduje tak
wielkie trudnosci z okresleniem, ktory model odpowiada rzeczywistemu Wszech§wiatowi.

Trzeba podkredli¢, ze na rys. 6, 7 i 8 zakladamy istnienie pewnych obiektow w bardzo duzych
odleglosciach, a wigc, ze wzgledu na skonczona predkosé swiatla, w bardzo wczesnej fazie
rozwoju. W rzeczywistodci istnieja pewne przeslanki, aby sadzi¢, ze nie ma obserwowalnych
obiektow z przesunigciami ku czerwieni duzo wiekszymi niz z = 3. Znaczy to, ze obiekty takie
musiatyby by¢ widoczne tak, jak wygladaly przed powstawaniem galaktyk. Zakladamy przy
tym, ze kazdy efekt pociemnienia spowodowany przez materie miedzygwiazdowa mozemy
zaniedba¢ lub uwzgledni¢ w poprawkach.

Rys. 6 i 7 przedstawiajg wyniki dla wszech$éwiatow, odpowiednio otwartego i zamknietego, przy
uzyciu tych upraszczajacych zalozen. Wszechswiaty te sg takie, jak sie mozna bylo spodziewac,
ckspandujgce, ale spowalniajace. We wczesnych chwilach galaktyki sa silnie poczerwienione.

Z uplywem czasu poczerwienienia zmniejszaja sig, dazac w koncu do stalej wartosci (zera w
przypadku ptaskim). Rownoczesnie galaktyki ciemniejg i ich odleglosci jasnosciowe rosna.

Wszechswiat zamknigty

Rys. 8 pokazuje wyniki dla zamknigtego wszechswiata Friedmana. Poniewaz wykres ten jest
dos¢ skomplikowany, dodano rys. 9, 10, 11 i 12 dla ulatwienia jego interpretacji. Te cztery
wykresy ukazuja spojrzenie ziemskiego obserwatora w kosmos w roznych chwilach. W kazdym
przypadku obserwator znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych. Poczerwienione galaktyki
przedstawione sa strzalkami skierowanymi od obserwatora, natomiast galaktyki zblizajace sie,
strzatkami skierowanymi do obserwatora. Im punkt jest dalej od obserwatora, tym wigksza jest
jego odleglos¢ jasnosciowa; skala odleglosci jest taka sama, jak na wykresach Hubble’a

(z wyjatkiem rys. 12, gdzie skala zostala powigkszona o czynnik 4).

Zanim przyjrzymy si¢ rys. 8 dokladniej, zauwazmy, ze najbardziej interesujace cechy

wszech$wiata zamknigetego wynikaja z dwoch powodow. Po pierwsze, Wszech$wiat w tym
modelu zachowuje sig roznie w roznych chwilach, najpierw rozszerzajac si¢, potem zapadajac:
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Rys. 9. Zamknigty wszechéwiat rriedmana
w chwili obecnej. Strzalki skierowane na

' zewnatrz pokazuja, Ze przesunigcia ku

czerwieni sq proporcjonalne do odleglosci.
Odpowiada to linii B na rys. 8

Rys. 10, Wszech$wiat zamkniety w
momencie osiggnigcia maksymalnych
rozmiaréw. Odpowiada to linii C na rys. 8

Rys.-11. Wszechéwiat zamknigty po
rozpoczeciu zapadania sie. Swiatlo bliskich
galaktyk jest przesuniete ku biekitowi.
Odpowiada to krzywej D na rys. §

Rys.*12, Wszechiwiat zamknigty W chwili,
kiedy zapadajac si¢ osigga z powrotem
dzisiejsze rozmiary. Skala rysunku zostata

powigkszona czterokrotnie w porownaniu
arys. 9, 100 11. Galaktyki-widma
oznaczone sa otwartymi kolkami

i przerywanymi strzalkami. Odpowiada to
linii F na rvs. 8 :

inaczej niz w.pozostatych, ktore jedynie ekspanduja. Poniewaz $wiatlo biegnie ze skoriczona
predkoscia, obserwator w pewnej chwili bedzie obserwowal rozne czeici Wszechéwiata takimi,
jakie byly w roznych momentach; im dalej od niego, tym wczesniej w czasie. A wiec w fazie
zapadania si¢ obserwowane beda w tym samym czasie zaréwno efekty ekspansji, jak i zapadania
si¢. W czasie ekspansji natomiast, obserwator widzi wszechéwiat poczerwieniony, ktory wyglada
bardzo podobnie do wszech$wiata otwartego lub plaskiego. W momencie, kiedy zamkniety
wszechéwiat osiaga maksymalne rozmiary, obserwator widzi tylko najblizsze galaktyki jako
statyczne. Bardziej odlegle s ciagle poczerwienione. Podobnie, w fazie zapadania obserwator
widzi §wiatlo pobliskich galaktyk przesuniete ku blekitowi. Bardziej odlegte galaktyki,
obserwowane w punkcie zwrotnym, sa nie zmienione, a jeszcze dalsze, widziane w trakcie
ekspansji, s3 ciagle poczerwienione. Druga przyczyna komplikacji w przypadku wszech$wiata
zamknigtego jest sama jego zamknigtosé. Powodujé ona, ze promienie $wietlne opuszczajace
galaktyke zbiegaja si¢ w punkcie ,,po przeciwnej stronie” wszechéwiata i tworza w tym punkcie
obraz galaktyki, jak to wida¢ na rys. 14, Ze wzgledu na czas podrozy $wiatta, ktore musi
dotrze¢ do obserwatora, takie obrazy pojawilyby sie tylko w fazie zapadania.

Pamigtajac o tych faktach, mozemy przyjrzeé¢ sie dokladniej rysunkom. Na rys. 8 krzywa A
odpowiada obrazowi wszech$wiata w momencie wcze$niejszym niz chwila obecna. Linia B
przedstawia dzisiejszy wyglad wszechswiata i ta epoka pokazana jest rowniez na rys. 9.

Krzywa C ukazuje wszechswiat zamkniety, kiedy osiaga on maksymalng skale, co pokazane jest
rowniez na rys. 10. Dla bliskich galaktyk nachylenie linii C jest rowne zeru, poniewaz w tej
chwili wszechéwiat nie ekspanduje. Swiatlo bardziej odleglych galaktyk zostalo wyemitowane,
gdy wszechéwiat byt mniejszy niz w momencie obserwagji, i dlatego jest poczerwienione,
zakrzywiajac linig C do gory.

Krzywa D i rys. 11 obrazuja wszechéwiat po momencie, kiedy zaczat sie zapadaé. Swiatlo
bliskich galaktyk zostalo wyemitowane w czasie, gdy wszechéwiat byl wiekszy niz w chwili
obserwacji. Natomiast $wiatlo galaktyk bardziej odleglych zostalo wyemitowane, kiedy
wszechéwiat byl mniejszy niz w momencie obserwacji, i dlatego jest wcigZ przesuniete ku
czerwieni. .

Linia E pojawia si¢ jeszcze pozniej. W punkcie z = 2 zakrzywia sie ona z powrotem do osi

dy, = 0. To powtorne zakrzywianie pojawia sie wlasciwie dla wszystkich krzywych poczynajac od
C, ale przy zbyt duzym z, aby ujawni¢ si¢ na rysunku. Galaktyka w punkcie, gdzie krzywa
dotyka osi dy, = 0, jest w zamknietym wszech$wiecie w miejscu ,,pl:ieciwnym" do polozenia
obserwatora; podobnie jak Biegun Poludniowy na Ziemi dla obserwatora na Biegunie Polnocnym.
Przez analogi¢ bedziemy nazywali ten punkt antypodami obserwatdta. Swiatlo wyemitowane

z antypodow przebylo caly wszech$wiat dokola w roznych kierunkach i cale zbieglo sie znowu

w miejscu, gdzie znajduje si¢ obserwator; podobnie, jak dzieje si¢ to z poludnikami Ziemi,

ktore wychodza z Bieguna Poludniowego w roznych kierunkach i spotykajg sie znowu na
Biegunie Polnocnym. Poniewaz cale §wiatlo wyemitowane przez galaktyke jest odbierane przez -
obserwatora, mowimy, ze odleglo$¢ jasnosciowa wynosi zero. :

Inna galaz krzywej E wychodzi z punktu dy, = 01 z = 2 do gory. Galaktyki na tej linii nie sa
prawdziwymi galaktykami, ale pewnymi obrazami lub galaktykami ,,widmami”. Obrazy te

tworza sig, kiedy $wiatlo po przebiegnieciu calego wszechéwiata zbiega sie w antypodach

i znowu sig rozbiega. Bliski obserwator widzacy rozbiegajace si¢ $wiatlo miatby wrazenie

istnienia galaktyki w punkcie wszechéwiata przeciwnym do rzeczywistej galaktyki, jak to pokazano
na rys. 14. Galaktyki-widma nie pojawiaja sie, dopoki wszechswiat nie osiagnie swojej
maksymalnej skali, tyle czasu zajmuje najwcze$niej wyemitowanemu éwiathu pokonanie drogi do
punktu antypodalnego. Obserwator, ktory znalaziby sie na antypodach, powiedzmy, kwazara,
mialby ciekawy spektakl.

Linia F opisuje pOzZniejsza chwile, taka, ze skala wszech$wiata jest taka sama w momencie
emisji $wiatla na antypodach i jego odbioru przez obserwatora. W tym czasie $wiatlo wszystkich
»prawdziwych” galaktyk jest przesuniete ku blgkitowi. Chociaz nie pokazano tego na rys. 8, to
‘na rys. 12 jest wyraznie widoczne, ze prawie wszystkie galaktyki pojawiaja si¢ z takim samym
przesunigciem ku blgkitowi i w tej samej odlegloéci. Wszystkie galaktyki-widma znajduja sie na
tej samej linii, na ktorej znajduja sie obecnie prawdziwe galaktyki. W tyin momencie
wszechswiat wyglada, w pewnym sensie, jak dzisiaj. Istnieje jednak duza liczba galaktyk

o $wietle przesunigtym ku blekitowi, ktorych dzisiaj nie wida¢. Spodziewamy si¢ rowniez, ze
obrazy gélaktyk beda raczej nieostre ze wzgledu na odchylenie promiei:i $wietlnych w réznych
maloskalowych polach grawitacyjnych, przez ktére promicnie te przechodzily w czasie
podrozy dookota wszech$wiata.
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Rys. 13. Wszechswiat zamkniety.
Obserwator zobaczy ,,za chwilg” swiatlo od
galaktyki na antypodach.

prawdziwa

galaktyka

obser- galaktyka

wator widmo

Rys. 14, Wszechiwial zamknicty.
Galaktyka-widmo pojawia si¢ dzigki
zbiegnigciu sie promieni swiatla prawdziwe]
galaktyki na jej antypodach
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Krzywa G odpowiada jeszcze pozniejszej chwili. Prawie wszystkie prawdziwe galaktyki sg na

dolnej czesci ,,niebieskiej™
zapadajacego si¢ wszechswiata osiggnie 0. Przesuniecie z =

jest przesunigta do zera lub do nieskonczonej energii.
Dwie przerywane linie na rys. 8 reprezentujg dwie konkretne galaktyki, ktore sa obserwowane
przez caly czas ewolucji wszechéwiata. Ich poczerwienienia caly czas si¢ zmniejszaja. Bardziej
odlegla galaktyka zawsze wydaje sig zbliza¢, nawet wtedy, gdy wszech$wiat ekspanduje podczas

pierwszej potowy czasu swego zycia. Blizsza galaktyka poczatkowo zbliza sig, potem przez
pewien czas oddala, a potem znowu si¢ zbliza. Zauwazmy, ze obie te galaktyki w czasie

petli tego wykresu. Odpowiada to momentowi, kiedy skala
— 1 oznacza, ze dlugosc fali swietlnej

ekspansji sa przesunigte ku czerwieni. Oznacza to, Ze chociaz galaktyka jest poczerwieniona,
a wiec oddala sig, to obserwowana przez diuiszy czas bedzie wydawala si¢ zbliza¢. Znaczy to

rowniez, ze poczerwienione galaktyki na rys. 9, 10, 11 i 12 beda wydawaly si¢ porusza¢ w kierunku

przeciwnym, niz pokazuja strzatki. Oczywiscie wszystkie galaktyki, lacznie z nasza, zakonczy
swoj Zzywot w punkcie H.
Widac jasno z tych rezultatow, ze historia wszechswiata zamknietego charakteryzowac sie bedzie

bogactwem zjawisk optycznych. Zjawisk tych pojawia si¢ o wicle wigcej, niz mozna si¢ bylo

spodziewa¢ w oparciu o prosty poglad przedstawiony na poczatku. Mimo, ze zwykle zadaniem

-nauki jest sformulowanie prostego, abstrakcyjnego modelu na podstawie wynikow obserwacji,

czasami zabawniej jest zrobi¢ rzecz odwrotna, jak my tutaj. Mimo, iz trzeba by¢ obiektywnym
w rozwazaniu obserwacyjnych potwierdzen kazdego z trzech mozliwych modeli Wszechswiata.

jest pokusa, aby opowiedziec si¢ z przyczyn estetycznych za wszechswiatem zamknigtym.
Z pewnoscia byloby najciekawiej zy¢ w. tym wszechswiecie mimo nieuniknionego punktu H,

ktory czeka na koncu.

Rozwiazanic zadania F 95,
Zwigzki, 0 ktorych mowa w zadaniu. maja daleko bardzicj zlozona budowe nmiz prosty uklad dwoch jednakowych co

do wartoici, lecz roznigcych sie znakiem ladunkow,

(thum. Tomasz CHLEBOWSKI)

rwany dipolem. Jednak w obrebie crasteczki mozna znaleze

elementy strukiury bedgce 2 dobrym przyblizeniem dipolami. We wzorach strukturalnych odpowiadaja im wiazania

pomigdzy réznymi picrwiastkami. Kazdemu z wigzan moina wise preyvpisac pewien moment dipolowy

W przypadku fluorobenzenu ocrekiwad nalezy momentu dipolowego wrdluz osi symetrii. bedacepo sumg momentow

wigzan C—H i C—F, gdvi pozostale momenty znosza sie.

Przyjmijmy tcraz zalozenie, #e wprowadzenic drugicgo podstawnika nie zmicnia wartosci momentu od pojedyncrego

podsi.mml\d oraz nie zakléca rbyinio symetrii. Moment d\po!-_m\ dwulluorobenzenu jest wicdy suma momentow
pp-“ i pre-p. Olrzymujemy w ien sposob dla
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Skonfrontujmy nasre wyniki teoretycone 7 danymi ekspervmentalnymi. W tabeli podane s momenty dipolowe nie
tylko dla fluorobenzenu. lecz takze dla innych pochodnych benzenu. Wartoici momentiow podane si jak uprsednio
w debajach: 1D = 3.336-
Jeili Czyielnik zechcialby wykorzystad preedstawiony w zadaniu model do oblicsenia momentow dia rop- 1 wigee|
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Svmbol w  r oznacza iloczyn wektorowy w
przez r. Ogolnie, iloczynem wektorowym dwu
wektorow swobodnych a i B nazywamy
wektor prostopadly do nich obydwu,
majacy diugosc taky, ile wynosi pole
rownolegloboku o bokach a i B, oraz
skierowany tak, ze trojka a, B, a < B jest
dodatnio zorientowana (prawoskretna). Gdy
a = la), az, a3l B = by, by, bi]

loa- B = [abhy—ayby, biay—ab,.
ayby—azb,). Jezeli wspolrzedne wektorow
a i @ zalezg w sposob réiniczkowalny od
smiennej 7, 1o jest tak i dla wektora a < B.
Mamy ponadto

L (G rendn)
Ceytelnik, ktory cheialby dokladnie
przesledzi¢ wyprowadzenie wzoru (4), moze
zajrzed np. do podrecznika W, Rubinowicza
i W. Krolikowskiego ,,Mechanika
teoretyczna”, PWN, 1964, lub — do czego
rachecam - wyprowadzié wzor samemu,
korzystajac z nastepujgcych wskazdwek.
Zwiarek migdzy pochodng dowolnego wektora
b ow uktadsie Oxyz i O'x'v'z', wynikajacy

d'b

¢+ wsoru (3), ma postac +uw o b,

de dr
oo o e Y
Ocrywiscie i osnacsa roenicckowanie

w uktadeie €'y 2",

Dlaczego wiatr nie wieje
w kierunku centrum nizu barometrycznego

Mgr Jerzy DALEK

Kazdego wieczoru, na zakonczenie dziennika telewizyjnego, podawana jest prognoza pogody.
Mozemy obejrze¢ mape Europy z naniesionymi wyzami i nizami barometrycznymi. Linie
widoczne na mapie to izobary — linie stalego ci$nienia. Nize (zwane tez cyklonami) to obszary

w ktorych cisnienie jest obnizone w stosunku do otoczenia, podczas gdy wyze (zwane
antycyklonami) to obszary o ci$nieniu podwyzszonym. Wydawatoby sie, ze w obszarze nizu
powinny wia¢ wiatry w kierunku jego centrum. Dlaczego? Oczywiscie, dlatego, Ze masy powietrza
powinny przesuwac si¢ w kierunku najnizszego ci$nienia. Uzywajac jezyka matematycznego
mowimy, ze gradient ci$nienia, czyli wektor skierowany prostopadle do izobar i majgcy zwrot

w kierunku rosnacego cisnienia, pokazuje kierunek przeciwny do kierunku, w ktorym -

powinien wia¢ wiatr (rys. 1). Kiedy spojrzymy jednak na mapg pogody, to okaze sig, ze wiatr

nie wieje dokladnie w kierunku centrum nizu, tylko wykazuje tendencj¢ do skrgcania w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (rys. 2). Zajmiemy si¢ wyjasnieniem tego zjawiska.

Do wyjasnienia zjawiska konieczne bedzie nieco rozwazan teoretycznych. Rozpatrzmy dwa
uktady wspoéirzednych poruszajgce si¢ wzgledem siebie. Zastanowmy sig, jaki jest zwigzek migdzy
wielkosciami opisujacymi ruch w obu tych uktadach wspolrzgdnych. Oznaczmy jeden z

ukladow wspotrzednych przez Oxyz a drugi przez O'x'y’z" (rys. 3).

Rys. }

Ruch drugiego ukladu wzgledem pierwszego jest scharakteryzowany dwiema wielkosciami:
predkoscia vy, (zwana predkoscia translacyjna), z jaka porusza si¢ poczatek ukladu O’ wzgledem
poczatku uktadu O oraz predkoscia katowa w, z jaka obraca sig uklad O'x'y’z" wzgledem
ukladu Oxyz. Wezmy punkt P, ktorego potozenie w ukladzie Oxyz okresla wektor OP = r.
Predkos¢ » punktu P wzgledem ukiadu Oxyz réwna si¢ sumie predkosci o’ punktu P

wzgledem uktadu O'x’y’z" i predkosci v, zwanej predkoscia unoszenia punkiu nieruchomego
w ukladzie O'x'y’z" wzgledem ukladu Oxyz.

(1) D=0 +0,.

Z kolei predkosé¢ v, mozna przedstawi¢ jako sume predkosci translacyjnej i rotacyjnej
(2) Dy = Dy t@XT.

Predkos¢ rotacyjna wx r’ jest predkoscia liniowa odpowiadajaca predkosci katowej w,

(r’ = O'P). Rozklad predkosci unoszenia na cze$¢ translacyjng i rotacyjng wynika ze znanego
z geometrii twierdzenia, ze kazda izometri¢ (zachowujaca orientacj¢) mozna przedstawic jako

zlozenie dwoch przeksztalcen — przesunigcia rownoleglego i obrotu. Ostatecznie, podstawiajac
(2) do (1) otrzymamy wzor na predko$¢ w ukladzie Oxyz w zaleznosci od predkosci

T

wzgledem ukladu O’x’y’z’, predkosci translacyjnej i predkosci katowej w postaci
(3) v = = o + oy + wxr

predkosé predkosé predkosé predkosé

w ukladzie w ukladzie translacyjna  rotacyjna

Oxyz O'x'y'z"

 Zgodnie z definicja, przyspieszenie punktu poruszajacego sie z predkosécia @ jest pochodna tej

do
predkosci wzgledem czasu: a = . Rozniczkujac (3) otrzymamy:
do de’ " do;; dw
= + + XPr+2wxv' +wx (wxr),
dr dr dr dr
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Rys. 4

czyli

(4) a = a’ 3 a, g
przyspieszenie przyspieszenie preyspieszenie
w ukladzie wzgledne translacyjne
Oxy: w ukladzie .
O'x'ys
do . .
e d xr + 2wxp + wx (wxr).
f

przyspieszenic
powstajgce od
preyspieszenia
katowego

przyspieszenie
dosrodkowe

przyspieszenic
Coriolisa

Omowimy sens fizyczny wzoru (4). Stwierdza on, ze przyspieszenie a w ukladzie Oxy: sklada sie
z przyspieszenia wzglednego a’ wzglegdem ukladu O'x’y’z" oraz dodatkowego przyspieszenia
zlozonego z czterech skladnikow. Pierwszy z nich a,,, to przyspieszenie wzgledem ukladu Oxy:,
jakiego doznaje punkt wskutek zmiany predkosci translacyjnej o,, ukladu O'x"y’z" wzgledem
ukfadu Oxyz. Pozostale skladniki, zwiazane z predkoscig katowa w, moga by¢ rozne od zera

tylko wowczas, gdy w # 0, czyli jesli uklad O’'x’y’z" obraca sig wzgledem ukladu Oxyz. Skladnik
dw
dr

¥ S

x r’ przedstawia przyspieszenie punktu w ukladzie O'x’y’z" powstajace dzigki przyspieszeniu

e

katowemu -:T ukladu O'x’y’z" wzgledem ukladu Oxyz. Oczywiscie, skladnik ten jest rowny 0,

gdy predkos¢ katowa jest stala w czasie. Skladnik 2w x »° nazwany jest przyspieszeniem
Coriolisa. Przyspieszenie Coriolisa dziala na cialo jedynie wowczas, gdy porusza si¢ ono

w ukladzie O'x"y’z’, tzn. gdy o'# 0 oraz gdy predkosc¢ nie jest skierowana wzdluz osi obrotu
rownoleglej do wektora w (wiadomo bowiem, ze iloczyn wektorowy wektorow rownoleglych jest
wektorem zerowym). Wreszcie ostatni czlon wzoru (4) w x (w x r’) to przyspieszenie dosrodkowe,
zwane tak dlatego, ze skierowane jest do osi obrotu.

Rozpatrzmy teraz mas¢ powietrza poruszajacego si¢ w kierunku centrum nizu. Ziemia

obraca si¢ wokot osi ze stala predkoscia katowa w. Przyjmijmy uklad wspolrzednych Oxyz,
nieruchomy w stosunku do gwiazd, o poczatku w srodku Ziemi. Uklad O’x'y’z’ bedzie zwigzany
z obracajaca sie wokol osi Ziemia, a wigc bedzie sie poruszal ruchem obrotowym w stosunku
do ukladu Oxyz, z predkosgia obrotu Ziemi. W rozwazaniach zaniedbujemy ruch Ziemi wokot
Storica. Mamy wigc w istocie sytuacje opisana teoretycznie powyzej. Przyspieszenie masy
powietrza w ukladzie Oxyz wyraza si¢ wzorem (4), przy czym, dzieki poczynionym

zalozeniom, wzor (4) przyjmie prostsza postac

(5) a=a+2wxv'+wx(wxr).

poniewaz a,, = 0, gdyz uklady Oxyz i O’x’y’z’ nie przesuwaja si¢ wzglgdem siebie, oraz ‘:;:' =05
gdyz w nie zalezy od czasu. Zbadajmy, jakie sity dzialaja na rozpatrywana mas¢ powietrza.
Zgodnie z druga zasadg dynamiki Newtona sila jest rowna iloczynowi masy i przyspieszenia:

F = m a. Wstawiajac do powyzszego wzoru a z (5) otrzymamy

ma’' = F=2mwx v —mwx (wxr).

Czlon —2mw x »° nazywa si¢ sila Coriolisa, zas czlon —mw x (w x r’) sita odsrodkowa. Sa to
.dodatkowe” sily, ktore pojawiaja si¢ w ukladzie poruszajacym si¢ O'x’y’z". Pierwsza z nich —
sita Coriolisa — bedzie powodowata odchylanie kierunku wiatru. Zobaczymy, jaki bedzie jej
kierunek. Gdy znajdujemy sie na potkuli polnocnej, to zgodnie z regula sruby prawoskrgtnej,
okreslajacej zwrot iloczynu wektorowego, na masg powietrza poruszajacego si¢ z predkoscia o’
dziala sita skrecajaca t¢ mase w prawo (rys. 4). Daje to odpowiedZ na pytanie postawione w
tytule, a zarazem stanowi ‘tresé reguly Buys-Ballota, ktora mowi, ze na potkuli pétnocnej niz
barometryczny znajduje si¢ po lewej stronie obserwatora zwroconego plecami do wiatru. Czytelnik
tatwo moze sprawdzic, ze na potkuli potudniowej sytuacja odwraca si¢ — niz znajduje si¢ po
prawej stronie obserwatora.

Sita Coriolisa daje o sobie zna¢ nie tylko w przypadku wiatrow w obszarach nizu
barometrycznego. Jej dzialaniu podlegaja pasaty i antypasaty, a takze prady morskie.
Chciatbym zwroci¢ uwage na wiele upraszczajacych zalozen, ktore po kolei wprowadzalismy,
aby moc znalez¢ odpowiedz na postawione pytanie. Nie o wszystkich jednak zalozeniach
mowilismy jawnie w tekscie. Najwazniejszym z tych nie wymienionych zatozen jest chyba to, ze
rownania opisujace ruch punktu materialnego stosowane byly do opisu ruchu mas powietrza.
Jest to zalozenie dos¢ grube, jednak upraszcza 0}10 znacznie rozwazania i daje ,,przyzwoity”
zgodny z obserwacjami meteorologicznymi — wynik jakosciowy. Cale nasze rozumowanie
opierato si¢ na matematycznym opisie zjawiska fizycznego. Taki sposob post¢gpowania jest
powszechnie stosowany w naukach przyrodniczych — tworzenie modelu fizycznego zjawiska,
jego opis matematyczny, dyskusja otrzymanych z tego modelu wynikow i ich porownanie

z doswiadczeniem.

-
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Tak satvivtowane (od biedy mozna to

prectlumaceyd Gotow do kroku w
prevszloie?) duie oglossenie w angielskim
The Times # 4 marca 1980 roku donosi:
Seukamy mlode; sekretarki w wieku

IR - 22 lat, kiora powaznie patrzy

w preysslosc, Niesaleznie od swyklych
obowigskow sekretarskich, nauczymy cig
poslugiwaé sie koncowky komputera.
Nasse wymagania sy wysokie. Musisz mieé
5 ocen bardzo dobrych (preede wszyvstkim
angielski | matematyka) i pisaé na maszynie
conajmniej 50 slow na minute, Placimy
1,750 rocsnie e, .

Historia system()w dzwickowych

Dr Krzysztof DABROW SKI

W tym artykule omowimy pewne matematyczne (a dokladniej, rachunkowe) metody
wyznaczania i porzadkowania zbioru wszystkich wysokosci dzwigkow, uzywanych w muzyce
europejskiego krggu kulturowego.

Poczatki muzyki siegaja poczatkow istnienia czlowieka.

W praktyce muzycznej uzywano zarowno glosu ludzkiego, jak i przedmiotow, wydajacych
dzwigki o okreslonej lub nieokreslonej wysokosci. Takie przedmioty wydawaly zwykle jeden
dzwiek — byly to roznego rodzaju gwizdki, zwierzece rogi, cieciwy tukow, prymitywne
instrumenty perkusyjne. Z czasem zaczg¢to budowac instrumenty, wydajace wigcej dzwigkow —
w gwizdku wywiercono otworki i powstala fujarka, dlugosé¢ cieciwy tuku skracano palcami itp.
Poczatkowo zbior dzwickow, wydawanych przez takie instrumenty, byl dosy¢ przypadkowy —
dziurki w piszczalce wiercono w tych miejscach, w ktorych jej dotykaly swobodnie polozone
palce (tzn. nie tam ustawiano palce, gdzie byly dziurki, tylko tam wiercono dziurki, gdzie byly
palce), cigciwe skracano w miejscach zupelnie dowolnych. W miare rozwoju muzyki zaczeto
zauwaza¢ potrzebe ujednolicenia wysokosci dzwigkow, uzyskiwanych z réznych instrumentow,
pojawil si¢ wigc problem, jak dokladnie wyznaczy¢ wszystkie uzywane wysokosci dzwigkow,
czyli system dzwickowy.

Pierwsze badania stosunkow dlugosci strun i piszczalek przeprowadzano w czasach
wezesnohistorycznych, jednak mialy one charakter wycinkowy i niedokladny. Badaczem, ktory
stworzyl pierwsze dokladne podstawy teoretycznego wyznaczania wysokosci diwigkow, byl
Pitagoras (VI w. p.n.e.).

Do omowienia jego systemu (i nastgpnych) beda potrzebne uzywane w muzyce nazwy odleglosci
dzwigkow, tzw. interwaly. (Przez odlegltos¢ dzwigkow nalezy rozumiec stosunek ich
czestotliwosci — dlaczego nie roznice, wyjasnimy pozniej). Podajemy tez dla przykladu nazwe
dzwigku odleglego od dzwicku ¢ o dany interwal.

cis dis fis gis ais cis dis
des es ges s b des es

cldjefflgfalhjc|d]e]

Liczba pottondw miedzy | i dzwiek odlegly o ten

nazwa interwatu

dzwiekami i interwal od dzwigku ¢

0 l pryma c

1 sekunda mala cis, des
2 sekunda wielka d

3 tercja mata dis, es
4 tercja wielka e

5 kwarta f

6 tryton [fis, ges
7 kwinta £

8 seksta mala gis, as
9 seksta wielka a
10 septyma mala ais, b
11 septyma wielka h
12 oktawa - &

Dodajmy, ze tryton jest nazywany tez kwartga zwigkszona, lub kwinta zmniejszona (zaleznie od

zapisu), zas nazwa ,,oktawa’ oznacza nie tylko odleglos¢ dwoch sasiednich dzwigkow o tej
samej nazwie, ale tez zbior wszystkich wysokosci dzwigkow pomiedzy dwoma sasiednimi

dzwiekami ¢. Poszczegdlne oktawy (w drugim znaczeniu) maja swoje nazwy, ktorych nie bedziemy

tu podawac.

Doswiadczenia Pitagorasa polegaly na podziale struny na czgsci przy pomocy przesuwanej

podporki. Byla ona ustawiana w odleglosci 1/2, 1/3 i 1/4 dlugosci struny od jednego z jej punktow
zaczepienia. To doprowadzilo do wyznaczenia nastgpujgcych interwaléw:



Gdy zapytano Pitagorasa: ,,Co to jest
przyjaciel?”” — odpowiedzial ,, Przyjaciel to
drugi ja; przyjazn to stosunek liczb 220

i 284" (tak przynajmniej twierdzi Szczepan
Jelenski w ksigice ,, Sladami Pitagorasa™).
Polega to na tym, Ze suma dzielnikdw 220
jest rowna 284 i odwrotnie, suma dzielnikow
liczby 284 jest réowna 220. Liczby o tej
wlasnosci nazywane sg zaprzyjaznionymi;
pierwsze z nich to 220 i 284,

Poczatkowe 17 liczb pierwszych 1o

2,3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53, 59,

Ich suma wynosi 2 - 220,

Suma ich kwadratow = 59 - 284,

(Elvin J. Lee, Journ. Recr. Math. 12 (1980))

Rozwigzanic zadania M 262.

Rozpatrzmy 6 odcinkow rozmieszczonych

tak, jak na rysunku. Latwo zauwazy¢, ze
koniec odcinka ,,zewngtrznego™ moze byé
polaczony tylko z koficem odpowiedniego
odcinka , ,wewnetrznego'. Poniewaz jednak co
najmniej jeden z odcinkéw zewnetrznych

musi mie¢ oba konce polgczone z innymi
Dunkiami. lamana musialaby zawierac
czworokat, co jest niemozliwe.

ARl

.stosunek (.':Il.lg()SCI sl 5l0§un?k_
drgajacych czgsci struny czgstotliwosci
I+2 | oktawa 21
T3 | kwinta d:2
3:4 | kwarta 4:3

Stosunki czestotliwosci odpowiednich dzwiekow sg odwroceniem stosunkow dlugosci czesci

struny.

Pitagoras uwazal, Ze nie ma potrzeby dalej dzieli¢ struny, poniewaz przez dodawanie

i odejmowanie juz otrzymanych interwatow mozna otrzyma¢é wszystkie inne. Mialo to polegac na
mnozeniu lub dzieleniu wyjiciowej czestotliwosci przez otrzymane wspolczynniki, rowne stosunkom
odpowiednich czgstotliwosci.

Dla przyktadu obliczmy wspolczynnik dla tercji wielkiej:

e ‘ g | d? ! a' e? . e' I e
i i 2 =l oo st ] sl om
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Najpierw wyjsciowa czgstotliwos¢é mnozyliémy przez-3/2 dla przesunigcia o kwinte w gore,
potem dzielilismy przez 2 (= 2/1) dla przesunigcia do wyjsciowej oktawy. Cyferki przy literach
oznaczaja liczbg oktaw, o ktore jest wyzszy dany dzwick od dzwieku oznaczanego ta sama
litera, ale bez cyferki.

W systemie Pitagorasa wszystkie cale tony (czyli sekundy wielkie) mialy wspolczynnik 9/8.
Byly w nim dwa rodzaje pottonow: 256/243 i 2187/2048, z ktorych zaden nie odpowiadal
polowie calego tonu. To prowadzito do tego, ze gdy dzwiek podwyzszylismy o pot tonu, to
dostalismy inny diwigk, niz wtedy, gdy obnizyliémy o pot tgnu dzwiek, lezacy o caly ton wyzej,
wigc np. cis bylo wyzsze od des. Tg roznice odleglosci calego tonu i dwach Jjednakowych
poltonéw nazywa sig ,,komatem pitagorejskim™. Pitagoras uporzadkowal wszystkie interwaly
pod wzgledem zgodnosci orzmienia dzwigkow odleglych o dany interwal (tzn. konsonansowosci
tego interwatu), mianowicie interwal byl bardziej konsonansowy, jezeli byt okreslony przez
stosunek mniejszych liczb (tak przynajmniej uwazat Pitagoras).

W sredniowieczu, gdy powstata muzyka wielogtosowa, zauwazono, ze teoria Pitagorasa jest
niezgodna z praktyka, poniewaz o wiele lepiej brzmialy dwa glosy prowadzone w odleglosci
tercji (wielkiej lub malej), niz np. sekundy, podczas gdy, zgodnie z systemem Pitagorasa, sekunda
byla bardziej konsonansowa od tercji (np. tercja wielka miala, jak wiemy, wspélczynnik 81/64,
a sekunda wielka miata wspotczynnik 9/8, wiec roznica byla dosé¢ znaczna). Stato sie wigc
konieczne stworzenie nowego systemu, usuwajacego t¢ niezgodnosc.

Dokonalo si¢ to w XIV w. Angielski teoretyk, Walter Odington, odnalazi prace filozofa greckiego
Didymosa (I. w. p.n.e.), ktory kontynuowal badania Pitagorasa; posuwajac je o krok dalej,
mianowicie zastosowal podzial struny w 1/5 jej diugosci. W ten sposob otrzymat tercje wielka,
okreslong stosunkiem 5/4, a wigc nieco mniejsza od pitagorejskiej. Roznica tych dwoch tercji
nosi nazwe ,,komatu syntonicznego”, lub ,,didymejskiego”’. Wprowadzenie nowego interwatu
uzasadnito konsonansowos¢ tercji wielkiej i dato teoretyczne podstawy tworzenia muzyki
wieloglosowej w oparciu o tercje.

Teraz interwaty mozna bylo oblicza¢, stosujac mnozenie, lub dzielenie nie tylko przez
wspofczynnik 3/2 (lub 4/3, ktory w polaczeniu ze wspélczynnikiem 2/1 daje ten sam rezultat),
lecz rowniez przez 5/4, co w przypadku wielu interwalow zmniejszylo liczby, tworzace ich
wspolfczynniki. Na podstawie takich obliczen powstal tzw. ,,system naturalny™, utworzony

z czterech dzwigkow pitagorejskich — f; ¢, g, d — oraz z dzwigkow odleglych od nich o tercje
wielka w gore i w dol, co dalo wszystkich dwanascie dzwigkow oktawy. Dla przykiladu,
wspolczynniki dZzwigckow gamy C dur byly nastepujace:

C i d ! e ‘ 7 ' g ! a | I o
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Jak widac, w systemie naturalnym byly dwa rodzaje calych tonow, np. migdzy ¢ i d byl caly ton’
o wspotczynniku 9/8, zas migdzy d i e — o wspolczynniku 10/9, wige troche mnigjszy. To
powodowato, ze gdybysmy chcieli zbudowa¢ system naturalny np. od dzwigku . zamiast ¢,
wtedy otrzymany system nie pokrylby si¢ z systemem wyjsciowym. Podobnie, jak w systemie
pitagorejskim, dwa pottony nie dawaly calego tonu, jednak tutaj — inaczej niz w poprzednim
systemie — cis bylo nizsze od des. Ta réznica byla rowna komatowi syntonicznemu.

Praktyczna konsekwencja bylo to, ze w tym systemie mozna bylo gra¢ tylko w niektorych
tonacjach, poniewaz nie wszystkie akordy brzmialy czysto.
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Kacik Czytelniczy

— Po prostu chcemy szybko dorobié si¢
maigtku. Mamy nawet makiete maszyny
matematycznej. Mowimy wszystkim, e to
taka zabawka ze swiatetkami, ktore
zapalaja si¢ i gasna, ale nikt nam nie chece
uwierzyc.

(Cosmo Saltana w powieici J. B, Priestleya
o Londyn™)

Ta sytuacja zaczela przeszkadza¢ w baroku, gdy zaczgto komponowac utwory, wykorzystujace
przejicia od jednej tonacji do drugiej, tzw. modulacje (wtedy zreszta powstalo samo pojecie
tonacji). W zwiazku z tym nalezalo znalez¢ jeszcze inny system, ktory by umozliwil modulacje.
Chodzilo o to, zeby po zbudowaniu takiego systemu od roznych dzwigkoéw otrzymac,
przynajmniej w przyblizeniu, jednakowe wyniki. Stworzono wiele systemow tego typu. Omowimy
tu tylko najwazniejszy z nich, nazywany ,,systemem rownomiernie temperowanym’, ktory jest
wykorzystywany do czasow obecnych. Stworzyl go J. G. Neidhardt w roku 1706. Punktem
wyjscia dla jego systemu bylo to, ze odleglo$¢ dwunastu kwint roznita sie od odleglosci siedmiu
oktaw o komat pitagorejski:

{ 3 12

2 ) 129,746 _

= '2?— B — 128 1,014.

Neidhardt odlegtos¢ te podzielit przez 12 i interwal kwinty zmniejszyl o otrzymany wynik.
Skutkiem tego bylo to, ze teraz dwanascie kwint bylo rowne siedmiu oktawom, dwa pdttony
odpowiadaly calemu tonowi i system, zbudowany od dowolnego innego dzwieku, niz ¢, dawat
dokladnie system wyjSciowy, mozna wiec bylo modulowaé¢ do dowolnej tonacji.
Najdonioslejszym zastosowaniem nowego systemu bylo stworzenie przez Jana Sebastiana Bacha
w 1772 r. pierwszego z dwoch tomow zbioru ,,Das wohltemperierte Klavier”, zawierajacego

24 preludia i fugi we wszystkich tonacjach durowych i molowych.

W zwigzku z powstaniem nowego systemu dzwigkowego, nalezalo zmieni¢ sposéb wyrazania
interwalow wspolczynnikami liczbowymi. Teraz juz bardzo niewygodne bylo stosowanie
utamkow zwyklych, lepiej bylo je zamieni¢ na utamki dziesietne.

Obok tego sposobu istnieje rowniez inny, wygodniejszy, wykorzystujacy prawo Webera-Fechnera,
mowiace, ze wszystkie zmysly cztowieka reaguja ,,w skali logarytmicznej” — wrazenie,
wywolane przez bodziec, jest proporcjonalne nie do natezenia tego bodzca, lecz do logarytmu

z jego natgzenia. Znalazlo to zastosowanie w okreslaniu jasnosci gwiazd przez tzw. ,,wielkosci
gwiazdowe”, jak rowniez w wyrazaniu gloénosci przy pomocy decybeli. W naszej sytuacji ma
miejsce podobne zjawisko — wrazenie, wywolane w mozgu czlowieka przez dzwigk, nie jest -
proporcjonalne do jego czestotliwosci, tylko do logarytmu z jego czestotliwosci. Dlatego zmiany
czgstotliwosci w stalym stosunku czlowiek odbiera jako zmiany o stala odleglos¢. Diwigki
odlegle od siebie o catlkowita liczbe oktaw, tzn. takie, ktorych czestotliwosci pozostaja w
stosunku catkowitoliczbowym, sa bardzo podobne pod wzglgdem brzmienia, dlatego sa oznaczane
ta sama litera.

W zwiazku z tym, wprowadzono odleglo$¢ milicktawy (oznaczenie mO), bedacej tysieczna
czescia oktawy, tzn. dodanie jednej milioktawy do danej wysokoS$ci oznacza pomnozenie
czestotliwosci o ' }/2 czyli ok. 1,00069. Dla wyrazenia wielkosci interwatu w milioktawach
nalezy obliczy¢ logarytm przy podstawie 2 z jego wspolczynnika liczbowego i wynik pomnozyc
przez 1000. W wyniku zastosowania logarytmow mnozenie zmienia si¢ na dodawanie, a dzielenie
na odejmowanie, co ulatwia obliczanie interwalow. Podstawa 2 zostala przyj¢ta ze wzglgdu na
podobienstwo dzwigkow odleglych o oktawe, a wiec o czestotliwosciach roznigcych sie
dwukrotnie. :

Istnieje tez inna jednostka — cent (w skrocie ct), bedaca tysiac dwusetna czgscia oktawy.
Zostala ona wprowadzona z tego wzgledu, 7e oktawe dzieli sie na 12 pottonéw, wiec wygodnie by
bylo wiedzie¢, jak si¢ ma dany interwal do péltonu temperowanego, rownego 100 ct

i odpowiadajacego wspolczynnikowi 1|2/-2_.

Wprowadzone jednostki sa bardzo wygodne przy porownywaniu interwalow. Np. dla obliczenia
wielkosci kwinty temperowanej nalezy, zgodnie z tym, co bylo napisane, odleglos¢ siedmiu
oktaw, tzn. 7000 mO, podzieli¢ na 12 czeéci, a wiec kwinta temperowana ma wielkos¢ 583 mO.
Dla porownania, kwinta naturalna ma wielkos¢ 585 mO. Te same interwaly po wyrazeniu

w centach majg wielkosci odpowiednio 700 ct i 702 ct.

* ¥ &

Mogloby sie wydawac, ze od tego trzeba bylo zacza¢ — jezeli chcemy miec system dzwiekowy
jednakowy z punktu widzenia kaidego skladowego dzwigku, trzeba podzielic oktawg rowno na
12 pottonow. Jednak przyjeta na poczatku droga miala swoje racje — interwaly, powstale przez
podzial struny na czegsci, odpowiadajace odwrotnosciom liczb catkowitych, s3 na pewno
naturalniejsze, niz interwaly temperowane. Te drugie zostaly sztucznie stworzone przez cziowieka
na drodze obliczen, natomiast te pierwsze sa stworzone przez przyrod¢ — powstaja same przez
samorzutny podzial struny na pewna ilos¢ czesci, co zawsze ma miejsce podczas drgania —
struna nigdy nie drga cala swoja dlugoscia. :

W zwiazku z tym prowadzono (i prowadzi si¢ nadal) poszukiwania systemow, dzielacych oktawg
na inng ilos¢ rownych czesci, niz 12, w nadziei, ze sie uda w ten sposob pogodzi¢ temperacjg

z bardziej naturalnym brzmieniem interwaléow. Nic jednak na razie nie wskazuje na to, e te
systemy znajda w najblizszej przyszlosci szersze zastosowanie.
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maja szansg._p e 5 zrespla ¢ : Jasciwie
niewiele traca, bo chy ; : ; | 3 ¢ okolic
Centrum Galaktyki — Y y iedzwia Wezownika
(Ophiuchus) goruja pozn : I tey ;
posiadaczom nawet
gdzie kigbig si¢ mi
Dzisiaj zajmiemy sig%
majaca nic wspélnego \
w porownaniuz odlegtosi
Katalogowa hazwa tej gWiazdy brzmi LFT 13
astronomicznym inna nazwa — od nazwiska §
,,gwiazda Barnarda”. Jest to wlasciwie bardzolg przypadek (jest w surf yba tylko
kllkanascfé gwiazd noszacych imiona swoich odKr w). Na og6l gwiazd¥Maja numery
kata]ogpwe od znoénych (jak o Per. 18 Lae, EX Hya) przez coraz mniej méwigce (V1223 Sgr,
powyzsza LFT 1385), az po zuﬁélmc niemozliwe do zapamigtania (np. 1E 0643.0—1648).
Qezywiscie kazda litera i cyf::a~w kazdej nazwie jest pewna informacja dla astronomow, np.

4 B, Z Nazw mowi, ze t:hOdzl o gwiazde, ktora bedzie mozna znalezé w pierwszym (stad 1)
ob!qktow zaobserwnWanych przy pomocy satelity EINSTEIN (stad E) w okolicach

W 0 wspdlrzednych o = 06%43m0, = —16°8.

ain %Wmma wspomnieliémy, ze przebywa ona chwilowo w gwiazdozbiorze

77 Ra:"O167 td',,chwilowo™ jest przyczyna jej stawy. Gwiazda Zbieg (bo tak tez ja niektorzy
ywaja) jest obick_"%em o najwidlSzym tzw. ruchu wlasnym sposrod znanych nam gwiazd. Ruch

, jednak przyjela i Srodowig
dkrywcy, E. Barpt

| ﬂbiektow . Jés " ona odbiciem ruchu gwiazdy wzgledem naszego Storica.
potit buje jedynie ok. 170 lat, aby przeby¢ droge (katowa) rowna $rednicy

iny jest spowodowany . tym ze jest to obiekt bardzo bliski. (Predkos¢
ﬁ- Fejezdzajacego tuz prigd watorem jest przeciez duzo wigksza niz
BO z ta sama predkoscig liniow cznego na horyzoncie). Tylko potrojny
A znajduj'e sig blizej nas. : b
a}ej od]egipm gwiazda ta megﬁsl)ms

2
lym ok Je} jasnoéé widoma
stos nkewo duzych instrumentow,
K), mialg'\masywnych (0,16 M¢)

7140 km/s (ale bez

§0d ,,_:' tadu Slonecznego za
zy ,.‘:_ 0 lat.

akt, ze jest to najlepiej
lanet przez gwiazdy.
leglosci Stonce —
‘wigkszej liczby planet

trakcp zwigzana z tg gwidzd a s}

gla
Jowisz, o masie 1,5
w tym ukladzie. p o
Jednak tych, ktérym juz $wita owie pytanie ﬁ
powierzchni tamtejszego ,,Jowisza™ est
wlasnego Zrodla energii), ze malo ruchliv |

jakiekolwiek skomplikowane zwiazki, co jest przemez warunklcm powstapia zycia. Rachunk i x,
wykazuja, ze wokot gwiazdy Barnarda nie ma mozliwosci istnienia planet nawet baaaardzo /o
blisko gwiazdy), ktora bylaby stabilna i na powierzchni ktorej bylaby dos ?‘ znie wysoka o
temperatura, aby atomy wegla, wodoru, tlenu i azotu ,,zechc:a]y" si¢ wigzaditw orzae zwiazk
organiczne. e

7 ¢ zmartwic: na
¢ niska (przy zalg; Zepiu nie posiadapia
zo wolnio i ,,niecl * e lacza sie 't*

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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8 Maia delld

Jesli obserwowaliscie kiedys Storice czy Ksigzyc $wiecace zza lekkiej chmury,
albo latarni¢ uliczng w czasie mgly, to na pewno zauwazyliscie jasna poswiate
otaczajagca, w niewielkiej odleglosci, zrodto swiatla. By¢ moze, w sprzyjajacych
warunkach, udato Wam si¢ zaobserwowa¢ nawet nie jeden bialy piericien, ale
kilka o delikatnych barwach. Jesli nie — nic straconego! Mozecie z tatwoscia
wywola¢ to zjawisko za pomoca butelki, gumowej rurki i dobrej latarki.

Przede wszystkim potrzebna bedzie mgta lub kawalek chmury. Potem wystarczy
tylko zakry¢ Zrodlo $wiatla przestong z niewielkim otworem i spojrzeé na nie
przez mgle z odleglosci 2—3 metrow.. A wigc do dziela!

Na dno litrowej butelki z gtadkiego, bezbarwnego szkla nalejcie troche wody —
tyle tylko, by przykryla dno. Rurke potaczcie z butelkg i dmuchajcie mocno, tak
zeby podniosto si¢ cisnienie wewnatrz. Mozecie oczywiscie uzyé pompki.
Nastepnie Scisnijcie rurke i odczekajcie kilkanascie sekund, az temperatura
wewnatrz butelki zréwna si¢ z temperatura otoczenia (w czasie sprezania
powietrze si¢ ogrzato). Otworzcie teraz bardzo szybko szyjke butelki. Im szybciej
to zrobicie, tym lepszy bedzie efekt. Powietrze gwaltownie rozprezy sig, a wewnatrz
butelki znajdziecie bardzo lekka, widoczna tylko w silnym $wietle, mgietke.
Rozprezajacy si¢ gaz wykonuje prace (mogltby na przykiad przesunaé tloczek)

i energia jego czasteczek, a wiec i temperatura, maleje. Dlatego, po szybkim
otwarciu butelki, powietrze wewnatrz gwaltownie si¢ ozigbia. Nadmiar pary
wodnej, ktorej w chtodnym gazie miesci si¢ mniej niz w cieplym, zbiera si¢ w
kropelki. Te kropelki to wlasnie nasza mgta. W podobny sposéb powstaja niektore
chmury. Cieple, wilgotne powietrze unosi si¢ do gory, gdzie cisnienie jest
mniejsze. Nastgpuje rozprezenie, powietrze ozigbia si¢ i czes¢ pary wodnej ulega
skropleniu, g

Jak si¢ przekonacie, Wasza chmura jest jednak zbyt rzadka. Zeby dostaé
bardziej gesta, trzeba pobudzi¢ parg wodna do gromadzenia sie w kropelki.
Wystarczy do tego trochg czastek natadowanych elektrycznie. Mozna je
wytworzy¢ na kilka sposobow, na przyklad wywolujac wewnatrz butelki
kilkanascie blyskawic za pomoca piezoelektrycznej zapalniczki do gazu. Dobra
jest tez lampa kwarcowa albo plomyk gazowy. Po takim zabiegu wystarcza dwa
kolejne sprezenia i rozprezenia, Zeby otrzymac catkiem gesta chmure. Patrzac
przez nig na odlegle zrodlo $wiatlta mozecie wreszcie zaobserwowadé barwne
pierscienie. : :

Sprébujcie wymysli¢ inne sposoby pobudzenia pary wodnej do tworzenia
kropelek. Swietne wyniki daje zastosowanie dymu. To wlasnie dym byt
przyczyng powstawania stynnej londynskiej mgly. Pojawia si¢ ona znacznie
rzadziej, od kiedy wydano zakaz palenia w kominkach weglem i drewnem.
Swiatto obserwowane przez chmurg zbudowang na czasteczkach dymu otoczone
jest jednak tylko jednym bialym pierscieniem. Dlaczego? Czym rézni si¢ taka
chmura od chmury ,,elektrycznej”? W pierwszej krople réznia si¢ znacznie
migdzy soba, bo réine sa czgsteczki dymu, na ktorych wyrosty. Druga
natomiast sklada si¢ z kropel o prawie identycznych promieniach.

-Zeby zobaczy¢, jaki to ma zwiazek z kolorami pierscieni, zastanéwmy sig, o si¢
dzieje ze $wiatlem padajacym na jedna matla kropelke. Mozemy, jak zwykle,
pomoc naszej wyobrazni obserwujac fale na wodzie. Przyjrzyjcie sie fali o prostych,
rownoleglych grzbietach rozbijajacej si¢ na niewielkiej przeszkodzie. Albo
lepiej — przeciskajacej si¢ przez otwdr w tamie rownoleglej do grzbietow.

We wszystkich punktach otworu woda drga tak samo; jednoczesénie
do wszystkich dochodzi grzbiet lub dolina. Taki sam efekt datby drgajacy

I3 w otworze gesty grzebien. Wszystkie jego zgby unosityby sie lub opadaly

jednoczesnie, pociggajac za soba powierzchnie wody. Kazdy z nich statby sig

w ten sposob zrédlem fali kolistej. Falowanie wody po drugiej stronie tamy jest

sumg takich fal.




Przy obserwacji w kierunku zaznaczonym na rysunku grzbiet fali pochodzacej od
pierwszego zgba spotyka si¢ z doling fali od zgba $rodkowego; fale wygaszaja sig
wzajemnie. Podobne wygaszenie nastgpuje dla wszystkich pozostatych fal.
Zauwazcie, ze im wigksza dlugosc fali, tj. odleglos¢ miedzy grzbietami, tym
wigkszy jest kat, pod ktorym obserwujemy takie wygaszenie. ;

A jak bedzie dla przeszkody o tej samej wielkosci co otwdr? Oczywiscie fala
rozbita o przeszkode musi catkowicie wygaszac falg z otworu, bo przez tamg bez
“otworu nic nie przechodzi. Takie wygaszenie jest jednak mozliwe tylko wtedy,

- kiedy z grzbietem wszg¢dzie spotka si¢ dolina o glgbokosci rownej wysokosci
grzbietu. Wynika stad, ze kierunki catkowitego wygaszenia sg w obu wypadkach
takie same. :

Myslg, ze teraz juz wiecie, skad si¢ biora pierscienie 1 dlaczego maja rozne barwy.
Pod katem, w ktorym jest calkowicie wygaszana barwa niebieska (mala dlugosc
fali), obserwujemy mieszaning barw dopetniajacych, tj. Zélto-pomaranczows.
Pod najwigkszym katem wygaszana jest barwa czerwona i dlatego najwigksza
srednicg ma pierscien niebiesko-zielony. Jeszcze wigksze katy obserwacji
odpowiadaja wzmocnieniu kolejno barwy niebieskiej, zéltej i czerwone;.
Sprobujcie rozstrzygnad, ktory z efektéw obserwujecie — wygaszenie czy
wzmocnienie? A czy wiecie teraz, dlaczego dla nicktérych chmur pojawia sig
tylko jeden bialy pierscien? Sprobujcie zaprojektowaé doswiadezenie, w ktorym
oszacowalibyscie rozmiary kropelek na podstawie §rednicy katowej z6tto- :
pomaranczowego pierscienia. Przyjmijcie dlugoéé fali swiatla niebieskiego réwng
4-10~* mm.

Dwie proste zagadki

Rozmiesémy na okregu 2n+ 1 punktow tak, by tworzyly
wielokat foremny

Czy mozna 2n'sposrod nich polaczy¢ n cigciwami tak, by
1) zadne dwie cigciwy nie mialy réwnych dtugoscei,

2) zadne dwie cigciwy nie byly rownolegle ani nie byty
rownolegle do stycznej w pozostatym (2n+ 1)-szym
punkcie?

Dla n = 1, 2, 4 nie mozna — i to tatwo wykaza¢. Dla

n =3, 5, 6 da sig¢ i rozwigzania widzimy na

~ zamieszczonych rysunkach. Nie ma rozwigzan przy

n =17, aznéw sa dla 8, 9,10. Narysujecie? A dalej?
Mato kto to wie!

Do wzigtej dowolnie liczby naturalnej N (np. 139)
dodajmy jej odwrdcenie: 931. Otrzymamy 1070. Znow
dodajmy odwrdcenie: 1070+0701 = 8080 i jeszcze raz:
8080+ 0808 = R888.

Wystartujmy na przykiad z 1982: 1982+ 2891 = 4873;
4873+ 3784 = 8657; 8657+ 7568 = 16225; 16225+ 52261 =
= 68486. Znow doszlismy do tzw. liczby

palindromicznej: tj. takiej, ktora czytana od konca jest

ta sama liczbg. Mozecie sprawdzic, ze dla innych liczb

tez predzej czy pozniej otrzymacie liczbg palindromiczna.
Mozecie mie¢ jednak pecha, na przyktad dla N = 89 taka
liczbe (= 8813200023188) dostaniecie dopiero za 24 razem.
Wisrdd liczb < 10000 jest az 249 takich, ktore daja liczbe
palindromiczng az poza setnym razem. Nie znamy zadnej
metody obliczenia, za ktérym razem ona si¢ pojawi. Co
wigcej, nie wiadomo, czy rzeczywiscie zawsze opisany
proces doprowadzi do takiej liczby. Jak zwykle w takich
wypadkach, hipoteze t¢ sprawdzono dla bardzo duzy:h
liczb za pomoca maszyn cyfrowych.




Powszechnie uwaza si¢ dzis za rzecz naturalng stosowanie matematyki doslownie wszedzie. Nie
zawsze jednak wiemy, na czym owo stosowanie polega, jak i co sie robi. Ponizszy artykul
prezentuje wlasnie rypowe uzycie matematyki na potrzeby catkowicie niematematycznej galezi
gospodarki, jakg w tym przypadku jest rolnictwo.

Zastosowania probabilistyki w technice rolnicze;

Dr Krzysztof MIKUCKI

W technice jest wiele zjawisk, ktore mozna uznac za losowe.

W technice rolniczej dochodzi jeszcze jeden ,,losowy™ parametr —
pogoda, czy np. scisle zwigzana z niag dlugo$c sezonu
agrotechnicznego. Dlatego np. przy planowaniu liczby maszyn
rolniczych potrzebnych do wykonania okreslonego zadania
nalezy wziac tez pod uwage te losowe wielkosci. W dwaoch
kolejnych artykutach omowimy pokrotee niektore badania w tym
zakresie przzprowadzone w Instytucie Badawczym Mechanizacji
i Elektryfikacji Rolnictwa.

Zajmiemy sie wykorzystaniem kombajnow zbozowych. Kombajn
taki jest samobiezng maszyna rolnicza, ktora mozna wykorzystac
tylko w scisle okreslonym okresie (sezonie agrotechnicznym).
Dlugos¢ takiego okresu agrotechnicznego (mierzona w dniach)
traktujemy jako dyskretng zmienna losowa. Rowniez efektywna
wydajno$¢ mierzona w hd/h (hektarach na godzing) jest zmienng
losowa. Jest to oczywiscie ciggla zmienna losowa. Przyjmujemy,
ze w ciaggu dnia kombajn moze pracowac okreslong liczbg godzin.
Przyjmujemy nastgpujgce oznaczenia:

L — dlugos¢ okresu agrotechnicznego mierzona w dniach,

X — wydajnosc efektywna mierzona w ha/h,

D — liczba godzin pracy w ciagu dnia,

Y — zadanie do wykonania mierzone w ha.

los¢ pracy mierzonej w ha, ktorag moze wykonac n kombajnow
zbozowych w ciagu sezonu agrotechnicznego, mozna wyrazic za
pomoca naslgpujgcego wzoru

(R} Zown LDX.

Przyjelismy, ze L jest dyskretna zmienna losowa, a X zmienna
ciggla. Wobec tego Z, jest ciggla zmienna losowa. Zakladamy
rowniez, ze zmienne losowe L oraz X sg niezalezne. Oznaczmy
przez f} prawdopodobiensiwo, ze wystarczy nam maszyn.

Niech N oznacza poszukiwang liczbe kombajnow potrzebnych
do wykonania zadania Y. Wielkos¢ Ny okreslamy w nastepujacy
sposob

(2) Ni = min {n € N: P(aLDX > Y)= B1.

Zgodnie z wzorem (2) wielkos¢ Nj; jest rowna najmniejszej
wartosci sposrod wszystkich wartosci i, dla ktorych
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze ilos¢
pracy wykonanej przez n kombajnow jest wigksza od
planowanego zadania Y, rowna si¢ co najmniej
prawdopodobienstwu fi.

Stosowanie wzoru (2) w praktyce wymaga przeksztalcenia go do
innej rownowaznej postaci.

Mamy wigc

Y
PnlLDX > Y)= P(LX > )
\ nD |

Tabela 1. Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej L

19 20

0,40 0,10

S PRSI

Iy ) -_I-T I 18 ;
|

i 0.10 J 0,40
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Niech rozklad zmiennej losowej L ma postac
PiL= 1= F; dla = e e

Niech Fy(x) bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X: Fy(x) =
= PlX < xJ.

Dystrybuante zmiennej losowej U = LX wyznaczamy na mocy
.twierdzenia o prawdopodobienstwie zupetnym:

Jezeli zdarzenia losowe A,, A,, ..., A, wylaczaja si¢ parami

i wyczerpuja zbiér E zdarzen elementarnych, przy czym

P(A4;)) > 0dlaj=1,2,...,n, to dla dowolnego zdarzenia
losowego B zachodzi rownosd

P(B) = Y P(A)P(B| A;).
j=1

Wobec tego Fu(u) = P(U < u) = P(LX < u) =
r
=N PWL=IpP(LX < u|L=1),
j=1

i §
zkolei P(LX < u|L = 1;) = P(L,X < u) = P(X <7 {—) = Fx( =

J
ostatecznie wigc

{3} F;u(h‘) = ;P;Fx (’E‘).

A wigc wzor (2) mozemy zapisa¢ w nastgpujacej postaci
rOwnowaznej

I r S

=
4) Nig = minjne N: Fx )é 1—f:.
3 l = J‘(.i'n"ja') ]B[

i=1

Formule (4) zaprogramowano w jezyku FORTRAN na
komputerze ODRA 1305. Obliczenia przeprowadzono dla

- nastgpujacego przykladu:

Na podstawie wynikow eksploatacyjnych badan kombajnow
zbozowych KZS-5 wykazano metodami statystyki-
matematycznej, ze wydajnos¢ efektywna X w ha/h ma rozkiad
normalny o wartosci oczekiwanej 0,72 i odchyleniu
standardowym 0,17. Dla dlugosci okresu agrotechnicznego L
przyjeto funkcj¢ prawdopodobienstwa podana w tabeli 1.
Ponadto przyjeto D = 8 h.

W wyniku obliczen na komputerze otrzymano nastepujace
wyniki (Tabela 2)

Tabela 2. Liczba potrzebnych kombajnow Njz

. Bl o060 | 0,70 0,80 0,90

ot LT T e
500 g i g 6 7
1000 | 10 " 12 14
1500 15 17 18 21
2000 20 22 2 28
2500 25 27 30 34
3000 30 13 36 41
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Prehistoria ukiadu SI .

Pierwszym uczonym, ktory dostrzegal potrzebg ujednolicenia
jednostek miar oraz korzysci z tego plynace, byt Polak, profesor
Uniwersytetu Jagiellonskiego, Stanistaw Pudiowski (1597—16435).
Porownywal on mianowicie krakowskie miary wzorcowe ze
stopa rzymska; poniewaz krakowski wzorzec miary dtugosci byt
w pewnych miejscach uszkodzony, nasungla si¢ naszemu
uczonemu mysl znalezienia takiej miary, ktora nie ulegataby
odksztalceniom i byla powszechna w uzyciu.

O fakcie tym dowiadujemy si¢ z ksiazki ,, Misura universale™
wydanej w Wilnie w 1675 roku po wlosku. Drugie wydanie, jak
tez i polski przektad ukazaly si¢ w Krakowie w 1897 r. staraniem
Wydzialu Matematyczno-Przyrodniczego Akademii
Umiejetnosci. Pelny jej tytul brzmi: ,,Miara powszechna czyli
traktat w ktorym sig wykazuje jako na kaidem miejscu ziemi daje
sie znale#é jedna miara i jeden ciezar powszechny, nie wymagajqce
odnoszenia sie do zadnej innej miary lub ciezaru, ktdore wszedzie
beda te same, nie podlegajgce zmianom i wiekuiste tak diugo jak
$wiat istnie¢ bedzie. Przez Tytusa Liwiusa Burattiniego. Miare re
mozina wynalezé w przeciqgu jednej godziny. Wskazuje nam ona
Jak wielkim powinien byé ciezar. Z tej miary wyprowadzajq si¢
Jeszeze miary objetosci do mierzenia rzeczy sypkich i plynow™.

Autor, Tytus Liwius Burattini (ok. 1615—1682 lub nast.) byt

z pochodzenia Wlochem. Przybyt do Polski w 1641 roku.

W Polsce drugiej polowy XVII w. byla to osoba wielce znana.
Dzieki duzej zaradnosci i obrotnosci objal w kilkanascie lat po
przyjezdzie mennice koronne i litewskie w dzierzawe, wybijat
szelagi miedziane zwane boratynkami, na ktérych dorobit sig
takiej fortuny, ze wspieral skarb krolewski Jana Sobieskiego.
Tak w Polsce mu si¢ spodobalo, ze przyjal indygenat, ozenit sie
z Polka, dobrze wiadatl jezykiem polskim, dotrzymal swego
zapewnienia ,,tu zy¢ y umiera¢ pragne”.

Wisrdd rozlicznych zainteresowan zajmowal sig fizyka, zwlaszcza
mechanika, hydrostatyka i optyka.

We wstgpie swej ksiazki pisze: ,,W r. 1641 wyjechalem z Egiptu
i przybylem do Polski. W Krakowie poznalem Ksigdza
Stanistawa Pudlowskiego, Proboszcza u Sw. Mikolaja, Profesora
Akademii krakowskiej, znakomitego matematyka, z ktorym
zawarlem najscislejsza przyjazn, a poniewaz byl on najpoufalszym
przyjacielem pana Galileusza (wowczas jeszcze zyjacego), przeto
posiadal wszystkie dziela tegoz, badz drukowane, badz
rekopismienne, a pomiedzy temi traktat o Wadze wynalezionej
przez rzeczonego pana Galileusza, przeze mnie nadzwyczaj
podziwianej, z ktorego dat mi opis. Gdym dobrze rozstrzasnal to
dzietko, postanowilem zbudowa¢ inna podobna, ktorej
zastosowanie byloby skuteczniejsze. (...) Zbudowawszy
wspomniana wagg, napisalem nastgpnie komentarz do traktatu p.
Galileusza i pokazalem rzeczonemu Ksigdzu Pudiowskiemu,
ktory go w swej uprzejmosci bardzo chwalil, a kiedy doszedt do
czytania, jak za pomoca wody znajduje si¢ stosunek pomigdzy
kulg a szescianem, zastanowil sie chwile, i rzekl mi te wyrazne
stowa: ,,Doszedles Pan bardzo blisko do wynalezienia rzeczy tak
poszukiwanej przez caly §wiat, mianowicie do Powszechnej
Miary i Cigzaru” i dodal, ze bardzo, bardzo wiele razy nad tem
przemysliwal, lecz, ze nigdy nie sadzil, aby mozna wazy¢ we
wodzie cialo dajace si¢ w niej zanurzy¢ bez przywigzywania go
do jakiegos sznurka lub drutu metalowego, jak to ja dopiero co
pokazalem, iz uczyni¢ mozna. Rzekl mi nadto i zaklinal mnie
usilnie, ze skoro juz zrobilem to odkrycie, abym temuz nadal
poswigcil swoj umyst i za pomoca cudownego wynalazku

1S

Wahadel zrobionego przez pana Galileusza, darowal $wiatu
dwie rzeczy tak potrzebne do uzytku ludzkosci i zycia cywilnego
Jak ustanowienie powszechnej Miary i Ciezaru™.

W swej pracy postuluje Burattini przyjecie diugosci wahadia,
ktore w ciagu sekundy wykonuje jedno wahniecie, za
powszechna miare diugosci i okresla ja terminem ,,metr”.
(Zechce Czytelnik znale#¢ dlugosé ,,metra’ Burattiniego). Po
uwagach, jak taka jednostke miary wykonaé¢, wyprowadza z niej
Jjednostke powierzchni, objetosci oraz powszechna jednostke
ciezaru.

Podkreslmy, ze stowo ,,metr™ zostalo uzyte tu po raz pierwszy.
A tak ono powstalo (pisze o tym Burattini). ,.Miara
powszechna™, ,,misura universale™ tlumaczy si¢ na jezyk grecki
jako ,,ue'tpov xabodieor™. Przeksztalcajac ostatnie wyrazenie
odpowiednio do zasad jezyka wloskiego otrzymuje sie termin
,»11 Metro Cattolico™, a wigc ,,metr powszechny™.

Oczywiscie opracowana jednostka dlugosci nie stala sie
powszechna. Nie mogla nig by¢, bo okres wahan zalezy od sily
przyciggania, a ta jest rozna w roznych szerokosciach
geograficznych. Poszta w zapomnienie razem z jej tworcg. Jest
natomiast Burattini jeszcze w jednej kwestii pierwszym. Jest
mianowicie pierwszym, ktory nie tylko projektowal, ale
praktycznie przeprowadzil swoj projekt, wyprzedzajac w ten
sposOb tworcow systemu metrycznego we Frangji o przeszio sto
lat.

Ksiazka Burattiniego ukazatla sie trzydziesci lat po $mierci
Stanistawa Pudlowskiego. Wigcej informacji o Burattinim mozna
uzyskac z ksiazki A. Hnitko ,,Wlosi w Polsce Tyrus Liwjusz
Buratryni™ (Krakow 1923).

Pierwsza wiadomos¢ o postugiwaniu si¢ wahadlem, jako jednostka
diugosci nosi datg 1660 i dotyczy doswiadczen Krzysztofa Wrena,
czlonka Royal Society w Londynie. W 1673 r. ukazala sie ksiazka
Christiana Huyghensa ,,Horologium oscillatorium™ ( o zegarach
wahadlowych), w ktorej omowione zostaly zasady zaleznosci
diugosci wahadta sekundowego od szerokosci geograficznej.
Zatem Burattini nie tylko nie byl odosobniony ze swoim
pomystem wykorzystania wahadla, ale nawet wyprzedzony,

o tyle, ze projekt swdj na pozno oglosil. We wstepie wymienianej
ksiazki pisze, ze podrozujac w 1645 r. do Wiloch zostal,
przejezdzajac przez Wegry, napadniety i obrabowany przez
opryszkow tracac pewne materialy. Moglo to by¢ przyczyng tak
znacznego opoznienia w wydaniu ,, Misura universale™.

Zapewne nie znal wymienionych prac innych uczonych, skoro
pisze:

..Nie wiem czy uzyskam zgode ogdlu; w kazdym razie sadze, ze
nikt (jesli si¢ nie mylg) do tej pory do czegos innego nie doszedl,
gdyz odkad pracuje nad niniejszym dzietkiem, nie omieszkalem
zasiggac rady pierwszych ludzi biezacego stulecia, nie powiadajac
im na jakiej opieram si¢ zasadzie i wszyscy jednoglognie

chwalili moj zamiar, z powatpiewaniem jednak o powodzeniu,
nie bez racyi przez wzglad na trudnosc przedsigwzigcia. Skoro do
tej pory nie mamy pisma zadnego autora w tej materyi, zatem
jesli to moje dzietko bedzie przyjete i uznane przez ogol, bede
miat z tego wielka pociechg; jesli zas ku memu zmartwieniu,

nie bedzie przyjete, pociesze si¢ przynajmniej tem, ze szkoda
bedzie jedynie po mojej stronie: nikogo bowiem nie oskarze,

a raczej wykaze, iz mialem my$l przystuzenia si¢ wszystkim'".

Opracowal mgr Walerian PIOTROWSKI



Motto:

Ty nie szyd#? z przypowiedni,
bo niesie przyslowie

Czego medrzec niezgadnie,
to glupi przepowie .

Wskazéwka: Czasteczka benzenu ma
zerowy moment dipolowy. Momenty
dipolowe wigzann C—H znoszg si¢
poniewaz czasteczka ta jest
symetryczna.

Styczen : Nowy rok pogodny
. Zbior bedzie dorodny
Luty Gdy $wigty Maciej lodu nie stopi

Dlugo jeszcze w rece chuchaé beda chiopi
Marzec Na $wietego Grzegorza

Ida rzeki do morza
Albo do gospodorza
Kwiecien Jesli na §. Wojciech wrony z zyta niewidac,
To mozesz resztg suchej paszy
Juz bydetku wydaé
Kiedy grzmi w swigto Wojciecha
Roénie rolnikom pociecha

Maj Urban6w owies, Gawlowe zytko
Kata warte wszystko
Czerwiec Na $wiety Wit
_ Stowik cyt
Lipiec Kiedy czlowiek lake kosi
Lada baba deszcz uprosi ;
Sierpien W sierpniu mgly na gérach: pewne wody
. A mgly na dolinach — pewne pogody
Wrzesien . Po $wietym Mateuszu
Kazdy kiep w kapeluszu
Pazdziernik Miesiac paZzdzierny — Marca obraz wierny
Listopad W listopadzié grzmi — Rolnik wiosng $ni
Grudzien Swigta Eucya — Dnia przykrocya

Poslowie: Gdym przed 30 laty w Wietrznie (w Sanockiém) pytal sedziwego kmiecia Szymona

. o wrézebne gminne przypowiesci — odrzeki: ,,0d Swietej Lucyi uwazam ja sobie te dni 12, ktore

. mamy do Bozego Narodzenia; uwazam kgzdy z osobna i mam prognostyk na przyszle 12

“miesigcy: Jaka chwila na S. Lucye, taki bedzie do korca Grudzien; jaka chwila nazajutrz, t.j. 14%°,
taki wypadnie Styczen; jaki 158, taki. Luty, i tak daléj, az do Bozego Narodzenia. To sobie notuje
do pory roku stosujqc, i tego sie trzymam; a choé mi sie co niezgodzi, to sobie méwie, Ze taka wola

- Opatrznosci, ktdra lepiej wié, jak z nami sobie ma poczynaé¢ — kiedy daé deszcz — a kiedy pogode.
To ludzie starsi ode mnie z dawien dawna praktykowali, i kazdemu latwo zmiarkowaé. Jak jest, tak
jest: zawszeé to pewniejsze, niz przepowiednie, co panpwie po kalendarzach piszq”.

- Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 262. Na plaszczyZnie dane sa parami rozlgczne i niewspolliniowe odcinki. Czy zawsze mozna,
taczac odcinkami korice danych odcinkow, uzyskac famang zwyczajna (bez samoprzecie¢)?
Rozwiazanie na str. 9 ;

M 263. Niech f(x) = x*—x+ 1. Wykazaé, ze dla kazdego naturalnego m > 1 liczby m, f(m),
f(f(m)), ... sa parami wzglednie pierwsze:

Rozwigzanie na str. 10

" n
M 264. Wykazac, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to liczba (y) - [—] jest podzielna przez p.
¢ P

- n
( ) oznacza wspOlczynnik Newtona, [i] — najwigkszg liczbg caltkowita nie wigksza od n/p.
P p 3 .

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

Zadanie F95

Rysunek przedstawia wzory strukturalne jedno- i dwufluoropochodnych benzenu. Wiedzac, ze
elektryczny moment dipolowy fluorobenzenu p = 1,43D, oszacowaé momenty dipolowe dla
pozostalych zwiazkow,

Rozwigzanie na str. 5
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Obliczenia komputerowe zostaly wykonane

B u rze na podstawie modelu burzy opracowanego

w Imperial College w Uniwersytecie
Londynskim. Artykul napisany specjalnie dla

Delty
Dr Allan J. THORPE (Wielka Brytania)
THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY Z burzami zwigzane sa dobrze wszystkim znane zjawiska — ciezkie, przytlaczajace chmury,

HA.HA.HLHL.. gwaltowne opady, porywy wiatru, grzmoty i pioruny. Ze wzgledu na olbrzymie szkody, jakie

wyrzadzaja czasami burze, powstaly teorie, modele matematyczne i wykonuje si¢ dziesiatki
pomiarow w celu zrozumienia ich powstawania, rozwoju i wewnetrznej struktury. W tym
artykule przedstawig kilka ostatnich rezultatow uzyskanych na podstawie symulacji
numerycznych.

Atmosfera jest osrodkiem ciaglym i jako taka opisywana jest ukladem nieliniowych rownan
Jeszcze gorzej niz dotychczas. fosiu- rozniczkowych czastkowych wiazacych predkosc powietrza z podstawowymi wielkosciami
cnajeie lepiej, opowiem wam nastgpujgca mierzonymi w atmosferze — cisnieniem, gestoscia i temperaturg. Uwzgledni¢ musimy takze
historig: Pewnego razu ciezko ranny obrot Ziemi. Rozwigzania analityczne tych rownan nie sa do tej pory znane, mozemy je jednak
Golnierz lesai na pobojowisku i czeka, 2naleZ¢ w sposob przyblizony, wykorzystujac maszyny matematyczne. Jest to obecnie jeden

z najbardziej zlozonych problemow obliczeniowych fizyki atmosfery.

Aby zacza¢ rozwigzywanie rownan, musimy dokladnie okresli¢ stan atmosfery przed burza.
Jest to zwiazane z pomiarami zmiennych meteorologicznych na wielu poziomach nad
powierzchnia Ziemi. Na rysunku 1 przedstawione sa typowe rezultaty takich obserwacji —

u i v s poziomymi skladowymi predkosci wiatru, 0 — temperatura potencjalng, g —

B4 plerwszy. - Muchy opily sig juz mo- wilgotnodcia. Wielkosci te sa zalezne od ci$nienia, ale rownie dobrze moga by¢ traktowane jako
Jg krwig i nie sg tak natretne jak z funkcjc W)"SOkOéCi.

poczgtku. Jeweli Je odpgdzisz, ich miejs-

- Prosicie o nowego gubernatora?
Zdgiwids sig¢ Tyheriusz.
- Po céz wam to? Przywiezie ze sobg

tylko nowych urz¢dnikew i bedzie wam

a% gjawi sie¢ cyrulik i opatrzy mu rany,
na ktorych roito sig od much. Lzej ran-
ny towarzysz, zobaczywszy to, zaczgl

odpgdzad owady. "Nie réb tego! - krazyk-

ce zajmg inne, wygioozone, a witedy bedzie

po mnie." i

Robert Graves
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Rysunek 2 pokazuje poczatek zycia chmury — strzatki przedstawiaja predkosci wiatru (ich

diugosc jest proporcjonalna do predkosci, a orientacja zalezna od jego kierunku), ciagle linie
SKROMNE MENU BOSC jest proporg pre ] jeg ), ciag

NA CALY DZIEN przedstawiaja brzegi chmury, a pionowe kreski okreslaja miejsca, w ktorych pada deszcz. Chmura
B lante rozwija sig, roénie. Okolo pot godziny od chwili rozpoczecia wzrostu chmura burzowa zaczyna
Barszcz-bulion by¢ juz bardzo wypigtrzona (rysunek 3). W centralnej czgsci chmury powstaje silny prad
Paszteciki wstepujacy powietrza, w ktorym rosna krople deszczowe. Krople te, gdy stang sie dostatecznie

g0 " 8 rakow cigzkie, zaczynaja spadaé¢ ku powierzchni Ziemi. Spadajac paruja ozigbiajac otaczajace je

powietrze — powoduje to powstanie silnego pradu zstgpujacego. Strumien zimnego powietrza
,,rozpetza' si¢ na boki na powierzchni Ziemi powodujac silne porywy wiatru. Zjawisko to
mozna dobrze zaobserwowac na rysunkach 4(a) i (b), na ktorych przedstawiono pole

fraziki cielgce po parysku
Giguot paranie & brukselks
Bomba neapolitanska

g:_;:do“au it predkosci wiatru na powierzchni Ziemi. Obrazujg one ten sam obszar w roznych chwilach.

Rosdt mysliwski Obserwator stojacy w punkcie x zaobserwuje slaby wiatr przed burza, a kilka minut potem
Petrygi z maszem sytuacja zmieni si¢ radykalnie — wiatr zmieni kierunek i gwaltownie stezeje, niosac ze soba silne
jigeny; aos renoulads podmuchy zimnego powietrza z deszczem.

Folguwica, sos trutlowy
feriiezki, kuropatwy

csparagl po polsku Rys. 2 Rys. 4(a)
Sgarlotka z Lodéw =000 e emeseeessessaaaacaoacaaaa

Ananasy

Kolacja
Fularda w potrawie
2 bOBEeW I‘hKOH’_ym

lUdziec sarmi

Hatata wioska Rys. 3 Rys. 4(b)

Vol au vent z groszkiem
Soullé z renglod

lody

/"Najnowsza Kuchnia" pidra
Marty howakowskie

naktacem Gebethnera i Wolffa/

Wicaé wyrainie, we naszym przod-
kom nie dostawaio wyobragni.




