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Rys. 1. Blad Schonfliesa: wspólny brzeg tych

dwu obszarów (I i II) jest suma dwu luków

krzywych (A i li); okazuje sie, ze nie zawsze

tak bywa.

Z, geometrii. glebokiego interioru:
kontinua nierozkladalne

Pro! dr Jerzy MIODUSZEWSKI
Jeszcze w r. 1908, piszac o wspólnym brzegu dwu obszarów plaskich (z których jeden jest
ograniczony), Schonf1ies uwazal, ze mozna ten brzeg rozlozyc na dwa luki krzywe (przez luk
krzywy rozumial w tym przypadku kontinuum nie rozcinajace plaszczyzny lub, co na jedno tu
wychodzi, kontinuum rózne od calego brzegu). Byl to blad, który sprostowal Brouwer w pracy
"Zur Analysis SitlIs" (Mathematische Annalen 68 (1910),422-434). Przez analysis situs rozumiano
wtedy topologie w klasycznym dla nas teraz zakresie, gdzie bada sie te "wlasnosci utworów

geometrycznych, które nie znikna, gdy utwory przeksztalcimy w dowolny sposób ciagly
i jednoznaczny, czyli takich, które nie znikna po dowolnym wygieciu i rozciagnieciu badz
skurczeniu sie figury (bez rozd~rcia i bez zlepienia w jakimkolwiek miejscu)", jak o tym pisal

Janiszewski w artykule "Topologja", str. 387-401, tomu I Porad~ika dla samouków, Warszawa
1915. Rozprawa Schonf1iesa uwazana jest dotad za dzielo, które nadalo kierunek topologii,
chociaz Brouwer wyliczyl w niej piec bledów (byla mowa o jednym), a o dwu stwierdzeniach
wyrazil sie jako o niepewnych.

Konstrukcja Brouwera dwu obszarów o wspólnym brzegu nie dajacym sie rozlozyc na dwa
kontinua rózne od calosci weszla do literatury i do folkloru matematycznego w anegdotycznej
formie jezior Wady (od nazwiska autora pomyslu):znanej z pracy Yoneyamy (1917):
"Wyobrazmy sobie wyspe, na niej jezioro i nastepujacy program budowy kanalów
nawadniajacych. Pierwszego dnia ma byc poprowadzony slepo konczacy sie kanal wychodzacy

z jeziora tak, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu bylo nie dalej niz 1 km do wody
z jeziora (jak na rysunku po lewej; przez L, oznaczone jest zakonczenie kanalu).

Drugiego dnia ma byc poprowadzony kanal wychodzacy z morza, konczacy sie slepo
i prowadzony tak·dlugo, aby od kazdego miejsca pozostawionego ladu bylo nie dalej niz 1/2 km
do wody morskiej (rysunek po prawej; przez Sz oznaczone jest zakol)czenie kanalu).

Rys. l. Jeziora \-,"ady; rysunki z pracy Yoneyamy.

Trzeciego dnia ma byc przedluzony pierwszy kanal poczynajac od miejsca LI i ma byc
prowadzony tak dlugo, aby od ~azdego miejsca pozostawionego ladu nie bylo dalej niz 1/3 km
do wody z jeziora.
Postepujac tak w nieskonczonosc, na przemian z woda morska i z jeziora, dojdziemy do tego,
ze z wyspy pozostanie jedynie pewien podzbiór (domkniety) rzadki i taki, ze dowolnie blisko
kazdego jego punktu bedzie mozna znalezc zarówno wode morska jak i wode z jeziora: bedzie
to wspólny brzeg dwu obszarów, morza i jeziora". '
Nie bylo to doslowne tlumaczenie z Yoneyamy; np. odleglosci nie byly tam mierzone
w kilometrach. W ksiazce Aleksandrowa "Kombinatornaja topologia" kolejne etapy budowy
kanalów maja trwac I, 1/2, 1/4, ... godziny, przez co praca nie potrwa za dlugo. W ksiazce
Hockinga i Younga "Topology" kanaly budowane w kolejnych dniach maja byc tak waskie,
ze zajma l/lO, 1/100 etc. powierzchni wyspy, przez co pozostaly wspólny brzeg bedzie mial
pole dodatnie; szkoda, ze w sensie Lebesgue'a.
Dowód, ze ten wspólny brzeg jest nierozkladalny, tj. ze nie ma rozkladu na dwa kontinua rózne
od calosci, jest nie do przeprowadzenia, jesli sie ma jedynie taki anegdotyczny opis, który
zreszta nie jest jednoznaczny. Urysohn w "Cantorsche Mannigfa/tigkeiten" (1926) wprost pisze,
ze instrukcja Yoneyamynie wystarcza dla przeprowadzenia takiego dowodu; mozna np. nie
wykonywac jej w ten idealny sposób, jak to zrobil Brouwer i jak podpowiada naj prostsza

wyobraznia (Brouwer, mimo ze dal jednoznaczny opis, nie podal dowodu nierozkladalnosci
swego kontinuum).
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Poprzestanmy na uwagach (poprzestaja na nich równiez Brouwer i Yoneyama), ze majac wyspe
i na niej dwa jeziora mozna podobnym sposobem otrzymac wspólny brzeg trzech obszarów,
i ze podobnie, dla kazdego naturalnego n ;;;. l, mozna zbudowac wspólny brzeg n obszarów,

oraz ze mozna podobnie zbudowac wspólny brzeg nieskonczenie wielu obszarów.
Prace Kuratowskiego (1924 i 1928) wyjasnily, czym moze byc brzeg jezior Wady: jesli jest to
wspólny brzeg trzech obszarów, to jest to kontinuum nierozkladalne lub suma dwu kontinuów

nierozkladlllnych. Przyklady Knastera (1927) pokazaly, ze obie mozliwosci sie realizuja.
Janiszewski w swojej Tezie (1911) opisal kontinuum nierozkladalne, które stanowi esencje
przykladu Brouwera. Nie rozspaja ono plaszczyzny (w przekladzie na jezyk z pracy Yoneyamy
znaczyloby to, ze nie ma jeziora na wyspie i prowadzi sie kanaly jedynie z morza).
Aby zblldowac to kontinuum, z kwadratu CI podzielonego na 9 równych kwadratów (tak jak
w konstrukcji Peany) usuwamy dwa kwadraty bez brzegu z dolu srodkowego pionowego pasa
(rys. 3a). Kazdy kwadrat pozostalosci Cz, która przypomina wstege, dzielimy znowu na
9 równych kwadratów i usuwamy z tej wstegi srodkowe pasmo kwadratów otwartych
(pasmo o szerokosci 1/9) zaczynajace sie na brzegu w lewym dolnym kwadracie wstegi
Cz i konczace sie w prawym dolnym kwadracie (ostatnim) tej wstegi, nie dochodzac
wszakze do jej brzegu, tak, ze pozostalosc C3 jest równiez wstega (rys. 3b). Te pozostalosc
rozcinamy podobnie jak przedtem wstege Cz; powstaje wstega C4 (rys. 3c).
Otrzymane kolejno wstegi Cn daja w przekroju kontinuum.

Dowód nierozkladalnosci tego kontinuum da pojecie o innych takich dowodach.
Dla jego przeprowadzenia przyjrzyjmy sie podkontinuom róznym od calosci. Dla kazdego
takiego podkontinuum istnieje wstega Cn, a w niej kwadrat wolny od punktów takiego
podkontinuum; taki kwadrat rozcina wstege Cn (na rysunku pokazana jest w formie
rozprostowanej) lub wstege nastepna Cn+ l. Dopelnienie takiego kwadratu sklada sie z dwu
czesci: przekrój kazdej z nich z kontinuum Janiszewskiego jest wiazka odcinków nad
zbiorem Cantora, prostych Uak w czesci B na rys. 4), lub zgietych Uak w czesci A).
W obu przypadkach podkontinuum musi byc podzbiorem jednego z odcinków wiazki.
Jest wiec rzadkie w calosci.

~=
~,III An::~:::J11
'=========~'~L;~:~~ 1111

Rys. 4. Po usunieciu jednego kwadratu ze
wstegi Cn kontinuum Janiszewskiego rozpada
sie na dwie wiazki odcinków rzadkich w tym
kontinuum.

el

Rys. 3. Pierwsze kroki konstrukcji
Janiszewskiego.

--
Rozwiazanie zadania M 255. Niech 1000 =
= k+(k+l)+ ... +(k+m),

czyli 1000 = 4 (m+ l) (2k+m), czyli
(m+ l) (2k+m) = 2000. Poniewaz
(2k+m)- (m+ l) ;" 2k-I, wiec jedna z liczb
m + 1 i 2k + m jest parzysta, druga­
nieparzysta. Równoczesnie 2k+m > m+ l.
Mamy nastepujace rozklady:
2000 = 2000· I = 400· S = 80· 2S = 12S' 16
Odpowiednie wartosci k i m to:

m = O, k = 1000 (1000 = 1000)
m = 4, k = 198 (1000 = 198+

+ ... +202)
m = 24, k = 28 (1000 = 28+

+ ... +S2)
m = IS, k = SS (1000 = SS+

+ ... +70).

Teraz widac, ze kontinuum Janiszewskiego jest nierozkladalne, bo skoro kazde jego
.podkontinuum rózne od calosci jest w nim rzadkie, to nie moze byc ono suma dwu takich
podkontinuów-(rzecz jest elementarna: nie ma nic wspólnego z twierdzeniem Baire'a, które
m.in. orzeka, ze przeliczalnie wiele zbiorów rzadkich nie moze dac w sumie calosci,
jesli ta jest zwarta) .

•
Jesliby continua nierozkladalne nie zostaly odkryte jako wspólne brzegi obszarów na
plaszczyznie, to zostalyby odkryte przez algebraików. Oto ich opis solenoidu, odkrytego
przez Vietorisa (1927) i zbadanego dokladniej przez van Dantziga (1930), kontinuum
nierozkladalnego bedacego jednoczesnie grupa zwarta.

W grupie C x E, gdzie C jest zbiorem Cantora traktowanym jako grupa liczb 2-adycznych
i gdzie E jest prosta traktowana jako grupa ze zwyklym dodawaniem, rozwazmy podgrupe
G zlozona z elementów (ne, n), gdzie n jest calkowite (e jest jednoscia 2-adyczna). Przez
solenoid rozumiemy grupe ilorazowa(Cx E)/G, w której zbiory otwarte (topologie) okresla
sie przez zbiory otwarte w C i E ogólnie przyjetym sposobem.

Jest to ten sam solenoid, który znamy z opisów geometrycznych (p. Delta 8/1979). Nic
tu nie jest niedopowiedziane. Opisy algebraiczne sa chlodne, pozbawione kolorytu takiego
jak w opisie jezior Wady. Algebraizuje 'sie wszakze niewielki zakres geometrii: caly jej interior
pozostaje w istocie nietkniety.

Solenoidu nie da sie zbudowac nie wychodzac z plaszczyzny, ale jego obraz powstaly przez
zlepienie ze soba punktów algebraicznie przeciwnych jest juz splaszczalny : jest homeomorficzny
z kontinuum Janiszewskiego (p. wzmianka w Delcie 8/1979. str. 3, gdzie to kontinuum

bylo opisane w formie danej przez Kna~tera).
•

W latach 1909-1912 Brouwer oglosil kilka prac, w których dowiódl, ze homeomorfizm

plaszczyzny nie zmieniajacy jej orientacji i nie majacy'punktów stalych jest (topologicznie)
przesunieciem. Niektóre z tych pojec na pewno wymagalyby wyjasnien; poprzestanmy
na jednym: przez punkt staly odwzorowania f rozumiemy kazdy punkt p taki, ze f(P) = p.
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, Rozwiazanie zadania F 91- Dokonajmy

jakosciowej analizy zjawisk zachodzacych
w obwodzie w trakcie 'procesu przejsciowego.
Podczas zetkniecia przelacznika z

z zaciskiem l odbywa sie ladowanie

kondensatora, w drugim przypadku ­

rozladowywanie. W ogólnosci procesy te
opisywane sa zaleznosciami wykladniczymi.
Kiedy jednak zmiany ladunku podczas
ladowania i rozladowywania sa nie~ielkic

napiecie na kondensatorze zmienia SIC

w czasie kazdego zwarcia liniowo, a natezenie

pradu jest stale. Podczas kolejnych cykli:
ladowanie-rozladowywanie, przyrosty napiec

maleja, ubytki zas wzrastaja (dlaczego?).
Nalezy wiec oczekiwac, iz po odpowiednio

duzej ilosci cykli wystapi stan ustalony, w

którym napiecie na kondensatorze (a wraz
z nim i ladunek) drgac bedzie

piloksztaltnie z niewielka amplituda. Srednia
wartosc funkcji opisujacej drgania ladunku

jest poszukiwana odpowiedzia do zadania.
Napiecie srednie, przy ustalonej sile
elektromatoryczneJ E, powinno zalezec od
stosunku opornosci R1IR] i,lezec w
przedziale (0, E). Wyniki przedstawionej

analizy obrazuje pogladowo rysunek.

Brouwer pomylil sie w pierwszym dowodzie. Opierajac sie na obalonych pOzmeJ przez
siebie wyobrazeniach SchonfIiesa o wspólnych brzegach obszarów, zredukowal dowód
do stwierdzenia (uwazal je za oczywiste), wedlug którego homeomorfizm plaszczyzny
nie zmieniajacy jej orientacji i odwzorowujacy na siebie pewne kontinuum nie rozcinajace
plaszczyzny ma w tym kontinuum punkt staly. W drugim, poprawnym, dowodzie dowiódl

po drodze twierdzenia (skromniejszego) orzekajacego, ze homeomorfizm plaszczyzny nie
zmieniajacy jej orientacji i odwzorowujacy na siebie pewien jej podzbiór domkniety (niepusty)
ma punkt staly, niekoniecznie nalezacy do tego podzbioru. Brouwer mial twierdzic
w rozmowach (p. komentarz redaktora Collected Works Brouwera na str. 218 tomu II;
wydawnictwo North Rolland 1976), ze jego pierwszy dowód powinien dac sie uratowac,
ale sam tego nigdy nie zrobil. -

Duzo pózniej (1951) Cartwright i Littlewood dowiedli, ze kazdy homeomorfizm kontinuum

nie rozcinajacego plaszczyzny dajacy sie przedluzyc do homeomorfizmu plaszczyzny nie
zmieniajacego jej orientacji ma w tym kontinuum punkt staly (Bell (1978) pokazal,
ze zalozenie o orientacji mozna pominac). O "Translationssatz" malo juz kto wtedy pamietal.
Punkty stale odwzorowan ciekawily same przez sie. Juz wyniki uzyskane w latach
trzydziestych pozwolily na postawienie hipotezy gloszacej, ze kazde' odwzorowanie ciagle

kontinuum (nie rozcinajacego plaszczyzny) w siebie powinno miec punkty stale. Ta hipoteza
nie zostala dotad potwierdzqna nawet dla homeomorfizmów. Jak dotad wynikiem
naj dalej idacym w jej kierunku jest nastepujace twierdzenie, którego dowiedli niezaleznie

od siebie Bell, Iliadis i Sieklucki (1967; Iliadis 1970): jesli f jest odwzorowaniem ciaglym
odwzorowujacym ~w siebie kontinuum nie rozcinajace plaszczyzny i nie majacym punktów
stalych, to brzeg tego kontinuum zawiera kontinuum nierozkladalne niejednopunktowe C
takie, ze f(C) = C. Przeszkoda dla potwierdzenia hipotezy sa wiec juz tylko kontinua
nierozkladalne zawarte w brzegach -kontinuów nie rozcinajacych plaszczyzny, np. brzegi
kanalów Wady. Kontinua, które tak jak kontinuum Janiszewskiego sa przekrojami wsteg,
nie sa przeszkoda: na nich odwzorowania ciagle maja zawsze punkty stale.
Bledy SchonfIiesa i Brouwera przyspieszyly rozwój calego dzialu topologii; tego, w którym
pózniej topologia w Polsce przezywala swoje zlote lata. Brzmi to jak przyznawanie bledom,
a przynajmniej niektórym, roli twórczej. Cos moze w tym jest, ale w duzej mierze tolerancja
ta moze byc wynikiem tego, ze bledy sa dawne i nie nasze.

•

Opisane zagadnienia pojawily sie na obrzezu analizy: wspólne brzegi obszarów w teorii
funkcji analitycznych, a punkty stale w teorii równan rózniczkowych, gdzie homeomorfizmy
plaszczyzny pojawiaja sie w naturalny sposób przy rozpatrywaniu ukladów równan
dx/dt = u(x,y), dy/dt = v(x,y), dajac punkt wyjscia dla calej dyscypliny matematycznej,
topologii dynamicznej. Mimo tego rodowodu, nie mozna stlumic watpliwosci co do realnosci
tak osobliwych zjawisk. Zastanówmy sie nad tym.

Ale to wlasnie odkrywca kontinuów nierozkladalnych, L. E. J. Brouwer (1881-1966), twórca
intuicjonizmu, byl prekursorem konstruktywizmu. W serii prac (pierwsza i r. 1918) ratowal
topologie kierunku SchonfIiesa przed naporem wlasnych watpliwosci, nie, piszac jednak
(wedlug wiedzy autora artykulu) bezposrednio nic o kontinuach nierozkladalnych; moze
nie zdazyl, a moze nie musial sie bronic?

Interior geometryczny plaszczyzny, jak wszystko w matematyce (nawet liczby i figury, które
wrosly w nia przed tysiacami lat), istnieje na mocy przyjetych konwencji. Nalezy do nich
od ponad stu lat konwencja ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych utozsamianego z prosta·
ChOciaz ta konwencja przystaje do wielu zjawisk przyrody i odpowiada naszym
usposobieniom tak, ze gotowismy ja nieraz przyjac za nature rzeczy, to ta natura rzeczy
na pewno nie jest az tak idealna. Matematycy-konstruktywisci odrzucaja pelna konwencje
ciaglosci: poszerzajac zbiór liczb wymiernycn, zapewniaja byt liczbom takim jak Vi, e i n,
ale nie dopuszczaja do istnienia liczb rzeczywistych, które nie sa granicami ciagów
dajacych sie okreslic, np. rekurencyjnie. Prowadzi to do zanegowania istnienia wielu
punktów równiez i na konwencjonalnej (ciaglosciowej) plaszczyznie, a w rezultacie i wielu
podzbiorów tej plaszczyzny, m.in. kontinuów nierozkladalnych.

W matematyce bada sie bezposrednio swiat jej konwencji. Mimo to nie zapomina sie
o realnosci, dla której poznania te konwencje zostaly powolane. Jesli do tej samej realnosci
zastosujemy inne konwencje, to powinnismy te realnosc zobaczyc inaczej, co jedynie
nasza wiedze o niej moze wzbogacic. Nigdy nie znajdziemy sie w krainie jezior Wady,
która jest tworem konwencji matematycznej. Ale mozemy sie znalezc na wyspie, opracowac
program budowy kanalów wedlug wskazówek Yoneyamy, a potem wypelniac ten program
dzien po dniu; mozemy uzyc do tego odpowiednio zaprogramowanego automatu. Wtedy,
juz nawet nie jako konstruktywisci, zrozumiemy, ze jeziora Wady istnieja nie tylko w naszej
wyobrazni.

czas~
IN+1)TNT2 T (N-lIT

Zauwazmy. ze wskutek zalozonej róv..nosci
czasów ladowania i rozladowywania srednie

prady plynace w stanie uSlalonym prxez

kazda z galezi obwodu sa równe. Mamy

wiec sytuacje,4'w której dzieki kondensatorowi
w obwodzie Et Rl' R2 plynie prad, z tym ze

przez rózne elementy przeplyw nastepuje
niejednoczesnie. Nie przeszkadza to, aby
uznac srednie napiecie na kondensatorze za

równe napieciu na R2 w obwodzie
powstalym przez zwarcie ze soba zacisków
l i 2. Mozna je lalwo znalezc z praw Ohma:

R,'
Ul, = -- -E.R,+R,

Przyjmujac, ze srednie napiecie na

kondensatorze Usr = U 2, ze wz~ru na

ppjemnosc kondensatora otrzymujemy

ostateczna odpowiedz:

Qsr ~ _R,-- CE.R,+R,
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Przejawy sil ciezkosci obserwujemy w zyciu codziennym bardzo czesto. Idacy czlowiek nie
ulatuje w niebo, poniewaz przyciaga go Ziemia, Ziemia utrzymuje sie na orbicie dzieki
sile przyciagania Slonca. W polu sil ciazenia spadaja wszystkie ciala i wszystkie z jednakowym
przyspieszeniem. Ten podstawowy fakt odkryl juz Galileusz. Ciala materialne nie tylko
podlegaja ciazeniu, lecz takze same sa zródlem wlasnego pola grawitacyjnego.
Pole grawitacyjne Ziemi jest stale wczasie. \ Istnieja jednak i pola zmienne. Dwie gwiazdy,
krazace wokól wspólnego srodka masy (tak zwana gwiazda podwójna) sa zródlem zmiennego
pola grawitacyjnego. Gdyby kosmonauci chcieli utrzymac sie w stalej odleglosci od srodka
masy gwiazdy podwójnej, "musieliby cyklicznie zmieniac moc silników rakiety. Zgodnie
z teoria grawitacji Newtona zmiany pola grawitacyjnego rozprzestrzeniaja sie z nieskonczona
predkoscia. Innymi slowy, jesli ciala wytwarzajace pole grawitacyjne zmienily swoje polozenie,
to zwiazana z ta zmiana nowa wartosc natezenia pola pojawia sie momentalnie w calej
przestrzeni, w dowolnej odleglosci od owych cial. Jednakze zgodnie ze szczególna teoria
wzglednosci Einsteina predkosc rozchodzenia sie dowolnych oddzialywan nie moze
przekraczac predkosci swiatla. Znaczy to, ze prawa teorii Newtona moga byc spelnione
tylko w przyblizeniu. Do opisanych pól zmiennych potrzebna jest nam inna teoria,
w której zmiany pola grawitacyjnego rozchodza sie ze skonczona predkoscia c, przy czym
teoria Newtona jest jej granicznym przypadkiem przy c -> 00. Taka teorie stworzyl Einstein
w r. 1916; nazwano ja ogólna teoria wzglednosci.
Nieunikniona konsekwencja równan pola tej teorii okazuje sie istnienie fal grawitacyjnych. Sa one

pod wieloma wzgledami podobne do fal elektromagnetycznych. Rozchodza sie z predkoscia swiatla
i maja cechy charakterystyczne dla wszystkich fal, takie jak amplituda, faza, czestotliwosc.
Fale grawitacyjne unosza energie ukladu promieniujacego i moga przekazywaC ja cialom
le:i'.acym na ich drodze. Oddzialywanie tych fal z materia jest jednak tak slabe, ze dotychczas
nie udalo sie zaobserwowac ich w sposób nie budzacy watpliwosci. Sa one nie tylko trudne
do .zarejestrowania, ale i trudne do wytworzenia w jakiejkolwiek znaczniejszej ilosci. Jesli
dwa ciala naladowane elektrycznie, na przyklad proton i antyproton, kraza wokól siebie

z czestotliwoscia 1010 sek-1, to ich promieniowanie grawitacyjne jest 1046 razy slabsze niz
promieniowanie elektromagnetyczne. Typowa gwiazda podwójna, wypromie[~iowujaca ok.
1033 ergów energii na sekunde w postaci fal elektromagnetycznych, bedzie promieniowac
tylko 103 ergów na sekunde w postaci fal grawitacyjnych.
W dalszym ciagu potrzebny nam bedzie wzór na natezenie promieniowania grawitacyjnego
dwu cial o masach m oddalonych od siebie na odleglosc a i okrazajacych sie z czestotliwoscia
w. Podamy wzór przyblizony, sluszny tylko przy rozmiarach ukladu a malych w po~ównaniu
z dlugoscia promieniowanych fal c/27tw:

Doc. dr Leonid

GRISZCZUK,

dr Michail SAZI N

(Moskwa)

(Artykul napisany

specjalnie dla "Delty")

Kacik Czytelniczy

- Przyjrzyj sie dobrze Ulrichowi.
Za kogo bys go wziela? Czy wyglada gdzie G·jest newtonowska stala grawitacyjna, a c predkoscia swiatla. Wielkosc G/c' jest
na lekarza, kupca, malarza czy bardzo mala, jej wartosc wynosi 2,5. 10- 60 sek/erg. Z tej przyczyny promieniowanie
dyplomate? grawitacyjne ukladów o rozmiarach laboratoryjnych i nawet astronomicznych jest tak slabe.

- Ale on nie jest tym wszystkim - Ale wlasciwie do czego jest nam ono potrzebne? yv jakim celu juz od ponad 10 lat ludzie
trzezwo zauwazyla Klarysa. próbuja wykryc promieniowanie grawitacyjne z Kosmosu? Informacja, która moze nam
- No to moze wyglada na przyniesc, jest bezcenna. Swiadectwa o procesach zachodzacych w poblizu tajemniczych
matematyka? czarnych dziur, o chwilach odleglych o 10-43 sekundy od poczatku ekspansji Wszechswiata
- Tego nie wiem, bo przeciez nie to tylko czesc wiadomosci, które mamy nadzieje uzyskac dzieki nieuchwytnemu
wiem, jak ma wygladac matematyk. promieniowaniu grawitacyjnemu. Zadne inne promieniowanie, czy to elektromagnetyczne,
- Powiedzialas teraz cos bardzo czy neutrinowe, nie pozwoli nam dowiedziec sie niczego o tych procesach. Te rodzaje
slusznego. Matematyk na nic nie promieniowania oddzialuja z materia nieporównanie silniej i w drodze do nas rozpraszaja
wyglada, to znaczy, ze ma wyglad sie, co powoduje, ze niesiona przez nie infofmacj~ o unikalnych zjawiskach jest zatarta
czlowieka w ogóle inteligentnego, przez pózniejsze oddzialywania.
tak ze nie wiaze sie to z zadna scisle Pierwsze próby wykrycia promieniowania grawitacyjnego byly zwiazane ze zródlami

okreslona trescia. Z wyjatkiem ksiezy astronomicznymi. Badania takie prowadza dzis grupy naukowców, którzy usiluja o.debrac
rzymskokatolickich nikt juz dzisiaj nie fale grawitacyjne z Kosmosu. Sygnalów, docierajacych do detektora nie mozna jednak

ma wygladu takiego, jaki miec by wyjasnic jednoznacznie. Na przyklad strumienie czastek elementarnych lub zaburzenia
powinien, gdyz glowa poslugujemy sie w-magnetosferze Ziemi moga symulowac sygnal fali grawitacyjnej.
jeszcze bardziej anonimowo niz rekami. Niejednoznacznosc interpretacji sygnalów ze zródel kosmicznych, a takze mozliwosci
A matematyk to szczyt wszystkiego, przyszlego zastosowania fal grawitacyjnych do celów praktycznych, zachecaja do rozwazenia
to ktos, kto juz tak malo wie o sobie, eksperymentu laboratoryjnego zmierzajacego do wykrycia promieniowania grawitacyjnego.
jak ludzie, którzy w przyszlosci Moc nadajnika laboratoryjnego jest znacznie mniejsza od mocy zródel astronomicznych,
zamiast miesem i chlebem zywic 'sie ale zródla astronomiczne sa daleko, zas nadajnik laboratoryjny mozna postawic obok detektora.
beda pigulkami, beda malo wiedziec Dokladnie znany czas wlaczenia nadajnika znacznie zmniejsza. niejednoznacznosc interpretacji
o lakach, cieletach czy krowach. sygnalu. Monochromatycznosc generatora. pozwala ponadto zastosowac akumulacje
Robert MusiI, Czlowiek bez wlasciwosci, rezonansowa dla zwiekszenia wielkosci sygnalu.
przekl. Krzysztof Radziwill, Kazimierz Niemniej wazna zaleta eksperymentu laboratoryjnego jest mozliwosc interferencyjnego
Truchanowski, Janina Zeltzer; PIW ogniskowania fal grawitacyjnych. Ogniskowanie takie mozna zrealizowac nastepujaco.
1971. Nadajniki rozstawia sie na okregu, przy czym wszystkie dzialaja w zgodnej fazie.

Elektromagnetyczne
detektory fal
grawitacyjnych
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Wtedy amplituda fali w srodku okregu jest równa sumie amplitud wszystkich nadajników.
Jakie warunki powinien spelniac nadajnik fal grawitacyjnych, aby najlepiej nadawal sie do celów
eksperymentu laboratoryjnego? Aby odpowiedziec na to pytanie, skorzystajmy z podanego
wczesniej wzoru na moc promieniowania grawitacyjnego dwu cial. Widac, ze moc ta
zalezy od czestotliwosci obiegu. Jest jasne,· ze im wieksza czestotliwosc, przy ustalonych
pozostalych parametrach, tym wieksze promieniowanie. Pominmy trudnosci techniczne
zwiazane z tym, ze przy zwiekszaniu predkosci katowej pojawiaja sie sily odsrodkowe,
które usiluja rozerwac obracajace sie ciala, i zwiekszajmy czestotliwosc obiegu. Z poczatku
promieniowanie wzrasta, lecz poczynajac od pewnej predkosci juz sie nie zwieksza. Jest to
zwiazane z tym, ze gdy dlugosc emitowanych fal grawitacyjnych zrówna sie z rozmiarami
ukladu, wypromieniowane przez dwa ciala fale nie beda juz zgodne w fazie i czesciowo beda
sie nawzajem tlumic. Wówczas nasz wzór nie jest sluszny. Okazuje sie jednak, ze
samotlumienie fal nie bedzie zachodzilo jesli charakterystyczna predkosc ruchu nadajnika
bedzie równa predkosci swiatla, tzn. nadajnik bedzie zródlem fal spójnych. Najlepszym
materialem na nadajnik sa wiec fale elektromagnetyczne.
Swobodna fala elektromagnetyczna nie wysyla promieniowania grawitacyjnego. Aby mógl
zachodzic proces przeksztalcania fal elektromagnetycznych w grawitacyjne, niezbedna jest
obecnosc stalego pola elektrycznego lub magnetycznego albo dwu jednakowych fal
biegnacych symetrycznie w przeciwnych kierunkach, tzn. fali stojacej. Fala stojaca - to taki
stan pola elektromagnetycznego, w którym w pewnych punktach przestrzeni natezenie pola

elektrycznego jest stale równe zeru (wezly), zas w innych punktach oscyluje. Punkty,
w których amplituda oscylacji jest najwieksza, nazywaja sie strzalkami fali stojacej. Strzalki
te mozna sobie wyobrazac jako masy drgajace tam i z powrotem i wysylajace
promieniowanie grawitacyjne. "Waga" strzalek jest znikomo mala, lecz predkosc, z która
drgaja, wielka. Dlatego tez wysylaja one znaczne promieniowanie.
Mozna wykazac liczbowo, co jest dogodniejsze: nadajniki elektromagnetyczne czy
mechaniczne. Wezmy dwa elementarne generatory fal grawitacyjnych, wysylajace fale tej samej
czestotliwosci. Jeden z nich niech bedzie mechaniczny, drugi elektromagnetyczny. Niech
gestosc materii w nadajniku mechanicznym wynosi I g/cm3, predkosc dzwieku w nim
V, = 10~ cm/s, a amplituda drgan A = 10-3 A" gdzie A. - dlugosc fali dzwiekowej. Gestosc
pola elektromagnetycznego w drugim nadajniku (okreslona na podstawie wzoru Einsteina
m = E/c2) niech wynosi e = 10-18 g/cm3. Wtedy amplituda faii grawitacyjnej
wypromieniowanej przez generator elektromagnetyczny jest 1010 razy wieksza niz
w generatorze mechanicznym. Objetosc nadajnika jest przy tym znacznie mniejsza od
objetosci nadajnika elektromagnetycznego. W objetosci zajetej przez jeden nadajnik
elektromagnetyczny mozna zmiescic N = (C/V,)3 ~ IOI~ nadajników mechanicznych.
Gdy nadajników jest duzo, to aby otrzymac maksymalny efekt, musza one pracowac
w zgodnej fazie, tzn. w miejscu, gdzie znajduje sie odbiornik, fale od wszystkich nadajników
powinny miec jednakowa faze i dodawac sie. Uzgodnienie faz 101~nadajników mechanicznych
stanowi trudnosc techniczna nie do przezwyciezenia. Nadajniki elektromagnetyczne sa
wygodniejsze przez to, ze, jak powiedziano wczesniej, spójnosc jest w nich zapewniona
automatycznie.
Elektromagnetyczny nadajnik fal grawitacyjnych mozna zrealizowac na przyklad w postaci
rezonatora. Jest to pudlo o nad przewodzacych scianach, które zatrzymuja fale
elektromagnetyczne. W pudle takim tworzy sie fala stojaca, która wytwarza promieniowanie
grawitacyjne. Jego czestotliwosc jest dwa razy wieksza od czestotliwosci fal
elektromagnetycznych w rezonatorze.

Jeden rezonator o szerokosci 10 m i natezeniu pola magnetycznego wewnatrz IO~ gaussów

wytwarza promieniowanie grawitacyjne, którego amplituda n,a granicy strefy falowej wynosi
h ~ 10-33 (amplituda fali grawitacyjnej h jest wielkoscia bezwymiarowa, która pokazuje,
o ile zmieni sie odleglosc' miedzy dwiema swobodnymi czastkami, ól = h·l, jesli przed
nadejsciem fali odleglosc ta wynosila l). Odpowiada to niezmiernie malemu strumieniowi.

19 ~ 10-13 erg/cm2 s.

Takiego strumienia energii nie mozna zarejestrowac odbiornikami mechanicznymi. Trzeba
sporzadzic detektor, który pozwoli uchwycic znikomo slaby sygnal nadajnika. Detektor
ten mo?;na zrealizowac równiez w postaci rezonatora elektromagnetycznego.

W odróznieniu od rezonatora-nadajnika, w rezonatorze-odbiorniku nie jest konieczne zmienne
pole elektromagnetyczne. Pole moze w nim byc stale. Fale grawitacyjne dzialajac na pole
elektromagnetyczne w detektorze wywoluja jego zaburzenia. Proces ten najlatwiej mozna
sobie wyobrazic jako zmienna przenikalnosc elektryczna i magnetyczna w obszarze zajetym
przez pole. Jesli sa spelnione warunki rezonansowe, to zaburzenia wywolane promieniowaniem
grawitacyjnym staja sie rzeczywistymi fotonami, których liczba narasta w czasie.

Czestotliwosc drgan wzbudzo,nych w,x zalezy od czestotliwosci niezaburzonego pola
elektromagnetycznego w detektorze, Win, i czestotliwosci fali grawitacyjnej Wg. Wyraza sie
ona wzorem w,x = Wg±Wln, W zaleznosci od tego, czy warunki rezonansowe
sa spelnione dla sumy czy dla róznicy.



-- Zauwazmy, ze czestotliwosc pola niezaburzonego moze byc równa zeru (pole jest wtedy
stale), ale jest ono niezbedne!
Pojawiajace sie fotony (kwanty pola elektromagnetycznego) beda utrzymywane w rezonatorze
przez nadprzewodzace scianki i beda sie tam gromadzic. Gdyby scianki calkiem nie
pochlanialy fal elektromagnetycznych, to fotonów mozna by nazbierac w ten sposób
dowolnie duzo. Rzecz jednak w tym, ze fotony mimo wszystko sa pochlaniane - czesciowo
przez scianki, a czesciowo przez dielektryk wewnatrz rezonatora. Charakterystyka tego,
ile mozna ich zgromadzic, jest wielkosc nazywana dobrocia. Wielkosc ta, Q, pokazuje, ile
razy srednio jeden foton odbija sie od scianek rezonatora, zanim zostanie przez nie
pochloniety. Czas narastania sygnalu jest okreslany przez Q/w.x. Po tym czasie sygnal
juz nie narasta i dalsze gromadzenie fotonów staje sie bezcelowe.
Detektor taki, przy nastepujacych parametrach: niezaburzone pole wewnatrz lO' gaussów,
dobroc 1012 i czestotliwosci 109 S-l bedzie mial czulosc h ~ 10-27, co odpowiada
minimalnemu wykrywalnemu strumieniowi

Ig ~ 10 ergów/cm2 s.

Rozbieznosc miedzy mozliwosciami nadajnika i detektora wynoszaca "tylko" milion razy
wzbudzila znaczny optymizm. We wszystkich wczesniejszych projektach rozbieznosc ta wynosila
1013 lub wiecej. Generator fal grawitacyjnych majacy ksztalt torusa produkuje znacznie
silniejsze promieniowanie, poniewaz ogniskuje on interferencyjnie fale grawitacyjne. I tak,
przy parametrach takiego ukladu: dlugosc fali elektromagnetycznej A. = 103 cm, natezenie
pola elektromagnetycznego H = 3· lO' gaussów, dobroc Q = 7 .1013, fale grawitacyjne
zostalyby wykryte, lecz przy tym calkowita objetosc ukladu musialaby wynosic okolo
25000 m3, zas czas narastania sygnalu - 5 dób. Detektor i generator w takim eksperymencie
trzeba by przechowywac w niezwykle niskiej temperaturze (kilka tysiecznych kelwina), aby
usunac termiczne promieniowanie fal elektromagnetycznych przez materie aparatury. Niestety,
obecnie nie mozna jeszcze spelnic równoczesnie wszystkich wymienionych warunków.

Trudnosci na drodze do tego eksperymentu jest wiele, lecz mamy nadzieje, ze beda one
mozliwe do pokonania.

Zapraszamy Was do udzialu w czwartym juz konkursie prac matematycznych dla uczmów.
W tym roku do konkursu dopuszczane beda nie tylko prace maturalne, ale i wszelkie
inne prace matematyczne, których autorami sa uczniowie szkól srednich. Nadeslane przez
Was prace zostana ocenione przez jury i najlepsze - dopuszczone do finalu, który, jak
zwykle, odbedzie sie podczas Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Wlasnie, co znaczy najlepsze? Jak powinna wygladac dobra praca maturalna? Jak wybrac
temat takiej pracy? Jak ja zredagowac? Uniwersalnej recepty nie mamy. Nie sadzimy jednak,
by najlepszym pomyslem bylo streszczenie jednej czy kilku ksiazek matematycznych. Nie
oczekujemy, ze napiszecie "ogólna teorie wszystkiego". Chetnie bedziemy widzieli prace male,
ale zgrabne.
Jesli na przyklad przy rozwiazywaniu jakiegos zadania nasuna sie Wam pytania: .,a gdyby
tak to zadanie uogólnic?", "a gdyby tak w tym zadaniu zmienic nieco zalozenia?", "a moze

przy tych ' zalozeniach da sie udowodnic cos wiecej?" Zaczynacie sie bawic problemem
na rózne sposoby. COS tam wychodzi, cos sie daje udowodnic, rozwiazac, cos sie nie daje.
Spiszcie rezultaty swoich rozwazan. Zapytajcie nauczyciela, czy cos wie na ten temat, czy
wie o jakiejs ksiazce, gdzie sa prowadzone podobne rozwazania, spytajcie nas, moze akurat
cos bedziemy wiedzieli. A potem? Potem zredagujcie to wszystko. Moze wyjsc praca
maturalna. I to godna nagrody w naszym konkursie.
Dla przykladu: Zdarzylo sie, ze przy okazji rozwazan o izometriach plaszczyzny i twierdzenia
mówiacego, ze kazda izometrie plaszczyzny mozna przedstawic jako zlozenie symetrii
osiowych, uczen postawil problem: czy potrzebne sa wszystkie symetrie osiowe? Okazalo
sie, ze kazda izometrie plaszczyzny mozna przedstawic jako zlozenie symetrii osiowych
o osiach nalezacych do ustalonego peku plus jedna prosta do niego nie nalezaca.
Inny przyklad: Zajrzyjcie do Delty nr 7 z 1978 roku. Znajdziecie tam artykul "Wielosciany
z minimalna liczba powtórzen". Jego autorka byla uczennica, a powstal on w wyniku
rozwazan nad zadaniem: "Wykazac, ze w kazdym wieloscianie wypuklym istnieja co
najmniej dwie sciany o tej samej liczbie boków".
Warto nieraz po rozwiazaniu zadania poswiecic mu chwile refleksji. Zastanowic sie. Moze

to czasem dac w rezultacie wiecej satysfakcji niz rozwiazanie zadania nastepnego, i nastepnego,
i nastepnego ...
Czekamy wiec na Wasze prace. Nie musza one zawierac od razu dowodu wielkiego
twierdzenia Fermata. Chociaz, gdyby sie komus udalo ...
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o prostych
i plaszczyznach
wspólstozkowych

Skrót. pracy, która uzyskala I nagrode na

konkursie prac maturalnych z matematyki
w 1980 roku.

Niech Q bedzie krzywa stopnia drugiego, polozona w pewnej plaszczyznie H. Stozkiem

o wierzcholku p <t Hnazywamy zbiór wszystkich prostych przechodzacych przez p
i przecinajacych Q. W szczególnosci Q moze byc para prostych przecinajacych sie lub
równoleglych, a p - punktem w nieskonczonosci. Wtedy' stozek sklada sie z dwu plaszczyzn
przecinajacych sie albo równoleglych.

Przez stozek dualny bedziemy rozumiec zbiór wszystkich plaszczyzn stycznych do pewnej
krzywej plaskiej drugiego stopnia, przechodzacych przez ustalony punkt nie nalezacy do tej
plaszczyzny. Szesc prostych lt, lz, 13, h, 15, 16 nazwiemy wspólstozkowymi, gdy sa równolegle
do tworzacych pewnego stozka. Analogicznie szesc plaszczyzn nazwiemy wspólstozkowymi,
kiedy sa równolegle do plaszczyzn pewnego stozka dualnego.

Twierdzenie 1. Proste lt, lz, 13, 14, 15, 16 o wektorach kierunkowych (au, a", au), ...
... , (a6x, a6., a6.) sa wspólstozkowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik

I ~~~ .~~~. ~~' .. ~~t.x.~t:...~.1~~~:.~~I"~.I~1atx at. at. 2a6xa6. 2a6.a6' 2a6.a6x

jest równy zeru.

Dowód. Mozemy zalozyc, ze proste l t, ... , 16 sa równolegle do tworzacych stozka T, którego
wierzcholkiem jest (O, O, O). Zatem na T leza proste Xj = taJx, Yj = taj., Zj = taj •• gdzie t
jest parametrem. Napiszmy równanie stozka T w postaci

(1)

ri"....anie ' ..lUa

parzystosc kclejnych yf, "L"L R
latwo s)rawd'i",~:1'y, ze ma Oli post

n n p fi n n n p, n n . n p ( cy r

niepz...~ystil, p pe:p7.ysld" ~ ,c moz"'!: AC:

wiec z!lalezc w mm 1982 Low;:rajace l'"d

rzad dwie cyfry p~rzyste l' lUW~zmy teraz, ze

poniewaz w!,;1.ystkich mC'7. wych grup
czterocyfrowych jest 10000, WIeCrewna

czwórka cyfr powtórzy sie wsr"d pierwszych

10004 cyfr. Niech np, c" C.+1 Ck 1 "1+3

er CJ ChI Chl CI~3' k < l.
Latwo sprawdzic, ze równiez Ck 1 CI 1.

Ck_ 2 = C'-l itd. i wobec tego
CI-t+7C;~-;+-;C"-=~+ 3 Cl_~ ~ f981

Podstawiajac, mamy dla j = 1,2,3,4,5,6,:

(2) t2(AaJx+Baj.+Caj.+2Dajxaj.+2Eaj.aJ.+2Faj.ajx) = O.

Traktujac to jako równanie jednorodne z niewiadomymi A, B, C, D, E, F dostajemy, ze

wymieniony w tezie. wyznacznik jest równy zeru. Na odwrót, jezeli wyznacznik jest równy
zeru, to uklad (2) ma rozwiazania niezerowe i proste lt, ... , 16 sa równolegle do tworzacych
stozka opisanego przez równanie (1).

W bardzo podobny sposób dowodzi sie nastepujace
Twierdzenie 2. Plaszczyzny :rtt, :rtz, :rt3,n4, nS,:rt6 o wek •.:>rach normalnych (au, a", at.), ...
... , (a6x, a6•• a6.) sa wspólstozkowe wtedy i tylko wtedy, gdy wyzna~znik z twierdzenia
jest równy zeru.

Twierdzenie 3. Niech przeksztalcenie afiniczne T przeksztalca 6 niewspólstozkowych
plaszczyzn na 6 innych tak, ze pola na nich nie ulegaja zmianie. Wówczas T jest izometria.
Dowód (szkic). Mozemy zalozyc, ze punkt O = (O, O, O) jest wspólnym punktem wszystkich
szesciu plaszczyzn nJ, ... , :rt6. Skladajac z T jednokladnosc J:tk i ewentualnie translacje R
otrzymamy przeksztalcenie T' = J:tk o R o T które zachowuje O a nie zmienia odleglosci
plaszczyzn równoleglych do :rt t, ... , :rt6. Niech T' ma przedstawienie

x' = axx+a.y+a.z

y' = bxx+byy+b.z

z' = cxx+c,y+c.z.

Z warunku zachowywania odleglosci plaszczyzn równoleglych do danych wynika, ze macierz
utworzona ze wspólczynników axx, ... , C.Z jest ortogonalna. Wynika stad, ze T jest izometria.
Przyklad. Rozpatrzmy ostroslup prawidlowy o podstawie bedacej szesciokatem foremnym
oraz przeksztalcenie afiniczne S, które na plaszczyznie podstawy ostroslupa jest
jednokladnoscia o srodku w srodku szesciokata i wspólczynniku 1/2, zas na prostej
zawierajacej wysokosc ostroslupa jest jednokladnoscia o tym samym srodku i wspólczynniku 2.
Przeksztalcenie to zachowuje pola na wszystkich szesciu plaszczyznach w których leza
sciany ostroslupa, ale nie jest izometria.
Z twierdzenia 3 wynika kilka wniosków.
Wniosek l. Ponumerujmy w czworoscianie ABCD krawedzie liczbami l, -2, 3, 4, 5, 6
i niech SI oznacza pole trójkata zbudowanego na i-tej krawedzi i wierzcholku bedacym
srodkiem krawedzi/ przeciwleglej do i-tej. Niedh S; maja podobne znaczenie ~ czworoscianie
A'B'C'D'E'F'. Wówczas ABCD jest podobny do A'B'C'D'E'F' wtedy i tylko wtedy gdy
SI :SZ:S3:S4:SS:S6 = S~:S;:S;:S~:S; :S~.
Dla dowodu wystarczy zauwazyc, ze plaszczyzny w których leza opisane trójkaty nie sa
wspólstozkowe.
Wniosek 2. Przeksztalcenie afiniczne T jest podobienstwem, gdy przeksztalca pewna sfere
na sfere.

Wniosek 3. Elipsoida jest sfera wtedy i tylko wtedy, ggy istnieje 6 plaszczyzn
wspólstozkowych, przechodzacych przez jej srodek i wycinajacych z niej przekroje o równych
polach.

Zbigniew JELONEK
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mala delta

CzYmrózni sie swiatlo odbite od powierzchni wody, szkla, trawy czy lisci
od bezposredniego swiatla slonecznego? Oczywiscie natezeniem, bo czesc swiatla
jest przy odbiciu pochlaniana, i barwa, bo to pochlanianie zalezy od dlugosci
fali. Jest jednak róznica, której nie potrafimy zaobserwowac golym okiem - to
polaryzacja. Jezeli nie wiecie, co to jest - spójrzcie na falujaca wode. Wszystkie
czasteczki poruszaja sie prostopadle do kierunku przesuwania sie fali - fala
jest poprzeczna. Co wiecej, wszystkie drgaja w jednym kierunku (w góre
i w dól). Mówimy, ze fale na wodzie sa calkowicie spolaryzowane. Moze sie
jednak zdarzyc, ze fala poprzeczna nie ma zadnego wyróznionego kierunku
drgan. Tak jest np. dla bezposredniego swiatla slonecznego czy swiatla zarówki.
Mówimy wtedy o braku polaryzacji. Mozliwa jest takze sytuacja posrednia,
polaryzacja czesciowa, kiedy to istnieje wyrózniony kierunek drgan, ale wystepuja
równiez drgania w innYGhkierunkach.

~

Wiekszosc swiatla, które dociera do naszych oczu, to swiatlo odbite lub
rozproszone. Jest ono na ogól czesciowo spolaryzowane. Zeby sie o tym przekonac,
musicie sie jednak uzbroic w polaryzator."Odcedza" on drgania we wszystkich
kierunkach poza jednym. Promien spolaryz~wany w tym wyróznionym kierunku
przechodzi przez polaryzator bez oslabienia, a spolaryzowany prostopadle do niego
jest calkowicie pochlaniany.

Najprostszy polaryzator mozecie wykonac z szybki szklanej.
Wykorzystamy tutaj fakt, ze swiatlo oGbite od szkla pod katem okolo 60°
jest prawie calkowicie spolaryzowane w kierunku równoleglym do powierzchni
odbijajacej. Umiesccie szybke, najlepiej zaczerniona z jednej strony (dobra jest
przeswietlona plyta fotograficzna), w prostopadlosciennym pudelku tak, zeby
swiatlo wchodzace padalo na nia pod katem 58°...60° (rysunek). W sciance
pudelka wytnijcie otwór, przez który bedzie mozna obserwowac spolaryzowane
swiatlo odbite. Wewnatrz pomalujcie je czarna matowa farba. Pozbedziecie sie
w ten sposób odblasków. Wada takiego polaryzatora jest niewielkie natezenie
odbitego swiatla; wiekszosc padajacego swiatla przechodzi przez szybke i jest
pochlaniana wewnatrz obudowy. Okazuje sie, ze swiatlo przechodzace jest takze
spolaryzowane, ale tylko czesciowo. Dlatego, zeby uzyskac polaryzacje swiatla
przechodzacego bliska calkowitej, musicie ustawic równolegle kilka przezroczystych
szybek (moga byc szkielka przedmiotowe do mikroskopu). Zbudowany w ten
sposób polaryzator (rysunek) jest znacznie lepszy od poprzedniego, bo
pochlania tylko polowe swiatla padajacego .

•



Wypróbujcie Wasze polaryzatory obserwujac swiatlo odbite od róznych
powierzchni. Spróbujcie, obracajac polaryzator, okreslic kierunek polaryzacji
swiatla.

Zbadajcie, jak jest spolaryzowane swiatlo rozproszone. W tym celu do wody
w duzym sloju dodajcie kilka kropli atramentu albo mleka. Postarajcie sie o dobre
zródlo swiatla. Najlepszy bedzie rzutnik do przezroczy, w którym przyslonicie
obiektyw kawalkiem nieprzezroczystego kartonu z wycietym niewielkim
otworem. Waska smuge swiatla skierujcie na slój z woda. Spójrzcie z góry lub
z boku na promien biegnacy w wodzie. Widzicie go dzieki rozproszeniu swiatla
na czasteczkach atramentu. Przy pomocy polaryzatora latwo przekonacie sie, ze
swiatlo rozproszone jest spolaryzowane. Jesli nie macie rzutnika, mozecie to samo
zobaczyc wykorzystujac swiatlo sloneczne i atmosfere. Wystarczy spojrzec na
niebo prostopadle do biegu promieni slonecznych. Zbadajcie na przyklad
polaryzacje zenitu tuz po zachodzie (lub przed wschodem) Slonca. Jaki jest
kierunek polaryzacji w stosunku do polozenia Slonca? Czy potraficie wyznaczyc
polozenie Slonca, kiedy jest skryte za chmurami, a niebo nad glowa jest czyste?
Sprawdzcie, ze swiatlo rozproszone na chmurach nie jest spolaryzowane.

Taki sposób wyznaczania polozenia Slonca pomagal Wikingom w nawigacji
podczas ich wypraw na Pólnoc, gdzie Slonce bardzo krótko jest widoczne nad
horyzontem. Jako polaryzatora uzywali krysztalu kordierytu, który zmienial
barwe od zóltej do niebieskiej w zaleznosci od polaryzacji padajacego swiatla.
Podobnie pszczoly i wiele innych owadów wyznaczaja kierunek po zachodzie
Slonca korzystajac z polaryzacji swiatla rozproszonego. W pierwszych badaniach
przeprowadzonych na mrówkach pustynnych umieszczenie przeslony ,w zenicie
powodowalo calkowita ich dezorientacje. Poczatkowo przypuszczano, ze kieruja sie
swiatlem gwiazd. JednaK bardziej szczególowe badania (uzyto w nich ukladu
luster, za pomoca których zmieniano polaryzacje swiatla) dowiodly, ze orientuja
sie one wedlug kierunku polaryzacji. Okazalo sie, ze takze wiele organizmów
wodnych posluguje sie tym sposobem nawigacji. Przykladem sa dobrze znane
wszystkimhodowcom rybek akwariowych, Daphniae - rozwielitki. Oswietlajac je
swiatlem spolaryzowanym mozna zmusic je do plyniecia w okreslonym kierunku.

, ~-?1
/ //J I

/' i i ~ Czy polaryzacji nie mozemy obserwowac golym okiem, skoro tyle organizmów ma
I ~ te umiejetnosc? Mozemy, ale jest to bardzo trudne i wymaga dluzszego treningu.
I ~ Spójrzcie na jasna chmure przez polaryzator. Obróccie go szybko. Czy
i j zauwazyliscie w polu widzenia niebiesko-zólta figure o ksztalcie przedstawionym

:J na rysunku obok? Figura ta zwykle znika po kilku sekundach. Zaobserwujcie, jak
~ zalezy jej polozenie od ustawienia polaryzatora. Która os figury wyznacza
~ polaryzacje? Po kilku cwiczeniach z polaryzatorem spróbujcie dostrzec te figure

0'" obserwujac spolaryzowane swiatlo nieba podczas zachodu Slonca. Napiszcie, czy
Wam sie to udalo .

••



Poczatki metody
aksjomatycznej

Dr Jan Waszkiewicz

W krótkiej serii artykulów nie sposób wyczerpac problemów zwiazanych z narodzinami
dedukcji i metody aksjomatycznej. Warto jednakze na drodze do wyjasnienia ich genezy
zrobic jeszcze kilka kroków - nawet za cene stopniowego oddalenia sie od matematyki...
W poprzednim artykule pisalem o tym, ze czesc aksjomatów Euklidesa mozna interpretowac
jako podstawe do selekcji osób, z którymi chcialby on dyskutowac na temat przedstawianych
wyników matematycznych. Wspomnialem równiez o szkole filozoficznej eleatów, której
czlonkowie byliby zapewne wykluczeni z takiej dyskusji. Ze wzgledu na zakres ich
zainteresowan, obecnosc wsród matematyków zwolenników eleackiego sposobu myslenia
grozic moglaby tym, ze dyskusja nad wlasnosciami przestrzeni przerodzilaby sie w spór
o sens najprostszych uzywanych w geometrii pojec. Spory tego rodzaju pojawily sie w
w matematyce (lub raczej - staly ~ie istotnym jej skladnikiem) dopiero na przelomie
XIX i XX wieku...

W czasach Euklidesa szkola eleacka nalezala juz do przeszlosci. Nie oznacza to wszakze,
ze tym samym znikneli potencjalni dyskutanci nie zgadzajacy sie z przyjmowanymi przez
niego aksjomatami. Pojawili sie inni, a mozna powiedziec, ze znacznie od eleatów grozniejsi.
W piatym i czwartym wieku p.n.e. dzialala w Grecji liczna grupa nauczycieli i wychowawców,
przygotowujacych swoich uczniów (nie tylko mlodziez) do zycia publicznego. Ze wzgledu
na olbrzymia role argumentacji slownej w publicznym zyciu Grecji, poswiecali oni znaczna
uwage doskonaleniu sztuki przekonywania. Trudno zreszta mówic o jednej
sztuce. - nalezy raczej miec na uwadze kilka, blisko ze soba powiazanych umiejetnosci:
dyskusji (dialektyki), w sklad której wchodzila równiez sztuka zwyciezania
za pomoca chwytów nieczystych (erystyka), przekonywania grupy sluchaczy (retoryka),
a nawet elementy aktorstwa ... Sofisci, bo tak nazywano owych nauczycieli,
zdaniem wspólczesnego im Platona "tacy sie straszni zrobili w walce na slowa i w zbijanill
wszystkiego, co ktos powie - wszystko jedno, czy to bedzie falsz, czy prawda", a poza
tym "mówia, ze w krótkim czasie potrafia i kogos innego, byle kogo, uczynic mistrzem
w tym samym zakresie".
Paradoks, który u eleatów byl trudnoscia (aporiI!) - a wiec czyms domagajacym sie
przezwyciezenia, dotarcia do glebszych wlasnosci danej nam w potocznym doswiadczeniu
rzeczywistosci, u sofistów stal sie celem samym w sobie. Za pomoca paradoksalnych
rozumowan sofisci uczyli sztuki przekonywania, ale tez dobrze zbudowany paradoks byl
dla nich glównym narzedziem skutecznego prowadzenia sporu. Oto przyklad takiego
opartego na paradoksie ,zwyciestwa, wziety z platonskiego dialogu "Eutydem". Tytulowa

, postac - znany sofista - pokazuje swoja sztuke w dyskusji ze znacznie mniej
doswiadczonym przeciwnikiem - Kleiniasem. Punktem wyjscia jest wspólnie uzgodniona
teza, ze to madrzy ludzie, nie zas glupi, sa tymi, którzy sie ucza.
Po kilku wstepnych pytaniach, które pomijam z braku miejsca, dochodzi do nastepujacego
fragmentu dyskusji.

Eutydem: - "Wiec prawda, ze kiedyscie sie 'aczyli, to jeszcze nie wiedzieliscietego,
czegoscie sie uczyli?
- Nie - powiada Kleinias.
- Wiec czyscie byli madrzy, kiedyscie tego nie wiedzieli?
- Ano nie - mówi.
- Nieprawdaz, wiec jesli nie madrzy, to glupi?
- Tak jest.
- Wiec wy uczac sie czegoscie nie wiedzieli, uczyliscie sie jako glupi?
Chlopak skinal glowa.
- Wiec glupi sie ucza na madrych Kleiniaszu, a nie madrzy, jak sie tobie wydaje".
Do tego miejsca sprawa jest jeszcze prosta. Wykazano, ze chlopak Kleiniasz nieslusznie
przyjal na poczatku sporu, ze to madrzy wlasnie sa 'tymi, którzy sie ucza. Jednakze Eutydem '
nie zatrzymuje sie w tym miejscu - pokazuje bowiem, ze teza przeciwna jest równiez nie
do przyjecia. (Glupi bowiem to Ci, których nie mozna niczego nauczyc...)
W tym krótkim przykladzie widac rózne sofistyczne sztuczki: zonglowanie subtelnymi
odcieniami znaczen, wykorzystywanie niedookreslonosci stosowanych pojec, czy
wreszcie- zerowanie na braku wyrobienia i naiwnosci przeciwnika. Z wytrawnym dyskutantem,
Sokratesem, Eutydem ponosi jednak porazke ... Bo w koncu o to tutaj chodzilo - o zwyciestwo
za wszelka cene w potyczce, która byla dyskusja (audytorium bylo gronem
sedziówoceniajacych walczacychprzeciwników).Tymczasem, przypomnijmy, ze w dyskusji - jaka
stanowi dialog matematyka z czytelnikielJldowodu jego twierdzenia, chodzi o cos innego.
Nie pokazanie przewagi jest istotne, ale wspólne dojscie do prawdy (chocby
fragmentarycznej) w interesujacym obie strony przedmiocie. Dlatego wlasnie stwierdzilem,
ze sofisci byli dla ewentualnych dyskusji o matematyce znacznie niebezpieczniejsi od swoich
poprzedników, eleatów.

Totez pomimo pewnego pozytywnego wkladu w rozwój matematyki (doskonalenie metod
rozumowania -: zwlaszcza ulubionej przez matematyków redukcji do absurdu, rozwój
logiki formalnej jako próby obrony przed sztuczkami sofistów...) sofisci nie ciesza sie
w historii matematyki dobra opinia. To na ich czesc sofizmatami nazwano "dowody"
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falszywych twierdzen, w których subtelne bledy przemycane sa na tyle zrecznie, ze calosc
rozumowania ma wszelkie pozory poprawnosci. Oto prosty przyklad takiego sofizmatu
(wiele ich znalezc mozna w róznych zbiorach matematycznych rozrywek i ciekawostek).
Twierdzenie. Istnieja okregi majace dwa rózne srodki.
Dowód. Pomiedzy dwiema równoleglymi prostymi ,p i q obierzmy dowolny punkt M.

Z punktu tego poprowadzmy odcinki MP i MQ prostopadle do danych prostych (P Ep,
Q E q). Przez punkty M, P i Q poprowadzmy okrag, który zadane proste przetnie

odpowiednio w punktach R i S (rysunek). Prosty kat MPQ oparty jest na pólokregu
nakreslonego kola. W zwiazku z tym, srodek okregu lezy w punkcie O' bedacym srodkiem
odcinka MQ. Pót\obnie inny srodek O" lezy w polowie odcinka MQ. CO konczy dowód ...
No dobrze, n!ozna zapytac, ale skad brali sie ludzie ~hcacy placic sofistom za lekcje ich
watpliwych sztuczek? Musialo ich przy tym byc niemalo, jesli - jak powiedziano - sofisci
stanowili liczna grupe w spoleczenstwie greckim w okresie powstawania aksjomatycznego
systemu geometrii. Jest to pytanie znacznie ogólniejszej natury niz to, które postawilismy
na poczatku cyklu artykulów. Totez i odpowiedz znalezc mozna jedynie poprzez odwolanie
sie do szerszego kontekstu wydarzen historycznych. Zdaniem historyków, na przelomie VIII
i VII wieku p.n.e. w Grecji doszlo do wytworzenia swoistej formy organizacji zycia
zbiorowego - miasta-panstwa (polis). Wedlug opinii francuskiego historyka J. P. Vernanta
("Zródla mysli grecl}fcj", PWN, Warszawa 1969) "system polis zaklada przede wszystkim
niezwykla przewage slowa nad innymi narzedziami wladzy. Mowa staje sie in~trumentem
par excellence politycznym, kluczem wszelkiego autorytetu w panstwie, srodkiem rzadzenia
i panowania nad innymi. [... ] Mowa [... ] staje sie starciem, dyskusja, argumentacja.
Wymaga ona publicznosci wystepujacej jako sedzia, który przez wzniesienie rak wybiera
ostatecznie jedna ze stron przed nim stojacych. Ta czysto ludzka decyzja jest wlasnie

miernikiem sily przekonywania dwu mów, zapewniajacycil jednemu z mówców zwyciestwo
nad przeciwnikiem".
W takim wlasnie kontekscie ksztaltowala sie zarówno metoda dedukcyjna, jak i praktyczna
dzialalnosc sofistów. Taka wlasnie byla kultura Grecji, zwlaszcza w tych miastach, które

Uak np. Ateny) przez nastepne stulecia doskonalily mechanizmy demokratycznego
spoleczenstwa. Tak wiec, metoda dedukcyjna byla "matematycznym zastosowaniem"
dialektycznej metody filozofii, ta zas - wcieleniem demokratycznych mechanizmów
sprawowania wladzy. Pytanie o zródla metody dedukcyjnej staje sie wiec pytaniem o zródla
greckiej demokracji ... Odpowiedzi na to ostatnie pytanie radzimy Czytelnikowi poszukac
w ksiazkach omawiajacych dzieje i kulture starozytnej Grecji.

__ Zadania

Redaguje 'mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 253. W ciagu cyfr rozpoczynajacych sie 1981... kazda nastepna cyfra to liczba jednosci
sumy czterech cyfr poprzednich. Czy w ciagu naszym pojawi sie 1982? A 1981 jeszcze raz?
Rozwiazanie na str. 7
M 254. Pokazac, ze kolo o promieniu 1 mozna podzielic na 6 czesci o srednicy 1 i nie
mozna podzielic na 7 czesci o srednicy mniejszej niz 1.
Rozwiazanie na str. 12
M 255. Na ile sposobów mozna przedstawic 1000 jako sume kolejnych liczb naturalnych?
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 90. Rozladowujac kondensator przez rozcienczony kwas siarkowy otrzymuje sie

"mieszanine piorunujaca". Jej masa, zgodnie' z I prawem elektrolizy, zalezy jedynie od
ladunku przeplywajacego przez roztwór. Uzywajac, zamiast jednego, wiekszej ilosci
polaczonych szeregowo elektrolizerów, mozna przy pomocy jednego kondensatora wydzielac
dowolnie duza mase gazu. Elektroliza trwac bedzie odpowiednio dluzej, mimo to, spalajac
produkty, otrzyma sie nieograniczona ilosc ciepla. Jest to oczywiscie sprzeczne z zasada
zachowania energii, gdyz poczatkowa energia naladowanego kondensatora jest skonczona.
Wykryc blad w przytoczonym rozumowaniu.
Rozwiazanie na str. 6
F 91. Przelacznik P (patrz rysunek) zwierany jest na przemian z zaciskami 1 i 2. Czasy
zetkniecia sa jednakowe, lecz tak male. ze zmiany ladunku kondensatora podczas operacji
stykania sa niewielkie. Jaki ladunek zgromadzi sie na kondensatorze po bardzo duzej ilosci
przelaczen? Parametry elementów umieszczone na schemacie potraktowac jako dane.
Rozwiazanie na str. 3
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Gdzie zbudowac sklep. czyli o pewnym problemie Fermat::

Planowana jest budowa sklepu spozywczego S, który zaopatrywany bedzie przez
piekarnie P, mleczarnie M i browar B. Gdzie nalezy zbudowac sklep, by
samochody dostawcze zaopa.trujace go w pieczywo, mleko i piwo pokonywaly
w sumie najmniejsze odleglosci?

Pytanie to postawil francuski matematyk Fermat wloskiemu fizykowi
Torricellemu w nastepujacej wersji geometrycznej: majac dany trójkat znalezc
punkt, którego suma odleglosci od wierzcholków tego trójkata jest najmniejsza.
Torricelli rozwiazal to zadanie kilkoma sposobami. Najprostszy z nich opiera sie
na nastepujacym twierdzeniu Vivianiego.

Suma trzech odleglosci dowolnego punktu plaszczyzny od boków danego trójkata
równobocznego nie zalezy od polozenia tego punktu.
Uwaga: odleglosc punktu O od boku trójkata uznajemy Za dodatnia, o ile punkt
i trójkat leza w tej samej pólplaszczyznie wyznaczonej przez prosta /
zawierajaca tel} bok, a ujemna w przeciwnym przypadku. Wartosc bezwzgledna
tej odleglosci przyjmujemy za równa odleglosci punktu O od prostej /.

Dowód:_

Niech LIXyZ bedzie równoboczny, g niech oznacza dlugosc jego boku, J - pole,
a x, y, z odpowiednio odleglosci danego punktu O od boków YZ, ZX, Xy.
Wówczas

Rozwiazanie zadania M 254. Podzial na 6
równych wycinków po 60° spelnia
oczywiscie warunki pierwszej cz~i zadania.
Rozwazmy teraz podzial na 7 CZeSCI.
Zachodzi wtedy jedna z dwóch mozliwosci:
albo jedna z czesci zawiera srodek kola
i punkt na jeio 'Jbwodzie i wtedy jej srednica
jest wieksza lub równa l, albo jedna czesc
zewicra srodek, a 6 pozostalych pokrywa caly
obwód kola. W dLgim przypadku cO

:!:ej jedna z cze$cl -:-"u~izawlcrac dwa
nkty odleile co na'!!""}!ejo 116obwodu.

('zesc ta ma wtedy ~rednlce •• 1.

2J k' d 'dx+y+z = -, co onczy owo.g

Niech teraz LlPMB bedzie trójkatem wyznaczonym przez piekarnie, mleczarnie
i browar. Wybierzmy punkt S tak, by proste prostopadle do odcinków SP, SM,
SB odpowiednio w punktach P, M; B wyznaczaly trójkat równoboczny XYZ.
Niech S' # S bedzie jakimkolwiek innym punktem. Wówczas, jesli S'P', SM',
S'B' sa prostopadlymi opuszczonymi odpowiednio na boki trójkata XyZ, to
mamy S'P' ~ S'P, S'M' ~ S'M, S'B' ~ S'B, gdzie jedna przynajmniej
nierównosc musi byc ostra. Zatem S'P' +S'M' + S'B' < S'P +
+ S'M + S'B. Jednakze stosujac twierdzenie Vivianiego do LlXYZ otrzymujemy

x SP + SM + SB ~ S'P' + S'M' +S'B', przy czym, poniewaz S jest wewnatrz
trójkata XyZ, znak = zachodzi, gdy S' jest równiez wewnatrz tego trójkata,
a <, gdy jest on na zewnatrz. Ostatecznie mamy wiec
SP + SM + SB < S'P + S'M + S'B, co dowodzi, ze Sjest poszukiwanym
punktem.

Z konstrukcji wynika, ze Sjest punktem przeciecia luków kolowych o cieciwach
PM, MB, BP i kacie rozwarcia 120'. Taki punkt istnieje, o ile wszystkie katy
LlPMB sa mniejsze niz 120°. O ile jeden z nich, np. 1:: PBM ~ 120°, wówczas
poszukiwanym punktem S jest B.

Dowód:

Wystarczy wykazac, ze PB+MB < PU+MU+BU dla dowolnego U. Oznaczmy

y = 1:: PBM, q; = 1:: PBU, tp = 1:: MBU.

Niech F bedzie rzutem punktu U na prosta zawierajaca l' B, a G- rzutem
punktu U na prosta zawierajaca BM. Wówczas, jesli x, y sa odpowiednio
odleglosciami B od F i G, to

x = BU, cosq;, y = BU, costp

(przy czym, jesli którys z cosinusów jest ujemny, to odpow;ednia odleglosc
traktujemy jako liczbe ujemna).
Otrzymujel11YPB = PF+x, MB = MG+y, czyli PB+MB = PF+MG+x+y.
Z drugiej strony

(uwzgledniamy znaki l).

x+y = BU·cosq;+BU'costp = BU(cosq;+costp) =

= 2BU· cos -q;;tp . cos tp;q; .

1 1 1
Tgx+TgY+Tgz = J

(*)

Zatem

o

y

z

gx

-

y
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Mgr Andrzej PELe

Jeden z powyzszych cosinusów ma wartosccos; (który z nich - to zalezy od

tego, czy U lezy wewnatrz, czy na zewnatrz ~ MBP), ale poniewaz y ~ 120°,

wiec· cos ; :::::;~ . Zatem maksymalna wartosc wyrazenia (*) to BU.
Otrzymujemy

PB+MB:::::; PF+MG+BU.

Poniewaz jednak przyprostokatne PF i GM trójkatów prostokatnych iJPFU
i iJMGU sa krótsze niz ich przeciwprostokatne PU i MU, wiec ostatecznie
otrzymujemy: -

PB+MB < PU+MU+BU.

Oznacza to, ze w rozwazanym przypadku poszukiwany punkt S równy jest B,
czyli ze sklep nalezy wybudowac w obrebie browaru. Ma to te dodatkowa zalete,
ze zapewnia regul".rna dostawe swiezego piwa.
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" //' o'~, I . I~sródf wsz" tki~ ko~i n;bdrdziej )I\anym/~zorem jest gwiazdozbiór Wielkiej\/ -/ (~rlim,iedzic o \\-\ z~iUl:ielu kulturac~iwiazdozbiór t,en byl zwiazany
/' /' ", I "-- -' .... / z nied*wiedzie , J;11il1}..o/lenie~6rym osobom tr~no dopayiyc sie podobienstwa tego

/ "O / ? - -ukla.dlll-~u-~zd do jakiegokolwi9' 'Zwierzecia., moze! z wyjatkiem kaczki. Niektóre

/ ", lo •. / cywili:zhcje umiescil~ w tym miejs~~/"'Óz, inne czerpak.A~b chochle ..
" / ..., ..... ,' Kiedy 'udzie uswiadll/mili sobi~z€gwiazdy tworzace"p1ekne wzory na niebie w rzeczywistosci

" / •..••...••..••..I nie mdia naj~zesciej 'Qic.;:lYSoba wsp~nego i t~rza jedynie przypadkowe (jak .

" / 1- - - -w- ka~doskOf)ie-}liKlaldy, trudno bylo \wie~, ze ta antyregula dotyczy takze tak
".<.., l charakferystycznych g~azdozbiorów, j~rion czy Wielka Niedzwiedzica. I o dziwo,

, '- / po doll:ladnym wyznacz~niu odl~los6 i tzw. ruchów wlasnych poszczególnych skladników,

'- - J_ ok~zalh sie, ze wie~s:o~gwiazd tworzacych te gwiazdozbiory jest ze soba w pewien sposób- - .zWla&a1:;\~ _ - - -
Juz w 1869 roku R. A. Proctor stwierdzil, ze 5 "srodkowych" gwiazd Wielkiej Niedzwiedzicy

porusza sie razem w jednym kierunku. Od tego czasu zidentyfikowano wiele kolejnych
skladników tej grupy. Jest to najblizsza znana nam gromada gwiazd, prawie dwa razy
blizsza niz Hiady w Byku (Patrz w niebo 12/1979). Obecnie znamy juz okolo dwudziestu
czlonków Ursa Maior. Naleza do niej równiez gwiazdy lezace poza macierzysta konstelacja,
np. 21 Malego Lwa (Leo Minoris), oc Korony Pólnocnej (Coronae Borealis) - spróbujcie
znalezc te gwiazdy na niebie wedlug mapki obok.
Do grupy tej naleza równiez slabsze gwiazdy z wymienionych gwiazdozbiorów a takze
ze Smoka (Draco) i Malej Niedzwiedzicy (Ursa Minor).
Srodek gromady odlegly jest od nas o okolo 75 lat swietlnych, ma ona ksztalt elipsy o osi
wielkiej - 30 lat swietlnych i malej - 18.

Kiedy odkryto, ze prawie wszystkie jasne gwiazdy w Wielkiej Niedzwiedzicy tworza
gromade - astronomowie zauwazyli, ze w ogóle wiele bardzo jasnych gwiazd, miedzy
innymi Syriusz, oc Wezownika, 4 Lwa, fJ Woznicy i wiele innych, porusza sie w przestrzeni
wzgledem nas mniej wiecej w jednym kierunku, pokrywajacym sie z kierunkiem, w którym
zmierza gromada Ursa Maior. Obecnie uwaza sie, ze te jasne, bliskie gwiazdy nie sa
czlonkami powyzszej gromady, ale tworza cos w rodzaju duzego strumienia gwiazd. Gromada
Ursa Maior porusza sie razem z tym strumieniem. Nasze Slonce jest w nim zanurzone,
wiec jego skladniki mijaja nas ze wszystkich stron, co tlumaczy ich obecnosc w róznych
czesciach nieba.

mgr Tomasz CHLEBO WSKl
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...••.......•.•Typowe jadro
kondensacji

dr:ZwC~~;~P(O -~g3~

(1) LI'(1 I) 2a

o=8-80e-RT-r; +7(1_ :3)'
wiazacego z dobrym przyblizeniem przesycenie o (predkosc kondensacji je3t proporcjonalna
do przesycenia) z preznoscia pary 8, temperatura absolutna T i promieniem kropli r. 80

to preznosc pary na'syconej w standardowej temperaturze To, a wielkosci R, p" L, a i A
to odpowiednio: stala gazowa, ciezar czasteczkowy wody, cieplo utajone parowania,
wspólczynnik napiecia powierzchniowego i stala charakteryzujaca wielkosc i nature
poczatkowego jadra kondensacji. Jezeli wilgotnosc wzgledna nie rózni sie zbytnio od 100%,
to dla kazdego jadra istnieje taki promien kropli r, przy którym o = O. W takiej
sytuacji kropla znajduje sie W równowadze; ani nie rosnie, ani nie maleje. Znajac liczbe
i wlasnosci jader kondensacji oraz wartosci 8 i T mozemy ze wzoru (1) wyznaczyc widmo
wielkosci kropel w stanie równowagi.

Deszcz

Prof. dr Krzysztof HAMAN

Deszcz jest zjawiskiem tak pospolitym, ze na ogól nie zwracamy na niego uwagi ... , chyba
ze psuje nam plany turystyczne lub przeciwnie, gdy jego brak staje sie kleska suszy.
Ot, para w powietrzu skrapla sie i spada na ziemie. Tymczasem za tym pozornie banalnym
zjawiskiem kryja sie skomplikowane procesy fizyczne, poznane dokladniej dopiero
w ostatnich dziesiecioleciach, a po czesci stanowiace wciaz zagadke. Spróbujmy je tu
przesledzic - oczywiscie w ogromnym skrócie i bez wnikania w szczególy.
A wiec po pierwsze, jezeli ma padac deszcz, to musza byc najpierw chmury .
Powstawanie chmur, tych skupisk mikroskopijnych kropelek wody lub krysztalków lodu,
nastepuje w wyniku kondensacji zawartej w powietrzu pary wodnej. Kondensacja moze
nastapic wtedy, gdy pojawi sie przesycenie, tj. cisnienie pary wodnej przewyzszy pewna
wartosc krytyczna zwana preznoscia pary nasyconej. Wartosc tej preznosci maleje z temperatura,

wobec czego oziebianie powietrza wraz z zawarta w nim para powinno doprowadzic do
kondensacji. I rzeczywiscie tak jest. Przyczyna oziebiania jest najczesciej ruch wstepujacy
powietrza i zwiazane z nim adiabatyczne rozprezanie; rzadziej promieniowanie lub inne

mechanizmy wymiany ciepla (n p, mieszanie czy przewodnictwo). Juz od ponad stu lat fizycy
wiedza, ze preznosc pary nasyconej zalezy tez od napiecia powierzchniowego i stezenia
substancji rozpuszczonych w wodzie. W przypadku mniej niz nanometrowych kropelek, od
powstawania których musialaby sie zaczynac kondensacja w atmosferze, wplyw napiecia
powierzchniowego jest tak duzy, ze dopiero przy przesyceniu siegajacym kilkuset procent
w stosunku do stanu nasycenia nad plaska powierzchnia wody mogloby dojsc do powstania
chmury. Z pomoca przychodza tu czastki aerozolu atmosferycznego, a scislej mówiac
ich rozpuszczalne w wodzie i na ogól higroskopijne czesci. Na tych tzw. jadrach kondensacji
para zaczyna sie skraplac czasem juz przy' 70% wilgotnosci wzglednej! Jednakze
w miare jak kropla rosnie stezenie roztworu substancji zawartej poczatkowo w jadrze kondensacji
maleje i preznosc pary nasyconej nad kropla szybko sie podnosi. Widac to wyraznie
ze wzoru

0=100

n=106

Wplyw napiecia powierzchniowego i substancji
rozpuszczonych w wodzie na preznosc pary
nasyconej mozemy sobie wyobrazic

nastepujaco. Stan nasycenia wystepuje wtedy
gdy w jednostce czasu na jednostce powierzchni
cieczy osad~a sie tyle samo molekul wody, co

ja opuszcza przechodzac do fazy gazowej.
Molekuly opuszczajace powierzchnie musza
pokonac sily przyciagania pochodzace od
pozostalych molekul wody (napiecie
powbrzchniowe). Z rysunku widac, ze na
powierzchni silnie zakrzywionej sily te beda
mniejsze niz na powierzchni plaskiej, bo kazda
molekula jest w zasiegu dzialania (R)
mniejszej liczby innych molekul i latwiej jest
jej sie"wyrwac" z tej powierzchni

Umowno gro nico
mi~dzy kroplami
chmurowymi i
deszczowymi

Porównanie srednic (D w I'm) i koncentracji
(n w m-l) jader kondensacji, kropli
chmurowych i kropli deszczowych. Na uwage
zasluguje duza róznica wielkosci typowej
kropli chmurowej i deszczowej.

0•.200

O 0'0.2

--T n=109ypowa kropla
chmurowo

0'20
n=109

Wiele szczególów na temat poruszony w tym
artykule znajdzie Czytelnik w pasjonujacej
ksiazeczce Duncana C. Blancharda ••Od
kropel dl'SZCZU do wulk?n6w" wydanej w serii
I,Omega".

Niestety, w naturalnych chmurach nie tylko widmo zalezy od 8 i T, ale i na

odwrót, widmo wplywajac na przebieg kondensacji samo wplywa na te parametry.
Poniewaz wplywaja na nie takze czynniki dynamiczne (cisnienie, mieszanie itp.)
zalezne w pewnym stopniu od ciepla utajonego wydzielanego przy kondensacji,
pojawia sie tu caly lancuch zaleznosci' i sprzezen, który jest dosc trudno rozplatac. Podjeto
jednak taka próbe uzyskujac interesujacy rezultat; w zwyklych warunkach atmosferycznych

aqy.
Osiagniecie równowagi nastepuje wiec przy
wiekszym strumieniu molekul wody
dochodzacych do powierzchni od strony fazy
gazowej, czyli przy wiekszym cisnieniu pary ­
niz w przypadku powierzchni plaskiej. Z kolei
jezeli czesc powierzchni cieczy zajmuja
molekuly substancji rozpuszczonej, to
efektywna powierzchnia parujacej wody jest
mniejsza niz powierzchnia calego roztworu,
na której moga sie osadzac molekuly
przychod7ace od strony fazy gazowej.
Oznacza to, ze preznosc pary, przy której
nastapi równowaga, musi byc mzsza nh w
przypadku czystej wody. Uwagi te dotycza
oczywiscie nie tylko wody, ale takze wszystkich
cieczy i roztworów.

aj

300

bJ

200

100

o
o 20

Srectnico kropli (un)

40

Widmo wielkosci kropli to funkcja mówiaca,
jak zalezy ilosc kropli w jednostce
objetosci od ich srednicy.

Typowe widmo kropli w chmurach:
(a) morskich (mala liczba duzych jader
kondensacji),
(b) kontynentalnych (duza liczba malych
jader kondensacji)
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nie mozna sie spodziewac, by w wyniku kondensacji pojawily sie kropelki o srednicach
przekraczajacych 30 p,m. Pomiary przeprowadzone w chmurach w przewazajacej czesci
przypadków (ale nie wszystkich!) potwierdzily ten wynik.
Dalszy wzrost kropelek do rozmiarów kropli deszczowych musi polegac na ich zderzaniu
i laczeniu sie z soba. Okazuje sie jednak, ze tak male kropelki praktycznie sie nie zderzaja
i powstawanie z nich deszczu trwaloby kilkadziesiat godzin lub dluzej. A tymczasem zdarza
sie, ze deszcz pada juz w kilkanascie minut po rozpoczeciu kondensacji... Fakt ten mozna
by wytlumaczyc, gdyby przyjac, ze istnieja w chmurze krople o srednicy wiekszej niz
40-50 p,m. Taka kropla dosc latwo zderza sie z typowymi kropelkami chmurowymi
i szybko rosnie ich kosztem. W dostatecznie gestej i grubej chmurze w ciagu paru minut
kropla taka moze wyrosnac do srednicy kilku milimetrów. Tak duze krople latwo sie
rozpadaja na kilka mniejszych, które z kolei same rosna szybko dalej. Uzyskujemy wiec
typowa reakcje lancuchowa. Wystarczy na poczatek kilka takich wiekszych kropelek na
milion "zwyczajnych", by w ciagu kilku minut spowodowac calkiem intensywny deszcz .

Skad sie jednak moga brac takie wieksze krople? Juz dosc dawno zaczeto podejrzewac,
ze ich powstawanie moze miec cos wspólnego z zamarzaniem: Jak wiadomo, temperatura
'w atmosferze spada z wysokoscia i nawet w lecie na wysokosci 3--4 km jest nizsza od
O°C. Kropelki chmurowe nie zamarzaja jednak od razu po przekroczeniu tej temperatury.
Na to, zeby zaczal powstawac lód, potrzebne jest najpierw przekroczenie bariery, jaka jest
powstanie pierwszych elementów siatki krystalicznej lodu. Jest to na ogól wynik
przypadkowego ustawienia sie czasteczek wody w dogodnej konfiguracji, lecz w mikroskopijnej
kropelce na takie losowe zdarzenie trzeba bardzo dlugo czekac, chyba ze temperatura jest
bardzo niska (w temperaturze -40°C nawet najmniejsze kropelki chmurowe zamarzaja
niemal natychmiast). Najczesciej proces zamarzania zaczyna sie dopiero od kontaktu kropli
z tzw. jadrem zamarzania. Jadrami zamarzania bywaja unoszace sie w powietrzu okruchy
róznych mineralów, czastki organiczne albo po prostu wczesniej powstale krysztalki lodowe.
Rózne jadra staja sie aktywne w róznych temperaturach. Zazwyczaj jednak przy _10°,
- 20°C znaczna czesc kropelek chmurowych zamarza.
Wzór (1) jest prawdziwy równiez dla lodu. Preznosc pary wodnej nad lodem jest nizsza

niz nad przechlodzona woda, poniewaz L dla lodu jest o blisko 250 Jlg wieksze niz dla
wody. Lód, przechlodzona woda i para wodna nie moga byc równoczesnie w stanie
równowagi i krysztalki lodu zaczynaja szybko rosnac. Proces ten najefektywniej przebiega
w temperaturze -10, -15°C, totez jezeli wierzcholek chmury dosiegnie tej temperatury,
pojawiajace sie w nim krysztalki lodowe szybko rosna do rozmiarów tak duzych, ze latwo
moga zapoczatkowac powstanie opadu. Zostawiajac na inna okazje rozwazania nad
mechanizmem powstawania róznych form gwiazdek sniegowych i ziarnek gradowych oraz
róznych form opadu stwierdzimy tu tylko, ze tak powstajacy opad dochodzi do ziemi
w postaci sniegu czy gradu lub deszczu w zaleznosci od tego, czy zdola stopniec po drodze,
czy nie.
Opisany tu mechanizm dominujacy w opadach umiarkowanych szerokosci geograficznych
zostal ostatecznie rozszyfrowany przez szwedzkiego fizyka atmosfery Tora Bergerona
w roku 1933. Szybko sie jednak okazalo, ze nie jest to mechanizm jedyny. W latach drugiej
wojny swiatowej w czasie lotów w chmurach zaobserwowano intensywne deszcze z chmur
tropikalnych, których wierzcholki na pewno nie osiagaly temperatury O°C.
W licznych przypadkach udalo sie stwierdzic, ze poczatek takim opadom daja wyjatkowo
wielkie kropelki powstajace na tzw. jadrach gigantach o nieprzecietnie duzej stalej A.
Jadra takie powstaja z soli morskich w wyniku parowania kropelek pochodzacych ze
wzburzonych fal morskich. Czasem poczatek kroplom deszczowym moga dawac duze czastki
mineralne lub organiczne ,unoszone z powierzchni ziemi przez wiatr i wciagane do chmur
(byl przypadek znalezienia w srodku- gradziny komara). Wiele innych przypadków budzi
jednak kontrowersje i watpliwosci. Czy zawodzi nasza teoria kondensacji w chmurach, czy
moze teoria koalescencji czyli laczenia sie kropel? Stosowane przez nas teorie matematyczne

zawieraja ,wiele zalozen upraszczajacych, dotyczacych ruchów powietrza, wlasnosci

Fot. dr R. Balcer

Male swobodnie spadajace krople o srednicach

ponizej 40 .um maja trudno'ci ze zderzaniem

sie, poniewaz sily aerodynamiczne pomiedzy
nimi dzialaja silnie odpychajaco. Przy

wiekszych rozmiarach kropli erekt ten jest

slabszy, a nawet moze zmienic znak. Na
zdjeciu: tor kropelki o srednicy ok. 20 .um

oplywajacej zawieszona na cienkim druciku
kropelke o srednicy ok. 8S I'm. Zdjecie

wykonano przy oswietleniu dwoma zródlami

swiatla, z których jedno dziala pulsacyjnie
z czestotliwoscia 1000 Hz. W rezultacie tor

kropelki ma postac dwu równoleglych linii,

z których jedna jest przerywana. Odlel\losc
linii jest miara srednicy kropelki, zas dlugosc

przerw jest odwrotnie proporcjonalna do
predkosci.

Rozwiazanie zadania astrologa. Najmnieisza
liczba N o wlasnosciach podanych w

zadaniu ma oczywiscie postac N = 2k• 31 . S"'.

Poniewaz N/2 jest kwa<lratem, to k

jest nieparzyste, ni, l - parzyste. Poniewaz
NI3 jest szescianem, wiec k, m dziela sie
przez 3, a l daje reszte l. Poniewaz N/S jest

piata potega, wiec k, l dziela sie przez S,

a m daje z takiego dzielenia reszte l.

Najmniejsze z takich liczb A, l, m to IS, 10,6,
a zatem najmniejsza liczba spelniajaca

warunki króla jest

N = 2" . 3'0. S6 = 30233088000000.

Spadajace swobodnie krople rozpadaja sie,

jezeli sily aerodynamiczne (rosnace
proporcjonalnie do kwadratu predkosci

spadania) staja sie wieksze od sil napiecia
powierzchniowego utrzymujacych spoistosc

kropli. W przypadku wody nastepuje to dla

kropli o srednicy S-7 mm. Mniejsze krople

(2-3 mm) moga sie rozpasc w wyniku

zderzenia z inna kropla o podobnych
rozmiarach. Natomiast bardzo male krople

przy zderzeniu na ogól lacza sie ze soba
tworzac krople wiekszych rozmiarów. Proces

taki nosi nazwe koalescencji.

••••• •--,
•••••

~.~e,..' ....
~ ..
.",. -

Na rysunku (wykonanym na podstawie

zdjecia z tunelu aerodynamicznego) widoczny
jest rozpad ogromnej kropli wody (srednica

kuli o tej samej objetosci co kropla wynosi
9,4 mm) na dwie duze i trzy male.
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statystycznych zbiorów kropelek itp. co moze byc zródlem bledów. Z drugiej strony pomimo
tych uproszczen otrzymywane równania sa bardzo' trudne do rozwiazania, nawet czysto
numerycznego. W rezultacie na wiele istotnych pytan ilosciowych, a nawet jakosciowych
wciaz nie umiemy odpowiedziec i co kilka lat pojawiaja sie próby przedstawienia w tych
sprawach nowych hipotez lub teorii. A rzecz ma bardzo istotny aspekt praktyczny. Juz
ponad 30 lat temu zauwazono, ze wprowadzajac do chmury sztuczne jadra zamarzania
mozna sprowokowac wypadanie deszczu z chmur, które skadinad wcale sie do tego nie
kwapily. Natychmiast podjeto próby spozytkowania tego odkrycia do walki z posucha
i gradobiciami i co jakis czas prasa codzienna przynosi sensacyjne wiadomosci o rzekomych
sukcesach w tej dziedzinie. Rzecz jednak w tym, ze choc sam zabieg "zasiania" chmury
nie jest specjalnie skomplikowany, wciaz nie umiemy ustalic, gdzie i kiedy go
przeprowadzic, by deszcz spadl tam, gdzie chcemy i w potrzebnej ilosci. A trzeba przy tym
ramietac, ze np. "przedawkowanie" jader zamarzania lub ich wprowadzenie w niewlasciwym
momencie moze dac skutek wrecz przeciwny do zamierzonego; chmura "utrwali sie" jako

.:hmura 10dQwa lub dla odmiany da zwiekszony opad gradu. Z drugiej strony coraz obficiej
wprowadzane do atmosfery zanieczyszczenia przemyslowe zawieraja wielkie ilosci czastek
3ktywnych jako jadra kondensacji i zamarzania. I nikt nie wie, czy i jak moze sie to odbic
na opadach w skali globalnej, a co za tym idzie, na swiatowej produkcji zywnosci.
Nic wiec dziwnego, ze badania fizyki chmur i opadów budza wciaz rosnace zainteresowanie.
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~ porozenie chmury
• porozenie krysz·tarku lodu

slad krysztGrków
_/widocznych na niebie

~ w chwilachJ Q,1,2,3Itd,

Czy zauwazyliscie, ze niektóre chmury maja wlosy? Czasem
obserwuje sie cienkie kosmyki wysokich chmur nazywanych przez
meteorologów chmurami cirrus (lacinska nazwa cirrus = wlosy).

Kosmyki te sa zlozone z krysztalków lodu (bo chmura jest
wysoko i temperatura jest ponizej O°C), które spadaja w powietrzu
poruszajacym sie z predkoscia rózna od predkosci chmury.
Przypatr,zcie sie rysunkowi.
Chmura poruszajac sie na poziomie A tworzy w sposób ciagly
krysztalki lodu, które spadaja w dól w obszary, gdzie predkosc
wiatru jest mniejsza (poziomy B, C i D). Pojedynczy krysztal
bedzie sie poruszal po trajektorii laczacej punkty O, 1, 2 i 3

(linia z kropek), natomiast to, co zaobserwujemy w danej chwili
na niebie, czyli wszystkie krysztalki razem, tworzy linie
(w hydrodynamice nazywa sie to linia wysnuta) oznaczona na
rysunku kreskami.
Patrzac na wysokie chmury cirrus mozemy wyznaczyc predkosc

wiatru na d:mym pozjomie, a z ksztaltu haczykowatych, lodowych
pasemek wlosów moze~y znalezc zmiany predkosci wiatrów
górnych wraz z wysokoscia.
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Doc. dr Michal Sw I ECKI

Jezeli tasme filmowa z zarejestrowanym ruchem rzuconego kamienia puscimy w odwrotnym
kierunku (antychronologicznie), to na ekranie ujrzymy inny mozliwy rodzaj rzutu - wykonany
z poprzedniego miejsca upadku. Symetria taka jest szczególnie latwo widoczna przy
rzucie pionowym, dla którego kolejne fazy wznoszenia sie dokladnie odpowiadaja
ustawionym antychronologicznie kolejnym fazom spadku. Opór powietrza nieco zaklóca
ten obraz, ale dla niezbyt silnych rzutów nie ma to wiekszego znaczenia.

THEYME COMINGfOTAKE UEAwAY
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Przyklad z kamieniem ilustruje pewna wazna zasade obowiazujaca dla wszelkich ruchów
pojedynczych obiektów - od takich jak gwiazda do skladników jadra atomowego. Zasada
ta, zwana symetria ze wzgledu na odwrócenie biegu czasu, glosi, ze dla kazdego rodzaju
ruchu mozemy znalezc fizycznie realizowalny inny ruch, bedacyantychronologicznie

ustawiona kopia poprzedniego. Tak na przyklad dwa satelity wypuszczone z tego samego
miejsca i z ta sama wartoscia predkosci, ale w przeciwnych kierunkach beda obiegaly te
sama orbite, choc w odwrotne strony. Historia kazdego z nich bedzie scisle odpowiadala

odwróconej w czasie historii innego. Podobnie, jak w przypadku wznoszenia sie i spadku
rzuconego pionowo kamienia.

Symetria ze wzgledu na odwrócenie w czasie jest na tyle uniwersalna, ze obowiazuje nawet
dla pojedynczych czastek elementarnych poruszajacych sie w polu sil jadrowych. Jednak

tylko dla pojedynczych lub dla stosunkowo niewielkiej ich liczby. Duze zespoly wielu czastek
elementarnych czy tez czasteczek chemicznych nie wykazuja sladu tej symetrii. Przebita pilka
szybko traci powietrze - nikt jednak nie widzial nigdy powietrza samorzutnie pompujacego
pilke. Podobnie, rozbite szklanki nie sklejaja sie, ludzie nie mlodnieja, a uschniete rosliny
nie ozywaja. We wszystkich tych przypadkach kierunek uplywu czasu jest tylko jeden -
od mlodosci do starosci. I wprawdzie mozna sobie wyobrazic zespól 1023 pojedynczych
czasteczek powietrza o takich polozeniach i predkosciach poczatkowych, zeby musialy
koniecznie napelnic przebita pilke, ale niech kto spróbuje zrealizowac taki uklad w jednej
chwili. Z pojedynczymi czasteczkami, których stan poczatkowy mozemy przygotowywac
dowolnie dlugo, nie mamy takich trudnosci.
W swiecie czastek elementarnych symetria ze wzgledu na odwrócenie w czasie ma rózne,
wcale nie oczywiste koosekwencje. Oznacza ona miedzy innymi, ze pewne wlasnosci (masa,
czas zycia dla czastek nietrwalych) czastek oraz ich antyczastek sa takie same. Bierze sie
to stad, ze ogólny schemat teorii oddzialywan elementarnych dopuszcza pewien formalny
zabieg, przy którym antyczastka staje sie tozsama z czastka o ujemnej masie poruszajaca
sie wstecz w czasie. Symetria ze wzgledu na kierunek uplywu czasu oznacza wiec symetrie
swiata czastek i antyczastek. Atom wodoru skladajacy sie z protonu i elektronu powinien
miec identyczne wlasnosci z atomem antywodoru zlozonym z antyprotonu i pozytonu.
Zgodnie z tym nie ma wlasciwie powodu, zeby Wszechswiat zawieral rózne ilosci materii
i antymateriL W takim jednak razie juz dawno powinna byla nastapic totalna jego
zaglada.

W 1964 roku J. W. Cronin i V. L. Fritch (Nobel 1980) zauwazyli, ze czastki zwane
mezonami KO rozpadaja sie w sposób jawnie sprzeczny z wymaganiami symetrii ze wzgledu
na odwrócenie w czasie. Zdarzalo sie to bardzo rzadko i, choc naruszalo zupelnie dotad
powszechna zasade, wydawalo sie nie miec zadnych praktycznych konsekwencji. Ot, jeszcze
jedno, po odkryciu braku symetrii zwierciadlanej, dziwactwo swiata czastek. W swietle
dzisiejszych pogladów wydaje sie jednak, ze odkrycie Cronina i Fritcha pomoze
w rozwiazaniu "zagadki antymaterii' we Wszechswiecie. Wspólczesny zarys teorii czastek
elementarnych dopuszcza mozliwosc, ze wszystkie jadra atomowe (nawet jadro wodoru - proton)
sa nietrwale i rozpadaja sie na pozytony i neutrina, srednio po ok. 1032 latach
(od poczatku Wszechswiata uplynelo okolo 1010 lat). Ta sama teoria przewiduje, ze
w warunkach ogromnej gestosci energii, jaka wystepowala jedynie w pierwszych chwilach
rodzacego sie Wszechswiata, czas zycia np. protonów byl znacznie krótszy. Czesc protonów
rozpadla sie wiec na pozytony i neutrina, zas antyprotonów - na elektrony i neutrina.

Przy naruszonej symetrii ze wzgledu na kierunki czasu antyprotony mogly zyc nieco krócej.
Powstala wiec nadwyzka protonów, a takze elektronów z rozpadu. Nastepnie materia
z antymateria zniknely w procesie anih:lacji produkujac ogromne ilosci promieniowania,
zas owa niewielka nadwyzi{u dala poczatek naszemu Wszechswiatowi, zawierajacemu juz
tylko materie. Latwo tez teraz zrozumiec, dlaczego dziesiejszy Wszechswiat zawiera az lO·
razy wiecej czastek promieniowania niz czastek materii.
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