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o Grekach, Trajanach iwybuchach
gwiazd nowych

Doc. dr Antoni KUSZELL

Nim bedziemy mogli odpowiedzieG na pytanie, co maja ze soba wspólnego pOJecia

wymienione w tytule, zaj~iemy sie sprawami bardziej przyziemnymi, a mianowicie
rozwazymy tak zwane zagadnienie trzech cial. Polega ono na badaniu ruchu trzech cial
izolowanych od swiata zewnetrznego i przyciagajacych sie wzajemnie .silami grawitacji.
Problem ten, choc pozornie bardzo prosty, do dzis nie zostal w pClni rozwiazany.
Przyczyne tego faktu latwo sobie uswiadomic - liczba stopni swobody wynosi w tym
przypadku 18, zas dostepnych rozdzielajacych stalych ruchu (por. Delta 1/1981) jest 10.
Trajektoria jest wiec krzywa w 8-wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni fazowej i, jak
latwo sQbie wyobrazic, jej wyznaczenie jest problemem bardzo zlozonym; praktycznie wrecz
niewykonalnym.

x

Rys.

Dlatego w dalszych rozwazaniach zajmiemy sie problemem znacznie uproszczonym, zwanym
ograniczonym zagadnieniem trzech cial. Uproszczenie polega na tym, ze bedziemy

""'rozpatrywac uklad skladajacy sie z dwóch masywnych cial o masach MI i M2 zwanych
centrami oraz bardzo lekkiego ciala próbnego o masie m. Dla takiego ukladu mozemy
dokonac przyblizenia polegajacego na zaniedbaniu wplywu ciala próbnego na ruch
centrów. W ten sposób ruch centrów sprowadza sie do zagadnienia dwóch cial, czyli
odbywa sie zgodnie z prawami KepIera.

Nastepnym uproszczeniem bedzie wybranie specjalnego typu ruchu centrów, a mianowicie

ruchu po orbitach kolowych .. W ukladzie srodka masy centrów jest on opisany wzorami
(patrz rys. I)

XI = Rtcoswt, X2 = R2cos(wt+:rr),

Yl = R1sinwt, Y2 = R2sin(wt+.1l'),

Zi = O, Zz = o,

gdzie x., y. i z. (k = 1,2) sa wspólrzednymi centrów, a w predkoscia rotacji.
Równania ruchu czastki próbnej w ukladzie srodka masy centrów mozna zapisac
w postaci

Funkcje ']F nazywamy stala (calka) ruchu Jacobiego.

'I'=v~+v;+v;-2<l> jest stala rllchu.

W rotujacym ukladzie wspólrzedne ciala próbnego oznaczymy przez (x, y, z). Spelniaja
one uklad równan

'd2 dy . x-R. x-R2
(j/2x-2(jf = x-P-,-3- -(I-p) --,3-'I 2

~y+2dX = y_pL -(1-p)-2'-,
dt2 dt ,~ 'i

'(P z z
(j/2Z= -P-;3-(1-p)-;3;1 2

(I)

(v"' v" v.) oznacza tutaj wektor predkosci, a (/J jest okreslone wzorem:

<l> = 2-(X2+y2)+ !:-+~+2-p(1-p).2 Tl Tz 2

Dodatkowy czlon zawierajacy pierwsza pochodna wzgledem czasu opisuje sily Coriolisa,
zas czlon propon;jonalny do rzutu wektora wodzacego na plaszczyzne obrotu - sile
odsrodkowa. Latwo mozemy sie przekonac, korzystajac z (I), ze fUllkcja

gdzie p. jest masa zredukowana centrów. Równania te sa trudne do rozwiazania,

poniewaz zawieraja wspólczynniki zalezace w sposób jawny od czasu. Mozemy pozbyc sie
tej trudnosci przechodzac do ukladu wspólrzednych wspólrotujacych z centrami. Stanowi
to jednak przejscie z ukladu inercjalnego do ukladu nieinercjalnego, co powoduje
pojawienie sie nowych sil (sil bezwladnosci) dzialajacych na cialo próbne. Sily te to dobrze

. wszystkim znana sila opsrodkowaoraz sila Coriolisa.

Rys. 2
W punktach stacjonarnych sila wypadkowa
dzialajaca na cialo próbne znika. Korzystajac
z tego faktu mozemy w prosty sposób
wykazac, ze w ograniczonym problemie
trzech cial jest piec punktów stacjonarnych

(patrz rys•. 2). W gre wchodza jedynie sily
przyciagania grawitacyjnego przez centra
(F. i F2) oraz sila odsrodkowa.(FB). Sila
Coriolisa jest równa zeru, poniewaz
w punktach stacjonarnych cialo próbne
spoczywa.
Sila Coriolisa jest sila bezwladnosci
wystepufaca w ukladzie odniesienia
obracajacym sie wzgledem ukladu
inercjalnego. Powoduje ona jedynie zmiane
kierunku wektora predkosci (zakrzywienie
toru) bez zmiany jego dlugosci. Dzialanie
sily Coriolisa mozna zilustrowac
nastepujacym doswiadczeniem. Na
obracajacy sie talerz adaptera pokryty
bialym papierem rzucmy kulke zamoczona
uprzednio w farbie. W ukladzie obserwatora
(laboratoryjnym) ruch kulki bedzie
prostoliniowy, poniewaz tarcie mozna

pominac. Zakrzywienie ~oru zakreslonego
przez kulke na papierze to wynik dzialania
sily Coriolisa.

Fe-F,
L.l- "'f.q ~,-l,F2 F,

~\
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Co na temat Leonarda da Vinci
powinien wiedziec

kazdy: ze namalowal Monc Lize,

czlowiek wyksztalcony: ze namalowal Dame
z lasiczka, Madonne ze szczyglem i inne

mniej wazne obrazy. Pamietniki pisal

lustrzanie, a wsród jego rysunków znajduja
sie projekty maszyn latajacych a takze dosc

falszywe wyobrazenia na temat budowy
anatomicznej czlowieka,
specjalista: nie' wiemy. nie jestesmy
specjalistami.

Lepkosc scinania (zwana czasami tarciem

wewnetrznym) spowodowana jest wymiana
czasteczek miedzy sasiednimi, poruszajacymi
sie z róznymi predkosciami warstwami gazu.
Czasteczki warstwy szybszej, przechodzac
w wyniku ruchu cieplnego do warstwy

wolniejszej zwiekszaja sredni ped czasteczek
tej warstwy. Jednoczesnie czasteczki
przechodzace do warstwy szybszej powoduja
jej zwolnienie. W analogiczny sposób
w wirujacym gazie moze byc przekazywany
moment pedu.

Badajac wlasnosci calki Jacobiego mozemy uzyskac bardzo duzo -informacji o dynamice .
ukladu. Jak zwykle, najciekawsze daje nam badanie stanów stacjonarnych ukladu. Mozemy
wtedy w calce Jacobiego polozyc wszystkie predkosci równe zeru i ograniczyc sie w ten
sposób do badania wlasnosci funkcji (/> w przestrzeni polozen. Ma ona 5 punktów
stacjonarnych. Latwo sie przekonac, ze wszystkie one musza lezec w plaszczyznie z = O.

Na rysunku 3 przedstawiamy wykres linii ekwipotencjalnych calki Jacobiego w tej
plaszczyznie. Oznaczone sa tam punkty stacjonarne L" L2' ... , L5' Punkty L" L2 i L3
leza na osi x, zas L4 i L5 w wierzcholkach trójkatów równobocznych opartych na odcinku
laczacym centra masowe MI i M2• Badajac wlasnosci punktów stacjonarnych widzimy
od razu, ze L" L2 i L3 sa punktami siodlowymi, a punkty L4 i L, to minima.

Rozwazmy teraz czastke próbna umieszczona w punkcie siodlowym. Istnieja OCZYWISCle
drogi, po których czastka moze spasc do punktów o nizszej energii potencjalnej
(z przeleczy zawsze jest gdzie spadac), a wiec sa to punkty równowagi nietrwalej.

Jesli chodzi o pozostale punkty stacjonarne, to glebsza analiza wykazuje, ze sa o~e
stabilnymi punktami równowagi jedynie wtedy, gdy masa lzejszego centrum spelnia

nastepujaca nierównosc:

I .• f23 '"0.0185I' '" 2 - V '108

W zjawiskach astronomicznych wyrózniona role odgrywaja punkty: L, zwany wewnetrznym
punktem Lagrange'a oraz punkty trójkatne L4 i L5'

Przykladów realizacji rozwiazan stacjonarnych (a scislej mówiac cial oscylujacych dookola
tych stanów) mozemy w Ukladzie Slonecznym znalezc kilka. Najbardziej znanymi sa

planetoidy znajdujace sie w punktach stacjonarnych utworzonych przez Slonc~ i Jowisz.
W poblizu jednego z nich wystepuje grupa planetoid nazywana Trojanami. Poszczególne
planetoidy nalezace do tej grupy nosza nazwy trojanskich bohaterów "Iliady". Grupa
planetoid wystepujaca w obszarze symetrycznym nosi nazwe Greków.

Innym, swego czasu glosnym przykladem, sa tzw. ksiezyce Kordylewskiego. Otóz ,astronom
krakowski zaobserwowal w punktach L4 i L5 ukladu Ziemia-Ksiezyc rozjasnienia tla
pochodzace od pylu kosmicznego zebranego w jamach potencjalnych w otoczeniu tych
punktów. Badania satelitarne potwierdzily fakt nieznacznego zwiekszenia natezenia swiatla
rozproszonego w otoczeniu tych punktów. Wydaje sie jednak nie calkiem oczywiste, cty
rozjasnienia te mozna obserwowac z Ziemi.

Duzo wazniejsza role we wspólczesnej astrofizyce odglywa jednak wewnetrzny punkt
Lagrange'a. Lezy on na ekwipotencjalnej majacej ksztalt dwóch stykajacych sie ze soba
(w punkcie L,) kropel. Powierzchnia ta nosi nazwe powierzchni Roche'a. Powierzchnia
Roche'a oddziela orbity olG;,azajace kazde z centrów niezaleznie od orbit wspólnych dla
obu centrów. Mozna powiedziec, ze powierzchnia Roche'a oddziela indywidualny obszar
kazdego centrum od obszaru wspólnego. Punkt L, jest punktem granicznym miedzy
oboma obszarami indywidualnymi.

W astrofizyce bardzo wazna role odgrywa uklad gwiazd zwany ciasnym ukladem
podwójnym. Dla zrozumienia jego roli rozwazmy uklad dwóch gwiazd, na tyle bliskich
sobie, by mogla byc mozliwa nastepujaca konfiguracja: jedno z cial jest bardzo zwartym
obiektem, na przyklad bialym karlem, a drugie gwiazda o duzych wymiarach, tak' duzych,
ze wypelnia ona cale wnetrze swojej czesci powierzchni Roche'a. Wtedy w otoczeniu
punktu L, wystarcza bardzo nieznaczne sily' zaburzajace' (na przyklad sily przyplywowe)
na to, by materia przelewala sie do drugiej czesci powierzchni Roche'a .. Tak wiec latwo

sobie wyobrazic sytuacje, w której przez pun~t L, przelewa sie w kierunku bialego karla
strumien materii. Ze wzgledu na to, ze uklad rotuje, materia ta niesie znaczna ilosc
momentu pedu i dlatego nie moze swobodnie opasc na bialego karla. Na skutek
skomplikowanych procesów zderzeniowych gromadzi sie ona w pierscieniowej strukturze
dookola bialego karla zwanej dyskiem. Moment pedu niesiony przez dysk nie pozwala na
spadanie materii na bialego karla. Mechanizmem umozliwiajacym przekazywanie momentu
pedu od warstw wewnetrznych na zewnatrz dysku jest zjawisko zwane lepkoscia scinania.

Jednakze jesli materia w dysku jest w stanie równowagi termodynamicznej, to przekaz

momentu pedu poprzez. tarcie lepkie jest bardzo maly i ilosc materii spadajaca na karla
jest znikoma. Tak wiec materia bedzie sie powoli gromadzila w dysku. Na to, by mogla
spasc na bialego karla, potrzebny jest bardziej efektywny mechanizm transportu momentu
pedu.
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Zjawisko. turbulencji wystepuje w ukladach
o duzej liczbie stopni swobody. Jak wiemy.

uklady takie daza do stanu równowagi

termodynamicznej. Jesli jednak w ukladzie
pojjlwi sie niestabilnosc (wywolana np.
istnieniem duzych zmian gestosci, predkosci

czy cisnienia), to fluktuacje narastaja i uklad
dochodzi do stanu o wysokim poziomie

tych fluktuacji. Stan taki nosi nazwe stanu
turbulentnego w odróznieniu od stanu
spokojnego (laminarnego). Najbardziej
znanym przykladem ruchu turbulentnego
jest zjawisko turbulencji hydrodynamicznei.

Wystepuje ono czesto w instalacji

WOdociagowej i powoduje halasliwe drgania
rur. W przeplywie turbulentnym ma miejsce
silne mieszanie sie plynu, wskutek czego
wzrasta intensywnosc transportu pedu.
domieszek, ciepla itp.

Mechanizm taki moze byc zwiazany ze zjawiskiem turbulencji. Choc nikt nie moze

przeczyc istnieniu tego zjawiska, to dalecy jestesmy jednak od pelnego ilosciowego jego
opisu. W szczególnosci cecha charakterystyczna turbulencji jest próg wyraznie oddzielajacy
stan laminarny od stanu turbulentnego. Mechanizm progowy jest w oczywisty sposób
zwiazany z nieliniowoscia równan. Do dzisiejszego dnia sprawa otwarta jest problem
matematycznej struktury progu. Istnieje kilka konkurujacych propozycji, ciaglejednak niewiele
wiemy na temat powstawania i rozwoju turbulencji.

Wracajac do naszego ukladu podwójnego, wyobrazamy sobie, ze w pewnym (blizej
nieokreslonym) momencie, gdy materii w dysku nagromadzi sie dostatecznie duzo, pojawi sie
niestabilnosc i dysk stanie sie turbulentny. Transport momentu pedu od warstw wewnetrznych na
zewnatrz dysku stanie sie wtedy efektywny -i duza porcja materii spadnie na bialego karla.
Spadkowi takiemu towarzyszyc bedzie wydzielenie energii potencjalnej oraz ewentualnie jadrowej
ze swiezo dostar~zonego paliwa. Uwolnienie tej energii bedzie widoczne jako silny rozblysk.
Mechanizm taki zdaje sie dobrze tlumaczyc rozblyski gwiazd tak zwanych nowych karlowatych.

Podobne mechanizmy w ukladzie, z bardziej masywnym centrum tez odgrywaja istotna role
w zrozumieniu zjawisk astrofizycznych.

W ten sposób badajac wlasnosci stosunkowo prostego i wyidealizowanego ukladu potrafimy
zbudowac model zjawisk pozornie bardzo odleglych.

B
W punkcie A mezon ,,- o pedzie 4 GeYic
oddzialuje z protonem w komórze
pecherzykowej dajac w wyniku hiperon II
(rozpad.ajacy sie w punkcie B na proton
i mezon ,,-) oraz mezon Ko (rozpadajacy
sie w punkcie C na ,,+ i ,,-).

Pomaga w tym czesto przypadek. Pochodzace z promieniowania
kosmicznego lub z akceleratora (przyspieszacza) czastki od czasu

do czasu wywoluja reakcje w wystawionym na ich dzialanie
detektorze, np. w kliszy. W reakcjach tych powstaje czesto
kilkadziesiat czastek i typowe zdjecie wyglada tak, jak na
rysunku.

Przegladajac tysiace takich zdjec natrafiono kilkadziesiat lat
temu na obraz, który zdaniem ogladajacego klisze nie byl typowy
(patrz rysunek).
Powstala litera V mogla byc rezultatem reakcji rozpraszania
niewidocznej czastki obojetnej utworzonej w reakcji pierwotnej
badz tez wynikiem rozpadu takiej czastki. W tym drugim
przypadku suma pedów czasteczek tworzacych V (produktów
rozpadu) powinI)a celowac w srodek gwiazdy pierwotnej. Tak
tez i bylo. Postanowiono wiec sprawdzic hipoteze istnienia nowej
czastki obojetnej rozpadajacej sie na dwie czastki naladowane.
Zaczeto przegladac zdjecia wybierajac tylko takie, na których
zauwazono latwo widoczne V. Na wybranych zdjeciach zmierzono
dlugosci torów i jonizacje "produktów rozpadu" wyznaczajac
stad energie i ped_czastek. Jezeli suma pedów nie byla skierowana
do srodka gwiazdy, to zdjecie odrzucano. W przeciwnym wypadku
obliczano mase czastki niewidocznej i mase czastek tworzacych
litere V. Dla czastek niewidocznych otrzymywano zawsze dwie
jedynie wartosci masy: ok. 1100 MeV oraz ok. 500 MeV.

W pierwszym przypadku produktami rozpadu byly zawsze
proton (masa ok. 940 MeV) oraz mezon n (masa ok. 140 MeV),
zas w drugim dwa mezony n. Odkryto w ten sposób dwie nowe
czastki obojetne: hiperon A imezon KO.

Opisana historia liczy juz sobie wiele Jat. Od tego czasu metody
przegladania i pomiaru w znacznym stopniu zautomatyzowano.
Jednak podstawowa idea nie ulegla zmianie. Tyle tylko, ze
w historii wspólczesnej brak przygody owego badacza, któremu
litera V wydala sie nietypowa.

Czastki elementarne maja, jak sadzimy, rozmiary nie wieksze
niz 10- 13 cm. Poniewaz oddzialywania silne i slabe, w których
czastki te biora udzial maja zasieg dzialania równiez nie
przekraczajacy 10- 13 cm, wiec jedynie dlugozasiegowe
oddzialywania elektromagnetyczne moga byc podstawa
wszelkich metod detekcji. czastek. Wyciagamy stad wniosek,
ze tylko czastki obdarzone ladunkiem elektrycznym moga
pozostawiac bezposrednio zauwazalne slady swej obecnosci.
Cza~tki obojetne nie sa widoczne, a o ich istnieniu wnioskujemy
na podstawie wywolanych przez nie reakcji, w których produkuja
sie obserwowalne czastki naladowane. Naladowana czastka
poruszajaca sie wewnatrz jakiegokolwiek materialu wywoluje
jonizacje znajdujacych sie w nim atomów i czasteczek. Droga
czastki zostaje w ten sposób utrwalona na jakis czas w postaci
ciagu zjonizowanych atomów. Jezeli materialem detekcyjnym
jest klisza fotograficzna, to po jej wywolaniu otrzymujemy
fotografie toru czastki. W innych detektorach wykorzystuje sie
zjawisko kondensacji pary przesyconej na zjonizowanych
czasteczkach, wrzenia cieczy przegrzanej, powstawania wyladowan
elektrycznych w obszarach zjonizowanych, skoku opornosci
pólprzewodników podczas przejscia naladowanej czastki. W ten
sposób mozemy uzyskac obraz toru kazdej czastki obdarzonej
ladunkiem. Przelatujaca przez material detekcyjny czastka traci
stopniowo swa energie na jonizacje sasiednich atomów i po
chwili zatrzymuje sie. Im wieksza energia czastki, tym dluzszy
jej tor. Zaleznosc miedzy energia i dlugoscia toru znana jest dla
wszystkich stosowanych detektorów i pozwala na wyznaczenie
energii czastek. Z drugiej strony im szybciej porusza sie czastka,
tym mniej czasu spedza w otoczeniu pojedynczego atomu, a w
konsekwencji tym mniejsze jest prawdopodobienstwo zajscia
jonizacji. Jest to okolicznosc szczeRólnie wazna dla klisz
fotograficznych, w których mozna stosunkowo dokladnie mierzyc
stopien jonizacji (grubosc toru i liczbe przerw na nim).
Umozliwia to wyznaczenie predkosci, a wiec i pedu czastki.
Wszystkie podstawowe detektory czastek. dostarczaja stosunkowo
dokladnych informacji na temat energii i pedu czastek. Znajac
zas te dwie wielkosci mozemy ze zwiazku m2 = c-4(E2_p2C2)

obliczyc mase czastki i sprawdzic w tablicach, czy przypadkiem
nie odkrylismy nowej. Pozostaje jeszcze sprawa wyznaczenia
wartosci ladunku i spinu czastki. Kwestie te pozostawmy
specjalistom, a sami zajmijmy sie pytaniem: jak odkryc cos
ciekawego na zdjeciu reakcji jadrowej.
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Rys. 2. Stale pole sil.

Funkc~ te wyrazaja odpowiednio pozioma
i pionowa skladowa predkosci ruchu. U(I) = x'(I), v(/) = y'CI),

f"(t) = - ef'(1) + g dla I E [O, a),

mf"(I)=H(t)+F dla IE[O,a).

(l)

(4)

(2)

Jaki zwiazek ma rachunek rózniczkowy z pilka nozna? Czy powinni sie go uczyc trenerzy
miotaczy i instrul<.!orzy prowadzacy kursy spadochronowe? Czy rachunek rózniczkowy moze
sie przydac w czasie weekendu nad jeziorem? Oto temat, który Ci proponuje, Czytelniku, gdy
odrywajac sie od prac codziennych siegniesz po Delte, by zazyc intelektualnej rozrywki.
Nasza zajJawe w duzej mierze zawdzieczamy Izaakowi Newtonowi. On bowiem nauczyl
pótomnych, ze kazde dwa ciala przyciagaja sie wzajemnie sila, której wielkosc jest wprost
proporcjonalna do iloczynu ich mas, a odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci ich
srodków.

Nietrudno stad wywnioskowac, ze ustalone cialo, jakim jest kula ziemska Z, jednoznacznie
przyporzadkowuje kazdemu punktowi P otaczajacej je przestrzeni wektor F, wyrazajacy sile,
jaka Z przyciaga mase jednostkowa umieszczona w tym punkcie. To przyporzadkowanie jest
funkcja, zwana polem grawitacyjnym Ziemi. Poniewaz czlowiek znajdujacy sie na jej
powierzchni (np. na boisku lub lace) obserwuje tylko maly kawalek przestrzeni otaczajacej
kule ziemska, wiec wektory pola grawitacyjnego w punktach tego kawalka prawie nie róznia
sie ani kierunkiem, ani zwrotem, ani dlugoscia. Mówimy wówczas o stalym polu sil.

Aby opisac matematycznie ruch punktu materialnego wywolany stalym polem sil, zauwazmy,
ze zjawisko ruchu polega na przyporzadkowaniu kazdej chwili t z pewnego przedzialu
czasowego [O, a), jednoznacznie okreslonego polozenia rozwazanego punktu materialnego
w przestrzeai. Matematycznie rzecz traktujac, ruch punktu materialnego jest wiec funkcja
f:[O, a) -+ R3• Jej przeciwdziedzina (zbiorem wartosci) jest pewna linia polozona w przestrzeni R3,

zwana torem tego ruchu. Pochodna w ustalonej chwili to E [O, a) funkcji f jest wektor

1'(10) = lim f(/)-f(to),
1-+10 t- to

Doc. dr Edward SIWEK

który jest wektorem stycznym do toru ruchu.w jego punkcief(to) (por. rys. 3). Fizycznie wektor
ten wyraza chwilowa predkosc ruchu w chwili to, o czym latwo sie przekonac porównujac
równosc (I) z okresleniem predkosci chwilowej. Wykorzystujac znane okreslenie przyspieszenia
Czytelnik moze sie w podobny sposób przekonac, ze druga pochodnaf"(to) funkcji f w chwili
to jest wektorem wyrazajacym przyspieszenie naszego ruchu w chwili to.

W czasie ruchu punktu materialnego w stalym polu grawitacyjnym na punkt ten dzialaja
nastepujace sily: stala (w czasie) sila grawitacji F, zmienna sila oporu H(t) oraz sila Coriolisa

i sila odsrodkowa, których zródlem jest ruch obrotowy kuli ziemskiej. Poniewaz te ostatnie sily
wywieraja niewielki wplyw, zwlaszcza na ruch krótkotrwaly, a istotnie komplikuja matematyczny
opis ruchu, wiec pominiemy je w naszych rozwazaniach (por. rys. 4) podobnie, jak pomijamy
np. przyciaganie n,aszego punktu/przez inne ciala niebieskie.
Na podstawie drugiej zasady dynamiki (pochodzacej znów od Izaaka Newtona, podobnie jak
pochodna i jej zwiazek z predkoscia i przyspieszeniem), iloczyn masy m naszego punktu
materialnego i jego przyspieszenia jest w kazdej chwili równy wypadkowej wszystkich sil
dzialajacych na ten punkt. Przy naszych oznaczeniach zasade te wyraza nastepujaca równosc

Wykorzystujac kolejne prawo fizyczne orzekajace, ze na cialo bedace w ruchu dziala ze strony
osrodka sila oporu proporcjonalna do wektora predkosci, lecz przeciwnie skierowana,
otrzymujemy równosc

(3) H(t) = - mef'(l) dla I E [O, a),

gdzie c ~ O oznacza wspólczynnik oporu zalezny od poruszajacego sie ciala i rodzaju osrodka.
Wyrazajac jeszcze sile grawitacji F w postaci F = mg, gdzie g jest wektorem przyspieszenia
grawitacyjnego i uwzgledniajac (2) oraz (3) otrzymujemy nastepujace równanie rózniczkowe

(6)

w którym f jest funkcja niewiadoma.

Warto zauwazyc, ze równanie to opisuje nie jakis jeden konkretny przypadek ruchu, lecz
wszystkie mozliwe warianty ruchu w stalym polu grawitacyjnym tak, jak prawa fizyczne,
z których zostalo ono wyprowadzone. Dlatego tez nalezy sie spodziewac bardzo duzej ilosci
rozwiazan równania (4).

Aby rozwiazac równanie rózniczkowe (4) wprowadzmy w plaszczyznie ruchu uklad

wspólrzednych przyjmujac, ze jego pierwsza os s lezy w plaszczyznie terenu (np. plyty boiska),
druga zas jego os h jest piónowa, skierowana w góre i przechodzi przez punkt poczatkowy
ruchuf(O). Oznaczajac przez (x(t); y(t)) wspólrzedne punk'tuf(t) w tym ukladzie, mozemy
równanie (4) zastapic ukladem równan rózniczkowych

{X"(t) = - ex'(/),
(5) _

Y"(I) = -ey'(I)-g,

gdzie g oznacza skalarna wielkosc przyspieszenia grawitacyjnego. Wprowadzajac nowe funkcje
niewiadome
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Rys. 3. Tor i pochodna ruchu.

Punkty przestrzeni R' mozna utozsamiac
z ich wektorami wodZacymi wzgledem
poczatku ukladu (rys. -3), a dzieki temu
mozna na nich wykonywac takie dzialania,
jakie wykonujemy na wektorach. To
umozliwia okreslenie pochodnej wzorem (I).

Dzieki pominieciu sily Coriolisa ruch
odbywa sie w jednej plaszczyznie.
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zamiast ukladu (5) otrzymamy uklad

Stad wyliczamy u(t) otrzymujac

a stad oraz z pierwszej sposród równosci (6), przez kolejne calkowanie (porównanie funkcji
pierwotnych obu stron) otrzymujemy ostateczne rozwiazanie pierwszego sposród równan (5):

u(t) = eAe-Cl ;::::;uoe-ct, gdzie Uo = u(O),

lnu(t) = -ct+A, gdzie A jest stala.

{U'(t) = -cu(t),v'(I) = -ro(l)-g.

Mozna od razu zauwazyc, ze jednym sposród rozwiazan pierwszego równania jest u(t) == O.

Z teorii równan rózniczkowych wynika zas, ze zadne z pozostalych jego rozwiazan nie moze'
przyjmowac wartosci O. Dzieki temu mozemy pierwsze sposród równan (7) napisac w postaci

(7)

(8)

Otrzymujemy

u'(t)'-- =-c
u(1)

rozwiazac je porównujac funkcje pierwotne obu stron.
H(t)

R vs. 4. Wypadkowa sil.

h

luot, gdy c = O (brak oporu)

x(l) = lUoc" (I-e-e'), gdy c > O.

{ gt2

ho+vot- 2' gdy c = O,
y(t) =

g tJoc+gho- -t+ --- (I-e-et), gdy c > O,
C c2

(9)

(11)

jako ostateczne rozwiazanie drugiego sposród równan (5).

W tym miejscu konc:z:eswój udzial, proponujaf Czytelnikowi samodzielne kontynuowanie.
Polegac ono bedzie na wszechstronnej analizie otrzymanych rozwiazan (9) i (11) ukladu (5),
opisujacych wszelkie ruchy swobodne w stalym polu grawitacyjnym. Wyjasnic nalezy role
kazdego sposród nastepujacych parametrów ruchu: wysokosc poczatkowa ho, skladowa
pozioma Uo i pionowa Vo predkosci poczatkowej, wspólczynnik oporu c. Poslugujac sie
wzorami (9) i (11) oraz wykresami (rys. 6 i 7) mo'zna wyjasnic na przyklad, dlaczego uzycie
stosownego spadochronu zapewnia miekkie ladowanie przy spadaniu z dowolnej wysokosci.

Warto wyrugowac ze. wzorów (9) i (\ l) zmienna t i uzyskac w ten sposób równanie toru ruchu
oraz narysowac go i zauwazyc, ja~ zalezy on·od wymienionych parametrów. Moze uda sie
dokonac pomIaru wspólczynnika c dla pilki szybujacej w powietrzu i nie tylko jakosciowo,
ale i i1o~.::iowozanalizowac jej ruch (choc na poziom meczów pilkarskich to nie wplynie).
Pytania mozna mnozyc, tematów jest wiec mnóstwo.

a uwzgledniajac (\ O) i przyjmujac Vo = v(O) wyliczamy

Rozwiazanie to, jakkolwiek czesciowe, opisuje jednak te ruchy, których torami sa odcinki
prostych poziomych, a sila grawitacji jest równowazona przez sprezystosc podloza (np. toczenie
sie pilki po podlodze, ruch lódki odepchnietej od brzegu jeziora i nie napedzanej). Analizuja.
to rozwiazanie i wplyw stalych Uo (predkosc poczatkowa) oraz c (wspólczynnik oporu) na
przebieg ruchu mozna sie swietnie bawic i uczyc. Na przyklad, mozna wyjasnic, dlaczego
po odepchnieciu lódki od brzegu jeziora wyraznie obserwujemy zanik jej ruchu, a nie mozemy
ustalic momentu jej zatrzymania sie, mimo ze mozemy ustalic odleglosc, na jaka lódka
odplynela od brzegu. Czy podobne zjawisko ma miejsce w przypadku ruchu pilki? A moze
potrafisz Czytelniku zaprojektowac i wykonac pomiar wspólczynnika oporu c dla pilki lub
lódki?

Przechodzac do rozwiazania drugiego sposród równan (7) i pelniejszego opisu ruchów w stalym
polu sil zauwazmy, ze rózni sie ono od pierwszego z tych równan 'tylko o stala g. Mozna sie
wiec spodziewac, ze rozwiazania tych równan beda sie niewiele róznic. Z teorii równan
rózniczkowych wynika, ze róznica ta polega na zastapieniu stalej uo, wystepujacej po prawej
stronie równosci (8), przez stosownie dobrana funkcje <p zmiennej t. Aby ja znalezc,
podstawmy wyrazenie
(10) v(l) = <p(t)e-ci

do drugiego sposród równan (7). Otrzymamy

<p'(t)e-e, - c<p(t)e-e' = - c<p(t)e-e, - g,

a stad <p'(1) = - gee'.

Calkujac obustronnie wyliczamy

<p(t) = B- ~ ee" gdzie B jest stala,c

v(;) = (vo+ 7) e-C' -7'
. Stad i z drugiej sposród równosci (6l, przez kolejne calkowanie i przyjecie ho = y(0)
otrzymujemy

Rys. 5. Wybór ukladu wspólrzednych.

S

~
a a

Rys. 7. Wykres funkcji y (skladowa pionowa
ruchu).

h

Rys. 6. Wykres funkcji x (skladowa

pozioma ruchu).
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Jeszcze o Hipotezie
Wielkich Liczb

Mgr Bronislaw RUDAK

Popatr~my teraz, jaki wplyw ma multiplikatywna kreacja na
zachowanie naszego Ukladu Slonecznego. Dla prostoty
rozwazmy jedynie orbite Ziemi, przyjmujac, ze jest kolowa.
U'mówmy sie jeszcze, ze bedziemy uzywac takich jednostek
fizycznych, w których predkosci sa bezwymiarowe, a maksymalna
(predkosc swiatla) z nich c = I. Potrzebne nam bedzie równanie
opisujace ruch planety wokól Slonca

PrLes.uniecie w przestrzeni Riemanna. Przesuniecie w przestrzeni Weyla.

gdzie MA - masa Slonca, v" - predkosc liniowa Ziemi na

orbicie, rA - promien orbity.
Bezwymiarowa liczba VA jest stala mniejsza od jednosci,
mozna wiec napisac:vA = consl.
Niech N bedzie liczba nukleonów w Sloncu. Wtedy MA =
= mA' N. Skoro N ~ (2 i mA = const, to z (I) dostaniemy
natychmiast zachowanie sie rA W czasie: rA ~ (.

Orbita Ziemi w nastepstwie przyjetej kreacji multiplikatywnej
ekspanduje. To samo bedzie sie dziac z pozostalymi planetami.
Uklad Sloneczny "rosnie". Spróbujcie pokazac, ze odwrotne
zjawisko zachodzi w wypadku kreacji addytywnej.
Na zakonczenie jeszcze o pewnej potencjalnej korzysci, jaka
zarysowuje sie, jesli zaakceptujemy istnienie dwóch róznych
metryk we Wszechswiecie.
Sily natury grawitacyjnej oraz elektromagnetycznej sa silami
dalekiego zasiegu. W obu wypadkach taka sama jest ich
zaleznosc od odleglosci. Ale to wszystko, co je laczy.
Teoria Einsteina traktuje pole grawitacyjne jako konkretna
wlasnosc przestrzeni (tzw. przestrzeni Riemanna), mianowicie
jej zakrzywienie. Natomiast pole elektromagnetyczne zachowuje
sie jak pewien rodzaj materii wytwarzajacej wlasne pole
grawitacyjne. Dlaczego tak jest? Dlaczego pole grawitacyjne
mialoby byc uprzywilejowane?
Swego czasu Weyl zaproponowal prosta i piekna idee przestrzeni,
w której poprzez jej strukture manifestuja sie oba rodzaje pól.
W teorii Einsteina zakrzywienie przestrzeni, czyli istnienie pola
grawitacji, mozna wyobrazic sobie nastepujaco. Rozwazmy

, wektor a zaczepiony w punkcie P przestrzeni Riemanna.
Dokonajmy jego przesuniecia równoleglego po petli L.
Okazuje sie, ze po powrocie do P wektor bedzie mial inny
kierunek niz przed przesunieciem.
Modyfikacja Weyla polegala na tym, by po takiej transformacji
zmienial sie nie tylko kierunek, ale i dlugosc wektora. Ta druga
wlasnosc moze byc traktowana jako przejaw obecnosci pola
elektromagnetycznego.
Zauwazmy, ze w przestrzeni Weyla nie ma juz mozliwosci
absolutnego porównania dlugosci wektorów lezacych w dwóch
róznych miejscach. Wynik porównania bedzie zalezal od drogi,
po jakiej dostaniemy sie z jednego punktu do drugiego. Z tych
to powodów propozycje Weyla szybko odrzucono. Nie mozna
bylo pogodzic jej z teoria kwantowa, tworzaca absolutny standard
dlugosci (niektóre procesy atomowe mozna traktowac jako zegar
mierzacy absolutny czas). Pomysl dwóch metryk daje ponowne
szanse koncepcji WeyJa. Metryka atomowa A moze zachowac
swoje absolutne standardy, a wlasnosci przestrzeni Weyla
wslizgna sie do naszego Wszechswiata poprzez uogólnienie
metryki E.
Moze i wilk bedzie syty, i owca cala.

GA'M" =v~.TA
(1)Istnienie korelacji miedzy wielkimi bezwymiarowymi liczbami,

o których pisalem w Delcie 7/1979, jest dla wspólczesnej fizyki
zagadka. Nie potrafimy podac zadnych przyczyn, które moglyby
w naturalny sposób problem wyjasnic. Zródlem pomyslu Diraca,
by liczby odniesc w prosty sposób do czasu kosmicznego, nie
byla zadna naukowa koncepcja z pogranicza fizyki i filozofii,
ani tym bardziej samej fizyki. Dirac wierzy po prostu, ze
zbieznosc tych liczb z obecnym wiekiem Wszechswiata nie jest
przypadkiem. Przeciwnicy tej idei maja naturalnie swoje
kontrargumenty, ale, prawde mówiac, niezbyt ciezkiego kalibru.
Pamietacie, ze konsekwencja HWL sa dwa "dziwne" efekty:
stale zwiekszanie sie liczby nukleonów we Wszechswiecie (czyli
kreacja materii) oraz malenie stalej grawitacji G w czasie. Dla
modeli kosmologicznych budowanych z pomoca HWL nie jest
obojetne, w jaki sposób .powstaje nowa materia. Dlatego rozwaza
sie dwa krancowo odmienne obrazy tego zjawiska. Mozemy

sobie pomyslec najpierw, ze materia kreuje sie jednorodnie
w calej przestrzeni kosmicznej (z jednakowa ochota w kazdym
miejscu). W drugim wypadku powstawanie nowych czastek jest
niejako wymuszone przez juz istniejace w danym miejscu
przestrzeni. Tam, gdzie jest wieksze skupisko materii (gwiazda),
proces bedzie wydajniejszy niz w obszarach ubogich w materie.
Pierwszy proces nazwano kreacja addytywna, drugi ­
multiplikatywna, z uwagi na analogie z dzialaniami dodawania
i mnozenia. W dalszych rozwazaniach bede miec na uwadze
jedynie te druga.
WrÓCmy teraz do problemu stalej grawitacji G. Teoria grawitacji
Einsteina, wykluczajaca jakiekolwiek zmiany G, wystawiana na
niezliczona ilosc prób ogniowych i ataków (fizycy to wyjatkowo
twardy i bezkompromisowy ludek) potrafila je wszystkie odeprzec.
Czy mozna w takim razie pogodzic jej warunki z ewentualna
zmiana stalej grawitacji w czasie? Tak.
Wyobrazmy sobie, ze we Wszechswiecie obowiazuja dwa rodzaje
metryk. (Metryka to funkcja przyporzadkowujaca kazdej parze
punktów ich odleglosc. Za jej pomoca mozna opisac w pelni
geometrie przestrzeni). Oznaczmy je E i A. Niech metryka E
manifestuje sie jedynie poprzez,,"ównania teorii Einsteina.
Natomiast metryka A (atomowa) niech objawia sie nam
bezposrednio we wszelkich obserwacjach prowadzonych z
z naszego laboratorium (pomiary czasu, odleglosci etc.). Wszelkie
wielkosci bede od tego miejsca oznaczal litera A badz E,
w zaleznosci od metryki jakiej uzywam. Zwiazki wypisane
w poprzednim artykule byly odniesione w takim razie do
metryki A. Zazadalismy wtedy, by stale atomowe nie zmienialy
sie z czasem, tzn.:

eA = const, hA = const, m". = const

(m - masa czastki)
W konsekwencji dostalismy GA ~ t-I. Natomiast w metryce E
powinnismy zachowac to, co daje teoria grawitacji:

G;; = const.

oraz masy klasycznych obiektów (np. Slonca) ME = const.
Pamietajac, ze liczba nukleonów rosnie jak kwadrat czasu
kosmicznego, z latwoscia otrzymamy ewolucje czasowa
parametrów atomowych wyrazonych w metryce E:

ei"",-,,-3, f1E"'t-3, mE"'t-2.

Z ostatniej proporcjonalnosci wynika, ze nowo kreowane
nukleony powinny byc coraz to mniej masywne.
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Vwv = (a'+rll·a.k' +rl2·aI' +rL ·b·k' +r~2 ·b.J')·'Px+

+(a'+rI 1·a·k' +rI2 ·aI' +r~l·b. k' +r~2 ·bI')·'P',

o powierzchniach i liniach geodezyjnych

gdzie wektor w;, ddY I = d'P(k~),/(t» I = k'qlx(m)+f'ql,(m), a pole wektorowet t-O t ,-o

V = aqlx +bql,. Wspólczynniki rjk zaleza od powierzchni i jej parametryzacji i sa zwykle nazywane
symbolami Christoffela.

Dr Witold MOZGAW A

Zauwazmy, ze jezeli wezmiemy dowolna krzywa lezaca na powierzchni i wyznaczymy wektor v

styczny do niej J,. punkcie m, to zawsze znajda sie takie dwie liczby rzeczywiste a i b, ze
v = aqlx+bql,. Wobec tego bedziemy mówili, ze wektory qlx i ql, sa wektorami bazowymi
plaszczyzny stycznej do powierzchni S w punkcie m, plaszczyzne te bedziemy oznaczali przez
TmS. Mozemy teraz sformulowac ostatni warunek ograniczajacy klase powierzchni: bedziemy
mówili, ze powierzchnia S jest regularna jesli wektory qlx i ql, istnieja i nie sa równolegle ani

,zerowe w zadnych punktach S. Podsumowujac, powierzchnia w trójwymiarowej przestrzeni E3

bedziemy nazywali taki zbiór, który jest otrzymany z otwartych kól, zdeformowanych w wyzej
opisany sposób i polaczonych ze soba tak, aby nie bylo ostrzy, krawedzi, samoprzeciec i zeby
mozna bylo sensownie mówic o plaszczyznie stycznej w kazdym punkcie. Ró;tniczkowalne

przyporzadkowanie m -> v(m) (punktowi -> wektor styczny w tym punkcie) bedziemy nazywali
polem wektorowym. Aby dalej budowac aparat potrzebny do rozwiazania naszego problemu
wprowadzimy rózniczkowanie zalezne od ksztaltu powierzchni:
Niech v bedzie polem wektorów stycznych na U, a w pewnym wektorem stycznym do S w m

i y:( - ~, ~) -> U krzywa taka, ze y(O) = m, ddY I = w oraz v(t) bedzie ograniczeniem polat ,-o

v do krzywej y na powierzchni S. Pochodna d~;r) na ogól jest wektorem niestycznym do

powierzchni S. Wektor otrzymany przez rzut prostopadly wektora dvd(t) I na plaszczyznet t .••o

styczna TmS bedzie nazywany pochodna kowariantna lub pochodna Levi"Civity pola
wektorowego v wzgledem wektora w. Bedziemy te pochodna oznaczali przez (Vw v) (m). Jesli
wyliczymy Vw v we wspólrzednych, to otrzymamy

Na pewno kazdy spotkal sie z nastepujacym zadaniem: mamy na planie pewnego miasta dwa
punkty - jak znalezc najkrótsza droge, która je laczy? Zadanie to zwykle bardzo latwo
rozwiazujemy i oczywiste jest, ze takich dróg mozemy czasem znalezc wiele. Oczywiste jest tez,
ze zwykle taka-droga jest dluzsza od pomyslanej linii prostej laczacej wspomniane dwa punkty.
Nieporównanie juz trudniej odpowiedziec na takie pytanie, gdy jestesmy na "terenie
pofaldowanym" np. w górach. Spróbujemy zaprzac matematyke do rozwiazania naszego
problemu. Jak to sie zwykle czyni w takich wypadkach, musimy stworzyc matematyczny
model, ,pofaldowanej powierzchni" i tam dopiero bedziemy badac, które drogi sa najkrótsze.

Zbiór S w przestrzeni euklidesowej E3 bedziemy nazywali powierzchnia, jesli dla kazdego
punktu m E S istnieje podzbiór U c S, m E U (otoczenie punktu m), który moze byc otrzymany
przez rozciaganie, sciskanie, wyginanie, wykrecanie kola bez brzegu K. Mozemy tez dowolnie
rozciac kolo K i wykonac powyzsze operacje pod warunkiem, ze skleimy otrzymany zbiór
dokladnie w miejscu rozciecia. Zwykle powyzsze operacje opisujemy okreslajac funkcje
rp: K -> U c S, które (spelniajac pewne warunki) gwarantuja nam, ze zbiór S jest powierzchnia·
Funkcje rp nazywa sie parametryzacja otoczenia U punktu m E S. Niestety taka definicja
obejmuje zbyt szeroka klase powierzchni i aby juz ostatecznie sprecyzowac przedmiot naszych
zainteresowan musimy okreslic, co rozumiemy przez wektor oraz plaszczyzne styczna do

powierzchni w punkcie m. Zalózmy, ze juz wiemy, co to jest krzywa i wiemy, ze wektor do niej

,styczny to pochodna jej opisu parametrycznego.

Zalózmy, ze dla parametryzacji rp otoczenia U punktu m E S mamy rp(xo, Yo) = m, (xo, Yo) E K.

Rozwazmy odcinki prostych równoleglych do osi ukladu wspólrzednych na plaszczyznie
przechodzace przez punkt (xo, Yo) E K - maja one nastepujace opisy parametryczne:
(Xo + t, Yo) i (xo, Yo + t), t E ( - e, e). Jesli zlozymy te opisy z parametryzacj<i rp otoczenia U, to
otrzymamy dwie krzywe lezace na powierzchni S, przecinajace sie w punkcie m: o opisach
parametrycznych rp(xo + t, Yo) i rp(xo, Yo + t), t E ( - e, e). Jesli teraz obliczymy pochodne tych
opisów w punkcie t = 0, to otrzymamy dwa wektory qlx i <p, styczne do krzywych w punkcie m,
a wiec tym samym styczne do powierzchni S:

x

,.--- ostrze

samoprzeciecie

Rys. 2 Tego rodzaju zbiory sa poza naszymi
z~interesowaniami.

krawedt -----

Rys. 3 Konstrukcja pochodnej Levi­
<;:ivity.
Tullio Levi - Civita (1873-1941) matematyk
wloski. Autor prac z rachunku tensorowego,
równan rózniczkowych oraz mechaniki cial
niebieskich.

Elwin Bruno Christoffel (1829-1900)­
matematyk niemiecki. Zajmowal sie teoria
funkcji i teoria równan rózniczkowych.

Rys. l Plaszczyzna Oxy", odwzorowuje sie

na S"'" {p} przez tzw. obraz sferyczny
w kierunku punktu P<I- jest to

parametryzacja. Plaszczyzna z = 2r
(r - promien sfery S) odwzorowuje sie na

S". {O} przez obraz sferyczny w kierunku
punktu O - jest to takze parametryzacja.
Obie te parametryzacje pokrywaja cala
sfere.
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Parametryzacja naturalna to taka, ze

dlugosc luku krzywej l' od l'(a) do l'(fl)
jest równa Ia- fll.

Twierdzenie Fermata: Jesli funkcja f jest

rózniczkowalna w przedziale <xo - (;, Xo +!:)
i osiaga ekstremum w punkcie Xo t to

f'(xo) = O. \

Pierre- Fermat (1601-1665) - francuski

matematyk, prawnik i lingwista. Byl jednym
z twórców teorii liczb, a takze podstaw
rachunku rózniczkowego i teorii

prawdopodobienstwa.

Rys. 4 Wariacje krzywej.

Skutki braku wyobrazni

Kilka lat temu Indianie chcieli (z wiadomym

skutkiem) odkupic od rzadu USA

Manhattan, zwracajac otrzymane w 1626
roku od Petera Minueta 39 dolarów. Gdyby

jednak wtedy nie kupili za te pieniadze
paciorków i wody ognistej, a zlozyli do
banku na 6,3%, mieliby dzis ponad 100

miliardów dolarów i przynajmniej kawalek

z pewnoscia by wytargowali.

Alexis Claude Clairaut (1713-1765)­
francuski astronom t geodeta i matematyk.

Zajmoy.-al sie równaniami rózniczkowymi t

wyjasnil ruch Xsiezyca.

Rys. 5 Geodezyjne na walcu.

Wiemy, ze dlugosc krzywej 1: [O, l] -> S jest dana wzorem

l

L(l') = \ v<l/('i).Y'W>dl,
o

gdzie <, > oznacza euklidesowy iloczyn skalarny. Zalózmy, ze krzywa y jest sparametryzowana
naturalnie. Wprowadzimy teraz pewna rodzine krzywych na powierzchni S: Jesli y: [O, I] -> S
jest dowolna naturalnie sparametryzowana. krzywa, to wariacja (uzmiennieniem)
krzywej y nazywamy takie rózniczkowalne odwzorowanie IX: [O, I] x [- a, a] -> S, ze (\ (t , O) =
= y(t) (tzn. jest krzywa y) oraz dla dowolnego s E [- a, a] jest IX (O, s) = y'(O), IX (I , s) = y(l)

(tzn. wszystkie krzywe maja wspólne konce). Krzywe IX (s , t) sa nazywane wariacjami y. W.sród
wszystkich krzywych IX (s , t) bedziemy szukac takiej, której dlugosc jest najmniejsza.

W tym celu wykorzystamy twierdzenie Fermata - warunek konieczny istnienia ekstremum.
Obliczamy pochodna. i przyrównujemy ja do zeraI

l

~ L(a(s; 1))'-0 = ~ (~ .• /( dalr, s) , ~a(I, s) )'dl)1 = ods ds o II dr dl ,-o

i po pewnych rachunkach otrzymujemy V'dl' d (t) = O. Wobec tego mozemy podac
(it(O) I

definicje tytulowej geodezyjnej: Krzywa y nazywamy geodl:;zyjna, jesli spelnia ona powyzsze
równanie. Jesli y(t) = q>(k(t) ,/(t», to równanie geodezyjnej jest postaci:

{k,,+rf,(k')2+2rt,k'f'+r1'(!')2 = of"+rf,(k')2+2rf,k'f'+ri,(f')' = o.

Jako wniosek z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan ukladów równan
rózniczkowych mamy nastepujace twierdzenie:

Dla danego punktu m E S i niezerowego wektora stycznego v E T,,,S istnieje e > O idokladnie

'. d I
jedna geodezyjna y:( - e, e) -> S taka, ze y(O) = m i ~ = v. A to znaczy, ze przez dany

dt ,-o
punkt i w danym kierunku mozemy wypuscic dokladnie jedna geodezyjna.

Linie geodezyjne na powierzchni graja role prostych na plaszczyznie, tzn. gdy myslimy tylko
kategoriami powierzchni i nie mozemy np. porównac krzywych z liniami prostymi w E3, to
geodezyjne sa "najprostszymi" z'linii, jakie mozemy poprowadzic na powierzchni. Gdy
wedrujemy po powierzchni wzdluz linii geodezyjnej, to wydaje sie, ze kierunek (tu rozumiemy
kierunek tak, jak go rozumie dwuwymiarowa istota :l:yjaca na naszej powierzchni) marszu, czyli
kierunek stycznej do krzywej nie zmienia sie a wiec idziemy prosto. Krzywe geodezyjne

mozemy w przyblizeniu wyznaczyc na m~elach powierzchni - jesli napniemy na jakiejs
powierzchni nieroz"iagliwa nitke, to przybierze ona ksztalt geodezyjnej.

Jesli mamy dana dowolna krzywa w E3, to po obrocie jej wokól osi Oz otrzymamy pewna
powierzchnie, która bedziemy nazywali obrotowa. Taka powierzchnia jest np. torus, sfera,
hiperboloida cZy paraboloida. Linie otrzymane przez przekroje tych powierzchni plaszczyznami

równoleglymi do plaszczyzny Oxy bedziemy nazywali równoleznikami, a linie wyznaczone przez
plaszczyzny prostopadle do plaszczyzny Oxy i zawierajace os Oz - poludnikami. Wlasnosci
geodezyjnych na powierzchniach opisuje twierdzenie Clairaut'a:

Na powierzchni obrotowej w kazdym punkcie geodezyjnej zachodzi tozsamosc ecosfl. = c, gdzie e
jest odlegloscia punktu geodezyjnej od osi Oz, IL jest katem pomiedz.y geodezyjna a równoleznikiem,

n
O ,;;; fi. ,;;; -, a c jest stala liczba.

2

Korzystajac z twierdzenia Clairaut'a wyznaczymy linie geodezyjne na torusie i na walcu:
1. walec - niech m bedzie dowoinym punktem walca W, a r promieniem równoleznika L
przechodzacego przez punkt m. Rozwazmy geodezyjna przechodzaca przez punkt m pod katem
fi. = O do równoleznika L. Z twierdzenia Clairaut'a wynika, ze e = r i cos p. = I, czyli w kazdym
punkcie zachod~i p. = O i geodezyjna pokrywa sie z równoleznikiem L. Rozwazmy teraz
geodezyjna przechodzaca przez punkt m pod katem fi. = n/2 do L.

Z twierdzenia mamy ecosfl. = O, czyli w kazdym punkcie fi. = n/2 i geodezyjna pokrywa sie
z poludnikiem. Niech teraz O < fi. < n/2, mamy wiec, ze ecos fi. := c, ale e = r w kazdym
punkcie - wynika stad, ze fi. = const. w kazdym punkcie geodezyjaej. A to znaczy, Ze
geodezyjne to linie spir.alne przecinajace równolezniki pod stalym katem. Sa to wszy~tkie
mozliwe geodezyjne na walcu. Zauwazmy jeszcze jedna ciekawa wlasnosc geodezyjnych na
walcu: dowolne dwa punkty wilIca moga byc na ogól polaczone nieskonczenie wieloma
rÓ:l:nymigeodezyjnymi, w odI:ó:l:nieniu od plaszczyzny, gdzie dwa dowolne punkty mozemy
polaczyc dokladnie jedna prosta.
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Rys. 7 Ten odcinek
geodezyjnej nie jest
naj krótsza linia
laczaca punkty p i q.

Poró\' nanie wielko~ci naszej Galaktyki
z odlegloscia NGC24t9 i Obloków Magellana

2. torus - niech R i r beda promieniami odpowiednio najmniejszego i najwiekszego
równoleznika. Podobnie jak wyzej z twierdzenia Clairaut'a wnioskujemy, ze geodezyjnymi na

torusie sa poludniki, najmniejszy i najwiekszy równoleznik. Niech c bedzie promieniem
równqleznika. Jesli r < C < R, to geodezyjna waha sie pomiedzy dwoma równoleznikami
o promieniu c majac ksztalt podobny do sinusoidy. Istnieja takze geodezyjne nieskonczenie
wiele razy zawijajace sie na torusie, nieograniczenie zblizajace sie (z obu stron) do najmniejszego
równoleznika.

Przyklad torusa pokazuje, ze nie kazdy równoleznik jest geodezyjna, jak to bylo w przypadku
walca. Dlaczego tak jest, wyjasnia l1astepujace twierdzenie: równoleznik na powierzchni obrotowej
jest geodezyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest generowany przez obrót punktu na krzywej
tworzacej, w którym styczna do krzywej jest równolegIa do osi Oz.

Zauwazmy, ze "bycie" geodezyjna jest tylko warunkiem koniecznym minimalnosci dlugosci
linii. Oczywiscie (patrz przyklad walca) nie kazda geodezyjna laczaca dwa dane punkty jest

najkrótsza sposród. wszystkich krzyw.ych laczacych te dwa punkty. Mozemy zauwazyc, ze np. na
sferze dwa punkty lezace na pewnym kole wielkim (czyli na geodezyjnej), nieantypodyczne,
odcinaja dwa odcinki geodezyjnej, wiekszy z nich jest nadal geodezyjna, ale wcale nie jest to
najkrótszy odcinek laczacy te punkty. Za to ten drugi, krótszy odcinek, tez geodezyjny, jest
dobry - on to realizuje minimum. Stad intuicyjny wniosek - byc moze nalezy zajmowac sie
malymi odcinkami geodezyjnych. I rzeczywiscie mozna udowodnic twierdzenie, ze sposród

wszystkich krzywych laczacych dwa dane punkty w dostatecznie malym zbiorze je zawierajacym
najmniejsza dlugosc ma wlasnie geodezyjna. I w ten sposób nasz problem zostal rozwiazany.

Patrz w niebo

Luty jest miesiacem, w którym piekne zimowe gwiazdozbiory zaczynaja coraz wczesniej
zachodzic, natomiast charakterystyczne, wiosenne gwiazdozbiory Lwa i Panny sa jeszcze nisko
nad wschodnim horyzontem. Miedzy nimi - nieciekawe na pierwszy rzut oka lutowe
gwiazdozbiory Rysia, Raka i Weza Wodnego. W konstefacji Rysia najjasniejsza gwiazda jest

dopiero trzeciej wielkosci gwiazdowej. Jest jednak w tej okolicy przynajmniej jeden obiekt, ~tóry
zasluguje na uwage. Zajmiemy sie dzisiaj gromada kulista NGC 2419. Nazwa, jak zwykle, nic
nie mówi. Obiekt ledwo dostrzegalny dopiero przez bardzo dobre lornetki. Jest to tzw.
Miedzygalaktyczny Wlóczega - najbardziej oddalona od naszej Galaktyki skatalogowana
gromada kulista, która jest zwiazana z nia, najprawdopodobniej, silami grawitacyjnymi, co
oznacza, ze obiega Galaktyke po orbicie ogromnych rozmiarów. NGC 2419 jest odlegla od

centrum Drogi M lecznej o 210 tysiecy lat swietlnych. Jest toodleglosc wieksza niz odleglosc
najblizszych niezaleznych galaktyk - Obloków Magellana. Szczególowe poszukiwania
doprowadzily w ostatnich latach do odkrycia wielu bardzo slabych i odleglych gromad.
Niektóre z nich sa niewatpliwie bardziej od nas oddalone niz Obloki MagelIaRa (oba Obloki
sa malymi nieregularnymi galaktykami okrazajacymi nasza, duza Droge Mleczna).
Rodza sie tu duze watpliwosci, czy niektóre z gromad nie sa zupelnie niezaleznymi, samotnie
biegnacymi przez przestrzen obiektami. Obecnie znamy ok. 100 gromad kulistych nalezacych

. do naszej Galaktyki (Patrz w niebo 6/1979). Ogromna wiekszosc zawarta jest w kuli o promieniu
ok. 65 tysiecy lat swietlnych i srodkiem w Centrum Galaktyki.

Odpowiedz na pytanie, czy istnieja, samotne gromady kuliste o zdecydowanie mniejszych masach
niz masy galaktyk (najwieksze z gromad nie róznia sie wiele swoja struktura od malych
galaktyk eliptycznych) mialaby duze znaczenie dla kosmologów i teoretyków, którzy zajmuja
sie ewolucja galaktyk. Powstaloby oczywiscie pytanie - skad takie obiekty sie wziely - czy
powstaly jednoczesnie z galaktykami (lub wczesniej) i nie wszystkie zostaly zlapane przez
galaktyki. A moze wszystkie gromady przez czesc przynajmniej swojego zycia byly czlonkami
jakichs galaktyk, ale niektóre z nich na skutek róznych perturbacji i oddzialywan miedzy
galaktykami zostaly z nich wyrzucone w gleboka przestrzen.
Ze wzgledu na stosunkowo niewielkie odleglosci galaktyk miedzy soba (w porównaniu do ich
wlasnych rozmiarów) "przekrój czynny" na "zderzenie" ewentualnej samotn~j gr.omady
z galaktyka jest stosunkowo duzy. Zderzenie takie konczyloby sie przewaznie zlapaniem
gromady na orbite wokól galaktyki. Wszystkie te czynniki bardzo komplikuja obraz.
Obecnie kosmologowie rozwijaja wiele teorii, które tlumaczylyby powstawanie i wczesna
ewolucje takich obiektów jak galaktyki i gromady kuliste. Dotychczas nie stworzono modelu,
który bylby wolny od wszelkich zarzutów iwychodzil zwyciesko z wszystkich konfrontacji
'z testami obserwacyjnymi. Na pewno jednak potwierdzenie lub odrzucenie istnienia samotnych
gromad bedzie mialo znaczacy wplyw na ksztaltowanie sie naszych pogladów na powstawanie
i ewolucje galaktyk i i<;hoddzialywanie miedzy soba.

mgr Tomasz CHLEBOWSKJ
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Rozwiazanie zadania M 250. Przypuscmy
ze nasz ulamek ma okres o dlugosci k

cyfr. laczynajacy sie od l-tej cyfry bedacej

cze~cia lapisu n-cyfrowej liczby 2m.

Zauwaimy teraz, *e beda sie powtartac
równlcl kn-cyfrowe odcinki na~J:cgo zapisu

i ze istnieja dwie kolejne potegi dwójki
majace dokladnie kil cyfr. (Gdyby tak nie

bylo, micliby':'my 2P I ~: 101n. 2"'" l 3-
> 10k/ltl• c/yli 4 2ptl/2P-I> 10, co jest

nicmo/liwe). Wynika stad jednak, ze
dostatecznie daleko mamy dwie sa~iednie

kil - cyfrowe grupy cyfr. I których jedna

jest I,a'pisem 2P• il druga - 2P+1• Grupy te

sa wiec rózne, co prJ:CC1Ylulozeniu istnienia
okresu dlugosci kil. l.l wiec i k.

--
ROJwiazanie tadania F 88. Do rozwazan

jakosdowych mozna przyjac, ze

(Szybkosc suszenia) ~ (P- pl,

dzie: P - preznosc pary nasyconej

w temperaturze ciec/y· parujacej

p - preznosc pary wodnej w

w powictrLu.

W idealnie s/c/elnym i stosunkowo niewielkim

pomiesLc/eniu proces suszenia ulega
zahamowaniu. Realne mieszkanie zawiera

nics/czclnosci, przez które wyplywa

powietrze cieple, a naplywa zimne. To

o~tatnie, mimo iz zawiera pare nasycona,

przynosi mniej wilgoci~ niz jej odplywa na

Lcwnatrl. Bilansc: cieplny (z uwzglednieniem

ciepla doprowadzonego np. przez kaloryfery)

ora7 materialowy (zawartoscI wody

w mieszkaniu) ustalaja odpowiednia wartosc
wyrazenia (P- p). Zwykle jest ono male

i suszenie moze trwac dlugo. Otwarcie

lufcika jest l.amicr/onym Lwiekszeniem

nieszcLclno\l:i. przyspieszajacym wysychanie

bieli lny d.tieki w.zrostowi róznicy preznosci.
Ale nie tylko -- intensywniejsze prady

konwekcyjne zwiekszaja predkosc powietrza
wzgledcnl powierzchni suszonej, co równiez

daje pozadany skutek. Doswiadczenie

zyciowe gospodyni podpowiada jej, jak
dalece nalezy rozhermetyzowac mieszkanie.

Przesada i tym razem nie jest wskazana.
Dlaczego?

o poczatkach metody aksjomatycznej

Dr Jan WASZKIEWICZ

Jak'juz pisalem (Delta 3/1979), metode dedukcyjna i jej najdoskonalsza postac - metode

aksjomatyczna mozna wyprowadzic ze zwyklej praktyki dyskusji, niezmiernie rozpowszechnionych
w starozytnej Grecji. Warto zobaczyc, co o strukturze pierwszego znanego nam aksjomatycznego
wykladu matematyki - "Elementów" Euklidesa moze n'am powiedziec taka interpretacja.
Euklides podzielil swoje "Elementy" na 13 ksiag, z których kazda rozpoczyna definicjami
nowo wprowadzanych pojec. W pierwszej ksiedze po dwudziestu trzech definicjach nastepuja
podstawowe stwierdzenia, przyjmowane bebdowodu (a wiec aksjomaty, we wspólczesnym
rozumieniu tego slowa). Zostawmy na boku definicje, które warte sa osobnego omówienia.
Warto moze jedynie powiedziec, ze równiez wsród nich kryja sie twierdzenia, dotyczace natury
definiowanych obiektów, które we wspólczesnych ujeciach wlaczone bylyby raczej do systemu
pewników, badz z pewników wyprowadzone. Tak wiec definicje i pewniki nalezy rozpatrywac
lacznie, jako podstawe calego systemu.
Po definicjach nastepuja postulaty i aksjomaty, których liste za chwile przytocze. Tutaj jeszcze
wspomne, ze w terminologii Euklidesa pierwsza grupa oznaczona jest slowem "wymagania"

(slowo "postulatum" jest doslownym lacinskim tlumaczeniem tego terminu), natomiast druga
grupa stwierdzen nazwana jest "pojeciami ogólnymi".
A oto spis postulatów, przytoczony za ksiazka ,,0 Elementach Euklidesa", PWN, Warszawa 1956:

,,/. Zaklada sie, ze od kazdego punktu do kazdego punktu mozna poprowadzic linie prosta.

2. I ze ograniczona prosta mozna ciagle przedluzac po prostej.
3. I ze z kazdego srodka kazdym rozwarciem mozna zakreslic kolo.
4. I ze wszystkie katy proste sa równe miedzy soba.

5. I jezeli prosta padajaca na dwie proste tworzy Po jednej stronie katy wewnetrzne, które w sumie
sa mniejsze od dwóch prostych, to te proste przedluzone nieograniczenie schodza sie po tej stronie,
po której katy te w sumie sa mniejsze od dwóch prostych".

Ostatni postulat, slynny "postulat o równoleglych" jest juz w samej swojej formie wyraznie
rózny od pozostalych. Nic wiec.dziwnego, ze to on wlasnie budzil liczne kontrowersje w ciagu
stuleci. Ale nie o tym teraz mowa.
A oto spis aksjomatów:
,,/. Równe jednemu i temu samemu sa miedzy soba równe.

,2. / jezeli do równych dodaje sie równe, to i cale sa równe.
3. I jezeli od równych odejmuje sie równe, to reszty sa równe.
4. I wzajemnie przystajace sa miedzy soba rÓwne.

5. I cale jest wieksze od czesci".

Jak mozna uzasadnic podzial podstawowych zalozen systemu na te dwie grupy? Pierwsza,
rzucajaca sie w oczy róznica polega na tym, ze wszystkie postulaty bezposrednio dotycza
obiektów geometrycznych - dotycza wiec samego przedmiotu rozprawy, niejako okreslaja jej
przedmiot i zakres. Natomiast aksjomatom mozna nadac znaczenie znacznie ogólniejsze -
nie wspomina sie w nich bowiem o zadnych obiektach geometrycznych, a jedyny geometryczny
termin "przystawanie" w aksjomacie 4 nie musi byc (i tak zapewne bylo w czasach Euklidesa)
interpretowany we wspólczesny, czysto geometryczny sposób. Druga róznica widoczna jest
w sposobie, w jaki obie te grupy uzywane sa w tekscie "Elementów". Otóz z postulatów
korzysta sie (na ogól) swiadomie, otwarcie powolujac sie na nie w rozumowaniach
matematycznych. Natomiast aksjomaty sa rejestrem (nie wszystkich!) sadów, które wykorzystuje
sie z reguly milczaco. Dopiero glebsza analiza pokazuje nam, w których miejscach i jaki uzytek
z nich uczyniono.
Tak wiec, mozna powiedziec, ze inicjujac. dyskusje nad geometria, Euklides rozpoczal ja od
stwier.dzen, które mozna ujac nastepujaco. "Uzywane przeze mnie pojecia znacza dla mnie
co nastepuje (tutaj nastepowalaby lista definicji) ... Od dyskutujacego domagam sie (postuluje)
akceptacji nastepujacych stwierdzen (tu wymienic naleialoby postulaty) ... Wreszcie, uwazam
.za oczywiste i beda w dalszym ciagu milczaco wykorzystywal nastepujace stwierdzenia (i tutaj
wymienic nalezy aksjomaty) ... "

Podzial pewników na dwie grupy nie jest wlasciwy jedynie Euklidesowi. Stosuje go równiez
w swoim traktacie ,,0 kuli i walcu" Archimedes (choc nie jest jasne, czy kryterium podzialu
jest dokladnie to samo co u Euklidesa, o róznicach swiadczy chocby inne nazewnictwo obu
grup). Pierwszy zas kodyfikator metody dedukcyjnej, Arystoteles, piszac o postulatach zestawia
je z "hipotezami". Jedne i drugie przyjmowane sa przez nauczyciela (prowadzacego dyskusje)
bez dowodu. Hipotezy przyjmowane sa chetnie, czy wrecz traktowane za oczywiste, przez obie
strony, natomiast takiego wymogu oczywistosci nie stawia sie postulatom. Obie strony moga
nie miec o nich wyrobionego zdania, badz nawet byc zdania przeciwnego.
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Rozwiazanie zadania M 252. Gdy x jest

dowolna liczba parzysta, liczba P(x) - PW) =
= anx"+ ... +alx jest parzysta,
a wiec P(x) jest nieparzyste. Z kolei gdy x
jest nieparzyste. mamy

P(x)-P(I) =.an(xn-I)+ ... +a,(x-l)

i poniewaz potegi x sa nieparzyste. równiez

P(x)- P(l) jest parzyste. Wobec tego P(x)
jest nieparzyste i wobec tego zadna liczba
calkowita nie moze byc pierwiastkiem P(x).

Rozwiazanie zadania F 89. W danym

problemie powietrze mozna traktowac jak
gaz doskonaly. Wobec tego, energia

wewnetrzna powietrza za wartego

w mieszkaniu równa sie iloczynowi liczby
czasteczek i ich sredniej energii kinetycznej,

badz, co na jedno wychodzi. proporcjonalna
do iloczynu liczby moli gazu i jego

temperatury bezwzglednej. W naszym

przypadku jest to usredniona przestrzennie
temperatura mieszkania

u - nT.

Wlaczenie piecyka podwyzsza temperature

gazuI a jednoczesnie nastepuje zmiana jego
ilosci (czesc rozgrzanego gazu o wiekszym
cisnieniu przenika do atmosfery przez
nieszczelnosci). Eliminujac liczbe moli n

za pomoca równania Clapeycona PV =
= nRT otrzymuje sie ostatecznie:

Wynik nie zalezy od temperatury. Jesli
w trakcie nagrzewania wartosc wyrazenia

stojacego w liczniku nie ulegnie zmianie
(w jakich przypadkach moze to nastapic?).

energia wewnetrzna powietrza zawartego
w mieszkaniu równiez sie nie zmieni. Po
cóz ogrzewamy wiec mieszkania? Na to
pytanie Czytelnik z pewnoscia sam odpowie.
W rozwiazaniu pominelismy milczeniem
wspólczynnik proporcjonalnosci w pierwszej

z relacji. Jest nim molowe cieplo wlasciwe
przy stalej objetosci. Przyjelismy jego

stalosc w ramach rozpatrywanego modelu.

Dokladniej rzecz biorac, poszczególne

skladniki powietrza róznia sie wartoscia
tego ciepla. Czytelnik zechce sprawdzic,
iz nawet po uscisleniu wynik pozostaje
sluszny, o ile sklad mieszaniny gazowej
nie ulega zmianie.

Mozna wiec powiedziec, ze zadaniem hipotez, czy tez aksjomatów (w terminologii Euklidesa
symptomatycznie nazwanych "pojeciami ogólnymi" .czy tez "powszechnymi"') byloby jawne
ujecie pewnych elementów "zdrowego rozsadku", czy tez intuicji wspólnej dyskutantom. Jesli
tak, to powstaje pytanie, jaka role moga pelnic takie ustalenia.
Wydaje sie, ze pelnia one glównie role selekcjonujaca potencjalnych rozmówców (tak, jak
postulaty okreslaly zakres dyskusji). Deklarujac je, prowadzacy dyskusje stwierdzal, ze bedzie
rozmawial jedynie z tymi, którzy podobnie jak on akceptuja pewne powszechne sady. Jednakze
postepowanie takie ma sens jedynie wówczas, gdy wsród potencjalnych dyskutantów zdarzyc
sie moga tacy, którzy nie akceptuja sadów oczywistych dla innych i swoimi sprzeciwami
paralizowaliby spór z chwila, gdy prowadzacy go uzywaliby niedozwolonych (ich zdaniem)
argumentów.

Czy jednakze mozna byloby znalezc ludzi, którzy watpiliby w prawdziwosc zdania, ze, ,cale jest
wieksze od czesci"? Tak, byli tacy i bynajmniej nie nalezeli do rzadkosci.
Cala szkola myslicieli sklonnych do odrzucenia przynajmniej niektórych aksjomatów Euklidesa
zapoczatkowana zostala na przelomie VI i V wieku przed nasza era przez Parmenidesa. Od
nazwy miejscowosci, w której urodzil sie i dzialal Parmenides (i jego uczniowie), nosi ona
nazwe elejskiej. Grupe te wysuwamy na poczatek dlatego, ze jej posrednia rola dla rozwoju
matematyki jest trudria do przecenienia. Sarn Parmenides uchodzi za pierwszego, który

/uzasadnial wypowiadane przez siebie sady - a wiec za twórce dialektycznej metody filozofii,
a posrednio - metody dedukcyjnej. W swoim zaufaniu do dedukcji posuwal sie Parmenides
tak daleko, ze w przypadku rozbieznosci miedzy wynikami swoich rozumowan (nie zawsze
w pelni poprawnych) a swiadectwami danych zmyslowych - opowiadal sie po stronie tych
pierwszych. Prowadzilo to wprawdzie do wielu pogladów brzmiacych dla nas dziwnie, ale
mialo dla rozwoju nauk dedukcyjnych daleko idace znaczenie. Postawe zblizona do postawy
Parmenidesa reprezentuja po dzis dzien liczni matematycy (juz sarn wybór pracy nad badaniem
tworów czysto abstrakcyjnych swiadczy o systemie wartosci), a i wsród fizyków teoretyków
mozna znalezc wielu jej zwolenników ...

Nas tu interesuje wszakze uczen Parmenidesa, Zenon z Elei, który zostawil po sobie kilka
paradoksów (aporii - co w doslownym znaczeniu oznacza trudnosci), majacych na celu
pokazanie, ze nie istnieje ruch, ani mnogosc (czy tez wielosc). Wniosek, który stad wysuwal,
byl taki, ze to, co istnieje naprawde (a nie tylko w zludnym swiecie naszych wrazen
zmysloWych), musi byc jedno, niepodzielne i niezmienne. Nie miejsce tu na rozwazanie
filozoficznych koncepcji Zenona, warto jednakze z.auwazyc, ze jego aporie przez wiele stuleci
zaprzataly uwage filozofów oraz przedstawicieli nauk, które z ruchem i wieloscia maja do
czynienia - matematyki i fizyki. Jeszcze obecnie zdarzaja sie nowe poswiecone im opracowania,
a autorowi tego artykulu znany jest wspólczesny przypadek, kiedy powazne potraktowanie
paradoksów Zenona doprowadzilo do przewartosciowania podstawowych koncepcji
matematyki. Pozwolilo to zbudowac alternatywny system teorii mnogosci daleko odbiegajacy od
powszechnie przyjmowanego, równiez akceptowalny z czysto logicznego punktu widzenia,
a powodujacy istotne zmiany w calym nadbudowywanym nad teoria mnogosci gmachu
matematyki. (Chodzi tu o tzw. alternatywna teorie mnogosci czeskiego matematyka Petra
Vopenki).

Dwa sposród paradoksów Zenona - paradoks strzaly i paradoks Achillesa scigajacego sie

z zólwiem - sa dobrze znane. Poswiecmy wiec nieco uwagi dwóm innym.
Najbardziej znana sposród skierowanych przeciw wielosci "aporia miary" doszla do nas
W sformulowaniu: "Jesli istnieje mnogosc, to powinna ona jednoczesnie byc wielka i mala i przy
tym wielka bez granic i mala bez granic". Czytelnika zainteresowanego prawdopodobnym
tokiem rozumowania Zenona odeslac musze do pierwszego tomu "Historii matematyki" (praca
zbiorowa pod redakcja A. P. Juszkiewieza), Warszawa 1975, PWN, gdzie znalezc mozna analize
zarówno tej, jak i innych aporii. Dla nas w tym miejscu bedzie wazne jedynie nastepujace
spostrzezenie. Jesli wezmiemy mnogosc wielka bez granic, to J)a mocy aporii miary jest on~
jednoczesnie mala bez granic. Pierwszy aksjomat Euklidesa daje nam wiec równosc wielkiego
bez granic i malego bez granic. To, ze w wielkosci wielkiej bez granic znajdziemy czesc mala
bez granic, jest latwe do pokazania metodami nie odbiegajacymi od stosowanych przez Zenona.
Czesc wiec bedzie równa calosci ...

Oczywiscie mozna przyjac te aporie za prawdziwa i w zwiazku z tym odmówic sobie i innym
prawa uzywania aksjomatów Euklidesa i wniosków, które za ich pomoca otrzymano. Mozna
tez odrzucic rozumowanie (nie jest ono w pelni poprawne), badz stosowane w nim nieostre
pojecia ... Nie twierdze, ze wszystkie wyjscia sa równie dobre, czy prowadza do równie
interesujacych konsekwencji. Wiadomo tylko, ze po sformulowaniu aporii trzeba bylo jakos do
nich ustosunkowac sie. Mozna to bylo zrobic chocby tak, jak Euklides. Ustalajac swoje
aksjomaty odmówil on po prostu dyskusji nad problemami pasjonujacymi Zenona i licznych
jego uczniów. Nazwa, jaka nadal swoim aksjomatom - "pojecia ogólne", swiadczy ze uczynil
to zgodnie ze swoimi najglebszymi przekonaniami, nie zas dla samej przyjemnosci toczenia sporu
w imie zasady "zobaczymy, co z tego wyniknie" ...
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mala del10

Kólko i krzyzyk z·sila ciezkosci
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Wszyscy zapewne znaja klasyczny wariant gry w kólko
i krzyzyk. Jest to gra malo ciekawa; o ile obie osoby sa
uwazne, to konczy sie ona zawsze remisem. Inne warianty
tej gry prezentowane juz byly w Delcie (np. 3/1978).

A oto inna odmiana, ostatnio osiagalna w sklepach
z zabawkami. Wyobrazcie sobie przezroczyste pudelko
w ksztalcie prostopadloscianu, które zostalo podzielo'ne
na siedem identycznych sektorów.
Graja dwie osoby. Jedna ma 21 kulek bialych, druga
21 czarnych. Grajacy kolejno wrzucaja po jednej kulce
do wybranego sektora. W kazdym sektorze miesci sie
dokladnie 6 kul, ukladaja sie one dokladnie jedna nad
druga. Wygrywa gracz, który pierwszy ulozy cztery kule
swojego koloru obok siebie tak, by tworzyly linie pozioma,
pionowa lub nachylona pod k'atem 45° do poziomu,
czyli otrzyma jeden z nastepujacych ukladów
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Gra jest bardzo ciekawa i grac w nia mozna bez
specjalnego pudelka z kuikami. Wystarczy kartka papieru
i pisak. ,Rysujemy prostokat o wymiarach 7 na 6.
Zamiast wrzucac kule do pudelka, kazdy z graczy kolejno
zaznacza swój ruch odpowiednim symbolem (jeden ,,0"
drugi "x"), przy czym uwaga: w danym sektorze (sa to
teraz kolumny prostokata) mozemy postawic znak tylko
w najnizszej wolnej kratce (kulka spada w najnizsze
polozenie - sila ciezkosci). Przykladowo na ponizszym
rysunku zakreskowano pola, w których mozna postawic
znak.

Wygrywa gracz, który jako pierwszy ustawi cztery swoje
symbole obok siebie tak, by tworzyly linie pozioma,
pionowa lub nachylona pod katem 45° do poziomu
(analogicznie jak w klasycznym wariancie 3 x 3).
Ciekawy jest problem, czy którys z grajacych (zaczynajacy
lub drugi) ma strategie zapewniajaca mu

a) wygrana, .
b) remis.

Dr Edward STACHOWSKI
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Teczowe luki

Swiete slowa ...

Gdym 30 Jat ternu - Cl.esto ze Lwowa do

Drohobyczy w Samborskie przyjezdzal,

pamietam jak sie niecierpliwilem na

wlosci5!n. ze zamiast malia, smarowali wozy
ropa smierdzaca. której won ostra.
nieznosna. trula mi wszelka przyjemnosc
podrózy.

.. Mniejsza panie, ze smierdzi" - odpowiadali

mi zwykle biedacy. -,.kiedy maz kupowacby
trzeba. a rope darmo pan bóg daje.

Kobieta umacza przedziwo w kiernyci

[ktynicyl, wyzmyka rope do garnka. taj jest
smarowidlo",

I tak uzywano .lego daru bozego przez

dwadLiescia lat - do smarowania wozów,

nim go nazwano nafta. i poznano ze

s~ierdzaca ropa jest istotnie wielkim darem
bozym. - nowem - bo dlugo z~o7nanem

zródlem bogactwa kraju naszego.

Ka/(,l1dar: Naukowy Karola Langiego, 1865.

Dlaczego mamy 10 palców u rak?

Moze dlatego. ze 10 jest jedyna liczba
II > J taka, ze dla kazdej nieparzystej

licl.by pierwszej p II liczba 11- p jest
pierwsza?

(Tli" Fibollac<'i Quart"rly 1979, s. 185)

Kacik Czytelniczy
Futbolowe ETO

Zaraz po przyjezdzie do Warszawy

odszukalem swego serdecznego przyjaciela

j dlugoletniego wspólpracownika, inzyniera

Wojciecha Skoczka, matematyka,

specjalizujacego sie w dzi~dzinie informatyki
i na komputerze przeliczylismy wszystkie

mozliwosci ukladów w naszej grupie. Dania,
'Cypr, Polska i Portugalia mialy w sumie

rozegrac dwanascie spotkan. Z tego odbyl
sie juz jeden mecz [ ] i pozostawalo

jeszcze jedenascie [ ] Komputer wyliczyl,

ze awansujemy przy zdobyciu ·lO punktów

na 12 mozliwych, pod warunkiem, ze nie

stracimy tych dwu punktów z druzyna X,
która zabierze 3 punkty druzynie Y.
(Jacek Gmoch - Alchemia fu/bolfl,
KAW 1978, s. 140)

Zalamanie swiatla, czyli zmiana kierunku 9iegu promieni swietlnych
przy przejsciu przez przezroczysty przedmiot, jest zródlem wielu interesujacych
zjawisk. Do najciekawszych naleza róznego rodzaju tecze, które powstaja, gdy
ciala zalamujace swiatlo maja bardzo regularne ksztalty - kuliste w przypadku
kropel deszczu, lub malenkich kropelek mgly i chmur, czy tez foremne
szesciokatne dla krysztalków lodu.
Równolegle promienie sloneczne po odbiciu od wewnetrznych powierzchni kropel
lub po przejsciu przez szesciokatne platki shiegu biegna dalej glównie w jednym
okreslonym kierunku (42° od osi 'Slonce ~ obserwator dla kulistych kropel wody
oraz 22° dla krysztalków lodu). Te krople (platki), dla których ów kierunek
zmierza do obserwatora sa dla niego zródlem teczy, a symetria osiowa zjawiska
powoduje, ze odpowiedni luk teczowy jest wiekszym lub mniejszym fragmentem
kola. Charakterystyczne zas ela teczy kolory biora sie stad, ze swiatlo o róznej
barwie zalamuje sie niejednakowo. A oto kilka zjawisk teczowych, jakie mozna
zaobserwowac w Polsce:

l. Zwykla tecza deszczowa.
Powstaje po przeciwnej do Slonca stronie i jest kolem o promieniu katowym
równym 42°. Najwieksze fragmenty tego kola widac wiec z wysokich wzgórz
i przy nisko polozonym Sloncu. Czasem widac tez tzw, tecze wtórna o wiekszym
promieniu i o przeciwnym ukladzie kolorów. '

2. Tecza z odbicia w wodzie.

Pojawia sie nad jeziorem i towarzyszy teczy zwyklej. Jej zródlem jest obraz
Slonca powstajacy z odbicia w tafli wodnej. Obie tecze, zwykla i z odbicia,
zacz~naja sie w tym samym miejscu ale ta druga jest fragmentem kola polozonego
wyzej.

3. Odbicie teczy.
Mozna je równiez zobaczyc nad woda. Nie jest to jednak zwykle odbicie luku
teczy w zwierciadle wodnym, gdyz obraz w wodzie powstaje z innych kropelek
deszczu. Tecza odbita jest wiec bardziej plaska i usytuowana inaczej wzgledem
chmur.

4. Aureola teczowa.
Otacza cien samolotu n.a chmurach lub cien glowy obserwatora stojacego w górach
nad chmurami. Tym razem zródlem teczy sa mikroskopijne kropelki wody. Wtedy
_promien kola teczowego nie równa sie juz 42° i zalezy od rozmiarów kropelek.
Z tego samego powodu kolory nie sa zbyt wyraznie widoczne.

5. Tecza sloneczna na mokrej trawie.
Krople wody nie sa teraz rozrzucone w calej przestrzeni, ale znajduja sie mniej
wiecej na plaszczyznie. Powstajaca tecza nie jest wtedy fragmentem kola,ale
hiperboli.

6. Tecza od latarni na mokrej trawie.
Zródlo swiatla jest bUsko i promienie nie sa równolegle, ale rozbiezne. Tecza jest
wiec fragmentem krzywej bardziej zlozonej. Mozna ja oczywiscie wykreslic
poslugujac sie "prawem 42°".

Przejdziemy teraz do zjawisk swietlnych zimowych, wywolanych przez znajdujace
sie czasem w powietrzu krysztalki lodu. Zjawiska te sa bard?:o rzadkie i w Polsce
moga byc zaobse.rwowane tylko podczas ostrej zimy.
7. Aureola sloneczna (widmo Brockenu).
Luk teczowy dokola Slonca o promieniu katowym równym 22°. Powstaje przez
zalamanie swiatla w chaotycznie spadajacych plaskich, szesciokatnych
krysztalkach lodu. ,_
8. Dwa obrazy Slonca.
W wyniku oporu stawianego przez powietrze wiekszosc plaskich szesciokatów
lodu spada nie chaotycznie, ale prawie poziomo, podobnie jak spadajaca karta
pocztowa, czy tez tonacy w wodzie talerz. Zalamanie swiatla w tych poziomych
krysztalkach daje dwa obrazy umieszczone pozIOmo po obu stronach Slonca
w odleglosci katowej równej znow 22°. Obrazy te moga byc widoczne tylko wtedy,
gdy Slonce znajduje sie nisko nad horyzontem.
9. Slup sloneczny.
Swietlna kolumna pojawiajaca sie nad i pod Sloncem. Zródlem jej nie jest
zalamanie swiatla w krysztalkach lodu, ale lustrzane odbicie od plaskich
powierzchni poziomo spadajacych platków.

W c.kolicach podbiegunowych wszystkie te zjawiska wystepuja czesto równoczesnie.
Pojawiaja sie tez wtedy slupy poziome, tecze zenitalne i wiele innych.
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Czego sie mozna nauczyc obserwujac "mlotki litowe"?

Doc. dr Joanna STEPANIAK

Termin "reakcja jadrowa" kojarzy sie zwykle absolwentowi
wspólczesnej szkoly sredniej z oddzialywaniami nukleonów

o energiach rzedu kilku Il.lbkilkunastu megaelektronowoltów
z jadrami. Reakcje te prowadza do rozszczepienia ciezkich
jader. Czy potrafilbys jednak Czytelniku odpowiedziec na
pytanie, co sie stanie, jesli uderzy w jadro czastka, której
energia setki czy tysiace razy przewyzsza energie wiazania
nukleonów w jadrze? Podobne pytanie, zadane przed kilkunastu
laty przez jednego z profesorów w czasie egzaminu z fizyki
doswiadczalnej, wywolalo wsród studentów oczekujacych na
egzamin pewna konsternacje. Trzeba dodac, ze profesorowi
chodzilo raczej o sposób podejscia do nowego problemu, niz
o wiedze na poruszany temat - fizyka aastek elementarnych
i fizyka jadrowa wysokich energii nie nalezaly do programu
wykladu. Ponadto by(to okres, kiedy dopiero zaczeto
przyspieszac czastki w akceleratorach do energii rzedu
dziesiatek gigaelektronowoltów i informacje doswiadczalne
o ich oddzialywaniu z jadrami byly jeszcze ubogie.
- Proces moze wygladac podobnie do strzalu z karabinu do
wielkiej kropli cieczy - powiedzial jeden ze studentów.
W pierwszej chwili pocisk wyzlobi tunel, a nastepnie rozdygotana
kropla wyrzuci kilka drobnych kropel.
- Ale przeciez jadro sklada sie z nukleonów i odleglosci miedzy
nimi sa wielokrotnie wieksze od promienia nukleonu. Czy nie
powinno sie raczej mówic o procesie podobnym do zderzenia
kuli bilardowej z gromada podobnych kul - powiedzial ktos
inny. Wtedy nalezaloby rozwazac cos w rodzaju sekwencji
kolejnych zderzen.

- Od razu widac, ze nie slyszeliscie o produkcji nowych czastek.
Przeciez przy takich energiach w zderzeniu rodza sie mezony
i inne nowe czastki. Moze wlasnie to jest najwazniejsze ­
powiedzial inny student.

- No dobrze, ale skoro w pytaniu jest mowa o jadrze, to
pewnie chodzi o to, co' sie z nim stanie, a nie o to jak wyglada
zderzenie pojedynczych nukleonów - nie dawal za wygrana
zwolennik kroplowego modelu jadra:
- A moze najlepiej byloby zobaczyc jak jest naprawde.
Przeciez chyba robiono takie doswiadczenia - pogodzil
wszystkich ktos, kto nie lubil spekulacji myslowych.
Kiedy kilka lat pózniej zajmowalam sie jako mlody pracownik
naukowy badaniem oddzialywan czastek wysokich energii
z jadrami, przypomnialam sobie te dyskusje z czasów studenckich.
Zdalam sobie wtedy szybko sprawe, ze "zobaczyc jak jest
naprawde" wcale nie jest latwo. Liczba produktów
oddzialywania bywa bardzo duza. W niektórych przypadkach
obserwuje sie kilkadziesiat czastek naladowanych wychodzacych
z obszaru oddzialywania, nie mówiac <;> neutronach i innych
czastkach neutralnych. Przyklad takiego wlasnie oddzialywania
z duza liczba czastek wtórnych przedstawiony jest na zdjeciu.

Zdarzenie zostalo zarejestrowane w emulsji jadrowej
i zaobserwowane pod mikroskopem optycznym. Wywolal je
proton przyspieszony w akceleratorze do energii 24 GeV. Na
podstawie obserwacji wielu takich zdarzen stosunkowo szybko
udalo sie ustalic, ze produkty reakcji mozna podzielic na trzy
grupy. Bardzo szybkie, slabo jonizujace czastki, skolimowane
w kierunku lotu czastki pierwotnej, sa w wiekszosci mezonami
produkowanymi przez szybka czastke w jej drodze przez jadro.
Prawie ciagle tory czastek powolnych, rozlozone izotropowo
odpowiadaja prawdopodobnie produktom rozpadu
wzbudzonego jadra. Charakterystyki torów o posredniej

jonizacji swiadczyly o tym, ze zostaly one pozos,tawione przez
nukleony wybite w wyniku rozwijajacej sie kaskady zderz"n.
Jak jednak uzyskac bardziej precyzyjne informacje
o wspomnianych procesach? Identyfikacja i pomiar energii
wszystkich czastek wychodzacych z jadra byly wówczas zadaniem
ze sfery fantazji, a i obecnie sa praktycznie niemozliwe nawet
przy uzyciu nowoczesnych technik detekcyjnych.
Cz)(jednak naprawde jest sens mierzyc "wszystko"? Co wlasciwie

zrobilibysmy z otrzymana; ogromna iloscia informacji? Na jakie
pytanie chcemy dac odpowiedz? Dla zbadania mechanizmu

deekscytacji wzbudzonego jadra, poznania jego energii
wzb.udzenia, najbardziej charakterystyczna wydawala sie byc
emisja wiekszych grup nukleonów. Wykorzystalismy do analizy
tej emisji obserwacje dosc szczególna i na pierwszy rzut oka nie
charakterystyczna dla calosci oddzialywania. Mianowicie niektóre

tory, zwykle o niezbyt dlugim zasiegu koncza sie czyms w rodzaju
poprzeczki. Zdjecie jednego.z takich torów mozesz Czytelniku
obejrzec na zdjeciu.

Uwazny obserwator moze zauwazyc sekwencje ziaJ:en
ukladajaca sie w linie celujaca w punkt przeciecia toru
z "poprzeczka". Jest to slad elektronu. Tory takie
pozostawia promieniotwórcze jadro 8 Li. W wyniku emisji
elektronu zmienia sie ono w nietrwaly izotop berylu, który
z kolei rozpada sie na dwie czastki alfa. W gwarze uzywanej
w laboratorium tor tego typu nazywany jest mlotkiem litowym.
Zbadanie kilkuset tego typu zderzen pozwolilo poznac, praktycznie
dokladnie rozklady energetyczne i katowe jednego, dobrze
okreslonego fragmentu jadrowego. Poza przeprowadzeniem
pomiarów zasiegów torów i katów ich emisji konieczne bylo
oczywiscie uwzglednienie szeregu poprawek zwiazanych
z mniejszym prawdopodobienstwem obserwacji niektórych­
konfiguracji kinematycznych. Na przyklad tory fragmentów
o dlugim zasiegu, emitowanych pod katami bliskimi 90° nie
zawSZe konczyly sie w jednej warstwie emulsji. Zauwazenie tego
typu przyczyn znieksztalcen jest jednak podstawowym '

obowiazkiem kazdego doswia'dczalnika, a wprowadzenie
odpowiednich poprawek bylo mozliwe.
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Ostatecznie otrzymane widmo energii fragmentów litowych ma
ksztalt bardzo podobny do znanego z termodynamiki
klasycznej maxwellowskiego widma energii czastek wyparowanych
z cieczy. Jest tylko nieco przesuniete ku wiekszym energiom, co
latwo mozna zrozumiec, jesli zauwazyc, ze fragment wychodzac
z naladowanego jadra musi pokonac bariere kulombowska·
Nie bylo teraz powodu, zeby nie'l)osunac dalej analogii Izparujaca
kropla i nie przypisac parametrc.vi wystepujacemu we wzorze
opisujacym ksztalt energii znaczenia temperatury. Znany z
termodynamiki zwiazek miedzy temperatura i energia swobodna
ukladu pozwolil na wyznaczenie energii wzbudzenia jadra.
Iw tym momencie pojawila sie trudnosc. Nasz zadziwiajaco
prosty i intuicyjnie zrozumialy model zaczal sie zalamywac. ,
Otrzymana energia wzbudzenia okazala sie porównywalna
z calkowita energia wiazania jadra. Natychmiast pojawila sie
watpliwosc, czy jest wtedy sens mówic o analogii z procesem
powolnym, jakim jest parowanie. Moze nie ustala sie wtedy
pelna równowaga termodynamiczna, a moze przy tak duzych
wzbudzeniach mamy do czynienia ze zjawiskami jakosciowo
nowymi, tworzeniem sie czegos w rodzaju nowej fazy materii
jadrowej. Obecnie, kiedy jestesmy na etapie poznawania
kwarkowej struktury nukleonów, naturalne staje sie rozwazenie

mozliwosci zlewania sie nukleonów w jedna krople materii

kwarkowej. Przejscie takie mogloby wystapic dopiero przy
bardzo duzych energiach wzbudzenia, poniewaz jest to stan
niewygodny energetycznie. Niezaleznie jednak od tego, co nowego
zdarzy sie w opisywanej dziedzinie badan, wydaje sie, ze dobrze
jest projektowac eksperyment majac jakas robocza hipoteze,
szkic modelu teoretycznego, który dostarczy aparatu
matematycznego. Czesto model taki do pewnego momentu
pracuje, czasem zbyt dlugo staramy sie go ratowac, az
w pewnym momencie koniecznosc postawienia nowej hipotezy
staje sie oczywista. Iw tym wlasnie momencie zaczyna sie postep.
Od czasu, w którym wykonane zostalo doswiadczenie
z, ,mlotkami litowymi" , w technice doswiadczalnej wiele sie
zmienilo. Zmierzone zostaly widma energii wielu fragmentów
wysylanych z róznych jader. Nie spowodowalo to jednak
jakosciowej zmiany w naszym zrozumieniu procesu emisji
czastek wysoko wzbudzonego jadra.
A jakie sa losy modeli teoretycznych opartych na rozumowaniach
podobnych do tego, jakie przeprowadzili cytowani na poczatku
studenci? 'fakze te modele osiagnely w chwili obecnej kres swych
mozliwosci przewidywania i "zestarzaly" sie. Ale to juz inna
historia.

Rozwiazanie zadania M 251. Przystawiajac
do kazdego boku wielokata prostokatny

pagek o szerokosci r = -~ tak, jak to
p

pokazuje rysunek, zauwazymy, ze sasiednie
paski przecinaja sie. Wynika stad, ze
powierzchnia pokryta paskami jest mniejsza
niz r' p = S i wobec tego w wielokacie

znajda sie punkty nie nalezace do zadnego
z tych pasków, Dowolny taki punkt moze

byc zadanym srod~iem kola,

Jak napisac podrecznik fi:?yki
Autorka niniejszego sklonna by byla podzielic znane jej (i zapewne nieznane, choc bujna
rozmaitosc panujaca we Wszechswiecie pozwala dopuszczac mozliwosc innych rozwiazan)
podreczniki na dwie zasadnicze kategorie: '
I - Podreczniki napisane przez kogos, kto wyobraza sobie, ze znana jest mu dana dyscyplina
wiedzy lub dany jej poddzial, kto dostrzega dojmujacy brak podrecznika lub braki podreczników

i kto decyduje sie takowa luke uzupelnic.
Tego rodzaju podreczniki zasluguja sobie rychlo na pogardliwe miano dziel powierzchownych,
a znawcy przedmiotu odradzaja ich uzywania licznym rzeszom uczniów, którzy z przedziwnym
uporem pozostaja im wierni mimo niecheci nauczycieli, mimo i~ nauka idac naprzód dawno
przekroczyla ich ramy, mimo ostrzezen.
2 - Podreczniki napisane przez kogos, kto zostal zaszczytnym obowiazkiem napisania
podrecznika obarczony z zewnatrz, czyli podreczniki napisane na zlecenie.

Te podreczniki zasluguja sobie na miano nieudolnych, kiedy, rzecz jasna, minie ich wiosniana
swiezosc, w której to dobie budza jeszcze niejasne nadzieje zarówno w autorze, jak
w zleceniodawcy (okres swiezosci takiego podrecznika przekracza z reguly nader nieznacznie
okres oczekiwania na jego ukazanie sie, kiedy to z reguly okreslany bywa jako swietny).
Autorka nie odwazy sie kwalifikowac istniejacych juz podreczników, nie ma zamiaru wyrazac
~wojej opinii na temat zarysowanych tu kategorii (choc, rzecz jasna, swoje zdanie na ten temat
posiada), podobnie zawioda sie ci wszyscy, którzy w niniejszym artykule spodziewaja sie znalezc
odpowiedz na pytanie kluczowe - jak zdobyc zlecenie?
Powiedzmy, ze mamy koncepcje zdobycia takiego zlecenia, zapewnienie osób odpowiedzialnych,
znajomosci, stosunki czy wrecz podpisana umowe.
Powiedzmy, ze nie niepokoi nas pytanie, czy napisane przez nas dzielo wejdzie istotnie jako
obowiazujacy podrecznik do praktyki szkolnej, ze, powiedzmy, odznaczamy sie
chorobliwa pewnoscia siebie, która nie dopuszcza stawiania takich pytan, lub ogólnym brakiem
inteligencji, ktÓry nie pozwala przewidziec konsekwencji ewentualnej przegranej lub wygranej

w tej dyscyplinie ..
Powiedzmy, ze handlowa strona zagadnienia w ogóle nas nie dotyczy, na przyklad dlatego,
ze jestesmy wstepnie bardzo zamoznymi ludzmi.
JAK napisac podrecznik fizyki, oto pytanie!
W tym miejscu pozwólmy sobie na lekka zmiane stylizacji, aby dokonac spostrzezen, bez których
nie da sie przejsc do nastepnej czesci artykulu, czesci merytorycznej.
W zwiazku z rozwojem przemyslu i techniki gospodarka panstwowa potrzebuje coraz
wiecej nauki. Szczególnie fizyka zawiera w sobie nieograniczone mozliwosci coraz nowych
zastosowan. Ilez nowych technologii byloby niemozliwych do zastosowania, wezmy chocby
produkcje telewizorów. Jedynie fizyka moze dac wlasciwe podstawy technice i postepowi
technicznemu w ogóle. Fizyka jest odporna na' dzialanie slabych kwasów i zasad oraz slonej
wody morskiej, natomiast rozpuszcza sie w toluenie, dwusiarczku wegla i benzenie ... Stop!

15



i równie latwo to sprawdzic.

Palindromiczne kwadraty

Oscylator liczbowy

Tu autorka nieco sie zagalopowala i musi przyznac ze wstydem, ze nie bedac specjalnie mocna
w tym rodzaju literatury, posluzyla sie jako wzorem artykulem o gutaperce ("Problem)C,
nr 12(69)/1951). Nie ma to wiekszego znaczenia. [tak wiadomo, o co chodzi:

a) - o uzasadnienie, ze dana galaz wiedzy zasluguje na kultywowanie, bo jest szczególnie wazna
(tak jakby mniej wazne galezie wiedzy byly systematycznie likwidowane),

b) - o zaznaczenie, ze w danej galezi wiedzy zarysowal sie ostatnimi czasy niebywaly postep
(i tu nalezy zauwazyc, ze istotnie w latach 1900-1940 fizyka uczynila wielki krok naprzód).
Wypada, abysmy piszac podrecznik mieli na wzgledzie rezultat naszych dydaktycznych
poczynan. Wazne jest bowiem, by uczen nasz "sprawdzil sie" w swiecie, by potrafil poradzic
sobie z praktycznymi zagadnieniami, jakie zostana przed nim postawione. Jakiez to zagadnienia ?
Spróbujmy powolac je- w naszej wyobrazni:

Zadanie F 1. Znalezc ruch punktu materialnego o masie m, podlegajacego dzialaniu sily
harmonicznej oraz sily tlumienia proporcjonalnej do predkosci ruchu.

Aby sformulowac to zadanie, potrzebne bylo pare setek lat pracy fizyków, a i to niektórzy
z nich musieli sie wykazac nie lada rozumem. Odwrotnie niz nasz pieszczoszek, któremu zbiór

zadan ma zastapic swiat, oni mieli swiat, nie mieli zas zadan i nie bylo dla nich bynajmniej
jasne, jakie w ogóle zadania dadza sie, jakie zas nie dadza sformulowac, powiedzmy,
o sprezynie. Stawali wobec sprezyny i sami formulowali ilosciowe zaleznosci, poslugujac sie
warsztatem matematycznym z rózna sprawnoscia, a czestokroc w nieodpowiedzialny zgola
sposób. (Nawet wybór owego warsztatu zdaje sie pochodzic z ich reki, gdyby bowiem wybrali
jakis inny opis, fizykometria bylaby dyscyplina wprowadzona w fizyke dopiero w drugiej
polowie dwudziestego wieku. l jakze tu nie szanowac starych mistrzów!)
Dzis polecenie rozwiazania odpowiedniego równania rózniczkowego mozna wydac studentowi
czy uczniowi, on rozwiaze lub nie, my mamy czyste sumienie - jest to howiem najrzetelniejsze
zagadnienie fizyczne. Gdybysmy mu natomiast kazali zagrac na klarnecie? Aboz to fizyka?
W dziwnym swiecie Lewis Carrolla Alicja znajduje przedmioty opatrzone napisem "Zjedz mnie"
lub "Wypij", lecz ze TO jest oscylator harmoniczny, trzeba zadecydowac samemu.

Zadanie F 2. Znalezc ruch kulki .stalowej o masie lOg zawieszonej pionowo na sprezynie
stalowej o dlugosci 10 cm, gestosci linio~ej 0,1 g/cm i wspólczynniku sprezystosci ...
Poczatkowe wychylenie z polozenia równowagi wynosi 1-2 cm. Doswiadczenie przeprowadzamy
w warunkach pokojowych. Dokladnosc odczytu polozenia wynosi 0.1 cm, zas dokladnosc
pomiaru czasu O,I s.

Problem polega na oszacowaniu (na zdrowy rozum), czy przy tych warunkach i dokladnosci
pomiaru maja znaczenie: niejednorodnosc ziemskiego pola grawitacyjnego (nie), masa
sprezyny (tak), ~dchylenie od prawa Hooke'a (pewni~ nie - z,alezy od wykonania sprezyny),
odchylenie od prawa Stokesa dla oporu powietrza (nie), nie liczac wielu czynników (np. wplyw
Marsa), które wyeliminowali za nas nasi szanowni przodkowie.

Praca ta, wcale nielatwa, moze nas przywiesc do wniosku, ze w pewnych' warunkach (np. przy
odpowiednim stosunku masy kulki do masy sprezyny) zagadnienie da sie sprowadzic do
zadania F 1 - do wiedzy czystej, sprzedawanej u nas przez wiekszosc podreczników zarówno

szkolnych, jak akademickich. /
Logiczna i konsekwentna analiza zjawiska, oddzielenie informacji waznych od nieistotnych
jest kwestia pozostawiona intuicji nauczanego.

W dziwnym swiecie Lewis Carrolla sa, byc moze, obiekty opatrzone objasnieniem "jestem
oscylator harmoniczny", tam tez nalezaloby studiowac wiekszosc naszych podreezników (wraz
z historia Dzambersmoka).

Lecz wezmy taki ciezar przenoszony na linie przez dzwig (wahadlo o ruchomym punkcie
zawieszenia i zmiennej dlugosci) - Alboz to fizyka?

Jest to, jak mysle, zagadnienie czysto inzynierskie, podobnie jak balistyka, podobnie jak
zjawiska swietlne znane wylacznie tym panom, co to kreca reflektory w teatrze.
A przeciez uczac fizyki ksztalcimy techników (równiez na wlasne potrzeby, dodajmy, choc
i samej autorce ta oslatnia uwaga wydaje sie ogromnie nieprzyzwoita).
Powiedzmy jednak, ze pragniemy czegos wiecej niz wyrobienie sprawnosci technicznej
w rozwiazywaniu zadan, ze uczen - komputer nie calkiem nas urzadza, ze przynajmniej pare

prostych i bardziej zasadniczych zjawisk chcemy wyjasnic ..
Wezmy wiec kulke stalowa (jesli jestesmy nastawieni bardziej dydaktycznie, bedzie to pileczka
pingpongowa - model punktu materialnego, a zarazem jedyny kulisty przedmiot, jaki umiemy
wymienic bez zastanowienia). Wezmy dluga sprezysta nic, zbudujmy (lub raczej wyobrazmy
sobie) monochord. Badajmy male 'wychylenia wahadla. Stwórzmy rzeczywistosc fizyczna, która
do prawdziwej ma sie jak piesc do nosa, niech zwyczajny telefon (drgajaca membrana, drgajacy
prad elektryczny) bedzie dla naszego milusinskiego zjawiskiem przerazajacym w swej
bezprzykladnej komplikacji, gdyz powinien on znac amperomierz, woltomierz, cewke
i kondensator, a nie dlubac w instalacji elektrycznej. (Kto bowiem wie, ze taki prad telefoniczny
nikogo nie moze porazic? Operujacy tak kolosalna wiedza nauczyciel przewaznie nie korzysta
z zadnego podrecznika, a czesto prowadzi go to do nauki skladania i rozkladania telefonu
jako takiego, co oczywisCie nie jest fizyka, lecz technika i to malo twórcza. Niebezpieczenstwo

~stniejace, ale nieczeste. "Zlota raczka" z rzadka zostaje nauczycielem).

n = 1,2, ...((09"_ l)'Liczba A = 10"-1

Dodajmy wszystkie czynniki i zwiekszmy
tak otrzymana sume o l; otrzymamy
1+3+2+2+2 = lO.

Z liczba 10 postapmy tak, jak
z poczatkowym 24:

10=2'5, 1+2+5=8,

i dalej tak samo

8=2'2'2, 1+2+2+2=7.

Wezmy dowolna liczbe naturalna, np. 24,
i rozlózmy ja na czynniki pierwsze:

24 = 3, 2·2·2.

W ukladzie'o podstawie numeracji b
pOdobne wlasnosci ma

A = (~(b-I).n~)'bn_1

zawiera wszystkie cyfry poza zerem i jest
palindromiezna. tj. pozostanie soba, gdy

przeczytamy ja wspak. Dla n = I
otrzymujemy

A = 12345678987654321.

Dla n = 2 mamy

A = 112233445566778898877665544332211.

7 jest liczba pierwsza, a wiec .,JUZ

rozlozona" na czynniki, i jesli zastosujemy
do niej opisana wyzej procedure, dostaniemy
1+7!' 8 i dale) bedzie 7, 8, 7, 8, ....
Wezmy na poczatek inna liczbe, np. 782628 =
= 2· 2 . 3 . 7 . 7 . 11 . 11 . II. M.!'my kolejno:
1+2+2+3+7+7+11+11+11 = 55,

55 = 5· II, 1+ 5+ 11 = n,
1+ 17 = 18,

18=2'3'3,1+2+3+3=9,

9 = 3'3, 1+3+3 = 7,

a zatem dalej bedzie juz 8,7,8,7,8,7, ....
Nie tak latwo (chOc mozna) wykazac, ze
niezaleznie od wyjsciowej JicZ9Y zawsze
dojdziemy do 7 i wobec tego do ciagu
7, 8, 7, 8, ... Dla liczb mniejszych niz

200 ósemke otrzymujemy nie dluzej niz
za siódmym krokiem (i tylko 153. 163 i 166
wymagaja az 7 kroków).

1&



Jakie napiecie wykaze woltomierz
podlaczony do dowolnego ogniwa
w ukladzier1
zawierajacym cztery identyczne ogniwa

zgodnie skierowane? Oczywiscie zero!

Z symetrii bowiem wynika. ze wskazania
woltomierza pOdlaczonego do punktów A C

sa dwukrotnie wieksze niz V,.48 i dalei

VAn = 3 VAB oraz VAA = 4 VAB. a to
z pewnoscia równa sie zeru. Mówiac
inaczej. sila elektromotoryczna kazdego

ogniwa jest calkowicie zuzyta na spadek
napiecia na oporze wewnetrznym tego

ogniwa.
(1. P.)

Trzeba czy nie trzeba? czyli rO:'.I'wki

umys/oUJ(' prad:iadkÓU'

Chinski mUf.

Najwiekszy mur na swiecie.

Widzimy mur na granicach Chin.

Zbudowany on z granitu i innych kamieni.

Co kazde trzysta kroków wznosza sie
przepyszne wieze.

U dolu gruboki dwadziescia piec stóp,

u góry pól pietej stopy. Wysoki na

dwadziescia. Wspanialy ten mur ciagnie sie

wzdluz dolin, gór i po przez strumienie.

Od prowincji Edmsi az do Zóltego morza

I fl5 i 1/15 ma dlugosci.
Otacza on wielkie miasto. zaludnione

wielce. a mianowicie miasto Pekin; objetosc

jego wcale nie wielka, moze najwyzej

obejmowac 24 niemieckie mile.

Jezeli masz chec. pieniadze i mocne

trzewiki i jezeli pragniesz dowiedziec sie

wiele to kroków obejmuje mila niemiecka.
a nadto jesli zyczysz sobie obejsc caly mur.

trzeba zatem z tego korzystac aby przekonac

sie, jakiej tez dlugosci jest ów mur, nazwany
dziwem swiata?

(Zagadki, Rebusy. S:arady, Lamiglówki.

Zagadnienia A rywu'lycznr i Zartobliwe
Zapylania, Warszawa 1882)
Zamieszczona w tym zbiorku odpowiedz

brzmi: Nie trzeba. Mur ten jest ,lIugi na
J(}() mil. Mielismy (my, redakcja Delty)

klopoty ze zrozumieniem rozwiazania.

Najlepiej wiec, azeby uczen wiedzial z góry, ze fizyka to rzecz jedna, zas rzeczywistosc-·
druga. Modele wyczyszczone z oddzialywa n ubocznych moglyby go nauczyc, ze opór powietrza,
tarcie i ziemskie pole magnetyczne zaniedbuje sie "prawie zawsze". Lepiej wiec, aby tej madrosci
nie stosowal w realnym swiecie, gdzie wlasnosci tej natury wystepuja nagle, nieoczekiwanie
i moga sprawic rózne paskudne dowcipy, z niebezpiecznymi wlacznie.
A znów czy takie radio, czy telefon to fizyka? Telefon jest prostszy niz oparte na tych
samych zasadach uklady elektroniczne stosowane powszechnie we wszystkich dzialach
fizyki doswiadczalnej. Taka, powiedzmy, komora iskrowa ... Komora iskrowa przywoluje
jednak autorke do porzadku. Sama elektrycznosc jest wszak niczym wobec wlasnosci
elektronów znajdujacych sie wewnatrz kuli Fermiego w przewodnikach. Calej tradycyjnej fizyki
warto bowiem uczyc tylko dlatego, iz moze ona posluzyc jako model do przedstawiania
zjawisk bardziej dla nowoczesnej fizyki fundamentalnych.
Przeciez i tak wlasnosci sprezyny, reflektora czy telefonu wynikaja z wlasnosci protonów,
neutronów, elektronów i fotonów. Kazdy moze sobie sam zrekonstruowac.
Zreszta okazuje sie, ze modelowanie czastek elementarnych za pomoca kulek nie jest wcale
wlasciwe. Powazni fizycy odzegnuja sie od tych praktyk i slusznie. Elektron nie jest zadna
kulka. Naladowana elektrycznie, drgajaca kulka wysyla bowiem nieustannie promieniowanie
elektromagnetyczne i wkrótce przestaje drgac. Swiat zlozony z naladowanych kulek przestalby
istniec w ciagu ulamka sekundy.
Lepiej wiec wezmy równanie Schrodingera dla elektronu w atomie wodoru

i starajmy sie nie pomylic. Ostatnie osiagniecia dydaktyki fizyki pozwalaja rozwiazac je na
poziomie szkoly sredniej. W rezultacie ktos tam musi cos uczniowi i studentowi wyjasnic, lecz
moze ... niech to juz wykladowca na wlasna odpowiedzialnosc. l czy nie byloby lepiej, gdyby
nie wyjasnial, nie macac wlasnymi prymitywnymi wyobrazeniami jasnych i klarownych struktur
matematycznych.
I czy nie jawi sie w Waszej wyobrazni, czcigodni potencjalni i aktualni autorzy, klasa
przyszlosci, klasa, sala wykladowa, po której nie miota sie spocony, odrazajacy agitator,
lecz gdzie melodyjny glos odczytuje piekne dlugie wzory i gdzie kwadranse ciszy miedzy jedna
taka projekcja a druga uczniowie poswiecaja glebokiej kontemplacji prowadzacej ku glebszemu
zrozumieniu doskonalosci struktur, które opisuja.
Wezmy wiec równanie ...

M-me Pipsztycka

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 250. Wykazac, ze liczba 0,1248163264128256 ... (wypisane kolejno potegi dwójki)
jest niewymierna.
Rozwiazanie na str. 10
M 251. Wykazac, ze w wielokacie wypuklym o powierzchni S i obwodzie p mozna zmiescic

S
kolo o promieniu -. Rozwiazanie na str. 15

p

M 252. Wykazac, ze jezeli wielomian P(x) = a.x" + ... + a, x+ao o wspólczynnikach
calkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste przy x = O i x = I, to równanie P(x) = O nie ma
pierwiastków calkowitych.
Rozwiazanie na str. II

Redaguje mgr Tomas::: TRATKIEWICZ

F 88, Aby przyspieszyc schniecie wypranej i rozwieszonej w pokoju bielizny, gospodyni
uchylila lufcik. Czy ma to sens, skoro na dworze od dluzszego czasu pada deszcz ze sniegiem?
Rozwiazanie na str. 10
F 89. Ocenic zmiane energii wewnetrznej powietrza zawartego w mieszkaniu spowodowana
wlaczeniem piecyka elektrycznego. Rozwiazanie na str. II
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