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Komunikat jurv konkursu prac maturalnych z matematyki

Dnia 18 wrzeinia 1980 roku odby! si¢ final konkursu prac maturalnych z matematyki. Do publi-
cznej obrony dopuszczonych bylo szes¢ prac. Autor jednej z nich R. Gut z Wroclawia nie wziat
udziatlu w finale. Bioragc pod uwage przebieg publicznej obrony oraz poziom przedstawionych
prac jury konkursu w skladzie: prof. L. Jesmanowicz — przewodniczacy oraz czlonkowie: prof,
R. Duda, prof. W. Zakowski, dr A. Derkowska, dr M. Kordos — przedstawiciel redakcji Delty,
dr W. Wierzbicki — przedstawiciel MOIW i dr ). Waszkiewicz postanowilo przyznaé nastepujace
nagrody: Zioty medal i | nagrode Ministra Oswiaty i Wychowania Zbigniewowi JELONKOWI, absol-
wentowi Il LO w Krakowie, za pracg pt,,Pewna analogia”. Srebrny medal i Il nagrode Ministra
Odwiaty i Wychowania Robertowi COZASIOW! (V LO w Krakowie) za pracg pt. ,,Pewne rownania
rekurencyjne i ich zastosowanie w teorii ulamkdw larcuchowych”. Brazowy medal i 1[I nagrode
Ministra Oswiaty i Wychowania Waldemarowi HOLUBOWSKIEMU, absolwentowi LO w Myslo-
wicach za prace pt..Jnwersja”. Autoréw pozostalych prac: Boguslawa LOPUCHA (111 LO we
Wroclawiu) za pracg pt.,./nwersja” oraz Jacka BRODZKIEGO (XIV LO we Wroclawiu) za prace
pt .. Teoria grup w algebrze i fizyce” postanowiono wyrdinié dyplomami, Opiekunom prac: mgr Ewie
CHOJINACKIEJ, mgr Zbigniewowi GLANOWSKIEMU (Il LO w Krakowie), dr Zdzislawie DYBIEC
(Instytut Matematyki UJ), mgr Jizefowi PIETRYKOWSKIEMU (LO w Mystowicach), mgr Zdzisla-
wowi SLOMIANOWI (111 LO we Wroclawiu) oraz mgr Aleksandrowi DOBRZYCKIEMU i mgr
Augustynowi KALUZY (XIV LO we Wroclawiu) przyznano nagrody Ministra Oswiaty i Wychowania.
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Na réznych lekcjach

Z réznych ksiazek

Od réznych ludzi

Dowiadujemy si¢ wielu ciekawych rzeczy

Zdobywamy informacje

.,z matematyki”, ,,z biologii”, ,,z historii”, ,,z geografii”,

,,Z jezyka polskiego”, ,,z astronomii”, ,,z fizyki”, ,,z chemii”
1 wiele takich

ktérych nie umiemy w ten sposob sklasyfikowac

a ktére wcale nie mniej nas ciekawia

I z tych informacji powstaje

nasza wiedza o Swiecie

ktéry jest JEDEN

1 na zadne przedmioty, dyscypliny czy nauki
NIE JEST PODZIELONY

Nie znaczy to :
ze nie musimy uczy¢ si¢ dzielenia informacji

Musimy mianowicie

umie¢ podzieli¢ uzyskiwane informacje

na PRAWDZIWE i NIEPRAWDZIWE
bo bez tej umiejetnosci

nie bedziemy wiedzieli zupelnie nic
Nabycia wprawy w takim dzieleniu

Zyczy Wam

DELTA

Powierzchnie stalych ruchu w dynamice

Doc. dr Antoni KUSZELL /

Rozwazmy ruch ukladu dynamicznego opisywanego rownaniami ruchu Newtona w postaci

d = -
——xj=pj
dr -
mn

d
—py=F1: F=1,..5
=i 7

gdzie x;, p; i F; oznaczaja odpowiednio j-ta skladowa polozenia, pedu i sily, f za$ oznacza liczbe
stopni swobody. Na przyklad w trojwymiarowej przestrzeni ruch punktu materialnego (czastki)
jest opisany w pelni przez podanie trojwymiarowych wektoréw polozenia i pedu w kazdej chwili
czasu ¢, To znaczy, ze w tym przypadku f = 3. Podobnie dla ukladu dwéch czastek punktowych
liczba stopni swobody f = 6, itd.

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowali, ze sily F; sa potencjalne. Oznacza to, ze istnieje
funkcja zmiennych przestrzennych V(x,, ..., x;), zwana potencjalem, dla ktorej zachodzi zwigzek :



Ruch ukladu dynamicznégo moina takie
opisywa¢ w przestrzeni polozeniowej
(f~wymiarowej). Trajektoria jest wtedy
rozwigzaniem rownania Newtona drugiego
rzedu

2z

—i--x_; =Fp

W J= 1 nf

Przez kazdy punkt w przestrzeni
polozeniowej przechodzi nieskoriczenie
wiele trajektorii odpowiadajgcych réznym
predkosciom w tym punkcie. W przestrzeni
fazowej przez kazdy punkt przechodzi
dokladnie jedna trajektoria. Wyjatkiem sa
punkty réwnowagi niestabiln:li.

Rozwigzanie zadania F 87. Czastki
wystepujgce w zadaniu, rdznig sig jedynie
znakiem ladunku. Energie potencjalne
w polu elektrostatycznym o potencjale
e{x) wynosza:

Ep = teg(x)

Znak ,,+" dotyczy pozytonu, ,,—"
elektronu, e jest ladunkiem elementarnym.
Stad wniosek, Zze elektron jest na poczatku
przyspieszany, a potem hamowany, zas
pozyton na odwrdt. I chociaz predkosci
obu czastek przed wejsciem i po wyisciu
(zasada zachowania energii) z obszaru pola
sa takie same, to w obrebie pola zmieniaja
sie one w rozny sposob. Predkosc elektronu
jestytu zawsze wil;k_sva. pozytonu zas zawsze
mniejsza od predkosci poczatkowej. Oznacza
to, ze elektron musi (przy rownych
predkosciach poczatkowych) szybciej
pokonaé¢ odcinek AB. Wynik ten nie

zalezy od postaci funkcji ¢(x). Zauwazmy
na koniec, e poczatkowa predkos¢ czastek
nie moze byé zbyt mala. Dlaczego?

Transformacja Galileusza opisuje zmianeg
wspoirzednych punktu przy przejsciu

od i jal » ukladu odni ia do ukiadu
poruszajacego si¢ wzgledem niego ze stalg
predkoscia. Jesli x opisuje polozenie punktu
w starym ukladzie, to w nowym jego
polozenie opisane bedzie wektorem

xX=x—-V-t,

gdzie V jest predkosdcia wzgledna ukladow,
Czas w obu ukladach plynie tak sameo.
Jest to transformacja ‘nierelatywistyczna tj.
zakres jej stosowalnosci jest ograniczony
do predkosci duzo jszych od predkosci

Swiatla.

Jak wiadomo z teorii réwnan rozniczkowych (jest to zreszta fizycznie oczywiste) rownania (1)
uzupetnione odpowiednimi warunkami poczatkowymi wyznaczaja w sposob jednoznaczny
rozwiazanie zwane frajektoriq (torem) ukladu. Jednakze rozwiazanie to jest znane w postaci
analitycznej jedynie w niewielu prostych przypadkach. Dlatego tak wazna jest mozliwosé
uzyskania informacji o ruchu bez koniecznosci znajdowania trajektorii. W tym celu mozemy
postuzy¢ si¢ tzw. calkami ruchu oraz analiza geometrii ruchu w przestrzeni fazowej. Przestrzenia
fazowa nazywa¢ bgdziemy 2f~wymiarowa przestrzeni polozen i pedow. Na przyklad przestrzen
fazowa ukladu skladajacego si¢ z jednej czastki punktowej jest szeSciowymiarowa.
Trajektoria ukladu jest krzywa w przestrzeni fazowej, parametryzowang czasem f,

Latwo mozna si¢ przekonac, ze dla ustalonych warunkow poczatkowych trajektoria nie moze
przechodzi¢ przez wszystkie punkty przestrzeni fazowej; sa punkty niedostepne dla ukladu.
Wynika to z istnienia wielkosci fizycznych, ktore nie zmieniaja si¢ w trakcie ewolucji (ruchu).
Do wielkosci takich (o ile sily s3 potencjalne) nalezy catkowita energia ukladu

L p2

E= j>:l 3:—} +0,
gdzie @ jest energia potencjalng.
Rownanie E = E, = const. wyznacza 2f— 1 wymiarowg powierzchni¢ w przestrzeni fazowe;j.
Warunek zachowania energii oznacza geometrycznie prosty fakt, ze trajektoria ukfadu lezy na
powierzchni stalej energii. Tak wiec ze wzgledu na t; zasade zachowania dostepny obszar jest
2f—1 wymiarowy.
Widac stad jak wazne jest pytanie, czy istnieja inne, niezalezne powierzchnie, na ktorych musi
leze¢ trajektoria. Dla prostoty przyjmijmy na chwilg, ze uklad nasz sklada si¢ z n czastek
w przestrzeni trojwymiarowej. Wtedy f = 3n.
Przyjmijmy ponadto, Ze jest on izolowany, czyli na czastki nie dziala zadna sila zewngtrzna.
Witedy, jak latwo wykazaé, srodek masy ukladu X okreslony wzorem:

n
X =M1 Z mMsXs

s=1|

n
(M = Z ms oznacza calkowita mase ukladu)

s=1
porusza sie ruchem jednostajnym
X = Xo+Fot.

We wzorze tym wielkosci wektorowe X, oraz ¥, sa stale (warunki poczatkowe), ktore podobnie
jak energia moga by¢ traktowane jako stale ruchu. Wprowadzaja one szes¢ nowych ograniczen
(w tym przypadku plaszczyzn). Tak wiec obszar przestrzeni fazowej dostepny dla uktadu
izolowanego i potencjalnego ma 2f—7 wymiarow. Dalsze ograniczenie tego obszaru mozemy
uzyska¢ nakladajac warunki na sity F;. ZaléZzmy mianowicie, ze s3 one centralne, co oznacza,
ze zaleza jedynie od odleglosci migedzy czastkami i sa skierowane wzdluz wektora laczacego

te czastki (moga by¢ przy tym odpychajace badz przyciagajace). Dla ukladu oddzialujacego
takimi sitami znamy dodatkowa wektorowa stalg ruchu (lub jesli ktos woli, trzy stale skalarne);
a mianowicie catkowity moment pedu:

n
M = Z X3z ¥ ps,
s=1

gdzie znak x oznacza iloczyn wektorowy.

Eacznie mamy wiec do dyspozycji dziesie¢ og6lnych stalych ruchu (zwanych calkami pierwszymi
rownan ruchu). Maja one dwie wyrozniajace cechy. Po pierwsze sa zwigzane z niezmienniczosciami
uktadu. Zwigzek ten jest trescig bardzo glgbokiego twierdzenia, zwanego twierdzeniem Noether,
zgodnie z ktorym niezmienniczosci wzgledem przesunieé w czasie (ruch) odpowiada stalos¢
energii, niezmienniczosci wzglgdem transformacji Galileusza odpowiadaja stale ruchy $rodka
masy, a niezmienniczosci wzgledem obrotu calego ukladu — stalo$¢ momentu pedu. Po drugie,
sa to prawdopodobnie jedyne calki rozdzielajgce tj. takie, ktore wyznaczaja powierzchnie

w przestrzeni fazowej. Dowod tego faktu nie jest jednak znany. Jest to wazny problem, poniewaz
znajomos¢ maksymalnej ilosci calek rozdzielajacych pozwala wyznaczy¢ dostepny w trakcie
ewolucji obszar przestrzeni fazowe;j. . .

Zauwazmy, ze uklad rownan (1) ma dokladnie 2f stalych calkowania, ktore sa stalymi ruchu.
Juz dla f = 6 (np. dwie czastki w przestrzeni trojwymiarowej) liczba tych statych jest wigksza
niz hczba opisanych wyzej calek rozdzielajacych. Dla lepszego zrozumienia sytuacji rozwazmy
kilka bardzo prostych ukladow dynamicznych.

Na poczatek zajmijmy si¢ ukladanti jednowymiarowymi (np. czgstka poruszajaca si¢ po prostej).
Przestrzen fazowa jest wtedy dwuwymiarowa. Ruch w przestrzeni fazowej odbywa si¢ po
powierzchni jednowymiarowej (krzywej), wobec czego moze istniec tylko jedna calka
rozdzielajaca. Na to, by przyklad nie byt trywialny, czastka musi oddzialywac z sitami
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zewnetrznymi. Dlatego tez catki srodka masy nie sa przydatne. Podobnie przy jednym wymiarze
nie mozna mowi¢ o obrotach. Wobec tego pozostaje tylko catka energii, ktéra wyznacza
trajektorie. Rozwazmy kilka przypadkow szczegolnych.

1. Oscylator harmoniczny o masie m = 1.

Rownanie ruchu oscylatora ma postaé

. : RSN
dt gyt

energia za§ moze by¢ zapisana w postaci
1 1
= - pd — w22
E 3 P+ 3 wix?,

Ostatnie rownanie opisuje, w przestrzeni (E, x, p) paraboloide eliptyczng. Rzuty jej przecie¢

z plaszczyznami E = E, = const. na przestrzen fazowa (plaszczyzne E = 0) sq powierzchniami
rozdzielajacymi. Maja one posta¢ wspolosiowych elips (poréwnaj rys. 1).

2. Wahadlo fizyczne o masie m = 1.

Wahadlo fizyczne opisywane jest ukladem réwnan w postaci

d
3is
—-r x = p, -—‘ p = —wiginx,

L e ST L G L L energie za$ mozna zapisa¢ nastgpujaco:
izoenergetyczne oscylatora harmonicznego.

1
Elxp) E= 5 P+ @i(l -cosx).
/

Powierzchnia energii ma teraz posta¢ duzo bardziej ztozona. Po pierwsze x oznacza tutaj kat
wychylenia wahadla i powinno by¢ zawarte w przedziale —n < x < #. Dla prostoty graficznej
rozwazmy jednak t¢ powierzchnie w calym zakresie zmiennosci (— o0, c0). Wykres
interpretowa¢ bedziemy (jak to méwia matematycy) modulo 27, to znaczy bedziemy utozsamiaé
punkty odlegle o 2n7 z punktami przedziatlu podstawowego. Tak wigc przecigcie powierzchni
energii z plaszczyzng p = 0 jest cosinusoida, a przeciecie z plaszczyzng x = 0 parabola.
Przeciecia z plaszczyznami stalej energii maja bardziej skomplikowana posta¢. Dla energii

E < w?, obraz jest podobny do obrazu w przypadku oscylatora. Krzywa odpowiadajaca energii
E = w? zwana jest separatrysq. Ma ona bardzo ciekawe wlasnosci. Po pierwsze oddziela obszar
ruchow oscylacyjnych od obrotow. Po drugie zawiera punkty przeciecia dwoch roznych
krzywych opisujgcych oscylacje w réznych kierunkach (rys. 2). Punkt przecigcia odpowiada
stanowi rownowagi nietrwalej, w gornym polozeniu wahadla. Tak wiec separatrysa przedstawia
soba trzy rozne trajektorie uktadu,-a mianowicie dwie oscylacje i jeden stan stacjonarny
(niestabilny). Drugi stan stacjonarny x = 0, p = 0 jest stabilny. Na rys. 2 widzimy wyraZng
roznice miedzy tymi stanami. W otoczeniu punktu stabilnego krzywe stalej energii maja ksztalt
elips (odpowiada to lokalnemu minimum), zas w otoczeniu punktu niestabilnego ksztalt hiperbol
(odpowiada to punktowi siodlowemu).

Rys: 2. Powietzehnia energll i okizs we Jak wida¢ z omowionych przykladow analiza powierzchni energii mowi bardzo duzo o dynamice
izoenergetyczne dla wahadla fizycznego. uktadu. Rozwazmy teraz prosty uklad o dwoch stopniach swobody, a mianowicie dwuwymiarowy
oscylator harmoniczny o masie m = 1 opisany rOwnaniami:
d d
el = o T Aot
Fraes e i) wixj; J=1,2. @)

Poniewaz ruchy w kierunkach prostopadlych sg niezalezne, wiec energia kazdych drgan z osobna
jest dobra stala ruchu

1 JoP
e MUE T, bt RSN A
Ej 5 Pj+ 3 wixiy 4 12

Roéwnania (2) majg bardzo proste rozwiazanie, ktdre mozna wyrazi¢ nastepujaco: .

xy = Ajeos(wyt+ay), pj= —Ajogsin(wjrtep); j=1,2,

gdzie A, jest amplitudq j-tych drgan a g, ich fazq. Oczywiscie mozna te cztery wielkosci traktowac
jako state ruchu. Amplitudy sa bezposrednio zwiagzane z energiami, mamy bowiem zwiazki

= w2 42 -
Ej=w242; j=1,2,

natomiast z fazami sprawa jest bardziej ztozona. Mozemy latwo wyrazi¢ g, jako funkcje
zmiennych fazowych i czasu:

= e I ~
w—mtn( o) o = 1,2 )
@ Niestety, pomimo, ze fazy zachowuja stala warto$¢ w czasie ewolucji ukladu, to sa one zalezne
Rozwigzanie zadania M 248. Poniewaz od zmiennej czasowej w sposob jawny. Oznacza to, ze jezeli w pewnej chwili czasu 1, rownania

trojmian p(x)—x nie ma pierwiastkow @i(x), Pss to) = ¢O = const.
rzeczywistych, wiec funkcja p(x)—x J
zachowuje staly znak. Niech np. p(x)—x > 0 wyzZnaczaja pow1e:rzchn1e W przestrzeni fazowej, to powlerzchme takie nie moga pozostawaé
dla kazdego rzeczywistego x, Kladac teraz niezmienione w czasie ewolucji. Ze stalych ruchu okreslonych wyrazeniem (3) mozna jednak

i T e S i i
x = p(r) dla mnm!ru.t_a { otrzymamy: skonstruowaé _]edna stalq postaci
plp(t)) > p{t), a poniewaz p(tf) > t, wigc

plp(t)) = t cayli p(p(t))—1t > 0, Y= wyp, —w; ;.
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Rys. 3. Figury Lissajous

a) czestosci wspolmierne @, = 2w,
b} czgstosci niewspolmierne wy = w,,

]

7

Pix)

——eg?

A

N

Xg

Stala ta nie zalezy juz od czasu a jedynie od zmiennych fazowych x,, x,, py, p2. Jednakze
funkcja arctgx jest funkcja wieloznaczna (ma nieskonczenie wiele galezi oddalonych od siebie
o 7). Z tego wzgledu funkcja y nie reprezentuje soba okreslonej powierzchni w przestrzeni
fazowej. Wyijatek stanowi przypadek, gdy C'ZQStOSCl w; i w, s3 wspolmierne, to znaczy, gdy
zachodzi zwiazek

ney = mw,; n, m catkowite.

Dowaod tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi. My ograniczymy si¢ jedynie do spojrzenia

na fizyke tego faktu. Przypomnijmy sobie do$wiadczenie z figurami Lissajous. Obserwujemy

w nim ruch dwuwymiarowego oscylatora. Zupelnie inny jest tor czastki, gdy czgstosci sa
wspotmierne niz gdy sa niewspolmierne. W pierwszym przypadku ruch ukladu odbywa sig

po krzywej zamknigtej (na przyktad na rys. 3a przedstawiona jest figura Lissajous dla

w; = 2w,). W drugim natomiast omawiana krzywa nie zamyka sig, a co wigcej, po odpowiednio
diugim czasie przejdzie dowolnie blisko dowolnego punktu nalezacego do dostepnego
(ograniczonego przez energi¢) prostokata lezacego na plaszczyznie (x,, x,). Zwigzek figur
Lissajous z ruchem dwuwymiarowego oscylatora w przestrzeni fazowej stanie si¢ catkiem jasny,
gdy uswiadomimy sobie, ze calki energii mozna wykorzysta¢ do wyeliminowania zmiennych
pedowych. Wtedy dostepna dla ukladu przestrzen fazowa moze byc utozsamiona z prostokatem
na plaszczyznie (x,, x,). Tak wigc wlasnosci figur Lissajous potwierdzaja fakt, ze dla czestosci
niewspolmiernych nie istnieje dodatkowa powierzchnia ograniczajaca ruch ukladu. Oznacza to,
e catka ruchu v nie jest rozdzielajaca.

WidzieliSmy wiec, Ze istniejg stale ruchu o réznych wlasnosciach i w zwiazku z tym roznej
przydatnosci do analizy ruchu. Oczywiscie dla calkowitego rozwigzania problemu konieczna jest
znajomos¢ wszystkich calek pierwszych (to znaczy znajomos¢ rozwigzan rownan (1)). W wielu
jednak przypadkach rozwazany uklad jest tak zlozony, Ze nie mamy co marzy¢ o rozwigzaniu.

~ Rownie czesto znajomoéé rozwigzania nie wnioslaby niczego do naszej wiedzy o ukladzie.

Na przyklad jaka wartos¢ moze miec¢ dla nas informacja, ze w litrze gazu w chwili 7 = 7, czastka
N°® 2845715 znajduje si¢ w punkcie x; i ma ped p,? Potrzebne nam sa wtedy charakterystyki
globalne, a nie informacje szczeg6lowe. Wtedy calki rozdzielajace odgrywaja bardzo istotna rolg.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 247. Znalezé wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych, z ktorych jedna jest potega dwojki

a druga potega trojki.
Rozwiazanie na str. 7

M 248. Wykazaé, ze jezeli rownanie p(x) = ax*+bx+c¢ = x nie ma pierwiastk6w rzeczywistych,
to rowniez rownanie p(p(x)) = a(p(x))*+bp(x)+ ¢ = x nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 3

M 249. Lamana zamknigta L = A4, 4, ... A, ma wszystkie wierzcholki roézne a wszystkie jej boki
maja dlugoéé 1. Wykazaé, ze jezeli érednica L jest réwna 1, to n jest nieparzyste.

Rozwigzanie na str. 6

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEW ICZ

F 86. Z punktow A i G zwisaja swobodnie: lancuch oraz prety polaczone ze soba w sposob
przegubowy (patrz rysunek). Wiszace ciala sg jednorodne, maja identyczne masy oraz diugosci.
Dolne korice cial przenosi sie do punktu B (4B = BC). Zaniedbujac tarcie rozstrzygnac:

w ktérym przypadku nalezalo wykona¢ mniejsza pracg?

Rozwiazanie na str. 7. .

F 87. Elektron i pozyton przelatuja przez pole elektrostatyczne, poruszajac si¢ wzdluz prostej
(osi,,x”"). Potencjal pola dany jest wykresem przedstawionym na rysunku. Ktora czastka szybciej
pokona odcinek AB, jesli ich pr@dkosm poczatkowe sg rowne? Czastki nalezy traktowac jako ,
obiekty klasyczne.

Rozwigzanie na str. 2.

&



Opis naturalny krzywej — to taki jej opis
parametryczny, ze parametr moze hy¢
interpretowany jako dlugos¢ luku od
pewnego ustalonego punktu krzywej.

Przez v autor oznacza iloczyn wektorowy
k)0 znaczy ,,h daiy do zera"

Przyjmujemy, z¢ w punktach wyprostowania
krzywizna jest réwna 0,

O krzywiznie, skrgceniu i trojnogu Freneta (11)

Doc. dr Andrzej SZYBIAK

Streszczenie czesei I

Krzywizna krzywej to odwrotnoéé promienia okregu sciéle stycznego. A okrag scisle styczny w punkcie p to
graniczne polozenie okregdéw przechodzacych przez punkty bliskie p. Jest to ,,najlepiej” styczny ze wszystkich
okregow stycznych do krzywej. Jezeli C jest krzywa przestrzenna, to plaszezyzng Scisle styczng w punkcie p
nazywamy graniczne polozenie pl zn przechodzacych przez punkty bliskie p. Jest to ta plaszczyzna,

w ktorej ,,lezalaby krzywa, gdyby byla plaska™.

W czesci 1T jest mowa o wektorach, ktore (gdy si¢ dobrze przyjrzec) sterczy z kazdego punktu krzywej.

Zajmujemy sie w dalszym ciagu krzywa w E? opisana przez odwzorowania naturalne pewnego
przedziatu L w przestrzen euklidesowa E3: x b (wi(x), wa(x), wa(x)). Zakladamy, ze wy, w2 iws
maja ciagle pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu. Gdy A jest malg liczba, punkty
w(x—h), w(x), w(x+h) leza tez blisko siebie. Niech a(x, h) = w(x)—w(x—h), b(x, h) =

= wlx+h)—w(x), clx, h) = wix+h)—w(x—h).

Oznaczmy przez ga(x) §rodek okregu przechodzacego przez punkty w(x—h), w(x) i w(x+h)

a przez ry(x) wektor w(x) qn(x). Oczywiscie mamy ru(x) = lra(x)] i ra(x) L aCx, W\/b(x, h).

Wobec tego wektor graniczny limr,(x) bedzie prostopadly do wektora — w’(x)\/w"(x), jak
K0
rowniez do wektora n_v’(x). Wynika stad, ze

1
Twear Ve

lim w(x)ql.(x] lim rp(x) =
hlo h|C
gdzie N(x) oznacza wektor o dlugosci | prostopadty do wektoréw w'(x) oraz do — w(x)\/w"(x)
i majacy zwrot zgodny ze zwrotem wektora w'’(x). Wektor N(x) nazywamy wektorem normalnym
naszej krzywej w punkcie w(x). Wektor normalny i plaszczyzna $cidle styczna krzywej sa okreslone
w punktach, s ktorych wektor w’* jest niezerowy. Przy tym warunku plaszczyzna Scisle styczna
jest rozpieta na wektorach T'(x) i N(x).

Stwierdzamy teraz, ze srodek g(x) = limgx(x) okregu granicznego jest koricem wektora majacego
o

poczatek w punkcie w(x) a kierunek i zwrot wyznaczony przez wektor normalny N(x). Diugosc
jego wynosi [w”’(x)|~!. Okrag ten istnieje, o ile w”(x) nie jest wektorem zerowym. Okrag ten
nazywa sie okregiem écisle stycznym do naszej krzywej w jej punkcie w(x). Izolowane punkty
krzywej, w ktorych okrag $cisle styczny nie istnieje, nazywamy jej punktami wyprostowania.

Podamy przykiad. Wezmy krzywa opisang odwzorowaniem ¢ okre$lonym na calej osi
4 : &3 1 3
liczbowej, takim, ze ¢,(1) = ¢, p2(t) = —ES— 3, ps(t) = = t%. Wektor o skladowych ¢,(¢),

@a(t), @i(r), a wiec wektor e, + ]/f!’e;—H“es, jest styczny do krzywej w punkcie @(1). Aby
otrzymac¢ jednostkowy wektor styczny podzielimy go przez jego dlugos¢ rowna 1+1*. A wige
jednostkowy wektor styczny, ktory poprzednio oznaczahsmy przez w' (a(t)) jest réwny

(419 e + Y220+ 1) es + 14 (14 14) e,

Ob!iczymy pochodna odwzorowania t — w'(6(t)). Na podstawie wzoru na pochodng funkgji
zlozonej mamy

—:;L W (a(x) = W (o) (0).

Zas$ o'(t), pochodna dlugosci tuku wzgledem parametru r, w naszym przykladzie jest rowna
14 1*; wynika to ze wzoru (1) zastosowanego do naszego przykladu. Wyliczamy wigc

1
w'(a(t)) = o[r} dxl W) = 4 dx ((l+x“) lep+ V2 x3(14x%) - Tey + x4(1 + x%)~ley) =

= '_(l?"‘}’( 4t3e, +2 2 (1—15)es +413%;).

Jedynym punktem wyprostowania tej krzywej jest punkt @(0) = (0, 0, 0). Promien okregu
§cisle stycznego zmierza do nieskoriczonosci, gdy punkt krzywej zmierza do @(0). Plaszczyzna
$cisle styczna w tym punkcie jednak istnieje. Jest nig plaszczyzna o rownaniu x; = 0.

.
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rownoskretny = tak samo zorientowany
uklad wektoréow jest ortonormalny, jezeli
wektory te sa parami prostopadie i kaidy
z nich ma dlugosé 1

reper w E3 — to ortonormalny uklad
trzech wektorow

Rozwigzanie zadania M 249, Dla n = 3
teza jest oczywista, Dla n > 3 niech AB

i CD beda dwoma niekolejnymi odcinkami
L. Poniewat srednica L jest réwna 1,
punkty C i D muszy leze¢ w przecieciu kol
o promieniu 1 i $rodkach w 4 i B.

M

N
Latwo teraz zauwazyé, ze gdy C lezy
w , trojkacie” ABM, D musi lete¢ poza tym
zbiorem, czyli w ,,trojkacie” ABN, a wiec
odcinki AB i CD przecinaja sie.

Oznaczmy przez P i P’ padlplaszczyzny,
na ktore prosta A, 4, dzieli plaszczyzne.
Gdy teraz A; € P, z powiedzianego wyiej
wynika, #e 4; € P, A, € P’ itd. Poniewaz
IR B P I przecinzja sie, Ay_; musi
lezeé w P, Wynika stad,

n—1 jest
parzyste, czyli, e n jest nieparzyste
c.b.d.o.

Wro¢my do ogolnych rozwazan. W kazdym punkcie nie bedacym punktem wyprostowania
krzywej zaczepilismy dwa wektory jednostkowe i wzajemnie prostopadle: wektor styczny

T(x) = w'(x) i wektor normalny N(x) = x(x)w’’(x), przy czym przez x(x) oznaczyliémy
krzywizng w punkcie w(x). Oznaczmy przez B(x) iloczyn wektorowy T(x)\/N(x). Troika
wektorow [T(x), N(x), B(x)] stanowi ukiad normalny, rownoskretny z ustalonym na poczatku
ukiadem bazowym [e,, e;, es]. Uklad ten nazywamy reperem Freneta albo tez trdjnogiem
Freneta rozwazanej krzywej w danym punkcie. Wykazemy teraz, ze wektor N’(x) jest
prostopadly do wektora N(x), a wektor B’(x) jest prostopadly do B(x). Istotnie, rozniczkujac
tozsamosci (V(x), N(x)) = 1i (B(x),B(x)> = 1 otrzymamy po prostych przeksztalceniach
{B(x), B'(x)> = 0 <{N(x), N'(x))> = 0, a wigc warunki prostopadlosci. Wynika stad, ze koniec
wektora B'(x) nalezy do plaszczyzny rozpictej na wektorach T'(x) i N(x), a koniec wektora
N’(x), do plaszczyzny rozpigtej na wektorach B(x) i T(x). Mozemy wiec napisa¢

N'(x) = a(x) T(x)+ v(x) B(x),
B'(x) = y(x) T(x)+ n(x)N(x).

Mnozac skalarnie pierwsza z powy#szych rownosci kolejno przez T(x) i przez B(x) a druga
kolejno przez T(x) i przez N(x) i uwzglgdniajac ortonormalno$é ukladu [T, N, B] otrzymamy

a(x) = {N'(x), T(x)>,
p(x) = {B'(x), T(x}),

A(x) = (N'(x), B(x)>,
n(x) = {B'(x), N(x)>.

Dalej, rozniczkujac tozsamosci <N(x), T(x)> = 0, <N(x), B(x)> = 0i <T(x),B(x)> = 0
otrzymamy
(N(x), T(x)y = —{T"(x), N(x)>,
{N'(x), B(x)) = —<B'(x), N(x)»,
(B'(x), T(x)> = —<{T'(x), B(x)},
a stad
alx) = —x(x),

n(x) = —w(x), p(x)=0.

Teraz mozemy napisaC razem otrzymane rownosci
wi(x) = T(x),
N(x) = —%(x) T(x)+ ©(x) B(x),

T'(x) = #(x) N(x),
B'(x) = —t(x) T(x).

)

Nazywaja si¢ one rownaniami ruchomego repera Freneta, albo kréotko réwnaniami Freneta.
Wystepujacy w nich wspélczynnik t(x) nazywa si¢ skreceniem krzywej w punkcie w(x). Mozna go
zinterpretowa¢ nastgpujaco: wektor B(x) jest wektorem o diugosci 1 prostopadlym

do plaszczyzny Scisle stycznej w punkcie w(x), a wektor B(x+ /) takimz wektorem w punkcie
w(x+h). Mamy

| v(x)| = lim I—|B{x+k]—8(x}|.
hjo LA
wl(x, h)
2 3
migdzy wektorami B(x+ k) i B(x)}. Jest to zarazem kat miedzy plaszczyznami éciéle stycznymi
w punktach w(x+h) i w(x). A wiec

Licznik powyZszego ilorazu réznicowego jest rowny 2sin gdzie a(x, k) jest katem

alx, )
= lim g%, k) i
il WO *

2sin
| t(x)] = lim

Jezeli krzywa lezy w pewnej plaszczyZnie, to B(x+ /) = B(x) stale i wtedy skrecenie znika.
Mozemy wigc powiedzie¢, ze skrecenie charakteryzuje odchylenis krzywej od plaskosci. Stosujac
wzory na transformacj¢ ukladu wspélrzednych nietrudno sie przekonaé, ze postaé wzorow (9)
nie ulegnie zmianie, gdy uklad wspoirzednych zastapimy innym. Co wiecej, funkcje » i t
pozostana nie zmienione. Wartosci krzywizny i skrecenia pozostana nie zmienione rowniez
wtedy, gdy zmienimy parametryzacje. (Zauwazmy, ze parametryzacja naturalna nie jest
wyznaczona jednoznacznie, lecz zalezy od ustalonego na poczatku punktu x,). Dlatego
krzywizng i skrecenie nazywamy niezmiennikami rozniczkowymi krzywej, a dlugosé huku — jej
niezmiennikiem catkowym.

Zachodzi teraz pytanie, czy zadajac z gory na pewnym przedziale (a, b) dwie funkcje ciagle,

u iv mozemy znalezé krzywa, dla ktorej funkcje te beda odpowiednio krzywizna i skreceniem.
A jesli znajdziemy, to w jakim stopniu zadanie tych funkcji okre$la krzywa jednoznacznie?

OdpowiedzZ na to pytanie daje nam nastepujace

Twierdzenie. Dla kazdych dwu funkcji ciaglych u i v na pewnym przedziale (a, b) istnieje taka
krzywa o przedstawieniu parametrycznym @ okreSlonym na (a, b), ze (1) jest jej krzywizng
a v(t) skreceniem w punkcie @(t). Ponadto krzywa ta jest wyznaczona jednoznacznie

z dokladnosciq do polozenia w E* (precyzyiniej: z dokladnoscia do izometrii tej przestrzeni).

e



Rozwigzanie zadania M 247, Zauwaimy,
Ze jezeli m = 4, to reszta z dzielenia 2"
przez 80 jest jedng z liczb 16, 32, 48, 64,
a reszta z dzielenia 3" przez 80 — jedna z
liczb 1, 3, 9. Widaé juz teraz, ze 2" i 3™
dla m, n = 4 nie moga by¢ koleinymi
liczbami naturalnymi. Bezposrednie
sprawdzenie dla pozostalych wartosci m, n
przekona nas, Z2e jedynymi rozwigzaniami
mogg byé pary (1, 2), (2, 3), (3, 4),

(8, 9).

Rozwigzanie zadania F 86. Po przeniesieniu
koncéw do punktu B, pret przyjmie

ksztalt tréjkata, laficuch — wielokata,
Zmuszenie laficucha do odtworzenia
ksztaltu , zlozonego™ preta, wymaga
pociggniecia odpowiedniego ogniwa ku
dolowi, co wigze si¢ z wykonaniem
dodatkowej pracy. Zatem, minimalna praca
podniesienia konca lancucha jest mniejsza.
Bardziej formalny dawdd moina
przeprowadzic wykazujac, ze Srodek masy
trojkata lezy wyzej. Pozostawiamy to jako
¢wiczenie dla Czytelnika,

Dla dowodu zauwazmy najpierw, Ze opis parametryczny takiej krzywej ma spelniaé nastepujacy
uklad rownan rozniczkowych

W(x) = T(x), T'(x)= p(x)IN(x),
N'(x) = = p()T)+(x)B(x), B'(x) = —»(x)T(x),

(10)

przy czym wektory T, N, B maja stanowi¢ ortonormalne pole reperéw Freneta wzdluz krzywej
opisanej przez #. Zaczniemy od tego, Zze w (a, b) ustalimy dowolny punkt wewnetrzny xo a w E°
ukiad ortonormalny [e,, e;, €s] o poczatku w 6. W punkcie 0 zaczepimy reper ortonormalny

[f, N : ﬁ] rownoskretny z [e;, €2, e3]. Niech & bedzie taka liczba dodatnig, e

(xo—h, xo+h) = (a, b). Uklad (10) zapiszemy w postaci catkowej

x x )
w@ = 6+ [ TWds, T = F+ | woIN@s,
(10%) = 750
- > X
NG = N+ § (=@ T@+1)B) ds.  Bx) = B+ | (=29 7)) ds,
X X

Okreslmy w przedziale (xo—h, x,) funkcie wektorowe
m(x) = —xf, T\xn=*% N@=N, B(x»=B5

W przedziale [vo, xo+ /) przyjmiemy

X X
m@ = § Ts=Rds, Ti() = F+ | pN.G-nds,
Xp Ko
an
X X
Nie) = N+ § (O T s=W+v@Bis=0) ds, B = B+ | (=) Ty(s= M) ds.

Ko Xo

Majac funkcje wektorowe T, N,, B, okreslone w przedziale [xo, xo+ /] mozemy je podstawic
do calek po prawej stronie wzordw (11) i otrzymujemy ich przedtuzenia na przedziat

[xo+h, xo+2h]. Nastepnie tym samym sposobem przedluzamy je na przedziat [xo+ 2k, xo+ 3H]
i tak dalej, az okreslimy je na calym przedziale [x,, b]. Opis u, pewnej krzywej okreslamy teraz
na [xo, b] przyimujac

X
u (%) = § Ty(s)ds.
Xo

Teraz przedtuzymy funkcje wektorowe T,, Ny, B,, a nastepnie u; na przedziat [a, x,] przyjmujac

Xo Xo
1,0 = - | u@Nis+mds, M) = N= § (—u@ TG+ D +r@NiG+M) ds,
X x
Xo Xog
Bi(¥) = B+ [ vOTiG6+Mds, m() =~ | Ti@as
x X

najpierw dla przedziatu [xo— 4, xo], potem dla (xo— 2k, xo—H], i tak dalej, az przedluzymy je
na caly odcinek (a, x,]. Nastgpnie wykonujemy analogiczna konstrukcje przyjmujac na poczatku
zamiast h liczbe /2. Wyzej opisana metoda okreslimy na przedziale (a, b) funkcje wektorowe
T,, N;, B, i u,. Biorac dalej 44, h/8 . ..., h/2", ... w miejsce h otrzymamy ciagi funkcji
wektorowych T, N,, B,, u,. Mozna wykazaé, czego tu robi¢ nie bedziemy, ze istnieia graniczne

funkcje wektorowe u = limu,, T = limT,, N = lim&,, B = limB, i ze funkcje te spehniaja
n|oo alw . g Al nleo

uklad (10*), wigc i (10). Korzystaiac z podstawowych twierdzen o jednoznacznosci rozwigzan
ukladow rownan rozniczkowych mozna pokazaé, ze podanie wyjsciowego repera [f', N g Bn]
zaczepionego w okre$lonym punkcie daje rozwiazanie ukladu (10), a tym samym opis krzywej,
jednoznacznie. Stwierdzamy wigc, ze podanie dwoch podstawowych niezmiennikow, krzywizny
i skrecenia okresla jednoznacznie krzywa z dokladnoécia do iej polozenia w przestrzeni
euklidesowej E*. Proponujemy Czytelnikowi przesledzenie wyzej pokazanej konstrukcji

w przypadku kiedy skrecenie znika i wykazanie, ze wtedy krzywa lezy w pewnej plaszczyZnie.

Z tego twierdzenia wyplywa wazny wniosek, dotyczacy linii Srubowej:

Whiosek : Jezeli krzywa w przestrzeni E* ma stalg krzywizne i stale skrecenie, to jest
izometryczna z liniq srubowaq, okreslong wzorem

¢(t) = (acost, asint, cr).

r 4



et Co widzimy patrzagc na krzywa?

Mgr Krzysztof S. NOWINSKI

Spojrzmy na zamieszczony obok rysunek toru Marsa na tle gwiazd. Domyslamy sig, ze to nie
Fomathout planeta nagle zakrecita, tylko tak to nam si¢ wydaje.

Patrzac z boku na $rubg widzimy ,,ostrza’’, cho¢ linia srubowa ich nie ma. Co jeszcze mozemy

zobaczy¢ patrzac na krzywa? Gdy z punktu O patrzymy na gladkg krzywa przestrzenng @,

widzimy ,,tak naprawde’” krzywa plaska @, — rzut perspektywiczny krzywej @. Rzut ten moze

nie mie¢ zadnych punktéw ,,osobliwych”, moze jednak mie¢ np. samoprzeciecie, spowodowane

widzeniem jednego tuku krzywej @ na tle innego.

Zauwazmy, ze samoprzecigcie takie jest stabilne — gdy przeniesiemy si¢ do innego bliskiego
punktu, zobaczymy je znow: 3

Moga jednak w pewnych szczegdlnych przypadkach pojawi¢ si¢ rozmaite punkty osobliwe.
Na przyklad moina niekiedy znaleZ¢ cala rodzing prostych slizgajacych si¢ po trzech parami
skosnych tukach i zamiatajacych pewng powierzchnie — mozna to zobaczy¢ na hiperboloidzie
Jjednopowtokowej utkanej z prostych przecinajacych trzy dane proste sko$ne.

Patrzac z punktu lezacego na takiej powierzchni zobaczymy oczywiscie potrojne samoprzecigcie.
Wystarczy jednak opusci¢ powierzchnig, by nasze przeciecie potrojne rozpadlo sie na ,,trojkat’
zbudowany z trzech lukow przecinajacych sie w trzech punktach. Jest to tzw. osobliwos¢
kowymiaru 1.

Na rysunku obok widzimy powierzchnig Podobnie jak i poprzednio,
utkang z prostych stycznych do pewnej -~3 mamy tu do czynienia z
N

krzywej. Gdy nasze oko zbliza si¢ do tej osobliwoscig kowymiaru 1.
powierzchni widzimy coraz wezsza petelke, f,/f’\ Katalog takich osobliwosci
ktora wreszcie w punkcie osobliwym |

—— -
< '---_L_\_\__\_\_q zakonczy ,,pozorna
zamieni sie w ,,dziobek,’” aby wreszcie =
rozwina¢ sie catkowicie.

] stycznosé” narysowana

i
\\ '\.ll

obok wraz z jej rozwinigciem

Moga si¢ jednak przydarzyc i jeszcze bardziej osobliwe sytuacje. Wyobrazmy sobie na przyklad,
ze powierzchnig, z ktorej obserwowaliSmy potrojne samoprzecigcie, przebija jeszcze inny tuk
naszej krzywej. Gdy teraz nasze oko znajdzie si¢ na prostej przechodzacej przez ten punkt
przebicia, zobaczymy samoprzecigcie poczworne:

Teraz juz nasza osobliwos¢ ma kowymiar 2 i pelny opis jej okolic wymaga rysunku
»»dwuwymiarowego”’. Oto co mozemy zobaczy¢ zmieniajac nieco polozenie oka (kolorem
zaznaczono punkty, z ktorych mozemy obserwowaé samoprzeciecie potrojne).




A oto podobna seria rysunkow dla sytuacji, w ktorej krzywa przebija powierzchnie, z ktorej
wida¢ ,,dziobek™":

(P

Tu réwniez na ,,dwuwymiarowym’’ rysunku okolic naszej osobliwoéci widzimy krzywe
odpowiadajace osobliwosciom prostszym — o kowymiarze 1: ,,pozornej stycznosci’’, ,,dziobkowi’’
i trzykrotnemu samoprzecigciu. Moicmy wreszcie na tle dwoch pozornie stycznych lukow
zobaczy¢ trzeci luk ,,przecinajacy je’’. O tym, jak to sie moze sta¢ i co mozemy zobaczyc

z sasiednich punktoéw, opowiedza nastepne obrazki:
\_zf \ 5—/

Nasz katalog osobliwosci kowymiaru 2 jest jeszcze nieckompletny. Brak mu jeszcze dwu pozycji
o dos¢ podobnym charakterze. Zauwazmy, ze ,,typowa styczno$¢ pozorna’ dawala obrazek bardzo
podobny do stycznosci prostej i zwyklej paraboli. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze otrzymamy cos, ‘ i %
co przypomina wykres funkcji y = x* styczny do osi x — bedzie to tez osobliwos¢ kowymiaru 2. ; A \ \kT
Jak widaé¢, w poblizu moga si¢ pojawi¢ zwykle ,,pozorne stycznosci’’. >\ - ,‘* )/—T‘
Mozliwy jest rowniez pewien odpowiednik tej osobliwosci w postaci ,,wyjatkowo ostrego dziobka™’, o

i ie w tak: N, :
ktorego otoczenie wyglada tak — < ’4
Tu z kolei otoczenie punktu osobliwego zawiera punkty, z ktorych widaé ,,dziobek ™’ lub,,pozorna S t“ e
stycznos$é’’. [

Osobliwosci kowymiaru 3 nie sa juz zbyt ciekawe: moze si¢ na przyklad zdarzy¢, ze dwa tuki
krzywej zaczna w perspektywie wyglada¢ podobnie do wykresu y = x* stycznego do osi x lub
tez z pewnego punktu wyjatkowego zobaczymy narysowana powyzej ,,styczno$é¢ rzedu 3’ na tle
innego fragmentu naszej krzywej. A jesli przypadkiem zobaczymy co$, czego w naszym katalogu
brak? Na przyklad co$ takiego:

-3

lub co$ takiego czy

No co6z — widocznie mamy do czynienia z nietypowa krzywa. Kiepski dowcip? Nie — trzeba
dia tylko powiedziec, co to znaczy, ze krzywa jest nietypowa.

cone  Otoz mozemy uzna¢ dwie krzywe ¢ i y (rozumiane jako odwzorowania R w R?) za bliskie, gdy
dla kazdej wartosci parametru ¢ odleglosci |@(t)— ()], [ () =y (1), ..., | ¢ (W) —p™ (1)l sa
male (jest to tzw. C* — topologia). Gdy tak okreslimy bliskos¢, okaze si¢ (co udowodnit
C. T. C. Wall), ze dowolnie blisko kazdej krzywej znajduje si¢ (inna) krzywa, ktora zademonstruje
nam tylko opisane wyzej osobliwoéci (mozna ja nazwaé krzywa regularna). Co wiecej ,,nietypowe’’
czyli nieregularne krzywe to tylko nieliczne wysepki w przestrzeni wszystkich krzywych.
Inaczej mowigc: aby wygia¢ drut do krzywsj nieregularnej musimy si¢ bardzo starac. A gdy
i " dostaniemy do reki taka krzywa, mozemy jg bez wysitku zdeformowa¢ tak, aby otrzymac krzywa
e regularna — choc¢by drut byl bardzo sztywny.
Kowymiar osobliwosci to — najprosciej méwiac — liczba parametréw niezbgdnych do pelnego
. P opisu jej pobliza.
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Czego

nie widzimy,
patrzac

na krzywa?

Dr Michal SZUREK

‘[
|

Rys. 1. Krzywa o réwnaniu
x3+343xy+1 =0,

¥

"

=

"

3,

B

OA : i X
Flab ¢

Rys. 4. Na krzywej o rownaniu y = x?
dodawanie punktow to dodawanie ich
odcigtych: prosta przechodzgca przez
{a,a®) i (b, b*) ma réwnanie
(y=0%(x=b) = (b*~a?)/(b—a) i przecina
te krzywa w punkcie o wspolrzgdnych
(—(a+b), —(a+b)).

W jednym z opowiadan Stanislawa Lema dwaj stawni konstruktorzy, Trurl i Klapaucjusz
uganiali si¢ za smokiem. Gdy juz, juz dopadali potwora, ten nagle znikat i odnajdywat si¢ za ich
plecami albo $miat si¢ z nich zza skaly. Dokladniej: chowal si¢ do przestrzeni konfiguracyjnej
(jako tgpawe bydle czynit to zupelnie instynktownie), zas Trurl i Klapaucjusz mogli zobaczy¢

i brali za catos¢ tylko jego nedzne tréjwymiarowe $lady. Dziwili si¢ wiec, ze smok jest
jednoczesnie w kilku miejscach jakby zapominajac, ze oni tez maja gdzie indziej glowe a gdzie
indziej nogi.

Co opisuje rownanie x*+ y? = 0. Zbior jednopunktowy? Tak, o ile rozwigzan szukamy tylko
wirod liczb rzeczywistych. Jezeli przypomnimy sobie o liczbach zespolonych, mamy
x2 4+t = (x+pi)(x—yi) i widzimy, ze x2+y? = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y = —ix lub y = ix.

Co to za zbior ¥ = ix, gdzie x i y sa liczbami zespolonymi? Nazywamy go prostq zespolonq.
Dlatego prostq, bo skionni jesteSmy nazywac tak kazde co$ opisywane rownaniem y = ax (gdzie
a = const) czy ogoblniej rownaniem liniowym ax+by+c = 0. Nazywamy — bo do ,,narysowania”
takiego zbioru potrzebowaliby$Smy dwoch parametrow zespolonych, czyli czterech rzeczywistych.
W czterowymiarowych przestrzeniach trudno o rysunki. A zatem réwnanie x>+ y* = 0 opisuje
dwie proste zespolone, z ktorych w naszym ,,rzeczywistym’’ $wiecie widzimy tylko ich punkt
przecigcia: x = 0, y = 0. Natomiast zbior opisany rownaniem

(1) 3+ 43xy+1 =0

jawi nam sie jako krzywa, a nie widzimy tej calej skomplikowanej figury, jaka tworza Zespolone
rozwigzania rownania (1). Jak wobec tego mozna bada¢ wlasnosci takich figur? Tylko metodami
analizy matematycznej, geometrii analitycznej i specjalnie w takim celu stworzonymi metodami
geometrii algebraicznej. Czy na naszej (tj. opisanej rownaniem (1)) krzywej sa jakies ,,punkty
charakterystyczne’? Oczywiscie, np. te, w ktorych krzywa sie wyprostowuje (Q, i O, na rysunku
1), czy ten, w ktorym krzywizna jest najwicksza.

Punkty wyprostowania wykresu funkcji ¥ = f(x) sa tam, gdzie zeruje si¢ druga pochodna f*'(x) —
jezeli w ogole ona istnieje (p. artykul A. Szybiaka). Dla krzywych okreslonych rownaniem
wielomianowym f(x, ) = 0 punkty wyprostowania sg punktami przeciecia krzywej z jej hesjanem:
gdy f jest wiclomianem jednorodnym, hesjan taki jest krzywa opisana prostym réwnaniem

éfxx fxré . 0;
if:x Fre |

wskazniki u dotu oznaczaja pochodne czastkowe. Dla niejednorodnych wielomianéw réwnanie
hesjanu jest bardziej skomplikowane. Mozna o tym przeczyta¢ w tych podrecznikach analizy
matematycznej, ktore omawiaja funkcje uwiklane. Jeszcze trochg teorii. W artykule I. Grzegorczyk
jest opisane, jak do krzywej plaskiej dolaczamy jej punkty niewlasciwe, ,,punkty

w nieskonczonosci”’. Nasza krzywa z rownania (1) (rzeczywista, czy zespolona, wszystko jedno)
ma jeden punkt niewlasciwy, odpowiadajacy kierunkowi prostej x+y = 0 i rownaniem tak

H=

_uzupetnionej krzywej na plaszczyZnie rzutowej jest

2) 34y} +2343xyz = 0.

Powstaje ono przez dopisanie ,,gdzie trzeba’’ trzeciej zmiennej z. Utworzony z dziewieciu
pochodnych czastkowych wyznacznik opisujie — jak wyzej — hesjan rozpatrywanej krzywej
uzupelnionej.

Poprosimy wreszcie Czytelnika, by przyjal bez dowodu twierdzenie, ze ,,hesjanowe’” kryterium
na punkty wyprostowania krzywej modyfikuje si¢ na takie krzywe w zrozumialy sposob: Punkty
wyprostowania krzywej opisanej na plaszczyznie rzutowej rownaniem jednorodnym f(x,y, z) = 0
lezq na hesjanie tej krzywej.

Mozemy teraz potwierdzi¢ rachunkiem to, co widzimy: poza punktami O, i O, nasza krzywa
innych punktow wyprostowania w ,,widzialnym’’ zakresie nie ma. Rachunki sa proste, trzeba
tylko umie¢ rozniczkowac. Hesjanem rownania (1) jest

(3) H(x,y,2) = 54(5xyz—x*=y*=23) =0

i dodajac (3) do (2) dostajemy xyz = 0, co po wstawieniu z powrotem do (2) daje

(4) x¥+p*+23 =0 ina koniec mamy
jezeli x=0, to »*+z2*=0, awiec (+2)00*—-yz+2z*)=0,
(5) jezeli y=0, to x*+z*=0, awiec (x+2)(x2—xz+2?)=0,
jezeli z=0, to x*+y*=0, awiec (x+y)(x2—xy+y?) =0.

Pamietajac, Ze x, y i z tworza wspodlrzedne jednorodne punktu plaszczyzny rzutowej, a wigc nie
wszystkie sa rowne zeru i okreslone sa tylko z dokladnoscia do proporcjonalnosci, znajdujemy
latwo punkty wyprostowania naszej krzywej: (0, 1, —1), (1,0, —1) oraz (1, —1, 0). Dotlaczony,



Rys. 1. Operacje arytmetyczne na. krzywej
trzecicgo stopnia,

Rys. 3. Dwa punkty wyprostowania i szesc
dalszych punktéw poszdstnych na krzywej
irzeciego stopnia.

Dokladnie: jezeli nicosobliwa zwarta
powierzchnia Riemanna jest grupa
algebraiczna, to jest ona (izomorficzna z)
zespolong , krzywa" trzeciego stopnia,

a wiec topologicznie jest torusem albo
(co na jedno wychodzi) sfera z jedna
doklejona raczka.

Punkty wyprostosowania krzywej moZemy
tez okreslic bardziej algebraicznie. '
Przypusémy, ze uklad wspolrzednych na
plaszczyznie wybralismy tak, Zze nasza
krzywa L w otoczeniu poczatku ukladu jest
wykresem funkcji ¥ = f(x) przy czym

fxy =01 f'(x) = 0—a wiec 0§ x jest
styczna do L. Wowczas krzywizna L w (0,0)
jest réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy
S"(x) = 0; por. np. artykul A. Szybiaka.
Jest to ,,algebraiczna” charakteryzacja
punktéw wyprostowania i w ogdle pojecia
krotnosci stycznej (styczna jest 17-krotna,
gdy pierwszych 16 pochodnych jest réwnych
0). Tak sformulowana charakteryzacja moze
byé przeniesiona na zbiory zespolone i ma
sens wszedzie tam, gdzie ,,umiemy”
rozniczkowaé, a wiec np. gdzie wystepuja
tylko funkcje wiclomianowe. Do
.,formalnego™ okreslenia pochodnej
wielomianu nie musimy mieé¢ bowiem
pojecia granicy.

a,,niewidoczny’” punkt w nieskoriczonosci jest trzecim punktem, w ktorym nasza krzywa jest
,,lokalnie prosta’. Pamigtajac za$ o rozwiazaniach nierzeczywistych (badamy przeciez caly
zespolony zbiér opisany réwnaniem (1)) otrzymujemy latwo wszystkie inne rozwiazania
uktadu (5):

©,1,-D,1,0,-1),,-1,0
(6) 0.1, 8, (, 0, 1), d,a;0),
0,1,8),(B,0,1), (1,5,0),

gdzie « i f sa pierwiastkami wielomianu x2—x+1.

A wigc przez ,,przypomnienie sobie”’, ze krzywe maja tez punkty ,,w nieskoficzonosci’’

a réwnania — pierwiastki zespolone, dotkngliémy na naszej krzywej siedmiu nowych jej punktéw
charakterystycznych. No, moze nie na ,,naszej’”” krzywej, tylko na calym zespolonym smoku,
ktory pokazuje nam tylko swoje prze$wietlenie — krzywa z rysunku 1. Konfiguracj:;' utworzona
przez krzywa i jej punkty wyprostowania ma wiele interesujacych wlasnosci, z ktorych zwrocimy
tu uwage na jedna, podstawowa: na kaidej z prostych lqczqeych dwa punkty wyprostowania lezy
trzeci taki punkt (by¢ moze ,,niewidoczny’’, zespolony). Mozna to sprawdzi¢ fatwym rachunkiem
dla punktow w (6) a uwierzy¢ w ogdlnym przypadku — lub czytac dalej.

(znalezione przedtem)

Zdumiewajacego opisu punktow wyprostowania dostarcza teoria grup. Wybierzmy jeden taki
punkt (razem jest ich 9) jako element zerowy grupy, ktora za chwile zbudujemy. Aby doda¢ dwa
punkty 4 i B na naszej krzywej — albo na dowolnej krzywej trzeciego stopnia — prowadzimy
przez te punkty lini¢ prosta (gdy 4 = B, to styczng). Przecina ona dana krzywa w jeszcze jednym
i tylko jednym punkcie 4" — cho¢ moze to byé punkt ,,w nieskonczonosci’” lub miec¢
nierzeczywiste wspolrzedne, nic nie szkodzi. Eaczymy A4 z uprzednio wybranym za zerowy
punktem O. Prosta przechodzaca przez te dwa punkty znow przecina krzywa w jednym tylko
punkcie. Ten wiadnie punkt przyjmiemy za sum¢ 4+ B (rys. 2). Od razu zadanie dla Czytelnika:
jak obliczyé — A7

Dlaczego tak, a nie inaczej? Skad takie dziwne okreslenie tego dzialania?. Na przyklad stad, ze po
pierwsze ,,wychodzi’’ grupa, po drugie dzialania te sg ,,algebraiczne’, a po trzecie ze wszystkich
zupelnych krzywych zespolonych taka grupg mozna okresli¢ tylko na tych, ktore mozna opisac
roéwnaniem stopnia trzeciego, a sa to opisane w artykule J. Oledzkiego zwarte powierzchnie
rodzaju 1. Metoda,,,rysunkowa’” mozemy sie dos¢ fatwo przekonaé (a nawet pokusié si¢ o poprawny
dowdd) o stusznosci nastepujacego twierdzenia: -

Punkty wyprostowania krzywej to rozwiqzania réwnania 3X = O (dokladniej: X+ X+ X = 0)

w powyzZej zdefiniowanej grupie.

Z tego twierdzenia wynika m.in., ze jezeli 4 i B sa punktami wyprostowania, to — (4+ B) tez

(bo jezeli 34 = 0 i 3B = O, to 3(— A— B) = 0). Jezeli teraz przekonamy sig, ze punkty 4, B

i —(A4+ B) sa wspdlliniowe, to tak jakbysmy udowodnili, ze istotnie na kazdej prostej laczacej

dwa punkty wyprostowania znajdzie sie trzeci.

W poszukiwaniu innych punktow charakterystycznych zrobimy nastepujaca obserwacje. Przez
kazdy punkt plaszczyzny mozna przeprowadzi¢ cztery styczne do danej krzywej trzeciego stopnia.
Na rysunku 3 krzywa § skiada si¢ z dwu galezi: owalu i nieograniczonej krzywej z garbem. By¢
moze beda to tylko styczne nie tyle do S, co do tego duzego smoka zespolonego, ktorego S jest
resztowka. Precyzyjnie: do zbioru okre$lonego w przestrzeni zespolonej takim samym réwnaniem
co S w rzeczywistej. Takie styczne s3 na ogot jednokrotne, ale jest kilka punktow (zobaczymy,
ile), przez ktore przechodza cztery styczne w tym jedna tezykrotna (razem 6 stycznych). I takie
punkty nazywaja si¢ poszostne (sextatic). Ktore to punkty? Zupelnie proste rozwazania ,,na
ogolnym rysunku’’ doprowadza do wniosku, ze punkt X jest poszostny wtedy i tylko wtedy, gdy
6X = O i rzeczywiicie tak to jest.

Styczna potréjna do krzywej trzeciego stopnia musi przechodzi¢ przez punkt wyprostowania,

a wiec punkt jest poszdstny, gdy lezy na stycznej wyprowadzonej z pewnego punktu
wyprostowania. Poniewaz punkidw wyprostowania jest 9, a z kazdego z nich wychodza trzy
styczne (plus styczna w tym punkcie), wiec punktéw poszostnych jest 27. Ulozone s3 we
wspolliniowe trojki, a Czytelnik moze to sobie udowodnié, patrzac na rysunek 3 i rozumujac tak:
punkty stycznosci i tylko one spelniajg rownanie 2X = O, a O, + O, spelnia to rownanie. Skoro
wiec 0+ 0, # 0, t0 0,+0; = 03, ale 20; = O, wiec 0,4+ 0,+0; = 0, a to znaczy,

ze punkty te sa wspotliniowe. Znalezienie punktow poszostnych tych krzywych, ktore tu
rozpatrywaliSmy, pozostawiamy Czytelnikom, Nie poszukamy teZ wielu istniejacych innych
punktow charakterystycznych zarowno krzywej (1) jak i innych zbioréw algebraicznych,

Na zbiorach okreslonych bardziej skomplikowanymi réwnaniami takich ,,naprawde
charakterystycznych’’ punktdw jest zatrzesienie. Wielu z nich nie widzimy, patrzac na wykres
sporzadzony w przestrzeni euklidesowej.
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¥s,
Rys. 4a. Model B, Tuckermana wst¢gi
Mobiusa o plaskim brzegu: wstega sklada
sie z szesciu Scian osmioscianu i czterech
trojkatow prostokatnych; }ei brzegiem jest
tréjkat ABC.

Rys. 4b. Jej siatka. -

Powierzchnie

Dr Juliusz OLEDZKI

Przez powierzchnig¢, w szeroko rozumianym, potocznym tego slowa znaczeniu, rozumiemy zbior
dwuwymiarowy oddzielajacy jedna substancj¢ od innych. Mowimy o powierzchni kuli ziemskiej,
mowimy, ze powierzchnia wody w naczyniu jest wklesta lub wypukla, ze powierzchnia
marmurowej rzezby jest gladka itp. W niniejszym artykule przedstawimy co rozumiemy przez
powierzchnie w topologii i jakie mamy ich rodzaje. Przeksztalcenie ustalajgce wzajemnie jednoznaczng
odpowiednios¢ migdzy punktami dwoch zbiorow (dokladniej: przestrzeni metrycznych czy
ogolniej topologicznych) tak, by przyporzadkowanie punktom jednego zbioru punktow
drugiego, a takze odwrotne — punktom drugiego zbioru punktéow pierwszego, bylo ciagle.
nazywamy homeomorfizmem, a zbiory homeomorficznymi. W topologii nie odrozniamy zbiorow
homeomorficznych. Na przyklad koto jest homeomorficzne z czworokgtem; wyobrazmy sobie
kolo zrobione z elastycznej gumy, po zlapaniu go za cztery punkty brzegu i naciagnieciu
otrzymujemy czworokat. Zbior homeomorficzny z okrggiem nazywamy krzywa zwykla
zamknieta.

Idealnie plaska powierzchnia morza jest homeomorficzna z pofalowana, o ile tylko fale nie s3
tak wzburzone, ze krople wody odrywaja sie od powierzchni lub gdy zalamane fale swymi
wierzchotkami wczesniej uderzaja w powierzchnie tworzac przez chwile tunele,

W topologii przyjmuje si¢ nastgpujaca definicj¢ powierzchni; powierzchniq nazywamy domkniety
(wraz z ciagiem zbieznym punktow do zbioru nalezy jego granica) i ograniczony (odleglosci
‘miedzy punktami zbioru sa mniejsze od ustalonej liczby) zbior, ktdrego kazdy punkt ma w tym
zhiorze otoczenie homeomorficzne z otwartym (bez ograniczajacego okregu) kolem na
plaszczyzinie, przy czym kazde dwa punkty tego zbioru dajq sie polgczyé krzywa lezqcq w zbiorze
(powierzchnia nie moze skiadac si¢ z osobnych czgsci). Przykladami powierzchni sa: sfera, czyli
powierzchnia kuli, powierzchnia torusa — zbior zakreslony przez obracajacy si¢ okrag wokot
prostej lezacej w tej samej plaszczyZnie co okrag lecz nie przecinajacej go, powierzchnia torusa

z wigksza liczba dziur (rys. 1).

W mysl tej definicji powierzchniami nie sa: plaszczyzna, gdyz nie jest ograniczona, sfera

z usuni¢tym jednym punktem (gdyz nie jest domknieta), otwarte koto, domkniete kolo (bo jego
punkty brzegowe nie maja otoczenn homeomorficznych z kolami otwartymi). Ostatni

z wymienionych przykladow jest tylko powierzchnia z brzegiem. Dokladniej, mowimy, ze zbior X
Jest powierzchniq z brzegiem, jesli pewne jego punkty majq otoczenia homeomorficzne z otwartymi
kolami (tak jak punkty powierzchni), a wszystkie inne (zwane punktami brzegowymi) maja
otoczenia homeomorficzne z polowq otwartego kola wraz z ,,brzegowym’” lukiem (rys. 2);
zakladamy rowniez, ze X jest domkniete i ograniczone oraz, e kazde dwa punkty z X mozina
polgczyé krzywq. Oto inne przyklady powierzchni z brzegiem: domknigta i ograniczona
powierzchnia boczna walca (pasek papieru nawiniety na walec i sklejony), wstega Mobiusa,
(pasek papieru przed sklejeniem przekrecony, rys. 3). Skrecenie przed sklejeniem paska parzysta
liczbg razy o 180° daje zbiér homeomorficzny z powierzchnia walca, natomiast nieparzystg —

ze wstega Mobiusa. Wstega Mobiusa ma te wlasno$¢, ze poruszajac sie po niej bez zblizania sig
do brzegu mozemy przejs¢ na jej ,,druga strone’’, w zwiazku z tym wlasciwie jest to ta sama
strona. Powierzchnie o tej wlasnosci nazywamy jednostronnymi. Takie powierzchnie (bez brzegu)
nie moga oddziela¢ jednej substancji od drugiej; okazuje si¢, Ze mozna je zrealizowac (tj.
umiesci¢) dopiero 'w przestrzeni euklidesowej czterowymiarowej (mieszczaca si¢ w trojwymiarowej
przestrzeni wstgga Mobiusa nie jest powierzchnia, tylko powierzchnig z brzegiem).

Brzeg wstegi Mobiusa jest krzywa zwyklg zamknigta, a wigc homeomorficzna z okrggiem,
Na rys. 4 widzimy wstege Mobiusa o trojkatnym brzegu.

e

=7

Rys, 10, Torus i butelka Kleina. Rys, 12. Jeszcze raz butelka Kleina,
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Powierzchnig jednostronng bez brzegu mozna otrzymac z kola przez sklejenie (utozsamienie)
punktéw antypodycznych (tj. symetrycznych wzgledem $rodka) na okregu bedacym brzegiem
tego kota. Powierzchnig taka nazywamy plaszczyzna rzutowa. Jezeli podzielimy piaszczyzne
rzutowa krzywa zwykla zamknigta na dwie czesci tak jak na rys. 5, to otrzymamy czgsé¢
zakreskowang homeomorficzng ze wstega Mobiusa (luk ab jest sklejony z cd) i czgsé
niezakreskowana homeomorficzng z kotem (tuk bc jest sklejony z da). Mozemy wiec powiedziec,
ze plaszczyzna rzutowa powstaje przez dolepienie do kola wstegi Mobiusa. Innym klasycznym
przykladem powierzchni jednostronnej jest butelka Kleina (rys. 6). Oczywiscie przeniknigcie
szyjki butelki do wewnatrz bez przecinania $cianki nie jest mozliwe w przestrzeni trojwymiarowej.
R s B Jeie{i rozetr}ierny butelke Kleir?a wzd'lui okrcg.u .]eZQct?go na tflnic butelki, to (?trzymarrfy‘

na-str, 16,-do kaclka powierzchnie walca, tak samo jak by$my rozcieli powierzchnig torusa. Tak wigc doklejajac
..Cazytelniczki na rozne sposoby okregi bedace podstawami powierzchni bocznej walca mozemy uzyskaé rozne
proponuja”, powierzchnie; raz jednostronna, raz dwustronna.

Z powierzchni jednostronnej mozna zawsze wycia¢ wstege Mobiusa np. poszerzajac do paska
droge potrzebng do przejicia na ,,druga strong’’ ustalonego punktu powierzchni. Jesli za$
przetniemy wstege Mdbiusa wzdluz linii srodkowej, to otrzymamy powierzchnig¢ boczna walca.
Jezeli nasza wstega byla zawarta w pewnej powierzchni, to powyzsze rozcigcie nie spowoduje
rozdzielenia powierzchni na dwie osobne czesci.

Rodzajem powierzchni nazywamy maksymaling liczbe zawartych
w niej rozlgeznych krzywych zamknietych takich, ze rozciecie wzdluz tych krzywych nie powoduje
rozpadniecia sig¢ powierzchni na osobne czesci.

Sfera jest rodzaju 0, gdyz kazda krzywa zwykla zamknieta rozcina ja na dwa zbiory
homeomorficzne z kolem (ten pozornie oczywisty fakt nie jest latwy do dowodu).

Powierzchnia torusa jest rodzaju 1; przez przecigcie wzdluz odpowiednio potozonego

okregu otrzymamy powierzchni¢ boczng walca, ktora jest juz rozcinana przez kazda

nastepng krzywa zwykla zamknigta. Czy wobec tego rodzaj butelki Kleina tez wynosi 1?7 Nie,

Jest on rowny 2. Jesli przecigcie pierwsza krzywa zwykla zamknigta doprowadzi-do powierzchni
walca, to nastgpnej krzywej nie ma gdzie umieéci¢. Ale pewne krzywe zwykle zamknigte przecinaja
butelke Kleina tak, Zze otrzymujemy wstgge Mdbiusa (linia pomaranczowa na rys. 6), a wiec i druga
krzywa zwykla zamknigta nie rozcina calkowicie powierzchni.

Bezposrednio z definicji wynika, ze rodzaj powierzchni oraz to, czy jest ona jedno- czy
dwustronna, nie zmienia si¢ przy homeomorfizmie. Okazuje si¢ (dowod nie jest prosty), ze
prawdziwe jest twierdzenie odwrotiie.

Jesli dwie powierzchnie sq tego samego rodzaju i obie sq jedno- lub obie dwustronne, to sq
homeomorficzne.

A zatem rodzaj powierzchni plus informacja, czy jest ona jedno- czy dwustronna, okresla te
powierzchni¢ jednoznacznie z topologicznego punktu widzenia.

Powierzchnie dwustronne rodzaju » = 0 mozna utworzy¢ dolepiajac do sfery n,,uch” (rys. 7)

i na mocy powyzszego twierdzenia innych dwustronnych powierzchni w topologii nie ma.
Natomiast powierzchni¢ jednostronna rodzaju 2n+ 1 mozna skonstruowac wycinajac w sferze n
kol i doklejajac wzdluz brzegow n wsteg Mobiusa (brzeg wstegi Mobiusa jest krzywa zwykla
zamknigtg). Jaka powierzchnie otrzymamy doklejajac do sfery jedno ucho i jedng wstege Mobiusa?
Bedzie to powierzchnia jednostronna rodzaju 3. Doklejenie jednego ucha jest topologicznie tym
samym, co doklejenie dwoch wsteg Mobiusa, ale pod warunkiem, ze powierzchnia zawiera

Jeszcze inng wstege (rys. 8). Tak wigc powierzchnig jednostronna rodzaju n mozna rowniez

g n—1
otrzymac doklejajac do sfery, dla » nieparzystego, jedng wstege Mobiusa i = uch, a dlan

Rys. 7. Sfera z trzema raczkami to to samo
€0 torus z trzema otworami z rys. |,

n—-2 Tt
parzystego, dwie wstegi Mébiusa i =5 uch. Rys. 8 pokazuje jak sfere z jednym uchem i jedna

wstega Mobiusa mozna rozciaé na trzy wstegi Mébiusa.

di——a —
e b M =

& P _ -
a —d

Rys. 8 -’!5. i S
: Rys. 11
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Ras, 1, Pluszczvizna rzutowa

Rys. 2. Gdy ze sfery robimy przestrzen
rzutowsg, utozsamiamy punkty

przeciwlegle: x i x, ¥ i y, z i z. Dlugoss

—

najkrotszego z lukéw wielkich xz, xz, xz,

-

xz przyjmujemy za
przestrzeni rzutowej.

A1

1,

$¢ punktéw x i z

Plaszczyzna rzutowa

Iwona GRZEGORCZYK

Jeieli do zwyklej plaszczyzny euklidesowej dolaczymy ,,punkty w nieskonczonosci’’, dostaniemy
plaszczyzne rzutowq. Aby zobaczy¢ na czym polega i jak przebiega ta konstrukcja, wyobraimy
sobie plaszczyzne H i pek prostych przechodzacych przez pewien punkt poza nig. Kazda prosta
tego peku nierownolegla do H przecina ja w jednym punkcie. Otrzymane tak przyporzadkowanie

prosta peku nierownolegta do H <« punkt plaszczyzny H

jest wzajemnie jednoznaczne. Jak to czgsto w matematyce bywa, zbiory, miedzy ktorymi istnieje
,,naturalna’’ funkcja wzajemnie jednoznaczna, sa utozsamiane. Mozemy napisac

*) punkt plaszczyzny H = prosta peku nierownolegla do H

i uwazac za wspoirzedne punktu np. wektor kierunkowy odpowiedniej prostej. Oczywiscie takie
wspolrzegdne punktu (zwiemy je jednorednymi albo rzutowymi) zaleza, jak i kazde inne, od wyboru
uktadu wspotrzednych. Gdy za H weimiemy plaszczyzng z = 1, a p = (0,0, 0), to beda one
postaci [x,y,z]iz = 1.

Plaszczyzne rzutowa okreslamy jako zbior wszystkich prostych naszego peku. Przyporzadkowanie
(*) pokazuje, ze dzieki takiemu okresleniu do ,,zwyklej’” plaszczyzny euklidesowej rzeczywiscie
doszly nowe punkty i ze zastuguja one na nazwe ,,punktow w nieskonczonosci’’. Kazdy taki punkt
odpowiada kierunkowi pewnej prostej na plaszczyZnie, a jego wspolrzedne jednorodne maja
postaé [x, y, 0]. Plaszczyzna rzutowa ma wigc dwa rodzaje punktow: wlasciwe (odpowiadajace
punktom plaszczyzny H; wspolrzedne jednorodne takich punktow maja trzecig wspolrzedna
rozna od zera) i niewlasciwe (odpowiadajace kierunkom prostych na A). Widzimy takze, ze
proporcjonalne wspotrzedne jednorodne opisuja ten sam punkt plaszczyzny rzutowej. Pozwala

to okresli¢ plaszczyzne w inny sposob, moze mniej intuicyjny, ale lepszy do postugiwania si¢ nia:
Plaszezyzna rzutowa to zbior trdjek [x, y, z], wiréd ktorych

1) nie ma [0, 0, 0],

2) trdjki proporcjonalne utozsamiamy. &

Przy takim podejsciu zaciera si¢ zupelnie roznica migdzy punktami wlasciwymi i niewlasciwymi,
Widzimy ponadto, ze trojka [x, v, z] jest tym samym punktem plaszczyzny rzutowej co

o= e vl
Yxityits Yxityis Yaiepres

Punkty o analogicznych wspotrzednych, ale w przestrzeni euklidesowej, wypelniajg sferg

o rownaniu x2+ y?+ 2% = 1. Jednak dwa antypodyczne (przeciwlegle) punkty sfery maja
przeciwne wspotrzedne euklidesowe i wobec tego wyznaczaja ten sam punkt plaszczyzny rzutowej.
Mozemy zatem powiedzie¢ jeszcze inaczej (zob. tez artykut J. Oledzkiego):

Plaszczyzne rzutowq mozna otrzymac ze sfery, utozsamiajqc na niej punkty lezgce na jednej
Srednicy.

Ta uwaga pozwala na wprowadzenie na plaszczyznie rzutowej pojecia odleglosci (rys. 2), co
czyni z niej przestrzen metryczna, tzw. plaszczyzne eliptyczng.

Plaszczyzna euklidesowa jest podzbiorem plaszczyzny rzutowej. Mozemy zbiory w niej zawarte
domykac¢ w calej plaszczyznie rzutowej. Cho¢ nie jest to trudne, nie bedziemy dokladnie
wyjasnia¢, dlaczego domknigcie zbioru opisanego na plaszczyznie euklidesowej rownaniem
wielomianowym f(x, y) = 0 jest na plaszczyznie rzutowej opisane rownaniem F(x, y, z) = 0,
powstajacym przez dopisanie do wszystkich jednomianoéw w wielomianie f najmniejszej takiej
potegi zmiennej z, by wielomian stal si¢ jednorodny. Tak na przyklad domknigcie linii prostej

o rownaniu ax+by = ¢ ma na plaszczyZnie rzutowej rownanie ax+ by = cz. Gdy polozymy

z = 0, obliczymy jakie punkty ,,w nieskoniczonosci’’ doszly do naszej prostej: x = b, ¥y = —a,

z = 0 (inne uklady trojek x, y, z sa proporcjonalne do tych).

Otrzymalismy co$, co mogliémy przewidzie¢ i bez rachunkéw: domknigcie linii prostej sklada si¢
z niej samej i jednego punktu niewlasciwego, odpowiadajacego jej kierunkowi. Taka uzupelniona
prosta jest hdmeomorficzna z okregiem, podczas gdy domknigcie hiperboli sklada si¢ z niej samej
oraz punktéw odpowiadajacych kierunkom asymptot; przy domykaniu paraboli dojdzie jeden
punkt niewlasciwy: kierunek jej osi symetrii.

Teoria krzywych i powierzchni domknietych w przestrzeniach rzutowych jest — wbrew

pozorom — latwiejsza niz ich czgsci euklidesowych, niezwartych. Tylko dla takich ,,domknigtych”
zbiorow mozemy jako tako zadowalajaco odpowiedzie¢ na pytanie: jak z postaci wielomianu
opisujacego zbidr poznaé, jak ten zbiér ,,naprawde’’ wyglada, czym zajmuje si¢ modna ostatnio
geometria algebraiczna.
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Juz wiele razy pisalisSmy w Delcie o.ciekawych wlasnoséciach blonek mydlanych.
Jestesmy jednak dalecy od wyczerpania tematu. Czy, na przyklad, zadaliscie
sobie kledys pytanie, jaka jest grubos¢ blonki? Albo, dlaczego banki mydlane
mienig sig¢ wszystkimi kolorami tgczy? MoZze Wam s1q to wyda¢ dziwne, ale
odpowiedzi na te pytania sg Scisle powigzane. Zanim je znajdziemy — kilka
doswiadczen. Potrzebny Wam bedzie migkki drut i roztwor mydta lub ptynu

do prania. Zegnijcie z drutu plaska ramke z ,,raczka’ i rozepnijcie na niej blonke.
Nastgpnie ustawcie ja pionowo starajac si¢ zaobserwowaé¢ promienie sloneczne
odbite od powierzchni, podobnie jak to sie robi puszczajac ,,zajaczki’’ za pomoca
lusterka. Poczatkowo blonka bedzie jednostajnie biata. Po chwili jednak pojawia
sie poziome, kolorowe prazki poszerzajace si¢ z uplywem czasu. Je$li reka wam
nie drgnie, btonka bedzie ,.zyla™ kilkanascie sekund i zaobserwujecie u gory
ciemny obszar wypelniajacy powoli cala ramke. Zauwazyliscie juz na pewno,

ze pojawienie sie prazkow jest zwigzane z sita przyciagania ziemskiego; prazki sa
zawsze poziome, a dla poziomo ustawionej ramki nie pojawiaja sie¢ w ogole. Sita
cigzkosci powoduje powolne wyeiekanie wody i to, ze przekréj poprzeczny blonki
ma w przyolizeniu ksztalt klina. Zgoda, powiecie, ale skad te kolory? Zeby to
zrozumie¢ przypomnijcie sobie: $wiatto sloneczne jest mieszaning roznych barw.
Odbicie od blonki to jeden ze sposobéw ich rozdzielenia. Swiatlo mozemy
traktowac tutaj jak falg, pod wieloma wzgledami podobna do fal na wodzie,
Kazdej barwie odpowiada inna dlugosé fali, natomiast natezenie $wiatla jest tym
wigksze, im wigksza jest jej wysokosé. Zastanowmy sie, jak kazda ze skladowych
odbija si¢ od cienkiej blonki. Pewne wyobrazenie o tym da Wam rysunek obok.
Odpowiada on sytuacji, gdy grubosé blonki jest w przyblizeniu rowna polowie
dtugosci fali, a kat, pod ktérym obserwujemy prazki, jest niewielki. Fala padajaca
czgSciowo odbija si¢ od powierzchni zewnetrznej blonki, a czesciowo, po
zalamaniu, od powierzchni wewngtrznej. Zauwazcie, ze wysokosé fali wypadkowej,
bedacej suma fal odbitych, jest duzo mniejsza niz fali-padajacej. W ten sposob
niektore barwy w Swietle stonecznym beda ostabiane — jedne bardziej a inne mniej.
Wszystko zalezy od grubosci blonki. W miejscu, gdzie pojawiaja sie pierwsze

od géry prazki bedzie ona réwna w przyblizeniu diugosci fal $wiatla widzialnego
czyli okolo jednej dziesigciotysiecznej milimetra. Dla powtarzajacych sie barw
bedzie dwu, trzy...-krotnie wigksza. Pozostaje jeszcze do wyjasnienia sprawa
ciemnego obszaru u goéry ramki. Zauwazcie, ze odbicie od zewnetrznej
powierzchni (fala pada z osrodka rzadszego) przebiega inaczej niz od wewngtrznej
(fala pada w osrodku gcstszym) W pierwszym przypadku grzbiet zmienia si¢

w doling, w drugim zas grzblet przechodz1 w grzbiet. Sprawdzcie, ze jesli blonka
bedzie miala grubos$¢ duzo mniejsza od dlugosci fal $wietlnych, to wszystkie barwy
bedg wygaszane. Pomoze Wam w tym rysunek obok. Tak wiec ciemny obszar
odpowiada bardzo malej grubosci blonki. Mozna ja wyznaczy¢ innymi metodami.
Okazuje sie, ze jest okolo sto razy mniejsza niz w obszarze prazkow.

Czy potraficie na podstawie szerokosci prazkéw wyznaczy¢ ksztalt przekroju
blonki? Spéjrzcie na btonke pod $wiatlo — te same prazki! Potraficie to
wyjasnic¢? :

Podczas zimy na szybach autobusdw tworzg sie cienkie warstewki lodu
zabarwiajace na kolor zielonawy wszystko to, na co przez nie patrzymy.
Sprobujeie wyjasni¢ to zjawisko. Ocericie, jaka jest grubosé tych warstewek.

A teraz co$ dla relaksu! Na obrazkach pokazujemy skamieniale szkielety
jednokomdrkowcow o rozmiarach okoto jednej dziesigtej milimetra zwanych
radiolariami. Znaleziono je w mule na dnie. morza. Skad te dziwne ksztalty?
Sprébujemy Je odtworzy¢ za pomocg naszego drutu i wody mydlanej. Wygnijcie
czworoscian foremny i zanurzcie go w roztworze. To, co dostaliscie, juZ troche
przypomina szkielet obok, prawda? Brakuje tylko babelka w $rodku. Uderzcie
lekko ramka w powierzchnig roztworu. Jest? Skad to podobienstwo?



Czytelniczki proponuja

Zrobi¢ sama butelke Kleina

Na 3 druty nr 5 narzuci¢ 90 oczek (po 30 3
na kazdy). Przerabia¢ sciagaczem naokolo
(jak skarpetke) do wysokoici 4 cali.
Przerobi¢ na | drucie 90 oczek, przewrécié
.robote na drugg stron¢ i przerabiaé dalej
tak, aby w srodku roboty zostal otwor.
Powtarza¢ te dwa rzedy az otwor bedzie
miat !5- cala. Polaczy¢ naokolo 1 rzedem.
Nastgpnie co drugi rzad gubié¢ po 1 oczku
z obu koncéw kazdego drutu az zostanie
27 oczek (po 9 na kazdym). Przerobié
prosto 12 cali, Przeciaggnac¢ od zewngtrz
robotg przez otwor. Teraz dodawaé po

1 oczku z obu koncéw kaidego drutu

az do osiggnigcia 90 oczek (po 30 na
kazdym). Przerobié¢ prosto 6 rzedow.
Przerobi¢ razem szydetkiem kaide z 90
oczek z oczkami pierwszego rzedu roboty.
Moina sprezentowaé mezowi jako
tabakierke.

Sposob wykonania: Janis WANSTALL (wg
+Manifold” 1971). Wykonanie: dr Danuta
OLEDZKA (Politechnika Warszawska). Projekt
zastosowania: megr Antonina SZUREK
(Instytut Badan Systemowych PAN),

Fot. T. W. Kur

Patrz w niebo

1940,

0eE =

950

1955 —

1960

1965 —

1870 =

Co to jest 00?

To miejsce, gdzie dzieja sie rzeczy, ktore
si¢ nie zdarzajg (the place where things
happen that don't),

- (The Mathematical Gazette, 1948)

Z Nowym Rokiem

Rozpoczelismy whasnie pomysinie rok 1981. Choé¢ 1981 nie jest liczba pierwsza, to jednak
podzielna jest przez szczesliwg siddemke, a iloraz jest juz liczba pierwsza: 1981 = 7- 283.
Liczby, bedace iloczynami dwu liczb pierwszych nazwali$my semipierwszymi (Delta 7/1980).
Czeka nas zatem semidobry rok. Rozpoczynamy takze nowe dziesieciolecie. Czy bedzie ono
pomysine? Teorioliczbowcy nie bgda nim specjalnie zachwyceni: tylko 1987 jest liczba pierwsza
(a w latach siedemdziesigtych zeszlego wieku mieli az cztery: 1871, 1873, 1877, 1879, na ‘nastqpne
tak pomyslne musza czekac jeszcze 100 lat: 2081, 2083, 2087, 2089).

Ale nie tak fatalne, jak lata szesédziesigte (zadnej liczby pierwszej). Albo jak mroczne
sredniowieczne lata 1130—1150 albo 1328—1360 (trzydziesci trzy lata bez liczby pierwszej!).
Niepomysine byly takze siedemdziesiate i osiemdziesiate lata XVII wieku. Specjalisci probuja
ustali¢ przyczyne tych czarnych okresow.... Sadzi sie, Ze najwiekszy odstep pomiedzy kolejnymi
liczbami pierwszymi < n jest w przyblizeniu réwny (Inn)? i bylby to wcale nietrywialny wynik.
Warto zwréci¢ uwage na inna osobliwosé roku 1981. W 1800 roku dwudziestotrzyletni wowczas
Gauss podat sposéb odszukania daty Wielkanocy. Sa do tego potrzebne dwie liczby 4 i B,
ktore podaje ponizsza tabela:

do 1582 A=15, B=6

1583=31699 A —27 "g=» :
1700E=1799- <4 — 71~ = =

1800218990  £—33 =R- 4

19002099 A4 =24, B=75

2100—2199 A=24" B=6

Dla wyznaczenia daty Wielkanocy trzeba wykonaé nastepujace dziatania. Podzieli¢ liczbe roku
przez 19 i znaleZ¢ resztg a. Podzieli¢ liczbg roku przez 4 i znalezé reszte b. Podzieli¢ liczbe roku
przez 7 i znalez¢ resztg c. Liczbg 19a+ A4 podzieli¢ przéz 30 i znalezé reszte d. Liczbe
2b+4c+6d+ B podzielic¢ przez 7 i znale¢ reszte e. Sume reszt d+ e dodaé¢ do daty 22 marca

a otrzymamy dat¢ Wielkanocy. Jesli data wypadnie powyzej 31 marca, trzeba ja oczywiscie
przeliczy¢ na odpowiedni dzient kwietnia. Jednak trzy razy metoda Gaussa daje zty wynik.

W 1609 roku Wielkanoc byla 19 kwietnia, cho¢ wzor Gaussa dawal 26 kwietnia. W 1954 roku
Wielkanoc obchodziliémy 18 kwietnia' (a nie 25, jak wynikaloby z tych obliczen).

Trzecim — i ostatnim wyjatkiem — jest tu nasz rok 1981... (obliczcie sami i porownajcie

z kalendarzem). ’ '

.

Wirod dobrze nam znanych zimowych gwiazdozbioréw : Byka, Oriona, Blizniat i Wielkiego Psa
goruje w styczniu rowniez kilka mniej znanych.- Migdzy innymi Jednorozec (Monoceros, Mon).
Kiedy patrzymy na niebo — na pierwszy rzut oka trudno go nawet znalezé. Astronomowie nie
wiazg tej konstelacji z zadng znana wszystkim gwiazda. Jednak nawet szybki przeglad nieba
Jednorozca przez teleskop pozwala nam znalezé kilka pigknych mglawic, m. in. mglawice Rozetta
(z okladki Delty z lipca 1979). Dzisiaj zajmiémy sie dwiema gwiazdami o nazwach Ross 614

1 HD 47129 (gwiazda Plasketta), ktore rowniez znajduja sie w konstelacji Jednorozca. Obie
gwiazdy tworza uklady podwojne, ale na tym wiasciwie konczy sie ich podobienistwo. Sa one
swoimi przeciwiefistwami — leza na dwoch koncach zakresu mozliwych mas gwiazd. Zakres ten
Jest wyznaczony teoretycznie. Nowo rodzaca si¢ gwiazda powstajaca przez kontrakcje materii
migdzygwiazdowej musi mie¢ mase wigksza od pewnej ,,masy krytycznej’’, aby moglo w jej
wngtrzu wytworzy¢ si¢ odpowiednie ci$nienie i gestosé, a zatem aby powstala réwniez odpowiednio
wysoka temperatura zdolna do rozpoczecia reakcji jadrowych. Jeéli dojdzie do zaplonu,
miodziutka gwiazda zatrzymuje si¢ na ciagu gléownym diagramu H-R i rozpoczyna ewolucje jak

.inne normalne gwiazdy. Jesli jednak masa jest niewystarczajaca, zapadajacy si¢ rozgrzany do

czerwonosci oblok (zamiana energii potencjalnej na cieplng) utworzy kule gazowa, ktora minie
cigg glowny, a potem stygnac zamieni si¢ moze w samotna planete? Masa krytyczna wynosi 0,08
masy Stofica (M,). Jowisz ma mase ok. 0,001 M,. :

Z drugiej strony, jesli kolapsuje (zapada si¢) oblok o ogromnej masie, to kondensacje wieksze
niz ok. 100 M, najprawdopodobniej nie moga utworzy¢ gwiazd, bo rozpadaja sie szybko na
drobniejsze skladniki.

A wigc dozwolona masa miodej gwiazdy 0,08 M, < M, < 100 M,. Obie gwiazdy w Jednorozcu
leza w poblizu tych granic. Ross 614 jest ukladem dwoch kartowatych gwiazdek. Ich masy
wynosza 0,14 i 0,08 M,. Mniejszy skladnik zostal odkryty optycznie dopiero w 1955 r. mimo,
Ze jego istnienie zostalo przewidziane kilkanascie lat wezesniej, na podstawie obserwacji
okresowych (16,5 lat) wahan polozenia jasniejszej gwiazdy, wskazujacych na krazenie wokol niej
ciemniejszego skladnika. Za pomocy takich samych metod szuka sie obecnie jeszcze mniejszych
towarzyszy — hipotetycznych planet. Odkryto w ten sposob kilka obiektow krazacych wokot

. bliskich gwiazd. M. in. gwiazda Lalande 21185 w Wielkiej NiedZwiedzicy ma towarzysza o masie

0,01 Mo, 61 Cygni C ma masg 0,008 M, a hipotetyczna planeta krazaca wokol gwiazdy
Barnarda w Wezowniku ma mase 0,0015 M, (1,57 masy Jowisza!).
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THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA HA, HILHI..

Parametry obu skiadnikow ukladu Ross 614 w poréwnaniu ze Stoficem podane sa w tabelce
ponizej. Gwiazda Plasketta sktada si¢ z dwoch olbrzyméw typu O obiegajacych si¢ wzajemnie
z okresem 14,414 dni. Suma mas obu skladnikow wynosi 100 M,. Gwiazda jasniejsza jest nieco
..1zejsza’’ (40 My). Przez dhugi czas uwazano, ze s3 to najmasywniejsze gwiazdy znane nam
we Wszechswiecie. Sir James Jeans, znany astronom angielski, powiedziatl kiedy$ o tym ukladzie:
»»najbardziej masywna i absolutnie najja$niejsza gwiazda, ktorej parametry znane sa
z odpowiednia dokladnoscia. Temperatura 28000°C. Kazdy centymetr kwadratowy powierzchni
emituje dostatecznie duzo energii, aby porusza¢ lokomotywe z peina predkoscia przez miliony
Jat™,

mgr Tomasz CHLEBOW SKI

Parametry ukladu podwdjnego Ross 614

masa jasnosé promien temperatura jasnosc abs,
Stonce 1 | | 6000 +4.8
Ross 614A 0,14 1/2100 0,3 2700 +13,1
Ross 614B 0,08 1/63000 0,1 2000 +16,8

Magister Pirozynski opowiada...

W wydanym przez Wydziat Matematyki, Mechaniki i Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego
informatorze dla studentéw wybierajacych dalsza specjalizacj¢ znalazlem nastgpujaca definicje:

Powiemy, Ze sfera S" jest paralelyzowalna, gdy istnieje n pol wektorowych stycznych,
ortonormalnych w kazdym punkcie S".

Rozumiem z tej definicji prawie wszystko, ale najbardziej ucieszylem si¢ terminem
.,paralelyzowalna’. Po pierwsze przypomnialo mi to, jak w dziecinstwie (pod wplywem czytanki
z Plomyka) szukalem stowa zawierajacego zgloske ...ly.... Rozbudzilo to we mnie pasje
badawcza i moze dlatego zdecydowalem sie zdoby¢ wyzsze wyksztatcenie. Po drugie, jak
pamigtacie, bronig scistosci i precyzji jezykowej (Delta 11/1980). W nauce najczesciej wlasnie
termin obcego pochodzenia oddaje lepiej, ostrzej i dokladniej istote rzeczy. Oto ulozona przeze

mnie tabela

zamiast znacznie lepiej brzmi

polwalec semicylinder

wielowskaznik polyindeks

przekatna ~ diagonala

poziom (na tym poziomie) lewel (na tym lewelu, nie: na tym lewlu)

rodzaj genus

zalozenie asumpcja

odpowiednik analogon (np. przy asumpcji, e diagonala jest domknieta,

otrzymujemy analogon twierdzenia Hausdorffa)

przemienny komutatywny

wykladniczy eksponencjalny

wykladac trzymac wyklad (np. na dyferencjalnej i integralnej kalkulacji)

wyprzedzaé adwansowac

opdzniac retardowac

zapasc sie skolapsowac

przypusémy, Ze... i zobaczmy popracujmy w rezimie warunku koniecznego
co bedzie

rozszerzac ekspandowac

rozchodzié¢ propagowac (np. prosze si¢ rozpropagowaé!)

maszyna cyfrowa kapiuter

zelastwo hardware

migso software

zlozenie superpozycja

ulozenie obok siebie dzekstapozycja

upojenie alkoholowe kontrapozycja

Prawda, ze terminy zapozyczone brzmia znacznie powazniej? Nie mozna tu nie zacytowaé
profesora Antoniego Kgpinskiego: ,,W stownictwie naukowym niekiedy zdecydowanie sie na
uzycie oryginalnego terminu obcego pozwala ostrzej, dobitniej i najkrocej nazwaé niektore tresci
i pojecia niz szukanie odpowiednikéw rodzimych, znaczeniowo niezupelnie rownowaznych'
(,,Z psychopatologii Zycia seksualnego™, PZWL, 1973, str. 13).

17



