
Komunikat jury konkursu prac maturalnych z matematyki
Dnia 18 wrzesnia 1980 roku odby! sie final konkursu prac maturalnych z matematyki. Do publi~
czoej obrony dopuszczonych bylo SZesc prac. Autor jednej z nich R. Gut z Wroclawia nie wzial
udzialu w finale. Biorac pod uwagC przebieg publicznej obrony oraz poziom przedstawionych
prac jury konkursu w skladzie: prof. L. Jesmanowicz - przewodniczacy oraz czlonkowie: prof.
R. Duda, prof. W. Zakowski, dr A. Derkowska, dr M. Kordos - przedstawiciel redakcji Delty.
dr W. Wierzbicki - przedstawiciel MOiW i dr J. Waszkiewicz postanowilo przyznac nastepujace
nagrody: Zloty medal i I nagrode Ministra Oswiaty i Wychowania Zbigniewowi JELONKOWI, absol­
wentowi II LO w Krakowie, za prace pt "Pewna analogia". Srebrny medal i 11 nagrode Ministrz.
Oswiaty i Wychowania Robertowi COZASIOWI (V LO w Krakowie) za prace pl. "Pewne równania
rekurencyjne i ich zastosowanie w teorii ulamków lancuchowych". Brazowy medal i H nagrode
Ministra Oswiaty i Wychowania Waldemarowi HOLUBOWSKIEMU, absolwentowi LO w Myslo­
wicach za prace pt "Inwersja". Autorów pozostalych prac: Boguslawa LOPUCHA (III LO we
Wroclawiu) za prace pt. "Inwersja" oraz Jacka BRODZKIEGO (XIV LO we Wroclawiu) za prace
pt "Teoria grup w algebrze; fizyce" postanowiono wyróznic dyplomami. Opiekunom prac: mgr Ewie
CHOJNACKIEJ, mgr Zbigniewowi GLANOWSKIEMU (II LO w Krakowie), dr ZdzisIowie DYBlEC
(Instytut Matematyki UJ), mgr Józefowi PlETRYKOWSKIEMU (LO w MysIowicach), mgr Zdzisla­
wowi SLOMIANOWI (III LO we Wroclawiu) oraz mgr Aleksandrowi DOBRZYCKIEMU i mgr
Augustynowi KA1.UZY (XIV LO we Wroclawiu) przyznano nagrody Ministra Oswiaty i Wychowania.
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Na róznych lekcjach
Z·róznych ksiazek
Od róznych ludzi
Dowiadujemy sie wielu ciekawych rzeczy

Zdobywamy informacje
"z matematyki", "z biologii", "z historii", "z geografii",
"z jezyka polskiego", "z astronomii", "z fizyki", "z chemii"
i wiele takich

których nie umiemy w ten sposób sklasyfikowac
a które wcale nie mniej nas ciekawia

l z tych informacji powstaje
nasza wiedza o swiecie

który jest JEDEN
i na zadne przedmioty, dyscypliny czy nauki
NIE JEST PODZIELONY

Nie znaczy to
ze nie musimy uczyc sie dzielenia informacji

Musimy mianowicie
umiec podzielic uzyskiwane informacje
na PRAWDZIWE i NIEPRAWDZIWE

bo bez tej umiejetnosci
nie bedziemy wiedzieli zupelnie nic

Nabycia wprawy w takim dzieleniu
Zyczy Wam

DELTA

Powierzchnie stalych ruchu w dynamice

Doc. dr Antoni KUSZELL

Rozwazmy ruch ukladu dynamicznego .opisywanego równaniami ruchu Newtona w postaci
d

- Xj = pjdl -

dlit P} = F};
j = l, ... ,f;

(I)

gdzie X}, Pi i F} oznaczaja odpowiednio j-ta skladowa polozenia, pedu i sily,fzas oznacza liczbe

stapni swobody. Na przyklad w tr?jwymiarowej przestrzeni ruch punktu materialnego (czastki)
jest opisany w pelni przez podanie trójwymiarowych wektorów polozenia i pedu w kazdej chwili
czasu t. To znaczy, ze w tym przypadku f = 3. Podobnie dla ukladu dwóch czastek punktowych
liczba stopni swobody f = 6, itd.
W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowali, ze sily F} sa potencjalne. Oznacza to, ze istnieje
funkcja zmiennych przestrzennych V(Xl, ... , Xf), zwana potencjalem, dla której zachodzi zwiazek:

tl .

Fj= - tlX} V; j= 1 •... ,[.
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Ruch ukladu dynamicznego mozna takze
opisywac w przestrzeni polozeniowej
(f-wymiarowej). Trajektoria jest wtedy
rozwiazaniem równania Newtona drugiego
rzedu

d2

di2 Xj =-Fj; j = l, ... J. '
Przez kazdy punkt w przestrzeni
polozeniowej przechodzi nieskonczenie
wiele trajektorii odpowiadajacych róznym
predkosciom w tym punkcie. W przestrzeni
fazowej przez kazdy punkt przechodzi
dokladnie jedna trajektoria. Wyjatkiem sa
punkty równowagi niestabiln~j.

--
Rozwiazanie zadania F 87. Czastki
wystepujace w zadaniu ~ róznia sie jedynie
znakiem ladunku. Energie potencjalne
w polu elektrostatycznym o potencjale
q;(x) wynosza:

Ep = ±eq;(,).

Znak" +., dotyczy pozytonu, " -"
elektronu, e jest ladunkiem elementarnym.

Stad wniosek, ze elektron jest na poczatku
przyspieszany, a potem hamowany. zas
pozyton na odwrót. I chociaz predkosci
obu czastek prLed wejsciem i pq wyjsciu
(zasada zachowania energii) z obszaru pola

sa takie same, to w obrebie pola zmieniaja
sie one w rózny sposób. Predkosc elektronu
jest.tu zawsze wiekSza, pozytonu zas zawsze
mniejsza od predko$ci poczatkowej. Oznacza
to, ze elektron musi (przy równych
predkosciach poczatkowych) szybciej
pokonac odcinek AB. Wynik ten nie
zalezy od postaci funkcji '1'( '). Zauwazmy
na koniec, ze poczatkowa predkosc czastek
nie moze byc zbyt mala. Dlaczego?

Transformacja Galileusza opisuje zmiane
wspólrzednych punktu przy przejsciu
od inercjalnego ukladu odniesienia do ukladu

poruszajacego sie wzgledem niego ze stala
predkoscia. Jesli x !>pisuje polozenie punktu
w starym ukladzie. to w nowym jego
polozenie op(sane bedzie wektorem

x'=x-V·t,

gdzie V jest predkoscia wzgledna ukladów.
Czas w obu ukladach plynie tak samo.
Jest to transformacja 'nie relatywistyczna tj.
zakres jej stosowalnosci jest ograniczony
do predkosci duzo mniejszych od predkosci
swiatla.

Jak wiadomo z teorii równan rózniczkowych (jest to zreszta fizycznie oczywiste) równania (1)
uzupelnione odpowiednimi warunkami poczatkowymi wyznaczaja w sposób jednoznaczny
rozwiazanie zwane t!..ajektoria (torem) ukladu. Jednakze rozwiazanie to jest znane w postaci
analitycznej jedynie w niewielu prostych przypadkach. Dlatego tak wazna jest mozliwosc
uzyskania informacji o ruchu bez koniecznosci znajdowania trajektorii. W tym celu mozemy
posluzyc sie tzw. calkami ruchu oraz analiza geometrii ruchu w przestrzeni fazowej. Przestrzenia
fazowa nazywac bedziemy 2f-wymiarowa przestrzen polozen i pedów. Na przyklad przestrzen
fazowa ukladu skladajacego sie z jednej czastki punktowej jest szesci9wymiarowa.
Trajektoria ukladu jest krzywa w przestrzeni fazowej, parametryzowana czasem t.
Latwo mozna sie przekonac, ze dla ustalonych warunków poczatkowy'Ch trajektoria nie moze
przechodzic przez wszystkie punkty przestrzeni fazowej; sa punkty niedostepne dla ukladu.
Wynika to z istnienia wielkosci fizycznych, które nie zmieniaja sie w trakcie ewolucji (ruchu).
Do wielkosci takich (o ile sily sa potencjalne) nalezy calkowita energia ukladu

f
\ .....• Pl

E="""'-2-+<I>,
j=1 mj

gdzie lP jest energia potencjalna.
Równanie E = Eo = const. wyznacza 2f-1 wymiarowa powierzchnie w przestrzeni fazowej.
Warunek zachowania energii oznacza geometrycznie prosty fakt, ze trajektoria ukladu lezy na
powierzchni stalej energii. Tak wiec ze wzgledu na t~ zasade zachowania dostepny obszar jest
2f-1 wymiarowy.
Widac stad jak wazne jest pytanie, czy istnieja inne, niezalezne powierzchnie, na których musi
lezec trajektoria. Dla prostoty przyjmijmy na chwile, ze uklad nasz sklada sie z n czastek
w przestrzeni trójwymiarowej. Wtedy f = 3n.
Przyjmijmy ponadto, ze jest on izolowany, czyli na czastki nie dziala zadna sila zewnetrzna.
Wtedy, jak latwo wykazac, srodek masy ukladu X okreslony wzorem:

n

X = M-l I nlsX.,
s=l

(M = stl m, oznacza calkowita mase ukladu)
porusza sie ruchem jednostajnym

X=Xo+Vol.

We wzorze tym wielkosci wektorowe Xo oraz Vo sa stale (warunki poczatkowe), które podobnie
jak energia moga byc traktowane jako stale ruchu. Wprowadzaja one szesc nowych ograniczen
(w tym przypadku plaszczyzn). Tak wiec obszar przestrzeni fazowej dostepny dla ukladu
izolowanego i potencjalnego ma 2f-7 wymiarów. Dalsze ograniczenie tego obszaru mozemy

uzyska~ nakladajac warunki na sily Fj• Zalózmy mianowicie, ze sa one centralne, co oznacza,
ze zaleza jedynie od odleglosci miedzy czastkami i sa skierowane wzdluz wektora laczacego
te czastki (moga byc przy tym odpychajace badz przyciagajace). Dla ukladu oddzialujacego
takimi silami znamy dodatkowa wektorowa stala ruchu (lub jesli ktos woli, trzy stale skalarne);
a mianowicie calkowity moment pedu:

n

M = I XsXPs,
s=1

gdzie znak x oznacza iloczyn wektorowy.
Lacznie mamy wiec do dyspozycji dziesiec ogólnych stalych ruchu (zwanych calkami pierwszymi
równan ruchu). Maja one dwie wyrózniajace cechy. Po pierwsze sa zwiazane z niezmienniczosciami
ukladu. Zwiazek ten jest trescia bardzo glebokiego twierdzenia, zwanego twierdzeniem Noether,
zgodnie z którym niezmienniczosci wzgledem przesuniec w czasie (ruch) odpowiada stalosc

energii, njezmienniczosci wzgledem transformacji Galileusza odpowiadaja stale ruchy srodka
masy, a niezmienniczosci wzgledem obrotu calego ukladu - stalosc momentu pedu. Po drugie,
sa to prawdopodobnie jedyne calki rozdzielajace tj. takie, które wyznaczaja powierzchnie
w przestrzeni fazowej. Dowód tego faktu nie jest jednak znany. Jest to wazny problem, poniewaz
znajomosc maksymalnej ilosci calek rozdzielajacych pozwala wyznaczyc dostepny w trakcie
ewolucji obszar przestrzeni fazowej.

Zauwazmy, ze uklad równan (I) ma dokladnie 2fstalych calkowania, które sa stalymi ruchu.
Juz dlaf = 6 (np. dwie czastki w przestrzeni trójwymiarowej) liczba tych stalych jest wieksza
niz lIczba opisanych wyzej calek rozdzielajacych. Dla lepszego zrozumienia sytuacji rozwazmy
kilka bardzo prostych ukladów dynamicznych.
Na poczatek zajmijmy sie ukladami jednowymiarowymi (np. czastka poruszajaca sie po prostej).
Przestrzen fazowa jest wtedy dwuwymiarowa. Ruch w przestrzeni fazowej -odbywa sie po
powierzchni jednowymiarowej (krzywej), wobec czego moze istniec tylko jedna calka
rozdzielajaca. Na to, by przyklad nie byl trywialny, czastka musi oddzialywac z silami
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zewnetrznymi. Dlatego tez calki srodka masy nie sa przydatne. Podobnie przy jednym wymiarze
nie mozna mówic o obrotach. Wobec tego pozostaje tylko calka energii, która wyznacza
trajektorie. Rozwazmy kilka przypadków szczególnych.
1. Oscylator harmoniczny o masie m = l.
Równanie ruchu oscylatora ma postac

E = ~ p'+ -~ w'X22 2 .

Ostatnie równanie opisuje, w przestrzeni (E, X, p) paraboloide eliptyczna. Rzuty jej przeciec
z plaszczyznami E = Eo = const. na przestrzen fazowa (plaszczyzne E = O) sa powierzchniami
rozdzielajacymi. Maja one postac wspólosiowych elips (porównaj rys. l).
2. Wahadlo fizyczne o masie m = ].
Wahadlo fizyczne opisywane jest ukladem równan w postaci

d
CitP = -W2x;

d
(jtx = p,

d
(itP = -w2sinx,

d
(lt x =. p,

energia zas moze byc zapisana w postaci

E(x,p)

Rys. I. Powierzchnia energii i krl}'\\C
izoenergetycznc oscylatora harmolliczn~go.

Rys. 2. Powierzchnia energii i krz) we
izoenergetyczne dla wahadla fi7ycznego.

energie zas mozna zapisac nastepujaco:

E = ..!....p2+W.(l-cosx).
2

Powierzchnia energii ma teraz postac duzo bardziej zlozona. Po pierwsze x oznacza tutaj kat
wychylenia wahadla i powinno byc zawarte w przedziale -n ~ x ~ n. Dla prostoty graficznej
rozwazmy jednak te powierzchnie w calym zakresie zmiennosci (- 00, 00). Wykres
interpretowac bedziemy (jak to mówia matematycy) modulo at, to znaczy bedziemy utozsamiac
punkty odlegle o 2mt z punktami przedzialu podstawowego. Tak wiec przeciecie powierzchni
energii z plaszczyzna p = O jest cosinusoida, a przeciecie z plaszczyzna x = O parabola.
Przeciecia z plaszczyznami stalej energii maja bardziej skomplikowana postac. Dla energii
E < wZ, obraz jest podobny do obrazu w przypadku oscylatora. Krzywa odpowiadajaca energii
E = WZ zwana jest separatrysa. Ma ona bardzo ciekawe wlasnosci. Po pierwsze oddziela obszar
ruchów oscylacyjnych od obrotów. Po drugie zawiera punkty przeciecia dwóch róznych
krzywych opisujacych oscylacje w róznych kierunkach (rys. 2). Punkt przeciecia odpowiada
stanowi równowagi nietrwalej, w górnym polozeniu wahadla. Tak wiec separatrysa przedstawia
soba trzy rózne trajektorie ukladu, ·a mianowicie dwie oscylacje i jeden stan stacjonarny
(niestabilny). Drugi stan stacjonarny x = O, p = O jest stabilny. Na rys. 2 widzimy wyrazna
róznice miedzy tymi stanami. W otoczeniu punktu stabilnego krzywe stalej energii maja ksztalt
elips (odpowiada to lokalnemu minimum), zas w otoczeniu punktu niestabilnego ksztalt hiperbol
(odpowiada to punktoWi siodlowemu).
Jak widac z omówionych przykladów analiza powierzchni energii mówi bardzo duzo o dynamice
ukladu. Rozwazmy teraz prosty uklad o dwóch stopniach swobody, a mianowicie dwuwymiarowy
oscylator harmoniczny o masie m = ] opisany równaniami:

d
(jtXj=Pj, (2)

Poniewaz ruchy w kierunkach prostopadlych sa niezalezne, wiec energia kazdych drgan z osobna
jest dobra stala ruchu

Ej = _,_ pz'+ .L wZxz, j' = l 22 j 2 jj' ,.

Równania (2) maja bardzo proste rozwiazanie, które mozna wyrazic nastepujaco:

Xj = AjcoS(Wjl+'Pj), pj = -Ajwjsin(Wjl+'Pj); j = 1,2,

gdzie Aj jest amplituda j-tych drgan a rpj ich faza. Oczywiscie mozna te cz,tery wielkosci traktowac
jako stale ruchu. Amplitudy sa bezposrednio zwiazane z energiami, mamy bowiem zwiazki

Ej=wJAJ; j=I,2,

natomiast z fazami sprawa jest bardziej zlózona. Mozemy latwo wyrazic rpj jako funkcje
zmiennych fazowych i czasu:

'Pj = arclg (- ~) -Wjl; j'= 1,2. (3)WjXj

Rozwiazanie zadania M 248. Poniewaz
trójmian p(x) - x nie ma pierwiastków
rzeczywistych, wiec funkcja p(x)-x
zachowuje staly znak. Niech np. p(x) - x > O
dla kazdego rzeczywistego x. Kladac teraz
x = p(1) dla dowolnego I otrzymamy:
p(p(t)) > p(I), a poniewaz p(l) > l, wiec
p(p(t)) > 1 czyli p(p(l)) - I > O.

Niestety, pomimo, ze fazy zachowuja stala wartosc w czasie ewolucji ukladu, to sa one zalezne
od zmiennej czasowej w sposób jawny. Oznacza to, ze jezeli w pewnej chwili czasu to równania

'Pj(Xj,Pj,lo) = 'PJ = eonsl.

wyznaczaja powierzchnie w przestrzeni fazowej, to powierzchnie takie nie moga pozostawac
niezmienione w czasie ewolucji. Ze stalych ruchu okreslonych wyrazeniem (3) mozna jednak
skonstruowac jedna stala postaci
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X2 Stala ta nie zalezy juz od czasu a jedynie od zmiennych fazowych XI, X2, PI, P2. Jednakze
funkcja arctgx jest funkcja wieloznaczna (ma nieskonczenie wiele galezi oddalonych od siebie
o n). Z tego wzgledu funkcja 11' nie reprezentuje soba okreslonej powierzchni w przestrzeni
fazowej. Wyjatek stanowi przypadek, gdy czestosci WI i W2 sa wspólmierne, to znaczy, gdy
zachodzi zwiazek

nw I = mW2; n, m calkowite.

Dowód tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi. My ograniczymy sie jedynie do spojrzenia
~ na fizyke tego faktu. Przypomnijmy sobie doswiadczenie z figurami Lissajous. Obserwujemy

w nim ruch dwuwymiarowego oscylatora. Zupelnie inny jest tor czastki, gdy czestosci sa
wspólmierne niz gdy sa iliewspólmierne. W pierwszym przypadku ruch ukladu odbywa sie

po krzywej zamknietej (na przyklad na rys. 3a przedstawiona jest figura Lissajous dla
WI = 2W2)' W drugim natomiast omawiana krzywa nie zamyka sie, a co wiecej, po odpowiednio
dlugim czasie przejdzie dowolnie blisko dowolnego punktu nalezacego do dostepnego
(ograniczonego przez energie) prostokata lezacego na plaszczyznie (XI, X2)' Zwiazek fig,ur
Lissajous z ruchem dwuwymiarowego oscylatora w przestrzeni fazowej stanie sie calkiem jasny,
gdy uswiadomimy sobie, ze calki energii mozna wykorzystac do wyeliminowania zmiennych
pedowych. Wtedy dostepna dla ukladu przestrzen fazowa moze byc utozsamiona z prostokatem
na plaszczyznie (x" X2). Tak wiec. wlasnosci figur Lissajous potwierdzaja fakt, ze dla czestosci
niewspólmiernych nie istnieje dodatkowa powierzchnia ograniczajaca ruch ukladu. Oznacza to,
ze calka ruchu 11' nie jest rozdzielajaca.
Widzielismy wiec, ze istnieja stale ruchu o róznych wlasnosciach i w zwiazku z tym róznej
przydatnosci do analizy ruchu. Oczywiscie dla calkowitego rozwiazania problemu konieczna jest

x1 znajomosc wszystkich calek pierwszych (to znaczy znajomosc rozwiazan równan (I». W wielu
jednak przypadkach rozwazany uklad jest tak zlozony, ze nie mamy co marzyc o rozwiazaniu.
Równie czesto znajomosc rozwiazania nie wnioslaby niczego do naszej wiedzy o ukladzie.
Na przyklad jaka wartosc moze miec dla nas informacja, ze w litrze gazu w chwili t = t l czastka

N° 2845715 znajduje sie w punkcie X, i ma .ped Pl? Potrzebne nam sa wtedy charakterystyki
globalne, a nie informacje szczególowe. Wtedy calki rozdzielajace odgrywaja bardzo istotna role.

Rys. J. Figury Lissajous

a) czestosci wspólmierne WJ. = 2wI

h) czestosci niewspólmierne wI ~ w2•

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOW fNSKf

M 247. Znalezc wszystkie pary kolejnych liczb naturalnych, z których jedna jest potega dwójki
a druga potega trójki.
Rozwiazanie na str. 7

M 248. Wykazac, ze jezeli równanie p(x) = ax2 +bx + c = x nie ma pierwiastków rzeczywistych,
to równiez równanie p(p(x» = a(p(x»2 +bp(x)+ c = X nie ma pierwiastków rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 3

A

'flx)

XA

B

Xs

c

x

M 249. Lamana zamknieta L = A,A2 ... An ma wszystkie wierzcholki rózne a wszy"stkiejej boki
maja dlugosc 1. Wykazac, ze jezeli srednica L jest równa l, to n jest nieparzyste.
Rozwiazanie na str. 6 I

Redaguje mgr Tomasz TRATKfEW feZ

F 86. Z punktów A i (J zwisaja swobodnie: lancuch oraz prety polaczone ze soba w sposób
przegubowy (patrz rysunek). Wiszace ciala sa jednorodne, maja identyczne masy oraz dlugosci.
Dolne konce cial przenosi sie do punktu B (AB ;= BC). Zaniedbujac tarcie rozstrzygnac:
w którym przypadku nalezalo wykonac mniejsza prace?
Rozwiazanie na str. 7 ..

F 87. Elektron i pozyton przelatuja przez pole elektrostatyczne, poruszajac sie wzdluz prostej
(osi "x"). Potencjal pola dany jest wykresem przedstawionym na rysunku. Która czastka szybciej
pokol1a odcinek AB, jesli ich predkosci poczatkowe sa równe? Czastki nalezy traktowac jako
obiekty klasyczne.
Rozwiazanie na str. 2.
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Opis naturalny krzywej - to taki jej opis

parametryczny, ze parametr moze byc

interpretowany jako dlugosc luku od
pewnego ustalonego punktu krzywej.

Przez v autor oznacza iloczyn wektorowy

hlO znaczy "h dazy do zera"

Przyjmujemy, ze w punktach wyprostowania

krzywizna jest równa O.

o krzywiznie, skreceniu i trójnogu Freneta (I I)

Doc. dr Andrzej SZYB/AK

Streszczenie czesci l
Krzywizna krzywej to odwrotnosc promienia okregu scisle stycznego. A okrag scisle styczny w punkcie p to

graniczne polozenie okregów przechodzacych przez punkty bliskie p. Jest to "najlepiej" styczny ze wszystkich
okregów stycznych do krzywej. Jezeli C jest krzywa przestrzenna, to plaszczyzna scisle styczna w punkcie p
nazywamy graniczne polozenie plaszczyzn przechodzacych przez punkty bliskie p. Jest to ta plaszczyzna,

w której "lezalaby krzywa, gdyby byla plaska". '

W czesci II jest mo,,!a o wektorach, które (gdy sie dobrze przyjrzec) stercz~ z kazdego punktu krzywej.

Zajmujemy sie w dalszym ciagu krzywa w E3 opisana przez odwzorowania naturalne pewnego
przedzialu L w przestrzen euklidesowa E3: x •...•(w,(x), wz(x), W3(X». Zakladamy, ze WI, Wz i W3

maja ciagle pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu. Gdy h jest mala liczba, punkty
w(x-h), w(x), w(x+h) leza tez blisko siebie. Niech a(x, h) = w(x)-w(x-h), b(x, h) =
= w(x+h)-w(x), c(x, h) = w(x+h)-w(x-h).

Oznaczmy przez qh(X) srodek okregu przechodzacego przez punkty w(x-h), w(x) i w(x+h)

a przez rh(x) wektor W(X)qh(;)' Oczywiscie mamy rh(x) = Irh(X) I i rh(x) 1.. a(x, h)Vb(x, h).

Wobec tego wektor graniczny Jimrh(x) bedzie prostopadly do wektora - w'(x)Vw"(x), jak
hlG

równiez do wektora w'(x). Wynika stad, ze

-----~ l
lim W(X)ah(X) = Hm Th(X) = -I "( )-1 N(x) ,hlG hlC w x

gdzie N(x) oznacza wektor o dlugosci l prostopadly do wektorów w'(x) oraz do - w(x)Vw"(x)

i majacy zwrot zgodny ze zwrotem wektora w"(x). Wektor N(x) nazy\yamy wektorem normalnym

naszej krzywej w punkcie w(x). Wektor normalny i plaszczyzna scisle styczna krzywej sa okreslone
w punktach, IN których wektor w" jest niezerowy. Przy tym warunku plaszczyzna scisle styczna

_ jest rozpieta na wektorach T(x) i N(x).

Stwierdzamy teraz, ze srodek q(x) = Iimqh(x) okregu granicznego jest koncem wektora majacero
hiG

poczatek w punkcie w(x) a kierunek i zwrot wyznaczony przez wektor normalny N(x). Dlugosc
jego wynosi Iw"(x)I-I. Okrag ten istnieje, o ile w"(x) nie jest wektorem zerowym. Okrag ten
nazywa sie okregiem scisle stycznym do naszej krzywej w jej punkcie w(x). Izolowane punkty
krzywej, w których okrag scisle styczny nie istnieje, nazywamy jej punktami wyprostowania.

Podamy przyklad. Wezmy krzywa opisana odwzorowaniem rp okreslonym na calej osi

liczbowej, takim, ze rpl(t) = t, rpz(t) = _t32 t3, rp3(t) = -:- t3• Wektor o skladowych rp;(t),

rp;(t), rp;(t), a wiec wektor e,+ y2tZez+t4e3, jest styczny do krzywej w punkcie rp(t). Aby
otrzymac jednostkowy wektor styczny podzielimy go przez jego dlugosc równa 1+ t4. A wiec
jednostkowy wektor styczny, który poprzednio oznaczalismy przez w'(a(t» jest równy

(l + t4)-le, + Y2tz(I + t4)-lez + t4(1 + t4)-Je3.

Obliczymy pochodna odwzorowania t -> w'(a(t). Na podstawie wzoru na pochodna funkcji
zlozonej mamy

Zas a'(t), pochodna dlugosci luku wzgledem parametru t, w naszym przykladzie jest równa
l +t4; wynika to ze wzoru (I) zastosowanego do naszego przykladu. Wyliczamy wiec

, d I 'd -

w"(I1(I» = --.-() -d I W'(I1(X» = -,--. -d I (O +x")-'el + y'2 x'O +x')-le,+x'O +x")-le,) =a 1 x l +1 x t

,-
~ '0+1')' (-4I'e,+2 V2 (1-1')e,+4t'e,).

Jedynym punktem wyprostowania tej krzywej jest punkt rp(O) = (O, O, O). PIOmien okregu
scisle stycznego zmierza do nieskonczonosci, gdy punkt krzywej zmierza do rp(O). Plaszczyzna
scisle styczna w tym punkcie jednak istnieje. Jest nia plaszczyzna o równaniu X3 = O.
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równoskretny = tak samo zorientowany

uklad wektorów jest ortonormalny, jezeli

wektory te sa parami prostopadle i kazdy
z nich ma dlugosc 1

reper w EJ - to ortonormalny uklad
trzech wektorów

WrÓCmy do ogólnych rozwazan. W kazdym punkcie nie bedacym punktem wyprostowania
krzywej zaczepilismy dwa wektory jednostkowe i wzajemnie prostopadle: wektor styczny
T(x) = w'(x) i wektor normalny N(x) = x(x)w"(x), przy czym przez x(x) oznaczylismy
krzywizne w punkcie w(x). Oznaczmy przez B(x) iloczyn wektorowy T(x) V N(x). Trójka

wektorów [T(x), N(x), B(x)] stanowi uklad normalny, równoskretny z ustalonym na poczatku
ukladem bazowym [e., e2, e3]. Uklad ten nazywamy reperem Freneta albo tez trój'lOgiem
Freneta rozwazanej krzywej w danym punkcie. Wykazemy teraz, ze wektor N'(x) jest
prostopadly do wektora N(x), a wektor B'(x) jest prostopadly do B(x). Istotnie, rózniczkujac
tozsamosci <N(x), N(x» = 1 i <B(x),B(>:» = I otrzymamy po prostych przeksztalceniach
<B(x),B'(x» = O i <N(x), N'(x» = O, a wiec warunki prostopadlosci. Wynika stad, ze koniec
wektora B'(x) nalezy do plaszczyzny rozpietej na wektorach T(x) i N(x), a koniec wektora
N'(x), do plaszczyzny rozpietej na w("ktorach B(x) i T(x). Mozemy wiec napisac

N'(x) = o«x)T(x)+r(x)B(x),

B'(x) = y(x)T(x)+'1(x)N(x).

Mnozac skalarnie pierwsza z powyzszych równosci kolejno przez T(x) i przez B(x) a druga
kolejno przez T(x) i przez N(x) i uwzgledniajac ortonormalnosc ukladu [T, N, B] otrzymamy

o«x) = (N'(x), T(x» ,

y(x) = (B'(x), T(x» ,
fJ(x) = (N'(x), B(x» ,

'1(x) = (B'(x), N(x»;

(9)-
Rozwiazanie zadania M 149. Dla n = 3

teza jest oczywista. Dla n > 3 niech AB

i CD beda dwoma niekolejnymi odcinkami

L. Poniewaz srednica L jest równa l,
punkty C i D musza lezec w przecieciu kól
o promieniu 1 i srodkach w A i B.

Latwo teraz zauwazyc, ze gdy C lezy
w ."trójkacie" ABM, D musi lezec poza tym
zbiorem, czyli w "trójkacie" ABN, a wiec

odcinki ,iii i CD przecinaja sie.

Oznaczmy przez P i P' pólplaszczyzny,
na które prosta A" A l dzieli plaszczyzne.

Gdy teraz Al € P', z powiedzianego wyzej
wynika, 7..e AJ E p. A4 E p' itd. Poniewaz

A7A'l i AII_IA~ przecinaja sie, A"_l musi
lezec w r. Wynika stad, z.e n- l jest
parzyste, czyli, ze n jest nieparzyste
c.b.d.o.

E
p

Dalej, rózniczkujac tozsamosci <N(x), T(x» = O, <N(x), B(x» = O i <T(x), B(x» = O

otrzymamy

(N'(x), T(x» = -(T'(x), N(x» ,

(N'(x), B(x» = -(B'(x), N(x» ,

(B'(x), T(x» = - (T'(x), B(x» ,

a stad
o«x) = - "(X), '1(x) = - r(x), y(x) = o.

Teraz mozt;:my napisac razem otrzymane równosci

w'(x) = T(x) , T(x) = ,,(x) N(x) ,

N'(x) = - ,,(x) T(x)+ r(x)B(x), B'(x) = - r(x) T(x).

Nazywaja sie one równaniami ruchomego repera Freneta, albo krótko równaniami Freneta.

Wystepujacy w nich wspólczynnik rex) nazywa sie skreceniem krzywej w punkcie w(x). Mozna go
zinterpretowac nastepujaco: wektor B(x) jest wektorem o dlugosci 1 prostopadlym
do plaszczyzny scisle stycznej w punkcie w(x), a wektor B(x+h) takimz wektorem w punkcie
w(x+h). Mamy

I r(x) I = ~~ /*r /B(x+h)-B(x)/.

Licznik powyzszego ilorazu róznicowego jest równy 2sin O«Xi h) , gdzie a.(x, h) jest katem

miedzy wektorami B(x+h) i B(x). Jest to zarazem kat miedzy plaszczyznami scisle stycznymi
w punktach w(x+h) i w(x). A wiec

o«x, h)

2sin-2- _ lim o«x, h).
/ r(x) / = lim --I-h/- -- - hlO h

Jezeli krzywa lezy w pewnej plaszczyznie, to B(x+h) = B(x) stale iwtedy skrecenie znika.
Mozemy wiec powiedziec, ze skrecenie charakteryzuje odchylenie krzywej od plaskosci. Stosujac
wzory na transformacje ukladu wspólrzednych nietrudno sie przekonac, ze postac wzorów (9)
nie ulegnie zmianie, gdy uklad wspólrzednych zastapimy innym. Co wiecej, funkcje x i r

pozostana nie zmienione. Wartosci krzywizny i skrecenia pozostana nie zmienione równiez
wtedy, gdy zmienimy parametryzacje. (Zauwazmy, ze parametryzacja naturalna nie jest
wyznaczona jednoznacznie, lecz zalezy od ustalonego na poczatku punktu xo). Dlatego
krzywizne i skrecenie nazywamy niezmiennikami rózniczkowymi krzywej, a dlugosc luku - jej
niezmiennikiem calkowym.

Zachodzi teraz pytanie, czy zadajac z góry na pewnym przedziale (a, b) dwie funkcje ciagle,
.u i v mozemy znalezc krzywa, dla której funkcje te beda odpowiednio krzywizna i skreceniem.
A jesli znajdziemy, to w jakim stopniu zadanie tych funkcji okresla krzywa jednoznacznie?

Odpowiedz na to pytanie daje nam nastepujace

Twierdzenie. Dla kazdych dwu Il/nkcji ciaglych fl i v na pewnym przedziale (a, b) istnieje taka

krzywa o przedstawieniu parametrycznym rpokreslonym na (a, b), ze flet) jest jej krzywizna
a l'(t) skreceniem w punkcie Ip(t). Ponadto krzywa ta jest wyznaczolla jednoznacznie

z dokladnoscia do polozenia w E3 (precyzyjniej: z dokladnosc!a do izometrii tej przestrzeni).

&



Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze opis parametryczny takiej krzywej ma spelniac nastepujacy
uklad równan rózniczkowych

przy czym wektory T, N, B maja stanowic ortonormalne pole reperów Freneta wzdluz krzywej
opisanej przez u. Zaczniemy od tego, ze w (a, b) ustalimy dowolny punkt wewnetrzny Xo a w E'
uklad ortonormalny [el, e2, e3] o poczatku w O. W punkcie O zaczepimy reper ortonormalny

[T, N, E] równoskretny z [el' ez, e3]. Niech h bedzie taka liczba dodatnia, ze
(xo-h, xo+h) c (a, h). Uklad (lO) zapiszemy w postaci calkowej

Rozwiazanie zadania M 247. Zauwazmy,
ze jezeli n ;:::4. to reszta z dzielenia 2"

przez 80 jest jedna z liczb 16, 32, 48, 64,

a reszta z dzielenia 3· przez 80 - jedna z
liczb 1,3, 9. Widac juz teraz, ze 2" i 3m

dla m, n '" 4 nie moga byc kolejnymi

liczbami naturalnymi. Bezposrednie

sprawdzenie dla pozostalych wartosci m, n
przekona nas, ze jedynymi rozwiazaniami

moga byc pary (I, 2), (2, 3), (3, .4),
(8,9).

(10)

(l0*)

u'(x) = T(x), T'(x) = p(x)N(x),

N'(x) = -p(x)T(x)+v(x)B(x), B'(x) = -v(x)T(x),

x x

u(x) = e+ ~ T(s)ds. T(x) = T+ ~ it(S) N(s) ds,
Xo Xo

x

N(x) = N+ ~ (-p(s)T(s)+,'(s)B(s» ds,
xo

x

B(x) = B+ ~ (-v(s)T(s» ds,
xo

Okreslmy w przedziale (xo - h, xo) funkcje wektorowe

W przedziale [\"0, xo+h) przyjmiemy

x x

u,(x) = ~ T,(s-h)ds, T,(x) = T+ ~ p(s)N,(s-h)ds,
Xo -'-"o

(11)
X

N,(x) = N+ ~ (-p(s)T,(s-'h)+v(s)B,(s-':h» ds,
xo

X

B,(x) = il+ ~ (-v(s)T,(s-h» ds.
xo

Majac funkcje wektorowe T" NI, B l okreslone w przedziale [xo, Xo +h] mozemy je podstawic
do calek po prawej stronie wzorów (11) i otrzymujemy ich przedluzenia na przedzial
[xo+h, xo+2h]. Nastepnie tym samym sposobem przedluzamy je na przedzial [xo+2h, xo+3h]

i tak dalej, az okreslimy je na calym przedziale [xo, b]. Opis u l pewnej krzywej okreslamy teraz
na [xo, h] przyjmujac

x
T,(s)ds.

xo

Teraz przedluzymy funkcje wektorowe T, , NI, B I, a nastepnie u l na przedzial [a, xv] przyjmujac

xo

T,(x) = T- ~ p(s)NI(s+h)ds,
x

xo

B,(x) = B+ ~ v(s)T,(s+h)ds,
x

xo

N,(x) = N- ~ (- p(s) T,(s+ h)+v(s)N,(s+ h» ds,
x

xo

u,(x) = - ~ T,(s)ds
x

Rozwiazanie zadania F 86. Po przemesleniu

konców do punktu H, pret przyjmie
ksztalt trójkata, lancuch - wielokata.
Zmuszenie lancucha do odtworzenia

ksztaltu. ,zlozonego" preta. wymaga
pociagniecia odpowiedniego ogniwa ku
dolowi, co wiaze sie z wykonaniem

dodatkowej pracy. Zatem, minimalna praca

podniesienia konca lancucha jest mniejsza.
Bardziej formalny dowód mozna

przeprowadzic wykazujac, ze srodek masy

trójkata lezy wyzej. Pozostawiamy to jako
cwiczenie dla Czytelnika.

najpierw dla przedzialu [xo-h, xo], potem dla (xo-2h, xo-h], i tak dalej, az przedluzymy je
na caly odcinek (a, xo]. Nastepnie wykonujemy analogiczna konstrukcje przyjmujac na poczatku
zamiast h liczbe h/2. Wyzej opisana metoda okreslimy na przedziale (a, b) funkcje wektorowe
T2, Nz, B2 i U2' Biorac dalej h/4, h/8 ... , h/2", ... w miejsce h otrzymamy ciagi funkcji
wektorowych T., N., B., u•. Mozna wykazac, czego tu robic nie bedziemy, ze istnieja graniczne
funkcje wektorowe u = limu., T = IimT., N = limN., B = limB. i ze funkcje te spelniaja

nloo nlOO3 nloo nloo

uklad (l0*), wiec i (lO). Korzystajac z podstawowych twierdzen o jednoznacznosci rozwiazan

ukladów równan rózniczkowych mozna pokazac, ze podanie wyjsciowego repera [T, N,B]
zaczepionego w okreslonym punkcie daje rozwiazanie ukladu (lO), a tym samym opis krzywej,
jednoznacznie. Stwierdzamy wiec, ze podanie dwóch podstawowych niezmienników, krzywizny
i skrecenia okresla jednoznacznie krzywa z dokladnoscia do jej polozenia w przestrzeni
euklidesowej E3• Proponujemy Czytelnikowi przesledzenie wyzej pokazanej konstrukcji
w przypadku kiedy skrecenie znika i wykazanie, ze wtedy krzywa lezy w pewnej plaszczyznie.

Z tego twierdzenia wyplywa wazny wniosek, dotyczacy linii srubowej:

Wniosek: Jezeli krzywa w przestrzeni E3 ma stala krzywizne i stale skrecenie, to jest

izometryczna z lillia sruhowa,okreslona wzorem

'I'(t) = (acost, asint, ct).
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p.

Mgr Krzysztof S. NOWINSKI

Co widzimy patrzac na krzywa?

Zauwazmy, ze.samoprzeciecie takie jest stabilne - gdy przeniesjemy sie do innego bliskiego
punktu, zobaczymy je znów:

Spójrzmy na zamieszczony obok rysunek toru Marsa na tle gwiazd. Domyslamy sie, ze to nie
planeta nagle zakrecila, tylko tak to nam sie wydaje.
Patrzac z boku na srube widzimy "ostrza", choc linia srubowa ich nie ma. Co jeszcze mozemy
zobaczyc patrzac na krzywa? Gdy z punktu O patrzymy na gladka krzywa przestrzenna lP,

widzimy "tak naprawde" krzywa plaska lPo - rzut perspektywiczny krzywej lP. Rzut ten moze
nie miec zadnych punktów "osobliwych", moze jednak miec np. samoprzeciecie, spowodowane
widzeniem jednego luku krzywej lP na tle innego.
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Moga jednak w pewnych szczególnych przypadkach pojawic sie rozmaite punkty osobliwe.
Na przyklad mozna niekiedy znalezc cala rodzine prostych slizgajacych sie po trzech parami
skosnych lukach i zamiatajacych pewna powierzchnie - mozna to zobaczyc na hiperboloidzie
jednopowlokowej utkanej z prostych przecinajacych trzy dane proste skosne.

Patrzac z punktu lezacego na takiej powierzchni zobaczymy oczywiscie potrójne samoprzeciecie.
Wystarczy jednak opuscic powierzchnie, by nasze przeciecie potrójne rozpadlo sie na "trójkat"
zbudowany-z trzech luków przecinajacych sie w trzech punktach. Jest to tzw. osobliwosc
kowymiaru I.

Moga sie jednak przydarzyc i jeszcze bardziej osobliwe sytuacje. Wyobrazmy sobie na przyklad,
ze powierzchnie, z której obserwowalismy potrójne samoprzeciecie, przebija jeszcze inny luk
naszej krzywej. Gdy teraz nasze oko znajdzie sie na prostej przechodzacej przez ten punkt
przebicia, zobaczymy samoprzeciecie poczwórne:

[2]--­
[3_.
[21-

Na rysunku obok widzimy powierzchnie ~utkana z prostych stycznych do pewnej ~~

krzywej. Gdy nasze oko zbliza sie do tej ~ \)
powierzchni widzimy coraz wezsza petelke, ~

która wreszcie w punkcie osobliwym ~zamieni sie w "dziobek," aby wreszcie ~
rozwinac sie calkowicie.

Podobnie jak i poprzednio,
mamy tu do czynienia z
osobliwoscia kowymiaru I.
Katalog takich osobliwosci
zakonczy"pozorna
siycznosc" narysowana
obok wraz z jej rozwinieciem

~-~
Teraz juz nasza osobliwosc ma kowymiar 2 i pelny opis jej okolic wymaga rysunku
"dwuwymiarowego". Oto co mozemy zobaczyc zmieniajac nieco polozenie oka (kolorem
zaznaczono punkty, z których mozemy obserwowac samo przeciecie potrójne).

/
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A oto podobna seria rysunków dla sytuacji, w której krzywa przebija powierzchnie, z której
widac "dziobek":

Tu równiez na "dwuwymiarowym" rysunku okolic naszej osobliwosci widzimy krzywe
odpowiadajace osobliwosciom prostszym - o kowymiarze l: "pozornej stycznosci", "dziobkowi"
i trzykrotnemu samoprzecieciu. Mozemy wreszcie na tle dwóch pozornie stycznych luków
zobaczyc trzeci luk "przecinajacy je". O tym, jak to sie moze stac i co mozemy zobaczyc
z sasiednich punktów, opowiedza nastepne obrazki:

Nasz katalog osobliwosci kowymiaru 2 jest jeszcze niekompletny. Brak mu jeszcze dwu pozycji
o dosc podobnym charakterze. Zauwazmy, ze "typowa stycznosc pozorna" dawala obrazek bardzo
podobny do stycznosci prostej i zwyklej paraboli. Moze sie jednak zdarzyc, ze otrzymamy cos,
co przypomina wykres funkcji y = x3 styczny do osi x - bedzie to tez osobliwosc kowymiaru 2.

Jak widac, w poblizu moga sie pojawic zwykle "pozorne stycznosci".

Mozliwy jest równiez pewien odpowiednik tej osobliwosci w postaci "wyjatkowo ostrego dziobka",
którego otoczenie wyglada tak:

Tu z kolei otoczenie punktu osobliwego zawiera punkty, z których widac "dziobek" lub "pozorna
stycznosc" .

Osobliwosci kowymiaru 3 nie sajuz zbyt ciekawe: moze sie na przyklad zdarzyc, ze dwa luki
krzywej zaczna w perspektywie wygladac podobnie do wykresu y = x4 stycznego do osi x lub
tez z pewnego punktu wyjatkowego zobaczymy narysowana powyzej "stycznosc rzedu 3" na tle
innego fragmentu naszej krzywej. A jesli przypadkiem zobaczymy cos, czego w naszym katalogu
brak? Na przyklad cos takiego:

Otóz mozemy uznac dwie krzywe cjJi tp (rozumiane jako odwzorowania R w R3) za bliskie, gdy
dla kazdej wartosci parametru t odleglosci IcjJ(t)- tp(t)l, icjJ'(t)-tp'(t)l, ... , 14-(4)(t}_tp(4)(t)1 sa
male (jest to tzw. C4 - topologia). Gdy tak okreslimy bliskosc, okaze sie (co udowodnil
C. T. C. Wall), ze dowolnie blisko kazdej krzywej znajduje sie (inna) krzywa, która zademonstruje
nam tylko opisane wyzej osobliwosci (mozna ja nazwac krzywa regularna). Co wiecej "nietypowe"
czyli nieregularne krzywe to tylko nieliczne wysepki w przestrzeni wszystkich krzywych.

Inaczej mówiac: aby wygiac drut do krzywej nieregularnej musimy sie bardzo starac. A g~y
dostaniemy do reki taka krzywa, mozemy ja bez wysilku zdeformowac tak, aby otrzymac krzywa
regularna - chocby drut byl budzo sztywny.
Kowymiar osobliwosci to - najprosciej mówiac -liczba parametrów niezbednych do pelnego
opisu jej pobliza.

?czylub cas takiego

No cóz - widocznie mamy do czynienia z nietypowa krzywa. Kiepski dowcip? Nie - trzeba
tylko powiedziec, co to znaczy, ze krzywa jest nietypowa.

(.I. p

Dlaczego uzywa". tylko l'r~d. o napieciu
220 V. 127 V (ZSRR), oraz 110 V (np.

l..SA). Po prestu 220 e 2 1.0 i urzadzenia
dostosowane do 'lO V latwo przerobic

(prze> polaczen e szeregowe) na 220 V
OZ k.,lei 110 2 ~5 a 55 " to minimalne

n lpiede potrzebne do zapalenia luku

weglowego, p;e-wszego cleklry.::zneJo zr6dla
w,at'a. A co Le 127' OtOz 220 V i 110 V

tC' tzw napiecia skuteczne n;oau ••...zmiennego

decYci_A,ce o jego energii. "laplec·,e skuteczne

dla prad •• plynacego mIedzy eleKtroda
o potencj;.] te zm.ennym I elektroda

o potenciale >talym (np. Zle"""~) Jest l 2

taL}' mniejsze fliZ napiecie aksyma1ne.
"latoml.lst ~'J 'Orc;,~_ trójfazowegl)

plyn~1l"ego mledz}' dWlem<l dowdn)'-ml

flu .......•1 l 2 z.amIC"',la Sie n" S'.' Jezet:
napiecle makSy.-,alne wynos. 210 V (to juz

magla liczb, bo o zapaleniu sie luku
decydul> pr "'clez napiecie skuteczne), to

skuteczne równa Sle 220/113 " 127 V

9



Czego
nie widzimy,
patrzac
na krzywa?

Dr Michal SZUREK

w jednym z opowiadan Stanislawa Lema dwaj slawni konstruktorzy, Trurl i 'Klapaucjusz
uganiali sie za smokiem. Gdy juz, juz dopadali potwora, ten migle znikal i odnajdywal sie za 'ich
plecami albo smial sie z nich zza skaly. Dokladniej: chowal sie do przestrzeni konfiguracyjnej
(jako tepawe bydle czynil to zupelnie instynktownie), zas Trurl i Klapaucjusz mogli zobaczyc
i brali za calosc tylko jego nedzne trójwymiarowe siady. Dziwili sie wiec, ze smok jest
jednoczesnie w kilku miejscach jakby zapominajac, ze oni tez maja gdzie indziej glowe a gdzie
indziej nogi.

Co opisuje równanie x2 + y2 = O. Zbiór jednopunktowy? Tak, o ile rozwiazan szukamy tylko
wsród liczb rzeczywistych. Jezeli przypomnimy sobie o liczbach zespolonych, mamy
x2 +y2 = (x +yi)(x - yi) i widzimy, ze x2 +y2 = O wtedy i tylko wtedy, gdy y = - ix lub y = ix.

jawi nam sie jako krzywa, a nie widzimy tej calej skomplikowanej figury, jaka tworza zespolone
rozwiazania równania (I). Jak wobec tego mozna badac wlasnosci takich figur? Tylko metodami
analizy matematycznej, geometrii analitycznej i specjalnie w takim celu stworzonymi metodami
geometrii algebraicznej. Czy na naszej (tj. opisanej równaniem (I» krzywej sa jakies "punkty
charakterystyczne"? Oczywiscie, np. te, w których krzywa sie wyprostowuje (O, i Oz na rysunku
I), czy ten, w którym krzywizna jest najwieksza.

Co to za zbiór y = ix, gdzie x i y sa liczbami zespolonymi? Nazywamy go prosta zespolona.

Dlatego prosta, bo sklonni jestesmy nazywac tak kazde cos opisywane równaniem y = ax (gdzie
a = const) czy ogólniej równaniem liniowym ax+by+c = O. Nazywamy - bo do "narysowania"
takiego zbioru potr;zebowalibysmy dwóch parametrów zespolonych, czyli czterech rzeczywistych.
W czterowymiarowych przestrzeniach trudno o rysunki. A zatem równanie x2 +y2 = O opisuje
dwie proste zespolone, z których w naszym "rzeczywistym" swiecie widzimy tylko ich punkt
przeciecia: x = O. Y = O. Natomiast zbiór opisany równaniem

\

(I) x3+y3+3xy+l = O

Rys. 1. Krzywa o równaniu
x3+y3+3xy+l = O.

Punkty wyprostowania wykresu funkcji y = f(x) sa tam, gdzie zeruje sie druga pochodna f"(x) ­
jezeli w ogóle ona istnieje (p. artykul A. Szybiaka). Dla krzywych okreslonych równaniem
wielomianowym f(x, y) = O punkty wyprostowania sa punktami przeciecia krzywej z jej hesjanem:
gdy f jest wielomianem jednorodnym, hesjan taki jest krzywa opisana prostym równaniem

i dodajac (3) do (2) dostajemy xyz = O, co po wstawieniu z powrotem do (2) daje

Pamietajac, ze x, y i z tworza wspólrzedne jednorodne punktu plaszczyzny rzutowej, a wiec nie
wszystkie sa równe zeru i okreslone sa tylko z dokladnoscia do proporcjonalnosci, znajdujemy
latwo punkty wyprostowania naszej krzywej: (O, I , - I), (I , O, - l) oraz (I, - l , O). Dolaczony,

Mozemy teraz potwierdzic rachunkiem to, co widzimy: poza punktami O, i Oz nasza krzywa
innych punktów wyprostowania w "widzialnym" zakresie nie ma. Rachunki sa proste, trzeba

tylko umiec rózniczkowac. Hesjanem równania (1) Jest

H(x,y, z):= 54(5xyz-x3_y3_Z3) = O

(<1) X3+y3+Z3 = Oi na koniec mamy

r"u

x = O,toy3+Z3 = O,a wiec(Y+Z)(y2_YZ+Z2) = O,

(5)

jezeliy = 0.,toX3+Z3 = O,a wiec(X+Z)(X2_XZ+Z2) = O,

jezeli

z = O,toX3+y3 = O,a wiec(x+y)(x2-xy+y2) = o.

(3)

= Ilu fxy! _ o·H- 1- ,
1 fyx fyy I

wskazniki u dolu oznaczaja pochodne czastkowe. Dla niejednorodnych wielomianów równanie
hesjanu jest bardziej skomplikowane. Mozna o tym przeczytac w tych podrecznikach analizy
matematycznej, które omawiaja funkcje uwiklane. Jeszcze troche teorii. W artykule r. Grzegorczyk
jest opisane, jak do krzywej plaskiej dolaczamy jej punkty niewlasciwe, "punkty
w nieskonczonosci". Nasza krzywa z równania (I) (rzeczywista, czy zespolona, wszystko jedno)
ma jeden punkt niewlasciwy, odpowiadajacy kierunkowi prostej x+ y = O i równaniem tak

.uzupelnionej krzywej na plaszczyznie rzutowej jest

(2) X3+y3+Z3+3xyz = O.

Powstaje ono przez dopisanie "gdzie trzeba" trzeciej zmiennej z. Utworzony z dziewieciu
pochodnych czastkowych wyznacznik opisuje - jak wyzej - hesjan rozpatrywanej krzywej
uzupelnionej.
Poprosimy wreszcie Czytelnika, by przyjal bez dowodu twierdzenie, ze "hesjanowe" kryterium
na punkty wyprostowania krzywej modyfikuje sie na takie krzywe w zrozumialy sposób: Punkty

wyprostowania krzywej opisanej na plaszczyznie rzutowej równaniem jednorodnym f(x, y, z) = O

leza na hesjanie ~ejkrzywej.

x

Rys. 4. Na krzywej o równaniu y = x3

dodawanie punktów to dodawanie ich
odcietych: prosta przechodzaca przez
(a. a3) i (b, b3) ma równanie

(y-b3)f(x-b) = (b3-a3)f(b-a) i przecina

te krzywa w punkcie o wspólrzednych
(-(a+b), -(a+b)').
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a "niewidoczny" punkt w nieskonczonosci jest trzecim punktem, w którym nasza krzywa jest
"lokalnie prosta". Pamietajac zas o rozwiazaniach nierzeczywistych (badamy przeciez caly
zespolony zbiór opisany równaniem (I» otrzymujemy latwo wszystkie inne rozwiazania
ukladu (5):

(6)

1(0, I, -I), (1,0,-I), (I, -1,0)
(0,1, et.), (et., O, 1), (I, oc, O),

(O, 1,,{J), ({J,O, 1), (I,{J,O),

(znalezione przedtem)

Rys. 2. Operacje arytmetyczne na, krzywej

trzeciego stopnia.

Rys. 3. Dwa punkty wyprostowania i szes(;

dalszych punktów poszóstnych na krzywej
trzeciego stopnia.

Dokladnie: jezeli nieosobliwa zwarta

powierzchnia Riemanna jest grupa

algebraiczna, to jest ona (izomorficzna z)
zespolona t ,krzywa" trzeciego stopnia,

a wiec topologicznie jest torusem albo

(co na jedno wychodzi) sfera z jedna

doklejona raczka.

Punkty wyprostosowania krzywej mozemy
tez okreslic bardziej algebraicznie. I

Przypuscmy, ze uklad wspólrzednych na

plaszczyznie wybralismy tak. ze nasza

krzywa L w otoczeniu poczatku ukladu jest

wykresem funkcji y = [(x) przy czym

[(x) = O i ['(x) = O - a wiec os x "jest

styczna do L. Wówczas krzywizna L w (0,0)

jest równa zeru wtedy i tylko wtedy, gdy

["(x) = O; por. np. artykul A. Szybiaka.

Jest to , ,algebraiczna" charakteryzacja

punktów wyprostowania i w ogóle pojecia

krotnosci stycznej (styczna jest 17·krotna,

gdy pierwszych 16 pochodnych jest równych

O).. Tak sformulowana charakteryzacja moze
byc przeniesiona na zbiory zespolone i ma

sens wszedzie tam, gdzie, ,umiemy"

rózniczkowac, a wiec np. gdzie wystepuja
tylko funkcje wielomianowe. Do

"formalnego" okreslenia pochodnej
wielomianu nie musimy miec bowiem
pojecia granicy.

gdzie et. i {J sa pierwiastkami wielomianu x' - x + 1.

A wiec przez "przypomnienie sobie", ze krzywe maja tej; punkty "w nieskonczonosci"

a równania - pierwiastki zespolone, dotknelismy na naszej krzywej siedmiu nowych jej 'punktów

charakterystycznych. No, moze nie na "naszej" krzywej, tylko na calym zespolony~ smoku,
który pokazuje nam tylko swoje przeswietlenie - krzywa z rysunku l. Konfiguracja utworzona

przez krzywa i jej punkty wyprostowania ma wiele interesujacych wlasnosci, z których zwrócimy
tu uwage na jedna, podstawowa: na kazdej z prostych laczacych dwa punkty wyprostowania lezy

trzeci taki punkt (byc moze, ,niewidoczny" , zespolony). Mozna to sprawd,zic latwym rachunkiem
dla punktów w (6) a uwierzyc w ogólnym przypadku - lub czytac dalej.

Zdumiewajacego opisu punktów wyprostowania dostarcza teoria grup. Wybierzmy jeden taki
punkt (razem jest ich 9) jako element zerowy grupy, która za chwile zbudujemy. Aby dodac dwa
punkty A i B na naszej krzywej - albo na dowolnej krzywej trzeciego stopnia - prowadzimy
przez te punkty linie prosta (gdy A = B, to styczna). Przecina ona dana krzywa w jeszcze jednym
i tylko jednym punkcie A' - choc moze to byc punkt "w nieskonczonosci" lub miec

nierzeczywiste wspólrzedne, nic nie szkodzi. Laczymy A' z uprzednio wybranym za zerowy ,
punktem O. Prosta przechodzaca przez te dwa punkty znów przecina krzywa w jednym tylko
punkcie. Ten wlasnie punkt przyjmiemy za sume A + B (rys. 2). Od razu zadanie dla Czytelnika:
jak obliczyc -A?

Dlaczego tak, a nie inaczej? Skad takie dziwne okreslenie tego dzialania? Na przyklad stad, ze po
pierwsze "wychodzi" grupa, po drugie dzialania te sa "algebraiczne", a po trzecie ze wszystkich
zupelnych krzywych zespolonych taka grupe mozna okreslic tylko na tych, które mozna opisac
równaniem stopnia trzeciego, a sa to opisane w artykule J. Oledzkiego zwarte powierzchnie

rodzaju 1. Metoda "rysunkowa" mozemy sie dosc latwo przekonac (a nawet pokusic sie o poprawny
dowód) o slusznosci nastepujacego twierdzenia:

Punkty wyprostowania krzywej to rozwiazania równania 3X = O (dokladniej: X +X +X = O)
w powyzej zdefiniowanej grupie.

Z tego twierdzenia wynika m. in., ze jezeli A i B sa punktami wyprostowania, to - (A +B) tez
(bo jezeli 3A = O i 3B = O, to 3( - A - B) = O). Jezeli teraz przekonamy sie, ze nunkty A, B

i - (A+ B) sa wspólliniowe, to tak jakbysmy udowodnili, ze istotnie na kazdej prostej laczacej
dwa punkty wyprostowania znajdzie sie trzeci.

W poszukiwaniu innych punktów charakterystycznych zrobimy nastepujaca obserwacje. Przez
kazdy punkt plaszczyzny mozna przeprowadzic cztery styczne do danej krzywej trzeciego stopnia.
Na rysunku 3 krzywa S sklada sie z dwu galezi: owalu i nieograniczonej krzywej z garbem. Byc
moze beda to tylko styczne nie tyle do S, co do tego duzego smoka zespolonego, którego S jest
resztówka· Precyzyjnie: do zbioru okreslonego w przestrzeni zespolonej takim samym równaniem
co S w rzeczywistej. Takie styczne sa na ogól jednokrotne, ale jest kilka punktów (zobaczymy,
ile), przez które przechodza cztery styczne w tym jedna tr,zykrotna (razem 6 stycznych). I takie
punkty nazywaja sie poszóstne (sextatic). Które to punkty? Zupelnie proste rozwazania "na
ogólnym rysunku" doprowadza do wniosku, ze punkt X jest poszóstny wtedy i tylko wtedy, gdy
6X =: O i rzeczywiscie tak to jest.

Styczna potrójna do krzywej trzeciego stopnia musi przechodzic przez punkt wyprostowania,
a wiec punkt jest poszóstny, gdy lezy na stycznej wyprowadzonej z pewnego punktu
wyprostowania. Poniewaz punktów wyprostowania jest 9, a z kazdego z nich wychodza trzy
styczne (plus styczna w tym punkcie), wiec punktów poszóstnych jest 27. Ulozone sa we
wspólliniowe trójki, a Czytelnik moze to sobie udowodnic, patrzac na rysunek 3 i rozumujac tak:
punkty stycznosci i tylko one spelniaja równanie 2X = O, a O l + O, spelnia to równanie. Skoro
wiec Ol +0, ol O, to Ol +0, = 03, ale 203 = O, wiec Ol +0,+03 = O, a to znaczy,
ze punkty te sa wspólliniowe. Znalezienie punktów poszóstnych tych krzywych, które tu

rozpatrywalismy, pozostawiamy Czytelnikom. Nie poszukamy tez wielu istniejacych innych
punktów charakterystycznych zarówno krzywej (I) jak i innych zbiorów algebraicznych.
Na zbiorach okreslonych bardziej skomplikowanymi równaniami takich "naprawde
charakterystycznych" punktów jest zatrzesienie. Wielu z nich nie widzimy, patrzac na wykres
sporzadzony w przestrzeni euklidesowej.
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Powierzchnie

I

Dr Juliusz OLEDZKI
Rys. 1. Powierzchnia rodzaju 3.

Rys. 4b. Jej siatka.
Brzeg wstegi M6biusa jest krzywa zwykla zamknieta, a wiec homeomorficzna z okregiem.
Na rys. 4 widzimy wstege Mobiusa o trójkatnym brzegu.

Przez powierzchnie, w szeroko rozumianym, potocznym tego slowa znaczeniu, rozumiemy zbiór
dwuwymiarowy oddzielaiacy jedna substancje od innych. Mówimy o powierzchni kuli ziemskiej,
mówimy, ze powierzchnia wody w naczyniu jest wklesla lub wypukla, ze powierzchnia
marmurowej rzezby jest gladka itp. W niniejszym artykule przedstawimy co rozumiemy przez
powierzchnie w topologii ijakie mamy ich rodzaje. Przeksztalcenie ustalajace wzajemnie jednoznaczna
odpowiedniosc miedzy punktami dwóch zbiorów (dokladniej: przestrzeni metrycznych czy
ogólniej topologicznych) tak, by przyporzadkowanie punktom jednego zbioru punktów

drugiego, a takze odwrotne - punktom drugiego zbioru punktów pierwszego, bylo ciagle.
nazywamy homeomorfizmem, a zbiory homeomorficznymi. W topologii nie odrózniamy zbiorów
homeomorficznych. Na przyklad kolo jest homeomorficzne z czworokatem; wyobrazmy sobie
kolo zrobione z elastycznej gumy, po zlapaniu go za cztery punkty brzegu i naciagnieciu
otrzymujemy czworokat. Zbiór homeomorficzny z okregiem nazywamy krzywa zwykla
za~n~~. J/
Idealnie plaska powierzchnia morza jest homeomorficzna z pofalowana, o ile tylko fale nie sa
tak wzburzone, ze krople wody odrywaja sie od powierzchni lub gdy zalamane fale swymi
wierzcholkami wczesniej uderzaja w powierzchnie tworzac przez chwile tunele.
W topologii przyjmuje sie nastepujaca definicje powierzchni; powierzchnia nazywamy domkniety

(wraz z ciagiem zbieznym punktów do zbioru nalezy jego granica) iograniczony (odleglosci
~miedzy punktami zbioru sa mniejsze od ustalonej liczby) zbiór, którego kazdy punkt ma w tym
zbiorze otoczenie homeomorficzne z otwartym (bez ograniczajacego okregu) kolem na
plaszczyznie, przy czym kazde dwa punkty tego zbioru daja sie polaczyc krzywa lezaca w zbiorze

(powierzchnia nie moze skladac sie z osobnych czesci). Przykladami powierzchni sa: sfera, czyli
powierzchnia kuli, powierzchnia torusa - zbiór zakreslony przez obracajacy sie okrag wokól
prostej lezacej w tej samej plaszczyznie co okrag lecz nie przecinajacej go, powierzchnia torusa
z wieksza liczba dziur (rys. 1).
W mysl tej definicji powierzchniami nie sa: plaszczyzna, gdyz nie jest ograniczona, sfera
z usunietym jednym punktem (gdyz nie jest domknieta), otwarte kolo, domkniete kolo (bo jego
punkty brzegowe nie maja otoczen homeomorficznych z kolami otwartymi). Ostatni
z wymienionych przykladów'jest tylko powierzchnia z brzegiem. Dokladniej, mówimy, ze zbiór X
jest powierzchnia z brzegiem, jdli pewne jego punkty maja otoczenia homeomorficzne z otwartymi

kolami (tak jak punkty powierzchni), a ws,zystkie inne (zwane punktami brzegowymi) maja
otoczenia homeomorficzne z polowa otwartego kola wraz z "brzegowym" lukiem (rys. 2);
zakladamy równiez, ze X jest damkn{ete i ograniczone,oraz, ze kazde dwa punkty z X mozna

polaczyc krzywa. Oto inne przyklady powierzchni z brzegiem: domknieta i ograniczona
powierzchnia boczna walca (pasek papieru nawiniety na walec i sklejony), wstega M6biusa,
(pasek papieru przed sklejeniem przekrecony, rys. 3). Skrecenie przed sklejeniem paska parzysta
liczbe razy o 1800 daje zbiór homeomorficzny z powierzchnia walca, natomiast nieparzysta -
ze wstega M6biusa. Wstega M6biusa ma te wlasnosc, ze poruszajac sie po niej bez zblizania sie
do brzegu mozemy przejSC na jej "druga strone", w zwiazku z tym wlasciwie jest to ta sama
strona. Powierzchnie o tej wlasnosci nazywamy jednostronnymi. Takie powierzchnie (bez brzegu)
nie moga oddzielac jednej substancji od drugiej; okazuje sie, ze mozna je zrealizowac (tj.
umiescic) dopiero w przestrzeni euklidesowej czterowymiarowej (mieszczaca sie w trójwymiarowej
przestrzeni wstega M6biusa nie jest powierzchnia, tylko powierzchnia z brzegiem).

c

D
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Rys. 4a. Model B. Tuckermana wstegi
M6biusa o plaskim br~gu: wstega sklada
sie z szesciu scian osmioscianu i czterech
trójkatów prostokatnych; 'jej brzegiem jest
trójkat ABC.

Rys. 3. Wstega M6biusa.
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Rys. 2.

c C

HyS. 10. Torus i butelka Kleina. Rys. 12. Jeszcze raz butelka Kleina.
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Rys. 5

c
Prosimy zajrzec jednak

na sIr. t6, do kacika

.. CzYI~lniczki
I'roponuja",

Powierzchnie jednostronna bez brzegu mozna otrzymac z kola przez sklejenie (utozsamienie)
pu~ktÓw antypodycznych (tj. symetrycznych wzgledem srodka) na okregu bedacym brzegiem
tego kola. Powierzchnie taka nazywamy plaszczyzna rzutowa. Jezeli podzielimy plaszczyzne
rzutowa krzywa zwykla zamknieta na dwie czesci tak jak na rys. 5, to otrzymamy czesc
zakreskowana homeomorficzna ze wstega M6biusa (luk ab jest sklejony z cd) i ,czesc
niezakreskowana homeomorficzna z kolem (luk bc jest sklejony z da). Mozemy wiec powiedziec,
ze plaszczyzna rzutowa powstaje przez dolepienie do kola wstegi M6biusa. Innym klasycznym
przykladem powierzchni jednostronnej jest butelka Kleina (rys. 6). Oczywiscie przenikniecie
szyjki butelki do wewnatrz bez przecinania scianki nie jest mozliwe w przestrzeni trójwymiarowej.
Jezeli rozetniemy butelke Kleina wzdluz okregu lezacego na dnie butelki, to otrzymamy
powierzchnie walca, tak samo jak bysmy rozcieli powierzchnie torusa. Tak wiec doklejajac
na rózne sposoby okregi bedace podstawami powierzchni bocznej walca mozemy uzyskac rózne

powierzchnie; ~az jednostronna, raz dwustronna.

Z powierzchni jednostronnej mozna zawsze wyciac wstege M6biusa np. poszerzajac do paska
droge potrzebna do przejscia na "druga strone" ustalonego punktu powierzchni. Jesli zas
przetniemy wstege M6biusa wzdluz linii srodkowej, to otrzymamy powierzchnie boczna walca.
Jezeli nasza wstega byla zawarta w pewnej powierzchni, to powyzsze rozciecie nie spowoduje
rozdzielenia powierzchni na dwie osobne czesci.

Rodzajem powierzchni nazywamy maksymalna liczbe zawartych

w niej rozlacznych krzywych zamknietych iakich, ze rozciecie wzdluz tych krzywych nie powoduje
rozpadniecia sie powierzchni na osobne czesci.

R~,. 6. But~ll....l l\.k'in.1

Rys. 9. Pasek i wstega Mb~iusa.

Rys. 7. Sfera z trzema raczkami to to samo
co torus z trzema otworami z rys. t.

d ,----, a

ej Ib

f ,-.-.- ..·..·1c

a 1--1 d
Rys. M

Sfera jest rodzaju O, gdyz kazda krzywa zwykla zamknieta rozcina ja na dwa zbiory
homeomorficzne z kolem (ten pozornie oczywisty fakt nie jest latwy do dowodu).
Powierzchnia torusa jest rodzaju l ; przez przeciecie wzdluz odpowiednio polozonego
okregu otrzymamy powierzchnie boczna walca, która jest juz rozcinana przez kazda
nastepna krzywa zwykla zamknieta. Czy wobec tego rodzaj butelki Kleina tez wynosi l? Nie,
jest on równy 2. Jesli przeciecie pierwsza krzywa zwykla zamknieta 'doprowadzi do powierzchni
walca, to nastepnej krzywej nie ma gdzie umiescic. Ale pewne krzywe zwykle zamkniete przecinaja
butelke Kleina tak, ze otrzymujemy wstege M6biusa (linia pomaranczowa na rys. 6), a wiec i druga
krzywa zwykla zamknieta nie rozcina calkowicie powierzchni.

Bezposrednio z definicji wynika, ze rodzaj powierzchni oraz to, czy jest ona jedno- czy
dwustronna, nie zmienia sie przy homeomorfizmie. Okazuje sie (dowód nie jest prosty), ze
prawdziwe jest twierdzenie odwrotne.

Jesli dwie powierzchnie sa tego samego rodzaju iobie sa jedno- lub obie dwustronne: to sa
homeomorficzne.

A zatem rodzaj powierzchni plus informacja, czy jest ona jedno- czy dwustronna, okresla te
powierzchnie jednoznacznie z topologicznego punktu widzenia.
Powierzchnie dwustronne rodzaju n ;;, O mozna utworzyc dolepiajac do sfery n "uch" (rys. 7)
j na mocy powyzszego twierdzenia innych dwustronnych powierzchni w topologii nie ma ..
Natomiast powierzchnie jednostronna rodzaju 2n+ l mozna skonstruowac wycinajac w sferze n
kól i doklejajac wzdluz brzegów n wsteg M6biusa (brzeg wstegi M6biusa jest krzywa zwykla
zamknieta). Jaka powierzchnie otrzymamy doklejajac do sfery jedno ucho i jedna wstege M6biusa?
Bedzie to powierzchnia jednostronna rodzaju 3. Doklejenie jednego ucha jest topologicznie tym
samym,lco doklejenie dwóch wsteg M6biusa, ale pod warunkiem, ze powierzchnia zawiera
jeszcze inna wstege (rys. 8). Tak wiec powierzchnie jednostronna rodzaju n mozna równiez

n-l
otrzymac doklejajac do sfery, dla n nieparzystego, jedna wstege M6biusa i o uch,.a dla n

2

n-2 . "dparzystego, dwie wstegi Mobiusa i -- uch. Rys. 8 pokazuje jak sfere z Jednym uchem IJe na
2

wstega M6biusa mozna rozciac na trzy wstegi Mobiusa.

13



Plaszczyzna rzutowa

Iwona GRZEGORCZYK

Jezeli do zwyklej plaszczyzny euklidesowej dolaczymy "punkty w nieskonczonosci", dostaniemy
plaszczyzne rzutowa. Aby zobaczyc na czym polega i jak przebiega ta konstrukcja, wyobrazmy
sobie plaszczyzne H i pek prostych przechodzacych przez pewien punkt poza nia. Kazda prosta
tego peku nierównolegla do H przecina ja w jednym punkcie. Otrzymane tak przyporzadkowanie

prosta peku nierównolegla do H<-> punkt plaszczyzny H

jest wzajemnie jednoznaczne. Jak to czesto w matematyce bywa, zbiory, miedzy którymi istnieje
"naturalna" funkcja wzajemnie jednoznaczna, sa utozsamiane. Mozemy napisac

(*) punkt plaszczyzny H = prosta peku nierównolegla do H

z

R~s. l. PlaSlClYLll:l rllltO"a

R3

i uwazac za wspólrzedne punktu np. wektor kierunkowy odpowiedniej prostej. Oczywiscie takie
wspólrzedne punktu (zwiemy je jednorodnymi albo rzutowymi) zaleza, jak i kazde inne, od wyboru
ukladu wspólrzednych. Gdy za H wezmiemy plaszczyzne z = l, a p = (O, O, O), to beda one
postaci [x, y, z] i z == l.

Plaszczyzne rzutowa okreslamy jako zbiór wszystkich prostych naszego peku. Przyporzadkowanie
(*) pokazuje, ze dzieki takiemu okresleniu do "zwyklej" plaszczyzny euklidesowej rzeczywiscie
doszly nowe punkty i ze zasluguja one na nazwe "punktów w nieskonczonosci". Kazdy taki punkt
odpowiada kierunkowi pewnej prostej na plaszczyznie, a jego wspólrzedne jednorodne maja
postac [x, y, O]. Plaszczyzna rzutowa ma wiec dwa rodzaje punktów: wlasciwe (odpowiadajace

punktom plaszczyzny H; wspólrzedne jednorodne takich punktów maja trzecia wspólrzedna
rózna od zera) i niewlasciwe (odpowiadajace kierunkom prostych na H). Widzimy takze, ze
proporcjonalne wspólrzedne jednorodne opisuja ten sam punkt plaszczyzny rzutowej. Pozwala
to okreslic plaszczyzne w inny sposób, moze mniej intuicyjny, ale lepszy do poslugiwania sie nia:
Plaszczyzna rzutowa to zbiór trójek [x, y, z], w.sródktórych
I) nie ma [O, O, O],

2) trójki proporcjonalne utozsamiamy. ~
Przy takim podejsciu zaciera sie zupelnie róznica miedzy punktami wlasciwymi i niewlasciwymi.
Widzimy ponadto, ze trójka [x, y, z] jest tym samym punktem plaszczyzny rzutowej co

[xy z]
• ~ _ , __ .. •__ , o n •__ •

yx2+y2+Z2 }/X2+y2+Z2 l/X2+y2+~

Punkty o analogicznych wspólrzednych, ale w przestrzeni euklidesowej, wypelniaja sfere
o równaniu x2 +y2 + Z2 = 1. Jednak dwa antypodyczne (przeciwlegle) punkty sfery maja
przeciwne wspólrzedne euklidesowe i wobec tego wyznaczaja ten sam punkt plaszczyzny rzutowej.
Mozemy zatem powiedziec jeszcze inaczej (zob. tez artykul J. Oledzkiego):
Plaszczyzne rzutowa mozna otrzymac ze sfery, utozsamiajac na nie/punkty lezace na jednej
srednicy.
Ta uwaga pozwala na wprowadzenie na plaszczyznie rzutowej pojecia odleglosci (rys. 2), co
czyni z niej przestrzen metryczna, tzw. plaszczyzne eliptyczna.
Plaszczyzna euklidesowa jest podzbiorem plaszczyzny rzutowej. Mozemy zbiory w'niej zawarte
domykac w calej plaszczyznie rzutowej. Choc nie jest to trudne, nie bedziemy dokladnie
wyjasniac, dlaczego domkniecie zbioru opisanego na plaszczyznie euklidesowej równaniem
wielomianowymf(x, y) = O jest na plaszczyznie rzutowej opisane równaniem F(x, y, z) = O,

powstajacym przez dopisanie do wszystkich jednomianów w wielomianie f najmniejszej takiej
potegi zmiennej z, by wielomian stal sie jednorodny. Tak na przyklad domkniecie linii prostej
o równaniu ax+by = c ma na plaszczyznie rzutowej równanie ax+by = cz. Gdy polozymy
z = O, obliczymy jakie punkty"w nieskonczonosci" doszly do naszej prostej: x = b, y = -a,
z = O (inne uklady trójek x, y, z sa pro.porcjonalne do tych).

Otrzymalismy cos, co moglismy przewidziec i bez rachunków: domkniecie linii prostej sklada sie
z niej samej i jednego punktu niewlasciwego, odpowiadajacego jej kierunkowi. Taka uzupelniona
prosta jest h<1meomorficzna z okregiem, podczas gdy domkniecie hiperboli sklada sie z niej samej
oraz punktów odpowiadajacych kierunkom asymptot; przy domykaniu paraboli dojdzie jeden
punkt niewlasciwy : kierunek jej osi symetrii.

Rys. 2. Gdy ze sfery robimy pr.lestrlcli.
flutoWa, utozsamiamy punkty

przeciwlegle: x i X, y j ~ z i -;. DllI~Os~~ ~ ~
najkrótszego z lukqw wielkich xz, x-;, x z,-..
xz przyjmujemy za odleglosc punktów x i z

przestrzeni rzutowej.

Teoria krzywych i powierzchni domknietych w przestrzeniach rzutowych jest - wbrew
pozorom - latwiejsza niz ich czesci euklidesowych, niezwartych. Tylko dla takich "domknietych"
zbiorów mozemy jako tako zadowalajaco odpowiedziec na pytanie: jak z postaci wielomianu
opisujacego zbiór poznac, jak ten zbiór "naprawde" wyglada, czym zajmuje sie modna ostatnio
geometria algebraiczna.
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Juz wiele razy pisalismy w Delcie o ciekawych wlasnosciach blonek mydlanych.
Jestesmy jednak dalecy od wyczerpania tematu. Czy, na przyklad, zadaliscie
sobie kiedys pytanie, jaka jest grubosc blonki? Al bo, dlaczego banki mydlane
mienia sie wszystkimi kolorami teczy? Moze Wam sie, to wydac dziwne, ale
odpowiedzi na te pytania sa scisle powiazane. Zanim je znajdziemy - kilka
doswiadczen. Potrzebny Wam bedzie miekki drut i roztwór mydla lub plynu
do prania. Zegnijcie z drutu plaska ramke z "raczka" i rozepnijcie na niej blonke.
Nastepnie ustawcie ja pionowo starajac sie ,zaobserwowac promienie sloneczne
odbite od powierzchni, podobnie jak, to sie robi puszczajac "zajaczki" za pomoca
lusterka. Poczatkowo blonka bedzie jednostajnie biala. Po chwili jednak pojawia
sie poziome, kolorowe prazki poszerzajace sie z uplywem czasu. Jesli reka wam
nic drgnie, blonka bedzie "zyla" kilkanascie sekund i zaobserwujecie u góry
ciemny obszar wypelniajacy powoli cala ramke. Zauwazyliscie juz na pewno,
ze pojawienie sie prazków jest zwiazane z sila przyciagania ziemskiego; prazki sa
zawsze poziome, a dla poziomo ustawionej ramki nie pojawiaja sie w ogóle. Sila
ciezkosci powoduje powolne wyciekanie wody i to, ze przekrój poprzeczny blonki
ma w przyblizeniu ksztalt klina. Zgoda, powiecie, ale skad te kolory? Zeby to
zrozumiec przypomnijcie sobie: swiatlo sloneczne jest mieszanina róznych barw.
Odbicie od blonki to jeden ze sposobów ich rozdzielenia. Swiatlo mozemy
traktowac tutaj jak fale, pod wieloma wzgledami podobna do fal na wodzie.
Kazdej barwie odpowiada inna dlugosc fali, natomiast natezenie swiatla jest tym
wieksze, im wieksza jest jej wysokosc. Zastanówmy sie, jak kazda ze skladowych
odbija sie od cienkiej blonki. Pewne wyobrazenie o tym da Wam rysunek obok.
Odpowiada on sytuacji, gdy grubosc blonki jest w przyblizeniu równa polowie
dlugosci fali, a kat, pod którym obserwujemy prazki, jest niewielki. Fala padajaca
czesciowo odbija sie od powierzchni zewnetrznej blonki, a czesciowo, po
zalamaniu, od powierzchni wewnetrznej. Zauwazcie, ze wysokosc fali wypadkowej,
bedacej suma fal odbitych, jest duzo mniejsza niz fali ,padajacej. W ten sposób
niektóre barwy w swietle slonecznym beda oslabiane - jedne bardziej a inne mniej.
Wszystko zalezy od grubosci blonki. W miejscu, gdzie pojawiaja sie pierwsze
od góry prazki bedzie ona równa w przyblizeniu dlugosci fal swiatla widzialnego
czyli okolo jednej dziesieciotysiecznej milimetra. Dla powtarzajacych sie barw
bedzie dwu, trzy ... -krotnie wieksza. Pozostaje jeszcze do wyjasnienia sprawa
ciemnego obs.zaru u góry ramki. Zauwazcie, ze odbicie od zewnetrznej
powierzchni (fala pada z osrodka rzadszego) przebiega inaczej niz od wewnetrznej
(fala pada w osrodku gestszym). W pierwszym przypadku grzbiet zmienia sie
w doline, w drugim zas grzbiet przechodzi w grzbiet. Sprawdzcie, ze jesli blonka
bedzie miala grubosc duzo mniejsza od dlugosci fal swietlnych, to wszystkie barwy
beda wygaszane. Pomoze Wam w tym rysunek obok. Tak wiec ciemny obszar
odpowiada bardzo malej grubosci blonki. Mozna ja wyznaczyc innymi metodami.
Okazuje sie, ze jest okolo sto razy mniejsza niz w obszarze prazków.
Czy potraficie na podstawie szerokosci prazków wyznaczyc ksztalt przekroju
blonki? Spójrzcie na blonke pod swiatlo - te same prazki! Potraficie to
wyjasnic?
Podczas zimy na szybach autobusów 'tworza sie cienkie warstewki lodu
zabarwiajace na kolor zielonawy wszystko to, na co przez nie patrzymy.
Spróbujcie wyjasnic to zjawisko. Ocencie, jaka jest grubosc tych warstewek.
A teraz cos dla relaksu! Na obrazkach pokazujemy skamieniale szkielety
jednokomórkowców o rozmiarach okolo jednej dziesiatej milimetra zwanych
radiolariami. Znaleziono je w mule na dnie morza. Skad te dziwne ksztalty?
Spróbujemy je odtworzyc za pomoca naszego drutu i wody mydlanej. Wygnijcie
czworoscian foremny i zanurzcie go w roztworze. To, co dostaliscie, juz troche
przypomina szkieiet obok, prawda? Brakuje tylko babelka w srodku. Uderzcie
lekko ramka w powierzchnie roztworu. ,Test? Skad to podobienstwo?

mala del1a'
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Czytelniczki proponuja Z Nowym Rokiem

Rozpoczelismy wlasnie pomyslnie rok 1981. Choc 1981 nie jest liczba pierwsza, to jednak
podzielna jest przez szczesliwa siódemke, a iloraz jest juz liczba pierwsza: 1981 = 7· 283.
Liczby, bedace iloczynami dwu liczb pierwszych nazwalismy semipierwszymi (Delta 7/1980).
Czeka nas zatem semidobry rok. Rozpoczynamy takze nowe dziesieciolecie. Czy bedzie ono
pomyslne? Teorioliczbowcy nie beda nim specjalnie zachwyceni: tylko 1987 jest liczba pierwsza
(a w latach siedemdziesiatych zeszlego wieku mieli az cztery: 1871, 1873, 1877, 1879, na 'nastepne
tak pomyslne musza czekac jeszcze 100 lat: 2081, 2083, 2087, 2089).
Ale nie tak fatalne, jak lata szescdziesiate (zadnej liczby pierwszej). Albo jak mroczne
sredniowieczne lata 1130-1150 albo 1328.,--1360 (trzydziesci trzy lata bez liczby pierwszej l).
Niepomyslne byly takze siedemdziesiate i osiemdziesiate lata XVII wieku. Specjalisci próbuja

_ ustalic przyczyne tych czarnych okresów .... Sadzi sie, ze najwiekszy odstep pomiedzy kolejny.mi
liczbami pierwszymi.;; n jest w przyblizeniu równy (Inn)2 i bylby to wcale nietrywialny wynik.
Warto zwrócic uwage na inna osobliwosc roku 1981. W 1800 roku dwudziestotrzyletni wówczas
Gauss podal sposób odszukania daty Wielkanocy. Sa do tego potrzebne dwie liczby A i B,
które podaje ponizsza tabela:

Zrobie sama butelke Kleina

Na 3 druty nr 5 narzucic 90 oczek (po 30
na kazdy). Przerabiac sciagaczem naokolo
(jak skarpetke) do wysokosci 4 cali.
Przerobic na l drucie 90 oczek, przewrócic

. robote na druga stron~ i przera biac dalej
tak, aby w srodku roboty zostal otwór.
Powtarzac te dwa rzedy az otwór bedzie

mia'l Il cala. Polaczyc naokolo l rzedem.
Nastepnie co drugi rzad gubic po loczku
z obu konców kazdego drutu az zostanie
27 oczek (po 9 na kazdym). Przerobic
prosto 12 cali. Przeciagnac od zewnatrz

robot~ przez otwór. Teraz dodawac po
loczku z obu konców kazdego drutu
az do osiagniecia 90 oczek (po 30 na
kazdym). Przerobic prosto 6 rzedów.
Przerobic razem szydelkiem kazpe z 90

oczek z oczkami pierwszego rzedu roboty.
Mozna sprezentowac mezowi jako
tabakierke.
Sposób wykonania: Janis WANSTALL (wg
"Mani/o/d" 1971). Wykonanie: dr Danuta
OLEDZKA (Politechnika Warszawska). Projekt
zastosowania: mgr Antonina SZUREK

(Instytut Badan Systemowych PAN).

do 1582
1583-1699
1700-1799
1800-1899
1900-2099
2100-2199

A = 15,
A = 22,
A = 23,
A = 23,
A = 24,
A = 24,

B=6
B=2
B=3
B=4
B=5
B=6

Fol. T. W. Kur

Co to jest oo?

Patrz w niebo

'ola wyznaczenia daty Wielkanocy trzeba wykonac nastepujace dzialania. Podzielic liczbe roku
przez 19 i znalezc reszte a. Podzielic liczbe roku przez 4 i znalezc reszte b. Podzielic liczbe roku
przez 7 i znalezc reszte c. Liczbe 19a+A podzielic przez 30 i znalezc reszte d. Liczbe
2b+4c+6d+B podzielic przez 7 i znalezc reszte e. Sume reszt d+e dodac do daty 22 marca
a otrzymamy date Wielkanocy. Jesli data wypadnie powyzej 31 marca, trzeba ja oczywiscie
przeliczyc na odpowiedni dzien kwietnia. Jednak trzy razy metoda Gaussa daje zly wynik.
W 1609 roku Wielkanoc byla 19 kwietnia, choc wzór Gaussa dawal 26 kwietnia. W 1954 roku

Wielkanoc obchodzilismy 18 kwietnia'(a nie 25, jak wynikaloby z tych obliczen).
Trzecim - i ostatnim wyjatkiem - jest tu nasz rok 1981... (obliczcie sami i porównajcie
z kalendarzem).

Wsród dobrze nam znanych zimowych gwiazdozbiorów: Byka, Oriona, Blizniat i Wielkiego Psa
góruje w styczniu równiez kilka mniej znanych.· Miedzy innymi Jednorozec (Monoceros, Mon).
Kiedy patrzymy na niebo - na pierwszy rzut oka trudno go nawet znalezc. Astronomowie nie
wiaza tej konstelacji z zadna znana wszystkim gwiazda. Jednak nawet szybki przeglad nieba
Jednorozca przez teleskop pozwala nam znalezc kilka pieknych mglawic, m. in. mglawice Rozetta
(z okladki Delty z lipca 1979). Dzisiaj zajmiemy sie dwiema gwiazdami o nazwach Ross 614
i HD 47129 (gwiazda Plasketta), które równiez znajduja sie w konstelacji Jednorozca. Obie
gwiazdy tworza uklady podwójne, ale na tym wlasciwie konczy sie ich podobienstwo. Sa one

swoimi przeciwienstwami - leza na dwóch koncach zakresu mozliwych mas gwiazd. Zakres ten
jest wyznaczony teoretycznie. Nowo rodzaca sie gwiazda powstajaca przez kontrakcje materii
miedzygwiazdowej musi miec mase wieksza od pewnej "masy krytycznej", aby moglo w jej
wnetrzu wytworzyc sie odpowiednie cisnienie i gestosc, a zatem aby powstala równiez odpowiednio
wysoka temperatura zdolna do rozpoczecia reakcji jadrowych. Jesli dojdzie do zaplonu,
mlodziutka gwiazda zatrzymuje sie na ciagu glównym diagramu H-R i rozpoczyna ewolucje jak

,inne normalne gwiazdy. Jesli jednak masa jest niewystarczajaca, zapadajacy sie rozgrzany do
czerwonosci oblok (zamiana energii potencjalnej na cieplna) utworzy kule gazowa, która minie
ciag glówny, a potem stygnac zamieni sie moze w samotna planete? Masa krytyczna wynosi 0,08
masy Slonca (Mo). Jowisz ma mase ok. 0,001 Mo.
Z drugiej strony, jesli.kolapsuje (zapada sie) oblok o ogromnej masie, to kondensacje wieksze
niz ok. 100 Mo naj prawdopodobniej nie moga utworzyc gwiazd, bo rozpadaja sie szybko na
drobniejsze skladniki.

A wiec 'dozwolona masa mlodej gwiazdy 0,08 Mo < M* < 100 Mo. Obie gwiazdy w Jednorozcu
leza w poblizu tych granic. Ross 614 jest ukladem dwóch karlowatych gwiazdek. Ich masy
wynosza 0,14 i 0,08 Mo. Mniejszy skladnik zostal odkryty optycznie dopiero w 1955 r. mimo,
ze jego istnienie zostalo przewidziane kilkanascie lat wczesniej, na podstawie obserwacji
okresowych (16,5 lat) wahan polozenia jasniejszej gwiazdy, wskazujacych na krazenie wokól niej
ciemniejszego skladnika. Za pomoca takich samych metod szuka sie obecnie jeszcze mniejszych
towarzyszy - hipotetyczn'ych planet. Odkryto w ten sposób kilka obiektów krazacych \A Jkól

. bliskich gwiazd. M. in. gwiazda Lalande 21185 w Wielkiej Niedzwiedzicy ma towarzysza o masie

0,01 Mo, 61 Cygni C ma mase 0,008 Mo a hipotetyczna planeta krazaca wokól gwiazdy
Barnarda w Wezowniku ma mase 0,0015 Mo (1,57 masy Jowisza!).

1965

1970

1955

1940

1950

1960

1945

To miejsce, gdzie dzieja sie rzeczy, które
sie nie zdarzaja (the place whore things
happen that don't).
(The Mathematical Gazette, 1948)
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Parametry obu skladników ukladu Ross 614 w porównaniu ze Sloncem podane sa w tabelce
ponizej. Gwiazda Plasketta sklada sie z dwóch olbrzymów typu O obiegajacych sie wzajemnie
z okresem 14,414 dni. Suma mas obu skladników wynosi 100 Mo. Gwiazda jasniejsza jest nieco
"lzejsza" (40 Mo). Przez dlugi czas uwazano, ze sa to najmasywniejsze gwiazdy znane nam
we Wszechswiecie. Sir James Jeans, znany astronom angielski, powiedzial kiedys o tym ukladzie:
"najbardziej masywna i absolutnie najjasniejsza gwiazda, której parametry znane sa
z odpowiednia dokladnoscia. Temperatura 28000°C. Kazdy centymetr kwadratowy powierzchni
emituje dostatecznie duzo energii, aby poruszac lokomotywe z pelna predkoscia przez miliony
lat" .

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Parametry ukladu podwójnego Ross 614

Slonce

Ross 614A

Ross 614B

masa
l
0,14
0,08

jasnosc
I
1/2100

1/63000

promien
1

0,3
0,\

temperatura
6000

2700

2000

jasnosc abs.

+4,8
+ 13,1

+ 16,8

Magister Pirozynski opowiada ...

W wydanym przez Wydzial Matematyki, Mechaniki i Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego
informatorze dla studentów wybierajacych dalsza specjalizacje znalazlem nastepujaca definicje:

Powiemy, ze sfera S" jest paralelyzowalna, gdy istnieje n pól wektorowych stycznych,
ortonormalnych w kazdym punkcie S".

Rozumiem z tej definicji prawie wszystko, ale najbardziej ucieszylem sie terminem

"paralelyzowalna". Po pierwsze przypomnialo mi to, jak w dziecinstwie (pod wplywem czytanki
z Plomyka) szukalem slowa zawierajacego zgloske ... Iy.... Rozbudzilo to we mnie pasje
badawcza i moze dlatego zdecydowalem sie zdobyc wyzsze wyksztalcenie. Po drugie, jak
pamietacie, bronie scislosci i precyzji jezykowej (Delta 11(1980). W nauce najczesciej wlasnie
termin obcego pochodzenia oddaje lepiej, ostrzej i dokladniej istote rzeczy. Oto ulozona przeze
mnie tabela

zamiast

pólwalec
wielowskaznik

przekatna
poziom (na tym poziomie)
rodzaj
zalozenie

odpowiednik

przemienny
wykladniczy
wykladac
wyprzedzac
opózniac
zapasc sie
przypuscmy, ze ... i zobaczmy

co bedzie
rozszerzac
rozchodzic

maszyna cyfrowa
zelastwo

mieso
zlozenie

ulozenie obok siebie

upojenie alkoholowe

znacznie lepiej brzmi
semicylinder
polyindeks
diagonala

lewel (na tym lewelu, nie: na tym lewlu)
genus
asumpcja
analogon (np. przy asumpcji, ze diagonala fest domknieta,

otrzymujemy analogon twierdzenia Hausdorffa)
komutatywny
eksponencjalny

trzymac wyklad (np. na dyferencjalnej i integralnej kalkulacji)
adwansowac
retardowac

skolapsowac

popracujmy w rezimie warunku koniecznego

ekspandowac
propagowac (np. prosze sie rozpropagowac!)
kapiuter
hardware
software

superpozycja
dzekstapozycja
kontrapozycja

Prawda, ze terminy zapozyczone brzmia znacznie powazniej? Nie mozna tu nie zacytowac
profesora Antoniego Kepinskiego: "W slownictwie naukowym niekiedy zdecydowanie sie na
uzycie oryginalnego terminu obcego pozwala ostrzej, dobitniej i naj krócej nazwac niektóre tresci
i pojecia niz szukanie odpowiedników rodzimych, znaczeniowo niezupelnie rÓwnowaznych"
("Z psychopatologii zycia seksualnego", PZWL, 1973, str. 13).
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