SPIS TRESCI

NUMERU 12(84)

O krzywych i powierzchniach
Prof. dr Roman Duda

Gra

Figury o stalej szerokosci
Dr Marek Lassak

Ksztalty czasteczek
chemicznych
Doc. dr Michal Swigcki

Konkurs

O krzywiZnie, skreceniu
i tréjnogu Freneta
krzywej (I)

Doc. dr Andrzej Szybiak

Patrz w niebo
Mala Delta

Regulamin konkursu
uczniowskich prac
z matematyki

Zadania

Rysunki techniczne:
Bogusliaw Kretkiewicz

Nasza okladka:
Smoki

W nastepnym numerze
Rowniez o krzywych

1 powierzchniach

str.

str.

Str.

str.

str.

str.
str.

str.

str.

str.

10
13
14

15
15

,,Delta”
matematyczno-fizyczno-astronomiczny
miesiecznik popularny

Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa O$§wiaty i Wychowania

Komitet Redakeyjny:

doc. dr Jerzy Bartke

doc. dr Andrzej Baczynski
doc. dr Bolestaw Gleichgewicht
prof. dr Kazimierz Goebel
doc. dr Bolestaw Grabowski
dr Jan Hanasz

doc. dr Bolestaw Iwaszkiewicz
doc. dr Tadeusz Iwinski
doc. dr Andrzej Januszajtis
doc. dr Tadeusz Jarzgbowski
prof. dr Leon Jeimanowicz
dr Henryk Kaczorek

prof. dr Marek Kuczma
mgr Andrzej Makowski
prof. dr Bohdan Paczynski
prof. dr Zdzislaw Pawlak
prof. dr Arkadiusz Piekara
doc. dr Stawomir Rucinski
prof. dr Konrad Rudnicki
prof. dr Zbigniew Semadeni
doc. dr Grzegorz Sitarski

prof. dr Jézef Smak

prof. dr Jan Stankowski

doc. dr Kazimierz Stepien
prof. dr Mieczyslaw Subotowicz
doc, dr Stefan Turnau

prof. dr Jerzy Wdowezyk

doc. dr Andrzej Woszczyk
prof. dr Janusz Zakrzewski —
wiceprzewodniczacy

prof. dr Wojciech Zakowski —
przewodniczgcy

Redaguje Kolegium w skladzie:

Bozena Jaworska-Kordos — ilustracje

dr Marek Kordos — red. nacz.

dr Andrzej Krasinski

dr Michat Szurek

dr Krzysztof Prazmowski — red, techn. graf.
mgr Krystyna Szypcio — sekr. red.

doc. dr Michat Swiecki — z-ca red. nacz.

Adres Redakcji
ul. Hoza 69 pok. 151,
00-681 Warszawa

Zaklad Narodowy im.

Ossolifnskich — Wydawnictwo
Wroclaw, Oddzial w Warszawie
Nakiad 20 000 egz. Objetoéé 2 ark.
wyd,; 2,50 ark. druk.;

papier offsetowy III kl. 80 g. 61 x 86
Wydrukowano w Drukarni im.
Rewolucji Pazdziernikowej
Warszawa, ul. Minska 65

Nr zam. 1114/12/80 0O-132

Wydano z pomoca finansowa Polskiej Akademii Nauk
WARUNKI PRENUMERATY Cena prenumeraty rocznej zl 60—, cena prenumeraty poélrocznej

zt 30—

Prenumerate na kraj przyjmujq Oddzialy RSW , ,Prasa—Ksigtka—Ruch” oraz urzedy pocztowe

i dorgczyciele — w terminach:

— do 25 listopada na styczen, I kwartal, I péirocze roku nastepnego i caly rok nastepny

— do dnia 10 miesi poprzed.

y okres pr

raty na pe le okresy roku biezgcego.

Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje i organizacje spoleczno-polityczne skladaja zamdwienie
w miejscowych Oddzialach RSW ,,Prasa—Ksiazka—Ruch",

Zaklady pracy i instytucje w miejscowosciach, w ktérych nie ma Oddzialéw RSW, oraz prenumeratorzy
indywidualni zamawiaja prenumerat¢ w urzgdach pocztowych lub u dorgczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice, ktéra jest o 50% droisza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje RSW ,,Prasa—Ksigika—Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw,

ul, Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 1531-71 w terminach podanych dla

prenumeraty krajowej

Sprzedai numerdéw biezacych i uprzednich

Instytucje pafistwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni moga nabywaé
LTE”:

w Ksiggarni Odrodka Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN.
Sprzedaz gotéwkowa i wysylkowa, numeréw biezacych i archiwalnych; platnoéé gotdwka, przelewem

lub za zaliczeniem pocztowym.

Adres: ORPAN 00-901 Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Konto PKO I OM W-wa 1531-912

w Ksiegarni Ossolineum, Rynek 8, 50-106 Wroclaw

w Glownej Ksiggarni Naukowej, Krakowskie Przedmieécie 7, 00-068 Warszawa

w Ksiggarni Naukowej, ul. Podwale 6, 31-118 Krakow

Orders for this periodical from abroad can be placed with ,,Ars Polona” Krakowskie Przedmiescie 7

00-068 Warszawa, Poland or with

— Kubon & Sagner, Inhaber Otto Sagner, D8 Munchen 34, Postfach 68,

Bundesrepublik Deutschland,

— Earlscourt Publications Ltd., 130 Shephard Bush Centre, London W 12, Great Britain,
— Licosa Commissionaria Sansoni, Via Lamarmora 45, 50 121 Firenze, Italia

Cena 1 egzemplarza zt 5—

nr indeksu 3572335550



- O krzywych

1 powierzchniach
Prof. dr Roman DUDA
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Powiadaja niektorzy, ze matematyka jest podobna do muzyki. To podobiefistwo w kazdym

razie przyszlo mi na mysl, kiedy zasiadlem do pisania tego artykutu i zdalem sobie sprawe, ze
jest to temat, ktory mozna — jak dobry temat w muzyce — rozwing¢ wieloma sposobami

i w kazdym z powstalych ta droga utworow zawrzec kawalek ciekawej matematyki.
Postanowilem jednak, 7e miast rozwija¢ temat, dokonam jakby przegladu niektorych rozwinie¢

z nadzieja, Ze i takie brzgkanie moze si¢ okaza¢ dla Czytelnika interesujace. Osig tego przegladu,
wprowadzajaca pewien lad, bedzie historia.

Jak kazda niemal historia, takze i ta zaczyna si¢ od Grekow. W Elementach Euklidesa,
najbardziej znanej ksiazce naukowej $wiata, znajduje si¢ czarujgce w swej prostocie okreslenie:
linia to dlugosé bez szerokosci (ksiega I, definicja 2). I nieco dalej: kranicem powierzchni jest

linia (definicja 6). Okreslenia te lezg do dzi$ u Zrodel intuicyjnego rozumienia krzywej

i wystarczaly jako jej definicja do czasow niemal nam wspolczesnych (stowo linia jest synonimem
krzywej). Pierwsze z nich kladzie nacisk na jednowymiarowy charakter krzywej, drugie zas wiaze
ja z powierzchniag majaca (na mocy definicji 5 tamze) tylko dlugosé i szerokosé. Ow zwiazek

stal si¢ w XX wieku podstawa tzw. indukcyjnego pojecia wymiaru, z ktoérego rozwinela si¢ teoria
wymiaru — ale to juz do tematu nie nalezy. Nie ma natomiast w Elementach rozumienia krzywej
jako trajektorii poruszajacego si¢ punktu materialnego — co przyjdzie w czasach nowozytnych —
wigzanie bowiem matematyki z materialng rzeczywistoscia bylo dla Grekow czyms$ zasadniczo
obcym.

Jakie krzywe Grecy znali? Znali ich sporo i wszystkie one braly poczatek z powabnych
matematycznie konstrukcji. Za najpigkniejsze uznawali lini¢ prosta i okrag oraz ich pochodne
Jak evkloida, epi- i hipocykloidy, za$ przyrzadom sluzagcym do ich rysowania — linialowi

i cyrklowi — przypisywali uprzywilejowane znaczenie w geometrii.

(dbito si¢ to na ich kosmologii, w stworzonym bowiem przez nich systemie $wiata Ziemia
znajdowala si¢ w srodku, a wokol niej po okregach krazyly Stonice, Ksigzyc i planety.

Nie zgadzalo si¢ to z obserwacjami, wigc z czasem rozbudowano ten system tworzac
skomplikowany mechanizm, ktorego zasadniczymi elementami byly okregi toczace si¢ po innych
okregach. Wszystkich tych okregéw u Ptolemeusza (II wiek n.e.) bylo az 41, ale

z uprzywilejowania tej krzywej Grecy nie zrezygnowali nigdy.

Druga kategori¢ krzywych stanowily elipsa, parabola i hiperbola, okreslane jako przekroje stozka
(stad ich nazwa: stozkowe). Apoloniusz (ok. 262 — 190 p.n.e.) napisat o nich wspanialy traktat,
matematycznie tak doskonaly, Zze praktycznie zamknal przed badaczami ten obszar, przynajmniej
z czysto geometrycznego punktu widzenia. Do trzeciej, najnizszej i raczej niechetnie widzianej
kategorii nalezaly takie krzywe jak spirala Archimedesa, konchoida Nikomedesa czy cissoida
Dioklesa. '

o

Znacznie mniej niz krzywe interesowaly GrekOow powierzchnie. Zajmowali si¢ ty]kd kilkoma
najprostszymi — plaszczyzna, stozkiem, walcem, sfera — i to bardziej jako miejscem, gdzie s3
ciekawe rzeczy do badania, jak stozkowe, linia Srubowa itp. niz nimi samymi.
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Niezwykly triomf przezyty stozkowe w 1600 lat z gbra po swym odkryciu. Kopernik
(1473--1543), ktory przeniost érodek swiata do Storica, a Ziemi i pozostalym planetom kazat
obiegac Stonce (oczywiscie po okregach), stworzyl teorig matematycznie znacznie prostsza, ale
malo dokladna, a nawet dajaca wyniki gorsze od greckiej. Poprawil ja Kepler (1571—1630),
ktéry pod wplywem lektury traktatu Apoloniusza wpadl na mysl, Zze planety kraza po elipsach,
a Stonice znajduje sie we wspolnym ognisku tych elips. Zgodnos$é z obserwacja byla tym razem
doskonala i w ten sposob konstrukcja matematycznie pigkna okazala si¢ takze uzyteczna.

Byl to wielki impuls dla badan nad krzywymi, a Ze zbiegt si¢ on w czasie z otwarciem przez
analize Newtona (1642——1727) i Leibniza (1646—1716) oraz geometrig analityczna Kartezjusza
(1596—1650) nowych horyzontéw w matematyce, wigc w rezultacie na jakie$ dwiescie lat krzywe
znalazly si¢ w samym centrum metematykl ogromnie wiele od niej otrzymujac, ale i silnie na
nig w zamian wplywajac.

Przede wszystkim pojawily si¢ dwa obfite Zrodla doplywu nowych krzywych i dotyczqcych ich
pytan. Jednym bylo przyrodoznawstwo i powstajace na jego terenie zagadnienia. Pod wplywem
Galileusza (1564—1642), wspommancgo juz Keplera, Huygensa (1629—1695) i wielu innych,
zaczeto $mialo siggac po krzywe bcdace trajektoriami punktow lub w inny sposob zwigzane

z lizyka. Przykladem niech beda dwa stynne niegdys zagadnienia. Problem brachistochrony:
znale#é krzywa przechodzaca przez dwa nielezace na jednej pionowej punkty.4 i B, wzdluz
ktorej punkt materialny pod wplywem ciazenia przebiegnie droge 48 w najkrotszym czasie
(pomija si¢ tarcie i opér powietrza). Problem tautochrony: znale#¢ krzywa, wzdtuz ktorej punkt

. materialny dokonuje wahan (znéw pod wplywem ciazenia i z pominigciem tarcia i oporu

powietrza) w tym samym czasie niezaleznie od punktu startu W obu przypadkach rozwiazaniem
okazala si¢ cykloida, a znalezienie tego rozwiazania stale si¢ poczatkiem rozwoju rachunku
wariacyjnego (co znéw nie nalezy do tematu). Innym przykladem krzywej ,,fizycznej™ jest linia
larcuchowa, ktorej ksztalt przybiera lancuch podwieszony za dwa kofice pod wplywem sily
ciezkoscel.

Drugim obfitym #rodlem nowych krzywych stala si¢ geometria analityczna Kartezjusza. Dzigki
uktadowi wspolrzednych na plaszczyznie kazda krzywa opisuje si¢ za pomoca jakiego$ rownania
i na odwrot, rownania z dwiema niewiadomymi opisuja krzywe. W przestrzeni uktad
wspotrzednych pozwala identyfikowa¢ rownania z dwiema i trzema niewiadomymi

z powierzchniami, uklady za$ takich rownan — z krzywymi jako czgéciami wspolnymi
odpowiadajacych tym rownaniom powierzchni. Nieoczekiwanie przy takim podejsciu
najprostszymi krzywymi okazuja si¢ linia prosta, okrag i trzy stozkowe, im bowiem i tylko im
odpowiadaja rownania stopnia 1 lub 2. Rysunek obok przedstawia jedna z krzywych stopnia 3,
tzw. lis¢ Kartezjusza. Krzywe nielubiane przez Grekow okazaly sig przestgpne, tzn. nie
odpowiadaja im réwnania wiclomianowe. Znane Grekom powierzchnie maja stopien 2, ale nie
sa to wszystkie powierzchnie tego stopnia.

Jednoczesnie pojawily sie takze nowe, bardzo skuteczne metody badania krzywych dostarczone
przez analize, u ktorej zrodet lezato proste geometryczne pytanie o styczng do krzywej (jesli
krzywa jest wykresem przebytej drogi w zaleznosci od czasu, to tangens nachylenia stycznej
wyraza chwilowa predkos¢ ruchu).

Odpowiedzig analizy bylo pojecie pochodnej. Z polaczenia geometrii analitycznej i metod
analizy wylonila si¢ geometria rézniczkowa, a pierwszym obiektem jej badan staly si¢ krzywe,

" ktorych rownania mialy ciagle pochodne. Sam termin geometria roéZniczkowa jest pozny

(wprowadzit go Bianchi (1856——1928)), ale badania zaliczane dzis do tego obszaru

zostaly zapoczatkowane jeszeze przez tworcow analizy. Szly one zrazu w kierunku

klasyfikacji (sam Newton napisat ciekawy traktat o krzywych stopnia trzeciego), ale obfitos¢
krzywych jest tak olbrzymia, a trudnosci narastaly tak wielkie, ze szybko poniechano badania
krzywych kazdego kolejnego stopnia, podj¢to natomiast, inspirowane przez ducha analizy,
badanie podstawowych wlasnosci krzywych.

Ot6z najbardziej charakterystyczna wlasnoscia krzywej jest jej zakrzywianie si¢. Jakkolwiek
mglista moze sie wydawac ta whasno$¢, kazdy si¢ zgodzi, Ze linia prosta nie zakrzywia sig wcale,
za$ okrag o promieniu ry zakrzywia si¢ mniej od okregu o promieniu r, < ry. Jesli chcemy
wyrazi¢ krzywizne krzywej (w danym punkcie) liczba, trzeba si¢ to starac tak zrobié, by prosta
miala krzywizne 0, a okrag o promieniu r krzywizng 1/r. I to okazuje si¢ mozliwe, a jeden

z kilku (réwnowaznych) sposobéw jest taki: bierzemy na krzywej K w otoczeniu punktu p trzy
punkty p;. p2. ps i prowadzimy przez nie okrag (jak wiadomo, trzy punkty niewspolliniowe
wyznaczaja okrag, a trzy punkty wspéHiniowe wyznaczaja prosta, ktéra traktujemy tu jako
okrag o promieniu 00), Jesli teraz punkty te uruchomimy i kazemy im dazy¢ do punktu p, to
dla krzywej, ktorej rownania maja dwie pierwsze pochodne ciagle (standardowe zalozenie
geometrii rozniczkowej), okregi wyznaczone przez te punkty beda dazy¢ do pewnego potozenia
granicznego. Ten okrag graniczny najlepiej aproksymuje krzywa K w otoczeniu punktu p i jego
srodek nazywa sie Srodkiem krzywizny, a odwrotno$¢ jego promienia — krzywizng krzywej K

w punkcie p (pisze o tym dokladniej A. Szybiak). Inny sposéb, pochodzacy jeszcze od Newtona,
wyraza krzywizne jako predkos¢ zmiany kierunku wektora stycznego. Podstawowe twierdzenie
glosi, ze dla scharakteryzowania krzywej plaskiej niezawierajacej odcinkéw (z dokladnoscia do
jei polozenia na plaszczyznie) wystarczy okreélenie krzywizny w kazdym jej punkcie.

—



W przypadku krzywej przestrzennej (np. linii srubowej) postepowanie jest bardziej skomplikowane.
Na krzywej przestrzennej K ustalamy punkt p i bierzemy w nim styczng f. Wérod plaszczyzn
zawierajacych 7 wyrOznia sig taka, ktora najlepiej przylega do krzywej w otoczeniu punktu p;
nazywa si¢ ja plaszezyznq scisle styczng. Prostopadla wzgledem 7 w punkcie p, ktora lezy
w plaszczyZnie Scisle styczne), nazywa sig¢ normalng gléwng, a prosta przechodzaca przez
p i prostopadla zaréwno do stycznej jak i do normalnej glownej nazywa sie binormalng. Podobnie
jak na plaszczyZnie, zmiany kierunku normalnej glownej (lub, co na to samo wychodzi, zmiany
kierunku stycznej) opisuja krzywizneg, a zmiany kierunku binormalnej — tzw. skrecenie, tj. miare
intensywnosci odchylania sig¢ krzywej od plaszczyzny scidle stycznej. Obie te wielkosci,
krzywizna i skrecenie, charakteryzujg krzywe przestrzenne z dokladnoscig do ich polozenia
w przestrzeni (por. artykul A. Szybiaka). F
Z chwilg znalezienia tych eleganckich charakteryzacji cigzar badan w geometrii rozniczkowe]
przesunal sie na powierzchnie, gdzie trudnosci byly znacznie wigksze. Podobnie jak krzywa,
takze powierzchnia si¢ zakrzywia, ale matematyczne uchwycenie tego zakrzywienia okazalo sie
trudne. W miarg postepow badan nad krzywymi prébowano je przenosi¢ na powierzchnie
poprzez analizowanie przekrojow plaszczyznami (kazdy taki przekroj jest oczywiscie krzywa
plaska, ma wigc swojg krzywizneg etc.) i cho¢ uzyskano wyniki cickawe, nie byly one w pelni
zadowalajace. Trudnosci przetamal dopiero Gauss (1777—1855) tworzac pigkna koncepcje
krzywizny przestrzeni i wprowadzajac calkowicie nowe metody, pozwalajace na uzyskanie wielu
znakomitych wynikow.
Przyjmijmy, Ze powierzchnia M lezy w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wystawiajac
w kazdym jej punkcie p wektor 7(p) prostopadly do 84 i majacy dlugos¢ 1 otrzymujemy
odwzorowanie

mM— S*:p - d(p),

ktore kazdemu punktowi p powierzchni M przyporzadkowuje ten punkt sfery jednostkowej S2,
na ktory wskazuje koniec wektora #(p), jesli go przenies¢ rownolegle do srodka tej sfery.

Z pomoca tego odwzorowania wartos$¢ bezwzgledna krzywizny k(p) powierzchni M w punkcie p
okresla si¢ jako granice stosunku

pole obszaru n(A4)

pole obszaru A

wzgledem obszarow A zawierajacych punkt p i o polach zmierzajacych do 0. Np. dla plaszczyzny
P odwzorowanie Gaussa n: P — §? jest oczywiscie stale, a zatem k(P) = 0, za$ dla sfery 52
odwzorowanie Gaussa n: 5% — 5? jest identycznoscia, skad k(S?) = 1. Plaszczyzna i sfera sg
wiec powierzchniami o stalej krzywiznie. Warto zauwazyc¢, Ze t¢ sama wartos¢ bezwzgledng

‘ 14+ Y T=xy?
krzywizny, co dla sfery otrzymamy dla tzw. pséudosfery |z| = In-————— "~ —

Mt s Vxi+yt
— Y 1=x*—y* — tu jednak przyjmujemy k = — 1, gdyZ powierzchnia ta zakrzywia si¢ ,,w obie

strony”. Na ogo6! jednak krzywizna zmienia si¢ od punktu do punktu.

Jednym z najpickniejszych wynikéw Gaussa byla stynna rheorema egregium, na mocy ktorego
krzywizna nie zmienia si¢ przy przeksztalceniach zachowujacych diugosci krzywych na
powierzchni. Byl to bardzo wazny wynik i od Gaussa zaczela sie wlascrwa geometria
rozniczkowa powierzchni, ktorej rozwoj trwa do dzis i silnie wplywa na fizyke, analizg i topologie.
Obok ogromnego postepu w geometrii rozniczkowej trwaly badania powierzchni tradycyjnymi
metodami geometrii analitycznej. Waznym tu osiagnigciem byla kompletna klasyfikacja
powierzchni drugiego stopnia (tj. przedstawialnych réwnaniem stopnia 2 trzech zmiennych),
do ktorych naleza elipsoidy, hiperboloidy jednopowlokowe, hiperboloidy dwupowlokowe,
paraboloidy eliptyczne, paraboloidy hiperboliczne, stozki i walce, natomiast proby badania
powierzchni wyzszych stopni nie mialy ani wickszego powodzenia ani wigkszego znaczenia.




W XIX wieku zaszly w matematyce ogromne zmiany, z ktérych bodaj najwazniejsza byla utrata
przez geometrie roli podstawy matematyki. Bylo to oczywiscie skutkiem pojawienia si¢ geometrii
nieeuklidesowych, ratunek za$ znaleziono z czasem w teorii mnogosci. Dramatyczna ta historia
do tematu nie nalezy, jednakze wynikiem takiego rozwoju wydarzen bylo pojawienie si¢ z korficem
owego wieku dyscypliny matematycznej zajmujacej sie najglebiej lezacymi wlasnosciami
przestrzeni, a mianowicie topologii. ’
Czy krzywa jest takze pojeciem topologicznym? Jedli ma pozosta¢ jednym z podstawowych pojet
matematyki, to powinna by¢. Z tego jednak punktu widzenia dotychczasowe koncepcje nie
nadawaly si¢ (byly zbyt niejasne jak u Euklidesa, zbyt fizyczne jak u Keplera, zbyt waskie jak
w geometrii rozniczkowej) i tak doszto do postawienia pytania: co fo jest krzywa?
Od postawienia tego pytania do znalezienia nan zadowalajacej odpowiedzi minglo lat
piecdziesiat i historia tego polwiecza oczywiscie tu sig nie zmiesci, wypada jednak wspomnie¢
1 o wydarzeniu, ktore wstrzasnelo calg ta problematyka. W stynnym Kursie Analizy Jordan
i3 (1838—1922) zdefiniowal krzywa jako obraz ciagly przedziatu linii prostej. Definicja ta ma
i
L

wyrazna motywacje fizyczng (trajektoria punktu w zaleznosci od czasu), i obejmowala wszystkie
dotychczas znane krzywe i w zakresie potrzebnym analizie Jordanowi calkowicie wystarczata.
W 1890 roku Peano (1858—1932) zbudowal wszakze na odcinku funkcje ciagla, ktorej obrazem
[ ; jest pelny kwadrat. Zatem jesliby przyja¢ definicje Jordana, to pelny kwadrat bytby krzywa!
R E] Ll A takze, jak sie poZniej okazalo, takze pelna kula i kazdy w ogdle wieloscian! Sam Jordan
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nie przyjal odkrycia Peano do wiadomodci i do kofica zycia definiowal krzywa po swojemu, bylo
EEd jednak jasne, ze do ogdlnego pojecia nie tedy droga. Wstrzas wywolany , krzywa Peano™

Il doskonale odzwierciedla uwaga Kleina (1849—1925), Ze nic nie wydaje mu si¢ bardziej metne
niz pojecie krzywej.

Wyjasnienie przyszito z malo oczekiwanej strony, a mianowicie poprzez odpowiedZ na znacznie
ogolniejsze pytanie: co to jest wymiar? I to pytanie ma pasjonujacg, cho¢ nieco krotsza historie,
a znalezienie nan odpowiedzi z poczatkiem lat dwudziestych naszego wieku przez Urysohna
(1898—1924) i Mengera pozwolito zdefiniowac krzywa jako zbior jednowymiarowy (por.
,»dlugos¢ bez szerokosdci” u Euklidesa) z dodatkowymi i w pelni naturalnymi zaloZzeniami
zwartosci, spojnosci i metryzowalnosci. Z tg chwilg badania krzywych stangly na solidnych
podstawach i nadzwyczaj bujnie si¢ rozwinely, przy walnym zreszta udziale topologdéw polskich.
Z intuicyjnego punktu widzenia twory wymiaréw 1, 2 i 3 sa takimi obiektami geometrycznymi,

z ktorych kazdy ich punkt daje sie wyjac, wraz z pewnym swym otoczeniem, przy pomocy cazek
(wymiar 1), nozyczek (wymiar 2) lub pily (wymiar 3). Nieco Scislej, obiekt ma wymiar 1, gdy
kazdy jego punkt ma dowolnie male otoczenie, ktorego ograniczenie sklada si¢ z osobnych
punktéw (miejsca przykladania ,,cazek™), chociaz punktow tych moze by¢ nieskorczenie wiele.
A jesli zazadamy ponadto, by obiekt ten lezal w przestrzeni euklidesowej (metryzowalnos¢), byt
ograniczony i zawieral granice lezacych w nim ciagbw (zwartos¢) oraz skladal si¢ z jednego
kawatka (spojno$c), to mamy krzywa. Przyklady krzywych plaskich pokazuja rysunki obok. Na
szczegoina uwage zashuguja dwa ostatnie, tzw. dywany Sierpinskiego, plaski i przestrzenny.
Dywan przestrzenny zawiera w sobie (topologicznie) kazda krzywa, a dywan plaski — kazda
plaska. < h

W przeciwienistwie do krzywych, ktére sa wszystkimi tworami jednowymiarowymi (zwartymi,
spOjnymi i metryzowalnymi), powierzchnie sg tworami dwuwymiarowymi (zwartymi, spojnymi

i metryzowalnymi) szczegdlnego rodzaju: kazdy ich punkt ma otoczenie takie samo (topologicznie)
jak dowolny punkt plaszczyzny. Powierzchnia (Scislej mowiac, powierzchnia zamknigta) wyglada
wigc lokalnie jak plaszczyzna i rozumny zuk, wedrujacy po niej, ale majacy ograniczone pole
widzenia — nie potrafi odroznic jej od plaszczyzny.
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Powierzchnig jest sfera i torus, nie jest nig natomiast figura na rysunku wyzej.
Mimo tego ograniczenia, powierzchni jest nieskonczenie wiele (Scislej: przeliczalnie wiele, tj.
tyle, ile liczb naturalnych) i stanowia one wdzieczny przedmiot analiz i badan. Na powierzchniach
‘wystepuja ciekawe zjawiska, ktorych nie ma wérdd krzywych, np. nieorientowalnosc. Jesli nasz
zuk ma dwa zegarki i jeden z nich zostawia w domu, a z drugim chodzi na spacery, to moze
sie zdarzy¢, iz po powrocie zjeza mu si¢ z wrazenia czulki: zegarki chodza w rézne strony!
Najprostszy przyklad takiej powierzchni stanowi plaszezyzna rzutowa, ktora powstaje z krazka
kotowego przez sklejenie kazdej pary przeciwleglych punktoéw na jego obwodzie. Sklejenie to
nie daje si¢ do korica wykonaé¢ w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej, jesli jednak
ograniczymy sie do paska ABB’A’, to otrzymamy wstege Mobiusa (ktora jest przykladem
powierzchni z brzegiem, czego tu nie definiujemy), na ktorej zjawisko nieorientowalnosci mozna
latwo zademonstrowaé posuwajac si¢ wzdluz linii Srodkowej CC” (por. artykut 1. Grzegorczyk
w nastepnym numerze). :
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Sfera, torus i plaszczyzna rzutowa sa powierzchniami najbardziej, w pewnym sensie,
podstawowymi, mozna z nich bowiem otrzymac¢ kazda inna z pomoca prostej operacji: wycinajac
w powierzchniach M i N okragle otwory i sklejajac razem ich brzegi otrzymujemy powierzchnie
M $t N zwana suma spdjng powierzchni M i N. Rysunek obok pokazuje sume spojna dwoch
toruséw, a twierdzenie klasyfikacyjne mowi, ze kazda powierzchnia jest topologicznie identyczna
badz ze sfera, badz z suma spojna toruséw, badZ z suma spdjna plaszczyzn rzutowych.
Twierdzenie nie jest banalne: z ktéra z wyliczonych powierzchni jest identyczna suma spojna
torusa i ptaszczyzny rzutowej? (por. artykut J. Oledzkiego w nastepnym numerze Delty).

I tak doszli$my do czaséw zupelnie juz nam wspolczesnych, co sklania do zakoriczenia tego
przegladu paru slowarfii komentarza o obecnych badaniach nad krzywymi i powierzchniami oraz
roli tych badan we wspolczesnej matematyce. Wypowiadam tu poglad bardzo osobisty, wydaje
sig jednak, ze w zakresie krzywych geometria syntetyczna, geometria analityczna i geometria
rozniczkowa nie maja juz wiele do dodania, a cho¢ rozwija sig jeszcze topologiczna teoria
krzywych, to i ona ma prawdopodobnie najwieksze dni za soba. Zywe sa jednak badania nad
niektorymi szczegblnymi rodzajami krzywych jak grafy i niektérymi szczeg6lnymi rodzajami
zagadnien jak poloZenie. Grafem nazywa sie skonczona sume lukow zlepionych koncami i poza
nimi rozlgcznych, a teoria graféw znalazla liczne i powazne zastosowania w wielu dziedzinach
dziatalnosci ludzkiej. Na terenie tej teorii zostalo w 1976 roku rozstrzygniete gloéne zagadnienie
czterech barw (o malowaniu map na plaszczyZnie), stanowigce zreszta zaledwie wierzcholek gory
lodowej wielu podobnych, waznych i trudnych probleméw. Najlepszg ilustracj¢ zagadnienia
polozenia stanowia wezfy i pytanie: kiedy dwa wezly sa rownowazne (jeden daje sie
przeprowadzi¢ na drugi bez rozplatywania). Matematycznie wezet jest krzywa zwykla zamknieta,
tj. ,,gumowym” obrazem okregu w 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, a dwa wezly sa
rownowazne, gdy istnieje topologiczna transformacja przestrzeni na siebie, przy ktorej jeden

z nich przechodzi na drugi. W tym sensie koniczynka i wezet 6semkowy (na rysunku obok) nie
sq rownowazne. Podobnie jak teoria grafow, takze teoria weziow jest dzi$ w pelni rozkwitu,

ale i ona wykracza poza ten artykul. Nieco inna jest sytuacja powierzchni, stanowig one bowiem
najnizsza, ,,zrodlowa” warstwe rozmaitosci, tj. takich przestrzeni (zwartych, spéjnych,
metryzowalnych), ktorych kazdy punkt ma otoczenie takie same (topologicznie) jak dowolny
punkt przestrzeni euklidesowej ustalonego wymiaru n (zwanego wymiarem rozmaitosci). Jak
kiedy$ krzywe, tak dzi$ rozmaitosci znajduja si¢ w samym centrum matematyki i wszystko
wskazuje na to, ze dlugo tam pozostana.

Brzakanie czas koriczy¢. Trwalo dlugo, a przeciez dotkneliSmy tylko niektérych strun pomijajac
wiele innych. Pomineli$my rozne krzywe znane i wazne dla zastosowan jak loksodroma

i ortodroma, krzywe balistyczne, trajektorie cial niebieskich i ich osobliwosci (bez ich znajomosci
niemozliwa by byla eksploracja kosmosu), ciekawe krzywe w biologii, krzywe trygonometryczne
i oparta na nich analiz¢ harmoniczna zajmujaca sie badaniem zjawisk periodycznych, XIX-wieczna
mode na krzywe i konstruowane poddéwczas rozmaite aparaty do ich rysowania (np. pigkne
,.krzywe Lissajous™), krzywe jako granice lamanych (z wyjatkiem krzywej Peano), krzywe jako
obwiednie, krzywe biegunowe, krzywe jednobiezne i wiele, wiele innych. Podobnie pomineli$my
takze rozne ciekawe zjawiska na powierzchniach jak prostokresino$é, jednostronnosé, zawezlenie
(podobnie jak obraz topologiczny okregu S' moze by¢ zawezlony w R?, tak obraz topologiczny
sfery S? moze by¢ zawezlony w R#), punkty siodlowe i inne, a takze blizsze omowienie wielu
powierzchni szczegolnych jak butelka Kleina, katenoida itp. Na to wszystko nie starczylo juz
czasu ni miéjsca, bo matematyka to taki osobliwy skarbiec, ze im- wigcej si¢ zeni czerpie, tym
wigcej skarbow sie odkrywa. :
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Planszg¢ do naszej gry widzimy na rysunku poniZej. Tworzy ja kwadrat 6x 6
~ — : z dorysowanymi z kazdej strony trzema uchami.
T Gracze wykonuja ruchy na przemian, stawiajac w poszczeg6lnych kwadratach
lub @ B8 . Gdy plansza jest juz zapelniona, powstaje rysunek,
Ty = ktory mozemy interpretowac jako krzywa przestrzenna. Pierwszy z graczy stara
si¢ w ciagu gry, by byla ona jak najbardziej ,,zawezlona™, wysitki drugiego ida
w kierunku jej ,,rozplatywania”, tak, by przy koncu gry krzywa miala jak
\JJ 3 O najmniej ,,skrzyzowan”, a jak najwiecej niezawezlonych petli. Oto przyktad
w ktérym pierwszy z graczy dostal 4 punkty (za kazde ze skrzyzowan), a drugi
2 z graczy dostat 1 punkt za izolowana petle. Po kazdej partii powinna nastapi¢
) zmiana r6l graczy. Mozemy wprowadzi¢ oczywiscie inne sposoby punktowania.
W te gre mozna gra¢ nawet na szachownicy 2 x 2 (oczywiscie nie za diugo). Czy
7 mozecie znalez¢ optymalne strategie dla graczy?
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Rys. 1. Tak mierzymy $rednicg jeziora
Sniardwy,

Rys. 2. 8§ — szescian o krawedzi dlugosci 1,

Int § — wnetrze S, Wiedy diam § = d(a, b) =

= /3, diam Int S = 3.

diamT=A
Rys. 3. Trojkat Reuleauy

Rys, 4. Bryvla kompleina,

Rys. 7. Czworoician Reuleaux nie jest bryly
kompletna,

Rys. 8. Konstrukeja figury kompletnej
bedacej uogdlnieniem zaréwno kola, jak
i trojkata Reuleaux.

Figury o stalej szerokosci

Dr Marek LASSAK

Srednica figury nazywamy kres gorny odleglodci d(a, b) jej punktow. Srednice figury A
oznaczymy symbolem diam A. Na ogol stow , kres gorny odlegtosci” nie wolno zamieni¢ na
prostsze stowa ,,najwigksza odleglo$c™. Na przyklad koo bez brzegu nie ma pary punktow
maksymalnie odleglych. Wiadomo jednak, Ze powyzsza zamiana jest poprawna w przypadku
figur domknietych i ograniczonych (zob. np. rys. 2). Takimi wlaénie, jak si¢ okaze, beda
figury rozwazane w tym artykule.

Definicja. Ograniczong figure nazywamy kompletna, Jezeh dolozenie do niej jakiegokolwiek
nowego punktu powoduje zwigkszenie Srednicy. Czyli.

A jest kompletna < A diam(4u {a}) > diam 4.
agAd

Mowiac jeszcze inaczej: ograniczona figura A jest kompletna, jezeli jest ona maksymalnym
zbiorem 0 $rednicy diam A.

Najprostszym przyktadem figury kompletnej na plaszczyZnie jest kolo, natomiast w przestrzeni
kula. Inng plaska figura kompletna jest tzw. trojkat Reuleaux (zob. rys. 3). Jest on czescia
wsp6lng trzech kot o rownych promieniach dhugosci 4 i §rodkach bedacych wierzchotkami
rownobocznego tréjkata o érednicy A. Z rysunku natychmiast odczytujemy, ze $rednica trojkata
Reuleaux wynosi takze 4. Kazdy punkt lezacy poza tréjkatem Reuleaux T jest wigc odlegly od
jednego z jego ,,wierzchotkow™ wiecej niz 4 = diam T. Swiadezy to o kompletnosci figury T.

Jezeli trojkat Reuleaux T obrécimy wokot jednej z osi symetrii /, to otrzymana bryla obrotowa
F (zob. rys. 4) jest tez kompletna. Aby to sprawdzi¢, wezmy dowolny punkt e ¢ F. Przetnijmy F
plaszczyzna zawierajaca a i o symetrii / (zob. rys. 5). W przekroju otrzymujemy trojkat
Reuleaux T! Poniewaz a ¢ T, wiec a musi by¢ odlegly od jednego z jego wierzchotkow (ktory
jest oczywiscie punktem bryly F) wigcej niz diam 7" = diam F. Z dowolnosci punktu a wynika,
#¢ bryla obrotowa F jest kompletna. Ogolniej, jezeli plaskg figur¢ kompletng majaca o$ symetrii
obrocimy dookola tej osi, to otrzymamy przestrzenna figure kompletna.

Rys. 5. Ilustracja dowodu kompletnosci bryly Rys. 6. Tworzenie kompletnej figury
obrotowej z rys. 4. poséredniej w zadaniu 2,

Zadanie 1. Analogicznie do konstrukcji trojkata Reuleaux zbudowac ,,wielokat Reuleaux”.
Wykazaé, ze tylko dla nieparzystej liczby kol jest on kompletny.

Zadanie 2. Z tréjkata Reuleaux T i kota K o wspolnych $rodkach budujemy figure posrednig
(zob. rys. 6) zlozona z punktéw bedacych érodkami odcinkow, ktorych jeden koniec lezy w T
a drugi w K. Wykaza¢ kompletno$¢ tej figury.

Zadanie 3. Analogicznie do konstrukcji trojkata Reuleaux budujemy w przestrzeni
,,czworoécian Reuleaux” (rys. 7) jako wspolna czesé czterech kul o promieniach diugosci A

i srodkach bedacych wierzcholkami czworosécianu foremnego o $rednicy A. Uzasadnic, ze
otrzymana bryla nie jest kompletna.

Zadanie 4. Poda¢ przyklad nieobrotowej przestrzennej figury komp!etnej

Wskazowka: ulepszy¢ konstrukcje czworoscianu Reuleaux.

Zbudujemy plaska figure bedaca uogélnieniem zaréwno tréjkata Reuleaux jak i kola. WeZmy
tréjkat o wierzcholkach a, b, ¢ (rys. 8). Niech a lezy naprzeciwko najdtuzszego boku, ¢ za$
naprzeciwko najkrétszego. Niech 4, oznacza < cab, A, za$ kat wierzcholkowy do A4, . Podobnie
okre§lamy katy B,, B, i Cy, C;. W kacie A, kre$limy tuk o $rodku a i promieniu r = d(a, ¢).
Teraz w kacie B, kreslimy tuk o $rodku b zaczynajacy sie tam, gdzie koriczyt si¢ poprzedni tuk.
Analogicznie, po kolei kreslimy tuki w katach Cy, 4;, B, i C; (zob. rys. 8).

Zadanie 5. Wykaza¢, ze skonstruowana powyzej krzywa jest zamknigta i ze figura ograniczona

ta krzywa jest kompletna.
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Rys. 9. Przemieszczanie odcinka
$rednicowego w trojkacie Reuleaux

kierunek (k)

Rys. 10. Szerokoéé figury w danym kierunku.

a,

Q4

Rys. 11, Toczenie MNgury kompletnej w pasic

+ Rys. 12. Kolo wpisane w tréjkgt Reuleaux
iopisane na nim,

Rys. 13, Wiertlem, ktorego przekroj jest
tréjkatem Reuleaux, mozna wiercié otwory
o ksztalcie bardzo zblizonym do kwadratu
(tylko na brzegach sa niewielkie
zaokraglenia). Odpowiednie urzadzenie
zbudowal i opatentowal w 1917 r. (numery
patentéw 1241175-7) amerykanski inzynier
Harry J. Watts,

Niektore zadania moZna przeniesé do
n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej,

a definicj¢ zbioru kompletnego i pierwsze
twierdzenie nawet do przestrzeni metrycznych.

Franz Reuleaux (1829—1905) —
matematyk i inzynier, profesor Politechniki
w Zurychu, a potem Wyiszej Szkoly
Technicznej w Berlinie.

Twierdzenie. Figura A jest kompletna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona cze$ciq wspding wszystkich
kul, ktérych $rodki lezq w A, promienie zas majq diugosé diam A.

Dowéd. Oczywiscie kazda kula o promieniu dlugosci diam A i srodku w figurze A zawiera

A, a wiec A miesci sie¢ w czeéci wspolnej wszystkich kul, ktérych $rodki leza w A4, a promienie
maja diugosé¢ diam A. Pokazemy, ze kompletnos¢ figury pozwala stowa ,,miesci sie” zamienié¢
na,,rowna sie”. W tym celu wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnego punktu a ¢ 4 znajdzie si¢
taka kula K, o $rodku lezacym w A i promieniu rownym diam A, Ze a ¢ K,. ZnajdZmy wiec te
kule K,. Z kompletnoéci figury 4 wynika, ze diam (4u {a}) > diam A. Oznacza to, Ze istnieje
punkt b € A, dla ktorego d(a, b) > diam 4. A zatem kula o Srodku b € 4 i promieniu diugosci
diam A nie zawiera punktu a, mozemy wiec przyjac ja jako szukang kule K.

Reasumujac: figura kompletna A jest czgscia wspolna wszystkich kul o srodkach lezacych w 4
i promieniach dlugosci diam 4. Zalozmy, ze figura A jest identyczna z czg$cia wspdlng
wszystkich kul o srodkach lezacych w A i promieniach dlugosci diam 4. Wezmy dowolny
punkt ¢ ¢ A. Istnieje taka kula K o srodku p € 4 i promieniu dlugoéci diam 4, 2e c ¢ K = A.
Stad d(c, p) > diam A. Widac zatem, ze dotozenie do figury 4 dodatkowego punktu powoduje
zwiekszenie sie §rednicy. Swiadczy to o kompletnosci figury A4,

Zadanie 6. Wykaza¢, ze kazda figura kompletna jest wypukia i domknieta.

Proste rachunki wykazuja, ze obwdd trojkata Reuleaux o srednicy A wynosi tl, a jego pole
i—zﬁ - A2, Co wiecej ma miejsce nastepujacy zdumiewajacy fakt.

Twierdzenie. Wszystkie kompletne figury plaskie o Srednicy A majq obwdd dlugosci nl. Wiréd
nich najwieksze pole ma kolo, a najmniejsze trdjkqt Reuleaux.

Dowad tego twierdzenia jest trudny. Nie jest ponadto prawdziwy jego przestrzenny

" odpowiednik. Na przyklad pole powierzchni kompletnej bryly obrotowej F (zob. rys. 4) o

JT
$rednicy A wynosi 7 (2— ?) < A% = @- 0,93 A% (co latwo obliczy¢ wzorem caltkowym na pole

powierzchni obrotowej), za$ pole powierzchni kuli o $rednicy A réwna sig 72

Zadanie 7. Wykaza¢, ze w odlegloéci diam 4 od dowolnego punktu brzegowego figury
kompletnej A lezy co najmniej jeden jej punkt brzegowy. Powyzsze zadanie ulatwia rozwiazanie
trzech nastepnych.

Zadanie 8. Jedyna figura kompletna majaca srodek symetrii jest na plaszczyznie kolo, a w
przestrzeni kula. Dlaczego?

Zadanie 9. Udowodni¢, ze przez kazdy punki figury kompletnej 4 przechodzi co najmniej
jeden odcinek o dlugosci diam 4 zawarty w A.

Zadanie 10. Wykaza¢, ze odcinek o dlugosci diam A lezacy w plaskiej figurze kompletnej A4
mozna tak przemieszczac w tej figurze, aby jego korice zamienily si¢ miejscami (na rys. 9
pokazano to dla tréjkata Reuleaux). '
Szerokoscia figury A w kierunku (k) nazywamy szerokos$¢ najmniejszego pasa zawierajacego
figure A i ograniczonego prostymi (a w przestrzeni tréjwymiarowej plaszczyznami)
prostopadiymi do (k) (rys. 10).

Zadanie 11. Kazda figura kompletna o $rednicy 4 ma we wszystkich kierunkach tg¢ sama
szeroko$é¢ A. Dlaczego?

Zadanie 12. Wykaza¢, ze jezeli domknigta wypukla figura ma stala szeroko$¢ 4 w kazdym
kierunku, to jest ona kompletna i ma Srednice A.

Dlatego figury kompletne nazywane sg czgsto figurami o stalej szerokosci. Zadania 101 11
mowia, ze kazda figura kompletna moze by¢ ,,toczona” w pasie majac zawsze punkty wspolne
z prostymi lub plaszczyznami ograniczajacymi ten pas (zob. rys. 11) i Ze zadne inne wypukle
domkniete figury wlasnosci tej nie maja.

Na zakonczenie trzy trudniejsze zadania.

Zadanie 13. Na kazdej kompletnej plaskiej figurze mozna opisa¢ kolo i wpisa¢ w nia kolo. Kola
te sa wspolérodkowe, a suma ich promieni rowna si¢ srednicy figury. Ekstremalne wartosci
stosunku tych promieni osiggane sa odpowiednio dla kola i trojkata Reuleaux.

Zadanie 14. Na kazdej przestrzennej figurze kompletnej o $rednicy A mozna opisaé kule, a takze
wpisa¢ w nia kule. Kule te sa wspolérodkowe, suma ich promieni wynosi A. Najwiekszy promien

kuli opisanej wynosi ]/% A

Zadanie 15. Kazda figure mozna dopehi¢ (czesto na wiele sposobdw) do figury kompletnej nie
zwiekszajac przy tym srednicy.




Ksztalty czgsteczek chemicznych

Doc. dr Michal SW IECKI

Atomy sa zupehnie puste. Prawie cala ich masa jest skupiona w jadrze zajmujacym zaledwie
10~'% objetosci atomu. Reszte wypelniaja niewazkie niemal elektrony, z ktorych kazdy tworzy
swoistag chmurke dokota jadra. A jednak atomy wykazuja niezwykla wprost sztywnos¢. Ulotne
chmurki elektronowe wcale nietatwo poddajg si¢ $ciskaniu. O tym wszystkim przekonano sie
juz 70 lat temu bombardujac czastkami o (jadrami helu) cienka blaszke ze zlota. Blaszka
okazala si¢ catkowicie przepuszczalna. Niechby jednak kto§ sprobowal zmniejszy¢ objetosé
kawatka zlota przy uzyciu najwickszych nawet sit ...

Jezeli chmury elektronowe w atomach i czasteczkach chemicznych sg takie twarde, to musza
mie¢ zupelnie okreslone ksztalty. Naturalnym wiec staje si¢ pytanie: jakie sa te ksztalty? Pytanie
to nie jest wcale blahe, gdyz owe chmury elektronowe decyduja o wlasnoséciach chemicznych
atomoOw i czasteczek. Zanim jednak zajmiemy sie zwiazkiem zachodzacym migdzy ksztattami
atomow i ich wiasnoSciami chemicznymi, musimy zwréci¢ uwage na pewna bardzo istotng ceche
chmur elektronowych. Jest nig tak zwany zakaz Pauliego, ktory glosi, Zze w granicach jednej
chmury moga znajdowac¢ sig¢ najwyzej dwa elektrony. Tak wigc najwyzej dwie chmury
jednoelektronowe moga si¢ wzajemnie przenikaé. I czgsto sie przenikaja, bo na tym wlasnie
polega istota roznych wiazan chemicznych. Dodatnio naladowane jadra atomowe maja przeciez
tendencj¢ do odpychania si¢ i dopiero znajdujace si¢ migdzy nimi ujemnie naladowane podwajne
chmury elektronowe stwarzajg dogodne warunki do powstania trwalego wlazama Nie wnikajac
w dalsze szczegoly opiszemy kilka najprostszych sytuacji.

Atom i czasteczka wodoru

Atom wodoru zawiera jeden elektron, ktoéry tworzy kulista chmure o promieniu 5,29 - 10-1' m
Chmura ta moze zawieraé jeszcze jeden elektron i dlatego dwa atomy wodoru latwo tworza
czasteczke o ksztalcie mniej wigcej takim, jak na rysunku obok. Teraz juz nie ma miejsca na
nowe elektrony i typowy czasteczkowy gaz wodorowy okazuje sie znacznie mniej aktywny niz
gaz atomowy.

Atom helu

Jest zupelnie podobny do atomu wodoru, tyle, ze w kulistej chmurze znajdujg sie dwa elektrony.
Dlatego wiadnie hel prawie wcale nie wchodzi w reakcje chemiczne. Podobng wlasno$¢ maja

tez inne gazy szlachetne.

Atom azotu i czasteczka amoniaku

Kolejne atomy ukladu okresowego pierwiastkOw zawierajg coraz wiecej clektronow. Nowe
elektrony tworza chmury znajdujace si¢ coraz dalej od srodka atomu. Na przyklad atom azotu
zawiera siedem elektronéw. Dwa z nich tworza chmure kulista, taka samg jak chmura w atomie
helu. Dwa nastepne chmure w ksztalcie powloki sferycznej o promieniu cztery razy wigkszym,
za$ trzy ostatnie — trzy pojedyncze chmurki o ksztalcie prostopadlych rozetek. Chmurki te
dosy¢ latwo (cho¢ trudniej niz dla atomu wodoru, bo zajmuja mniej miejsca) przylaczaja inne
pojedyncze chmury elektronowe. Polgczenia te tworza oczywiscie katy proste. Tak wlasnie
powstaje czasteczka amoniaku skladajgca sie z jednego atomu azotu i trzech atomoéw wodoru.
Calos¢ tworzy czworoscian o podstawie rownobocznej i niemal prostych katach migdzy
kierunkami od atomu azotu do atoméw wodoru. Podobny do azotu ksztalt maja tez znacznie
wigksze czasteczki fosforu, arsenu, antymonu i bizmutu. Tworza wigc w polaczeniu z wodorem
podobne, choé¢ wigksze czworosciany.

Atom tlenu i czasteczka wody :

Atom tlenu ma o jeden wigcej elektron niz atom azotu. Chmura tego elektronu wypetnia jedng

z pojedynczych rozetkowych chmur azotowych. Pozostaja dwie niekompletne chmury
umieszczone prostopadle do siebie. Z tego powodu w czasteczce wody, zawierajacej jeden atom
tlenu i dwa wodoru, odpowiednie kierunki tworza kat bliski prostemu. Patrzgc na uklad
okresowy pierwiastkéw domyslamy sig, ze podobne s polaczenia wodoru z siarka (siarkowodor),
selenem, telurem i polonem. .

Wegiel i czasteczka benzenu

Wydawaloby sie, ze wlasno$ci chemiczne wszystkich pierwiastkéw mozna bardzo prosto
zrozumie¢. Wszystkie elektrony z wyjatkiem kilku tworza kompletna, mniej wiecej kulista
chmure. Kilka za$ ostatnich (ich liczba decyduje o numerze kolumny ukladu) tworzy najpierw
powloke sferyczna, a nastgpnie coraz bardziej kompletny system rozetkowy. Cho¢ generalnie
zasada ta pozostaje stuszna, to jednak odstepstwa od niej sg czeste i istotne. Najwazniejszym
bez watpienia tego przykladem jest atom wegla. Jego wyjatkowe wiasnosci graja decydujaca
rolg¢ w chemii organicznej i biochemii. Atom wegla ma sze$é¢ elektronéw. Dwa z nich tworza
znow kulisty ukiad helowy, ale pozostala czworka moze mie¢ kilka roznych ksztattow, co



prowadzi do wielkiego bogactwa polaczen weglowych. Jedna z mozliwosci jest ukiad, w ktorym
osie trzech pojedynczych chmur leza w jednej plaszczyznie pod katem 120°, czwarta za$ chmura
tworzy rozetke prostopadia do tej plaszczyzny (patrz rysunek). Taka wiasnie konfiguracja jest
przyczyna powstawania cyklicznych wigzan weglowych. I tak na przykiad w benzenie (CsHsg)
dwie z trzech chmur wspolplaszczyznowych lacza sie z odpowiednimi chmurami sasiednich
atomow wegla, trzecia za$ laczy si¢ z chmura wodorowa. Calos¢ tworzy regularny pierscieri
szesciokatny z naroslami wodorowymi. Pozostaja rozetkowe chmury, prostopadie do plaszczyzny
pierscienia. Kazda z nich pokrywa si¢ czesciowo z odpowiednimi chmurami obu sgsiednich
atomoOw wegla. Powstaja dwa pierscienie o przekroju rozetkowym, nad i pod plaszczyzna
weglowa. Pierscienie te zawieraja szes$¢ elektronow, ktore mogq przemieszczac si¢ cyklicznie.
Tak wiec wewnatrz czasteczki benzenu moze plynaé prad elektryczny. Magnetyczne wlasnosci
tego pradu mozna zaobserwowac w doswiadczeniu.

Doszlismy w ten sposob do tak zlozonych ksztaltow, ze czas juz chyba konczyé. Dodajmy
jeszcze, ze teoria chmur elektronowych powstala na gruncie mechaniki kwantowej. Opisuje ona
ogromne bogactwo roznorodnych wlasnosci chemicznych cial. Zadziwiajace jest jednak, ze
wynikajace z niej ksztalty czasteczek zostaly odgadnigte juz przeszio sto lat temu przez ... van
der Waalsa. W jaki sposob? Przeciez wtedy nawet elektron nie byl jeszcze znany. Otéz okazuje
sig, ze migdzy obojetnymi juz prawie chemicznie czgsteczkami i atomami gazow szlachetnych
dzialaja pewne niewielkie sily przyciagajace o bardzo krotkim zasiggu. Sily te zamieniaja si¢

w gwaltowne odpychanie dopiero po zetknigciu sie czasteczek. To wlasnie wspomniana
poprzednio twardos¢ i nieprzenikliwo$¢ skompletowanych juz chmur elektronowych. Krotki
zasieg sil migdzyczasteczkowych powoduje, ze maleja one gwaltownie juz w niewielkiej odleglosci
od powierzchni czasteczek. Stad prosty wniosek, Ze najsilniej moga si¢ zwiaza¢ takie czasteczki,
ktore maja ksztalty uzupelniajace siec wzajemnie, to znaczy takie, ktore do siebie pasuja. Takie
wlasnie zalozenie bylo podstawg rozumowania van der Waalsa. Dzisiaj zreszta rowniez, dla
bardzo zlozonych (np. w biochemii) czasteczek jesteSmy zmuszeni do wykonania podobnego
zabiegu. Nie mozemy bowiem przeprowadzi¢ odpowiednich obliczen i dopiero na podstawie
znanych z dos$wiadczenia wlasnosci wiazan migdzyczasteczkowych wnioskujemy o ksztalcie
samych czasteczek.
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Tak zwany ,,zimny ogien” wyrzuca wokol pigkne, wcale zreszta nie zimne
iskierki, dostarczajac w ten sposob patrzacym milej rozrywki. Moze jednak dac
rowniez okazje do wyprébowania umiejetnosci w zaprojektowaniu,
przeprowadzeniu i zmterpretowanlu eksperymentu Pytame

/. JAKA PRE ISCIA WYR? ANE SA ISKRY
Jest nietatwe do rozstrzygm@cm I to whasnie nie}atwe pytame stanowi temat
naszego konkursu.

Uczestnicy powinni do dnia 15.02.1981 r. nadesta¢ do redakcji opis
eksperymentu, ktéry przeprowadzili, uzyskane na tej drodze dane, oraz szkic
rozumowania, ktore te dane zamienito w odpowiedZ na konkursowe pytanie.
Komisja konkursowa zlozona z

1. doc. dr Michata Swieckiego

2. mgr Macieja Jedrzejczaka

3. mgr Andrzeja Branickiego

oceni wszystkie prace, najlepsze wyrdzni warto$ciowymi nagrodami i opublikuje
w Delcie.

Zapraszamy do wzigcia udziatu.
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O krzywiznie,
skreceniu

i trojnogu Freneta

krzywej (1)

Doc. dr Andrzej SZYBIAK
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Rysunek 1. Diugoéé krzywej obliczamy jako
granice dlugosci lamanych wpisanych
w krzywa.

Préba obliczenia dlugoéci dowolnego tuku
elipsy zadala calej armii matematykéw robotg
na ponad sto lat; w rezultacie powstala
obszerna teoria tzw, funkcji eliptycznych.
Przy obliczaniu diugosci luku elipsy
dochodzimy bowiem do calek postaci
53/1_-“:2?5?:?!“: ds, ktérych przy 0 < k < 1 nie
mozna wyrazié przez skoficzong liczbe funkcji
elementarnych.
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MNajczedciej stosuje sig oznaczenie a x B, Jest
to wektor prostopadly do « i £, o diugosci
réwnej polu réwnolegloboku o bokach af

i takim, Ze tréjka a, f, @ x @ jest dodatnio
zorientowana (réwnoskretna z (1, 0, 0),
{0,1,0), (0,0, 1)). Gdy a i f zaleig od
parametru ¢ w sposob rézniczkowalny, to
axpfteii(xxpf) = a' xB+axp. Podobna
regule mozna latwo wyprowadzié i dla
kazdego iloczynu skalarnego: {a, f)° =

= {a', B +<{a, ).

Co nalezy rozumie¢ przez krzywa w przestrzeni euklidesowej E3? Jak okreélié styczng do
krzywej? Jak scharakteryzowa¢ zakrzywienie przy pomocy liczb? Tymi zagadnieniami zajmowano
si¢ juz od czasoéw Leibniza, a moZe i wczeéniej, zanim sprecyzowano pojecie krzywej. Okazalo
sig, ze odpowiedZ na postawione wyzej pytania najlepiej formulowaé w jezyku analizy -
matematycznej, dokladnie za$: rachunku rézniczkowego. Dlatego tez dzial matematyki w ktorym
badamy krzywe, ich styczne, krzywizny, skrecenia, itp.. nazywamy geometrig rézniczkowq.

§1. Ustalamy na osi liczbowej przedzial J i niech ¢, ¢,, @3 beda funkcjami cigglymi na J.
Trojke [@1, @2, P3] oznaczymy przez @. Ustalmy w przestrzeni E® ortonormalny ukitad
wspolrzednych i przyporzadkujmy kazdemu punktowi x € J punkt w E?, ktérego

wspolrzednymi sg liczby @;(x), @2(x) i ¢3(x). Tym sposobem okreélamy odwzorowanie ciagle

¢ przedzialu J w przestrzen E3. Zapas tego odwzorowania, czyli zbioér punktoéw o wspotrzednych
[p1(x), @2(x), @a(x)] nazywamy krzywa w E*. Samo odwzorowanie ¢ nazywamy opisem
parametrycznym tej krzywej. ZalozyliSmy, ze odwzorowanie @ jest ciagle. Jezeli jednak nie
zalozymy czegos wigcej, to wyzej postawiona definicja krzywej moze si¢ okaza¢ zbyt obszerna.
Mozna podaé przykiad krzywej wypelniajacej obszar dwuwymiarowy, lub nawet

tréjwymiarowy. Dlatego dalej bedziemy rozwaza¢ wylacznie takie opisy krzywych, ktérych
skiadowe nie tylko s3 ciggle, ale maja réwniez ciagle pochodne pierwszego i drugiego rzedu.
Zagadnienie obliczania diugosci krzywych podjal juz Archimedes podajac metodg obliczania
dlugosci okregu. Uzywane dzisiaj okreslenie dlugosci krzywej niczym si¢ w zasadzie nie rozni

od podanego woéwczas przéz mistrza z Syrakuz. Ustalmy w E® krzywa opisana przez
odwzorowanie ¢ okreslone na przedziale J. Jezeli podzielimy J na N roziacznych
podprzedziatow, J = (x, ;) U [y, a)Ulexz, a3)u ... Ulan-;, B), to odcinki g(x) @(x,),

o) @(2), ..., p(an_,)@(P) utworza tamana w E3. Kres gorny zbioru dlugosci takich tamanych
bedziemy uwazaé za dlugosé krzywej opisanej przez ¢. Jezeli dla kazdego przedziatu
domknietego i ograniczonego J’ < J krzywa opisana przez odwzorowanie ¢ zaciesnione do J’
ma skoficzona dlugosé, to méwimy, ze krzywa jest prostowalna. W toku nauki w szkole czy

tez na uczelni technicznej Czytelnik nie spotka si¢ z krzywymi nieprostowalnymi.

W szczegolnosci prostowalnymi sa proste, tuki okregow, linia srubowa, uki elips. Na dlugos¢ /
krzywej bedacej obrazem przedziatu {a, b) poprzez ¢ mamy znany wzor

b
) _ 1= (Y @i@)* + (@:))* + (@3)* du

Zauwazmy, Ze wyraZenie pod pierwiastkiem po prawej stronie wzoru (1) jest kwadratem
skalarnym wektora o skladowych @i (1), @;(u), @a(u). Ustalmy krzywa opisana przez
odwzorowanie réznowartosciowe @ i wybierzmy na krzywej punkt p = @(x,). Dla dowolnego
punktu x > x, przyjmijmy o(x) = dlugosé obrazu przedzialu [x, x,] poprzez ¢
adlax < x, o(x) = —dhugos¢ obrazu [x, xo]

no i o(x,) = 0. Tak okreslona funkcja o jest na J funkcja rosnaca i ciagla, a wobec tego ma
odwrotna, ktora oznaczymy przez z. Okreslamy nowe odwzorowanie w przyjmujac

w(x) = o(z(x)). Mamy wigc

w(a(») = ¢(2(s(»))) = ¢(»)
Z konstrukcji wynika, Ze:
1° odwzorowanie w jest okreslone na przedziale o dlugosci réwnej dtugosci obrazu J poprzez ¢
i opisuje t¢ sama krzywa co ¢.
2° dlugosé tuku tej krzywej zawartego pomiedzy punktami w(s;) a w(s,) wynosi |s; — 52 /.
Opisy krzywych w E* majace wlasno$¢ 2° nazywaja si¢ naturalnymi. Z powyzszych konstrukcji
wynika, ze jezeli krzywa ma opis réznowartosciowy i skladowe tego opisu maja pochodne
ciagle, to majg rOwniez opisy naturalne.

dla kazdego y € J.

§ 2. Dalej b@dziemy sie zajmowa¢ krzywa w E? opisang poprzez odwzorowanie naturalne w
przedzialu L w przestaeﬁ E3, o ktérym zatozymy ponadto, Ze jego skladowe wy, wa, wi maja
ciagle pochodne stopnia pierwszego i drugiego. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

1
@ Ti{x, h) = wi(x)+wi(x)h+ 7 wi'(x) A2,

oi(x, h) = wilx+h)—1(x,h). i=1,2,3

Oznaczymy przez w(x) wektor wodzacy punktu w(x) wzgledem pewnego ukladu wspolrzednych
(ey, €2, €3), a dalej niech

Bx, h) = 2 0i(x, he:
i=]
3

e, ) = Y T, e
i=1

(&)

la| bedzie oznacza¢ diugos¢ wektora a, {a, b> — iloczyn skalarny wektoréw a i b, a av b — ich
iloczyn wektorowy.



Rozwiazanie zadania M 246, Z warunkow
zadania wynika, Zze lgczna liczba bokow
czarnych tréjkatow bylaby o 10 wieksza od
liczby bokdw bialych tréjkatow. Ale obie te

liczby sa podziclne przez 3 — sprzecznodé.
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Rozwigzanie zadania F85.

Istotnym dla przyspieszenia jest odstep czasu
od chwili wlaczenia pola magnetveznego.

W tym okresie pola elektryvezne

i magnetvczne sg polami statycznymi, Sila,

z jaka oddzialuje tadunek takic pole

je pracy, pole
elektros
jego sil na drodze z
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1
Rozwazmy teraz granice ;im s (w(x+h)—w(x)).
-0

Wektor w(x+ h)— w(x) mozemy sobie wyobrazi¢ jako skierowana cigciwg tuku naszej krzywej,
majaca poczatek w punkcie w(x) a koniec w punkcie w(x+ k). Przy naszych zalozeniach
odnosnie opisu w liczba / jest dlugoscig luku krzywej zawartego pomigdzy tymi punktami, zas
[w(x+ H)—w(x)] jest dlugoscia cieciwy. Iloraz tych dwoch wielkosci zmierza do jednosci przy A
zmierzajacym do zera. A wigc wektor w’(x) ma dlugos¢ 1 i okresla kierunek krzywej. Wektor
ten oznaczymy symbolem T'(x). Jest to jednostkowy wektor styczny do naszej krzywej, a jego
zwrot jest jednoznacznie wyznaczony przez opis w. WykazZemy, Ze wektor

1
w'(x) = im— (w'(x+h)—w'(x)
» h0 h ( @)
Jest do niego prostopadly. Rozniczkujac tozsamosé

3
!wn(x)}z =1= Z (W;(x))z
i=1

3
otrzymamy 0=2 Z wi(x)wi’(x) = 2{w’'(x), w’'(x)).

i=1
Iloczyn skalarny wektorow w'(x) i w”(x) jest rowny zeru, a wigc wektory te sa albo prostopadle,
albo drugi z nich jest wektorem zerowym (bo pierwszy nie jest).

Azeby otrzyma¢ na naszej krzywej funkcj¢ charakteryzujaca jej krzywizne bedziemy sig starali
dobra¢ w danym jej punkcie najécislej dopasowany do niej okrag. Za miare krzywizny naszej
krzywej uwazamy odwrotnos¢ jego prommienia. Wybierzmy wigc na naszej krzywej trzy punkty
w(x—h), w(x) i w(x+h). Jezeli nie leza one na jednej prostej, to przechodzi przez nie dokladnie
jeden okrag. Promien ry(x) tego okregu obliczymy ze wzoru

iloczyn bokédw trojkata o wierzchotkach w(x—h), w(x), w(x+h)

X) = -
) 4 pola tego trojkata

Zast@pujac w tym wzorze pole trojkata przez polowg diugosci iloczynu wektorowego bokow
w(x—hw(x) i w(x)w(x+ k) otrzymamy

a(x, ) b(x, k) e(x, h)

@ ) = = e, VG, DI

gdzie a(x, h) = w(x)—w(x—h), b(x, k) = w(x+h)—w(x), c(x, ) = wix+h)—w(x—h)
ia(x,h) = la(x, b)|, b(x, k) = |b(x, k)|, c(x, h) = |e(x, h)|. Przy ustalonym x i zmierzajacym
do zera h wielkos$¢ ry(x) zmierza do okreslonej granicy albo do nieskonczonosci. Wykazemy
to, jednoczesnie obliczajac granice. Mamy (zob. oznaczenia (2) i (3))

a(x,h) = w(x)h— —;-w”(x)k‘+§(x, h)

e, 1) = W+ =W I+ 3, B
e(x, h) = 2w ()h+e(x, H)+8(x, —h)
a stad obliczamy
a(x, v b(x, h) = 2w(x)V w’ ()P +w (X)V o(x, Hh—w (x)v o(x, —h)h
e(x, h) '

Z okreslenia funkcji wektorowej ¢ wynika, ze Lim = 0, a stad

—0
Femal
(5) .Iv:mu = a(x, h)v b(x, h) = 2w (x)Vv w'(x).
Podobnie mozemy wykazac, ze
1
(6) lim — a(x, Hb(x, Hye(x, h) = w'(x)| = 1.
h—0 h

Korzystajac z faktu, ze w"(x) jest wektorem prostopadlym do wektora jednostkowego w'(x),
otrzymamy

) lim La(x, hyv b(x, h)| = [w'(x)|
: h-0| A

Wychodzac ze wzoru (4) i wykorzystujac (5), (6), (7) wyliczymy ostatecznie, ze

® lim

0 ) Rl



Rys. 2. Linia srubowa
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Rozwigzanie zadania M244, Miejsce
geometryczne punktéw plaszezy
dany odcinek 4B widaé pod ustalonym
katem, skiada si¢ z dwoch lukdw okregdw
O promieniu r = AB[2sina {rysunek}

zyzny, 7 ktorvch

Szukane miejsce geometrvezne sklada sig
zatem z punktdw przecigcia tych ,,Osemek™

Mamy juz wigc wzor na promien granicznego okregu. Znajdziemy jego $rodek oraz
plaszczyzne, w ktorej on lezy. W tym celu rozpinamy na wektorach a(x, k) i b(x, h) plaszczyzne
i bedziemy szukaé jej polozenia granicznego przy h zmierzajacym do zera. Plaszczyzna ta jest
wyznaczona jednoznacznie wiedy i tylko wtedy, kiedy punkty w(x—h), w(x) i w(x+ h) nie lezg
na jednej prostej. Pomifimy wigc ten przypadek, kiedy nasza krzywa jest prosta w otoczeniu
punktu w(x). Wektor h~3a(x, h)v b(x, k) jest wiec wektorem prostopadlym do plaszczyzny
wyznaczonej przez punkty w(x—#h), w(x) i w(x+ h). ObliczyliSmy juz, ze jego granica przy h

e : o=l -
zmierzajacym do zera jest rowna wektorowi —z—w(x)v w''(x). A wigc rOGwnanie plaszczyzny

granicznej ma postac
Y
©) : <w(x)X, 5 WV w”(x)) -

X oznacza tu zmienny punkt plaszczyzny. Plaszczyzng (9) nazwiemy plaszczyzng §ciéle styczna
naszej krzywej w punkcie w(x).
Przyklad. Na rysunku 2 widzimy lini¢ $rubowa. Ma ona przedstawienie parametryczne

W(t) = (wl(r)} Wz(f); w;(’))l

gdzie wy (1) = cost, w,(t) = sint, ws(r) = t. Aby znaleZé np. réwnanie plaszczyzny Scisle
stycznej, musimy to przedstawienie zmieni¢ tak, by bylo ,,naturalne”. Z wzoru (1) obliczamy
latwo, ze dlugoé¢ tuku linii §rubowej migdzy punktami w(z,) a w(t;) wynosi J/2[t;—1,].
Przyjmiemy zatem s = 1 /2 i wtedy .

w(s) = (c:otr.L sin—s- —-—s——)
TR L )

w'(s)— (_l_sin_s ‘L‘CUSL _1._)
_ P Tk e MR

. 1 5 1 s
W) = (__m__, __sin__,o)

2 ]/§ 2 V2

1 ¥ 1 X 1
wEHvwi(s)=|+——sin—, ———cos—, —.':')
YT oY Vi Y3 VX

1 1

Gdys=0,tow'v w’ = (0, —_—e —»——) . Plaszczyzna Sciéle styczna ma rownanie

2v2 V2

—x;+2x3 = 0.

dia AB i A"8'. Za pomoca cyrkla i linijki
mozemy wymmnaczyé dowolng liczbe takich
punktéw. Rozwigzanie analityczne (rysunek)
sprowadza sig do wyliczenia punkiow
przeci¢cia okregow

!:,L ‘} --U—+a'=—a1'~-—i
E e S ar 4

z okrggami

at+

B :

|

(x+a)y?+ [1

Otrzyvmujemy stgd vklad réwnani
=3x+24y24+2ay =0
P =3p+2+x2+2ax =0,
Poniewaz a jest dowolnym parametrem
rzeczywistym, wystarczy rozpatrywac tylko
dwa przypadki: \
1) znaki zgodne (oba plusy): wiedy po 8

odjeciu rownan stronami i prostych

jach dostajemy x—y = 0 lub

przekszial

2 = 0, tj. dwusieczng kata A g

¥+

miedzy tymi odcinkami i okrag

przechodzacy przez ich konce. Punkty
e A B

% -

krotszych lukoéw AB i A'B’ nie spelr

warunkow zadania, 2) znaki przeciwoe, o
np. +, —. Wowezas po odjeciu réwnai
- 3(x—;
stronami wyliczamy, e a = — =3
2x4+¥y)
i wstawiajac to do pierwszego rownania

ny po prostych przeksztalceniach - S ““e‘;

aey byt 2]« Fadeyd )=

na — Z wWylatkicm punk

1a fukach migdzy B i A oraz



Patrz w niebo

W grudniu wracaja na wieczorne niebo zimowe gwiazdozbiory: Byk, Orion i Woznica. Chyba
kazdy z Czytelnikow naszego kacika juz je poznaje. Najpigkniejszy jest Orion, jednak nie mniej

cieckawy jest Byk. Rok temu mowilisSmy o dwoch gromadach otwartych widocznych golym okiem

w Byku: Plejadach i Hiadach. Dzisiaj zajmiemy si¢ obiektem niewidocznym bez uzycia duzych
teleskopow, ktory jednak od ponad 900 lat byl wyzwaniem dla astronomow. (Teleskop
wynaleziono okolo 370 lat temu). M1, bo o niej mowa, jest mglawicg gazowa o nieregularnym
ksztalcie i wielu odnogach, przypomina niektorym kraba. Tak zostala ochrzczona. Mglawica
Kraba jest pozostalosciag po ogromnym wybuchu, ktory wstrzasnal starzejaca sig¢ gwiazda
istniejacq w miejscu, gdzie teraz znajduje si¢ jadro mglawicy — szybko obracajaca si¢ (30
obrotow na sekunde), malutka (ok. 15 km $rednicy) gwiazda neutronowa blyskajaca

w przestrzen podobnie jak latarnia morska. Wybuch nastapit 4 lipca 1054 roku. Chinczycy,
ktorzy w owych czasach najuwazniej obserwowali niebo, zapisali (a wlasciwie narysowali) dos¢
dokladnie polozenie superjasnej nowej gwiazdy. Dzigki nim moglisSmy zidentyfikowa¢ obiekt,
ktory rozjasniat niebo w 1054 roku ze slabiutkg plamka widoczng dzisiaj przez lunety. Byl to
wybuch supernowej, jej jasno$¢ byla poréwnywalna z jasnoscig Ksigzyca. Dzisiaj jest stabsza
miliony razy, przy czym duzg cze$¢ swej energii oddaje na pobudzenie do $wiecenia mglawicy,
ktéra od 926 lat oddala si¢ od jadra z predkoscia 500 km/s. Widzac jak malutka plamka jest
Mglawica Kraba, mozemy sobie posrednio zda¢ sprawe z tego, jak wielka odleglos¢ dzieli
Ziemie od M1 — ile to jest 7 tysigcy lat Swietlnych (a wigec supernowa wybuchla w poczatkach
historii Egiptu). Wybuch supernowej, ktorego mozliwe mechanizmy opiszemy w jednym

z najblizszych numerdw, nie jest czym$ unikalnym we Wszechswiecie. Pisaliémy dwa miesiace
temu o supernowej z 1572 r. Jest to jednak zjawisko dos¢ rzadkie; wydaje sig, ze taki stan
przezywa kazda dostatecznie masywna gwiazda. W naszej Galaktyce taki wybuch notowano

$rednio raz na 300 lat (patrz tabelka nizej). Dzisiaj, przy pomocy naziemnych badan optycznych

i radiowych oraz satelitarnych badan rentgenowskich odbieramy promieniowanie emitowane
rOwniez przez pozostalosci innych supernowych w naszej Galaktyce, ktorych wybuchy umknely
uwadze dawnych obserwatorow. Obserwujemy tez resztki wybuchow supernowych, ktore
nastapily zanim cztowiek nauczyl si¢ pisac, rysowac, chodzi¢ na dwoch nogach ...

Najwieksze zastugi w odkrywaniu i badaniu takich pozostalosci ma niewatpliwie amerykanski
satelita Einstein (ktoremu nadano to imig, kiedy okazalo si¢, ze codziennie co$ cickawego
dzigki niemu odkrywano).

Obserwujac inne galaktyki rowniez mozemy czasem zauwazy¢ wybuchy supernowych. Sa one
czasami jasniejsze od wszystkich pozostalych (dziesiatkow miliardow) gwiazd w galaktyce.
Czestos¢ wybuchow jest podobna a czasem nawet wigksza. Moze wiec bedziemy w najblizszym
czasie $wiadkami ogromnego wybuchu w sgsiedztwie Stonca?

mgr.Tomasz CHLEBOW SKI

|

rok ‘ Daick | Gwiazdo- ‘ Glowny | Miejsce | Pewnost
n.e. | zbior badacz l obserwaciji | identyfikacji
185 | 7 grudnia ‘ Centaur ! | Chiny | prawdopodobna
386 ? . 2 i | Chiny | niewielka
393 | ? i ? ! | Chiny :; niewielka
1006 | 6 maja | Wilk | | Chiny, | 100%
| | Japonia, '
i . | Europa, |
: | Arabowie |
1054 | 4 lipca | Byk _ { Chiny, ' 100%
g | . | Japonia i
1181 | ? f ? ’ | Chiny, { prawdopodobna
i 5 | Japonia 5
1572 | 6 listopada ! Kasjopea Tycho Europa, | 100%
I ; Brahe Chiny, |
| " Korea |
1604 | 10 pazdziernika Wezownik ' J. Kepler | Europa, | 100%
| . | Chiny,
| Korea
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Rys. 1. Rys. 2.

Rys. 3. Rys. 4.

g%

W poprzednim odcinku Matej Delty zajmowalismy sig¢
lamanymi, ktore kresli si¢ na kratkowanym papierze
poruszajac si¢ wedlug nastgpujacej reguly. Idziemy kilka
krokow (odcinkéw o dlugosci boku kratki) na wschod,
potem kilka krokéw na potudnie, zachdd i poéinoc.
Liczbe krokéw w kazdym kierunku okreslajg z géry dane
liczby skonczonego ciagu liczbowego. Dla przyktadu —
droge odpowiadajaca ciggowi (1, 2, 3, 4, 1) mamy
narysowang na rys. 1. Aha! — jeszcze jedna reguta. Po
wyczerpaniu wszystkich wyrazow ciagu nie przerywamy
marszu, tylko skrecamy (stale w prawo) tak, jak kaza
znow poczatkowe wyrazy ciagu. Tak wigc dalsza nasza
droga wyglada tak jak na rysunku 2.

Postawilem kilka pytant dotyczacych takich tamanych,
zachecajac Czytelnikéw do nadsylania wynikéw swoich
badan. Jedno z pytan brzmialo: Kiedy powrdcimy do
punktu wyjscia? W narysowanym przypadku na pewno
tak jest (rys. 3). Dlaczego? Jesli rozpatrzymy droge
odpowiadajaca calemu ciggowi (1, 2, 3, 4, 1) to latwo
mozemy policzy¢, dokad nas ona zaprowadzi. Otoz
poszlismy 1 krok na wschod, potem 3 kroki na zachdd

i ponownie 1 na wschod. Lacznie przesunegliSmy si¢ na
wschéd o -- 1 krok, czyli 1 krok na zachéd. W kierunku
poinoc — poludnie przesuniemy si¢ o 2 kroki na poélnoc.
Lacznie przesuniemy si¢ wigc z punktu wyjscia tak
jakbysmy szli po naznaczonej strzalce.

Co bedzie dalej? To samo? Tak, tyle ze rozpoczynamy
tym razem od drogi na potudnie i zmienig si¢ nam
kierunki. Przejdziemy od punktu B do punktu C. Potem
znow zaczniemy od innego kierunku (na zachdd), a za
czwartym razem — na potnoc. Znajdziemy sig

w punkcie wyjscia.

Rozpatrzylismy jeden, szczegdlny ciag. Na ile sytuacja
byla typowa?

Zobaczmy co bylo wazne w rozumowaniu. Przesunigcie
AB bedzie sie zawsze liczy¢ w podobny sposob. Polozenie
punktu C otrzymujemy obracajac AB w prawo

(i przesuwajac). Kierunek obrotu brat si¢ stad, Zze kolejny
odcinek drogi zaczynaliSmy od marszu na poludnie
(zamiast na wschod). Gdyby przyszlo nam zacza¢ od
marszu na péinoc — musielibysmy dokona¢ obrotu

w lewo. Nie jest to koniec analizy. Pozostaja jeszcze dla
Was pytania: co by bylo gdyby po przejsciu pierwszego
odcinka drogi nastepny odcinek przyszloby rozpoczaé od
marszu na zachéd? A ponownie na wschod? Po czym

¥ pozna¢, z ktorym przypadkiem mamy do czynienia?
¥ A oto jeszcze jeden problem: Kiedy nakreslona lamana
i ma osie symetrii?

Jak i poprzednio, czekam na listy, przestane do redakcji
Delty.

Jan WASZKIEWICZ



1{ l, * 1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glowny Polskiego Towarzystwa

egu amin Matematycznego i Redaqu miesigcznika ,,Delta”, przy poparciu Ministerstwa Oswiaty
i Wychowania.

kO n k ursu 2. W konkursie mogg bra¢ udzial uczniowie wszystkich typow szkot.

S . 3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finatu.
UcCzni OWSk lCh prac 4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry w terminie do dnia 1 maja przesle pod
. adresem Redakcji ,,Delty” jeden egzemplarz swojej pracy maturalnej lub innej pracy
Z ma le ma tv kl matematycznej. Do pracy nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny autora, .
o ; nazwa i adres szkoly, imig i nazwisko nauczyciela -— opiekuna pracy.
5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o Zrodiach,
z ktorych korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczane do finatu konkursu
6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu i kompetentnych
recenzentow. Te sposrod prac, ktére spetniaja warunki konkursu, zostang przedstawione Jury
Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finatu, ktory odbedzie si¢ w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. :
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostang przeslane autorom prac oraz
nauczycielom — opiekunom prac przed konicem roku szkolnego.
8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sig ich pracami otrzymuja od Zarzadu Gloéwnego PTM
zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.
9. Finat polega na wygloszeniu przez ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzigciu udziatu w dyskusji na temat, ktéremu
poswigcona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprocz merytorycznej
wartosci pracy, rowniez samodzielno$¢ i oryginalno$¢ ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyrdznienia oraz nagrody pienigzne
fundowane przez Ministerstwo O$wiaty i Wychowania.
11. Ogloszenie wynikow finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w mlcqlqczmku ,Delta™.
13. Komisje Konkursu oraz J ury tego Korlkursu powotuje Zarzad Gi{)wny PTM na wniosek
Komitetu Redakcyjnego ,,Delty”.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 244. Odcinki AB i A’B’ polozone sa jak na rysunku (OB | OB’, OA = OA’, OB = OB,
. AB = AR'). ZnaleZ¢ miejsce geometryczne punktow plaszczyzny, z ktorych te odcinki wida¢
A pod réwnymi katami,
Rozwiazanie na str. 12
M 245. Na kartce kratkowanego papieru narysowano wielokat, ktorego wierzcholki leza
w wezlach kratek. Wykazac, ze Srodek cigzkosci tego wielokata mozna skonstruowac za pomoca
samej linijki.
Rozwiazanie na str. 13
M 246. Czy dziesigciokat mozna pokry¢ takim parkietem z bialych i czarnych trojkatow, aby:
a) dwa trojkaty podziatu byly albo rozlaczne, albo stykaly sie wierzcholkiem, albo mialy
wspblny bok, przy czym w ostatnim przypadku byly réznych barw;
b) kazdy bok dziesigciokata byl bokiem pewnego czarnego trojkata?
Rozwiazanie na str, 11 '

. Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 85. Zaproponowano nastgpujacy akcelerator. W komorze prozniowej znajduje sie naladowany
kondensator plaski z dwoma niewielkimi, usytuowanymi naprzeciwko siebie otworkami. Przez
jeden z nich wstrzelona zostaje naladowana czgstka i rownoczesnie zostaje wlaczone jednorodne
pole magnetyczne rownolegle do plyt kondensatora, majace pokazany na rysunku zwrot. Pole
elektryczne w kondensatorze przyspiesza czastke tak, Zze przy wylocie jej energia kinetyczna
jest wigksza niz przy wlocie. Pole magnetyczne zawraca jg z powrotem bez zmiany predkosci.
Powtarzajac takie cykle wielokrotnie mozna uzyska¢ odpowiednio duze predkosci. Ocenié
z punktu widzenia praw fizyki warto$¢ projektu.

(T. Tratkiewicz)

Rozwigzanie na str. 11




Rys. 1. Owal Kartezjusza jest miejscem
geometrycznym punktéw plaszezyzny,
ktorych odleglodci ry i r3 od dwoch
ustalonych punktéw (ognisk) F; i F; sa
zwiazane niejednorodnym réwnaniem
ry+mry = a. W ogblnym przypadku owal
Kartezjusza sklada sie z dwu oddzielnych
galezi, a w prostokatnym ukladzie
wspdlrzednych ma réwnanie

]/;i +¥2i4m ].-"Ti'_—_d_)i_+ ¥ - w

Rys, 1 (dvaen gk (e T.n L7

Rys. 4

Zgubiona sickiera

Pewnemu czlowiekowi zgingla siekiera.
Podejrzewajac, ze ukradl jg syn sasiada,
poczal go obserwowaé. Chad i kroki tamtego
byly takie, jakby ukradl siekiere, jego wyraz
twarzy byl taki, jakby ukradt siekiere,
sposdb mowienia taki, jakby ukradl siekierg;
w jego ruchach, postawie i we wszystkim

co czynil, nie bylo niczego, co by nie
swiadczylo, ze wlasnie on ukrad! siekiere.
Przypadkiem 6w, ktoremu zapodzialo sig
bylo narzedzie, kopal réw i przy tej okazji
znalazl swa siekiere. Gdy ponownie zobaczyl
syna sgsiada nastepnego dnia, zauwazyl, e
w ruchach i postawie tamtego nie bylo nic,
co by wskazywalo, ze ukradl siekierg,

Lie Ju-k'ou , ,Lie-tsy’; ok, 200 p.n.e.

Skromne poczatki

6 kwietnia 1846 roku na posiedzeniu Towarzystwa
Krolewskiego w Edynburgu zostala przedstawiona
praca 15-letniego chiopca, J Clarka
Maxwella. Kilka miesigcy przed hlopiec ten
byl z ojcem na posiedzeniu Towarzystwa

i przysluchiwal sie z uwaga dyskusji

o zadziwiajacych umiejetnosciach starozytnych
Etruskéw. Nie znajac wyiszej matematyki, lepili
oni naczynia o przekrojach w ksztalcie pigknych
owali Kartezjusza (rysunck). Dyskusja w
Towarzystwie byla wlasnie poswigcona domystom,
jak to sig im udawalo,

Trudno domysli¢ sie, czy Etruskowie znali sposéb
odkryty przez Maxwella (sklonni byliby$my

raczej sadzic, Ze robili to ,,na oko™). W kazdym
razie konstrukcja, ktéra on podal jest tak prosta,
Ze az dziwne, Ze nie znano jej w XIX wieku,
Analogicznie do elipsy i hiperboli, na ktérych
odpowiednio suma i wartos¢ bezwzgledna réznicy
odleglosci od dwdéch danych ognisk jest stala,
Maxwell rozpatrywal krzywe o dwéch ogniskach,
zlozone z punktéw, ktérych odleglosci ry i r; od

1 |

tych ognisk sa zwig $cig

mry+nr; = ¢ = const.
Rysunki 2 i 3 pokazuja jak narysowaé takie
krzywe. Mozemy takie zobaczyé, dl y owal
wlaénie tak sie nazywa (ovum = jajko).
Nietrudno wyprowadzié réwnanie takiej krzywej
o dwdch ogniskach
VEiE = et oL YG-di+)?
iy
(d — odleglosé miedzy ogniskami, ¢ — stala). Sa
to zatem owale Kartezjusza,
Jeieli jedno z ognisk jest w nieskofczonosei
(konkretnie: w trakcie ruchu punktu po krzywej
odpowiedni odcinek nici przesuwa sie réwnolegle),
naszym ,,owalem"” jest parabola,
Maxwell podal réwniez sposéb rysowania
krzywych o trzech ogniskach (rysunek). Co dla
czterech ognisk?

Po co dokladnie;?

Linia narysowana na papierze ma naprawdg pewng

dodatnia szerokosé d. Wobec tego 7, proste

prostopadle” przecinaja sie naprawde w

kwadracie o boku d, a proste nachylone pod katem

a — w rombie o boku L . Mozemy si¢ pocieszad
sina

tym, ze ostrzac dokladniej olowek zwigkszamy
dokladnosc rysunku,

LA

Niestety nie zawsze: , punkt stycrnosci” | okregu™
o0 promieniu r z , ,prostg” jest odcinkiem kola
o cigciwie | = 2/ ri = (r—d)? = 2}/2rd—d?2.

d d
,Wzgledna dokladnoét” — = ————— maleje
' 2y2rd—a2
do zera, gdy d maleje do zera. A wiec im
dokladniej rysujemy tym gorsze (wzglednie)
rezultaty...

Badania statystyczne na materiale stalych
fizycznych, informacii z rocznikéw statystycznych
itp, liczb wystepujacych ,,w przyrodzie™ pokazaly,
#e dobrym przyblizeniem rozkladu zmiennej
losowej , i-ta cyfra znaczaca™ (0 < i < 9), jest

. i+1
pliY = log,

T S P

e i R e

Jezeli obliceymy wsrystkie iloczyny liczbh
dwucylrowych a nastgpnie policzymy, ile razy
jaka cyfra tam wystepuje, otrzymamy taka
tabelke

ofa | 1 |2 [3 |4]5]6]7]8]9

wyste- l
puje razy | 1954| 1481/ 1181{952|767|618494|372

28

Co maja wspdlnego ze soba te dwie informacje?

Moiyle na elipsach

Dosé latwo wykazaé, ze okrag ma nastgpujgcy
wlasnosé (patrz rvsunek)-

H |\E-l K
)

X ’
i SR

Jereli C jest dsrodkiem cigcciwy AB, zas DE i IG

~a dwiema innymi cigciwami przechodzgcymi
preez C,t0 CH = Cl i CJ = CK (gdzie J, H,

K, I 53 punktami przecigcia cigciw jak na rysunku).
Nazywa to si¢ twierdzeniem o motylu (chyba
wida¢, dlaczego). Co ciekawsze, podobna wlasnosé
przysluguje rowniez elipsom, Dowéd jest bardzo
prosty: kazda elips¢ mozna otrzymac jako rzut
okregu, a wlasnosé ,,motyla’ zachowuje sig przy
rzutowaniu (dlaczego?).

Ale okazuje sig, ze tylko elipsy sg takie: jedli
krzywa (nie calkiem dowolna, o czym niZej) ma
wlasnosé, ,motyla”, to jest elipsa. Dokladnie,
mamy nastepujace

Twierdzenie Jacobsona. Jeieli S jest brzegiem
wypuklego, domknigtego i ograniczonego obszaru
na plaszczyZnie o tej wlasnosci, ze ilekroé AB jest
cieciwg, C jej srodkiem, a DE i FG — dwiema
innymi cigciwami przechodzgcymi przez C, to

CH = CI,

ta wtedy S jest elipsq.
Dodajmy, #e krzywe S spelniajace zalozenia

powyZszego twierdzenia sa zwane o
A wigc je#eli na owalu siedzi motyl, to ten owal
jest clipsg ...




Kardioida

Krzywa ta, o nazwie pochodzacej od serca, ma
te golng wi §¢, 2e moina jg otrzymad
na dwa istotnie roZne sposoby:

1. Po okrggu toczymy drugi taki sam okrag

Z zaznaczonym na nim punktem. Tor tego
punktu to wlasnie kardioida. A podany przepis
(owo toczenie) kade ja zaliczyé do cyvkloid,

Krzywa r = a cosa dla pigciu réznych
wartosci a.

Ornamenty algebraiczne

2, Na okrggu wybieramy punkt A, Na dowolnej
prostej przez 4 odkladamy po obu stronach

jej drugiego przecigcia z okregiem érednice okregu
(na stycznej odkladamy érednice po obu stronach
A). Otrzymane punkty tworza kardioide. A
podany przepis kaze ja zaliczyé do konchoid.

Elipsa w technice

Sztuka nie klamie —
Te sympatyczne

Kola u wozu
Rys. Ly = V49— x2+ Y49~ ((xx(3+2+1))2 Sa eliptyczne!
Rysunek daje

Efekty sliczne —
Lecz sama jazda

Raczej komiczne!
Zastosowanie kardioidy w technice nasunie sig

Czytelnikowi, gdy rozwiaze nastepujace zadanie:
Umiedémy $rodek okregu o w poczatku ukladu
wspélrzednych, Znalezé predkosé ruchu przecigé
kardioidy z osia x, jezeli okrag O wraz

z kardioida obraca sig ze stala predkoscia
katowgy.

Rys. 2.y = +/#l-x3%
YV @E22 D)= (xx T2 D2

Taka rybke moina otrzymaé w nastepujacy
sposéb. Przez kazdy punkt elipsy (praktycznie:
kilkanascie) prowadzimy prosta prostopadia

do odcinka laczacego ten punkt z ogniskiem.
MNasza rybka jest krzywa styczng (obwiednia) do
wszystkich tych prostych,

Eand &

1, A moze z rozwigzania da sie wy waé
jeszcze jeden sposéb otrzymywania kardioidy?
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Rys. 3.y = 2+ V2 + Vv D O=)

L - —
(wedlug EI-Milick, Eléments d’Algébre R¥S. 4.y = (4+2+ )p V2 £ mxy/a?= 2 W 8 Vizyica-1)*
Ornamentale, Paris 1936) gdzie 0 <k < 1,p > ma’}2a s LR EAL Al
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