SPIS TRESCI

NUMERU 9(81)

Stefan Banach, punkty stale
i réwnania rézniczkowe
Dr Marcin E. Kuczma

O punktach stalych

Doc. dr Lech Gorniewicz
Jak pies goni zajaca

po Warszawie, ...
Punkty stale, geodezja

i charakterystyka Eulera
Mgr Krzysztof S. Nowirski

Mata Delta

O odrgcznym wykreslaniu
funkcji y=x
Jerzy Geresz

str. 1
str. 4
str. 7
str.

str. 10
str. 12

O ,,podwdjnym” pulsarze i efektach

relatywistycznych
Mgr Mieczyslaw Prészynski

Patrz w niebo

Szczegodlny, ale ciekawy
przypadek

Zadania

Magister Pirozynski
opowiada

Rysunki techniczne:
Bogusiaw Kretkiewicz

W nastepnym numerze:
Dualnosé

str. 14
str. 15

str. 16
str. 16

str. 17

»»Delta”
matematyczno-fizyczno-astronomiczny
miesigcznik popularny

Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Os$wiaty i Wychowania

Komitet Redakcyjny:

doc. dr Jerzy Bartke

doc. dr Andrzej Baczynski
doc. dr Boleslaw Gleichgewicht
prof. dr Kazimierz Goebel
doc. dr Boleslaw Grabowski
dr Jan Hanasz

doc. dr Bolestaw Iwaszkiewicz
doc. dr Tadeusz Iwinski
doc. dr Andrzej Januszajtis
doc. dr Tadeusz Jarzebowski
prof. dr Leon Jeimanowicz
dr Henryk Kaczorek

prof. dr Marek Kuczma
mgr Andrzej Makowski
prof. dr Bohdan Paczyfiski
prof. dr Zdzistaw Pawlak
prof. dr Arkadiusz Piekara
doc, dr Stawomir Rucifski
prof. dr Konrad Rudnicki
prof. dr Zbigniew Semadeni
doc. dr Grzegorz Sitarski

prof. dr Jézef Smak

prof. dr Jan Stankowski

doc. dr Kazimierz Stepieri
prof. dr Mieczystaw Subotowicz
doc. dr Stefan Turnau

prof, dr Jerzy Wdowczyk

doc. dr Andrzej Woszczyk
prof. dr Janusz Zakrzewski —
wiceprzewodniczacy

prof. dr Wojciech Zakowski —
przewodniczacy

Redaguje Kolegium w skladzie:

Boiena Jaworska-Kordos — ilustracje

dr Marek Kordos — red. nacz.

dr Andrzej Krasinski

dr Michal Szurek

dr Krzysztof Praimowski — red. techn, graf,
mgr Krystyna Szypcio — sekr, red.

doc. dr Michal Swiecki — z-ca red. nacz,

Adres Redakgcji
ul. Hoza 69 pok. 151,
00-681 Warszawa

Zaklad Narodowy im,

Ossolinskich — Wydawnictwo
Wroctaw, Oddzial w Warszawie
Naklad 20 000 egz. Objetosé 2 ark,
wyd.; 2,50 ark. druk,;

papier offsetowy III ki, 80 g. 61 x 86
Wydrukowano w Drukarni im.
Rewolucji Pazdziernikowej
Warszawa, ul. Minska 65

Nr zam. 807/12/80 O-115

Wydano z pomoca finansows Polskiej Akademii Nauk
WARUNKI PRENUMERATY Cena prenumeraty rocznej z! 60—, cena prenumeraty pdlrocznej
zt 30—

Prenumerate na kraj pr?yjrnuja_ Oddzialy RSW , ,Prasa—Ksigika—Ruch” oraz urzedy pocztowe

i dorgczyciele — w terminach:

— do 25 listopada na styczen, I kwartal, I pélrocze roku nastepnego i caly rok nastepny
T} et T

— do dnia 10

) okres p

okresy roku bietacego.

aly na po

Jednostki gospodarki uiﬁol;cz.njonei, instytucje i organizacje spoleczno-polityczne sktadajs zamdwienie
w miejscach Oddziatach RSW , ,Prasa—Ksiazka—Ruch”.
Zaklady pracy i instytucje w miejscowosciach, w ktérych nie ma Oddzialéw RSW, oraz prenumeratorzy

ate w urzed

indywidualni zamawiaja p

h pocztowych lub u doreczycieli.

Prenumeratg ze zleceniem wysylki za granice, ktora jest o 50% drozsza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje RSW , Prasa—Ksiazka—Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw,
ul, Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 1531-71 w terminach podanych dla

prenumeraty krajowej
Sprzedat numeréw biezgcych i uprzednich

Instytucje pafstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni moga nabywaé

..DELTE":

w Ksimmi Odrodka Rozpo hniani Wyda

ictw Naukowych PAN.

Sprzedaz gotéwkowa i wysylkowa, numeréw biezacych i archiwalnych; platnos¢ gotdwka, przelewem

lub za zaliczeniem pocztowym.

Adres: ORPAN 00-901 Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Konto PKO I OM W-wa 1531-912

w Ksiggarni Ossolineum, Rynek 8, 50-106 Wroclaw
w Gléwnej Ksiggarni Naukowej, Krakowskie Przedmiescie 7, 00-068 Warszawa
w Ksiggarni Naukowej, ul. Podwale 6, 31-118 Krakéw

Orders for this periodical from abroad can be placed with ,,Ars Polona” Krakowskie Przedmiedcie 7
00-068 Warszawa, Poland or with

— Kubon & Sagner, Inhaber Otto Sagner, D8 Munch 34, Postfach 68,

Bundesrepublik D hland

— Earlscourt Publications Ltd., 130 Shephard Bush Centre, London W 12, Great Britain,
— Licosa Commissionaria Sansoni, Via Lamarmora 45, 50 121 Firenze, Italia

Cena 1 egzemplarza zi 5—  nr indeksu 35723/35550




Kto nie jest pewien, niech rézniczkuje wzér (4).

przekonamy sig, ze istnicia
{s3) takie, ¢ pi, Gr. 7&, Sk
kwadracie o boku 2
Filgs) = « Falr
dolne w 1

do pewncgo
samego punkiu
i(sxp)

Poniewaz teraz F

= xy, czyli i

Dr Marcin E. KUCZMA
Przyjrzyjmy si¢ rOwnaniu
: : I () —29(x)+2)
1 —
( ). o'(x) 249G

To rownanie rozniczkowe. W odrdznieniu od réwnan znanych z kursu szkolnego, gdzie wielkoscia
poszukiwang jest liczba, w rownaniu (1) niewiadoma jest funkcja ¢, ktorej pochodna ma
by¢ réwna wyraZeniu napisanemu po prawej stronie.

Do rownan rozniczkowych prowadza w naturalny sposob przede wszystkim zagadnienia

z roznych dzialow fizyki; z pewnoscig nasi Czytelnicy potrafig podaé na to przyklady (choéby
rownania ruchu pod dziataniem sil). Teoria rownan rézniczkowych stanowi wazny dziat
matematyki, tak teoretycznej jak i stosowane;j.

W problematyce rownafi rozniczkowych zaznaczajg si¢ dos¢ wyraznie dwa nurty: zagadnienia
praktyczne (metody rozwigzywania) i teoretyczne — typowe dla tej drugiej sfery zagadnieni sa
liczne twierdzenia orzekajace o istnieniu i jedynosci rozwiazan réznych rodzajow roéwnan.
Zatrzymajmy si¢ na chwilg nad kwestia jedynosci. Juz nawet bardzo prosty przyklad réownania:

@) ¢'(x) = 2x

pokazuje, ze rozwigzanie moze nie by¢ jedyne; kazda funkcja postaci p(x) = x*+¢, gdzie ¢
jest dowolng stala, jest rozwigzaniem tego réwnania. Lacno mozna uwierzy¢, ze podobna
sytuacja ma zazwyczaj miejsce takze przy rozwazaniu rownan o budowie bardziej
skomplikowanej niz (2). W przypadku rownania (2) jednoznaczno$¢ mozna uzyska¢ nakladajac
dodatkowy warunek, aby szukana funkcja przyjmowala w wybranym punkcie zadang wartosc.

Tak wigc np. przy warunku ¢(2) = 0 jedynym rozwiazaniem réwnania (2) jest funkcja

@(x) = x*—4. Nie inaczejrzecz si¢ ma w przypadku wielu innych réwnan. Dlatego tez,

dia uzyskania jednoznacznoéci, czgsto stawia si¢ zadanie w postaci: dane rownanie plus warunek
poczatkowy: @(xo) = Yo; X0, Yo — dane liczby (nazwa: warunek poczqtkowy bierze si¢

z zastosowan w fizyce, gdzie zmienna niezalezng interpretuje sig czesto jako czas).

Rozwazmy wigc rOwnanie (1) stawiajac warunek poczatkowy wedle fantazji; na przyklad:

3) o) = —1.

Czytelnicy oswojeni nieco z rachunkiem calkowym zauwaza z latwoscia, ze zespot dwdch
postulatow: rownania (1) i warunku (3) mozna réwnowaznie zapisa¢ w formie pojedynczego
roéwnania:
X
px) = —1+ S
1

otrzymanego przez scatkowanie stronami réwnania (1) przy uwzglednieniu warunku (3).

312 (PPp()—29(1)+2) 5

1C)) 2+ 90) ,

I co tu majag do rzeczy punkty stale? Ano, majg. Przypatrzmy si¢ roGwnaniu (4) w sposob nieco
bardziej abstrakcyjny. Otéz: majac dang jakqkolwiek funkcije ciagla ¢ mozemy wykonac na niej
dzialania wskazane po prawej stronie wzoru (4); traktujac x jako zmienna, dostajemy w ten
sposob pewna nowg funkcje — nazwijmy jg y. Jaka jest szansa, ze y = ¢? — czyli ze po
wykonaniu tych operacji trafimy z powrotem na te funkcje @, od ktorej wyszliémy? Niewielka.
No ale to wiaénie postuluje nasze rownanie. Oznaczmy litera T odwzorowanie, ktére dowolnie
wybranej funkcji ¢ przyporzadkowuje funkcje

: ¢ 3:1(1-’q:(r)-2§(r)+2)
®) y(x) = -1+§ g0
.to zZnaczy napiszmy
(6) y = T(yp).

Widzimy, Ze rozwigzaniem rownania (4) bedzie funkcja ¢, dla ktorej T(p) = ¢. Zatem
rozwigzanie rownania (4) — to ni mniej ni wigcej, tylko punkt staly odwzorowania T.

W tytule artykulu wymienione jest nazwisko genialnego naszego rodaka Stefana Banacha, jednego
z najwybitniejszych matematycznych umyslow wszechczaséw. Sposrdd licznych twierdzen
Banacha postaramy si¢ tu zaprezentowac jedno, odgrywajace nieposlednia role w teorii punktéw
statych.

wadlt



To sig nazywa: geometryzacia analizy.
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- Jedli (fa) jest ciggiem funkcji w przestrzeni X
spelniajacym warunek Cauchy’ego, to przy
dowolnie ustalonym x € X ciag liczb {fz(x)}
spelnia warunek Cauchy’ego, jest wigc
zbiezny do pewnej granicy f{x). W ten
sposéb zostaje okteﬂm_u pewna funkcja f.
Sprawdzenia wymaga tylko, 2e fe X
(ciqgloid!) i e odleglodé f, od f daiy do

zera, gdy n — .

Poct '_‘_ astl 1%';11“
zmiennych F(x, ) oblicza si¢ traktujac F
jako funkcj¢ samej tylko zmiennej y

i réiniczkujac; zmienng x traktuje si¢ jako
staly (,,parametr™).

Czytelnikom znane jest pojgcie przestrzeni metrycznej zupelnej, tj. takiej, w ktorej zbieznoéé
ciggu punktow (p,) rownowazna jest spelnieniu warunku Cauchy’ego:

odleglosé o(p., pm) staje sie dowolnie mala,
gdy tylko n i m sq dostatecznie duze.

Oto rzeczone twierdzenie Banacha, zwane zasadg odwzorowan zwezajacych:

Zakladamy, ze X jest przestrzeniq metryczng zupelng oraz ze w przestrzeni X okreslone jest
odwzorowanie T (przyporzqdkowujgce kazidemu punktowi p € X pewien punkt T(p) €X), przy czym
istnieje stala A < 1 taka, ze

@) ' e(T(p), T(q)) < Ao(p, q)

dla kaidej pary punktéw p, g € X (odwzorowanie o tej wlasnosci nazywamy zwezajgcym). Wowezas
istnieje dakladme Jjeden punkt staly tego odwzorowania, czyli jeden p:mkr spelniajgcy rownanie
T(p) =

Przypomnimy (p. artykut L. Gérniewicza), ze dowodzi si¢ tego tak. Bierzemy dowolny punkt
Po € X i okreslamy ciag: py = T(po), p2 = T(p)), ps = T(p,), .... Okazuje sie, ze cigg ten jest
zbiezny i to — niezaleznie od wyboru poczatkowego punktu p, — do tej samej granicy p.
W jakikolwiek sposob wybierzemy po, w granicy dojdziemy do tego samego punktu p, bedacego
juz punktem stalym odwzorowania T.
Najbardziej chyba naturainy przyklad przestrzeni metrycznej to znana nam dobrze przestrzef
euklidesowa. Prowadzac rozwazania dotyczace ogblnych (,,abstrakcyjnych’’) przestrzeni
metrycznych z reguly odwolujemy si¢ wigc do wyobrazni geometrycznej, ktéra kaze nam widzieé
punkty rozwazanej przestrzeni jak kropki na papierze. Sila ogblnej teorii polega miedzy innymi
na tym, ze — niezaleznie od owych intuicji geometrycznych (bardzo zreszta przydatnych) —
uzyskane wyniki mozna tez stosowaé do przestrzeni, ktorej elementami sg obiekty zupelnie
innego rodzaju. Na przyklad funkcje.
Przypus¢my, ze mamy dane dwa przedzialy liczbowe <a, b) i <c, d). Niech® = <(a, b> x <¢,d)
oznacza prostokat na plaszczyZnie Oxy o wierzcholkach (a, c), (b, c), (b, d), (a, d). Rozwazmy
zbi6r X wszystkich funkcji ciaglych na przedziale <a, b) o warto$ciach w przedziale (¢, d> —
czyli zbior wszystkich funkcji ciaglych, ktérych wykresy zawieraja si¢ w prostokacie 2, Zbior
ten staje si¢ przestrzenia metryczna, jesli odlegloé¢ pomiedzy dwiema funkcjami fi g okresli¢
nastepujaco:
®) : e(f,g) = max |f(x)—g(x).

xeda, b)
Geometrycznie, znaczy to tyle, ze dla kazdej liczby x € <{a, b) bierzemy dlugo$¢ odcinka linii
pionowej przechodzacej przez punkt (x, 0), wyznaczonego przez punkty przeciecia tej linii
z wykresami funkcji fi g; nastepnie ze wszystkich otrzymanych dlugoéci wybieramy najwigksza.
To, ze odleglos¢ okreslona w ten sposob czyni zado$¢ aksjomatom przestrzeni metrycznej, jest
kwestia catkiem trywialnego sprawdzenia. To, Ze otrzymana przestrzen metryczna jest zupelna,
Jest mniej trywialne, ale tez i nie za bardzo trudne. Dowéd mozna znaleZé w kazdym podrecznikt
analizy matematycznej, a nawet w mektbrych podrecznikach szkolnych (w skryptach dla szkot
Z rozszerzonym programem matematyki).

Jak nietrudno sig_domyélié, zmierzamy do tego, zeby zastosowaé zasade Banacha do
odwzorowania T okreSlonego wzorem (5)— (6). Postawmy zagadnienie ogdlniej. Zamiast bardzo
konkretnego réwnania (1) (sam jego wyglad budzi niecheé!) rozwazmy réwnanie w postaci
0golnej

) ?'(x) = F(x, p(x))
z warunkiem ‘poczatkowym
(10) @(xo0) = yo.

F

Zakladamy tu, ze funkcja F(x,y)jestdggla?maciqﬂapochodnq czastkowa i—y W naszym
przykiadzie (1) funkcja F(x,y) ma postaé
3x‘(x"y—2y+21
R
Podobnie ,rak poprzednio, réwnanie (9) z warunkiem (10) jest réwnowaine postulatowi, aby:
funkcja ¢ byla punktem stalym odwzorowania T danego wzorem:
T(@) =y, gdzie
= x
v() = yo+ | F@, p())ar.

Xo

F(x,y) =

an



w Ustalmy dwie liczby dodatnie r i R i rozwazmy prostokat # = (a, b) k(c, d>, gdzie

ST (@,b) = {Xo—r, Xo+1>, <c,d> = (yo—R, yo+R).

Rozwigzanie zadania M 236 5 3 A 3 > e
Zamalujmy na czerwono te pola, dla ktérych Niech M oznacza najwigksza (co do modulu) wartos¢ funkcji F na zbiorze 2, a M’ — najwicksza

Fi(x) < x; dla wszystkich x lezacych we wngtrzu aF
lub na brzegu pola, a na zielono pola, dla ktérych wartosé pOChOdneJ 'a_'
Fi(x) > x; dla wszystkich punktéw pola ¥
domkni¢tego. Poniewaz na lewym brzegu nie ; !
mogg leized pola czerwone, na prawym — pola B M= max [F(x,), M= i e {x y)i
zielone i dwa pola réinych koloréw nie moga sie (x.y)ed (x, J’)E-’ 3y .
dotyka¢, krél nie moie przejsé od lewego brzegu
szachownicy do prawego nie wehodzac na pole nie J'OZPatrujemy przestrzeri metryczna X ztozona z funkgji ciaglych o wykresach zawartych w 2,
zamalowane. Wobec tego (p. zad. M' 235) wieza  Z odlegloscia zdefiniowana przed chwila (wzor (8)). Checemy, zeby wzor (11) okreslal odwzorowanie
moze przejs¢ od grnego brzegu do dolnego po nie T przestrzeni X w siebie (to znaczy, zeby dla kazdej funkcji ¢ € X, funkcja y dana wzorem (11)

zamalowanych polach. Zamalujmy teraz na
miala wykr W. i hunek pokazu w 1 cZy.
niebiesko te pola na jej drodze, ktérych wszystkie teZ }"k %S aparty W?} Prosciutki rac Lt Z'Je’ L t)‘i’ﬂ cel wystan > aby

punkty spelniaja warunek F;(x) > x; i na z6lto _spelmona byla nierownosc
te pola, ze wszystkie ich punkty sa przesuwane .

;. 12 ; rM<R
W dol": Fi(x) < x;. Rozumujac analogicznie, (12) )
iak to pokazalismy powyzej, przekonamy sie, e
co najmniej jedno pole na drodze wiezy i teraz

Niech @1, ¢, € X. Oznaczmy odleglo$¢ o(p, , ¢,) litera 4.

pozostanie nie zamalowane, Znaczy to, #e istnieja Wowczas

w tym polu punkty p, ¢, r, s spelniajgee warunki | 5F

adania, ; ix .

Fhiania [F(1, 9.(0))—F(t, 2(D) = @ (1) —pa(0)] - iwartosé —>~ W pewnym punkcie | < M’
4 g

Biorac dowolny punkt x € {a, b) (a wigc taki, Ze [x—xo| < r) i calkujac od xo do x dostajemy

|§ (F(s, q;;(f)j-—F(!,t;lz(f)))df| < roM’.

Niech terazyy, = T(@,), y2 = T(p;); utworzmy rdznice g, (x)— w1 (x). Przy odejmowaniu skladnik yo
(por. wzor (11)) ulegnie redukcji i otrzymujemy |y, (x)—ya2(x)| < rédM’,

l {5} T skad ostatecznie (przez wzigcie wartosci maksymalnej dla lewej strony)
- pola zielone ey, v2) < rM’8 = rM’o(g,, ¢2).
« pola czerwone Na to, by odwzorowanie T bylo zwezajace, wystarczy, aby
.. . drogﬂ Wi92y 4 (I 3) M’ < 1.
1 pola zétte - . o i ; g . .
Liczby r i R spelniajace warunki (12) i (13) na pewno mozna znalezé, Na mocy twierdzenia Banacha
pola niebieskie odwzorowanie T ma w przestrzeni X dokladnie jeden punkt staly — znaczy to, ze rownanie (9)
ﬁ pole znalezione z warunkiem poczatkowym (10) ma w przedziale {xo—r, Xo+r) dokladnie jedno rozwiazanie.
Powtarzajac to rozumowanie, biorgc punkt xo+r (wzglednie xo—r) jako ,,nowy punkt x *
mozemy to rozwigzanie przedtuza¢ w prawo i w lewo. Czyniac to (w razie potrzeby) wielokrotnie,
otrzymamy rozwigzanie w calym przedziale jego okreslonosci.
W ten sposob z zasady odwzorowan zwezajacych wyprowadziliSmy twierdzenie o istnieniu
i jednoznacznosci rozwigzania pewnego rownania rézniczkowego. Powie kto§: picknie, ale
: warto$¢ tego jest czysto teoretyczna; nie zblizyliSmy si¢ nawet do tego, aby to rozwigzanie
y wyznaczy¢. Wiemy, ze istnieje, ale nie wiemy, czemu jest rowne.
To nie calkiem prawda. Przypomnijmy sobie dowod Banacha: punkt staly p otrzymywalo sie jako
Y S5 T8 granicg ciagu (p,) okreslonego indukcyjnie: pay; = T(p,); przy tym pe moglo by¢ dowolne. Tak
/ j wigc w przypadku odwzorowania (11) funkcje bedaca jego punktem stalym dostaniemy jako
\_/ granicg ciggu funkcji danego indukcyjnie:
Xl Xo . KpT % z
Pass(®) = yot § F(1, @u()dr.
. Xa
Zacza¢ mozemy od dowolnej funkcji @o; dla wygody rachunkéw moina wziaé np. @o = 0.
W analizie matematycznej wprowadza sig . . = e 7 % .
B Ei o tmai atiabnokci cingdw funkngiyuh Funkcje otrzymywane w kolejnych krokach stanowia coraz dokladniejsze przyblizenia szukanej
Jedell ciag funkcii jost zbiedny jako cigg funkcji @; cale to postgpowanie nosi nazwe metody kolejnych przyblizefi. W poblizu punktu xo
clémentéw przestrzeni metrycznej z odlegloécia ~ Zbiezno$¢ jest bardzo szybka.
dang wzorem (8), to méwimy, e ten ciag Wr(:{my do réwnania (1) z warunkiem (3), czyli do wmréw (5)—(6) Biorac ¢o = 0 i obliczajac

jest zbieiny jednostajnie. Jedli Czytelnik zna
wepsilonowo-deltowa” definici¢ jednostajnej
zbietnodci ciggu funkeji: x 3
fa zbiega jednastajnie do f na priedziale (a, b) @) = =14 S
/ /\  1A@-f0l <e, '

e>0 N n>Nxela,b> i - e . . 4 o - PP
B o rrinkonac sie. 15160 dwa okrélicaid Jest to pierwsze przyblizenie rozwigzania réwnania (1). Proponujemy Czytelnikom znalezienie
pokrywajq sig. g drugiego przyblizenia. A moze kto§ znajdzie dokladne rozwigzanie?

3

= T(po) majdtuemy

2
dr = x3-2.



Zamieszczony obok artykul (i wszystkie inne
artykuly matematyczne tego numeru Delty)
jest poswiecony teorii punktéw stalych
przeksztalcen cigglych. Jest to trzeci artykul
z cyklu, prezentujgcego najbardziej znane

s, S corsionals dows Doc. dr Lech GORNIEWICZ

polskiej szkoly ycznej w topologii

Pierwszy artykul poswiecony byl teorii

retraktéw (Delta 3/1979), drugi — teorii Rozwigzywanie rownan stanowi waing czg$¢ szkolnego programu matematyki. Réwnania, ktore

ksztaltu (5/1980). Faktycznym twércg tych

dwu teorii jest profesor Karol Borsuk, ktéry

réwniez mial decydujacy udzial w rozwoju

teorii punktéw stalych od i cigglych. a) dana jest funkcja f: 4 — R, gdzie A jest pewnym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R,
b) znajdujemy te wszystkie liczby x € A, dla ktorych f(x) = 0.

rozwigzujemy w szkole, mozna by scharakteryzowaé nastepujaco:

Jezeli dane jest rOwnanie f(x) = 0, to interesuja nas dwa pytania, a mianowicie:

1) czy istnieje rozwiazanie tego réwnania (w tym momencie nie interesujemy si¢ sprawa, co jest

rozwigzaniem)?
y 2) w przypadku pozytywnej odpowiedzi na pytanie 1) zastanawiamy sig, Jak wyznaczyé
rozwigzania.
y=2-‘ 4 A

W wielu przypadkach dysponujemy tylko odpowiedzig na pytanie 1). WeZmy na przyklad réwnanie
1\=x 1\x
(?) —x = 0. Jezeli sporzadzimy wykresy funkgji f(x) = (-i-) ig(x) =x,to

= widocznym jest, ze wykresy te maja dokladnie jeden punkt wspo6lny. To znaczy, ze

nasze rownanie ma dokladnie jedno rozwigzanie. Widocznym jest rowniez, ze rozwiazanie to jest
liczba z przedzialu (0, 1), natomiast nie potrafimy prosto wyznaczy¢ tej liczby.

Pojecie punktu stalego, ktérym bedziemy zajmowaé si¢ w tym artykule, jest $cisle zwigzane

Z pojeciem rozwigzania rownania. Zacznijmy od prostej uwagi. Niech 4 bedzie podzbiorem
trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej R® i niech f: 4 — R® bedzie pewnym odwzorowaniem,
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby zapytaé, dla jakich x € A mamy f(x) = 0, gdzie 0 = (0, 0, 0)
jest punktem o zerowych wspoétrzednych w R3. Widzimy wiec, ze ,,szkolne’” pojecie réwnania ma
sens nie tylko w przypadku funkcji o dziedzinie i przeciwdziedzinie rzeczywistej. Postawmy te
sprawe w troche zmienionej postaci. Rozpatrzmy funkcje (caly czas slowa funkcja i odwzorowanie
traktujemy jako synonimy) f: X — X, gdzie X jest dowolnym zbiorem. Pytamy, czy istnieje x € X
takie, ze f(x) = x. Element x € X taki, ze f(x) = x nazywamy punktem stalym odwzorowania f.
Jezeli wezmiemy X = A < R®, to pytanie o istnienie punktu stalego odwzorowania f: X — X jest
roéwnowazne pytaniu o istnienie rozwigzania rownania g(x) = 0, gdzie g: X — R? jest dane
wzorem: g(x) = f(x)—x. W og6lnej sytuacji pytanie o istnienie punktu stalego

odwzorowania f: X — X jest po prostu pytaniem o istnienie rozwigzania rdwnania f(x) = x (takie
réwnanie ma sens na dowolnym zbiorze!).

Mam nadziej¢, ze te wstepne uwagi umotywowaly Czytelnikom potrzebe zajmowania si¢
punktami stalymi. Przejdziemy obecnie do spraw zasadniczych w tym artykule. Na poczatek
odnotujmy, ze w odniesieniu do punktéw stalych mozna sformulowaé pytania analogiczne do

1) i 2) powyzej. Pierwsza cze$¢ naszej dyskusji o punktach stalych bedzie dotyczyla pytania 1).
Dla ustalenia uwagi umawiamy si¢, ze przez X stale oznacza¢ bedziemy pewien podzbiér R* oraz
ze przez odwzorowanie f: X — X bedziemy rozumie¢ odwzorowanie ciagle. Wyjasnimy, w krotkiej

Pojecie ciaglosci odwzorowan oméwione jest

ks o wkiiitbe X Lotk Zhr; fc.rmie, jak rozumie¢ w tym przypadku cigglos¢ odwzorowania. : . :
PZWS 1966. W Delcie 0 podobnych sprawach  Niech x = (x4, X2, X3) i ¥ = (1, y2, ¥3) bedq dwoma punktami w R®. Przypomnimy, ze
pisala M. Moszyfiska (1/1975 i 5/1975). odleglos¢ tych punktéw wyraza wzor:

. ; dix,y) = V(xl"'J’l)z+(-¥:"}'z)2+(xa"h)!-
Poniewaz wskainiki na dole (x,) oznaczajg

czesto wspbirzedne punktéw, autor stawia Mowimy, ze cigg punktdéw {x"} < X jest zbiezny do punktu x € X wtedy i tylko wtedy, gdy
wakazniki wyrazbw ciagu na gérze. Ten ciag liczb rzeczywistych {d(x", x)} jest zbiezny do liczby zero. Odwzorowanie f:X — X nazywamy
symbol nie ma tu nic wspélnego g e 2 h ST : 4
AN . ciaglym, jezeli dla kazdego ciggu {x"} = X zbieznego do punktu x € X cigg wartosci {f(x"}

jest zbiezny do punktu f(x).

Bedziemy moéwié, ze zbidr X ma wlasnos$é punktu stalego, jezeli kazde (ciagle) odwzorowanie
f:X — X ma punkt staly. Podanie warunkéw wystarczajacych na to, aby dany zbiér miat wlasnoé
punktu stalego, dawaloby w pelni zadowalajacg odpowiedZ na interesujace nas pytanie 1),

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881—1966) —  Postawione w odmmemu do punktéw stalych. Nietrudno podaé proste przyklady zaréwno na

matematyk holenderski, znany gléwnie ze ,»tak” jak i na ,,nie”’. Jezeli na przyklad X = {x,} jest zbiorem jednopunktowym, to oczywiscie
SRR e x e fopolost | g, ma wlasno$¢ punktu stalego, ale juz zbiér dwupunktowy X = {xo, x, } wlasnoéci tej nie ma
f;cm ,°f;}’3 el e (dlaczego?). Zbiér X = R® réwniez nie ma wiasnoéci punktu stalego, gdyz na przyklad

odwzorowanie f: R* - R? dane wzorem: f(x,, x;, x3) = (x;+1, x;+1, x5+ 1) nie ma punktéw
- o doskiieti ils Mdsithona th:;ydl. Pewna odpowiedZ na pytanie, jakie zbiory majg wlasno$¢ punktu stalego, daje twierdzenie
w R3, tj. uwera.

K? = {xe R*d(x0) < 1}. Twierdzenie Brouwera. Kula K* ma wlasno$é punktu stalego.



& Do sprawy dowodu, jak rowniez komentarza uzupelniajacego powyisze twierdzenie wrocimy
3 pdiniej. Obecnie oméwimy niektore konsekwencje twierdzenia Brouwera. Poznamy inne zbiory

Rozwiazanie zadania M 235 majace wlasnoéé punktu stalego.

Powickszmy szachownice, dodajac przy jej dolnym = ; ? = ! : ; g

A ;dm rzad pol nie zamalowasych i Przypusémy, ze dany jest zbior X oraz dwa odwzorowania (ciagle) g: X — K3 i h: K? — X takie, ze
rozpatrzmy obszar A zlozony ze wszystkich pol, (]! ° g) (x) = x dla kaidego x e X oraz (g @ ;‘I) (x) = xdla kaidego xe K3, Wtedy m‘éwimy, ze

do ktérych moze dotrze¢ wieza wychodzac zbidr X jest homeomorficzny z K3, Na przyklad kula domknigta K3 o $rodku w punkcie (1,1,1)

’ i ni hod rzez pol . S . : 5 % _ s
z dodanego rzedy i nie przechodzac przez pOI3 § promjeniu 1 jest homeomorficzna z K3; odpowiednie odwzorowania g:K§ — K3 i h: K* - K3
zamalowane. Teza naszego zadania jest

réwnowazna temu, ze 4 zawiera pewne pole przy dane sa wmrami: £(x1, X2, X3) = (x1—1,x;—1,x3—1), h(x;, X3, x3) = (xy+1, x4+ 1, x3+1).
gérnym brzegu szachownicy. Przypusémy, Ze tak  Proponujemy Czytelnikowi zastanowi¢ sie, jak wykazaé, ze kazda kula domknigta (o dowolnym
"";kﬂs'jfc"q“‘”“: d°l :g n‘”"’;:'r":‘:a':f:a::?;e $rodku i dowolnym promieniu), kazdy prostopadioscian, kazdy ostrostup jest homeomorficzny
catkowicie wewnairz n . Y . 3 . . - . . - s
obszar B, réwniez nie zawierajacy p6l przy gornymZ K?. Dysponujemy wigc calkiem bogata klasa zbiorow homeomorficznych z K3, Prawdziwy jest

brzegu szachownicy, ktérego brzegiem jest nastgpujacy wniosek z twierdzenia Brouwera:

zamknieta lamana, Niech teraz a i b beda punktami

tej tamanej lezacymi odpowicdnio na lewym Kazdy zbiér homeomorficzny z K* ma wlasnosé punktu stalego.

i prawym boku szachownicy i najblizszymi :

gérnemu jej brzegowi (gdyby na bocznych Istotnie, rozpatrzmy odwzorowanie f: X — X. Wykazemy, ze f ma punkt staly. Oznaczmy przez

krawedziach szachownicy takich pol nie bylo, g X' — K3 j h:K? — X odwzorowania ustalajace homeomorfizm. Wtedy zlozenie g - f = h jest
wieza moglaby przejéé z dolu do gory). Lamana ta

- 3 3 : ~ . . - .. 3 . .
Siictk drogs laceac 4 § §; prasbidsaiecy. Powyied odwzorowaniem K3 w K i na mocy' t\.merd?.gma. Brouwera istnieje punkt x.E K . takl‘, e
dolnego brzegu szachownicy i rozdzielajaca pola (g ° f° h)(x) = x. Z ostatniej rownosci wynika, ze (ho g "f)(f!(x)) = h(x) i poniewaz
zamalowane od nic zamalowanych. Krél moze (Ao go fo k) (x) = (fe h) (x) otrzymujemy, ze f(h(x)) = h(x). Pokazaliémy wiec,

przeji¢ od lewego do prawego brzegu szachownicy ze odwzorowanie f ma punkt staly A(x).
po zamalowanych polach przylegiych do tej

drcei -~ whrew zahozent, Do wypowiedzenia innej konsekwencji z twierdzenia Brouwera potrzebujemy pojecia retraktu.
o Przypus¢my, ze A < X = R*. Zbiér A nazywa¢ bedziemy retraktem zbioru X wtedy i tylko wtedy,
l = e ;]7J gdy istnieje (ciagle) odwzorowanie r: X — A takie, ze r(x) = x dla kazdego x € A. Niech A4 bedzie
‘}: F A 5 Z srednicg lezaca na osi x; kuli K3 Wtedy A jest retraktem K3, gdyz funkcja r:K* — A4 dana
' |

wzorem r(x,;, Xz, x5) = (x;, 0, 0) spelnia wymagane zadania. Mozna poda¢ wiele przykladow
retraktéw. Proponujemy Czytelnikowi zastanowienie si¢ nad ta sprawa. Sadzimy, e na
podstawie powyzszego przykiadu Czytelnik potrafi powiedzie¢, dlaczego kazda $rednica K? jest
retraktemn K3, a takze dlaczego przekréj K* dowolng plaszczyzng jest retraktem K3, Jako
przyklady retraktow prostopadliosciandw i ostrostupéw moga shuzyé krawedzie i §ciany boczne.

" Dla jasnoéci dodajmy, ze retrakty nie musza mie¢ tak ,,regularnych ksztaltéow’’ jak w powyzszych
przykiadach. Na przyklad huk lezacy w prostopadlodcianie laczacy dwa punkty na przeciwleglych
Scianach jest retraktem tego prostopadloscianu.

Przykladow zbiorow majacych wlasnoéé punktu stalego dostarcza nam nastepujacy wniosek
z twierdzenia Brouwera:

! | P Retrakt zbioru posiadajacego wlasnosé punktu stalego ma réwniez wlasnosé punktu stalego.
Przypu$émy, ze X ma wlasno§é punktu stalego i 4 jest retraktem X. Dysponujemy dwiema
/—' diogd kil funkcjami: r: X — A, r(x) = x dla kazdego x € 4, oraz i: 4 — X, i(x) = x. Tak wiec mamy

(rei) (x) = x dla kazdego x € 4. Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzi¢ dowéd tego wniosku
stosujac metode analogiczng jak w dowodzie wniosku pierwszego (informacja (rei) (x) = x
§1= {xeK¥d(x,0) = 1} = w pelni wystarcza!).
= {(x;, %3, x) e R¥xi+xj+al =1L Okazuje sie, ze zwiazek pomiedzy twierdzeniem Brouwera i pojeciem retraktu jest glebszy.
~ Oznaczmy przez S? sferg jednostkowa (tj. powierzchnig kuli K A

Twierdzenie Brouwera jest réwnowazine temu, ze S* nie jest retraktem K3,

Dowiedziemy tego metoda niewprost. Przypuscmy, Ze istnieje odwzorowanie r:K* — S5? takie, ze
r(x) = x dla kazdego x € §2. Wtedy odwzorowanie f: K* — K?* dane wzorem: f(x) = —r(x) nie
ma punktu stalego. Na odwro6t, jezeli przypuscimy, ze istnigje odwzorowanie f:K?* — K3 bez
punktow stalych, to mozna okresli¢ funkcje (ciagla) r:K* — S? taka, ze r(x) = x dla kazdego

x € §2 (patrz rysunek).

Twierdzenie Brouwera sformulowali$my, dla prostoty, dla kuli K* = R*. W gruncie rzeczy jest
ono prawdziwe dla dowolnej kuli domknigtej K" w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej R" i co
wiecej, przedstawione wyzej wnioski z twierdzenia Brouwera pozostaja prawdziwe dla podzbioréw
R". Wiemy juz, ze kula domknieta K2 na plaszczyZnie R? jest retraktem K3, dalej, dowolny
Poréwnaj zadan ¢ M237. odcinek [a, b] jest retraktem pewnej kuli domknigtej w R* (zawsze mozemy znalez¢ taka kulg,

y aby odcinek [a, b] byl jej srednicg). Nie jesteSmy w stanie da¢ nawet szkicu dowodu twierdzenia
Brouwera dla K2 lub K3, gdyz wymaga on znajomoéci wielu dodatkowych faktow. Natomiast

w przypadku odcinka [a, b] dowéd jest elementarny. Naszkicujemy go dla odcinka [0, 1]. Niech
Tyattil £:[0, 1] — [0, 1] bedzie funkcja ciagly. Wykres tej funkcji lezy w kwadracie0 < x<1,0<y< 1.
Funkcja f ma punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres ma punkt wspolny z przekatna
kwadratu. Przypusémy, ze wykres f nie przecina przekatnej kwadratu. Z tego, ze funkcja ciggla

) e na odcinku musi przyjmowaé wszystkie wartosci posrednie pomiedzy danymi wynika, ze wykres f
lezy calkowicie nad przekatna lub lezy calkowicie pod przekatna kwadratu. Jezeli wykres f
lezalby catkowicie nad przekatna, to funkcja f nie moglaby by¢ okreélona w punkcie x = 1




Wprost z okreslenia odwzorowania
ZWeZajacego mamy

d(xm, xt) < Amg(x0, xn-m)_
Z kolei dla odleglosci d(x?,
oszacowanie

x%) mamy

1— Ak
d(xd, x¥) < —— d(x0, 2,

latwe do udowodnienia np, przez indukcje.
Przyjmujac k = n—m i pomijajac skladnik

— Ak w liczniku ostatniego ulamka dostajemy
(dla n = m)

Aﬂ
d(x", x™ < s d(x?, x').

Poniewaz A < 1, wigc prawa strona staje sig
dowolnie mala, gdy m'(a wiec i n) jest
dostatecznie duze. Zatem-cigg {x"} spelnia
warunek-Cauchy’ego i wobec zalozonej
zupelnodci przestrzeni X jest ciggiem
zbieznym do pewnego punktu x € X,

Ma to znaczenie przy rozwigzywaniu rownan
rozniczkowych (p. artykul M. Kuczmy).

Przestrzenie zupeine — to takie przestrzenie

metryczne, w ktérych spelnienie warunku

Cauchy’ego przez ciag implikuje zbieznosé

tego ciagu. Przestrzen euklidesowa i wszystkie
_ jej domkniete podzbiory sa zupelne.

Jezeli natomiast wykres f lezy calkowicie pod przekatna, to funkcja f nie bylaby okre$lona
w punkcie x = 0. Za kazdym razem otrzymujemy sprzeczno$¢ z tym, ze f jest okreslona na
[0, 1].

Ostatnig cze$é tego artykulu poéwiecimy sprawie istnienia i metodzie wyznaczania punktéw
stalych. Zbiér X = R® nazywamy domknigtym w R, jezeli dla kazdego ciggu punktéow {x"} < X
z tego, ze cigg {x.} jest zbiezny do punktu x € R®, wynika, iz x € X.

Odwzorowanie ;X — X nazywamy zwezajgcym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 1, 0 < 1 < 1
takie, ze dla dowolnych x, y € X spelniona jest nierownoS¢:

’ A, f) < A+ d(x, y).

Pozostawiamy Czytelnikowi podanie przykladow odwzorowan zwezajacych.

Twierdzenie Banacha. Jezeli C jest domknietym podzbiorem R3, to kaide odwzomw:e zwelajqce
f:X = X ma dokladnie jeden punkt sraly

Dowdd. Niech x! bedzie dowolnym punktem X. Okreslamy: x? = f(x!), ..., x" = f(x""1), ....
Z okre§lenia i zalozenia o zwezeniu mamy: d(x"*', x") = d(f(x"),f(x"")) < A-d(x", x"~1), co
znaczy, ze przy wzroicie n odleglo$¢ pomiedzy x"*! i x" maleje. Uwaga ta pozwala pokazaé
(patrz margines), Ze ciag x" jést zbiezny do pewnego punktu x, a poniewaz X jest domknietym
podzbiorem R3, to x € X. Z tego, ze f jest odwzorowaniem ciaglym (wynika to. natychmiast

z tego, Ze jest odwzorowaniem zwezajacym!), ciag {f(x")} jest zbiezny do f(x). Z drugiej strony
ciagi {f(x")} i {x"} roznia si¢ tylko o jeden wyraz, skad f(x) = x. Twierdzimy, ze x jest jedynym
punktem stalym odwzorowania f. Istotnie, jezeli x” # x jest rbwniez punktem stalym f, to na
mocy zalozenia mamy: d(f(x"), f(x)) < A- d(x’, x) i wobec rownosci f(x') = x°, f(x) = x
otrzymujemy d(x’, x) < A-d(x’, x), ale ostatnia nierownos¢ jest niemozliwa, bo 0 < 1 < 1
ix#x, =

Powyzszy dowod twierdzenia Banacha podaje metodg¢ wyznaczania punktu stalego. W tym celu
wystarczy wystartowa¢ od dowolnego punktu x' € X, rozpatrzy¢ tak zwany ciag iteracji tego
punktu, tj. ciag {x"}, gdzie x" = f(x"~'). Granica ciagu iteracji jest (jedynym) punktem stalym
odwzorowania f. Godnym odnotowania jest fakt, ze ciag iteracji ma zawsze tg samg granice
niezalezna od x'. Twierdzenie Banacha sformutowali$émy tylko w przypadku domknietych
podzbioréw R?, w istocie jest ono prawdziwe dla podzbioréw domknietych dowolnej przestrzeni
euklidesowej R", co wigcej, istnieje klasa przestrzeni metrycznych zwanych zupetnymi, dla ktérych
twierdzenie to pozostaje w mocy.

Odnotujmy, ze zloZenie odwzorowania zwezajacego z retrakcja lub homeomorfizmem nie musi
by¢ odwzorowaniem zwezajacym- (podajcie przyklady!). Oznacza to, ze metoda stosowang
“w przypadku twierdzenia Brouwera nie mozna wyptowadzi¢ wnioskoéw z twierdzenia Banacha.

Obecnie wyjasnimy, czy twierdzenie Banacha pozostaje prawdziwe dla retraktow i zbiorow
homeomorficznych z podzbiorami domknigtymi przestrzeni euklidesowej. Zauwazmy na

poczatek, ze jezeli A jest retraktem X, to A jest domknigtym podzbiorem X. Istotnie, jezeli

{x"} © Ailimx" = x, to limr(x") = r(x), ale r(x") = x", bo x" € A. Zatem ciagi {x"}i {r(x")}

s3 identyczne i w konsekwencji r(x) = x. Wobec tego x € A4, co dowodzi, ze 4 jest domknigtym
podzbiorem X. Wobec tego twierdzenie Banacha pozostaje prawdziwe dla retraktow podzbiorow
domknigtych w przestrzeniach euklidesowych (bo s3 one réwniez podzbiorami domknietymi
przestrzeni euklidesowych). Jednakze wypowiedzenie tego wniosku nie dostarcza nam ani jednego "
nowego przykiadu zbioru, dla ktérego prawdziwe jest to twierdzenie. :

A co sig dzieje w przypadku zbioréw homeomorficznych z podzbiorami domknietymi :
w przestrzeniach euklidesowych? Twierdzenie Banacha jest oczywiscie prawdziwe dla zbioru liczb
rzeczywistych R (jedno z mozliwych uzasadniefi otrzymujemy po zauwazeniu, ze R jest retraktem

w @ :
R3!). Odcinek (— > 7) jest homeomorficzny z R (odpowiedni homeomorfizm ustala funkcja

n i )
tg: (--'T, 7)—» R i funkcja odwrotna do tg). Jednakze dla odcinka (— = ;) twierdzenie

Banacha jest nieprawdziwe. Aby si¢ o tym przekonaé, rozpatrzmy funkcje f: (—i;- i) -

2
£ s
i nie ma punkt6éw statych, sdyzf(x):xzachodz: tylkodla x = — —, ale — ¢(

n n

> 2) flx) =

(x— ?) Widzimy, ze f jest odwzorowaniem zwezajagcym (A = ——)

" A
73)



Rys. 1. Okrag warszawski.

Rys. 2. Czy ta figura ma wi ¢ punktu stab

czy nie?
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Rys. 5. Przestrzett {ciagalna i przestrzed
nieéciggalna.

Jak pies goni zajaca po Warszawie,

czyli jeszcze o punktach stalych
Okrag na plaszczyZnie nie ma wlasnoéci punktu statego (dla odwzorowan ciaglych).

Antypodyzm, czyli przeksztalcenie okregu przyporzadkowujace kazdemu punktc;wi — punkt po
przeciwnej stronie $rednicy, nie ma punktow stalych.

Spojrzmy teraz na figure W~ zwang ,,okregiem warszawskim’’ (nazwa nie jest aluzjg do ukladu
sieci komunikacyjnej stolicy, lecz przypomina czasy, w ktorych Warszawa byla centrum $wiatowej
topologii).

Ma okrag warszawski wlasnos$¢ punktu stalego, czy nie? Wskazujac ciagle odwzorowanie #~
w siebie nie majace punktu stalego dajemy negatywna odpowiedZ pa postawione pytanie.

W przypadku zwyklego okregu negatywnej odpowiedzi dostarczyl antypodyzm, niestety tym
razem bezuzyteczny. Moze wigc nasze pytanie ma odpowiedZ pozytywna? Wiasnie! Niech f
bedzie dowolnym ciagglym odwzorowaniem %~ w siebie. Zabawmy sie w psa i zajaca. Psem niech
bedzie punkt x € ¥, zajacem punkt f(x) € ¥ . Pies startuje z punktu A (rysunek) i porusza sie

w kierunku punktéw B, C i dalej serpentyrami (sa one utworzone przez fragment wykresu funkcji

1 :
x — sin —) w strong odcinka 4B. Zajac ucieka przed psem i znajduje si¢ wobec tego przed nim
-

(strzatki wskazujg kierunek). Przypusémy, ze uda mu si¢ umkna¢, tzn. kazdy punkt x znajduje
sie za f(x). Kazdy punkt g € AB jest granica ciagu punktow ¢, ¢a, ... Z ,,serpentynowej’’ .
czesci zbioru W, Poniewaz jednak kazdy punkt f(g;) znajduje si¢ przed punktem g,, wiec ciag
f(q1), f(g2), ... jest zbiezny do punktu nalezacego do odcinka 4B, a wiec (cigglosc!) f(g) € AB.

Widzimy, ze odwzorowanie f przeksztalca¢ musi odcinek 4B znoéw w ten sam odcinek. Musi
mie¢ zatem punkt staly, bo odcinek domknigty ma wiasnos¢ punktu stalego (patrz artykut

L. Gérniewicza). Proponujemy Czytelnikowi zbadanie, czy figura ztozona z kola i zageszczajacej
sic wokol niego spirali (rys. 2) ma wlasnoéé punktu stalego, czy nie. :

" Na rysunku 3 widzimy dwie do§¢ podobnie wygladajace figury, z ktérych jedna ma wilasnosé

punktu stalego, a druga nie. Eatwo to udowodni¢, znéw puszczajac po nich psa i zajaca.

S

Rys. 3. Figura po lewej ma wlasnoéé punktu stalego, figura po prawej nie ma.

Nastepny rysunek 4 przedstawia jeszcze jedng figure, ktéra ,,powinna mie¢”’ wlasnoéé punktu
stalego, a nie ma. Figura ta, zwana ,,puszka Kinoshity”’, jest cylindrycznym pudetkiem z jednym
denkiem i wlozong do srodka spiralnie zwinigta (nieskoniczong) tasma. Przestrzeni ta ,,powinna
mieé’” wlasno$¢ punktu stalego, bo jest domknieta, ograniczona i ,,$ciagalna’’: mozna jg lagodnie
$ciagna¢ do punktu, nie zaklejajac przy tym zadnej dziury (najpierw $ciggamy caly walec do
podstawy, potem podstawg do punktu). Przestrzenie $ciggalne maja zas wiele wlasnosci takich
samych jak przestrzenie jednopunktowe. ,,Nie ma’’, bo wyobrazmy sobie nastepujace
przeksztalcenie: najpierw obracamy calg puszke o maly kat. Punkty stale moga by¢ tylko na
pionowej osi puszki. Wobec tego przesuwamy nieco odcinek OP do gory, umieszczajac go
czesciowo w spirali na wierzchu puszki. Wymaga to ,,wessania’’ cho¢by malego kétka denka
wokot punktu O w odcinek OP, ale to nic nie szkodzi.

Trzeba ponadto lekko naciagnaé gérna spirale (oraz jej najblizsze otoczenie) tak, aby blisko
punktu P nasze przeksztalcenie pokrywalo si¢ z wykonanym ,,przesunigciem’’ odcinka OP,
a przy brzegu goérnej podstawy — z wykonanym na poczatku obrotem.

Przedstawione przyklady maja ilustrowaé, ze pojecie ,,wlasnosci punktu stalego” jest nieco
nietypowe i trudno znaleZ¢ og6lng i glgboka jego teorig. Chyba Ze... (p. artykut Krzysztofa
S. Nowiriskiego).

(opr. red. na podstawie listu mgr. Slawomira KWASIKA.)

r 4



Nie bedziemy tu podawaé écislej definicji
powierzchni, ograniczymy si¢ tylko do
przykladow: sfera, torus, precel z n dziurami,
butelka Kleina, plaszczyzna rzutowa,

* hiperboloida... Nie s powierzchniami: kolo
z brzegiem, kula, sfera z doczepionym
odcinkiem itp. Zakladamy takze, ze nasze
powierzchnie sa gladkie, bez , kantéw",
ostrzy, dziobkéw itp. Wykl ¥y na
przyklad powierzchni¢ stozkows, dwie sfery
_styczne i powierzchnig stromego dachu (albo
kawalek grani tatrzanskiej kolo Zabiego
Konia).

Wielosci topologicznym nazywamy zbidr
homeomorﬁcmy z sumg wieloSciandw
wypuklych (przez wieloscian rozumiemy takie
wielokat, odcinék i punkt).

Takich powierzchni nie rozpatrujemy.

Obszar jednospéjny.

Obszar niejednospdjny.

Punkty stale, geodezja
1 charakterystyka Eulera

‘Mgr Krzysztof S. NOWINSKI

Przyklady zaprezentowane w innych artykutach tego numeru Delty sugeruja, Zze o punktach
stalych przeksztalcen trudno jest powiedzie¢ co$ wigcej, niz da sig¢ wyciagnaé z twierdzei Brouwera
i Banacha. Zauwaimy jednak, e rozpatrywane tam obiekty sa do$é skomplikowane, lokalnie
wrecz ,,dzikie”. Jezeli ograniczymy si¢ w naszych rozwazaniach do wezszej klasy ,.porzadnych”
przestrzeni (konkretnie: wieloscianéw topologicznych), bedziemy mogli juz wypowiedzie¢ szereg
ciekawych, nietrywialnych twierdzen opisujacych istnienie punktéw stalych odwzorowan ciaglych.

Twierdzenia te wymagaja jednak dosé rozbudowanego
aparatu algebraicznego, ograniczymy sie %
wigc do przypadku powierzchni i odwzorowan
»»mato ruszajacych punkty”’. Aby sprecyzowaé, co -
znaczy, ze przeksztalcenie ,,malo rusza punkty”’,
zauwazmy najpierw, ze dla kazdej powierzchni
istnieje taka stala 4 > 0, ze dwa punkty odlegle
mniej niz 0 4 mozna polaczyé dokladnie jednym
najkrotszym lukiem, lezacym catkowicie na tej
powierzchni. Kierunek takiej krzywej zalezy
w sposob ciagly od polozen punktow. Mozemy
teraz powiedzie¢, ze przeksztalcenie f matlo rusza
punkty, je'zeli od!cgloéé x Odf(x) jest stale Dla sfery o promie.nil:l r stala 4 wynosi 2r,

e A 5 7 : dia torusa o promieniu zewnetrznym R
mniejsza od wyzej wspomnianej stalej A, i wewngtrznym r mamy A = min (2r, 2R), dla
2 powierzchni na rysunku powyzej 4 = 1,

Na powierzchniach mozemy rysowaé mapy. Mape nazwiemy ,,dobra”’, jezeli kazde panstwo
tworzy obszar jednospdjny (rysunek) i w zadnym punkcie nie schodza sig cztery granice (ani
wiecej). Mapa Afryki nie jest ,,dobra’ (Botswana, Zambia, Namibia i Zimbabwe dotykaja sie

w jednym punkcie), ale i w Europie istnienie Republiki San Marino zmienia wlasnoéci topologiczne
mapy. Punkty zbiegu trzech granic nazwiemy wierzchotkami mapy, a termin ,,granica’’ bedzie
oznaczal wspolny odcinek linii granicznej miedzy kolejnymi wierzchotkami.

Przypomnijmy teraz, ze charakterystyka Eulera powierzchni.# nazywamy liczbe y(.#) =

= w—k+n, gdzie w jest liczba wierzchotkow, k — liczba granic, a n — liczba panstw na ,,dobrej”’
mapie naszej powierzchni. : :

Punkty x, y sq bliskie, x" i y* — dalekie,

Sfera: 4 wierzcholki, 4 obszary, 6 graruc Torus: 4 wierzcholki, 4 obszary, Precel z § dzivrami (charakterystyka
Charakterystyka Eulera = 2, 8 granic. Charakterystyka = 0. Eulera precla z n dziurami = 2-2n),

Mozemy teraz sformulowaé nasze

Twierdzenie, Jezeli charakterystyka Eulera powierzchni # ;esr rézna od zera, to kaide
odwzorowanie ciagle f:.M — M ma punkt staly.

Wrynika stad latwo (jak?)

. Whiosek. Jezeli przekszmkeme ciqgle dwuwymiarowej sfery w siebie nie ma pankm stalego, to

znajdzie si¢ na niej taki punkt, ktory przechodzi na punkt do niego antypodyczny.

Nasze twierdzenie wynika za$ z nastepujacego twierdzenia Poincarégo-Hopfa-Lefschetza:

Jezeli V jest takim polem wektordw stycznych do #, ze jedynymi jego miejscami zerowymi sq
.trodia”, , ujscia” i ,,siodla”, to liczba ,,?rodel” + liczba , uj$¢”” — liczba ,,siodel” = ().
Istotnie, jezeli przeksztalcenie f malo rusza punkty.#, to przyporzadkowujac kazdemu punktowi
x €.# wektor o kierunku najkrotszej krzywej laczacej x z f(x) i o dlugosci rownej odleglosci x
od f(x) otrzymamy pole ¥ wektoréw stycznych do .. Jezeli teraz f nie ma punktéw stalych, to
pole ¥ nie ma miejsc zerowych i wtedy y(.#) = 0.



Pole wektoréw stycznych otrzymujemy -
przyporzadkowujac (w sposdb ciagly)
punktom x € .# wektory styczne do .# w x.
Miejscem zerowym takiego pola nazywamy
punkt, w ktérym przyporzgdkowany wektcr
styczny jest zerowy.

Na powierzchni zwartej takie pole moze mieé
tylko skoficzenie wiele miejsc zerowych.

L Zrédlo.

Ujscie.

Siodio,

Mowa tu o tréjkatach topologicznych (por.
uwaga na marginesie w poczatku artykulu).

Srednica obszaru — to kres gérny odleglodci.
jego punktow,

Kacik czytelniczy

Dowod twierdzenia Poincarégo-Hopfa-Lefschetza sktada sie z dwéch czesci. W pierwszej, dosé
skomplikowanej, ale wyraznie pomocniczej pokazuje sig, ze liczba po lewej stronie rownoéci jest
taka sama dla wszystkich pol. T¢ cz¢é¢ dowodu pominiemy. W czeéci drugiej buduje sie juz
konkretne pole spelniajace napisana w tezie twierdzenia réwnosé. A robi'si¢ to tak: Rysujemy na
A dobra mape, a potem budujemy pole majace w kazdym wierzchotku Zrédlo, na kazdej krawedzi
siodlo i w kazdym obszarze ujscie. I juz.

Mozna wyobrazi¢ sobie gorski krajobraz, w ktorym wierzchotki s3 szczytami gor, granice —
graniami i obszary — nieckowatymi dolinami. Pole nasze jest wtedy polem kierunkéw najwigkszego
nachylenia stokéw, inaczej: polem kierunkow $cieku wody. Mozemy takze narysowaé ,,komiks’,
ilustrujacy dowéd nastgpujacego uzupelnienia twierdzenia Poincarégo-Hopfa-Lefschétza:

Na powierzchni o charakterystyce x istnieje pole majace a) w przypadku y > 0 dokladnie

x #rédel i ujsé, a bez siodel, b) — x siodel, za to bez Zrédel i ujsé, gdy y < 0. W tym ,, komiksie”’
redukujemy liczbg krawedzi, obszarow i wierzchotkow mapy, przebudowujac odpowiednio pole:
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Znéw nie zmi 1y nic poza ym pasem.

Dojdziemy w ten sposob do minimalnej konfiguracji, spelniajacej warunki naszego twierdzenia.
Twierdzenie Poincarégo-Hopfa-Lefschetza i idea jego dowodu sa bardzo charakterystyczne dla
szeregu twierdzeni tzw. analizy globalnej, w ktérej poszukuje si¢ zaleznosci miedzy informacjami

o lokalnej postaci pewnego obiektu (tu: lokalng postacia pola V), a opisem globalnym (tu:
charakterystyka x (#)). Aby pokazaé, jak szeroki jest wachlarz tego typu twierdzeni, podamy dwa
w pewnym sensie dualne ,,geodezyjne’ opisy y(#). Przypusémy, ze na powierzchni 4 mamy
mape, ktorej obszary sa trojkatami krzywoliniowymi o $rednicach mniejszych niz okreélona na
poczatku stala 4 — a ich granice — odcinkami najkrétszych krzywych laczacych wierzchotki.
Oznaczmy przez ax, P, v« katy pomiedzy kierunkami krzywych faczacych tworzacych granicg
k-tego obszaru w jego wierzcholtkach. Wtedy

Dt Bet ye—1) = 2+ 3 (M). -

Jezeli teraz zastapimy granice przez odcinki laczace wierzcholki, a obszary przez trojkaty plaskie,
to w wierzchotku w; otrzymamy kat brylowy o katach plaskich e, ..., &x. Oznaczmy:

Ay =y +az+ ... en—27.

Wiedy 3,4, = —2n- x(A). 1 znéw , lokalne” opisy ksztaltu powierzchni.# doprowadzily nas do
zaleznodci, w ktorej wystepuje pewien ,,globalny’ niezmiennik powierzchni. .

OSTRZEZENIE DLA NAS WSZYSTKICH :

Spojrzeli na siebie. George nie miat zadnych emocjonalnych sekretéw przed Zong, ale bylo cos,
czego jej nigdy nie powiedzial. Studiowal matematyke i zamierzat zosta¢ matematykiem. Jednakze
w obliczu czystej nauki, owych zimnych Himalajow intelektu, zawiodla go odwaga, po czym
szybko zwrdcil si¢ ku $wiatu, w ktorym zyé mozna cieplo, dostatnio i tatwo. Bedac madrym
mezczyzng oraz zdolnym urzednikiem panstwowym wykonywal proste dla niego funkcje, przez

co nieraz czut, ze jego umyst lezy odlogiem i ze los pozbawit go wielkosci. Zonie o tych sprawach
nie méwit ani o tym ze nigdy nie przestanie gardzi¢ soba za to fiasko.

Iris Murdoch, ,,Przypadkowy czlowiek®
tlumaczenie Zdzistawa Bohdanowicza
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Rusza si¢ czy nie?

Kazdg liczbe kulek utozonych w przegrédkach prostokatnego pudetka mozna
przemiescié¢ tak, aby Zzadna z nich nie znalazla si¢ z powrotem w tej samej
przegrodcee. No, zeby bylo Scifle, to kazdg wigksza od 1. MozZemy to zrobi¢ na
bardzo wiele sposobdw; jezeli to kogo$ interesuje, to prosze, jest wzér dla n kulek:

) | 1 1 1
Ale punktéw prostokata (takich jakby nieskonczenie malych kulek) nie mozna
juz tak dokladnie przemiesza¢: jezeli tylko nie pozwolimy naszego prostokata
rozdzieraé, to zawsze znajdzie si¢ taki punkt, ktéry padnie zndw na siebie. To jest
twierdzenie Brouwera, dowdd jest trudny.
Gdy wyrzucimy z samolotu mape kraju, nad ktérym przelatujemy, to pewien
punkt mapy (i tylko jeden) upadnie na ten punkt w terenie, ktéry wlasnie
przedstawia. To zupelnie jasne, a podobne twierdzenie jest prawdziwe i w bardzo
abstrakcyjnych przestrzeniach i w ,,duzych” artykulach tego numeru Delty jest
nazywane zasada Banacha.
Kazdy obroét plaszczyzny ma swoj $rodek, a przestrzeni — o§. Zatem na
obracajacej sie kuli sg zawsze dwa punkty, ktére nie poruszaja si¢. O§ obrotu
mozemy znalezé nawet wéwczas, gdy kula toczy si¢ catkiem bezladnie. Wprawdzie
moze si¢ ona tez zmienia¢, ale w kazdym momencie czasu jaka$ of jest.
W najszybciej nawet pedzacym pociagu sg punkty, ktére przez chwilg nie
poruszaja si¢. W kazdym momencie predkosé tego punktu kola wagonu, ktéry
styka si¢ z szyna, jest rowna zeru — za to gérny koniec toczy si¢ z podwéjng
predkoscia. Nie wierzycie? A jakie sa predkosci (wzgledem ziemi, oczywiscie)
gornej i dolnej czesei gasienicy jadacego czolgu? No tak, dolna czgsé lezy przez
pewien czas nieruchomo, za to gdy staje si¢ gérng, musi nadrabia¢ zaleglosci i biec
dwa razy szybciej niz caly czolg. I tak jest dla kazdej gasienicy: dhugiej, krotkiej
i takiej zupetnie, ale to zupelnie podobnej do kola tez.
Zerowa predkosé chwilowa ma siatkarz ,,zawieszony” w wyskoku nad siatka,
skoczek do wody w szczytowym punkcie swego lotu (zdjecie wyjdzie na pewno nie
poruszone), a nawet planety na niebie zatrzymujg si¢ na moment. No, tak
naprawde to nie, ale tak to widzimy z Ziemi, a przecieZ ruch jest wzglgdny.
Gdy wracamy szosa z Zakopanego do Krakowa, tuz za Rdzawkg pojawia sig¢
z prawej strony w dole Rabka. Po kilku minutach jazdy znéw widzimy ja po prawej
~ w dole, mniej wigcej w tym samym miejscu za oknem. A nieopodal Wieliczki
pociag objezdza gére ze stozkowym obeliskiem na szczycie i tez zabawne jest
obserwowac, ze obelisk przez dobrych kilka minut jest w tym samym miejscu
za oknem. ;
Styszeliécie o satelitach stacjonarnych, prawda? To taki sputnik, ktory obiega
Ziemig w 24 godziny, a Ze Ziemia tez kreci si¢ pod nim w tempie 1 obrét na 24
godziny, to widzimy go stale w tym samym punkcie nieba. Taki satelita musi
koniecznie wisie¢ nad réwnikiem, a nigdy nad punktem poza nim. Wyobrazmy
sobie, Ze ten satelita polaczony jest drabinka sznurowa z punktem, nad ktérym
si¢ stale znajduje. Po tej drabince wspina si¢ czlowiek. W ktérym punkcie zacznie
nic nie wazyé? Bo ,,na dole” wazy normalnie, a w satelicie juz nic. A mozZe bedzie
tracit wage stopniowo? Czy jezeli odwiazemy koniec drabinki przy satelicie, to
spadnie ona na Ziemig, czy nie?




Bumerang

Upuszczony swobodnie latawiec spadnie na ziemie niczym kartka papieru.

Jednak wystarczy ciagna¢ go w kierunku poziomym za sznurek i latawiec wzbije
si¢ pigknie w gore. Podobnie i samolot wznosi si¢ dzigki poziomemu napedowi
$migiet. Samolot stojacy na lotnisku jest niczym wiecej, jak tylko ciezka bryla
zelastwa. W obu wypadkach, na plaszczyzne wznoszacego sie latawca jak i na
skrzydta lecacego samolotu, dziala pewna sila skierowana do géry. Sita tego
rodzaju pojawia si¢ zawsze wtedy, gdy peWIen dosy¢ plaski przedmiot porusza sie
wzgledem powietrza (lub wody). Mo?cmy ja tatwo zaobserwowaé wystawiajac
dtoni przez okno rozpedzonégo pociagu i ustawiajac pod katem do kierunku
ruchu. Przy pewnym kacie nachylenia reka zacznie ,,fruwaé”.

Zrobi¢ latawiec to nic trudnego. Gorzej przedstawia si¢ sprawa z samolotem.
Przydalyby si¢ cho¢ same skrzydla. Polaczone w odpowiedni sposéb

pod katem nieco wigkszym od prostego tworza nic innego, jak zwykly

bumerang australijski, ktdry nie tylko pigknie lata, ale i potrafi wrécié do
rzucajacego. ;

Kto nie lubi majsterkowania, moze zrobié bez trudu bumerang innego typu —
czteroramienny. Potrzebne sa do tego dwie linijki o wypuklej gornej i plaskiej
dolnej powierzchni. Linijki taczymy na krzyz silng guma albo $1ubg z nakretka
i-‘bumerang gotéw. W 2adnym wypadku nie nalezy uzywa¢ linijek o metalowych
krawedziach. Przekonacie stc o tym obserwujac, jak gwattowny moze by¢ ruch
bumerangu.

Bumerangiem najleple} rzuca si¢ przy. bezwwtrzne} pogodzie. Gdy wieje staby
wiatr, nalezy ustawi¢ sig don twarza, obrdcié sig w prawo o 45° i rzucaé w tym
kierunku. Przy rzucie nalezy trzyma¢ bumerang prawie pionowo za koniec jednego
z ramion (dla bumerangu aurtralijskiego plaska strona od siebie), wziaé¢ zamach
zza glowy i rzuci¢ ruchem wirowym w kierunku horyzontu. Nie nalezy rzucaé
zbyt mocno. Przy ruchu bumerangu najwazniejsze jest bowiem owo wirowanie,

a nie sifa rzutu. Prawidtowe ustawienie plaszczyzny wirowania zalezy od wiatru

i rodzaju bumerangu. Czasem musi by¢ ona prawie pionowa, a czasem tizeba ja
odchyli¢ od pionu az o 45°. Przy zbyt silnym nachyleniu sita wznoszaca bumerang
staje sig¢ za duza, bumerang wznosi si¢ zbyt stromo i nastepnie nurkuje w dét

z takim impetem, Ze moze si¢ ztama¢ przy uderzeniu o ziemig. Podczas
prawidlowego lotu bumerang zatacza prawie poziome kolo. Po powrocie przewaznie
zawisa na moment w miejscu lub zatacza malg petle, po czym spada na ziemig.
Ruch wirowy bumerangu zapewnia stabilno$¢ jego lotu. Z tego samego powodu

R wirujacy bak nie przewraca si¢, a na poruszajacym si¢ rowerze znacznie tatwiej
utrzymac réwnowage niz na stojacym w miejscu. Plaszczyzna wirowania za kazdym
razem wykazuje wyrazna nieche¢ do zmiany. MoZna ja oczywiscie zmieniaé

»na sile”, ale i wtedy skutki sg raczej nieoczekiwane. I tak na przyklad pochylenie
krecacego si¢ baka nie powoduje jego upadku, lecz ruch osi baka po powierzchni
stozka. Inne tego typu do$wiadczenia mozna przeprowadzac z krecacym mq szybko
kolem rowerowym trzymarym za osie.

Podobne ZJaw:ska wywolane niejednakowa sita oporu pown:trza oraz sita
wznoszenia dzialajaca na rézne ramiona bumerangu (szybko$¢ ramion wzgledem
powietrza jest rézna, a oprécz tego jedno ramig odbija powietrze w kierunku
drugiego), powoduja, ze bumerang zatacza podczas lotu kolo, za$ plaszczyzna jego
wirowania z prawie pionowej staje si¢ prawie pozioma. Jest to bardzo szczgfliwa
okoliczno$é, gdyz pod koniec lotu ruch wirowy bumerangu jest juz stosunkowo
powolny i odpowiednio duza sile wznoszenia, dla utrzymania go w powietrzu,
zapewnia wlasnie poziome ustawienie plaszczyzny wirowania.

A dlaczego bumerangiem nie moze by¢ pojedyncza prosta linijka‘? Mozna to
zrozumieé dzigki nastqpumcemu doswiadczeniu. Ksigzke¢ zwigzang mocnym
sznurkiem rzucamy do gory. Ksigzka w locie moze wirowa¢ wokot jednej z trzech
osi. Wirowanie wokot ,,skrajnych” osi Jest stabilne, lecz

przy wirowaniu dokota ,,posredniej”” osi ksigzka kiwa si¢ na boki. Podobnie

i bumerang w ksztalcie banana czy tez krzyza wiruje stabilnie w ptaszczyZznie
wyznaczonej przez ramiona. Jednak w przypadku bumerangu prostego konkurujq
tu dwie prostopadte plaszczyzny i bumerang kiwa sig tracac swa sile wznoszenia.
Widaé¢ to zreszta przy bumerangowym rzucie pojedyncza linijka.

Obserwujac ruch réznych bumerangéw przy réznych sposobach rzucania mozna
zobaczy¢ wiele zadziwiajacych zjawisk. Nalezy jednak pamigtaé, Ze niektére
bumerangl lataja notorycznie Zle i nie daja si¢ naprawi¢ przez zmiang profilu
ramion. Wtedy trzeba zrobié¢ drugi bumerang — moze bedzie lepszy.

Malg Delte przygotowali: M. SZUREK i M. SWIECKI



Mo6wimy, 2e funkeja /R — R jest
diffeomorfizmem (niektbrzy pisza:
dyfeomorfizmem), jezeli jest wzajemnie
jed , roniczl Ina, jej p
jest ciagla i stale réina od zera. Pojeciem
diffeomorfizmu postugiwalisémy si¢ w, ,eseju
o pekaniu blony mydlanej” (Delta 5/1976).
Tematyka tamtego artykulu ma wiele

6l dnieniami opisywanymi obok.

L -'z

hened

Patrz artykuly M. Kuczmy i L. Gérniewicza.

Twierdzenie 0 wartosci §redniej méwi, ze jedeli
pewna funkcja s: R — R jest réiniczkowalna,
to jej wartosci w dwéch punktach x;, x2 e R
53 zwigzane wzorem

s =5 = (a—x) " o5 (@),

gdzie u jest pewnym punktem przedzialu
(x1, xa2).

Twierdzenie o wartodci $redniej (w odpowiednio -

zmodyfikowanej postaci) stosuje si¢ réwniez
do funkcji wielu zmiennych x,, x3, ..., Xa-

O odrecznym wykre$laniu funkcji y=x

Jerzy GERESZ

Wyobrazmy sobie, ze kto§ wrecza nam oldowek (ale nie daje nam linijki) i poleca wykresli¢

funkcje y = x w zadanym ukladzie wspoirzednych. Zadanie to sprowadza si¢ do wykreslenia

linii prostej, przechodzacej przez poczatek ukladu i nachylonej pod katem 45° do obydwu osi.

Przy ,,odrecznym’ wykre$laniu takiej funkcji efekt bedzie taki, jak na rysunku obok: wykres

nieuchronnie bedzie pokrzywiony. Ujmujac proces wykreslania ,,dynamicznie’” powiemy, ze

kierunek ruchu koficowki otowka roznit sig tu na ogoét od wlasciwego (tego pod katem 45°).

Jednakze patrzac na wykres z rysunku stwierdzamy, ze pomimo znieksztalcefi uwydatnia on szereg

specyficznych wlasnosci jakosciowych funkcji ¥ = x. Wykres ten przedstawia funkcje $cisle

rosnaca, ktora wzajemnie jednoznacznie odwzorowuje 0§ x na o$ y, czyli jest odwracalna; mozna

go uwazac za wykres funkcji gladkiej, odwrotna do ktorej jest rowniez gladka. Krotko mowiac —

proba odrecznego wykreslenia funkcji ¥ = x doprowadzila do wykreslenia pewnego diffeomorfizmu

osi X na of y. :

Sprobujmy wyrazi¢ w Scistych terminach powyzsze intuicje. Zaburzony wykres funkcji y = x

jest to wykres funkcji postaci y = x+s(x), gdzie czlon s(x) opisuje ,,zaburzenie’’. Odchylki
kierunku ruchu otéwka przy sporzadzaniu wykresu sa scharakteryzowane wartosciami pochodnej
ds

oo (x). Przedstawiony wyzej opis sugeruje nam, iz ma miejsce nastepujacy fakt matematyczny:
X 3

Funkcja postaci y = x+ s(x) dla s(x) o niezbyt duzych wartosciach pierwszej pochodnej jest
diffeomorfizmem zbioru liczb rzeczywistych na siebie.

Udowodnimy ten fakt.

Z elementarnych twierdzen rachunku rézniczkowego wiemy, ze funkcja odwrotna do funkgji
wszedzie rozniczkowalnej o niezerowych wartosciach pochodnej jest rowniez wszedzie
rézniczkowalna. Caly problem sprowadza si¢ wigc do wykazania wzajemniej jednoznacznosci
ds

. (x)
ze kazdej wartosci y odpowiada wowczas dokladnie jedno x spetniajgce rownosé x+ s(x) = y.
Otdz zauwazmy, ze roOwnanie x+s(x) = y mozna napisaé¢ w postaci x = y—s(x), a to z kolei
mozna zapisaé jako x = @,(x), gdzie symbol D,(x) oznacza y— s(x). Widzimy wigc, ze problem
jednoznacznej rozwiazalnodci rownania x+ s(x) = y jest rOwnoznaczny z problemem, czy dla
kaizdej wartosci y odpowiadajace jej odwzorowanie @,( - ) ma dokladnie jeden punkt staly.
Stwierdzilismy, Ze taka sytuacja ma miejsce dla odwzorowan zwezajgcych, Zastanbéwmy sig¢ wiec,
jakie warunki musza by¢ spelnione, by @,( - ) bylo zwezajace (w sensie metryki standardowej

w R!':[x—y]), czyli aby dla dowolnych x,, x, € R! i dla pewnego stalego k(0 < k < 1) zachodzilo

[Py (x1)— Dy(x2)] < klxy—xa].

jest wszedzie odpowiednio male. Konkretnie — trzeba wykazac,

funkcji y = x+s(x) gdy

Poniewaz @,(x) = y—s(x), mamy D,(x;)—B,y(x;) = y—s5(x1)—y+5(x2) = s(x3)—5(xy).
Widzimy zatem, ze odwzorowanie @,( - ) bedzie zwezajace wtedy i tylko wtedy, gdy zaburzenie s(- )
dla kazdej pary x;, x; spelnia warunek: -~ E

|5(x1)—5(x2)| < klx;—x2l.
Z twierdzenia o wartosci $redniej w rachunku roézniczkowym wiemy, ze warunek ten bedzie
ds :
spelniony, jezeli pochodna o (x) w zadnym punkcie nie bedzie co do modulu przekraczala

ustalonej wartosci k < 1.
Wykazali$my zatem podany wyzej fakt i uscisliliSmy prowizoryczne sformulowanie ,,przy

ds
niezbyt duzych wartoéciach pochodne;j’’: chodzi mianowicie o to, by wartoé¢ |-d;- (x)

purikcie nie przekraczala ustalonej liczby dodatniej k < 1.

Bystry Czytelnik powinien w tym miejscu skrzywi¢ si¢ z niesmakiem i zakrzyknac¢: > A c6z to
znowu za rewelacja! Jakie$ wyciaganie armaty na wrébla! Przeciez jesli s(x) ma wszgdzie pochodng
co do modulu $cisle mniejsza od jednoéci, to funkcja ¥ = x+ s(x) bedzie wzajemnie jednoznaczna
jako funkcja §ci$le rosngca (bo jej pochodna bedzie wszedzie dodatnia), i funkcja odwrotna do

niej tez bedzie miala wszedzie pochodna! I po co w to mieszaé jakie§ odwzorowania zwezajace! <€
Istotnie, gdyby zastosowania zasady Banacha mialy si¢ na tym zakoficzy¢, niewiele bylaby ona
warta. Ale spdjrzmy na przeprowadzone rozumowanie jeszcze raz.

Niech x oznacza teraz nie pojedyncza liczbe, ale caly ich zespol, tzn,

w zadnym

X = (X1,X2, X3, .00 Xu).



Napiszmy dowolng liczbe czterocyfrowa
byle nie 1111, 2222, 3333 itd. Z jej cyfr
utworzmy mozliwie najwieksza

Poszczegblne liczby x,, x2, x3, ... bedziemy nazywaé skladowymi obiektu x. Majac dwa takie
zespoly liczb mozemy okresli¢ ich dodawanie i odejmowanie

x+y = (x1+y1, X242, coes XntVn)
x=y = (X1=Y1,X23— Y2, cccs Xa—Vn).

i mozliwie najmniejsza liczbe: 9441 i 1449. Wreszcie symbol |x| mozemy zdefiniowaé jako

Odejmijmy je:
9441 — 1449 = 7992.
Zrébmy to samo jeszcze raz:
9972—-2799 = 7173
i dalej tak samo 7731 —1377 = 6354,
6543 — 3456 = 3087,
8730— 378 = 8352,
8532—2358 = 6174,
wreszcie 7641 — 1467 = 6174.
Mozna powiedzie¢: trafiliémy w punkt
. staly naszej procedury. Jezeli
wystartujemy z innej liczby, zawsze
predzej czy pOzZniej osiggniemy 6174.

INEDER 3
o e

|x1|+ |x:|+ [x3I+ e Ian, gdne lle j&st zwyklym modulem liczby Xi.

Dla dowolnych dwoch zespoléw n-liczbowych zachodzi nierownoéé |x+y| < x|+ [y|, dzigki czemu
funkcja d(x, y) zdefiniowana jako |x—y| jest dobrze okreélona metryka (odlegloscia) na zbiorze
wszystkich takich zespoléw n-liczbowych (ktory przyjelo si¢ oznacza¢ R").

Wyrazenie y = x+ s(x) bedziemy interpretowac tak: kazdemu zespolowi liczb x = (x;, x2, ..., Xa)
przyporzadkowujemy zesp6tl liczb w nastepujacy sposob:

Y= 01,22, ., ¥u) = (1 +851(x), x245,(x), ..., xn+-5'l(x))

5(x) = (5:(x), ..., sa(x)) oznacza tu teraz zesp6l funkcji rzeczywistych. Ot6z przy takiej
interpretacji symboli uzytych w przedstawionym wyzej rozumowaniu mozemy powiedzie¢ co
nastepuje:

Jezeli odwzorowanie przeprowadzajace przestrzefi R" w takq samg przestrzefi R® okreslone
wzorem ¥y = x (nazywa si¢ je odwzorowaniem tozsamoéciowym) niezbyt mocno zaburzymy
dodajac do kazdej jego i-tej skladowej funkcje s,(x;, x3, ..., x») 0 dostatecznie matych
wartosciach pochodnych, to otrzymamy odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne: kazdemu y
bedzie odpowiadalo tylko jedno x takie, ze y = x+ s(x). Bedzie istnialo wigc odwzorowanie don
odwrotne. Co wiecej, wszystkie skladowe tego odwrotnego odwzorowania beda funkcjami
rozniczkowalnymi wzgledem wszystkich x;, x,, ..., x.. Odwzorowania o takiej wlasnoéci
nazywajg si¢ w analizie diffeomorfizmami — do tej pory slowa tego uzywaliSmy tylko

w odniesieniu do funkcji jednej zmiennej. Wynik naszych rozwazan podsumujemy nastepujaco:
Odwzorowanie identyczno$ciowe przeprowadzajace przestrzefi R" w R" jest strukturalnie stabilne
w tym sensie, ze niezbyt duze jego zaburzenia nie s3 w stanie pozbawi¢ go wlasnoéci pozostania
diffeomorfizmem.

Tak rozumiana stabilnoé¢ odwzorowania identyczno$ciowego ma ogromne konsekwencje dla
analizy, bowiem jedno z podstawowych twierdzen tej dziedziny, tzn. twierdzenie o lokalnej
odwracalnosci odwzorowan, bardzo prosto sprowadza si¢ do kwestii odwracalno$ci odwzorowania
postaci y = x+s(x).

Zainteresowanych odsylamy do ksiazeczxi M. Spivaka > Analiza na rozmaitoéciach<, PWN,
Warszawa 1977, s. 46.

Christiaan Huygens (1629—1695) byl holenderskim fizykiem,
astronomem i matematykiem. Dziatal w Hadze i w Paryzu (w latach
1665—1681). _

W dziedzinie fizyki badal r6zne zagadnienia mechaniki, zajmowat
si¢ pomiarem czasu i skonstruowatl pierwszy zegar wahadlowy,
razem z R. Hooke’m wprowadzit stale punkty termometru
(topnienia lodu i wrzenia wody). Przede wszystkim jednak w stynnym
,,Traktacie o §wietle’’ (Traité de la lumiére, 1678) podatl zarys

falowej teorii $wiatla. Sformulowal zasade, zwang obecnie zasada
Huygensa, w mysl ktérej kazdy punkt osrodka, do ktoérego dochodzi
fala, staje si¢ Zrodlem nowych fal, tzw. fal elementarnych (w ofrodku
izotropowym — kulistych), ktorych obwiednia daje nowe polozenie
czola fali. Zasada ta wyjasnia szereg podstawowych zjawisk optycznych
(odbicie, zalamanie, dyfrakcje) i ma szerokie zastosowanie takze przy
opisie innych zjawisk falowych (np. powstawanie fali uderzeniowej

w ofrodkach cigglych).

W dziedzinie matematyki Huygens badal wlasnoéci réznych
krzywych, podal sposéb obliczania powierzchni bryt obrotowych

i napisal pierwszy podrecznik rachunku prawdopodobiefistwa.
Christiaan Huygens prowadzit takze réznorodne obserwacje
astronomiczne za pomoca skonstruowanego przez siebie teleskopu

z okularem achromatycznym, a w roku 1680 rozpoczat prace nad
konstrukgcjg ,,maszyny planetarnej’’ — prototypu wspolczesnego
planetarium.

Reprodukujemy znaczek z podobizng Ch. Huygensa wydany przez
poczte Holandii w roku 1928.

Jerzy BARTKE



O ,,podwéjnym”
pulsarze

1 efektach
relatywistycznych

Mgr Mieczystaw
PROSZYNSKI

towarzysz
~, . J e, )
h / \
! Sy
i />\SM | linia \
g T .
| \ °~_ | oapsyd |
\ \_ ot S/
s " )
/ ™~ r
ol S
PULSAR

perycentrum
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Rys. 2. Ruch linii apsyd.

1. ODKRYCIE

Historia ,,podwojnego’’ pulsara ma swoj poczatek w roku 1974, gdy dwaj astronomowie
amerykarnscy, R. A. Hulse i J. H. Taylor, rozpoczeli jedno z wielkich poszukiwan pulsarow.

W czasie tych lowéw, prowadzonych przy pomocy radioteleskopu i komputera, zauwazyli, ze
odstepy migdzy kolejnymi pulsami przychodzacymi z jednego z nowo odkrytych obiektow nie sa
stale, lecz zmieniaja sie cyklicznie, z okresem niecalych o$miu godzin. Byl to pulsar zwigzany

w ciasny uklad podwdjny z inna, niewidoczna gwiazdg. Otrzymat on symbol PSR 1913+ 16;
PSR jest skrotem slowa pulsar, a 1913 + 16 okresla jego polozenie na sferze niebieskiej. Oba
skladniki tego uktadu podwéjnego obiegaja si¢ w ciagu 7 godzin i 45 minut we wzajemnej
odleglosci w przyblizeniu rownej srednicy Storica. Odkrycia innych pulsaréw z towarzyszami
oczekiwano w czasie wszystkich pozniejszych ,,polowan na pulsary’’. Ostatnio znaleziono jeszcze
jeden taki uklad podwodjny. Tym razem jedno okrezenie trwa okoto 1700 dni. Od momentu
odkrycia skladniki przebiegly ledwie 1/3 pelnego okrazenia.

Ocenia sie, ze 60% gwiazd w Galaktyce jest zwiazanych w ukladach wielokrotnych (zlozonych

z dwoch lub wigcej gwiazd). Sposrod 323 znanych nam pulsarow tylko dwa maja towarzyszy.
Najwyrazniej wigc wolg one samotnos¢. Dzieje sie tak prawdopodobnie dlatego, ze uktady
podwojne, w ktorych jeden ze skladnikow przeszed! przez faze czerwonego olbrzyma i wybuchu
supernowej stajac si¢ gwiazda neutronowa, nie zapewniaja na ogél warunkow, by owa gwiazda
neutronowa mogla sta¢ si¢ pulsarem radiowym. Nawet mala ilo$¢ materii uciekajaca z atmosfery
aktywnego towarzysza i osadzajaca sie na gwieZzdzie neutronowej zanieczyszcza jej okolice na tyle,
by proces, w ktorym powstaje emisja radiowa, nie mogl zachodzi¢. Wro¢my jednak do PSR
1913+ 16. Badajac odstepy miedzy poszczegbinymi pulsami przychodzacymi z PSR 1913+ 16
mozna bardzo dokladnie okreéli¢ ksztalt orbity, po ktorej krazy on wokoét srodka masy ukladu
pulsar + towarzysz. Podczas swego ruchu orbitalnego pulsar to przybliza si¢ nieco do Ziemi,

to oddala. Odstepy migdzy odbieranymi pulsami sg krotsze, gdy pulsar w momencie ich wyslania
poruszatl si¢ ku nam, a diuisze, gdy poruszal sie od nas. Jest to efekt Dopplera. I cho¢ odleglosci
do pulsara nie umiemy wyznaczy¢ zbyt dokladnie (wynosi ona okolo 6,2 kpc czyli 1,9 x 107 km),
Jjej okresowe zmiany mierzy si¢ dzisiaj z dokladnoscig do 15 km! §

Juz z pierwszych pomiaréw wyniklo, ze PSR 1913+ 16 porusza si¢ po elipsie bardzo

splaszczonej o dluzszej osi w przyblizeniu rownej srednicy Slofica. Gdyby gwiazda-towarzysz
byla gwiazda duzg, to pulsar w trakcie swego ruchu orbitalnego powinien na pewien czas chowaé
si¢ za nig. A poniewaz zadnych pulséw nie brakuje (czyli nie ma zaémien pulsara), wnioskujemy,
iz drugi skladnik systemu ma niewielkie rozmiary, czyli jest gwiazda gesta. Najprawdopodobniej
jest to rowniez gwiazda neutronowa. Dopuszczalnymi kandydatami sg jeszcze: gwiazda helowa
lub szybko wirujacy bialy karzel, poczatkowo brano rowniez pod uwage czarna dziure.

2. LABORATORIUM DO BADANIA EFEKTOW RELATYWISTYCZNYCH

Jednym z trzech slynnych eksperymentalnych testéw ogolnej teorii wzglednosci byl ruch peryhelium
Merkurego. Elipsa, po ktorej Merkury krazy woko! Slofica, zmienia powoli orientacj¢ swych

osi — obraca sie. Jej dluzsza 0§, zwana linig apsyd, w ciagu kazdych stu lat przesuwa si¢ o kat
1142 = 0,31722°. Z tego 1099 mozna wyjasni¢ wplywem innych planet (korzystajac z teorii
grawitacji Newtona). Obrét o pozostale 43", a dokladniej o 43" +0,4”, wytlumaczyt dopiero
Albert Einstein przy pomocy swojej teorii wzglednosci.

Podobny efekt — tyle, ze kilkadziesiat tysigcy razy silniejszy — powinien wystapic¢ takze

w wypadku naszego ,,podwéjnego’ pulsara. Przychodzace pulsy pozwalajg bardzo dokladnie
wyznaczy¢ wszelkie zmiany orbity. Jesli drugi skladnik ukladu podwojnego jest gwiazda
neutronows, to trudno marzy¢ o lepszym laboratorium do badania efektéw relatywistycznych

i testowania teorii grawitacji. Gdyby jednak byl to bialy karzel Jub gwiazda helowa, a wigc

ciala o rozmiarach znacznie wigkszych od gwiazdy neutronowej, to efekty relatywistyczne
mieszalyby si¢ z dodatkowymi efektami klasycznymi. ,,Relatywistyczny’” obrét elipsy sumowalby
si¢ z ,,klasycznym’’ obrotem wynikajacym z odksztalcei powierzchni gwiazdy-towarzysza badz
to przez pole grawitacyjne pulsara (fale plywowe — w wypadku gwiazdy helowej), badz to przez
szybka rotacje (elipsoida obrotowa zamiast kuli — w wypadku bialego karla).

3. FALE GRAWITACYINE?

Dzisiaj, po szesciu latach obserwacji prowadzonych w tym niezwyklym laboratorium, prawie
wszystko wskazuje na to, iz drugi skladnik jest rowniez gwiazda neutronowa. Zakltadajac,
ze tak rzeczywiscie jest, mozna okre§li¢ masy obu gwiazd — pulsara i towarzysza. Wynosz3 one
odpowiednio 1,3 i 1,5 masy Slofica. Bylby to pierwszy bezposredni pomiar masy gwiazdy
neutronowej.

I wreszcie najwazniejsze: w ciggu tych pieciu lat stwierdzono, ze oprocz przewidywanego obrotu

elipsy (pomiar dat tu 4,226° na rok), zmieniaja sie roéwniez jej rozmiary. Elipsa si¢ kurczy;

pulsar i jego towarzysz powoli spadaja na siebie. Oznacza to zmniejszanie si¢ energii
mechanicznej ukladu, Jeéli drugi skladnik jest gwiazda neutronowa, to jedynym wytlumaczeniem
jest ucieczka energii na zewnatrz, poza uklad, w postaci fal grawitacyjnych. Fal tych, o ktérych
istnieniu Einstein byl przekonany juz w roku 1913, na dwa lata przed ostatecznym
sformulowaniem ogolnej teorii wzglednosci, bez skutku poszukiwano w ciggu ostatnich
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Rozwigzanie zadania F80
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dwudziestu lat. Tlo$¢ energii ,,zgubionej’’ przez nasz uklad podwojny zgadza sie niele z tym,
czego w teorii Einsteina oczekuje si¢ dla takiej pary gwiazd i takiej orbity. Inne, konkurencyjne
teorie grawitacji, ktore przewiduja w tym wypadku znacznie szybszg ucieczke energii, zostalyby
wiec praktycznie obalone, a ogolna teoria wzglednos$ci, najprostsza ze wszystkich teorii gmw;tacjl
uwazanych do tej pory za zgodne z doSwiadczeniem, okazalaby si¢ najlepsza.

Tu trzeba dodac, ze nie wszyscy relatywisci zgadzaja sie co do tego, ile dokladnie energii
powinno wyciec z takiego ukladu podwojnego. Rozbieznosci te wynikaja z réznych przyblizen
czynionych przez nich w trakcie rachunkéw. Przyblizenia zas sg nieuniknione, bez nich problemu
nie da sie w ogole rozwigzaé. Gdyby pigtnascie lat temu, kiedy nie wiedziano jeszcze o istnieniu
pulsaréw, a gwiazdy neutronowe ,,istnialy tylko na papierze”, ktokolwiek powiedzial relatywistom,
ze doktadnos¢ ich rachunkow mozna b@dzm jeszcze za ich zycia sprawdza¢ w laboratorium..

po prostu nie uwierzyliby!

To zas, czy uklad podwojny z PSR 1913+ 16 jest tym wymarzonym laboratorium, wyjasni si¢

w ciagu kilku najblizszych lat.

Letnie gwiazdozbiory coraz wczesniej zachodza, a wysoko na niebie goruja
konstelacje jesienne — charakterystyczny prostokat Pegaza i na poludnie od niego
Wodnik (Aquarius, Agr). Jest to najlepszy okres do obserwacji dwdch
najpigkniejszych mglawic planetarnych na naszym niebie — wielkiej mglawicy
planetarnej (NGC 7293) w gwiazdozbiorze Wodnika nazywanej czesto Mglawica
Helikalng i mglawicy planetarnej w Lutni (M 57) nazywanej Mglawica
Pierscieniowa. Mglawice te uzyskatly nazwe ,,planetarne”, poniewaz ich wyglad
czasami bardzo przypomina tarcze duzych planet. Pierwszym obserwatorom nieba
uzywajacym lunet czesto wydawalo sig, ze odkryli planete, jednak stwierdziwszy,
ze obiekty te sg ,,nieruchome” i ,,gazowe”, nadali im nazwe mglawic
planetarnych.

Mglawica w Wodniku jest uwazana za najwigkszy i najblizszy obiekt tego typu.,
Ma rozmiary 12’ x 16’, czyli zajmuje prawie pét szerokoscei Ksigzyca. Pomimo
duzych rozmiaréw jest ona staba 1 ma niewielkg jasno§é powierzchniows. Nie
wida¢ jej golym okiem, jednak juz przez lornetke widoczna jest jako duza mglista
plama stabo wyrdzaiajaca si¢ na tle nieba. Druga ze wspomnianych mgtawic, M 57,
jest niestety widoczna tylko przez wigksze teleskopy. Wszystkie znane nam podobne
obiekty (a jest ich w naszych katalogach ponad 700) sa to mniej wiecej kuliste
otoczki z bardzo rzadkiego gazu, w ktérych centrum znajduje si¢ bardzo goracy,
niebieski zdegenerowany karzel o temperaturze powierzchni czgsto
przewyzszajacej 100000 K. Jest on genetycznie zwigzany z mglawica, co widaé po
zbadaniu predkosci gazu. Okazuje sig, ze wszystkie mglawice sa ekspandujacymi
otoczkami gwiazd centralnych. Predkosci rozchodzenia si¢ wynosza 10—50 km/s,
$rednice od % do 1 pc, z czego mozna wyznaczyé Sredni wiek mglawicy —
10—20 tysigcy lat. Masa calej wyrzuconej otoczki rozrzucona jest z niewielkg
dyspersja wokot Sredniej wartosci 0,1 Mg.

Mechanizm powstawania mglawic planetarnych nie zostal poznany do kofica,
ale w ogélnym zarysie wyobrazamy go sobie nast¢gpujaco. Gwiazda o masie
1—4 Mg, ktdéra w trakcie ewolucji wypalita w jadrze hel, staje si¢ bardzo
rozdgtym olbrzymem, w ktérego $rodku znajduje si¢ skurczone jadro weglowe,
a wokot niego w cienkich warstwach pali si¢ hel i woddr. Otoczka takiego
czerwonego olbrzyma jest tak rozdeta, ze w wymku pewnych niestabilnosci moze
odplynaé w przestrzen, a jadro zupelnie tego nie odczuje, stajac sig po milionach
lat stygnagcym bialym karlem. Lecz zanim to nastapi, przez tysigclecia o§wietla¢
bedzie ono odplywajacg owcqu, tworzac piekny efekt mglawicy planetarne;.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Jak latwo zauwazy¢, prostym wnioskiem z twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych
(p. artykuly J. Geresza, M. E. Kuczmy i L. Gorniewicza) jest

Kazde podobienstwo nie bedqce izometrig ma punkt staly.

Czy latwo? No bo, ze podobienstwo ,,zmniejszajace’” musi mie¢ punkt staly to widaé, ale
,,Zwickszajace’>? W przypadku ,,zwickszajacego’’ podobieristwa ¢ zauwazamy, ze przeksztalcenie
odwrotne g~ jest podobiefistwem ,,zmniejszajacym’” i ma wobec tego punkt staly, powiedzmy A.
I rachujemy

pl(A4) = 4,
a wiec o(p~'(2) = p(4),

a o to chodzito.
Wywnioskowac stad mozna, ze na plaszczyZnie kazde podobiefistwo nie bedace izometria to
podobienstwo spiralne (czyli zlozenie jednokladnosci i obrotu o tym samym $rodku) lub
odbicie dylatacyjne (czyli zlozenie jednokladnosci i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez
srodek jednokladnosci).
Zauwazmy najpierw, ze jezeli podobienistwa @ i ¢’ tak samo przeksztalcaja (rozne)
punkty A i B, to albo ¢ = ¢’, albo ¢’ jest zlozeniem ¢ i symetrii wzgledem prostej p(A4) ¢(B), &
wida¢ z rysunku. A wniosek stad taki, ze podobienstwo, o ktorym wiemy czy zmienia orientacjg
figur, czy nie, jest jednoznacznie okreslone przez swoje wartosci w dwoch punktach.
Wezmy pod uwagg podobienistwo nie bedgce izometrig i jego punkt staly 4 oraz inny
punkt B, ktory jest przeksztalcany na B’. Wykonajmy jednokladnos¢ o srodku A i stosunku
AB’

4B’
ktora przeprowadzi B na B”. Teraz, jesli podobiefistwo nie zmienia orientacji, wystarczy
zlozy¢ te jednokiadnoéé z obrotem wzgledem A4 o ¥ B”AB’ (podobienistwo spiralne), a jesli
zmienia — z symetrig wzgledem dwusiecznej tego kata (odbicie dylatacyjne).
A teraz zadanie dla Czytelnikow.
Znajdowanie punktu statego w my$l dowodu Banacha jest nieefektywne — jesli nie trafimy
przypadkiem na punkt staly podobienistwa g, to jest on granica ciagu punktow

P, 9(P), pp(P), ppp(P), ...,
gdzie P jest dowolnym punktem.
Majac dane punkty A4, B oraz ¢(4), ¢(B), gdzie ¢ jest podobiefistwem spiralnym, mozemy
znaleZ¢ konstrukcyjnie punkt staly tego podobieristwa nast¢pujaca metoda:
Niech C bedzie punktem przecigcia prostych AB i ¢(4)@(B). Poprowadzmy okregi przez A,
@(A) i C, oraz przez B, ¢(B) i C. Ich rézny od C punkt przecigcia (lub C — gdy sa styczne) to
wiaénie szukany punkt staly (dlaczego?).
No, a jeéli ¢ jest odbiciem dylatacyjnym? To wlaénie jest zapowiedziane zadanie.

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 235. Pewne pola szachownicy zamalowano tak, ze krol nie moze przej$¢ od lewego do
prawego jej brzegu po polach zamalowanych. Udowodnié, ze po nie zamalowanych polach moze
od gornego do dolnego brzegu szachownicy przejs¢ wieza.

Rozwiazanie na str. 5

M 236. Z kwadratu [0,1]x [0,1] zrobiono szachownicg o n? polach. Niech F,, F, beda
dowolnymi przeksztalceniami tego kwadratu w odcinek [0,1]. Oznaczamy F(x) = (Fy(x), F2(x)).
Wykazad, ze istnieja cztery punkty p, g, r, s lezace w jednym polu szachownicy i takie, ze

Fi(p) < p1, Fi(q) = g1, F2(r) < r2 i Fa(s) = 5,. Wskazéwka: patrz M 235.

Rozwigzanie na str. 3 :

M 237. Udowodnié twierdzenie Brouwera: Jezeli F jest przeksztalceniem cigglym domknietego
kwadratu w siebie, to istnieje punkt x taki, ze F(x) = x. Wskazoéwka: patrz M 236.
Rozwiazanie na str. 1

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 80. Kazdy spoéréd N punktéw polaczony jest z pozostalymi za pomoca identycznych
opornikoéw o oporze R. ZnaleZ¢ opor zastepezy takiego ukladu.
Rozwigzanie na str, 15 (T. Tratkiewicz)
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THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA HA HLHL..

W zwigzku z listem czytelnika AW/3 9035
/IBT - NR 7/80/, ktéry insynuuje nam
przerdzne paskudztwa twierdzge, i% cia-
to kolegialne reprezentuje intelektu-
alnie iloczyn intelektdw poszeczegdlnych
czlonkéw, przytaczamy nie bez przyjem-
nofci argument nasgzego szanownego kole-
g1 2 brojlerni w Koilu Nadodrzarskim.
w1710 ' = 1/ 10 000 COO COO! Wasz
gstatni korespondent wnidést na pewno
awojg cenng 1/1000 do wielu Komitetdw.
Je te: nie mozna trzymaé takich z dala
od druku"

PX 179 /y

Magister Pirozynski opowiada

Chciatbym si¢ przedstawi¢ Wam, drodzy Czytelnicy Delty. Nazywam si¢ mgr Pirozyniski i mam
wyzsze wyksztalcenie. Moje trzy najwigksze pasje to wedkowanie, zestawianie statystyk
pitkarskich i metodologia nauk scistych. Od czasu do czasu bede dzielil sie z Wami swymi
refleksjami. Ot6z lektura artykutéw dr M. E. Kuczmy z nr 6—8/1980 przypomniala mi
bezsensowne wysitki obliczania coraz to dluzszych rozwinieé¢ dziesietnych n. Ten bezsens trudu

pokolen matematykow pigknie demaskuje autor listu zamieszczonego w angielskiej Western Morning

News (2.VI1.1947). Zachowal mi si¢ ten numer, bo ja nigdy nic nie wyrzucam. Cytuje:
Zalezno$é¢ miedzy polem kola a polem opisanego na nim kwadratu jest liniowa i w przyblizeniu
da si¢ wyrazi¢ wzorem Skota = 0,7854 - Skwadratu. Matematycy od wiekdéw biedzq sie nad

m
znajdowaniem dalszych cyfr tego wspdlczynnika proporcjonalnosci (réwnego T) Proponuje aby

teraz do akcji wkroczyli fizycy i okreslili pewne standardowe kolo (i w przestrzeni — kule),

z ktorych mozna by otrzymaé wszystkie inne. tak jak z linii, cali i stdp sq zlozone jardy i mile.
Przyjelibysmy, ze pole takiego standardowego kola jest rowne, powiedzmy, 0,7854 pola opisanego
na nim kwadratu; podobnie jak to robimy przy przeliczaniu naszych miar na panujgcy na
kontynencie system metryczny. Stosunek pola kola do pola kwadratu bedzie latwq do
zapamietania liczbg i problem kwadratury kola sam sie rozwigze.

Sadze, ze teraz, w latach osiemdziesiatych, matematycy juz dojrzeli do tego, by postapic¢
wedlug tej rady sprzed 33 lat. Dla komputera wszystkie liczby sa w gruncie rzeczy i tak
wymierne. A ja na razie ucze sie pierwszych stu cyfr rozwiniecia m:

= 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944 59230 78164
06286 20899 86280 34825 34211 70679 ...

Nie podobaja mi sig¢ stwarzane do tego wierszyki w rodzaju ku¢ i ora¢. Wolg uniwersalny

sposob Richarda Greya, bodajze z 1856 roku. Kazdg liczbg mozna stosunkowo latwo zapamietaé,

jezeli uzyjemy nastepujacego klucza

bdtfls pknz
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A wigc n = tafaloudsutuknoint.., lub ibobunesutleinotetkos... Oto i wiem i pomne doskonale!
A w roku dyzy na pewno wszyscy bedziemy musieli postugiwac si¢ takim czy podobnym
kodem, tak wiele liczb bedzie do zapamietania.

W zwiazku z cyframi n przypomniato mi sig, ze niektérzy ludzie sa zupetnie glupi.

W XIX wieku Shanks wyliczyt 724 (pef) cyfry rozwiniecia &, a w 1948 Fergusson az 810

(eiby). Te dwa obliczenia roznily sie od 528 (lek) miejsca. Zauwazono, ze wérod 700 (pyz)

cyfr Shanksa siodemka pojawia sie tylko 51 (ub) razy — a ,,powinna” ok. 70. Obliczenia
Fergussona nie wykazywaly tej osobliwosci. Przez krotki czas matematycy (przynajmniej ci,
ktérych to obchodzito) podzielili sig na dwa obozy. Jedni uwazaii, Ze racj¢ ma Shanks (solidna
dziewietnastowieczna robota) i ze nie takie jeszcze wyjatkowe wlasno$ci ma magiczna
siddemka; gdyby to chodzilo np. o tréjke, pewnie nie zwrociliby uwagi. Drudzy wierzyli,

ze w cyfrach rozwiniecia 7 musi by¢ wszystkiego po réwno (co dla mnie jest zupelnie
oczywiste i nie rozumiem, po co ten caly spér), no i rzeczywiscie rychlo okazalo sig,

ze Fergusson liczyt lepiej, co ja wiedzialem od poczatku. A w ogoéle, to matematycy sa czasami
jak dzieci.

Widzialem w starym (18.VIII.1948) Punch-u taki wierszyk

Science is wonderful

It must amuse a mathematician

Taking up his position

On the sort of weighing machine

We've all seen

To reflect that its internal stress

BN l/ 2AP+O)(*+a}) +Gy?
s2(2(P+Q)a+ Gs))

ktory potem uroczo przerobit Julian Tuwim:

Dlaczego sobie Pani ze mnie kpi,
Cierpieniom moim niech nadejdzie kres,
Sila mojej mitosci rowna sig =
Pomnozone przez ...
Tak, tak, ja tez doSwiadczylem kpin ze strony ukochanej...
Wracam do mojej 7. Zadanie na dzisiaj: nauczy¢ si¢ od 43 do 51 cyfry.
Wasz
mgr 7-p-Zyfski

17



