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18 czerwca zmarl nagle na serce w'wieku 84 lat jeden z najwiekszych polskich
uczonych tego stulecia, wielki matematyk, profesor Kazimielz Kuratowski.
Dzieki swoim znakomitym osiagnieciom naukowym byl znany na calym swiecie;
dzieki madrosci, dobroci, zyczliwosci i wielkiej kulturze byl szanowany i kochany
przez wspólpracowników i uczniów; dzieki oddaniu sprawie matematyki polskiej
i niezwyklym talentom organizacyjnym byl jednym z tych, którzy przyczynili sie
najbardziej do wspanialego rozkwitu polskiej szkoly matematycznej w latach
miedzywojennych i, pózniej, do podniesienia jej z gruzów.

Glównym przedmiotem jego badan byla topologia, stosunkowo mloda galaz
matematyki zajmujaca sie - mówiac najogólniej - badaniem wlasnosci
rozmaitych p~estrzeni, od przestrzeni trójwymiarowej, w której zyjemy, przez jej
odpowiedniki wyzszych wymiarów z nieskonczonym wlacznie, az do calkiem
abstrakcyjnych przestrzeni, które pojawiaja sie w rozmaitych rozwazaniach
matematycznych. Profesor Kuratowski poswiecil topologii blisko 200 prac
naukowych i wielka, dwutomowa, napisana po francusku monografie - synteze
Topologie; dzielo' to, tlumaczone na kilka jezyków, ulepszane i uzupelniane
w kolejnych wydaniach, jest od blisko czterdziestu lat podstawa ksiegozbiolu
kazdego topologa.

W swoich pracach wprowadzal nowe.p0jecia, przedstawial nowe metcdy, podawal
nowe twierdzenia. W pracy doktorskiej, oglcszonej w roku 1922, podal slynna .
aksjomatyke przestrzeni topologicznych przyjmujaca jako pojecie pierwotne
operacje domkniecia zbioru; rozstrzygnal w ten sposób ostatecznie, co powinny
znaczyc slowa przestrzen topologiczna. Byl jednym z tWÓIców i propagatorów
tzw. metody kategorii, polegajacej na dowodzeniu istnienia w danej klasie
obiektów matematycznych pewnych obiektów osobliwych (jak'np. funkcja ciagla
nie majaca w zadnym punkcie pochodnej) przez traktowanie calej klasy jako
przestrzeni topologicznej. Nie sposób wyliczyc tutaj nawet najwazniejszych z jego
znakomitych twierdzen, które dotycza m.in. budowy continuów, wlasnosci miar,
hierarchii zbiorów borelowskich oraz istnienia selektorów. Niech jedno,
szczególnie piekne i proste, ale bynajmniej nie latwe, posluzy jako przyklad.

Twierdzenie Kuratowskiego: Jezeli krzywa lokalnie spójna zawiera jedynie
skonczenie wiele krzywych za'llknietych (tj; krzywych homeomorficznych
z okregiem) i jest niesplaszczalna (tj. 'nie mozna jej przeksztalcic homeomorficznie
na podzbiór plaszczyzny), to wtedy musi ona zawierac podzbiór homeomorficzny
z jedna z dwu nastepujacych krzywych niesplaszczalnych:

Definicje wystepujacych tu terminów mozna zna1ezc w ksiazce K. Kuratowskiego Wstep do teorii mnogosci I topologII, '

wydanie ósme, Warszawa 1980, albo w ksiazce popularnonaukowej A. Lelka; Zbiory, Warszawa 1966.
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Nie istnieje punkt, z którego widac
równoczesnie bok BC, DE i AF. Kazda
pare boków mozna widziec w calosci
z pewnego punktu wewnatrz ABCDEF
(dlaczego)?
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roli intuicji i. teorii w rozwoju biologii­
.Grzegorz Mendel

Prof. dr Wladyslaw J. H. KUN/CKl-GOLDF/NGER!
czlonek korespondent PAN

Zyjemy w dziwnych czasach. Eksplozywnie postepujaca rewolucja naukowo-techniczna
zasypuje nas nowymi faktami, nowymi osiagnieciami technicznymi, splywa' na nas lawina
informacji - waznych, mniej waznych i zupelnie niewaznych. A jednoczesnie konsumpcyjny
model naszego zycia kaze nam gromadzic wszystko bez wyboru: nowe wyroby i urzadzenia,
nie zawsze niezbedne; nowe podróze i wycieczki, których celem nie jest poznanie czegos, ale
"zaliczenie" modnej miejscowosci czy kraju; nowe informacje - nie wybierane swiadomie,
ale docierajace do nas bez naszego wyboru, z wszechobecnych "publikatorów". W natloku
wrazen i pseudo~n, w pospiechu i gonitwie za uzyskaniem jeszcze czegos, co nam zreszta
czesto jest calkiem niepotrzebne - gubimy perspektywe, zdolnosc do refleksji i oceny.

Dotyczy to równiez naszych zapatrywan na nau~e i jej rozwój. Zdaje sie nam, ze liczni naukowcy
zbieraja obserwacje, robia eksperymenty, a potem z prostej ich sumacji tworzy sie nauka.
Czy tak jest naprawde? Zastanówmy sie nad tym, jako przyklad biorac rozwój nauki juz dzis
rewolucjonizujacej nasze zycie, nauki przyszlosci - genetyki.

Genetyka, formalnie rzecz biorac, konczy w tym roku 80 lat zycia. Ale podstawowa koncepcja
tej dyscypliny zostala sformulowana juz przed 114 laty, 34 lata za wczesnie, by mogla zostac
zaakceptowana i wchlonieta przez nauke.

Dziedziczenie cech przez potomstwo znane bylo czlowiekowi od bardzo dawna. Racjonalnie
wytlumaczyc zjawisko dziedziczenia bylo jednak trudno. Starozytni Grecy sadzili, ze plód
powstaje przez koagulacje krwi matki przez nasienie ojca. Stad wnioskowano, ze cechy
dziedziczy sie przez krew. Slady tego dawnego pogladu odnajdujemy i dzis w takich
sformulowaniach, jak "kon czystej krwi angielskiej", "blekitna krew", "pólkrwi Arab" itd.

Z czasem zdano sobie sprawe, ze to nie krew jest nosicielem cech dziedzicznych. Szukajac
wyjasnien, stworzono koncepcje pangenezy. Twórca jej, Maupertuis, w polowie XVIII w.

wysunal przypuszczenie, ze w rozwijajacym sie jaju gromadza sie jakies "czastki" pochodzace
z kazdej czesci organizmu i zapewniajace odtworzenie takiego samego organizmu potomnego.
Koncepcje te przyjal 'm.in. sam Karol Darwin, uwazajac, ze czastki takie, wytwarzane przez
kazda komórke, wedruja do gamet, warunkujac odtwarzanie podobnych struktur i funkcji.
Jednoczesnie wierzono jednak, ze dziedzicza sie cechy nabyte, tj. te, które pojawiaja sie

w doroslym organizmie pod wplywem róznych czynników zewnetrznych. Tak sadzil jeden
z pierwszych ewolucjonistów, Lamarck, a i Darwin nie byl przekonany d nieslusznosci taJ.c.iego
zapatrywania. Wiara w dziedziczenie cech nabytych nie oslabiala jednak przekonania,
ze podstawowe cechy potomstwo dziedziczy po swoich rodzicach. Przekonanie to lezalo
zreszta u podstaw wszelkich zabiegów hodowlanych, zmierzajacych do otrzymania lepszych,
bardziej przydatnych ras zwierzat hodowlanych i roslin uprawnych. Zabiegi te wykonywal juz

czlowiek w czasie rewolucji neolitycznej, okolo 8 do 10 tysiecy lat temu, gdy udomowiono
najwazniejsze zwierzeta hodowlane i zaczeto uprawiac zboza, jarzyny i owoce. Dzialjlnie to
mialo jednak charakter czysto empiryczny, nie opierajac sie na ;Zadnej ogólnej wyjasniajacej
konCepcji. Nawet zorganizowana dzialalnosc 'selekcyjna hodowców angielskich w XVIII
i poczatkach XIX w., lub wyhodowanie buraka cukrowego przez francuska firme
Vilmorin-Andrieux et Cie za czasów Napoleona, mialy taki empiryczny charakter.

Rewolucyjna koncepcje tworzaca podstawe genetyki, nauki o dziedziczeniu, stworzyl w 1866 r.
Grzegorz Mendel, choc realnych skutków ta rewolucyjna mysl nie wywarla. Czas jeszcze nie
dojrzal do przyjecia koncepcji wyprzedzajacej go o bezmala pól stulecia. Potomstwo nigdy
nie jest zupelnie podobne do rodziców. Dostrzega sie w nim pewna zmiennoSC. Zmiennosc
te odczytywano jako ciagla i ilosciowa. Wzrost, barwa siersci, skóry, oczu, wlosów, ogólna

budowa ciala, zmi~ sie w potomstwie w sposób ciagly; pomiedzy poszczególnymi
.osobnikami notowano nie ostre róznice, lecz stopniowe zmiany. Analiza tego rodzaju
zbiorczych cech, wykazujacych nieprzerwany szereg stanów przejsciowych, jest bardzo trudna,
a sposób ich dziedziczenia wlasciwie nie do rozwiklania. Obserwowano wprawdzie tez cechy
majace wlasciwosci jakosciowe. Byly to pewne anomalie dziedziczne. Tak wi~ w polowie
XVIII w. Maupertuis. RcaJnur i Bonnet zauwazyli, ze anomalia, polegajaca na wystepowaniu
dodatkowego, szóstego palca u dloni, dziedziczy sie tylko w pewnych rodzinach. Pod koniec
xvm w. Lort opisal slepote na barwy. a wkrótce potem, w 1794 r:, fizyk, chemik i biolog,
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John Dalton wybzal, ze anomalia ta wystepuje jedynie u mezczyzn, a dziedziczy sie tylko
za posred,nictwem matki. Anomalie te dzis nazywamy daltonizmem. W polowie xrx w.
ksiadz Jan Dzierzoó, z zamilowania pszczelarz o duzych osiagnieciach naukowych (byl

doktorem honoris causa Uniwersytetu w Monachium), opisal wyniki krzyzowania pszczól
rasy wloskiej i niemieckiej. Stwierdzil on, ze trutnie z takiej krzyzówki nigdy nie sa
mieszancami; polowa z nich jest rasy wloskiej: polowa - rasy niemieckiej. Sam Dzierzoó. ~
napisal: "jakby naturze trudno bylo polaczyc oba gatunki w jedna rase". Byly to jednak
tylko oderwane obserwacje, nie ujete w zaden koherentny racjonalny system.

Dla jasnosci obrazu powiedzmy jak wó~czas wygladal stan wiedzy biologicznej. Wiedziano
juz wówczas, w wyniku badan Mirbela, Lamarcka, Dutrochet, Browna, Schultzego i Schwanna,
ze organizmy zbudowane sa z komórek zawierajacych protoplazme z umies~zonym w srodku
jadrem. Ale o tym, ze jadro komórkowe zwiazane jest z dziedziczeniem cech nie wiedziano nic.
Dopiero w 1866 r., w roku ogloszenia przez Mendla pracy przedstawiajacej rezultaty co najmniej
osmioletnich badan, Haeckel oglosil hipoteze, wiazaca jadro ze zjawiskami dziedziczenia.

Byla to jednak wówczas tylko teoretyczna hipoteza. Eksperymentalne jej potwierdzenie
przyszlo znacznie pózniej. Dopiero w 1875 r. Hertwig opisal zaplodnienie jaja przez plemnik,
a w tym samym roku polski badacz Strasburger, opisal chromosomy, którym obecna nazwe

nadal 13 lat pózniej Waldayer. W 1879 r. Flemming dal opis podzialu jadra, dzis nazywanego
mitoza, a w 1883 r. van Beneden, badajac rozwój jaj (oogeneze) i plemników (spermatogeneze)
u glisty ludzkiej, Ascaris, wykryl podzial redukcyjny jadra, mejoze, w czasie którego
powstaja gamety o liczbie chromosomów o polowe mniejszej niz w komórkach somatycznych
organizmu. W czasach Mendla wiadomosci z biochemii komórki byly jeszcze skromniejsze.

Wprawdzie bialka wykryl Mulder juz w 1839 r., ale ich budowe i charakter wieloczasteczkowy
rozpoznano dopiero w XX w. Kwasy nukleinowe opisali Miescher i Kossel w latach
siedemdziesiatych ubieglego wkku, ale na poznanie ich struktury i funkcji trzeba bylo
nastepnych 70 lat.

Wiemy juz zatem, co Mendel mógl wiedziec, a czego znac nie mógl, bo wykryte zostalo wiele
lat po jego pracy. I choc Mendel z ówczesnym stanem biologii byl na pewno dobrze
zaznajomiony, studiowal bowiem przez dwa lata przyrode i matematyke na Uniwersytecie

Wiedeóskim i byl w stalym kontakcie z zyciem naukowym, znajomosc ta byla tak znikoma,
ze dla opracowania jego koncepcji nie mogla byc przydatna. Ciagle tu' mówimy o koncepcji
Mendla, ale nie wyjasniliSlily na czym ona polega. Wyjasnienie to zaczniemy nie od samej
koncepcji, a od doswiadczen za pomoca których Mendel ja uzasadnial.

Jako obiekt doswiadczalny wybral on groch. Jest to roslina samopylna. Hodujac groch przez
wieIe lat, otrzymal linie stabilne, odznaczajace sie jakosciowymi, stalymi cecha\lli, jak np.
wysokosc pedu, powierzchnia ziarna - gladka lub pomarszczona. Nastepnie chroniac rosliny
przed samozapyleniem i zapylajac je sztucznie, krzyzowal rózne linie. W najprostszym .
przypadku krzyzówka dotyczyla roslin rózniacych sie tylko jedna cecha. Na przyklad
krzyzowal rosliny wysokie z niskimi. Zbieral nastepnie nasiona i wysiewal je, otrzymujac
pokolenie "synowskie" tzw. FI' OkazaJo sie, ze w pokoleniu tym wszystkie rosliny sa wysokie,
mimo ze pochodza z krzyzówki wysokich z niskimi. Z kolei krzyzowal miedzy soba osobniki
pokolenia FI, zbieral nasiona, wysiewal je i otrzymywal nastepne pokolenie tzw. F2• W tym
pokoleniu 3/4 roslin bylo wysokiCh, a 1/4 niskich. Mendel krzyzówki takie prowadzil dalej,
az do 7 i 8 pokolenia, w naszych rozpatrywaniach ograniczymy sie jednak tylko do pokoleó
FI i F2• Otrzymany wynik wymagal Jakiegos wyjasnienia. Wyjasnienie, zaproponowane przez
Mendla, opiera sie pa pewnych zalozeniach przyjmowanych przez niego a priori. Po pierwsze
zalozyl on, ze kazda z badanych przezeó jednostkowych, stabilnych, jakosciowych cech jest
zalezna od istnienia w organizmie jakiegos "czynnika". Czynnika tego blizej nie okreslal,
dodatkowo jednak zakladal, ze w organizmie rosliny znajduja sie zawsze po dwa takie
czynniki, natomiast w gametach (w jaju i w pylku) jedynie po jednym. Czynniki te, okreslajace
dane cechy, oznaczal symbolami literowymi. Np. ceche "wysokie rosliny" oznaczmy przez T,
a male - przez t. Rosliny wysokie maja dwa czynniki T, mozemy je wiec okreslic symbolem TT,
rosliny male - odpowiednio tt. Gamety roslin duzych beda mialy po jednym czynniku i zawsze
bedzie nim T; podobnie gamety roslin malych beda mialy po jednym czynniku, ale bedzie nim t.
Gdy je skrzyzujemy, otrzymamy wynik jak na rys. 1. Wszystkie rosliny pokolenia FI beda

mialy po .dwa rózne czynniki, T i t. Mendel dod~tkowo zalozyl, ze pewne czynniki maja
wlasciwosc dominacji: T dominuje nad t. Dominacja tlumaczy nam dlaczego wszystkie
mieszaóce Tt sa wysokie. Kazdy osobnik pokolenia FI wytwarza jednak gamety z róznymi
czynnikami, albo T albo t. Wynik krzyzówki pokolenia FI pokazuje rys. l. W pokoleniu F2

otrzymamy 1/4 osobników i.czynikami TT, 1/2 z czynnikami Tt - wszystkie one, wskutek
dominacji T nad t, beda wysokie. Tylko 1/4 osobników bedzie miala dwa czynniki t i te beda
,iskie.

Krzyzowac mozna z soba osobniki rózniace sie dwiema cechami, np. wysokoscia i budowa
ziarna. Mendel krzyzowal z soba osobniki wysokie o gladkich nasionach z osobnikami niskimi
o szorstkich nasionach. W pokoleniu FI wszystkie osobniki byly wysokie z ziarnami gladkimi,
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Nie bylo to jednak wystarczajace, aby odpowiednio zaplanowac sprawdzajace doswiadczenia.
Konieczne byly dodatkowe zalozenia, nie wynikajace z zadnej obsenWcji. Zalozeniem pierwszym

M~ndla bylo to, ze kazdej jednostkowej cesze odpowiada i warunkuje ja odrebny "czynnik",
zachowujacy sie jak korpuskula, a wystepujacy w somatycznych komórkach w liczbie
podwójnej, zas w gametach pojedynczo. Przypomnijmy sobie stan wiedzy biologicznej
za czasów Mendla, o którym mówilismy na wstepie - nie wiedziano, ze jadro ma cos
wspólnego z dziedziczeniem, nie znano przebiegu jego podzialu, chromosomów, podzialu
redukcyjnego, nie istnialo pojecie genu. Biochemia byla jeszcze w powijakach. Zadne
obserwacje, zadne znane fakty nie sugerowaly istnienia materialnych, czastkowych czynników,.
tak sie zachowujacych. Mendel, jak zaznaczylismy, zalozyl ponadto, ze rózne "czynniki" przy
powstawaniu gamet dziela sie niezaleznie od siel?ie oraz, ze gdy dwa czynniki okreslaja te
sama ceche, np. wysokosc rosliny, charakter powierzcImi ziarna, to jeden z tych czynników
dOll!inuJe nad drugim.

Ogólna koncepcja i dodatkowe zalozenia pozwolily Mendlowi na wyjasnien.ie zasadniczego
mechanizmu dziedziczenia. To, zC prawidlowosci przezen wykryte nie zawsze sie sprawdzaja,
moglo byc mu nie znane, lub, co prawdopodobniejsze, bylo przezen pomijane. Odchylenia te
dla wyjasnienia Wymagaly bowiem nowych wiadomosci i zalozeii, na które bylo o wiele
za wczesnie. Wybór obiektu doswiadczalnego, w którym odchylen tych nie ma, zdaje sie za tym
przemawiac.

Koncepcje i wyniki Mendla wyprzedzily nauke; dla wspólczesnych mu byly nie do przyjecia,
odmówiono -ich publikacji w czasopismach naukowych. Oglosil je w lokalnych wydawnictwach
Brna, dzieki czemu w ogóle przetrwaly. Wszelkie notatki i materialy pozostawione przez

Men~la w k1asztoae Augustianów w Brnie nastepca jego na stanowisku opata kazal bowiem
spalic.

Koncepcje Mendla, prawidlowosci 'przezen wykryte, wyjasnienia przez niego zaproponowane
odzyly na nowo w r. 1900 w pracach de Vriesa, Corrensa i Tschermacka. I tak pisal o tym
Correns: "MySlalem, ze znalazlem cos nowego. Potem przekonalem sie jednak, ze opat
Grzegorz Mendel z Brna otrzymal w latach szescdziesiatych (XIX w) takie same wyniki
w swoich obszernych eksperymentach nad grochem, trwajacych wiele lat, jak wyniki moje
i de Vriesa. Wyjasnil je tez tak samo, o tyle, o ile to bylo mozliwe, w r. 1866" ..

Mysle, ze prace Mendla sa jedna z najlepszych ilustracji roli intuic;i rau: o ej' e<'Li'
w postepie nauki.

ale w pokoleniu Fz tylko 9/16 bylo wySokich i z ziarnami gladki~, 3/16 bylo wysokich
o ziarnach szorstkich, 3/16 niskich o ziarnach gladkich, a jedynie 1/16 niskich o ziarnach
szorstkich. Czytelnik, oznaczajac symbolem S gladkosc ziarna, a symbolem s jego szorstkosc,
zechce sobie wyj~nic sam ten typ dziedziczenia przy pomocy rys. 2. Konieczne jest jednak,
by przyjal za Mendlem jeszcze jedno dodatkowe zalozenie - ze rózne czynniki (np. T i S)
oraz cechy przez nie warunkowane rozdzielaja sie pomiedzy gamety niezaleznie. Mendel~
rzecz jasnl,l, wykonal o wiele wiecej róznych doswiadczen. Jak wspominalismy, wybral on 7
jednostkowych stabilnych cech i przeprowadzil 1iczne krzyzówki miedzy osobnikami

rózniacymi sie tymi cechami. Krzyzowanie kontynuowal przez wiele pokolen, a calosc pra~y
zajela mu ponad 8 lat. Dla uzmyslowienia sobie co Mendel osiagnal wystarczy jednak
rozpatrzyc podane tu przyklady. Ale co wla~iwie Mendel zrobil i co osiagnal? Krzyzowaniem
róznych roslin zajmowano sie przeciez od starozytnosci, przez cale sredniowiecze, az do
czasów Mendla. Wielkosc koncepcji Mendla nie kryje sie za licznymi doswiadczeniami, ale za
koncepcja, która lezala u ich podstaw i która w rezultacie uzasadnialy.

Nauka nie polega bowiem na skrzetnym i pracowitym zbieraniu obserwacji i doswiadczen,
choc jest ono niezbednym elementem skladowym nauki. Tak jak budowa bazyliki sw. Piotra
nie polegala na skrzetnym i pracowitym skladaniu kamieni, ale na realizacji koncepcji Michala
Aniola i Bramantego, naturalnie poprzez odpowiednie skladanie tychze kamieni. Podobnie,
nowe istotne osiagniecia nauki wyrastaja z genialnych koncepcji, a realizowane sa takze poprzez
pracowite skladanie "kamieni" - obserwacji i wyników doswiadcZen.

Koncepcja mogla oczywiscie powstac, gdy Mendel zebral juz pewna liczbe obserwacji
wstepnych, sugerujacycli mu jakies prawidlowosci. Koncepcja ta stala sie bodzcem
i wyznacznikiem kierunku dalszych doswiadczen, które mialy ja uzasadnic~ Mendel,
w odróznieniu od wszystkich poprzedników, skwantYzowal cechy. Sugerowac mógl sie
znanymi juz opisami dziedzicznych anomalii, wynikami Dzierzonia, a takze obserwowana
przez siebie stabilnoscia wybranych jednostkowych, jakosciowych cech grochu. Pewien wplyw
na jego sposób myslenia mógl tez miec rozkwitajacy wówczas w nauce atomizm. Mendel
zrobiljednak cos wiecej. Nie interesowal sie dziedziczeniem cech przez poszczególne osobniki,
ale przez cale populacje kolejnych pokolen, otrzymywanych przez krzyzowanie. Zastosowal
wiec metode statystyczna. Rachunek statystyczny znany juz byl przed nim, a nawet dla celów
badania dziedzicznosci próbowal wykorzystac go przyjaciel Darwina, Galton. Ale dopiero
polaczenie kwantyZacji cech z rachunkiem statystycznym okazalo sie plodne, a to osiagnal
Mendel.
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Rozwiazanie zadania M 234.

Gdyby Pl = aq"l. P, = aq"'. P, = aq"',
(mozcmy zaloryc. zc n1 < n, < n,).

lO ~ = q(n,-n.) j 12- = q<n,-n,),
Pl P,

(p )n,-n, (P )n,-n1a wiec P: = P: ,czyli

p(n,-n1) = p(n,-n,)+(n,-n1) =, ,
=.p::z-rl1 . p~3-n2, co jest
niemozliwe z uwagi na jednoznacznosc
rozkladu na czynniki pierwsze.
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Wartosci wamiejszych stalych fizycznych
i astronomicznych, znajomosc których
potrzebna jest do zrozumienia artykulu:
Slala grawitacyjna G = 6,672' 1O-8cm'g-1s'l

Masa Slonca MO = 1,989' lO" g
Promien Slonca Ro = 6,9598' 10' km
Jasnosc Slonca Lo = 3,9' lO" erg "S'1

3

wiazda neutronowa

jako model pulsara
•

Doc. dr Pawel HAENSEL

Pojecie gwiazdy neutronowej zostalo wprowadzone w latach trzydziestych biezacego stulecia,
bezposrednio po odkryciu neutronu. Najprostszy model gwiazdy neutronowej to zimna,

zlozona z neutronów kula o promieniu ok. 10 km i masie rzedu masy Slonca, MO. Kula ta
znajduje sie w równowadze dzieki ternu, ze potezne sily grawitacyjne sa zrównowazone przez
SIly wynikajace z cisnienia nieslychanie gestej (gestosc rzedu 1014 g/cm3) materii neutronowej.
Z punktu widzenia teorii ewolucji gwiazd,-gwiazda nuetronowa jest jednym z mozliwych
koncowych etapów ewolucji dostatecznie masywnej gwiazdy. Powstaje ona po "smierci
energetycznej" gwIazdy. Badania teoretyczne prowadzone w ciagu ostatnich dziesiecioleci
i wykorzystujace informacje zebrane przez fizyke jadrowa oraz fizyke czastek elementarnych
daja dosc skomplikowany obraz struktury gwiazdy neutronowej. Przede wszystkim, sklada sie
ona glównie z neutronów, ale zawiera równiez pewna domieszke protonów, elektronów _
i mionów, zas w swoich najgestszych, centralnych partiach zawiera równiez hiperony.
Równowaga kuli supergestej materii osiagnieta jest dzieki równowazeniu sil grawitacyjnyc]1
przez sily wynikajace z cisnienia barionów (neutrony, protony, hiperony). Wynikajacy
z obliczen teoretyków jakosciowy obraz gwiazdy neutronowej - to kula chlodnej materii,
skladajacej sie glównie z neutronów, dla której zwiazek miedzy masa i promieniem jest

pokazany na rys. la. Masywne gwiazdy neutronowe maja mase okolo 172MO, promien
okolo 10 km, a ich srednia gestosc siega 1015 g/cm3• :Do roku 1967 gwiazdy neutronowe byly
tylko teoretyczna ciekawostka. Na poczatku 1968 roku grupa radioastronomów angielskich
kierowana przez A. Hewisha opublikowala pierwsze dane dotyczace nowych, zadziwiajacych
obiektów as!ronomicznych - pulsarów. Wkrótce po tym epokowym odkryciu astrofizyk
amerykanski T. Gold zasugerowal, ze pulsary moga byc szybko obracajacymi sie
i wytwarzajacymi bardzo silne pola magnetyczne gwiazdarni neutronowymi. Niespodziewanie
okazalo sie, ze model zaproponowany przez Golda nie ma konkurentów. Do wniosku,
ze obracajaca sie gwiazda neutronowa jest jedynym rozsadnym modelem pulsara, prowadzic
moze juz analiza zakresu czestotliwosci impulsów.

Jedna z podstawowych charakterystyk pulsara jest okres P obserwowanych pulsacji (rys. 2).
Obecnie znamy ponad 320 pulsarów; ich okresy p mieszcza sie w przedziale 0,033s .;;; P.;;; 4,3 s.

Promieniowanie emitowane przez pulsary jest promieniowaniem elektromagnetycznym. Jest to
przede wszystkim promieniowanie z zakresu fal radiowych (czestotliwosc rzedu 100 MHz),
chociaz istnieje okolo' 10 pulsarów emitujacych równiez promienie X. Najlepiej zbadany pulsar
z mglawicy Kraba, PS~ 0531 +21 (o najkrótszym obserwowanym okres"ie P = 0,033 s), wysyla
takze promieniowanie w widzialnej i podczerwonej czesci widma, jak równiez w obszarze

rentgenowskim i promieni gamma. Okres P jest niezwykle stala charakterystyka pulsara;
typowe zmiany P polegaja na jego wydluzeniu o jj,p ~ 10-8 P na rok.
Mechanizm zegarowy musi byc oparty na, periodycznym zjawisku fizycznym o czestosci
kolowej (O = 2n/P. Uklad emitujacy promieniowanie musi dysponowac olbrzymim zapasem

energii tak, aby mozna bylo pogodzic ogromna stabilnosc okresu P oraz wielkie strumienie.
energii emitowane przez pulsary. Szacuje sie na przyklad, ze pulsar PSR 0531 + 21 z mglawicy
Kraba traci w ciagu 1 sekundy ponad 25 000 razy wiecej energii niz Slonce!
Typowe zjawiska periodyczne w fizyce to ruch obrotowy oraz ruch drgajacy. W jaki sposób
mozna pogodzic jednostajny ruch obrotowy gwiazdy z periodycznymi impulsami obserwowanymi
na Ziemi? Wystarczy zalozyc, ze obracajaca sie gwiazda emituje skolimowana wiazke
promieniowania 'w ustalonym wzgledem niej kierunku, który nie pokrywa sie z kierunkiem
osi obrotu (rys. 3c). Po to, aby w ruchu drgajacym lub obrotowym zgromadzone byly olbrzymie
zapasy energii, drgac lub obracac sie musza obiekty o mozliwie duzych masach. Musza to byc
jednoczesnie obiekty dostatecznie male (a wiec bardzo geste), które przy szybkich obrotach

lub drganiach nie uleglyby rozerwaniu. Jedynymi kandydatami do zbudowania modelu pulsara
sa wiec najmniejsze i najgestsze gwiazdy: biale karly (masa M rzedu MO, promien R rzedu

.kilku tysiecy kilometrów, typowa gestosc 106 g/cm'), oraz gwiazdy neutronowe (M rzedu MO.
R rzedu 10 km, typowa gestosc 1014 g/cm3).
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Rys. 2. Wykres zarejestrowanego
promieniowania jednego z pierwszych
obserwowanych pulsarów, PSR 0329+ 54.
Na osi r~dnych odkladane jest natezenie
rejestrowanego promieniowania, na osi

odcietych- czas w sekundach. Zmierzony
okres P = 0,714 s.

2 4 - 6 8 10 r(km)

Rys. l b. Typowy otrzymany teoretycznie
rozklad g~stosci Q dla masywnej gwiazdy

neutronowej o masie M = 1,3 MO jako
funkcji odleglosci od srodka gwiazdy r.
Na osi r~dnych odkladany jest logarytm
Q/Qo, gdzie Qo = 10· g/cm'. Widac,
i.C w bardzo dobrym przyblizeniu gwiazd~
taka moma traktowac jako jednorodna
kul~ o promieniu R = 10 km i g~tosci
nieco.ponad lO" g/cm'.

Rys. la. Typowy teoretyczny zwiazek

miedzy masa i promieniem gwiazdy
neutronowej dla mas z przedzialu

0,25 MO < M < Mmax . Mmax jest
maksymalna masa stabilnej gwiazdy
neutronowej.
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Kilka modeli pulsara, które mozna byloby zaproponowac, przedstawionych jest na rys. 3.
Ciasny uklad podwójny na rys. 3a, zlozony z dwóch bialych karlów, bialego karla" i gwiazdy
neutronowej badz dwóch gwiazd neutronowych nie moze wchodzic w rachube. Przy predkosci
katowej w rzedu 10 s-' uklad taki promieniowalby olbrzymie ilosci energii w postaci fal
grawitacyjnych, co doprowadziloby do bardzo szybkiego zwiekszania P. W czasie krótszym
od kilku dni obie gwiazdy ukladu podwójnego spadlyby na siebie. Rozwazmy nastepnie
model pulsujacego bialego karla lub gwiazdy neutronowej (rys. 3b). Interesujace sa tylko

pulsacje, w których gwi~a zachOwuje ksztalt kulisty (drgania radialne). Drganiom naruszajacym
symetrie sferyczna towarzyszylaby bowiem emisja fal grawitacyjnych, co prowadziloby
w konsekwencji do silnego tlumienia i zaniku tych drgan. Z drugiej strony, teoretycznie
wyliczony okres podstawowych drgan radialnych bialych karlów wynosi co najmniej 2 s.
W przypadku gwiazd neutronowych typowy okres drgan radialnych jest stanowczo za maly
(rzedu 10-3 s). Drgania te sa zreszta silnie tlumione. Tak wiec, jedynym modelem pulsara
wydaje sie byc szybko obracajacy sie bialy karzel lub gwiazda neutronowa (rys. 3c).
Rozwazmy przypadek bialego karla obracajacego sie z predkoscia katowa w (rys. 4). Po to,
aby bialy karzel nie ulegl rozerwaniu pod dzialaniem sil odsrodkowych, sila odsrodkowa FOd,

która dziala na znajdujacy sie na równiku element o masie t!J.m, musi byc mniejsza od sily
MG

ciazenia Fg. Poniewaz FOd = t!J.mw2 R, zas Fg = t!J.m -2-' wiec wprowadzajac srednia gestoscR

Rys. 3b. Pulsujaca radialnie gwiazda,
której promien zmienia sie periodycznie

w przedziale R •. :? R :? R,.
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Rys. 3a. Ciasny uklad podwójny. Gwiazdy
obracaja sie z predkoscia katowa w wokól
osi przechodzacej przez srodek masy ukladu.
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Rys. 3e. Obracajaca sie gwiazda neutronowa

emituje silnie skolimowana wiazke
promieniowania w kierunku tworzacym

kat a. z osia obrotu (model, ,latarni
morskiej"). Os symetrii wiazki zwiazana
jest z obracajaca sie gwiazda. Obserwator
znajduj~cy sie w ustalonym punkcie A

przestrzeni (do ~tórego moze dotrzec
promieniowanie) bedzie rejestrowal krótkie
impulsy rozdzielone okresem P = 21l1w.

bialego karla

e = MI: nR3

mozemy warunek FOd < Fg przepisac w postaci

..•/ 4n_w < Wmax = V GT (!.

Przy typowej dla bialego karla gestosci sredniej e = 106 g/cm3 otrzymamy wmu :::;0,5 S-l,
podczas gdy dla pulsara PSR-0531 + 21 w = 190 s- 1. Tak wiec jedynym kandydatem pozostaje

obracajaca sie gwiazga neutronowa, dla której przy e = 10'4 g/cm3 otrzymalibysmy
Wmax :::; 5000 S-l. Taka wartosc Wmax jest blisko 30 razy wieksza niz w odpowiadajaca
najsZybciej "pulsujacemu" pulsarowi.
Szybko obracajaca sie gwiazdaneutrónowa stanowi gigantyczny rezerwuar energii kinetycznej.
Rozwazmy najlepiej dotychczas zbadany pulsar PSR 0531+21 z mglawicy Kraba, dla którego
znamy wartosc pochodnej okresu wzgledem czasu

l>m

FOd

Rys. 4. Rysune.k pomocniczy do wyznaczenia
Wmax·

dP

dr = 4,2' 10-13•

Obliczmy zmiane (w ciagu l s) energii kinetycznej wynikajaca z takiego wlasnie zwolnienia ruchu
obrotowego

d d Iw2 4 2 dP-Eob = --- = --n 1--,
dt dt 2 ""p3 dt

gdzie l jest momentem bezwladnosci gwiazdy neutronowej. Zakladajac, ze M = MO zas
R = 10 km, otrzymamy oszacowanie

2
1= -MR2 = 08.104' g' cm2

5 ' ,

. d
a WIec - EOb = -1,2' 1038 erg/s.dt

Ilosc energii traconej w naszym modelu przez pulSar z mglawicy Kraba w ciagu l sekundy
jest wiec 31 000 razy wieksza niz energia wypromieniowana w ciagu l sekundy przez
Slonce!

&



os obrotu
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Rys. S. Wirujaca gwiazda neutronowa
wytwarzajaca dipolowe pole magnetyczne,
które wiruje wraz z gwiazda. Os dipola
tworzy pewien kat z osia obrotu gwiazdy.
Silnie skolimowane promieniowanie
elektromagnetyczne bedzie emitowane
w wiazce, której os symetrii jest osia
dipola.

Na co zamienia sie ta tracona energia ruchu obrotowego? Obserwowana moc promieniowania

emitowanego przez mglawice Kraba (w obszarze rentgenowskim i optycznym) jest szacowana
na 1038 erg/s. Obserwacje astronomiczne wykazuja poza tym, ze mglawica Kraba rozszerza sie,
przy czym to rozszerzanie sie ma charakter ruchu jednostajnie przyspieszonego. Moc
potrzebna do podtrzymania takiego jednostajnie przyspieszonego ruchu materii w mglawicy
jest szacowana na okolo 1038 erg/s. Do momentu odkrycia pulsara PSR 0531 + 21 nie bylo
wiadomo, skad mglawica Kraba czerpie tak olbrzymie ilosci energii. Nasze oszacowania
prowadza do wniosku, ze moze ona promieniowac i rozszerzac sie "na koszt" pulsara.
Powstaje zasadnicze pytanie: w jaki sposób obracajaca sie gwiazda emituje te olbrzymie ilosci
energii? W modelu zaproponowanym w 1969 roku przez T. Golda zaklada sie, ze obracajaca
sie gwiazda neutronowa wytwarza dipolowe pole magnetyczne, przy czym os dipola nie
pokrywa sie z osia obrotu (rys. 5).
Oszacujmy rzad wielkosci natezenia pola magnetycznego w poblizu powierzchni gwiazdy
neutronowej. W tym celu wykorzystajmy fakt olbrzymiego przewodnictwa elektrycznego materii,
z której zbudowana jest gwiazda neutronowa. Teoretyczne rachunki wskazuja,
ze przewodnictwo to jest rzedu 1012 razy wieksze niz przewodnictwo miedzi w temperaturze
pokojowej. Dla naszych oszacowan mozemy materie w gwiezdzie neutronowej traktowac
praktycznie jako nadprzewodnik. Typowa gwiazda neutronowa o promieniu R = 10 km
powstala naj prawdopodobniej w wyniku ewolucji "normalnej" gwiazdy o promieniu
rzedu R1 ~ 106 km i typowej wartosci indukcji pola magnetycznego B1 ~ 10 Gs. Poniewaz
materia gwiazdy jest znakomitym przewodnikiem i moze byc równiez praktycznie trak~owana
jako nadprzewodnik, wiec w czasie kurczenia sie strumien indukcji przez przekrój
poprzeczny pokazany na rys. 5 musi byc staly (patrz tekst pod rys. 6). Stad na wartosc B
charakterystyczna dla gwiazdy neutronowej otrzymujemy oszacowanie

Rr
B = B1 2' ~ 1010B1 ~ 1011 Gs.R

Gwiazdom neutronowym powinny wiec towarzyszyc gigantyczne pola magnetyczne.
Istnienie szybko rotujacego wraz z gwiazda neutronowa pola magnetycznego o olbrzymim
natezeniu ma zasadnicze znaczenie dla zrozumienia mechanizmu emisji pulsarów. Energia

wypromieniowana w czasie l sekundy przez wirujacy dipol przedstawiony na rys. 5 bedzie
dana wzorem

Ldip = Aw4,

gdzie stala A zalezy od wartosci momentu dipolowego oraz kata miedzy osia obrotu i osia

dipola.. Przyrównujac LdtP do straty energii kinetycznej ruchu obrotowego

gdzie Cjest inna stala. Biorac pod uwage, ze (J) = h/P, otrzymujemy równanie

dPP-=D
dl '

i~:;;,r-:::'1-=::::f~~'-
(:l<", ' ' ... " " :\" \

\<'<' ••,,</ -',",',;"»)", y'.'"' ',- ',' y
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. ' .' .. ' .

otrzymamy zwiazek

gdzie D j~t pewna stala. Tak wiec

d
dtEOb = -Aw4

dw

dl

d_p2 = 2D,
dl

czyli

Rys. 6. Rozwazmy osrodek o bardzo duzym
przewodnictwie, z którego wycinamy cienki
pierscien o promieniu r. Zalózmy
teraz, ze osrodek ten "kurczy sie"

zwiekszajac swoja gestosc. Odleglosci
miedzy czasteczkami tego osrodka, a wiec
równiez i promien naszego pierscienia,
maleja. Jak zmieniac sie bedzie pole
magnetyczne w osrodku? Zmiany strumienia
4>. = :nr'B indukowalyby prad o natezeniu
I wywolany przez sile elektromotoryczna

E = I d:'. I w pierscieniu, E = RI.
Jezeli wiec przewodnictwo osrodka jest tak
wysokie, ze opór pierscienia jest praktycznie
równy,zero (R = 0\, to prad wywolany
przez E ~ O mialby nieskonczenie duze
natezenie! Oznacza/oby to, ze w pierscieniu
wydzielona jest nieskonczona moc El.
Jedynym wyjsciem z tej sytuacji jest
zalozenie, ze E = 0, a wiec 4)B = const.
czyli Br' = const.

czyli p2-pfi = 2DI,

gdzie Po)est okresem obro\u w chwili narodzin pulsara (I = O). Zakladajac, ze obecny
okres P jest znacznie dluzszy od Po otrzymamy

p2 ~ 2DI,

1 dP-P/-= I2 dl '

gdzie I jest wiekiem pulsara. Podstawiajac wartosci P = 0,033 s i dP/dl = 4,3' 10-13

odpowiadajace pulsarowi PSR 0531 +21 z mglawicy Kraba otrzymamy nastepujace
oszacowanie wieku tego pulsara I ~ 1200 lat.
Uwaza sie powszechnie, ze pulsar ten powstal w wyniku wybuchu supernowej obserwowanej
przez astronomów chinskich w 1054 roku, zas sama mglawica Kraba - to wyrzucone
w wyniku eksplozji zewnetrzne warstwy (otoczka) gwiazdy, która ulegla wybuchowi.,

Tak wiec faktyczny wiek tego pulsara wynosi 924 lata, w ca,lkiem niezlej zgodnosci z naszym
prostym oszacowaniem.
Wiekszosc znanych pulsarów to obiekty znacznie starsze; wiek jednego znajwczesniej

. odkrytych pulsarów, PSR 1133+ 16 (P = 1,188 s) szacuje sie na 5' 106 lat i jest to typowy
wiek obserwowanych pulsarów.



Nie kazda funkcje da sie tak ladnie zapisac. Teona iloczynów nieskonczonych jest

skomplikowana, a praktyczne wyznaczanie rozwiniec konkretnych funkcji - trudne.
1

Uwierzmy tymczasem w prawdziwosc wzoru (1) i podstawmy x = -n; oto wynik:
, 2

a(X-Xl)(X-X2) ... (x-x.).

Niektóre funkcje nie bedace wielomianami. majace nieskonczenie wiele miejsc zerowych.
dopuszczaja podobne przedstawienie. przy czym liczba czynników jest nieskonczona. Taka
funkcja jest np. sinus:

Opowiedzielismy juz Czytelnikom co nieco o przedstawia'niu róznych funkcji w postaci sum
szeregów nieskonczonych: potegowych. trygonometrycznych. Na podobienstwo szeregów­
czyli sum nieskonczonych - rozwaza sie tez nieskonczone iloczyny. okreslane jako wartosci

graniczne iloczynów czesciowych czyli ••coraz dluzszych" iloczynów skon~onych.
Wiemy,ze wielomian stopnia n majacy n pierwiastków mozna przedstawic jako iloczyn czynników
liniowych:

sinX=X(l- :)(1+ :)(1- ~)(l+ ~)(l- 3:)(1+ 3:),'"
(1)

Dr Marcin E~KUCZMA

Obliczamy n (III)

1 = ~ n{l- ~)(l+ ~)(l- :)(1+ :)(1- ~)(l+ ~) ...•

czyli, po prostym przeksztalceniu

1224466
(2) --:n = -.-.-.-.-.- ....

2133557

Jest to wzór WalIisa (John WalIis. 1616-1703).
O ile wyprowadzenie ogólnego wzoru (1) jest trudne. o tyle wykazanie jego szczególnego
przypadku - wzoru (2) - jest calkiem latwe. jesli sie zastosuje inna metode. Przyjrzyjmy sie

funkcjom: l, sin x, sin2x, sin3x, ... na przedziale <O, ~ 7\'). Oznaczmy

(3)

Oczywiscie

(4)

n/2

-A. = ~ sin2'x dx.
o

n/2

B. = ~ sin2·+'xdx.
o

A'H < B. < A•.

n = O. 1.2.3, ...

Czytelnicy, znajacy troche rachunek calkowy. sprawdza z latwoscia wzór rekurencyjny

(5) 2n+l A.,
A'H = 2n+2

1
AD = -n,

2

2n+2 B.,
B'H = 2n+3

Bo = l.

Wstawiajac pierwszy z wzorów (5) do (4) i dzielac stronami przez A. dostajemy

2n+l B. ----<--<1
2n+2 A••

wiec stosunek B.fA. dazy do jednosci. Ale jednoczesnie stosunek ten wyraza sie równoscia

Bn 2 2 2 4 4-=_. 4_4_ •

A. n 1 3 3-5

2n 2n

. 2n-l . 2n+l •
Oto jeszcze inne wwry na 11:

,,= ~o- 24( 1.2. ~ . _- _ . ~ __ +

+ - - ~ - - ...)
(1. P. BaUantine)

li = 3.15-360(2'3'4'~'6'7'8 -

__ 1 + ...)
(1. P. Ballantine)

( _I)' ( 1 1)'
17,'" = 1+2 1+2+"3
360 1+ 2 + 3 + ...

(H. F. Sandham)

(1,)'. 2' (21)'.23 (3!)"24
" = 2+-3-'- +--5!- +-7-'- +

(41)'- 2'
+-9-'-+ ...

(lerome C. R. Li)

latwa do udowodnienia przez indukcje przy wykorzystaniu wzorów rekurencyjnych (5).
W ten sposób dochodzimy do iloczynu nieskonczonego (2) i do wzoru WalIisa.
Szybkosc zbieznosci tego iloczynu jest - co tu kryc - niewielka. Jedyna praktyczna zaleta
jest prostota rachunków; kolejne iloczyny czesciowe wyznacza sie korzystajac z banalnej reguly­
mnozenia przez wlasciwa liczbe parzysta i dzielenia przez odpowiednia nieparzysta. Przy
operowaniu szeregami mnozenie przeplata sie z dodawaniem. Obliczenie. dajmy na to,
setnego przyblizenia iloczynu (2) daje blad tego samego rzedu, co wziecie setnej sumy czesciowej
szeregu El/n2; ale naklad pracy bez porównania mniejszy.
W poprzednim odcinku pokazalismy metode sumowania szeregów El/nt. gdy k jest liczba
parzysta. PrzytocZylismy wzory:

1 1 1 1
_n2 =-1+-+-+-+ ...
6 22 32 42 •

1 4 1 1 1
(6) -n = 1+-. -+-+-+ ...90 24 34 44 '

1 6 1 1 1--n = 1+-6 +-.s:-+-6 + ....945 2 3 4

B



Leonhardowi Eulerowi zawdzieczamy niezwykle interesujace spostrzezenie, ze suma szeregu

takiej postaci jest jednoczesnie wartoscia pewnego iloczynu nieskonczonego:

Od wyprowadzenia tego wzoru rozpoczelismy nasze rozwazania analityczne przed dwoma
miesiacami. Podstawienie x = 1 dalo nam szereg Leibniza. zbiezny bardzo powoli do sumy

.ln. Skad ta "opieszalosc"? Skladnikami szeregu (8) sa funkcje potegowe; jedynka jest w ogóle4 .
nieczula na potegowanie. Punkt x = 1 jest koncowym punktem przedzialu -1 ~ x ~ 1. czyli
przedzialu tych wartosci x. dla których szereg (8) jest zbiezny. Jasne jest. ze zbieznosc bedzie
tym szybsza. im blizej zera wybierzemy punkt x.
Ale wartosci funkcji arctgx dla x wymiernych. lxi < 1. nie wyrazaja sie wymiernie przez n.

_ 1
Z klopotem tym mozna sobie poradzic w bardzo prosty i sprytny sposób. Niech ot = arc tg - •2

1 1 1
P = arctg-; zatem tgot = -. tgp = -. skad3 2 3

Cóz to za liczby: 2. 3. 5. 7. 11•...• które pojawiaja sie w poszczególnych czynnIkach tego

iloczynu? Odpowiedz dosc nieoczekiwana. ale widoczna: sa to kolejne liczby pierwsze. Stad
wielkie znaczenie wzoru (7) w teorii Iiczb. Lewa jego strona to slynna funkcja ••dzeta" Riemanna.
W polaczeniu 1; wzorami (6) uzyskujemy teraz nowe wzory na wymierne przyblizenie n2• n" n6•

Poniewaz ciag liczb pierwszych szybciej dazy do nieskonczoposci. niz ciag wszystkich liczb

naturalnych. wiec iloczyn po prawej stronie wzoru (7) jest szybciej zbiezny. niz szereg po lewej
stronie tegoz wzoru. Tyle, ze nie znamy wzoru (efektywnego!) na n-ta liczbe pierwsza.
Czytelnikom. którzy chcieliby pójsc sladami wielkiego Eulera i odtworzyc dowód tozsamosci (7)
(zachodzacej dla wszystkich wartosci k > 1. niekoniecznie naturalnych).
zdradzimy. ze nie jest to wcale trudne; trzeba tylko kazdy z czynników po prawej stronic

zarisac jako sume odpowiedniego szeregu geometrycznego:

1 1 1
----= 1+-1: +--u+ -n-+ u.

1- _1_ p p p
p.

Dalszy ciag rozumowania. wzorem matematyków starogreckich. skwitujemy slówkiem:
Patrz! Oczywiscie. co kto zobaczy. zalezy od tego. jaki ma wzrok ... Euler dojrzal lewa strone
wzoru (7).
A teraz porzucmy ten temat i przypomnijmy sobie rozwiniecie funkcji arcus tangens w szereg
potegowy:

1

1
l-.W

1

1l-y1
l-Sl

1
1

I-Jl

1 1 1
arctgx = x--x3+-r-_x7+ ...• lxi~ l.

3 5 7

1 1 1
1+-. +-. +-. + ... =

2 3 41 __ 1_
2·

(8)

(7)

Rozwiazanie zadania M 131.
Obliczmy na dwa sposoby liczbe punktów
majacych oDie wspólrzedne naturalne
i lezacych na hiperboli xy = N i pod nia:
liczac kolumnami otrzymamy

tg(ot+ Pl = _ tgotHgP
l-tgottgp

1 1
2+3

=--1-=1.1--
6

(9)

[~] + [~] + ... + [Z].
a liczac wzdluz hiperbol xy = n •• N
otrzymamy

.(1)+ .(2)+ ._. + .(N).

~

,~~
\~~
WH~]'"0

1
Oczywiscie O < ot+ p < - n. a jedyna liczba w tym przedziale. której tangens równa sie 1, jest2

1 1
liczba. -:n. Otrzymalismy wiec równosc ot+ p = - n, czyli4 4

1 1 1-n = arctg-+arctg-.
4 ~ 3

1 1
Podstawiajac we wzorze (8) x = - oraz x = - dostajemy szeregi zbiezne bardzo szybko2 3 .
(wykladniczo). Sumy czesciowe tych szeregów dodane do siebie dadza, z uwagi na równosc (9),

1
dobre przyblizenie liczby - n.

. - 4-

Te metode mozna jeszcze usprawnic. Zachodzi na przyklad równosc

1 1 1-n = 4arctg--arctg-- .
. 4 5· 239

Wyprowadza sie ja zupelnie tak samo. jak poprzednia. Autorem tego pomyslu jest matematyk
angielski J. Machin (1685-175\).
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W latach 1944-48 Morris Fergusson,
Archibald i Wrench obliczyli 808 cyfr
rozwiniecia dziesietnego n, wykorzytujac
wzór

1 l l l
"4 = 3arctg"4 +arctg20 +arctg 1985

i sprawdzajac obiiczenia za pomoca
zaleznosci

~ = 3arc tg ~ +arctg ~4 4 99

odkryli, ze Shanks, który w XIX wieku
obliczyl ponad 700 cyfr n, pomylil sie na
527 miejscu. wskutek opuszczenia
skladnika 1/29' 521•

100000 znaków, o których byla mowa
w pierwszym artykule mozna znalezc w pracy:
Daniel Shanks and John W. Wrench Jr.,
Calculotion ol n to 100.000 Decimals,
w Mathematics olComputation 16(1962),
str, 76-99

31415 926
Kto z woli i mysli zapragnie pi spisac

5 3 5
cyfry, ten zdola ...

31415926
Que j'aime a faire apprendre un nombre

5 3 5
utilc aux sages!
Immortel ArchimMe, artiste ingenieux,
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moi, ton problcme eut de pareils
avantages.

l
Jesli wartosc x = - podstawimy do wzoru (8), a nastepnie

. 5
1

zsumujemy n poczatkowych skladników otrzymanego szeregu, otrzymamy liczbe arctg- z bledem
5

. 1
mniejszym niz 1/(2n+ l)' 52ft+l (dlaczego?). Podobnie dla x = --, suma m skladników

.. 239
daje blad mniejszy niz 1/(2m+ l)' 2392m+1• Mnozac pierwszy z tych bledów przez 4 i dodajac

1
drugi, oszacujemy blad przyblizenia liczby - n. Mnozac jeszcze raz przez 4 ocenimy blad. 4
przyblizenia n.

1
Celowe jest tu dobranie takich wartosci n i m, aby blad dla 4arctg - byl tego samego rzedu,

5
l

co blad dla arctg-- (w przeciwnym razie obliczanie niektórych skladników jest robota
239

daremna). We"ZmYnp. n = 18, m = 5. Krótki rachunek przekonuje nas, ze wówczas pierwszy
z tych bledów szacuje sie przez 1,5 . 10-27, a drugi przez 0,7' 10- 27 ; laczny blad przyblizenia
liczby n otrzymanego w ten sposób nie przekracza 10-26• Znaczy to, ze dostajemy 25
dokladnych cyfr po przecinku!
Wykonanie wszystkich potrzebnych tu obliczen z potrzebna dokladnoscia zajelo piszacemu
te slowa - przy uzyciu recznego kalkulatorka (osmiocyfrowego) - niecala godzine.
Popularny wierszyk "Kuc i orac ... " (pierwsza czesc artykulu, Delta 6{1980) daje recepte na
zapamietanie 23 cyfr po przecinku. Wskazalismy metode wyznaczania dalszych ...
Czytelnik ma prawo poczuc sie wyprowadzony w pole. Wiec po to wypracowalismy tak
róznorodne techniki, aby w koncu okazalo sie, ze z przedstawionych metod naj skuteczniejsza
polega na calkiem elementarnym wykorzystaniu wzoru (8), wyprowadzonego dwa miesiace temu,
na samym poczatku naszego cyklu!
Drogi Czytelniku - nie miej tego za zle. Wzory Leibniza, Eulera, Wallisa sa dla obliczenia n
mniej efektywne, niz wzór Machina. Ale prócz wartosci uzytkowej istnieje jeszcze wartosc
poznawcza. Czyz to nie fascynujace, ze jedna i ta sama liczba n wykazuje tak przedziwne
i róznorodne zwiazki z arytmetyka, ze mozna ja otrzymac jako sumy róznych szeregów,
granice róznych ciagów?
Wszystkie otrzymane wzory na n byly wnioskami z równosci ogólniejszych, dla funkcji.
Analiza matematyczna jest ciekawa! Powiedzmy sobie szczerze: z calych naszych
przeprowadzonych rozwazan najbardziej interesujace jest to, ze rózne mane funkcje mozna
przedstawiac w nieoczekiwanych postaciach: sum szeregów potegowych, trygonometrycznych,
iloczynów funkcji liniowych ... Te przedstawienia ("rozwiniecia") sa o wiele wazniejsze,
niz samo wymaczanie kolejnych cyfr ludolfiny. Bo czymze jest obliczanie n? Mila rozrywka,
igraszka tylko, niczym wiecej.- Zadania

AT~~~'"
B-L~-+-L~ ...C C C

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 232. Wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej N zachodzi równosc

T(1)+T(2)+... +T(N) = [~]+[~]+ ... +J~]
(T(n) - liczba dzielników n, [xl - czesc calkowita x).
Rozwiazanie na str. 9
M 233. Czy istnieje szesciokat S majacy te wlasnosc, ze kazda pare jego boków widac z pewnego
punktu wewnetrmego, ale nie istnieje punkt, z którego byloby widac wszystkie szesc boków?
Rozwiazanie na str. 2
M 234. Wykazac, ze pierwiastki kwadratowe trzech róznych liczb pierwszych nie moga byc
wyrazami postepu geometrycmego.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 79. Oblicz pojemnosc wypadkowa CAB narysowanego obok nieskonczonego ukladu
kondensatorów.

Rozwiazanie na str. 3
(A. Jurewicz)
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Krzywa zmian jasnosci gwiazdy Mira Celi

Patrz w niebo

Ci z czytelników naszego. kacika, którzy uwaznie patrza w niebo., zauwazyli
zapewne szybki spadek jasno.sci jednej z gwiazd nad wscho.dnim ho.ryzo.ntem.
Swieci czerwDno. w gwiazdo.zbiorze Wielo.ryba i no.si katalo.go.wa nazwe
o Ceti. W mo.mencie, kiedy ten numer Delty ukazal sie w kio.skach, gwiazda ta
pewnie jest juz ledwo. wido.czna go.lym o.kiem, cho.ciaz na po.czatku lipca byla
druga CDdo. jasno.sci gwiazda w Wielo.rybie, a kiedy po.wstawal ten artykulik,
nie widac jej bylo. nawet przez amato.rskie lunety. Po.lski astrono.m XVII w.,
Heweliusz, nadal jej nazwe Mira, CDznaczy po. lacinie Cudo.wna. Jest to.
pierwsza, najwczesniej o.dkryta gwiazda o.kreso.wo. zmienna na niebie. Odkrycia
tego. do.ko.nal 13 sierpnia 1596 r. ho.lenderski astro.no.m David Fabricus.
Wydawalo. mu sie, ze jest to. tzw. gwiazda nowa i kiedy stracil ja z o.czu,
nie spo.dziewal sie zo.baczyc jej jeszcze raz. W 1603 r., kiedy zno.wu byla jasna,
Bayer, ukladajac pierwszy no.wo.czesny katalo.g gwiazd (ten, z którego. po.cho.dza
greckie nazwy literDwe), nie zdajac so.bie sprawy z jej zmienno.sci nazwal ja
o (o.mikro.n), o.kreslil jej po.lo.zenie i jasno.sc. Jego. nastepcy po.równujac wyniki
swo.ich o.bser:wacji z zapisami Bayera mo.gli uswiado.mic so.bie charakter zmienno.sci
gwiazdy i jej o.kres. Na po.dstawie prowadzo.nych o.d 1638 r. stalych o.bserwacji
stwierdzo.no., ze o.kres ten waha sie o.d 304 dni do. 355, srednio. przyjmujac
warto.sc 331?48. W minimumjasno.sci Mira ma wielko.sc 9~3, po. czym W ciagu
srednio. 112 dni jej jasno.sc wzrasta do. wielko.sci maksymalnej o.k. 3~5 (rys. 1).

Obecnie znamy po.nad 4000 gwiazd, które Zo.staly zaklasyfi,ko.wane do. grupy
z etykietka "typu Mira Ceti". Oto. ich po.dstawo.we charakterystyki:
a) bardzo. duza amplituda zmian jasno.sci od 4m nawet do. 10m,
b) o.kresy o.d 60 do. 700 dni,
e) niedo.kladna po.wtarzalno.sc krzywych zmian i
d) wszystkie Miry sa czerwo.nymi Dlbrzymami.

Odleglo.sc do. o Ceti wyno.si 220 lat swietlnych (67,5 parseka), z tego. mo.zna
wyznaczyc, ze jej jasno.sc wizualna w minimum jest nieco. mniejsza niz jasno.sc
Slo.nca, ·po.dczas gdy w czasie sredniego. maksimum jest o.k. 250 razy wieksza.
W 1779 r., w czasie najjasniejszego. znanego maksimum, Mira byla 1100 razy
jasniejsza niz Slo.nce. Jej sredni pro.mien jest 2 razy wiekszy niz srednia
o.dleglo.sc Ziemi o.d Slo.nca (o 30% wiekszy niz pro.mien o.rbity Marsa!).

Uzywajac w o.statnim zdaniu slo.wa "sredni", zdradzilismy juz
charakterystyczna ceche Mir wyjasniajaca zmienno.sc ich jasno.sci. Rzeczywiscie
gwiazdy te pulsuja - o.kreso.wo. zmieniaja swo.je ro.zmiary. Mechanizm, który
napedza te pulsacje, jest taki sam, jak we wszystkich maszynach cieplnych.

Gwiazda zwieksza swe ro.zmiary linio.we Q o.k. 20%, nato.miast jej jasno.sc
calko.wita wzrasta 2,5-kro.tnie zblizajac sie do. maksimum. Jak wiec wytlumaczyc
o.gro.mna amplitude zmian jasno.sci wizualnej? Jest to. przyklad, jakie znaczenie
ma uwzglednianie ro.zkladu widmo.wego. czulo.sci o.ka, Q czym pisalismy
w po.przednim o.dcinku. W minimum Mira jest jedna z najzimniejszych gwiazd ­
temperatura jej atmo.sfery wyno.si 1900 K i o.gromna wiekszo.Sc energii
emito.wana jest w po.dczerwieni; nato.miast w maksimum temperatura po.wierzchni
o.siaga o.k. 2500 K i dlatego. o.bserwujemy o.gromny wzrost jasno.sci.

Sama Mira jest po.za tym Q tyle nietypo.wa, ze znajduje sie o.na na o.rbicie
D pro.mieniu 2 razy wiekszym niz o.dleglo.sc Neptuna o.d Slo.nca wo.kól
malutkiej, niebieskiej i masywnej gwiazdy, z po.wierzchni której wyglada jak
czerwo.na bania 15 razy (w jedno.stkach kato.wych) wieksza niz nasz Ksiezyc
widziany z Ziemi. Widac wiec, ze Miry to. bardzo. ciekawe o.biekty. Mimo.,
ze o.bserwujemy je o.d 350 lat (o.gro.mna wiekszo.Sc o.bserwacji tych gwiazd
wyko.nywana jest przez amato.rów), nie umiemy jeszcze dzisiaj zbudo.wac
do.kladnych mcdeli numerycznych symulujacych zmienno.sc Mir. Glówna
trudncscia jest brak mcdelu "o.ddzialywania" pulsacji z silna kcnwekcja, która
zachcdzi w o.to.czkach tych gwiazd.

Dla tych nato.miast, którzy nie zcbaczyli tym razem Miry Ceti, mamy
po.cieche: na' pcczatku listcpada przypadnie maksimum jasncsci gwiazdy X

Cygni (Qkres 407 dni). Osiagnie o.na wielkcsc gwiazdcwa 2~5, po. czym
nastapi spadek blasku. Radzimy jednak o.bserwcwac wzrcst jasno.sci, ze wzgledu
na lepsze warunki - gwiazdo.zbiór Labedzia pózna jesienia zbyt wczesnie
zachcdzi.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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mala deltO
Czy mozna zbudowac trójkat, którego boki sa liczbami
calkowitymi, a jeden z katów jest dwa razy wiekszy
od drugiego? Mozna. Spójrz na trójkat o bokach 4, 5, 6.
Jesli poprowadzimy w tym trójkacie odcinek CD tak,
jak to narysowano, wówczas trójkaty BDC i BCA sa
podobne (dlaczego?), Zatem

d 4 l' d 8 . 6 d 10- = -, czy I = -, a WieC e = - = -.4 6 3 3

10

x~3'
x 5

4 = 6' wiec
Ale

Poniewaz x = e, wiec trójkat ADC jest równoramienny,
kat ACD równy jest oc, czyli kat ACB jest 2oc.Badany
trójkat jest wiec taki, o jaki nam chodzilo.
Dokladnie tak samo mozna zbadac, czy w danym
trójkacie którys z katów jest podwojeniem innego.
Boki nie musza przy tym byc calkowite. Sprawdz, który
z katów w trójkatach o bokach 28, 33, 16 i 9, 7, 12 jest
podwojeniem innego. A w trójkacie 3, 4, 5?
Takie sprawdzanie jest malo ciekawe. Ciekawsze jest
znalezienie wlasnego przYkladu. Popróbuj.
A czy potrafisz odpowiedziec na pytania:
1) Czy istnieje tró:jkat. prostokatny o zadanej wlasnosci?
'2) A trójkat równoramienny?
3) Czy którys z boków "dobrego" trójkata moze byc
równy l? A 2 lub 3?
4) Czy mozna zbudowac "dobry" trójkat, którego
jeden z boków równy jest z góry zadanej liczbie
naturalnej (wiekszej od 3)?
S) Przeprowadzajac rachunek "na literach" (oznaczenia
jak wyzej) dowiadujemy sie, ze w kazdym trójkacie
spelniajacym dany warunek zachodzi zwiazek

'c2-a2=o·b.

Czy ka:!da trójka liczb naturalnych o tej wlasnosci
wyznacza "dobry" trójkat? .
Pokombinuj i przeslij nam wyniki swoich przemyslen.
Uwaga! Na kopercie adresowanej do redakcji Delta
dopisz Mala Delta. Czekam ..

Itl
1\
.o

Podwojone
katy

A W trójkatach

0=4

Dziwne ybzcil
113191 jest liczba pierwsza i pozostanie
taka, gdy przeczytamy ja wspak: 19131t.
Obie jej trzycyfrowe grupy 113 i 191 sa
liczbami pierwszymi (czytane wspak takze).
Mozemy zamienic 113 na 131 i wszystko
bedzie tak samo: 131191 i 191131 sa
pierwsze.
Wbrew pozorom jest duzo liczb
o podobnych wla.snosciach.•

Miedzy liczb!,mi pierwszymi 46S23S3
i 46S2S01 nie ma zadnej innej liczby
pierwszej. Jest to najwiekszy znany
odstep miedzy kolejnymi liczbami
pierwszymi.

Równosc 6S1 . IS6 = 312· 213 nie zmieni
sie, gdy przeczytac ja wspak
312· 213 = 6S1 . IS6.

Czy
przyroda
uzywa
narzedzi?

Pytanie na pozór glupie. A jednak ...

Jesli woda spada z progu wodospadu o wysokosci kilku metrów na lite podioze
skalne i robi to stale przez 50 {)()()lat (co w geologii jest takim sobie - niezbyt
dlugim czasem: tyle mniej wiecej trwa typowy zimny okres epoki lodowej),
to efekt jej dzialania jest na ogól mizerny - powstanie plytkie, szerokie
zaglebienie (chyba, ze skala pod wodospadem jest rozpuszczalna w wodzie,
na przyklad jest to wapien - ale to juz inna historia). Jesli jednak koryto
potoku za wodospadem zweza sie, albo wodospad wlewa sie w szczeline
lodowca, tak ze pod spadajaca woda powstaje wir,>i jesli w ten wir dostana sie
kamienie - efekt bedzie radykalnie rózny. Krecace sie w wirze kamienie atakuja
skale tak skutecznie, ze w ciagu tego samego czasu potrafia wywiercic studnie
kilkumetrowej glebokosci. Studnie takie, zwane marmitami, mozna w Polsce
obserwowac na przedgórzu Sudetów: w Karpaczu w potoku Lomnica oraz
w Szklarskiej Porebie w potoku Kamienna.

Mamy tu wiec klasyczny swider wiertniczy, i to skrzyzowany z mlynem, bo
równoczesnie kamienie obtaczaja sie w bardzo zgrabne kule, które czasem bywaja
znajdowane na dnie marmitów. Dziala to wprawdzie bardzo powoli
i w zupelnie niewiad<?mym celu, ale na tej samej zasadzie, co odpowiednie
urzadzenia zbudowane przez ludzi.
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Lodowiec sunacy dnem doliny górskiej zlobi swoje podloze ze znaczna sila,
lecz powoduje to szybkie poglebianie doliny tylkowtedy, gdy wyscielaja ja
luzne materialy: glazy, zwiry, pokruszona skala. Lita skale lód lodowca poleruje
i sciera w stosunkowo powolnym tempie. Lód ten niesie jednak w sobie liczne
glazy, które spadly na powierzchnie lodowca z otaczajacych go scian skalnych,
a nastepnie dostaly sie w poblize dna, np. wskutek wpadniecia do szczeliny.
Glaz, wmarzniety od spodu w plynacy lód, potrafi rozora_clita skale roWem
glebokim na kilkanascie centymetrów. Rowki takie, na skalach wygladzonych
lodowcem, mozna obserwowac w Tatrach, np. na progu Czarnego Stawu nad
Morskim Okiem albo w Dolinie za Mnichem.
Rozorac, napisalismy --.:..i nieprzypadkowo. Czy nie jest to cos w rodzaju
plugu? Albo lopaty, czy, wraz z lodowcem, spychacza? Powolny wprawdzie,
ale za-to jakze skuteczny! 400 tysiecy lat wystarczy, aby wyorac doline
gleboka na 200-300 m, i to w twardych skalach.

Co moze zrobic ze_skala wiatr? Prosze nie pukac sie w czolo. Jesli wiatr niesie
wylacznie czyste powietrze - to rzeczywiscie nic. Jesli jednak skala stoi wsród
piaszczystej pustyni, wiatr stale niesie piasek, zas od czasu do czasu, gdy jest
silny, podrywa na niewielka wysokosc nawet drobne kamyki. Wydaje sie
Wam moze; ze uderzenia ziarnkami piasku sa delikatna pieszczota nie dajaca
trwalych skutków? Jesli .\ctosz Was mial okazje znalezc sie na plazy lub na
duzym polu suchego sniegu podczas silnego wiatru, mógl sie przekona_c,
ze dotkliwie klujace w skóre uderzenia ziarenek piasku lub krysztalków sniegu
wcale nie sa pieszczotliwe. Jesli wiec uderzana nimi powierzchnia nie jest zbyt
twarda, np. jest to piaskowiec wystawiony pod wiatr brzegami warstw,
wystarczy kilkaset tysiecy lat takiej dzialalnosci, aby skala zostala "nadgryziona"
w widoczny sposób. Jesli samotna skala piaskowcowa jest zbudowana tak,
ze jej górna czesc sklada sie z warstw twardych (które sa na ogól grube),
zas dolna - z miekkich (na ogól cienszych), to dolna czesc skaly, mniej odporna
i silniej szlifowana piaskiem, bedzie niszczona szybciej niz górna-
i powstanie cos w rodzaju grzyba z korzeniem i kapeluszem. Pieknie
wyksztalcone grzyby skalne mozna zobaczyc w pasmie Gór Stolowych w Sudetach,
niedaleko Kudowy. Co prawda powstaly one dzieki kruszeniu skaly przez
zamarzajaca i rozmarzajaca wode, ale dobrze nasladuja ksztalt "prawdziwych"
grzybów skalnych. -
Tu narzuca sie porównanie niesionego przez wiatr piasku ze szlachetniejszym
narzedziem - dlutem rzezbiarskim. Uprawiana przez przyrode twó~zosc
nalezy niewatpliwie do sztuki abstrakcyjnej, lecz tu przynajmniej rozumiemy
proces tworzenia. -

Istnieje teoria (nie, bynajmniej nie fizyczna ani nie biologiczna), która mówi,
ze wlasnie dzieki uzywaniu narzedzi drogi ewolucyjne gatunku ludzkiego
i gatunku malp czlekoksztaltnych rozeszly sie. Innymi slowy, uzywanie-'
narzedzi uksztaltowalo istote myslaca. Czy to znaczy, ze przyroda jest istota
myslaca? Zostawmy odpowiedz na to pytanie ZWolennikom wspomnianej teorii,
do Iqórych autor nie nalezy. Niech mecza sie sami.

My spróbujmy odpowiedziec na inne pytanie. Przeciez woda spadajaca
wodospadem ma taka sama energie niezaleznie od tego, czy w wirze sa
kamienie, czy nie. Dlaczego wiec skutki sa w obu przypadkach tak jaskrawo
rózne? Lodowiec bez kamieni ma ten sam praktycznie ciezar i porusza sie
z taka sama predkoscia, jak lodowiec z Wmarznietymi glazami. Dlaczego
glazy szoruja o tyle skuteczniej? Energia wiatru nie zalezy od tego, czy niesie
on pia.sek, czy nie. Gzemu wiec sam wiatr nie potrafi rzezbic?

Mysle, ze bedZiecie umieli sami to wyjasnic, jesli wykonacie dwa proste
eksperymenty:

1. Spróbujcie oskrobac marchewke ... gola dlonia. Smieszny pomysl co?
Jedynym wynikiem tej próby bedzie ubrudzona reka i nieco oczyszczona
marchew. A teraz zróbcie to samo nozem, chocby i tepa strona. Wca.lenie jest
potrzebna' wieksza sila. Co Wam to mówi? A co by bylo, gdyby trzonek noza
byl tak samo plaski jak ostrze i gdybyscie przy skrobaniu musieli naciskac na
jego ostra krawedz?

2. Spróbujcie wbic gwózdz w deske gola reka ... Brr, lepiej nie próbujcie.
A teraz mlotkiem - z ta sama sila. Co Wam to mówi?

A moze znacie wiecej przykladów narzedzi, których uzywa przyroda?

Mala Delte opracowali: Andrzej KRASINSKI i Jan WASZKlE WICZ
\
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Rys. 1. Ogólna struktura uniwersalnego
systemu przetwarzania i analizy obrazów.

Mgr inz. 'Zenon KULPA

UNIWERSALNY

KOMPUTER

CYFROWY

W ostatnich latach zaobserwowac mozna burzliwy rozwój jednego z nowszych zastosowan

komputerów, malo znanego niespecjalistom, a mianowicie komputerowego przetwarzania
i analizy obrazów wizualnych. Jak wiadomo, zmysl wzroku dostarcza czlowiekowi okolo
1000 razy wiecej informacji niz nastepny w kolejnosci sluch. Ludzie sa wzrokowcami ­
znakomita wiekszosc uzytecznej dla nich informacji, zarówno pochodzacej z otoczenia,
jak i sluzacej do komunikacji miedzyludzkiej, ma postac obrazów optycznych. Nic wiec dziwnego,
ze wraz z postepami mechanizacji i automatyzacji róznych czynnosci wykonywanych
dotychczas bezposrednio przez czlowieka, nadszedl równiez czas automatyzacji przetwarzania
obrazów. Pierwsze prace w tym kierunku pojawily sie jednak dopiero na poczatku lat
szescdziesiatych. Co prawda, fotografia znana jest juz prawie póltora stulecia, a fotokomórka

od prawie wieku, ,lecz nie daja one jeszcze mozliwosci automatycznego wydzielania z obrazu
uzytecznej informacji zakodowanej w ksztalta,;h i rozmieszczeniu róznorodnych obiektów
na obrazie. A uzyskanie takich mozliwosci pozwala dopiero mówic o automatyzacji analizy

obrazów. Tak wiec dopiero laczne pojawienie sie techniki telewizyjnej (pozwalajacej
zamieniac obrazy na postac elektroniczna), komputerów elektronicznych (pozwalajacych
przetwarzac informacje zakodowana w postaci elektronicznej) i techniki ukladów scalonych
(umozliwiajacych budowe dostatecznie zlozonych i szybko dzialajacych ukladów przetwarzajacych
i liczacych) daje nadzieje uporania sie z problemem automatyzacji analizy rzeczywistych
obrazów. Ilosc informacji, która trzeba przetworzyc, jest bardzo duza: w sredniej klasy
komputerowych systemach analizy obrazów jest ona rzedu miliona bitów na 1 obraz, a wzrok
przetwarza jej znacznie wiecej - w siatkówce oka jest ok. 120 mln pojedynczych
fotoreceptorów !
Urzadzenia automatycznej analizy obrazów mozna z grubsza podzieliC na wyspecjalizowane
i uniwersalne. Te pierwsze przystosowane sa do analizy pewnej okreslonej klasy obrazów
i wydzielania z obrazów tej klasy scisle okreslonych informacji w sztywny sposób.
Przykladem moga tu byc tzw. czytniki pisma, pozwalajace wczytywac (np. do komputera lub

maszyny drukarskiej) dane w pos!aci tekstu drukowanego lub maszynopisu. Urzadzenie
rozpoznaje w tym celu litery alfabetu i inne znaki drukarskie wedlug sztywnego algorytmu,

zrealizowanego w konstrukcji urzadzenia. Wiekszosc urzadzen tego typu jest przy tym
przystosowana do czytania tylko jednego scisle okreslonego kroju czcionki (lub w najlepszym
wypadku kilku krojów). Urzadzenia uniwersalne zawieraja komputer uniwersalny, za pomoca
którego realizowane byc moga teoretycznie dowolne algorytmy przetwarzania, analizy
i rozpoznawania obrazów. Urzadzenia uniwersalne stosowane sa zatem glównie do celów

badawczych (opracowywanie nowych metod analizy obrazów) oraz do analizy zlozonych
obrazów, dla których algorytmy przetwarzania sa zbyt skomplikowane (i czesto
w szczególach nie dopracowane), by mozliwe bylo ich efektywne zrealizowanie sprzetowe.

Urzadzenie uniwersalne ma strukture ogólna
podana na rys. 1: sklada sie z komputera i z tzw.
cyfrowego przetwornika obrazu, sluzacego do
wprowadzania informacji obrazowej do tego
komputera. Uklad wprowadzania obrazu zamienia
obraz optyczny na zbiór reprezentujacych go
wartosci elektrycznych. Uklady takie dzialaja
na róznych zasadach: moze to byc np. pojedyncza
fotokomórka przesuwana mechanicznie nad

obrazem (np. fotografia), uklad z plamka swietlna
generowana i przesuwana na ekranie lampy
oscyloskopowej, a nastepnie rzutowana na obraz,
lub, najczesciej stosowana, kamera telewizyjna.
Nastepnie uklad kwantujaco-kodujacy rozbija ciagly
rozklad jasnosci (reprezentowanych elektry.::znie)
na skonczona liczbe oddzielnych punktów
(jest to tzw. próbkowanie), jasnoSC kazdego z nich

przybliza jednym ze skonczonej liczby rozróznianych poziomów jasnosci (kwantowanie)
i zamienia na wartosc cyfrowa (kodowanie). W niektórych systemach tak zakodowany obraz
zapamietywany jest, przed przeslaniem do komputera, w dodatkowej pamieci obrazu (skad
porcjami odczytuje go komputer w trakcie przetwarzania) lub !ez czesc prostszych operacji
przetwarzania wykonywanych jest poza komputerem, przez specjalne uklady cyfrowe
(np. zliczanie liczby jasnych punktów lub spójnych skladowych obrazu). Dla orientacji
podajemy, ze rozmiary poj~dynczego obrazu wahaja sie w systemach uniwersalnych od 64 x 64
punkty do 1024 x 1024 punkty, a liczba rozróznianych poziomów jasnosci punktu od 2
(obraz czarno-bialy, bez posrednich szarosci) do 256. Odpowiada to ilosci informacji na
1 obraz od 4096 do ponad 8 mln bitów. Srednie parametry: 512 x 512 punktów, 16

,poziomów jasnosci (ponad 1 mln bitów na obraz).
Koniecznosc zamiany obrazu rzeczywistego (bedacego ciaglym rozkladem jasnosci na
dwuwymiarowej plaszczyznie) na skonczona ilosc liczb mozliwa do przetworzenia

,komputerowego, pociaga za soba koniecznosc próbkowania obrazu (rys. 1), tj. odczytu

CYFROWY PRZETWORNIK OBRAZU

--------------------.
II

..:._.1 __ ,I
I PAMIEC I
I OBRAZU II IIl-----,
IUKI:AlJI'

IWSTEPNEGO l IIPRZETWIl. - I I
I RZANIA I I
L9.!!.~~__ 1 I

I
I
I

-i
I

UKLAD KWANTUJACO - KODUJACY

omputerowa
analiza
obrazów

wizualnych --

URZI\DZENIE

WFf1.aNI>.DZA­

NIA

OBRAZU _

Kacik czytelniczy

W jednej z niedawno wydanych popularnych
ksiazek o matematyce zauwazylismy
nastepujace zdanie (cytujemy z pamieci):
"ulamek J55/l13 wynalazl w V w. p.n.e.
chinski uczony Tsu Chu'ung Chlh."
Domyslamy sie, ze 1/2 wynalezli

Babilonczycy, 22/7 Archimedes, a m~~m. -:
Newton. Kto z naszych Czytelników wie,

65478958 ? •
kto 'wynalazl ulamek 79654002' A moze

on jeszcze czeka na swojego wynalazce?
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a)

wartosci jasnosci w skonczonej liczbie dyskretnych punktów (tzw. punktów rastru). Uzyskany
obraz dyskretny moze byc dopiero przetwarzany w komputerze - podobne przeksztalcenie
obrazu zachodzi zreszta takze w siatkówce oka. W rezultacie jednak pojecia geometryczne
uzywane do opisu obrazów (np. pojecie linii) traca swój euklidesowy, ciagly sens. Rzeczywiste
linie na obrazie maja skonczona grubosc i dokladnosc rysunku - na skutek dyskretnej
struktury rastru i nieuniknionych zaklócen i bledów próbkowania - zmieniaja sie w szerokie

obszary punktów o poszarpanych brzegach (rys. 2a) lub tez ulegaja poprzerywaniu na
niespójne fragmenty (rys. 2b). Nawet jednak teoretycznie "idealne" dyskretne linie proste nie
sa wcale proste (rys. 2c). Rodzi to mnóstwo problemów prt.y tworzeniu algorytmów

, analizy obrazów. Linie rzeczywiste próbuje sie sprowadzic do "idealnych" - grube "pocienia" .
sie, usuwajac z nich punkty brzegowe, a linie poszarpane laczy sie uzupelniajac przerwy.

bl

Rys. 2. Przyklady rzeczywistych linii
dyskretnych: "grubej" (a) i poszarpanej
(b) oraz przyklady linii prostych "idealnych"
o róznych nachyleniach.

c)

,

I

I

a)

bl

el

dl

Rys. 3. Przyklady figur niejednoznaeznyeh:
schody Schr6dera (a) i szescian Neckera (b)
oraz figur niemozliwych (c, d)•

Algorytmy realizujace te operacje nie sa jednak proste - musza bowiem omijac wiele
"pulapek" wystepujacych na rzeczywistych obrazach. Gruba linia o poszarpanych brzegach
powoduje przy pocienianiu powstanie "galazek" odchodzacych w przypadkowych miejscach
od pocienionej linii, a ostre zalamania biegu linii sa przy pocienianiu zaokraglane. Moze to
spowodowac np. zamiane litery B na cyfre 8 (w czytniku pisma). Linie poszarpane przebiegajace
blisko siebie moga zostac z kolei przy uzupelnianiu polaczone ze soba ("na krzyz"),
powodujac np. zinterpretowanie biegnacych w jednym kierunku warstw komórek na preparacie
mikroskopowym tkanki jako siatki nieregularnych linii o kierunku prostopadlym do
rzeczywistego.,. Jeszcze wieksze trudnosci sprawia wydzielanie krawedzi obiektów na obrazie,
zwlaszcza gdy sa one rozmyte w róznym stopniu w róznych miejscach. Niestety, w rzeczywistych
obrazach rzadko mamy do czynienia z idealnymi krawedziami.
Nawet jednak po uzyskaniu linii "cienkich", idealnych, klopoty nie' znikaja. Pojawiaja sie
problemy interpretacji - jaki uklad punktów rastru nalezy uznac za dyskretna wersje linii
prostej, a jaki nie; jak obliczyc krzywizne takiej "schodkowej" krzywej (rys. 2c), a jak dlugoSC
jej odcinka lub obwód nieregularnej figury. Jest oczywiste, ze obliczajac dlugosc punktowej
linii jako sume odleglo~i kolejnych- punktów rastru wzdluz linii popelniamy spory blad i to
rózny dla róznych nachylen linii (rys. 2c). Badaniem i rozwiazywaniem tego typu problemów
zajmuje sie dzial analizy obrazów zwany teoria obrazów dyskretnych lub geometria dyskretna.
Okazuje sie, ze ma on wiele punktów stycznych z teoria liczb - abstrakcyjnym dzialem
matematyki, pozornie zupelnie odleglym od jakichkolwiek zastosowan praktycznych.
Innego rodzaju problemy wynikaja w zastosowaniach automatycznej analizy obrazów do
okreslania trójwymiarowej struktury "ogladanej" sytuacji, np. w próbach konstrukcji "sztucznego
oka" sterujacego praca robotów (przemyslowych lub tzw. "inteligentnych"). Centralnym
zagadnieniem jest wtedy okreslanie trójwymiarowego ksztaltu obiektu przestrzennego na
podstawie jego plaskiego wizerunku (rzutu) na plaszczyznie obrazu. Jest to zadanie istotnie
ni«<iednoznaczne - teoretycznie istnieje nieskonczenie wiele róznych obiektów przestrzennych
o tym samym dwuwymiarowym rzucie. Oko czlowieka (wraz z osrodkiem wzroku w mózgu)

interpretuje plaski wizerunek (obraz, rysunek, fotografie) -w wiekszosci przypadków
jednoznacznie, odtwarzajac przestrzenna strukture przedstawionych obiektów i nie zauwazajac
wrecz innych (choc teoretycznie równie uprawnionych) mozliwosci. Dazenie do nasladowania
tych mozliwosci oka jest przedmiotem omawianego dzialu analizy obrazów,
Duza pomoc w wyjasnieniu zasad trójwymiarowej interpretacji obrazów plaskich okazalo
m.in. znalezienie obrazów sprawiajacych takze oku zasadnicze trudnosci w okresleniu
jednoznacznej interpretacji. Sa to tzw. figury niejednoznaczne (rys. 3a, b) i figury niemozliwe
(rys. 3c, d). Dla figur niejednoznacznych oko znajduje dwie rózne, choc równouprawnione
interpretacje (dla schodów SchrOdera jest to "widok z góry" lub "widok z dolu"; dla

szescianu Neckera albo punkt A jest w,glebi, a B blizej, albo na odwrót). Dla figur niemozliwych
oko nie jest w stanie znalezc zadnej poprawnej interpretacji. Choc czynia one wrazenie pewnych
trójwymiarowych obiektów, to ich przestrzenna struktura, sugerowana przez oko, jest
niemozliwa do fizycznej 'realizacji. Figury te maja jednak realizowalna interpretacje przestrzenna,
lecz nielatwo je.st ja znalezc naszemu oku, tak doskonalemu w innych sytuacjach. Analiza tego
typu figur pozwala okreslic wiele heurystycznych mechanizmów tworzenia w mózgu hipotez
percepcyjnych przy trójwymiarowej interpretacji obrazów. Umozliwia to ich modelowanie
w komputerowych systemach rozpoznawania obrazów.

Oprócz problemów zasygnalizowanych powyzej, automatyzacja analizy obrazów ~maga
rozwiazania mnóstwa innych problemów róznej natury: technicznych (np. konstrukcja
dokladnych i niezawodnych ukladów wprowadzania), informatycznych (np. zagadnienia
efektywnego prpgramowania algorytmów przetwarzania), metodologicznych, matematycznych
i wielu innych.
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lasyczne pole o malym zasiegu

Doc. dr Michal SW IECKI

Najwiekszym osiagnieciem fizyki XIX wieku bylo wprowadzenie koncepcji pola fizycznego
i stworzenie polowej 'teorii oddzialywan pomiedzy ladunkami elektrycznymi. Ukoronowaniem

tego kierunku stala sie ogólna teoria wzglednosci Einsteina - polowa teoria oddzialywan
grawitacyjnych. Najistotniejszym zas wkladem naszego stulecia jest rozdrobnienie zarów~o
materii, jak i pola na mozliwie najmniejsze kawalki - czastki elementarne. I tak materie, l
podzielono na czastki o spinie (wewnetrznym momencie pedu) równym 2: elektrony, protony

i neutrony, k.tórych zachowanie ograniczono zakazem Pauliego nie zezwalajacym na to,
by w okreslonym stanie fizycznym znajdowala sie wiecej niz jedna czastka kazdego rodzaju.
W ten sposób udalo sie wyjasnic podstawowa wlasnosc materii, a mianowicie istnienie cial

stalych i cieczy o okreslonej objetosci. Zakaz Pauliego nie obowiazuje skladników pola.
Dlatego wlasnie ogromna liczba fotonów moze zajmowac ten sam stan tworzac w ten sposób
makroskopowe klasyczne pole elektromagnetyczne.
Czastek elementarnych odkryto znacznie wiecej od tych wyzej wymienionych. Znaleziono tez
nowe rodzaje oddzialywan miedzyczasteczkowych - oddzialywania silne wraz z odpowiednim

polem skladajacym sie z mezonów oraz oddzialywania slabe z polem, którego skladniki
nie zostaly dotychczas, odkryte. Z czastek tworzacych pola silne i slabe mozna równiez budowac

pola klasyczne. Zupelnie tak samo, jak z fotonów pole elektromagnetyczne. Wystarczy zgromadzic
okolo 1020 odpowiednich czastek w kazdym mniej wiecej miejscu zajmowanym przez pole.
Niestety, operacja taka jest praktycznie niewykonalna. Czastki przenoszace oddzialywania
silne i slabe sa obdarzone dosc duza masa i wyprodukowanie tak duzej ich ilosci napotyka
nieprzezwyciezalne trudnosci energet"o:zne. Powszechna obecnosc w nasZym zyciu codziennym
klasycznych pól elektromagnetyczn~ .1 wiaze sie w teorii czastek elementarnych :z. zerowa
wartoscia masy odpowiedniego sl(ladnika - fotonu.
WartoSC masy nosnika oddzialywania wiaze sie z jeszcze jedna cecha uniemozliwiajaca
makroskopowe obserwacje pól silnych i slabych. Zasieg dzialania pól statycznych
wytworzonych przez nieruchome ladunki jest mianowicie odwrotnie proporcjonalny do masy
odpowiedniej czastki - skladnika pola. Dla fotonu o masie zero zasieg jest nieskonczony,
czemu odpowiada potencjal pola elektrostatycznego
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i sila odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci (prawo Coulomba). W prawie
powszechnego ciazenia sila jest równiez odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci
i,ewentualny nosnik,oddzialywan grawitacyjnych powinien miec takze zerowa mase. Jednak
oddzialywania grawitacyjne wciaz pozostaja ostatnim bastionem teorii pola nie zdobytym
przez teorie czastek elementarnych. Zupelnie odwrotnie przedstawia sie sprawa w przypadku
oddzialywan silnych i slabych. Masy czastek przenoszacych te oddzialywania sa duze, zasieg
dzialania pól statycznych bardzo maly i efektów tego dzialania nie mozna zaobserwowac
w warunkach makroskopowych. Dlatego skazani jestesmy tu na badanie mikroskopowych
oddzialywan zachodzacych pomiedzy pojedynczymi czastkami elementarnymi.
Poniewaz fizyka czastek elementarnych oparta jest w calosci na teoriach kwantowych, wiec

i wystepujace w niej obiekty maja wlasnosci kwa!ltowe, okreslone jedynie statystycznie. Latwo
zrozumiec, ze budowanie zwartej teorii fizycznej.w oparciu o wysoce niekompletne, bo trudne

do uzyskani~ dane oraz slabo przemawiajace do wyobrazni koncepcje statystyczne nie jest
wcale proste. Dlatego tez postep na tym polu jest bardzo powolny. Sadze, ze z postepu tego
korzysc moga odniesc nie tylko liczni zwolennicy kwantowej teorii pola, ale takze wymierajacy
powoli milosnicy klasycznej teorii pola fizycznego. Jest tak dlatego, ze kazda teoria kwantowa
ma swój odpowiednik klasyczny. Wystarczy wyobrazic sobie 1020 czastek w jednym_mniej ,
wiecej miejscu ...

Tak wiec 'kazda nowa zwarta teoria pola moze byc przedstawiona w postaci pewnego modelu
pola klasycznego. Ostatnio powstala wlasnie tego typu teoria. Jest nia jednolita teoria
oddzialywan elektromagnetycznych i slabych S. Glashowa, A. Salama i S. Weinberga
(Nobel 79). Zgodnie z gloszonym tu 'pogladem, te wybitnie kwantowa teorie nalezy
przedstawic w dosc zrozumialym intuicYjnie jezyku pojec klasycznej teorii pola. Nalezy jednak
przy tym pamietac, ze wszystkie wlasnosci oddzialywan slabych zostaly wymyslone i odkryte
jedynie w trudno dostepnym swiecie czastek elementarnych.
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Gdy bylem ryba

W dalekim kraju, za siedmioma
rzekami, powazni ludzie wierza w scisle
prawa rozwoju kultury. Na przyklad
wierza w to, ze wszystkie religie swiata
rozwijaja sie dokladnie wedlug tego
samego schematu. Wobec tego,
powiadaja, wystarczy pojechac do
Australii, gdzie rodowici mieszkancy
zyja na poziomie epoki kamiennej,
przestudiowac ich religie - i juz
bedziemy wiedzieli, jak wygladala
nasza religia p1'2Cd10000 lat. Poniewaz
ów daleki kraj jest bardzo postepowy
i religia w nim spontanicznie wyginela,
uzywa sie niektórych dawnych swiatyn
jako muzeów historii religii i ateizmu,
które prezentuja opisany tu smialy
poglad.
Metoda ta nasunela mi pewien pomysl.
Podobno zarodek ludzki powtarza
w swoim rozwoju kolejne etapy
ewolucji najwyzej rozwinietych
organizmów zywych. Bylem wiec
kiedys ryba. To dopiero musialo byc
fajne... Postanowilem napisac
pamietnik z tego okresu swojego zycia.
Tylko, psiakosc, nic nie pamietam.
Na razie wiec kupilem sobie rybe,
wpuscilem do wanny i pilnie
obserwuje. Moze cos mi sie skojarzy.

Zajmiemy sie na razie jedynie fragmentem teorii, a mianowicie konstrukcja pola klasycznego
o bardzo malym zasiegu.dzialania. Zacznijmy od wlasnosci pola elektromagnetycznego.
Zródlem tego pola sa poruszajace sie lub nieruchorne ladunki elektryczne. Niech wiec
w pewnym ukladzie odniesienia spoczywa idealny punktowy ladunek elektryczny. Ladunek ten
jest zródlem wypelniajacego cala przestrzen pola elektrostatycznego, którego natezenie (sila
dzialajaca na jednostkowy ladunek umieszczony w polu) jest odwrotnie proporcjonalne do
kwadratu odleglosci od ladunku oraz wprost proporcjonalne do wartosci samego ladunku.
Natezenie to jest skierowane od lub do ladunku zródlowego, co zapewnia sferyczna symetria ukladu.
Poniewaz pole powierzchni kuli o srodku w punkcie zajetym przez ladunek rosnie tak jak
kwadrat odleglosci tej powierzchni od ladunku, zas natezenie pola maleje jak odwrotnosc tego
kwadratu, wiec calkowity strumien pola (iloczyn powierzchni oraz normalnej do niej skladowej
natezenia) przez kazda taka powierzchnie jest taki sam i równa sie ladunkowi umieszczonemu
w srodku. Mozna pokazac, ze wlasnosc ta, zwana prawem Gaussa, nie zalezy od ksztaltu

rozpatrywanej powierzchni zamknietej ani od punktowosci samego ladunku (patrz Delta 8/79).
W szczególnosci strumien przez powierzchnie otaczajaca obszar elektrycznie obojetny wynosi
zero. Ta szczególna wlasnosc pola elektrycznego umozliwia poslugiwanie sie pojeciem linii pola,
które zaczynaja sie na ladunkach elektrycznych. Im wiekszy ladunek, tym wieksza gestosc linii
z niego wybiegajacych. Oczywiscie, kazda linia pola musi po wejsciu do zamknietej powierzchni
gdzies ja opuscic. Chyba, ze napotka w srodku jakis nie zajety w calosci przez inne linie
ladunek. Wszystko to jest calkowicie równowazne sformulowanemu poprzednio prawu Gaussa.
Jak widzielismy prawo to jest spelnione jedynie dla sil odwrotnie proporcjonalnych do kwadratu
odleglosci.

Prawo Gaussa jest spelnione równiez dla pola magnetycznego. Tyle tylko, ze nie sa
znane pojedyncze zródla tego pola - ladunki magnetyczne - i strumien pola magnetycznego
przez kazda powierzchnie zamknieta wynosi zero. Kazdy magnes czy tez mala petla z pradem
zachowuje sie jak uklad dwóch nierozdzielnych ladunków przeciwnego znaku, z których
kazdy dziala sila odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci. Tak wiec linie sil pola
magnetycznego nie rozbiegaja sie do nieskonczonosci. Zaczynaja sie one na jednym, a koncza
na drugim biegunie magnesu. W przypadku przewodnika z pradem obiegaja go po
zamknietych petlach.

Prawo Coulomba i wynikajace z niego prawo Gaussa przypisuja ladunkowi elektrycznemu
role decydujaca o sile oddzialywan elektrycznych, im wiekszy bowiem ladunek tym wieksze
natezenie wytworzonego pola. Nie mniej istotna jest inna wlasnosc ladunku, a mianowicie
prawo jego zachowania spelnione scisle w kazdym elemencie przestrzeni. Glosi ono, ze z kazdego
obszaru tyle samo ladunku wyplywa przez powierzchnie, ile go ginie w srodku. Prawo to latwo
zrozumiec poprzez koncepcje niezniszczalnych, konczacych sie tylko na ladunkach, linii pola.
Jezeli bowiem w pewnym obszarze zginal ladunek elektryczny, to albo musial on wyplynac
wraz ze swymi liniami pola na zewnatrz, albo odpowiednie linie musialy urwac sie nagle.
W tym drugim przypadku musialyby one zniknac równoczesnie w calej przestrzeni, a to jest
niemozliwe ze wzgledu na ograniczona predkosc rozchodzenia sie wszelkiej informacji
w przyrodzie.

Zupelnie podobnie mozemy zaczac opisywac inne rodzaje oddzialywan. Wydaje sie, ze wystarcz)
wprowadzic nowe rodzaje ladunków i nowe pola wraz z ich liniami. Niestety, napotykamy od
razu powazne trudnosci. Mozna bowiem wprowadzic pojecie slabego ladunku materii bedacego
zródlem pola slabego, ale, jak wiemy, pole to ma wyjatkowo krótki zasieg dzialania.

Doswiadczalnie zasieg oddzialywan slabych jest mniejszy od 10-17 cm. W zwiazku z tym
sila oddzialywania slabego nie maleje tak, jak odwrotnosc kwadratu odleglosci, ale znacznie
szybciej. Strumien pola slabego przez powierzchnie sferyczna nie jest wiec staly, ale szybko
maleje wraz ze wzrostem promienia sfery. Prawo Gaussa przestaje byc sluszne i pojecie linii
pola traci sens. Mozna wprawdzie wprowadzic linie zaczynajace sie na ladunkach slabych,
ale musialyby one urywac sie w prózni w miare oddalania sie od ladunku.
Latwo stad widac, ze ladunek slaby nie moze byc wielkoscia zachowana.

Sytuacja jest jednak tylko pozornie beznadziejna. Wreszcie ladunek slaby nie musi spelniac
prawa zachowania i problem polega na tym, jak wprowadzic linie pola, które konczac sie tylko
na ladunkach równoczesnie urywalyby sie w prózni. Juz widac co trzeba zrobic. Nalezy po prostu
wprowadzic ladunki slabe do samej prózni. Taka próznia wypelniona ladunkiem o odpowiedniej
gestosci wychwytuje linie pola slabego, w wyniku czego zasieg oddzialywania staje sie dowolnie
maly. Samej prózni ani jej ladunku nie mozemy oczywiscie obserwowac. Przynajmniej na razie.
W konsekwencji ladunek slaby jest wielkoscia zachowana jedynie teoretycznie, nie umiemy
bowiem na przyklad zaobserwowac ruchów ladunków prózniowych.

W ten sposób zalatwilismy kwestie malego zasiegu oddzialywan slabych. Wprowadzenie
takiego zasiegu odpowiada w teorii kwantowej nadaniu czastkom pola nie równej zeru masy.
Czastki te poprzez oddzialywanie z próznia uzyskuja mase. Podobnie masy wszystkich innych
czastek moga pochodzic z odpowiedniego ich oddzialywania z wprowadzona "matenalna"
próznia. Tak sie zreszta obecnie uwaza.

17


