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Wartosci liczbowe stalych fizycznych uzytych . = . . E =
§ sestai Historia i fizyka gwiazd neutronowych
Predkosé swiatla ¢ = 2,998 - 1010 cm s~ :
Stala grawitacyjna G = 6,672 10~ ® em3g—15-32
Masa Storica MO =1,989-10%* g
Promien Sforica RO = 6,28-10'% cm

~ Promieft Ziemi Ry = 6,36 10% cm

. Dogodng jednostka energii stosowany przy

_ opisie wlasnoéci gazu neutronowego jest
1 MeV = 1,602-10-13]J = 1,602- 10-5 erg
Stala Boltzmanna kp = 8,617 - 10-11 MeV K-
Stala Plancka podzielona przez 2z,
fi=16,82-10-22 MeV s 2
Masa neutronu m = 1,675+ 10-24 g
Energia spoczynkowa neutronu mc? =
= 939,5 MeV

Doc. dr Pawel HAENSEL

Pojecie gwiazd neutronowych pochodzi z roku 1932, w ktorym odkryto neutron. Autorem
tego odkrycia byt pracujacy w Cambridge angielski fizyk James Chadwick. Kiedy wiadomo$¢
o tym dotarla do kierowanego przez Nielsa Bohra Instytutu Fizyki Teoretycznej
Uniwersytetu Kopenhaskiego, Bohr, Leon Rosenfeld i Lew Landau spedzili caly wieczor
dyskutujac mozliwe konsekwencje istnienia neutronu. Wtedy wiasnie Landau zasugerowat
mozliwos¢ istnienia gwiazd neutronowych.

Rozumowanie prowadzace do pojecia gwiazdy neutronowej przedstawia si¢ nastgpujaco.
Neutron jest obojetna elektrycznie czastka elementarng o spinie #/2. Uklad wielu
nieoddzialujacych czastek o spinie potowkowym — fermionow — (a wigc i doskonaly gaz
neutronowy) podlega prawom statystyki Fermiego-Diraca (1926), a w szczegdlnosci — zasadzie
wykluczania Pauliego (1925). Idea gwiazdy neutronowej wynika z dyskusji mozliwosci
rownowagi dwoch przeciwstawnych czynnikéw: ci$nienia gazu neutronowego wynikajacego

z zasady Pauliego oraz wzajemnego przyciagania grawitacyjnego neutronow.

Rozwazmy uklad N neutronéw (gaz neutronowy) znajdujacy si¢ w naczyniu o objgtosci V.
Pominmy sily oddzialywania miedzy neutronami i rozwazmy doskonaly gaz neutronowy

w stanie o najnizszej energii — w stanie podstawowym. Bedzie to stan odpowiadajacy
temperaturze zera bezwzglednego T = 0 K. Gegsto$¢ gazu neutronowego wynosi

o = Nm/V, gdzie m jest masg neutronu. Poniewaz rozwazamy stan o najnizszej energii, za$
energia neutronow sprowadza sie do ich energii kinetycznej, wiec na pierwszy rzut oka wydaje
sie, e stan ten osiagniety bedzie wowczas, gdy wszystkie neutrony bedg mialy ped pi = 0.
Ale oznaczaloby to, w jezyku mechaniki kwantowej, ze N neutronéw znajduje si¢ w stanie

p1 = 0. Jest to sprzeczne z zasada Pauliego, zgodnie z ktorg w kazdym stanie moga sig
znalezé tylko dwa neutrony o przeciwnie skierowanych spinach. Pozostale N—2 neutrony zajma

Wyprowadzenie wzoru wigzacego ped

Fermiego pp z gestoscia p oraz wzoru na-

$rednig energi¢ fermionu, Ey;, , mozna znaleé
~ w podreczniku ,, Podstawy Fizyki

1
stany o pedach wigkszych od zera, przy czym kazdy i-ty stan (:‘ = D% = N; zakladamy dla

Wspolczesnej” R. M. Eisberga (PWN,
Warszawa 1968) Rozdzial XII, § 6.

W celu wyprowadzenia wzoru na P
wykorzystaé nalezy zwiazek

uproszczenia, ze N jest parzyste) bedzie zajety przez dwa neutrony o przeciwnie skierowanych

spinach. Jest to przedstawione schematycznie na Rys. 1.

- W stanie podstawowym maksymalny ped neutronu wynosi pr; nosi on nazwe pedu Fermiego.

Wszystkie stany o pedach p; > pr sa puste (nieobsadzone), za$ stany o pedach p; < pr sa

po 4B ? zajete (obsadzone). Rachunek wskazuje, ze ped Fermiego pr jest w prosty sposob zwigzany
a¥ z gestoécia gazu neutronowego: pr = ap'’®, gdzie a jest stala.

gdzie E jest energig gazu zamknigtego

W naczyniu o objetosei V. Czytelnik moze

wyprowadzi¢ powyisze rownanie wychodzac %

z pierwszego prawa termodynamiki oraz e G

definicji ci$nienia. Uwaga: kie _— — ==
- rozwazania prowadzone sa przy T = 0 K. I E e e T

Wzory na ped Fermiego i cisnienie gazu

neutronowego w T = 0 K najwygodniej jest

zapisa¢ wprowadzajac gestosé liczbowa

neutrondw n = N[V, Otrzymamy wowczas

Py = 3,In1'3 4,

hiz ;
P= 1,9.1"3: = 5,4-10°#%/3 cm® atm,

B |

- n,

®
R S S
S

Rys. 1 . Rys. 2

gdzie jednostka » jest cm~ 3.

Gaz neutronow, ktore poruszaja si¢ wewnatrz naczynia z predkosciami zawartymi migdzy

zerem a py/m, wywiera cisnienie na $cianki naczynia. Ciénienie to rosnie wraz z gestoscig

zgodnie ze wzorem P = bp*/® (b jest stala). Po to, aby rozwazany przez nas uklad znajdowat

sie w stanie rownowagi, sily wynikajace z ci$nienia gazu neutronowego i dazace do

zwiekszenia objetosci, w ktorej si¢ on znajduje, powinny by¢ zréwnowazone przez sily,

ktore daza do $cisniecia tego gazu. Takie wlasnie sity pochodza od przyciagania

grawitacyjnego miedzy neutronami. PrzeSledZzmy dokladniej warunki rownowagi. Niech nasz
uktad N neutronéw tworzy kulg o promieniu R i masie M = Nm. Rozwazmy maly element tej
kuli o masie AM znajdujacy si¢ w odleglosci r od §rodka kuli (Rys. 2). Po to, aby element

ten znajdowal sie w spoczynku, sila wynikajaca z ciénienia, F. musi by¢ zrownowazona przez

site F,, z jaka kula o promieniu r przycigga ten element. W celu otrzymania réwnania
formulujacego ten warunek przyjrzyjmy si¢ elementowi AM w powigkszeniu (Rys. 3). Dla
uproszczenia zaldézmy, ze jest on malym walcem, ktorego wysoko$¢ wynosi Ar, za$ pole podstawy
S. Poniewaz gestosé gazu neutronowego (materii neutronowej) wewnatrz walca jest w przyblizeniu




biograficzne

Niels Bohr (1885—1962), dunski fizyk
teoretyk, byl jednym z tworcéw teorii
kwantdéw, wnidst powaizny wklad do twru
jadra atomowego. Zalozyciel i dlugoletni
kierownik Kopenhaskiego Instytutu Fizyki
Teoretycznej (obecnie Instytut Nielsa Bohra).
Nagroda Nobla w 1922 r, za teorig atomu.

Informacje

Sir James Chadwick (ur. 1891), fizyk angielski,
specjalista z zakresu doswiadczalnej fizyki
jadrowej. W roku 1919 wspdélnie z E.
Rutherfordem przeprowadzil pierwsza sztuczna
reakcje jadrows. Nagroda Nobla'w 1935 r,

za odkrycie neutronu.

Antony Hewish (ur. 1924), radioastronom
angielski. Nagroda Nobla w 1974 r, za
odkrycie pulsarow,

Lew Dawidowicz Landau (1908—1968),
radziecki fizyk teoretyk. Autor
fundamentalnych prac z zakresu wielu dziedzin
wspoblczesnej fizyki teoretycznej — m.in.

tworca teorii przejic fazowych w
termodynamice, teorii nadcieklosci Helu 1T

i teorii normalnej cieczy fermionowej. Autor
(wraz z I. M. Lifszycem) wielotomowego
podrgcznika ,,Fizyka Teoretyczna”. Nagroda
Nobla w 1962 r. za teorig cieczy kwantowych.

Jacob Robert Oppenheimer (1904—1967),
amerykaniski fizyk teoretyk. Autor
fundamentalnych prac z réznych dziedzin
fizyki teoretycznej. W latach 1943—1945
kierowatl pracami nad budowa amerykanskiej
bomby atomowej; byl zwany , ,ojcem bomby
atomowej".

stala, wiegc AM = SArg(r). Oznaczmy ciénienie dzialajace na gorna podstawe walca przez P,
na dolng za§ — przez P,. Wartosci sit F, i F, sg wigc rowne F; = SP, i F, = SP,.
Cisnienie wewnatrz kuli neutronowej jest funkcja odleglosci od $rodka kuli P = P(r), a wiec
Py = P(r), P, = P(r+Ar). Sily dziatajace na boczna powierzchnig walca réwnowai sig.
Wypadkowa sil F; i F, ma warto$§¢

M : © Fe=F—F = 8P, —P)

i skierowana jest ku powierzchni kuli, poniewaz P, > P,. Sita przyciggania grawitacyjnego
F, jest rowna sile, z jaka masa .# (r) zawarta w kuli o promieniu r przyciaga mase AM,

@ : B Guﬂ(r:p_:(r)SAr e
‘Warunek réwnowagi ma wige postac:

dP G.#(ro(r)
@ S B

gdzie wykorzystalismy def inicjé pochodnej
dP P(r+Ar)—P(r)
m—

— = 1li
: dr  Ar-0 Ar _
Warunek ten musi byé spetniony w kazdym punkcie kuli neutronowej. Zastosowanie tego
warunku do naszego problemu, w ktérym zalezno$¢ cisnienia od gestosci dana jest wzorem
P = bp®"® prowadzi do wniosku, ze konfiguracje rownowagi sg realizowane przy

(€3] Nz10°", M=Nm=zxMp, R=zI10km,

Otrzymana przez nas ,,gwiazda neutronowa” jest niezwykla gwiazda. Jej $rednia gestosé rﬁoiemy
- 4z \~* H
oszacowac stosujac wzor g = M (T R"‘) . Otrzymamy wtedy ¢ ~ 10'* gcm~3. Znak ,, "

we wzorze na g i we wzorach (4) moéwi o tym, Ze s3 to oszacowania. Wyniki uzyskane przy
bardziej realistycznych zatozeniach beda rozni¢ si¢ o czynnik ,,kilka™ (dwa, trzy, ale nie
pigcdziesiat!) od naszych oszacowan. Gesto§é g jest rzeczywiscie olbrzymia: 3 cm® materii
»»8wiazdy neutronowej” wazy tyle co cala ludnoé¢ Ziemi. To, Ze nazwe gwiazdy neutronowej
piszemy tutaj w cudzystowie, nie jest przypadkowe. Rachunki przeprowadzone przez teoretykow
w okresie dwoch ostatnich dziesigecioleci prowadza do wniosku, ze prawdziwa gwiazda neutronowa
skiada si¢ wprawdzie przede wszystkim z neutrondw, ale w jej materii znajdziemy rowniez
kilkuprocentowa domieszke protondw, elektronéw, mionow i — byé moze — hiperonéw. Stad,
nasza kula neutronowa jest ,,gwiazda neutronowa™ tylko w cudzyslowie. Gdzie we Wszechswiecie
nalezy szuka¢ takich niezwykle matych, gestych i zimnych gwiazd? W jakich warunkach powstaja
gwiazdy neutronowe? Pierwsza hipotez¢ dotyczacg warunkéw narodzin gwiazdy neutronowej
podali astrofizycy amerykanscy, Baade i Zwicky w roku 1934, Sformulujemy ja w wersji,

ktora wydaje si¢ obecnie, po 45 latach, najbardziej prawdopodobna.

Rozwazmy gwiazde o masie 8—10 M) znajdujaca si¢ na ostatnim etapie jej ,,zyc:a” Zapasy
paliwa jadrowego wyczerpuja sig; gwiazda sklada si¢ wowezas z goracego, gestego jadra
maksymalnej gestosci rzedu 10® g cm™3 i o masie wigkszej niz 1,4 Mg (np. 2M @) oraz

znacznie rzadszej otoczki. Jadro gwiazdy jest zbudowane z koficowych produktéw procesu
spalania jadrowego (jadra Zelaza, krzemu) oraz elektronow. W pewnym momencie, w wyniku
stosunkowo powolnych proceséw zachodzacych jeszcze w jadrze gwiazdy naruszony zostaje
warunek rownowagi: ci$nienie materii nie jest juz w stanie zrownowazy¢ cigzenia

grawitacyjnego. W ciagu utamka sekundy jadro gwiazdy ,,zapada si¢” — kurczy, jego rozmiary
maleja. W momencie, gdy gestos$¢ centralnej, najgestszej czeéci zapadajacej sie gwiazdy

przekroczy warto§¢ 10'* g cm™3, $rednia odleglo$¢ miedzy nukleonami w materii, z ktorej
zbudowane jest jadro gwiazdy, bedzie rzedu 10~'* em. Do akcji wkraczaja wowczas
oddzialywania jadrowe, ktérych zasigg wynosi wlasnie okolo 1073 cm i ktére sg silnie
odpychajace dla odleglosci migdzy nukleonami mniejszej niz ok. 0,4-10~'3 cm. Dalsze ,,$ciskanie”
najgestszej czesci jadra gwiazdy staje si¢ praktycznie niemozliwe. Rzadsze warstwy gwiazdy

"»,spadajace” z olbrzymig predkoscig (dochodzaca do 0,1 c) odbijaja sie od najgestszej czesci jadra

1 uciekaja na zewnatrz tworzac w zderzeniu ze ,,spadajaca” na centrum gwiazdy materia fale
uderzeniows. Polaczenie efektow silnej emisji i absorpcji neutrin oraz efektow
magnetohydrodynamicznych prowadzi do wybuchu gwiazdy, ktéremu towarzyszy wydzielenie
olbrzymiej energii, rzgdu 10°' ergéw. Dia poréwnania, calkowita energia wypromieniowana
przez Storice w ciggu roku wynosi 1,2-10%! ergow. Wybuchajaca gwiazda moze by¢ widoczna
na Ziemi i nosi nazweg supernowej. Supernowa zaobserwowana przez astronomow chinskich
w roku 1054 byla widoczna na niebie we dnie przez 3 tygodnie, a w nocy — przez 2 lata.
Otoczka gwiazdy w wyniku wybuchu oddziela si¢ od gestego jadra; w przypadku supernowej
z 1054 r. tworzy obecnie rozszerzajacy sig oblok $wiecacego gazu — mgtawice Kraba. Jadro
gwiazdy, o masie rzedu M@ i gestosci rzedu 10'* g cm™2 — to gwiazda neutronowa.
Poczatkowo, bezposrednio po narodzeniu, temperatura na powierzchni gwiazdy neutronowej
jest rzedu 10® K, po uplywie kilkuset lat obniza si¢ do okoto 10¢ K. Podobnie, temperatura

2
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Rozwigzanie zadania F 78
Woda nie zwilZza rozzarzonej powierzchni.
Ksztalt kropli jest wige taki jak na rysunku.

_Pod kropla odbywa si¢ intensywne parowanie.

Kropla przypomina zatem wiszacy *
poduszkowiec, ktérego chaotyczne ruchy
spowodowane sa fluktuacjami wyplywu pary.
Obecnosé, ,poduszki parowej’’ zmniejsza
znacznie opory ruchu i, dzigki niewielkiemu
przewodnictwu cieplnemu, przeduza czas
zycia kropli,

Jeieli temperatura powierzchni plyty obniza
sig od srodka ku brzegowi, to temperatura,
srednio biorac, jest w obszarze 4B kropli
wyisza niz w BC. Zatem Srednia preznosé
pary w obszarze pierwszym jest wyZsza niz
w drugim. Sita wywolana ta rdZnicg odsuwa
krople od rozgrzanego srodka p]_;.-t)'.

plgem?)

0
r (km]

Rys. 4

R{km}

15

10+

5 L

05 s 2

M/Mg

Rys. 5

we wnetrzu gwiazdy, ktéra poczatkowo byla rzedu 10'° K, spada do wartosci 10® K. Dla materii
o zwyklej, ,,ziemskiej” gestosci (rzedu 10 g cm™2) lub gestosci typowej dla wnetrza zwyklych
gwiazd (np. 100 g cm™2 w poblizu $rodka Storica) bylaby to bardzo wysoka temperatura,
wplywajaca w bardzo silny sposob na wlasnosci tej materii. W naszym przypadku

érednia energia kinetyczna ruchu cieplnego neutronéw, odpowiadajaca temperaturze

= 3
T = 10® K, wynosi Er = = kgT = 0,01 MeV. Jednocze$nie, przy gestosci p = 10'* gcm™3

$rednia energia kinetyczna neutrondow w rozwazanym poprzednio modelu doskonalego gazu
fermionow w temperaturze 7 = 0 K jest

3 pi
Eyyn = ——— = 18 MeV.
kin 5 om

Tak wigec wplyw temperatury T = 10" K na ruch neutrondow w tak gestej materii jest
doprawdy znikomy. Przeprowadzajac nasz rachunek cisnienia dla temperatury zera
bezwzglednego popehnilismy blad rzedu (Er/Eiin)-100% = 0,05%!. W bardzo dobrym
przyblizeniu materi¢ we wngtrzu gwiazdy neutronowej mozemy traktowac jako materig
o temperaturze zera bezwzglednego.

Gaz neutronowy o gestosci rzedu 10'* g cm~2 wywieratby ogromne ci$nienie na Scianki

naczynia, w ktérym bylby zamkniety. W naszym prostym modelu dla gestosci ¢ = 3-10'* gem™2

ciénienie to wynosi P = 7,5-10%7 atm. Po to, aby sily wynikajace z takiego ciSnienia zostaly

zréwnowazone przez ciénienie grawitacyjne zmierzajace do ,,Sciénigcia” kuli neutronowej,

potrzeba pol grawitacyjnych o gigantycznym natezeniu. Dla kuli neutronowej o masie

M = Mg i promieniu R = 10 km otrzymujemy wartos¢ przyspieszenia pola grawitacyjnego
GMpo

na powierzchni gexy = ~ 10! g4, gdzie gz jest przyspieszeniem pola grawitacyjnego
RZ

na powierzchni Ziemi. Jest to rzeczywiscie gigantyczne pole grawitacyjne. Praca, ktora trzeba
byloby wykonaé podnoszac kulke o masie 1 g z powierzchni takiej kuli neutronowej na wysokosc

1 cm, jest rowna w przyblizeniu pracy, ktora wykona!ibyémy podnoszac mase 10 ton z powierzchni
Ziemi na wysokos¢ 1 km!

Przy tak olbrzymich gestoéciach, jakich spodziewamy si¢ w gwiazdach neutronowych, materia
zaczyna wywiera¢ istotny wplyw na wlasnosci przestrzeni, w ktoréj sie znajduje. Zwiazek

miedzy wlasnosciami materii i wlasnosciami geometrycznymi przestrzeni jest opisany przez

Ogodlna Teorie Wzglednosci (OTW) sformutowana przez Alberta Einsteina w 1916 r. Kula
neutronowa — model gwiazdy neutronowej — byla jednym z pierwszych badanych

teoretycznie obiektow, dla ktorego efekty wynikajace z modyfikacji geometrii przestrzeni przez

. materie byly duze; dla najciezszych ,,gwiazd neutronowych” zmiany w stosunku do wartosci

obliczonych przy stosowaniu newtonowskiej teorii grawitacji (rownanie (3)) siggaly
kilkudziesigciu procent.

Pierwsze szczegolowe obliczenia dotyczace ‘wlasnosci ,,gwiazd neutronowych” wykonat

w ramach OTW Jacob Robert Oppenheimer i jego wspolpracownicy w roku 1939. Oprocz
wynikéw, dotyczacych gestosci materii w ,,gwiezdzie neutronowej” oraz zwiazku migdzy masg
,.gwiazdy neutronowej” i jej promieniem, uzyskali oni bardzo wazny wynik bedacy
konsekwencja stosowanej przez nich OTW. Mianowicie, konfiguracja rownowagi ,,gwiazdy
neutronowej” mogla istnie¢ tylko dla M < Mpaye. Bardziej masywna ,,gwiazda neutronowa”
musiala sig nieuchronnie ,,zapasé” do postaci zadziwiajacego obiektu o promieniu rownym
tzw. promieniowi grawitacyjnemu R, = 2GM/c?. Obiekt taki nazywamy obecnie czarng

* dziura. Wykonane w ciagu ostatnich lat rachunki uwzgledniajace skomplikowana naturg

materii, z ktérej zbudowane sq gwiazdy neutronowe, wskazuja, z& Muaxs = 22,5 M.
Zauwazmy, ze uzywajac modelu kuli nieoddziatujacego gazu neutronowego Oppenheimer

i Volkoff uzyskali w 1939 roku Mpaxs = 0,73 M. Roznica miedzy tymi dwiema
wartosciami Myaxs odzwierciedla wama role oddziatywan jadrowych, ktére sa uwzgledniane
w obecnych rachunkach. Wyniki najnowszych obliczefi przedstawione sa na Rys. 4 i 5.

Na rys. 4 pokazany jest typowy rozklad gestoéci w gwiezdzie neutronowej, zas na Rys. 5
zobrazowano zwiazek miedzy masa gwiazdy neutronowej a jej promieniem. Gwiazda
neutronowa o masie M > Mpaxs Nie Moze istnie¢, poniewaz ci$nienie materii, z ktorej jest
zbudowana, nie jest w stanie pokonad sit ciazenia grawitacyjnego. Dla M = 3M( promiefi
czarnej dziury wynosi R, = 9 km. Wiasnosci czarnych dziur sa inne niz wiasnosci gwiazd
neutronowych, w szczegdlnoéci czarna dziura moze mie¢ dowolnie duza mase.

Podstawowe prace teoretyczne dotyczace gwiazd neutronowych powstaly ponad 40 lat temu.
Ale az do roku 1967, kiedy to astronom angielski Antony Hewish wraz ze swoimi
wspolpracownikami odkry! pulsary, nie wiadomo bylo, czy te zadziwiajace obiekty istnieja
rzeczywiscie we Wszech$wiecie. Odkrycie pulsaréw dokonane zostalo w tym samym miescie
angielskim — Cambridge — w ktéorym w 1932 roku Chadwick odkryt neutron. Uwazamy
obecnie, ze pulsary — to szybko obracajace sie gwiazdy neutronowe. Do chwili obecnej
zostalo wykrytych okoto 320 pulsarow.

W kolejnym artykule pokazemy, w jaki sposob gwiazda neutronowa moze by¢ modelem
tlumaczacym obserwowane wiasnoéci pulsarow.
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Obliczamy [ (II)

Dr Marcin E. KUCZMA

Calke funkcji ciaglej f po przedziale {a, b}
moina okresla¢ jako przyrost dowolnej funkcji
pierwotnej F:

a
§ fixyax = Fbo)- Fla).
b

Geometrycznie, wyraza ona (w przypadku
funkciji stale dodatnich) pole obszaru zawartego
pomigdzy przedzialem <a, b> osi Ox i
wykresem funkeji f na tym przedziale.

W poprzednim numerze mowiliSmy o rozwijaniu funkcji w szeregi potegowe. Jako przyklad
postuzyta nam funkcja arcus tangens. Wyprowadzilismy rozwiniecie
0 : Iat 13+I“1’+ SR |
retgx = x—— x4+ —x5— —x"+ .., x| < 1,
- o i =
skad przez podstawienie x = 1 dostaliémy wzér Leibniza

> 1 { 1 1 1

2) Zn—- —'?-{——5— '7+”.

Sumy czedciowe szeregu po prawej stronie wzoru (2) daja wymierne przyblizenia liczby .
Niedogodnos¢ stanowi jednak to, ze szereg ten jest zbiezny bardzo powoli.

Sprobujmy do naszego zagadnienia wykorzysta¢ wlasnosci catkiem innej klasy szeregow
funkcyjnych: szeregébw trygonometrycznych. Sa to szeregi postaci

3) ao+ (@ycosx+ bysinx) + (a;c082x + b,5in2x) + (ascosdIx+ bssindx) + ...

A czy kazda funkcje¢ 2m-okresowa mozna, przez odpowiedni dobér wspélczynnikéw as, b,
przedstawi¢ jako sume pewnego szeregu postaci (3)? Tu kilka sléw wyjasnienia na temat,
skad si¢ wziglo to zagadnienie. Funkcje okresowa mozna uwazaé za analityczny opis pewnego
zjawiska fizycznego — ruchu drgajacego. Szczegdlnym rodzajem drgaii sa tzw. drgania proste,

tj. takie, gdzie wykresem jest linia sinusoidalna. Nietrudno przekona¢ sie, ze wykresem

kazdej funkcji typu acosnx+ bsinnx jest sinusoida; mamy bowiem réwnosé

4) : acosnx+bsinnx = Asin(nx+ o),

gdzie A = Y a*>+ b?, zas « jest wartoscia taka, ze Sine = afA, cosaw = b/A. Tak wicc wyrazenie
typu (4) opisuje drgania proste o czestotliwosci n/27, amplitudzie A i przesunieciu w fazie 0. 0.
Widzimy zatem, ze problem rozwijalnosci danej funkcji okresowej f(x) w szereg trygonometryczny
(3) odpowiada zagadnieniu rozktadu ruchu okresowego na sume drgan prostych o czestotliwosciach
nf2z,n = 1,2, 3, .... Jest to bardzo klasyczne zagadnienie mechaniki.

Przypusémy, ze pewna funkcja okresowa f(x) jest suma szeregu postaci (3). Ustalmy liczbe
naturalng n i pomnézmy f(x) przez sinnx

(5) f(x)sinnx = a,sinnx+
' +a,cosxsinnx+ b, sinxsinnx +
+a;cos2xsinnx+ by sin2xsinnx +

Calkujac otrzymang réwno$¢ w przedziale (—m, ) otrzymujemy:

b4

S f(x)sinnxdx = (suma calek skladnikéw po prawej stronie).

-7

(Przy calkowaniu sum nieskoriczonych konieczna jest pewna ostrozno$¢ — por. uwagi

w poprzednim numerze; nie wdajac si¢ w szczegGly, ograniczymy si¢ do stwierdzenia, ze

bardzo stabe zalozenia o funkcji f wystarcza, zeby takie catkowanie bylo dopuszczalne). Eatwy
- n

rachunek pokazuje, ze calki S wszystkich skladnikéw po prawej stronie wzoru (5) sa
2 :

zerami, z wyjatkiem jednego — mianowicie tego, w ktérym sinnx mnozymy przez sinnx:
T
5 sinnxdx = 7. Stad dostajemy

-1t

) { f(sinnxdx = nb,.

-N
Catkiem podobnie wykazuje sie, 7e
o ) E 4 T
(©) S f(x)cosnxdx = ma,, (n=1) oraz S f(x)dx = 2na,.
-TT -7
Wzory te pokazuja, ze wspolczynniki ay, b, W szeregu (3) sa wyznaczone przez funkcje f
jednoznacznie — otrzymuje si¢ je obliczajac powyzsze calki i dzielac przez .
Nie daje nam to odpowiedzi na pytanie: czy kazda funkcja 2x-okresowa daje sie
przedstawi¢ w postaci (3)? Ot6z — nie! Majac dana funkcje 2m-okresowa f, mozemy Z nig
zwiaza¢ — calkiem formalnie — szereg (3), w ktorym wspolczynniki a,, b, zdefiniowane 53
przez formuly (6), (7). Szereg ten nazywa si¢ szeregiem Fouriera funkcji f. Piszemy:

@) f(x) ~ ag+a;cosx+b;sinx+a;cos2x+ bysin2x+ ...

= 3



Rys. 1
f
X
Rys. 2
g
\
4 \\/;/
2T
Rys. 3
| e
) ‘T\\
n nel ne2 E n;a .nol.
\ Rys. 4

o

Calka 5 tzw. calka niewlasciwa jest
a

x
wartoscia graniczna calek 5 gdy x — o0,
a

Znaczek ~ wyraza niewiele: tylko tyle, ze wspolczynniki a,, b, Wyznaczone zostaly wedlug
wzordw (6), (7). Z poprzednich rozwazan wynika, ze jesli f w ogodle rozwija si¢ w szereg
trygonometryczny, to tym szeregiem jest wlasnie szereg Fouriera funkcji fi zaden inny.
Chcieliby$émy, by znaczek ~ we wzorze (8) mozna bylo zastapi¢ znakiem =. Tak by¢ jednak
nie musi, Moze si¢ zdarzy¢, Ze otrzymany szereg jest rozbiezny dla kazdej wartosci x! Moze
si¢ tez zdarzy¢, ze w pewnych punktach szereg ten jest zbiezny, ale ... wcale nie do wartosci
f(x). Zeby jednak nie popasé w rozpacz, zaznaczmy od razu, ze istnieja liczne twierdzenia
pozytywne. W ogromnej mierze ich autorem lub inspiratorem jest matematyk niemiecki
pochodzenia francuskiego Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—59), ktorego pomyst

polegal na wyrazeniu n-tej sumy czesciowej szeregu (8) w formie pewnej calki. Nie mozemy tu
przytoczy¢ pelnege wywodu; ograniczymy si¢ do sformulowania jednego z licznych

twierdzen Dirichleta:

Zalézmy, ze funkcja 2m-okresowa f jest przedzialami monotoniczna. Wowezas: jesli f jest

ciggla w punkcie x, to we wzorze (8) zachodzi réwnosé; jesli f jest nieciqgla w punkcie x, to
szereg we wzorze (8) zbiezny jest do sumy réwnej Sredniej arytmetycznej granic lewostronnej

i prawostronnej funkcji f w tym punkcie (rys. 1).

PrzejdZmy teraz do przykladow. Wezmy (rys. 2) funkcje 2z-okresowa f, rowna 1 w przedziale
(0, > i —1 w przedziale (— =, 0). Obliczajac jej wspolczynniki Fouriera wedlug wzorow (6), (7)
dostajemy:ap =a;, = a2 = ... = 0, b, = by = bsg = ... 0, b, = 4/nn dla n nieparzystych.

4 1 1
Zatem f(x) ~ —|sinx+ —sin3x+ — sin5x )
1 3 3

1
Dla x = 3 n zachodzi rOwno$é, w my$l twierdzenia Dirichleta (jest to punkt cigglosci).

1 1
Oczywiscie f (? :r) = 1. Podstawiajac x = i 7 dostajemy

q 4l 1+l l+)
= 3 s g bl

czyli ... znow wzor Leibniza (2).
Rozwaimy teraz (rys. 3) funkcjg¢ 2n-okresows g, dana w przedziale {—, =) wzorem

1
f(x) = x*. Formuly (6) i (7) dajg nam teraz ap = ?:rr.z, an=(—14/n%, by = by = b3 = ... =0,

1 1 1 1
Stad ~ —m*+4| —cosx+ —cos2x— —cos3x+ —cosdx— ...|.
ad g(x) 3 ( CosXx % 0! 5 X 6 cosdx )

Rozwazana funkcja jest ciagla we wszystkich punktach, wiec znak ~ mozna zastapic¢
rownoscig. Podstawiajac x = @ otrzymujemy

1 1 1 1
? = —@?+4({14+ —+—+—+ ...|, skad po przeksztalceni
2t = (+4+9+16 ) ad po p niu

&) — =1t —t—F+—+..

Jest to wzor Eulera (matematyk szwajcarski Leonhard Euler (1707—83) doszedt do niego

na drodze innych rozwazan).

Jaka dokladno$¢ przyblizenia dajg sumy czeSciowe szeregu we wzorze Eulera? Oznaczmy n-tg
sume czgSciowa przez s., a przez r, — to, co zostaje (,,reszta” albo ,,ogon”):

1 1 1

1
CEmmEE L e
" 4 n? (n+12  (n+2)?

+ e En’ = Syt Fu.

Spbjrzmy teraz na rysunek 4. Krzywa na tym rysunku to wykres funkcji 1/x? w przedziale
oo
1
{n, 00). Pole obszaru zacieniowanego réwna sig S ey
=% n
DA s
Tt | a2
= 1
(n+1)* (n+2)*

1 1
Pole obszaru pod ,,gérnymi schodami” réwna sig — e +ra;
n

pole obszaru pod ,,dolnymi schodami” réwna sig + e =y

1 1
Zatem 1y < — < —5 +ry, czyli
n n

1 1

10) 0<——r <.
n n

1 : : :
Znaczy to, ze ry (czyIi blad popelniany przez zastapieniu liczby = m* przez .s‘,.) jest wielkoscia

rzedu 1/n.
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Znacznie mniej wiemy o sumie odwrotnodei
trzecich poteg liczb:naturalnych, czyli o sumie
14 L i _l_ - _l_
22 33 43
Przedstawiony na Miedzynarodowym
Kongresie Matematykéw w Helsinkach-
w 1978 roku wynik Apéry’ego mowigcy, ze
liczba ta jest niewymierna, zostal okreslony
mianem , sensacyjnego’.

L

Rys. 2

Sytuacja jest wiec nie lepsza, niz w przypadku wzoru Leibniza. Ale tylko na pozdér. Mozemy

1
bowiem zastosowa¢ taka sztuczke: do n-tej sumy czeSciowej dodajemy jeszcze skladnik —;
: n

= (1+1+‘+}‘)+1

Spt — = — =t — )+ —.

e 4 9 n? n

Z uzyskanych oszacowan (10) wynika, ze otrzymana wielko$¢ — oznaczmy ja przez f, — daje ~

1 1 1
przyblizenie liczby ?:rz z nadmiarem, z bledem mniejszym niz 1/n2: 0 < 1,— = T —
H

p— 1
Stad dostajemy 0 < /61, —7 < =

Obliczajac 6t, np. dla n = 100 i wyciagajac pierwiastek kwadratowy otrzymujemy wiec wartos¢
przyblizong liczby 7 z dokladnoscia czterech znakow po przecinku. To juz jest co$; czynnosci
te mozemy wykona¢ na kieszonkowym czterodziataniowym kalkulatorze w ciggu

kilkunastu minut.

Rozpatrujac funkcje x*, x®, x8, ... na przedziale { —m, 7>, przedtuzajac je przez okresowosé

do funkgcji ciaglych na calej prostej R, rozwijajac w szereg Fouriera, uwzgledniajac twierdzenie
Dirichleta i wreszcie podstawiajac x = = dostajemy wzory analogiczne do wzoru Eulera,
wyrazajace liczby n* przez sumy szeregow 31/n*, k = 4, 6, 8, .... I tak:

fes o
T e L T S e e

E 1 1 1
11 — =1t —+ —
an 90 4 945 2% 36

2 3%
Czy wzory te nadaja sie do obliczania =? I tak, i nie. Prawda, ze szeregi sa zbiezne coraz szybciej;
1 1
ale dochodza wspolczynniki T (dalsze mianowniki rosna w ogromnym tempie), no
i dochodzi konieczno$¢ wyciagania pierwiastka: czwartego, szostego stopnia itd. Obniza to,
rzecz jasna, efektywno$é przyblizania. Spojrzmy jednak na wzory (9) i (11) ,,0d drugiej
strony™. Zapomnijmy na chwile o naszym zadaniu; w koricu, liczba 7 jest dos¢ dokladnie
znana. Samej zbieznosci szeregow ¥ 1/r2, 3 1/n*, 3 1 /n® dowodzi sie prosciutko metodami
bardzo eleméntarnymi. Ale wzory (9) i (11) daja nam wartosci sum tych szeregdw — trudne do
wyznaczenia innym sposobem. Rozwijajac w szereg Fouriera rozmaite funkcje i podstawiajac
za x rozne punkty przedzialu {—:, #) mozemy w ten sposob wyznaczy¢ sumy bardzo wielu

. szeregow liczbowych — mila to i pozyteczna zabawa.

Naiwnoscia byloby sadzi¢, ze teoria szeregdw trygonometrycznych zostata stworzona po to,

by wyznacza¢ kolejne cyfry rozwinigcia 7, czy tez po to, by oblicza¢ sumy szeregow liczbowych
podobnych do tych, ktore wystepuja we wzorach (9) i (11). Jest to ogromna teoria

o nieprzebranym bogactwie zastosowan — praktycznych i teoretycznych. Ale to juz zupelnie
inna historia.

W nastgpnym — trzecim i ostatnim — odcinku naszego serialu zaprezentujemy

Czytelnikom jeszcze inne wzory wyrazajace 7 jako wynik operacji granicznych na liczbach
wymiernych. Uzasadniona jest nadzieja, ze dokladnos¢ aproksymacji bedzie coraz lepsza...

ﬂg Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 229. Pociag przejechat 320 km w 4 godziny. Wykaza¢, ze pewien odcinek tej drogi o dtugosci
80 km przejechal doktadnie w 1 godzine.

Rozwiazanie na str. 12,

M 230. Czy mozna zabawke wykonang z plasteliny wg rysunku 1 zdeformowaé¢ — bez rozrywania
i ponownego sklejania — tak, aby przybrala posta¢ przedstawiona na rys. 27 Chyba nie —-
wystarczy narysowaé okregi 4, B i C, by przekonaé sig, zé rozlaczyé ich nie mozna. Czy na
pewno? '

Rozwiazanie na str. 15.

M 231. Czy mozna ulozy¢ rozklad jazdy pociagu spelniajacego warunki zadania M 229 tak, aby
kazdy studwudziestokilometrowy odcinek drogi byt przebywauy w czasie roznym od 1,5 godziny?
Rozwiazanie na str. 10.

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 78 Na rozgrzanej do czerwonosci plycie metalowej krople wody wykonuja beztadne ruchy.
Dlaczego? Jak bedzie wygladal ruch kropel na poziomej plycie rozgrzanej tak, ze tylko jej Srodek
jest rozzarzony? (T. Tratkiewicz)
Rozwiazanie na str. 3.
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° Wiemy dobrze, ze woda zwilza czysta powierzchnig szkla, nie zwilza jednak

powierzchni zattuszczonej, chociazby warstwa tluszczu bylta prawie niewidzialna.

Czasteczki wody stanowczo sprzeciwiaja si¢ laczeniu z czasteczkami tluszczu.

Zjawisko to wyjasniamy przez zalozenie, Ze czasteczki tluszczu sa niesymetryczne

i lacza si¢ miedzy soba tak, Ze na powierzchni tluszczu znajduja si¢ jedyni€

nieaktywne konce czasteczek. Dlatego wiasnie thuszcze nie rozpuszczaja sig

w wodzie i dlatego woda rozlana na tlustej powierzchni skupia si¢ w krople

zupelnie tak samo jak rte¢ rozlana na stole. ;

Wiele jest zjawisk, o ktorych przebiegu decyduje niechetny stosunek wody

i thuszczu. I tak na przykiad naoliwiona igle potozy¢ mozemy na wodzie. Igla

pograzy si¢ w wodzie tylko na tyle, Zze na powierzchni powstanie niewielkie

zaglebienie. Zupeknie tak, jak gdyby woda pokryta byla skérka lekko uginajaca

si¢ pod cigzarem igly.

Jeszcze bardziej uderzajacy jest widok ptywajacego sita drucianego posmarowanego

tluszczem. Sito zanurzamy do roztopionej parafiny, po wyjeciu potrzasamy tak,

aby oczka nie byly zalepione i czekamy az wyschnie. Ptywa¢ bedzie z tatwoscia

obciazone nawet dosy¢ znacznym ladunkiem. Sito mozna réwniez napetni¢ woda.

Wode nalezy wlewaé powoli na kawalek papieru, ktéry mozna nastgpnie usunac.

Gwaltowne poruszenie napelnionego sita powoduje przerwanie btonki wodnej

i woda rzesistym deszczem spada na podloge. :

Gdy nalejemy wody sodowej do czystej i gtadkiej szklanki, bardzo nieliczne

pecherzyki gazu wydostaja si¢ na powierzchni¢. Woda bowiem Scisle przylega do

$cianek szklanki i pecherzyki rozpuszczonego dwutlenku wegla nie maja gdzie

powstawaé. Jesli jednak powierzchnia szklanki bgdzie nieco zanieczyszczona lub

szorstka, zobaczymy cale sznurki pecherzykéw unoszace sig¢ w gorg. Nie tworza

si¢ one prawie nigdy posrodku szklanki z woda sodowa. Jezeli zanieczyszczony

fragment powierzchni jest dostatecznie duzy, to powstajace pecherzyki maja

tendencje do taczenia sig, gdyz wigkszym pecherzykom tatwiej wypieraé

otaczajaca je wode. Zjawisko to wyjasnia przebieg pewnego prostego

do$wiadczenia, ktére mozemy wykona¢ z bafikami mydlanymi. Dwie banki

réznej wielkosci uczepiamy u przeciwleglych koncow tej samej rurki. Obserwujemy,

ze powietrze z mniejszej banki przeplywa catkowicie do wigkszej i mniejsza

banka znika.

Po tej dygresji powréémy jeszeze do szklanki z woda sodowg. Sznureczki

drobnych pecherzykow, ktore widzie¢ mozna niekiedy, powstaja czgsto w

w okreslonych punktach powierzchni szklanki. Sa to miejsca, w ktérych

Z wystepuja drobne nieréwnosci szkla. Na takich nierownosciach nie moze

. uksztattowaé si¢ wigkszy pecherzyk. Gdy tylko bowiem zacznie powstawac,

natychmiast odrywa sig.

Zrébmy wreszcie jeszcze jedno do$wiadczenie. Potrzebne nam do tego bedzie

male winogrono bgdz zatluszczona mata kulka szklana (moZna probowac tez

z innymi malymi owocami pod warunkiem, Ze nie zostana z nich starte mate

wloski na powierzchni). Woda nie zwilza winogrona, gdy wigc wrzucimy je do

szklanki z woda sodowa (lepszy bytby szampan), opadnie na dno i na jego

J powierzchni zbieraé si¢ beda w duzej ilosci pecherzyki gazu. Wkrdtce zostaje

. pokryte warstwa pecherzykéw wygladajacych jak peretki i wskutek ich lekkosci
wyplywa na powierzchnig. Tam czgé¢ pecherzykéw odrywa si¢ od niego pekajac
przy zetknigciu z powietrzem i winogrono znéw opada na dno, gdzie osiadajg
na nim nowe pecherzyki. Winogrono wyptywa ponownie. Powtarzac si¢ to
bedzie przez wiele minut az do chwili, gdy w wodzie sodowej zabraknie gazu.
Wiasciwo$é niektorych ciat przyciagania do siebie pod wodg pecherzykow
i wydostawania si¢ wraz z nimi na powierzchni¢ jest wykorzystywana w metalurgii
do oddzielenia. pewnych zwiazkéw metali od zmieszanych z nimi w rudzie skat

. i kamieni. Zmielona drobno mieszaning zaprawia si¢ woda i dodaje nieco oliwy.
Okruchy zawierajace metal pokrywaja si¢ blonka oliwy i po ubiciu takiego
ciasta w pian¢ wydostaja si¢ na wierzch tworzac gesty spieniony kozuch.
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Polgczmy kilka (albo wigcej) punktéw liniami (rys. 1), Drzewa
umawiajac sig, ze linie nie przecinajg si¢. Mozemy tak si¢
umowic, bo w razie czego puscimy jedng lini¢ dotem
(tunelem) a drugg gora (wiaduktem). Fo co narysowalismy
nazywa si¢ grafem, linie to jego krawedzie, a punkty —
wierzcholki.

Rys. 1 Graf, jego krawedzie i wierzchotki Rys. 3 Drzewo

Gdy krol miat kilku synow, tron obejmowal najstarszy
(chyba, ze mlodszy byl sprytny i silniejszy) i on :
kontynuowat gtéwna linig rodu. Pozostali synowie i corki O, B4 VAT
spychani byli do linii bocznych. Rysowano graf zwany 784 i "M‘J},\

A
g -

drzewem genealogicznym (rys. 2). Jezeli nie bylo
malzenstw migdzy krewnymi, to taki graf nie mial
zamknigtych obwodow, czyli jak mowiag matematycy, cykli.

Wazowa
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Rys. 2 NGiedymin(

Schematyczny rysunek drzewa tez nie ma cykli, bo

galezie nie zrastajg sie (rys. 3). Jezeli wejdziemy na drzewo,
musimy schodzi¢ ta sama droga — chyba ze drzewo

ros$nie w dzungli a my jesteSmy malpa i przeskoczymy
sobie na sasiednie..

Drzewem nazywamy w matematyce wlasnie graf nie majacy
cykli i spdjny, a wigc taki, ze kazde dwa wierzcholki sg
potaczone, cho¢ niekoniecznie bezposrednio. Drzewo
tworzy np. rzeka wraz z doplywami — przynajmniej
dopoki doplywy te nie zostang polaczone kanalami.

Z dwoéch punktéow mozna utworzy¢ tylko jedno drzewo,

z trzech — tez tylko jedno, z czterech — 2, i dalej z pigciu,
szesciu itd. — 3, 6, 11, 23, 47, 106, 235, 551, ... (rys. 4).

I TPy

Rys. 4 Oto 6 roéznych drzew, jakie mozna utworzy¢ z 6 punktow

Drzewa shuzg matematykom nie tylko do rekreacji. Na
rysunku 5 widzimy, Ze proces sortowania listow da sig¢
zilustrowac¢ za pomoca pewnego drzewa.

| Listy |

| Krajowe | {Zagraniczne|
miels|[ 0 1Mma [ M2 | [ruonl |Azia | inenikal (Mrykal
i Iyl Inkd 1| D | \turopa; |AZla | Fmeryed (AryKa)
[Cowe jiw-wy| (ptd. || pin.] =GRS S B o
(ISR [CSRS| (NRD|
Rys. 5
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Rys. 6

Na rysunku 6 widzimy poletka ryzowe, oddzielone od siebie
i od okalajgcego je jeziora groblami. Poletka te trzeba zala¢
i w tym celu nalezy zrobi¢ wyrwy w groblach. Widzimy,

ze przez usunigcie kilku krawedzi z grafu (ktéry tworza
groble) powstalo drzewo. Teoria graféw i drzew przydaje
si¢ w wielu dzialach matematyki, szczegolnie w dziatach
zblizonych do zastosowan. _

Najkrotsza sie¢ telefoniczna lgczaca kilka miejscowosci
tworzy drzewo (gdyby nie byla drzewem, to moglibysmy
opuscic jedno polaczenie, a miasta bylyby dalej polaczone).
Widac to na rysunku 7. Przerwanie jednej takiej sieci

w dowolnym miejscu dzieli zbior wszystkich miast —
wierzchotkow na dwa panstwa-podzbiory, ktére nie moga
si¢ ze soba porozumiewac (bo okrgznych linii nie ma).
Taka najkrotsza sie¢ migdzy danymi kilkoma punktami
mozemy latwo zbudowac. Wszystkie odleglosci pomigdzy
danymi miastami piszemy od najmniejszej do najwigkszej.
JezZeli miast jest n, to tych odlegtosci jest az 'F_(E2_!')"'
Teraz rysujemy po kolei odcinki tgczace miasta
(przeprowadzamy kable); jesli dwie lub wigcej odleglosci
sa rowne, kolejnos¢ ich uporzadkowania nie ma znaczenia.

E
B p Rys. 7 Najkrotsza sie¢
telefoniczna laczaca
TS kilka miast
= £ .
i jest drzewem
¢ 6

Przestrzegamy przy tym nastepujacej zasady: jezeli
narysowanie nowego odcinka (przeprowadzenie kabla)
spowodowatoby powstanie cyklu — tego odcinka nie
rysujemy. Sa i inne metody budowy ,,najkrétszego
drzewa”. Kazdy wierzcholek laczymy z najblizszym,

a potem ... domyslcie sig, Czytelnicy!

Gdy przyjmiemy, ze przy budowie najkrétszego drzewa
miedzy danymi punktami mozna dodawa¢ nowe
wierzcholki (budowaé stacje przekaznikowe), problem
staje si¢ bardzo trudny. Nie wiadomo, ile i gdzie stacji
zbudowaé. Ale na szczeécie kazdy bawil si¢ w dziecinstwie
w banki mydlane. Wiemy, Ze wobec dzialania napigcia

- powierzchniowego blonka mydlana rozpina si¢ na szkielecie
np. z drutu tak, by mie¢ minimalne pole. Jezeli dwie
réownolegte plyty ze szkla lub plastyku polaczymy
prostopadlymi sztabkami i zanurzymy calos¢ do roztworu
mydta (dobry jest takze plyn do mycia naczyn) a nastgpnie
wyjmiemy, to ujrzymy rozwiazanie problemu najkrotszej
sieci (rys. 8).

20° Rys. 8 Najkrotsza sie¢
migdzy czterema
punktami.

Bez detergentéw lub choéby zwyklego mydia musielibySmy
si¢ napracowa¢ znacznie bardziej.

Zwréémy na koniec uwage na to, Ze linie minimalnej sieci
dochodzace do ,,stacji przekaznikowych’ tworza miedzy
soba katy 120°. To nie przypadek, ale pora juz konczyé¢
opowiadanie.



Matematyka nowym rodzajem sportu?!

Pod takim tytulem ukazal si¢ 19 marca 1957 roku w jednej z gazet w Chicago
artykut, w ktorym czytamy:

Grupa inzynieréw, zaniepokojona poglebiajacymi si¢ brakami w tym zawodzie,
postanowila zorganizowac¢ dla mlodziezy zawody matematyczne w postugiwaniu
si¢ suwakiem. Organizatorzy maja nadziej¢ sprawi¢, ze matematyka bedzie rownie
popularna jak sport.

Pierwsze z planowanej serii zawodow odbyly si¢ wezoraj w podmiejskiej Wheaton
High School. Startowaly siedmioosobowe druzyny, wyposazone w suwaki
logarytmiczne. Zawody przebiegaly nieco podobnie do pisemnych konkursow
ortografii. Dyktowano zadania, ktore uczestnicy starali si¢ jak najszybciej
rozwigza¢, gdyz od tego zalezala liczba zdobytych punktow.

Za The Mathematics Magazine (1958), skad zaczerpngliSmy informacjg o tym
konkursie, przytaczamy jedno z zadan:

Kiedy Rosjanie przescigna nas co do liczby inzynieréw, jesli wiadomo, ze
ksztalcg 81 000 inZzynieréw rocznie, a my 28 0007

Obecnie my mamy 642 000, a Rosjanie 396 000 inzynierow.

Odejs$¢ na emeryturg ani zgonow nie uwzglgdniamy.

Zwycigzca konkursu zostal George Guerin z Hinsdale High School i w nagrode
dostal oczywiscie suwak logarytmiczny. Obcenie jest juz z pewnosciag powaznym
inzynierem. Ciekawe, czy organizuje zawody dla mlodziezy w postugiwaniu si¢
kalkulatorem? Jesli tak, mielibySmy zadanie:

Ilu Amerykanoéw powinno stana¢ jeden na drugim, aby ten ostatni mogl wskoczy¢
do statku ,,Sojuz’” w jego perigeum? Zakladamy, ze przecigtny wzrost Amerykanina

A:f)_i‘\'--\ wynosi 180 cm, perigeum Sojuza — 207 km, a rekord swiata w skoku wzwyz —
ALY s\\\/ \\‘ Y 235 cm. Ugigcia osob, znajdujgcych si¢ na dole piramidy nie uwzglgdniamy.
i‘\‘l;_,“ WY\ Zarty zartami, ale do niektérych badan matematycznych trzeba rzeczywiscie mie¢
ISR

Wi

zytke sportowg. Matematyczne wyscigi ,,formuly I"’ czyli poszukiwanie coraz to
wigkszej liczby pierwszej nie wymagaja moze od zawodnikow blyskawicznego
refleksu i zelaznej kondycji, ale i tam i tu rekordy bija kierowcy (— naukowcy)
fabryczni na specjalnie podrasowanym sprzgcie. Najnowszy rekord nalezy do
Davida Slowinski’ego, ktory na maszynie CRAY-1 osiggnal znakomity wynik
244497 _ 1. Obliczenia wykonano 8 kwietnia 1979 roku, a byla to niedziela (taniej,"
7500 dolaréw za godzing pracy maszyny). Nie wiemy, ile czasu to trwalo, ale
szybkos¢ CRAY-a jest wprost niewiarygodna. Dos¢ powiedzie¢, Zze wykazanie za
pomocsg tzw. testu Lucasa-Lehmera, iz liczba 28!°! —1 jest pierwsza, zajglo

w 1959 roku 100 godzin maszynie ILLIAC-I, 5 godzin i 12 minut maszynie IBM
7090 w 1962 roku, 49 minut ILLIAC-owi II w 1963 roku, 3 minuty i 10 sekund
maszynie IBM 360/91 w 1971 roku a 10 sekund (dziesig¢!) odpowiednio
zaprogramowanemu CRAY-owi. Zgodnie z przyjetym w tym sporcie zwyczajem
rekord stat si¢ oficjalny po sprawdzeniu go przez poprzedniego rekordzistg, Curta

/!
|/

Nolla.
Historia rekordu $wiata w wyscigu po najwieksza liczbe pierwsza
Liczba Ile cyfr Rok Kto
2127 1 39 1876 Lucas
1
= (2'484+1) : 44 1951 Ferrier
1+114(2'*7—1) 41 1951 Miller + Wheeler + EDSAC 1
1802127 —1)*>+1 79 1951 Miller + Wheeler+ EDSAC 1
ﬁ - 25311 157 1952 Lehmer + Robinson+SWAC
2997 _1 183 1952 35 ’s »
Rozwigzanie zadania M 231. 21279 _ 1 386 1952 o i =5
Oznaczmy przez v(1) predkosé pociagu 22203 1 664 1952
w chwili ¢ i niech i e xa
R ) P 22011 687 1952 s o v
160 km{godz gdy ¢ (0, 1/3)u
T N gty 969 1957 Riesel + BESK
V(1 2g)ol5 9 22 1281 1961 Hurwitz+ Selfridge + IBM 7090
=i . 1 244231 1332 1961 3 -
g Sy ke < B 296891 2917 1963 Gilies+ILLIAC 2
l (1 |.5..)\.(1 1,2 29941 _ 1 2993 1963 o o5
i 7 Nty il e 3}' g11213 _ 3376 1963 s »
L atwo sprawdzil, ze warunki zadania sa 219937 _ 4 6002 1971 Tuckerman+ IBM 360
spelnione, a rOwnoczesnie w ciggu 1,5 godziny 921701 _ 1 6533 1978 Noll + Nickel+ CYBER 174
pocigg przebywa co najwyzej °
. i i\ 6o ; paane =1 6 987 8 11 1979 Noll+ CYBER 174
3160+ (15 - 5) "3 = Sgkm 3095 6987 23 11 1979 Slowinski+CRAY 1
¢ mne bl | 13 395 81V 1979 Slowinski4+ CRAY 1



Réinica pp, | — py moze tez by¢ oszacowana
przez pewnq potege pa: gdy n dazy do
nieskonczonosci, to przy kazdym e > 0
roinica py, y — pn jest wielkoscia
nieskoficzenie maly wzgledem pewnej potegi
Pate, gdzie a jest pewna stala. Najlepsze
.znane dzi$ oszacowanie dla a uzyskali
w zebzlvym roku D. R. Heath-Brown

- i matematyk warszawski H. Iwaniec.

. Nie nalezy go myli¢ z Haling Iwaniec (Wisla

Krakow), gwiazdg polskiej koszykowki.

.

Matematyk niemiecki Edmund Landau mial
pocztowki z wydrukowanym tekstem, ktore
wysylal autorom dowodow Wielkiego

. Twierdzenia Fermata:

VA stronie ............ W WIeISZu .....cvuuee

* jest blad".
| (Znalezienie bledu nalezalo do docenta

© Kkatedry, ktdrg kierowal Landau),

Trwaja tez poszukiwania jak najwigkszych bliZniaczych (tj. roznigcych sig¢ o 2)
liczb pierwszych. Obecny rekordowy wynik to 703-cyfrowe 1159142985 - 22394 + [.
Sqdz:my, ze bllzmaczych liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele, ale dowodu
jeszcze nikt nie podat. Gdyby tak rzeczywiscie byto to liczba

E = liminf 2+1 =P

n—+o np,

bylaby rowna zeru (przez p, oznaczyliSmy n-ta kolejna liczbe pierwsza). Wprawny
Czytelnik wykaze, ze E < 1, ale poprawienie tego wyniku do E < 1 (Erdos)
wymagalo juz pewnego wysitku. Potem rezultat Erdosa poprawiali Rank_in

(E < 57/59), Ricci (E < 15/16) oraz Bombieri i Davenport (E < 2+yY3)/8 =

= 0,4665 ] Smieré Davenporta przerwala jeg_o wysitki przeskoczenia 0,46.

W 1972 r. Piltiaj z Saratowa osiagnat E < (2)/2—1)/4 = 0,4571..., a w 1973
Huxley poprawit to na 0,4463... bijac w 1977 r. wlasny rezultat o blisko

cztery tysigczne: E < 0,4425....

Klasyczna, ale bardzo trudna technicznie konkurencja jest Wielkie Twierdzenie
Fermata. W 1637 roku Piotrowi Fermatowi nie chcialo si¢ siggna¢ po dodatkowa
kartke, aby na niej zapisa¢ dowdd, ze réwnanie

x"yt = z"

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych x, y, z (jesli tylko n > 2). Dowdd,
ktory podobno znalazt Fermat, nie miescit mu si¢g na maginesie czytanej przez
niego ksigzki... ale wielcy i mali matematycy do dzi$ nie potrafig dowies¢ tego
twierdzenia. Od czasu do czasu ktos tylko powigksza zbiér wykladnikow n,

dla ktérych rownanie Fermata na pewno nie ma rozwiazan. Jednym z najnowszych
wynikow jest 125 000 (Samuel, Wagstaff, 1978): jezeli rozwigzanie jest, to na
pewno wykladnik » jest wigkszy niz 125 000. Nie ma wigc nadziei, aby ewentualny
kontrprzyklad (czyli rozwigzanie rownania) znalazt komputer. Uprawianie
Wielkiego Twierdzenia Fermata wymaga znacznej sprawnosci ogolnej

i diugiego treningu specjalistycznego. Liczne proby nieprzygotowanych

amatorow przypominaja proby bicia rekordu $wiata w skoku o tyczce... bez
tyczki (,,... cholernie przeszkadza na rozbiegu...”).

Wiele samozaparcia wymaga obliczanie kolejnych (gdzie$ tak od dwudziestej...)
cyfr rozwinigcia 7, }/2, e lub innej liczby niewymiernej. Ta konkurencja
przypomina trochg rzut oszczepem: znana od dawien dawna, efektowna, wyniki
dlugie, a nieco niezdrowa i fatwo w niej o kontuzje. O ile wiemy, aktualny
rekord w @ pochodzi az z 1967 roku: 500 000 miejsc po przecinku.

W trudnym roku 1943 wykladowca jednego z amerykanskich college’ow,
Horace S. Uhler postanowil obliczy¢ wszystkie cyfry liczby 1000! =
=1-2-3-...-997-998-999 - 1000. Z poczatku wystarczal mu oléwek, potem

.pracowatl na biurowym arytmometrze i co kilka miesigcy publikowal swoje

kolejne wyniki (100!, 1501, 200!, itd.) w The Mathematical Gazette. Alianci
wygrali wojng, nad Japonla, wybuchty bomby atomowe, ukonczono kanat
Wotlga-Don, zdobyto pierwszy szczyt o$émiotysigczny, wynaleziono maszyny
matematyczne i rozpoczeto ich produkeje, a Uhler weigz publikowat: 600!,

650!, 700!, 750! (dzi$ z taka liczba publikacji mozZna zosta¢ co najmniej
docentem). Pewnego jesiennego dnia 1953 roku spotkat w parku swego dawnego
kolege, ktéry teraz pracowal przy obstudze maszyny UNIVAC. ,,Zalatwig ci
czas na maszyng’’ — obiecal. 27 pazdziernika 1953 r. UNIVAC w 25 minuty
obliczyt iloczyn 751 - 752+ ... - 1000 i pomnozyt przez podane mu przez Uhlera
750! ,,To najszczesliwszy dzien w moim zyciu — powiedzial Uhler, gdy zobaczyt
swoje 1000! = 4023872600770937735...00000 (249 zer na koncu).

Dzi$ nie ma juz w wielkim sporcie prawdziwych amatordw, ale upowszechnienie
przyrzadow elektroniczych spowodowato znaczne zwigkszenie doptywu
utalentowanej mlodziezy do trudnych, acz dziwacznych konkurencji obliczeniowych.
Redakcja Delty nie ma pewnosci, czy znany jej rezultat

4104 610471049104 310 4 010 4 7104 710 L 710 4 410 = 4679307774 (tyle cyfr, jaki
wyktadnik)

jest rekordem $wiata w konkurencji, ktéra reprezentuje (czyli gimnastyce
artystycznej), ale chyba tak jest, cho¢ wynik jest dos¢ stary (1963). Przestrzegamy
jednak, ze gimnastyka artystyczna nie jest jeszcze dyscypling olimpijska

i poprawienie cytowanego wyniku nie przyniesie rekordziscie duzej stawy.



3992003 = 1997 - 1999.
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Wyobraimy sobie, ze do gbérnego i dolnego
brzegu kwadratu podiaczony jest prad i ze
opdr calego kwadratu wynosi R. Jeieli
kwadrat nasz jest pociety na pewng liczbhe
segmentdw, to opdir kazdego segmentu jest
wprost proporcjonalny do jego dlugoéc:

a odwrotnie prop y dos }

Zatem jezeli te y sg kwadratami, to
wszystkie maja j:dnakowy opér, Innymi stowy,
pocigcie duzego kwadratu na male kwadraciki
wyznacza sie¢ elektryczng, w ktorej pewna
liczba opornikéw o tym samym oporze R

jest polaczona tak, by opdr calej sieci tez byl
rowny R. Odwrotnie, majac taky sie¢, mozemy
dosta¢ pewne informacje o mozliwosci
podzialu kwadratu na mnicjsze kwadraciki.
Wiele informacji na ten temat zawiera m.in.
artykul Marka Penszki w, ,Problemach™,

nr 1/1980.

&@©

Rozwigzanie zadania M 229,

Niech dla ¢ €{0, 3} funkcja s5(¢) bedzie
okredlona przez: s(1) — droga przejechana
w czasie {f, 1+ 1. Gdyby dla wszystkich
bylo s(¢#) < 80 km, to droga przejechana

w 4 godziny bylaby réwna 5(0)+ s(1)+5(2) +
+5(3) < 320. Podobnie wykluczamy
przypadek s(t) stale wigkszego niz 80 km.
Funkcja 5 jest ciagla, a zatem dla pewnego 1,
mamy 5(fy) = 80 km.

Nietrudno przedstawi¢ liczbg 1 w postaci sumy odwrotnosci réznych liczb
|
1=_—+

> t3 + = Znacznie trudniej (a jak?) zrobi¢ to przy dodatkowym

.zaloZeniu, Ze liczby stojace w mianownikach sa nieparzyste, a nie mozna

(dlaczego?) tego dokona¢ biorac tylko liczby pierwsze. Skoro tak, to

dopusémy do startu liczby semipierwsze. Tak nazywamy liczby bedace
iloczynem dwu réoznych liczb pierwszych (np. 6, 85, 187, 3992003). Czy mozna
przedstawic¢ 1 jako sumg¢ odwrotnosci liczb semipierwszych? Jak to zrobié, by
skladnikéw bylo jak najmniej? Mamy nadzieje, ze kazdy z naszych Czytelnikow
spostrzeze od razu, Ze 48 skladnikow wystarczy:

g DS ke W S e e el SRR G =

R T N L e B e R e ey e
e S Sy e S e i e D B
46 51 S5 5E- 88 - 6265 69 = 7] 82 B i86
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R EA TR b b T e L g et s TR T R s
po et i sl b el p b gt s
209 215 =221 247 265 - 287 289319 393 = =30}

S o e
689 731 901

i wyréwna w ten spos6b rekord $wiata nalezacy od 1978 roku do Amerykanina
Allana Johnsona. Ta konkurencja nalezy wyraznie do lekkoatletyki
(biegi dlugie).

Nie traca na popularnosci i stare arystokratyczne sporty, wsrod nich ,,narzutka
Mrs Perkins’’, rodem z samego Cambridge. Celem tej gry jest zlozenie
kwadratu z kwadratéw mniejszych, kazdy inny. Przed wojng probowalo to
zrobi¢ (bezskutecznie) wielu matematykéw m.in. i nasz reprezentant Hugo
Steinhaus, a jako pierwszy zeszyl narzutke p. Perkins (z 55 kawalkow)
matematyk niemiecki Sprague w 1939 roku. W rok pozniej Stone i Tutte obyli
si¢ 28 kawalkami, przy czym przy prébach konstrukcji wykorzystywali teorig
sieci elektrycznych. Dalsze kamienie milowe tej konkurencji to 26 kwadracikow
(Stone, Tutte, Smith i Brooks, 1945) i 24 (Wilcox, 1948). Ten ostatni rekord

| wytrzymat 30 lat, az w 1978 roku Holender Dwijvestijn osiggnat 21 pkt (tj. -

kawatkow) i ku niewatpliwemu zmartwieniu Mrs. Perkins wykazal, ze mniej
kwadracikow nie wystarczy. Myli si¢ jednak ten kto sadzi, ze ,,narzutki’’ nie
mozna juz dalej uprawiaé. Jak w koszykowce, nalezy tylko zmodernizowaé
zasady 1 gra znow atrakcyjna:

Dany kwadrat n x n rozcigé na jak najmniejszg liczbg mniejszych kwadratow.
Dhugosci bokéw maja by¢ wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, moga si¢
jednak powtarzaé. -

Wiadomo, Ze w tej zmodernizowanej wersji minimalna liczba Ewadratéw jest
nie mniejsza niz log, n, nie przekracza jednak min (6 log,n, 6)/n+ l). Rekordy
do pobicia zaczynaja si¢ od n = 14 (dla n = 14, 15, 16, 17 najlepszy wynik to 12,
ale moze mozliwe jest 11; dla n = 18, 19, 20, 21, 22, 23 — 13, a czy moZna

127 itd.)

Czy mozna rozcig¢ pigciokat foremny na 5 czgsci tak, aby dalo si¢ z nich potem
zlozy¢ kwadrat? Spojrzmy na rysunek 1. Slﬂdek A cigciwy f’_-_S pi@iiokqta
PORST laczym_y ze Srodkiem U Edstawy OR (oczywiécitzl U LQR).
Prowadzimy AV réwnolegle do PT, a ze srodka Y boku_ IS wystawiamy
prostopadia (albo: taczymy Y z Q) az do przecigcia z PS. Z tych czesci
sktadamy kwadrat (rysunek 2). Ejze? Obliczymy dos¢ latwo (albo znajdziemy
odpowiednie wzory w tablicach logarytmicznych W. Wojtowicza), Ze

na rysunku 2

V10425
el

AP =

= 0,951...

PN = —a = —1/2(5 V/5) = 0,588...

(za jednostke dlugosci przyjelisSmy promien kola opisanego na pigciokacie).



Rys. 2

Rekord swiata w biegu na mile

B 4:12,8
1 4:12,6
2 4:10,4
3, 4:092
4 4:07,6
5 4:06,7
6 4:06,4
T 4:06,2

.8 4:06,2
T 9 4:04,6

] 4:02,6

11 4:01,6

B2 4:01,3

B3 3:59,4

[T 3:57,9

B 15 3:57,2
16 3:54,5

Eei7 3:54.4

.18 3:54,1

B 3:53,6

B20 3:51,3

?;21 “3:51,1

B2 3510

& 3:49,4

E2e  3:490

George

(nie uznany)
Taber
MNurmi
Ladoumeégue
Lovelock
Cunningham

“Wooderson

Higg
Anderson
Higeg
Anderson
Anderson
Hige
Bannister
Landy
Ibbotson
Elliot

. Snell

Snell
Jazy
Ryun
Ryun
Bayi
Walker
Coe

1885

1915
1923
1931
1933
1934
1937
1942
1942
1942
1943
1944
1945

1954

1954
1957
1958
1962
1964
1965
1966
1967
1975
1975
1979

Natomiast AN, jako d}ugosé boku kwadratu o polu réwnym polu pigciokata
jest rowne

AN = ]/31/2(5+;/5)_1542 # 0,951...+0,588... = 1,539....

A zatem A, P, oraz N nie leza na jednej prostej. Proste AP i AN tworza kat

ok. 0°9’. Mozliwe do wykrycia dopiero bardzo precyzyjnym rysunkiem albo
obliczeniami z doktadnoscia do czterech cyfr znaczacych!

Jezeli ktos znajdzie nieoszukany podzial pigciokata foremnego na pigc czesci,

z ktérych mozna zlozy¢ kwadrat, poprawi najlepszy znany do tej pory wynik

o 1 pkt. WidzieliSmy oto przed chwilg, ze w matematycznych sportach tez
mozna faulowaé,

W 1972 roku Harry Lindgren, urzgdnik w Biurze Patentowym w Canberra
(ktoz to jeszcze zaczynal swoja karier¢ w Urzgdzie Patentowym?) wydat
ksiazke o rozcinaniu figur (i sktadaniu z nich nowych). Ksigzka ta jest
dostgpna w Polsce dzigki rosyjskiemu przekladowi i zawiera wiele ¢wiczen

z pigknej dyscypliny sportu: jak pocig¢ co$ na najmniejsza liczbg czgsci,

z ktorych da si¢ nastepnie zlozy¢ inne cos? Ale to juz nie tylko zabawa, bo
blisko stad do zagadnienia rozpoznawania obrazéw przez komputer,

a to juz takie wazne, ze ho, ho!

A poszukiwanie coraz szybszych algorytmow (Delta 6/1980) np. rozwigzywania
uktadow réwnan liniowych? Sport to, czy powazne badania? Nie ma watpliwosci,
7e...no, co’l

A pogoni za coraz ogélniejszymi definicjami, twierdzeniami, lepszymi metodami?
A budowa drog pozwalajacych na szybkie dotarcie do dziewiczych gor?

Tyle o ,,sporcie w matematyce”. A ,,matematyka w sporcie”? Banki informacji,
wykresy, tabele, analiza szans? Dlaczego lepiej rzucac dysklem pod wiatr niz

z wiatrem? Czy wiatr przeszkadza dlugodystansowcom wiejac im w twarz na
prostej, czy pomaga — bo na przeciwleglej prostej ich popycha? Czy zawsze
oplaca si¢ wygra¢, by wygra¢ naprawde? Dlaczego 1:1 to ,,zwycigski remis’”?
To wszystko wazne, ale niezbyt glebokie ani nawet niezbyt interesujgce
matematycznie. Zaciekawil nas jednak artykul Michaela Deakina (The
Mathematical Gazette, 1967) ,,Oszacowanie mozliwosci w lekkiej atletyce’’.
Autor analizowatl histori¢ rekordu swiata w biegu na jedna milg i staral si¢
odgadna¢, po jakiej krzywej idg wyniki. Ostatnim uwzglgdnionym przez
Deakina rekordem bylo 3:53,6 Michela Jazy (19 oficjalny rekord $wiata w tej
konkurencji, liczac od 4:12,6 Tabera w 1915 r.), a krzywa, ktora zaproponowat
byla

Y=a- —2-::1 arctg(cen +p),

gdzie n — numer kolejnego rekordu, ¥ — odchytka wyniku od 4 minut
(w dziesigtnych sekundy), natomiast

=195 h'=d55, e =005 "p—1.15

Mozemy stad latwo obliczy¢, jaka granicg ludzkich mozliwosci przewidywal
Deakin: -

2b

g = lim a——arctg(m-l-p)
n—o

Moze ktos z Czytelnikow w przerwach w transmisji z Moskwy sprawd21 ]ak

spelnily si¢ przepowiednie Deakina sprzed 13 lat. A moze zaproponujecie inng

krzywa?

Tyle o podobienstwach migdzy sportem a matematyka. A roznice? S i réznice

(zajrzyjcie do Kacika Czytelniczego).

- NIEDZIELI @ ECHA NIEDZIELI-®-
WSZYSTKIE WEKTORY
W JEDNYM KIERUNKU Prasiiad Sportowy, 29 tyezia 1960
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chik filatelistyczny (14)

W roku ubieglym minglo sto lat od daty urodzin Alberta Einsteina (1879—1955) i dzisiejszy
odcinek ,,Kacika” poswigcimy temu wielkiemu uczonemu. Einstein urodzit si¢ w Ulm,

w Niemczech. Studiowal matematyke i fizyke na politechnice w Zurychu, gdzie uzyskat dyplom
w roku 1900. W roku 1905 opublikowatl prace p.t. ,,0 elektrodynamice poruszajacych sie cial”
(Zur Elektrodynamik bewegter Korper), zawierajaca podstawowe koncepcje szczegodlnej teorii
wzglednosci. W tym samym roku opublikowal takze prace na temat ruchéw Browna i kwantowej
teorii promiieniowania. Prace te szybko przyniosly mu uznanie i w roku 1909 zostat profesorem
w Zurychu. Nastepnie byl kolejno profesorem w Pradze i Berlinie, a od 1933 roku w Stanach
Zjednoczonych. Zajmowatl si¢ relatywistyczna teorig grawitacji i w roku 1916 opublikowal swoje
wyniki, tworzac og6lng teorig wzglednosci. Nastepnie, az do korica zycia, pracowal nad unitarng
teorig pola, stanowiaca polaczenie w jedna calos¢ teorii grawitacji i teorii pola
elektromagnetycznego. W roku 1921 przyznano mu nagrode Nobla za wyjasnienie zjawiska
fotoelektrycznego w pracy z roku 1905.

Bedac jednym z ludzi, ktorzy przyczynili sie do skonstruowania w Stanach Zjednoczonych
bomby jadrowej, Einstein po zakornczeniu wojny prowadzil dzialalnos¢ pacyfistyczna, skierowang
przeciwko wojnie jadrowe;.

Albert Einstein byt jednym z najwigkszych fizykow wszystkich czasow i twOrca nowoczesnej
fizyki. Najbardziej znany jest jako autor teorii wzglednosci, aczkolwiek ciekawym jest, ze sam nie
uwazal jej za swoje najwigksze osiagnigcie. :
Reprodukujemy kilka nieco dawniejszych znaczkow przedstawiajacych podobizne Einsteina,
wydanych przez poczty Polski, Szwajcarii, USA i Paragwaju. Na tym ostatnim, trojkatnym
znaczku figuruje stawne rownanie E = mc?. W roku ubieglym, z okazji stulecia urodzin,
podobizna Einsteina ukazala si¢ na znaczkach wielu krajow, m.in. ZSRR, USA, Indii, Wtoch,
San Marino, a Republika Togo wydala nawet seri¢ skladajaca sie z szeSciu znaczkow i bloku.

Jerzy BARTKE

@i

Kacik Czytelniczy

W matematyce wiele wzorow i rownan wtedy sie tylko
sprawdza, jesli wynik mozna sprowadzi¢ do jednosci
lub zera. W pilce taki rezultat napeinia zatoscia.
Pamietajcie o tym drodzy trenerzy i nie szklijcie nam
oczu wyzsza matematyka (...). Jakie metody
zastosujecie, to wasza sprawa. W kazdym razie
pamigtajcie, ze jesli z tych metod wyjdzie jednos¢ lub
zero, to wcale nie bedzie oznaczaé, ze skompromitowala
si¢ nauka.

(Jerzy ZMARZLIK w ,,Przeglqdzie Sportowym™,
28.VIL.1978)

3 = 4+3+4!

Na widok takiej herezji matematyk az zakipi

z oburzenia»gdy jednak cyfry przeliczy na zloto —
rachunek bedzie w porzadku! Bowiem trzy panie
z fotografii “orzedstawia ona Betty Cuthbert, Irene
Szewinskq i Dawn Fraser, przyp. Delty) robwnaja si¢
w sumie jedenastu zlotym medalom olimpijskim!
(Przeglad Sportowy, 12.111.80)
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. r Jakakolwiek dziatalno$¢ czlowieka zwiazana jest nierozerwalnie z przetwarzaniem energii,
Nl ektOI' v pr (0] blemy niezbgdnej dla wytwarzania $rodkow konsumpcji. W zaraniu cywilizacji jedyna energia byla

sita migéni ludzkich, pozniej, od chwili udomowienia zwierzat, wykorzystywal je czlowiek
tO W‘dI’ZYSZQCC jako sile napedowa. ;

Istotnym postgpem stala si¢ umiejetno$¢ rozniecania ognia i uzyskiwania w ten sposob energii

TOZW OJ (9] Wl cieplnej, ktéra wykorzystywana byla przede wszystkim dla ogrzewania. Najlatwiej
dostegpnym i najwczesniej stosowanym paliwem bylo drewno. W starozytnosci zuzywano
ener gety kl ogromne ilo$ci drewna, nie tylko dla celéw opalowych, lecz rowniez dla celow wytworczych,

np. do wytapiania metali, czy wypalania ceramiki. Rownoczesnie wypalano ogromne obszary
zalesione dla uzyskania ziemi uprawnej, tym wydajniejszej, ze uzyznionej popioltem.

Dr inz Ja e k Uzytkowanie sil przyrody do celow napedowych rozpoczelo sig juz dawno; byla to przede
Inz. c wszystkim energia wodna i energia wiatrow. Jeszcze w 1850 roku szacowano energi¢
i E DRZEJOWSKI napedowa, pochodzacg z migéni ludzi i zwierzat na 94% calkowitej energii napedowej

uzytkowanej na $wiecie.

Po uplywie wieku nastapita zasadnicza zmiana — 95%; energii napedowej dostarczyly paliwa
chemiczne stale, ciekle i gazowe, okoto 1% woda i zaledwie 4%, ludzie i zwierzeta. Stalo si¢ to
mozliwe na skutek eksploatacji z16z wegla kamiennego i brunatnego, ropy naftowej i gazu
ziemnego. Ostatnie dwudziestolecie dostarczylo wprawdzie nowego zrédla, a mianowicie energii
jadrowej, jednak udzial jej w ogblnym bilansie energetycznym jest obecnie znikomy.

Przewiduje si¢ staly wzrost wykorzystania energii atomowej, ktorej udziat w roku 2000 w Polsce
okresla si¢ na 20%,.

Wzrost liczby ludnoéci i coraz wigksze jej potrzeby, zmuszaja do coraz intensywniejszego

/ przetwarzania dobr naturalnych w forme latwo dostgpnej energii. Chcemy lepiej mieszkac,
lepiej si¢ odzywia¢, mie¢ coraz wigcej czasu na odpoczynek i przyjemnosci — stowem
ﬁ : checemy zy¢ wygodniej.
Przypatrzmy sig jak to zabezpieczenie potrzeb wyrazone w ilosci energii uzyskanej
B wiizants zadania M'230 z dostegpnych naturalnych Zrodet (tzw. energia pierwotna) oceniane jest przez wspolczesna

nauke. Dla jasnego przedstawienia zagadnienia przyjmujemy umowny wskaznik jednostkowego
uzycia energii pierwotnej, ktory okresla ile kilogramow paliwa umownego nalezy spali¢, aby
zaspokoi¢ potrzeby jednego.czlowieka w ciggu roku. Przez paliwo umowne rozumiemy
substancjg, ktoéra przy przetworzeniu na energi¢ dostarczy 7000 kcal z jednego kg masy.
Jednostkowe zapotrzebowanie energii pierwotnej wyraza si¢ roznie w poszczeg6lnych
obszarach naszego globu, a nawet w poszczegolnych krajach. Zalezy ono z jednej strony od
poziomu rozwoju cywilizacji, ktora ksztaltuje potrzeby i z drugiej strony od warunkow
ekologicznych, a wiec od $redniej temperatury, plennosci upraw rolnych, aktywnosci
srodowiska biotycznego itp. :

Wskaznik jednostkowego zuzycia energii pierwotnej na jednego mieszkanca ziemi-w kg
paliwa umownego

Rok 1950 1960 1970 1980
Swiat 1054 1401 1870 2200
Europa 1860 2640 3720 6000
Azja 108 421 470 620
Afryka 175 215 310 450
ZSRR -t;r;xk_d;n.:-f;l:lm 2832 4300 9000
USA : 7200 8047 10500 12350
i’olska brak danych . 2000 s -37(}0 5500

Zrédlem pokrycia potrzeb energetycznych w Polsce bedzie w najblizszych latach spalanie
wegla kamiennego i brunatnego. Zasoby tych surowcow w Polsce sa dostatecznie duze

i przynajmniej do roku 2000 nie musimy si¢ obawia¢ ich braku. A wykorzystywac je bedziemy
przede wszystkim w formie energii elektrycznej wytwarzanej w elektrowniach lub w postaci
ciepla wytwarzanego w cieplowniach i elektrocieplowniach.

Spalanie wegla zwiazane jest z powstawaniem duzej ilosci odpadéw zanieczyszczajacych
$rodowisko. Nalezy przy tym rozrézni¢ odpady stale emitowane do atmosfery w postaci
pytow lub odprowadzane na skladowiska w postaci zuzlu i popiotu, odpady gazowe emitowane
w postaci spalin zawierajacych gazy toksyczne np. dwutlenek siarki, tlenki azotu oraz tlenki
wegla; nalezy rowniez rozpatrze¢ emisje duzych ilosci ciepla do otoczenia. Spalenie 1 tony
paliwa umownego wiaze si¢ z emisja do otoczenia:

od 15 do 30 kg dwutlenku siarki, od 4 do 7 kg tlenkoéw azotu, od 100 do 300 kg pyhu, zuzlu

i popiotu i okolo 4,7 Mcal ciepla.
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THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA HA, HILHL..

PRASA, RADIO, TELEWIZJA

Méwiono nam niejednokrotnie, Zze te rze-
c2Zy majg ogromne znacgzenie, nie dowie-
rzalidmy i nie dowierzamy nadal. Jug
mniejsza, jak to sig robi, kte to robi,
kiedy to robi itd., ale
tawmy te uwageg, to zdanie niedopowie-

ess [/moZe zos-

dziane nabiera swoistego uroku i mocy.
Wazyscy beds sie zastanawiali, czy

autor nie checial dokoriczyé, czy nie wie=
dziat jak, a tymczasem ... Nie, prosze
tylko bez gadulstwa!/

I mimo wszystko ktos to czyta. Zdumie-
wajgce!

Morat: NIE TRZEBA ROZUMIEC SAMEMU,

BY NAUCZYC ROZUMIEC INNYCH /w przeciw-
nym razie kazda mysl databy sig przed-
stawi¢ jako ciag malejacy. zmierzajacy

asymptotycznie do zera. A to jést mi-

mo wszystko przesada/ a

CZYTELNICY

LA ISZA

Dziwi mnie, Ze redakcja powaznego skad-
ingd czasopisma ma az takie luki w wy-

ksztaXceniu, Przeciei jest oczywiste, Ze
miara mgdroSci zespolu bytaby sumg miar
mgdrodel jego czionkéw tylko wtedy, gdy-
by madrodci te byly roiigczme., A jak
wtedy mogliby w ogdle sie dogadaé?!
Moge sie co najwyzej zgodzié na Srednia,
ale po co wtedy komitet? Wystarczy wy-
braé brojlera idealnie Sredniego i py-
taé go o wezystko /ma prayklad co sadsi
o 1IBT/.

BN-70/8139-09

Sam ignorant! fred./
Potepiamy nieodpowiedzialne szkalowanie
ciat kolegialnych. Rozum rosmie, multi-
plikuje sie w toku obrad osiagajac w

ustaleniach koricowych poziom iloczynu
madrodci wszystkich cztonkdw komitetu.

AW/3 9035
Fo, tos Pan wymyslit /red./

Modziericze, polityka to nie sg
fakty, tylko to, co sie o nich mdwi.

Odprowadzanie tych odpadow do otoczenia wigze si¢ z powstawaniem najrozmaitszego rodzaju
strat. Oszacowanie iloSciowe tych strat jest bardzo trudne, w niektorych przypadkach wrecz
niemozliwe.

Przekonywajace jest ulozenie bilansu strat wywolanych zanieczyszczeniem powietrza:

1. Straty materialow emitowanych do atmosfery.

2. Straty $wiatla stonecznego i zwiazane z tym zwigkszenie zuzycia energii elektycznej na
oSwietlenie.

3. Straty transportu lotniczego i samochodowego zwigzane z pogarszaniem si¢ widocznosci.
4. Korozja metali.

5. Zwigkszenie zuzycia maszyn i mechanizmow.

6. Niszczenie konstrukcji budowlanych.

7. Niszczenie odziezy.

8. Niszczenie roslinnosci.

Straty materialowe wynikajace z emisji pytow do atrhosfery sa stosunkowo latwe do okreslenia
na drodze pomiaroéw wielkosci emisji i fizyko-chemicznej analizy emitowanych pylow. Klasycznym
przykladem jest emisja pylu cementowego z procesu produkcyjnego wypalania klinkieru, czy
tez emisja pyloOw metali w procesie wytopu stali, zawierajagcych nieraz bardzo cenne surowce
metali rzadkich, stosowanych jako dodatki stopowe. Wedlug oceny przeprowadzonej w RFN
warto$¢ pylow emitowanych do atmosfery wynosi $rednio 4 dolary na tone.

Nie do pominigcia sa straty wynikajace z emisji gazow przemyslowych. Charakterystycznym
skladnikiem tych gazow jest dwutlenek siarki, powstajgcy glownie w wyniku spalania paliw dla
celow energetycznych. Mozna latwo wykazaé, e gdyby udalo si¢ odzyska¢ w pelni dwutlenek
siarki powstajacy w procesach spalania w Polsce, to mozna by catkowicie pokry¢
zapotrzebowanie siarki na produkcje kwasu siarkowego. Problem odzysku nie zostal jednak do
tej pory rozwigzany w sposob zadowalajacy. :

Zawieszony w powietrzu pyl pochlania swiatlo stoneczne, w wyniku czego w okregach miejskich
i przemystowych zuzycie energii na o$wietlenie jest o 10 do 30% wigksze niz na obszarach

nie zanieczyszczonych. Pyl zawieszony w powietrzu powoduje absorpcje i rozproszenie

$wiatla i ma rowniez wplyw na powstanie mgiel. Na skutek tego nasilenie mgiel w osrodkach
przemystowych i miejskich jest 2—3 razy wigksze niz w oSrodkach nie zanieczyszczonych.
Powstawanie mgiel ogranicza widoczno$é, utrudnia transport, a wrgez uniemozliwia transport
lotniczy. Dla przykladu mozna podac, ze straty wynikajace z jednodriowego zamknigcia
duzego lotniska wynoszg setki tysigcy dolarow.

Oszacowanie strat wynikajace z korozji metali jest w ogolnym bilansie niemozliwe. Korozji
podlegaja wszystkie konstrukcje i elementy metalowe, na ktore oddzialuje powietrze
atmosferyczne. Glowng przyczyna Korozji jest obecno$¢ w atmosferze tlenkow siarki, ktore

w obecnosci pary wodnej tworzg kwasy silnie przyspieszajace proces niszczenia metali.

Walka z korozja jest uciazliwa i pracochlonna i sprowadza si¢ przede wszystkim do nakladania
na metale powltok ochronnych. Dla przykladu mozna podac, ze stalowa konstrukcja wiezy
Eiffla jest malowana farbami ochronnymi w sposob ciagly — gdy robotnicy, poczynajac od ~
szczytu, dojda do podstawy, juz gbrne partie wiezy wymagaja nakladania nastepnej powloki.
Przeprowadzone badania pozwalaja na stwierdzenie, Ze w okregach przemystowych stopien
korozji jest 1,5 do 5 razy wyzszy niz w o$rodkach wiejskich. Stwierdzono rowniez wyrazng
korelacje migdzy stopniem zuzycia metali a stezemem dwutlenku siarki w atmosferze.

- Zanieczyszczenia powietrza wplywaja w sposob mszczacy na linie przesylowe wysokiego

napiecia, skracajac czas ich uzytkowania w okregach przemystowych do 30%.

Pyly unoszace sie w powietrzu powoduja rowniez zwigkszenie zuzycia maszyn, zwlaszcza tam, gdzie
wystepuja elementy trace sie o siebie. Klasycznym przykladem sg szkody w silniku samochodowym,
gdzie glownym niebezpieczerfisiwem jest przedostawanie si¢ pylow do wngtrza cylindrow

i szybkie zuzycie gladzi cylindrowej na skutek zwiekszonego tarcia gladzi cylindrowej i tloka.
Roéwniez oszacowanie strat w budynkach jest bardzo trudne. Dla przykladu mozna podac,

e przeprowadzona w 1959 r. w Paryzu inwentaryzacja budynkow wykazala, ze straty roczne
wynikajace ze zniszczenia tynkow, elewacji i dachow cynkowych wynosza okolo 10 milionow
dolarow. Koszty zwigzane z czgstszym praniem bielizny i odziezy wynosza przecigtnie 20 dolarow
rocznie na jednego mieszkarica, co oznacza w skali USA strate siegajagca 4 miliardow dolarow.
Oddzialywanie zanieczyszczen powietrza na roslinnos¢ jest wielorakie — mozna tu wymienic
bezposrednie oddzialywanie kwasow niszczacych zielen, zatykanie pylami porow oddechowych,
zakwaszanie gleby wplywajace na zmniejszenie aktywnosci bakterii wytwarzajacych azotany,

a wreszcie rozpraszanie promieni ultrafioletowych, ktorych dzialanie niezbedne jest w procesie
fotosyntezy dwutlenku wegla.

W Polsce przeprowadzono stosunkowo dokladnie szacunek strat spowodowanych

w drzewostanach emisja przemyslowych zanieczyszczen powietrza. Inwentaryzacja szkod

w lasach przeprowadzona w 1965 r. wykazala, ze zagrozony jest obszar 250 tys. ha, co stanowi
okolo 3% calkowitej powierzchni lasow, z czego 50 tys. ha przypada na obszary porazone
calkowicie. Bezposrednie straty z tytulu obnizenia przyrostu masy drzewnej oraz kosztow
rekultywacji oceniono na 300 milionow zt rocznie, a w przypadku niepodjecia zdecydowanych
krokow straty te moga osiagna¢ w 1985 roku sume 1,5 miliarda zlotych.



Bardzo trudno jest oceni¢ straty, ktore ponosi organizm czlowieka na skutek zanieczyszczenia

Patrz w niebo
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W wakacyjne wieczory, majac wigcej czasu, chetniej
- patrzymy na niebo; goruja na nim trzy jasne gwiazdy:
- Wega, Deneb i Altair. Dziewczyna, z ktéra w zeszlym
roku patrzylem na letnie gwiazdozbiory, zwrécila mi
uwage na fakt, ze w dziobie Labedzia, prawie na linii
laczacej Altair z Wega Swieci gwiazda, u ktorej najlatwiej
zauwazy¢ roznice koloréw jej dwéch skladnikow.
Jest nia Albireo-fCygni. Patrzac na ten uklad przez
niewielka lunetke widzimy bardzo wyrazng réznice barw
dwoch gwiazd: jasniejsza jest z6ita, natomiast ciemniejsza
jest bialo-niebieska. Jest to oczywiscie odbiciem
temperatury, jaka panuje ,,na powierzchni’’ kazdej
z gwiazd. Moze by¢ ona rozgrzana do czerwonosci, moze
- by¢ 26lta albo niebieska. Jednak, podobnie jak metal
~ w hucie, nie bywa ,,zielona od gorgca’ — czy
- zastanawialiscie si¢ — dlaczego? Przeciez moze tak si¢
- zdarzyc, ze temperatura atmosfery gwiazdy
wynosi ok. 8000 K i najwigkszy strumien promieniowania
emitowany jest w barwie zielonej. Na fakt, ze nie
obserwujemy zielonych gwiazd wplywaja dwa czynniki:
- rozklad energii w widmie gwiazdy i czuto$¢ oka na
- kwanty o réznych dlugosciach fali (przezroczystoéé
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- 53 prawie takie same w calym zakresie widzialnym — od
~ 4000 do 7000 A).

- Jedli tak si¢ sklada, ze temperatura powierzchni gwiazdy
- wynosi 8000 K, to oprécz $wiatla zielonego dociera do

- nas dos¢ duzo kwantéw o energiach wyzszych i nizszych.
.~ W sumie mieszanina ta tworzy wraZenie $wiatla bialego,
- Z6lto-biatego lub niebieskawego. Wrazenie to zalezy

- jednak od calkowitej jasnosci obserwowanego obiektu.

- Jesli jest on jasny, to na bodZce $wietlne reaguja w oku
W pierwszym rzedzie tzw. czopki, najbardziej czule na

- barwe z6ita. W ciemnosci, ledwo widoczne obiekty

- dostrzegane s przez oko dzigki tysigckrotnie czulszym

- od czopkéw precikom, reagujacym przede wszystkim na
- barwe niebieska. W barwie zielonej mamy zatem

- niewielka luke.

- Przyjrzyjcie si¢ widmu Slofica, rézni sie ono niewiele od

- widma ciala doskonale czarnego o temperaturze 5850 K
najwickszy strumieni promieniowania przypada na barwe
~ niebieska, zielong i z6ita, a jednak widzimy Stonce jako

- widzialnym jest dostatecznie plaskie). Ciata o

‘strome widma w tym zakresie, juz nie bedg si¢ nam
‘slabe i widzimy je w ciemnosci), lecz czerwone, jesli sa
“zimne (T < 4000 K) lub niebieskie jesli sa gorace

(T > 10000 K). Obiekty, ktérych temperatury s3 inne niz
‘podany zakres i ktorych widmo nie r6zni si¢ drastycznie
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- atmosfery i czulo§¢ ewentualnych instrumentéw optycznych

Z6lto-biata kule (jest bardzo jasne a jego widmo w zakresie
‘temperaturach duzo nizszych lub wyzszych, majace bardziej

‘wydawaly biale ani 26lte (lub niebieskawe — jesli sa bardzo

powietrza. Zycie i zdrowie czlowieka jest bezcenne i nieprzeliczalne na zadna walute $wiata.

W ramach walki o zachowanie naturalnego $rodowiska, wszystkie §rodki zmierzaja przede
wszystkim w kierunku ochrony zdrowia i §wiata zyjacego, w tym czlowieka. Prowadzone sa
bezustannie wielostronne badania naukowe nad oddzialywaniem zanieczyszczen powietrza na
ludzi i zwierzeta, ktore pozwalaja na okreélenie stopnia szkodliwosci i dopuszczalnych norm
zanieczyszczefi powierza. Aby normy te nie byly przekroczone, trzeba w pierwszym rzedzie
ograniczy¢ emisj¢ zanieczyszczen, a gldbwnie emisje ze spalania paliw dla celéw energetycznych.
Mozliwe sg rozne drogi postepowania, ale omowienie ich przekracza ramy tego artykulu i,

jak mawiat Rudyard Kipling, ,,to juz calkiem inna historia™.

od widma ciata doskonale czarnego promieniuja wickszo$é
energii w tych dlugosciach fal, na ktére nasz wzrok nie
jest juz czuty.
Gdybyscie w tym miejscu przestali czyta¢ ten artykulik
i zaczeli szukaé na niebie ciekawych, kolorowych par
gwiazd, to poczujecie si¢ oszukani. Bo oprécz par
z6to-niebieskich (B Cyg), czerwono-niebieskich (n Per)
i z6lto-czerwonych (¢ Boo) znajdziecie zapewne pary,
w sklad ktérych wchodza réwniez gwiazdy zielone. Np.
zielono-niebieski uklad § Sco, zétto-zielony yDel
i czerwono-zielony eeHer (sprébujcie je znalez¢). Czyzby$my
o czyms$ zapomnieli? Otoz nie. Po dokladniejszych
badaniach kazdej z ,,zielonych gwiazd” okazywalo sig,
ze jest to nierozdzielony przedtem uktad dwoch lub
trzech gwiazd Z6ltych i niebieskich. A kazdy wie, ze gdy
zmieszamy 261ty z niebieskim, otrzymamy zielony.
Czyli nie ma jednak zwyklych, pojedynczych, zielonych
gwiazd.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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rys. 1 — zaleznos¢ przezroczystoéci atmosfery od
dtugosci fali oraz krzywe czulosci $wiatloczutych
elementow oka: czopkow i precikow
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DEUGOSC FALI . A
rys. 2 — rozklad jasnosci ciala doskonale czarnego

o temperaturach 2500 i 1000 K i widmo Slonica
o temperaturze efektywnej 5850 K.



