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Wartosci liczbowe stalych fizycznych uzytych

wartykule

Predkosc swiatla c = 2,998' 1010 cm S-l
Stala grawitacyjna G = 6,672' 10-8 cm3g-ls-2

Masa Slonca MO = 1,989' 1033 g

Promien Slonca RO = 6,28' 1010 cm
Promien Ziemi Rz = 6,36' 108 cm
Dogodna jednostka energii stosowana przy

opisie wlasnosci gazu neutronowego jest
I MeV = 1,602'10-13 J = 1,602,10-6 erg

Stala Boltzmanna kn = 8,617' 10-11 M_V K-l
Stala Plancka podzielona przez 2""

fi = 6,82' 10-22 M_V s
Masa neutronu m = 1,675' 10-24 g

Energia spoczynkowa neutronu mc2 =
= 939,5 MeV

Wyprowadzenie wzoru wiazacego ped

Fermiego PF z gestoscia () oraz wzoru na ­

srednia energie fermionu, Ein, mozna znalezc
w podreczniku ••Podstawy Fizyki
Wspólczesnej" R. M. Eisberga (PWN,
Warszawa 1968) Rozdzial XII, § 6.

W celu wyprowadzenia wzoru na P

wykorzystac nalezy zwiazek

dE
P = - (jjI'

gdzie E jest energia gazu zamknietego
w naczyniu o objetosci V. Czytelnik moze

wyprowadzic powyzsze równanie wychodzac
z pierwszego prawa termodynamiki oraz

definicji cisnienia. Uwaga: wszystkie

rozwazania prowadzone sa przy T = O K.

Wzory na ped Fermiego i c;snienie gazu
neutronowego w T = O Knajwygodniej jest

zapisac wprowadzajac gestosc liczbowa
neutronów n = N/V. Otrzymamy wówczas

Pr.- = 3,101'3 fi,
n2 .

P = .,9n513 - = S:4· 103n5/3 cm5 atm,
ni

gdzie jednostka 11 jest cm-.3.

Historia i fizyka gwiazd neutronowych

Doc. dr Pawel HAENSEL

Pojecie gwiazd neutronowych pochodzi z roku 1932, w kt6rym odkryto neutron. Autorem
tego odkrycia byl pracujacy w Cambridge angielski fizyk James Chadwick. Kiedy wiadomosc
o tym dotarla do kierowanego przez Nielsa Bohra Instytutu Fizyki Teoretycznej
Uniwersytetu Kopenhaskiego, Bohr, Leon Rosenfeld i Lew'Landau spedzili caly wieczór
dyskutujac mozliwe konsekwencje istnienia neutronu. Wtedy wlasnie Landau zasugerowal
mozliwosc istnienia gwiazd neutronowych.
Rozumowimie prowadzace do pojecia gwiazdy neutronowej przedstawia sie nastepujaco.
Neutron jest obojetna elektrycznie czastka elementarna o spinie fI/2. Uklad wielu
nieoddzialujacych czastek o spinie polówkowym - fermionów - (a wiec i doskonaly gaz
neutronowy) podl~ga prawom statystyki 'Fermiego-Diraca (1926), a w szczególnosci - zasadzie
wykluczania Pauliego (1925). Idea gwiazdy neutronowej wynika z dyskusji mozliwosci
równowagi dwóch przeciwstawnych czynników: cisnienia gazu neutronowego wynikajacego

z zasady Pauliego oraz wzajemnego przyciagania grawitacyjnego neutronów.
Rozwazmy uklad N neutronów (gaz neutronowy) znajdujacy sie w naczyniu o objetosci V.
Pominmy sily oddzialywania miedzy neutronami i rozwazmy doskonaly gaz neutronowy
w stanie o naj nizszej energii - w stanie podstawowym. Bedzie to stan odpowiadajacy
temperaturze zera bezwzglednego T = OK. Gestosc gazu neutronowego wynosi
e = Nm/V, gdzie m jest masa neutronu. Poniewaz rozwazamy stan o naj nizszej energii, zas
energia neutronów sprowadza sie do ich energii kinetycznej, wiec na pierwszy rzut oka wydaje
sie, ze stan ten osiagniety bedzie wówczas, gdy wszystkie neutrony beda mialy ped Pi = O.
Ale oznaczaloby to, w jezyku mechaniki kwantowej, ze N neutronów znajduje sie w stanie
Pl = O. Jest to sprzeczne z zasada Pauliego, zgodnie z która w kazdym stanie moga sie
znalezc tylko dwa neutrony o przeciwnie skierowanych spinach. Pozostale N - 2 neutrony zajma

( lstany o pedach wiekszych od zera, przy czym kazdy i-ty stan i = 2, 3 ... , -N; zakladamy dla, 2

uproszczenia, ze N jest' parzyste) bedzie zajety przez dwa neutrony o przeciwnie skierowanych

spinach. Jest to przedstawione schematycznie na Rys. 1.
W stanie podstawowym maksymalny ped neutronu wynosi PF; nosi on nazwe pedu Fermiego.
Wszystkie stany o pedach Pl > PF sa puste (nieobsadzone), zas stany o pedach PI ~ PF sa
zajete (obsadzone). Rachunek wskazuje, ze ped Fermiego PF jest w prosty sposób zwiazany
z gestoscia gazu neutronowego: PF = ael/3, gdzie a jest stala·
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Gaz neutronów, które poruszaja sie wewnatrz naczynia z predkosciami zawartymi miedzy
zerem a PF/m, wywiera cisnienie na scianki naczypia. Cisnienie to rosnie wraz z gestoscia
zgodnie ze wzorem P = beS/3 (b jest stala). Po to, aby rozwazany przez nas uklad znajdowal
sie w stanie równowagi, sily wynikajace z cisnienia gazu neutronowego i dazace do
zwiekszenia objetosci, w której sie on znajduje, powinny byc zrównowazone przez sily,
które daza do scisniecia tego gazu. Takie wlasnie sily pochodza od przyciagania
grawitacyjnego miedzy neutronami. Przesledzmy dokladniej warunki równowagi. Niech nasz
uklad N neutronów tworzy kule o promieniu R i masie M = Nm. Rozwazmy maly element tej
kuli o masie 11M znajdujacy sie w odleglosci r od srodka kuli (Rys. 2). Po to, aby element
ten znajdowal sie w spoczynku, sila wynikajaca z cisnienia, Fe musi byc zrównowazon~ przez
sile Fg, z jaka kula o promieniu r przyciaga ten element. W celu otrzymania równania
formulujacego ten warunek przyjrzyjmy sie elementowi 11M w powiekszeniu (Rys. 3). Dla
uproszczenia zalózmy, ze jest on malym walcem, którego wysokosc wynosi I1r, zas pole podstawy
S. Poniewaz gestosc gazu neutronowego (materii neutronowej) wewnatrz walca jest w przyblizeniu

I



R:::; 10 km.

rZ

G.H(r)e(r)

Fg =

Fe = Fl-Fz = S(Pl-PZ)

N:::; 1057, M=Nm:::;Mo,

(1)

(2)

(3)

Warunek równowagi ma wiec postac:

(4)

i skierowana jest ku powierzchni kuli, poniewaz Pl > PZ' Sila przyciagania grawitacyjnego
Fg jest równa sile, z jaka masa .H(r) zawarta w kuli o promieniu r przyciaga mase 11M,

G.H(r)e(r)Sl1r
rZ

dP

dr

gdzie wykorzystalismy definicje pochodnej

stala, wiec 11M = Sl1re(r). Oznaczmy cisnienie dzialajace na górna podstawe walca przez P"~
na dolna zas - przez Pl. Wartosci sil FI i Fz sa wiec równe FI = SPl i Fz = SPz.

Cisnienie wewnatrz kuli neutronowej jest funkcja odleglosci od srodka kuli P = per), a wiec
Pl = P(r), Pz = P(r+l1r). Sily dzialajace na boczna powierzchnie walca równowaza sie.
Wypadkowa sil FI i F2 ma wartosc

Otrzymana przez nas "gwiazda neutronowa" jest niezwykla gwiazda. Jej srednia gestosc mozemy

(4n )-1oszacowac stosujac wzór e = M -3- R3 . Otrzymamy wtedy e:::; 1014 g cm-3. Znak ,,:::;"

we wzorze na e i we wzorach (4) m(>wi o tym, ze sa to oszacowania. Wyniki uzyskane przy
bardziej realistycznych zalozeniach beda róznic sie o czynnik "kilka" (dwa, trzy, ale nie
piecdziesiat!) od naszych oszacowan. Gestosc e jest rzeczywiscie olbrzymia: 3 cm3 materii
"gwiazdy neutronowej" wazy tyle co cala ludnosc Ziemi. To, ze nazwe gwiazdy neutronowej
piszemy tutaj w cudzyslowie, nie jest przypadkowe. Rachunki przeprowadzone przez teoretyków
w okresie dwóch ostatnich dziesiecioleci prowadza do wniosku, ze prawdziwa gwiazda neutronowa
sklada sie wprawdzie przede wszystkim z neutronów, ale w jej materii znajdziemy równiez
kilkuprocentowa domiesZke protonów, elektronów, mionów i - byc moze - hiperonów. Slad,
nasza kula neutronowa jest "gwiazda neutronowa" tylko w cudzyslowie. Gdzie we Wszechswiecie
nalezy szukac takich niezwykle malych, gestych i zimnych gwiazd? W jakich warunkach powslaja
gwiazdy neutronowe? Pierwsza hipoteze dotyczaca warunków narodzin gwiazdy neutronowej
podali astrofizycy amerykanscy, Baade i Zwicky w roku 1934. Sformulujemy ja w wersji,
która wydaje sie obecnie, po 45 latach, najbardziej prawdopodobna.

Rozwazmy gwiazde o masie 8-10 MO znajdujaca sie na ostatnim etapie jej "zycia". Zapasy
paliwa jadrowego wyczerpuja sie; gwiazda sklada sie wówczas z goracego, gestego jadra
maksymalnej gesIosci rzedu 108 gcm-3 i o masie wiekszej niz 1,4 MO (np. 2MO) oraz
znacznie rzadszej otoczki. Jadro gwiazdy jest zbudowane z koncowych produktów procesu
spalania jadrowego (jadra zelaza, krzemu) oraz elektronów. W pewnym momen<;ie, w wyniku
stosunkowo powolnych procesów zachodzacych jeszcze w jadrze gwiazdy naruszony zoslaje
warunek równowagi: cispienie materii nie jest juz w stanie zrównowazyc ciazenia
grawitacyjnego. W ciagu ulamka sekundy jadro gwiazdy "zapada sie" - kurczy, jego rozmiary
maleja. W momencie, gdy gestosc centralnej, naj gestszej czesci zapadajacej sie gwiazdy
przekroczy wartosc 1014 g cm-3, srednia odleglosc miedzy nukleonami w materii, z. której
zbudowane jest jadro gwiazdy, bedzie rzedu 10-13 cm. Do akcji wkraczaja wówczas

oddzialywania jadrowe, których zasieg wyno~i wlasnie okolo 10-13 cm i które sa silnie
odpychajace dla odleglosci miedzy nukleonami mniejszej niz ok. 0,4.10-13 cm. Dalsze "sciskanie"
naj gestszej czesci jadra gwiazdy staje sie praktycznie niemozliwe. Rzadsze warstwy gwiazdy
"spadajace" z olbrzymia predkoscia (dochodzaca do 0,1 c) odbijaja sie od naj gestszej czesci jadra
i uciekaja na zewnatrz tworzac w zderzeniu ze "spadajaca" na centrum gwiazdy materia fale
uderzeniowa. Polaczenie efektów silnej emisji i absorpcji neutrin oraz efektów

magnetohydrodynamicznych prowadzi do wybuchu gwiazdy, któremu towarzyszy wydzielenie
olbrzymiej energii, rzedu lOS! ergów. Dla porównania, calkowita energia wypromieniowana
przeZ Slonce w ciagu roku wynósi 1,2 .1041 ergów. Wybuchajaca gwiazda moze byc widoczna
na Ziemi i nosi nazwe supernowej. Supernowa zaobserwowana przez astronomów chinskich
w roku 1054 byla widoczna na niebie we dnie przez 3 tygodnie, a w nocy - przez 2 lata.
Otoczka gwiazdy w wyniku wybuchu oddziela sie od gestego jadra; w przypadku supernowej
z 1054 r. tworzy obecnie rozszerzajacy sie oblok swiecacego gazu -- mglawice Kraba. Jadro
gwiazdy, o masie rzedu MO i gestosci rzedu 1014 g cm-3 - to gwiazda neutronowa.
Poczatkowo, bezposrednio po narodzeniu, temperatura na powierzchni gwiazdy neutronowej
jest rzedu 108 K, po uplywie kilkuset lat obniza sie do okolo 106 K. Podobnie, temperatura

dP . P(r+l1r)-P(r)-- = hm -------.
dr M-+O I1r

Warunek ten musi byc spelniony w kazdym punkcie kuli neutronowej. Zastosowanie tego
warunku do naszego problemu, w którym zaleznosc cisnienia od gestosci dana jest wzorem
P = be5/3 prowadzi do wniosku, ze konfiguracje równowagi sa realizowane przy

Antony Hewish (ur. 1924), radioastronom
angielski. Nagroda Nobla w 1974 r. za
odkrycie pulsarów.

Informacje biograficzne

Niels Bohr (1885-1962), dunski fizyk
teoretyk, byl jednym z twórców teorii
kwantów, wniósl powazny wklad do teorii
jadra atomowego. Zalozyciel i dlugoletni
kierownik Kopenhaskiego Instytutu Fizyki
Teoretycznej (obecnie Instytut Nielsa Bohra).
Nagroda Nobla w 1922 r. za teorie atomu.

Lew Dawidowicz Landau (1908-1968),
radziecki fizyk teoretyk. Autor
fundamentalny~h prac z zakresu wielu dziedzin

wspólczesnej fizyki teoretycznej - m.in.
twórca teorii przejsc fazowych w
termodynamice, teorii nadcieklosci Helu II
i teorii normalnej cieczy fermionowej. Autor
(wraz ·z L M..l ifszycem) wielotomowego
podrecznika "Fizyka Teoretyczna". Nagroda
Nobla w 1962 r. za teorie cieczy kwantowych.

Sir James Chadwick (ur. 1891), fizyk angielski,
specjalista z zakresu doswiadczalnej fizyki
jadrowej. W roku 1919 wspólnie z E.
Rutherfordem przeprowadzil pierwsza sztuczna
reakcje jadrowa. Nagroda Nobla 'w 1935 r.
za odkrycie neutronu.

Jacob Robert Oppenheimer (1904-1967),
amerykanski fizyk teoretyk. Autor
fundamentalnych prac z róznych dziedzin
fizyki teoretycznej. W latach 1943-1945
kierowal pracami nad budowa amerykanskiej
bomby atomowej; byl zwany, ,ojcem bomby
atomowej".
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we wnetrzu gwiazdy, która poczatkowo byla rzedu 1010 K, spada do wartosci 108 K. Dla materii
o zwyklej, "ziemskiej" gestosci (rzedu 10 g cm-3) lub gestosci typowej dla wnetrza zwyklych

gwiazd (np. 100 g cm-3 V'( poblizu srodka Slonca) bylaby to bardzo wysoka temperatura,
wplywajaca w bardzo silny sposób na wlasnosci tej materii. W naszym przypadku
srednia energia kinetyczna ruchu cieplnego neutronów, odpowiadajaca temperaturze

_ 3 .

T = 108 K, wynosi ET = '2 kBT ~ 0,01 MeV. Jednoczesnie, przy gestosci e = 1014 g cm-3

srednia energia kinetyczna neutronów w rozwazanym poprzednio modelu doskonalego gazu
fermionów w temperaturze T = O K jest

3 p~
Ek1n = - -- = 18 MeV.

5 2m

Tak wiec wplyw temperatury T = 108 K na ruch neutronów w tak gestej materii jest
doprawdy znikomy. Przeprowadzajac nasz rachunek cisnienia dla temperatury zera
bezwzglednego popelnilismy blad rzedu (ET/Ekin)·100% = 0,05%!. W bardzo dobrym
przyblizeniu materie we wnetrzu gwiazdy neutronowej mozemy traktowac jako materie
o temperaturze zera bezwzglednego.

Gaz neutronowy o gestosci rzedu 1014 g cm-3 wywieralby ogromne cisnienie na scianki
naczynia, w którym bylby zamkniety. W naszym prostym modelu dla gestosci e = 3.1014 g cm-3

cisnienie to wynosi P = 7,5.1027 atm. Po to, aby sily wynikajace z takiego cisnienia zostaly
zrównowazone przez cisnienie grawitacyjne zmierzajace do "scisniecia" kuli neutronowej,
potrzeba pól grawitacyjnych o gigantycznym natezeniu. Dla kuli neutronowej o masie
M = MO i promieniu R = 10 km otrzymujemy wartosc przyspieszenia pola grawitacyjnego

. h' GMO 1 11 d ., .. I ..na powlerzc m gGN = --- ~ O gz, gZie gz Jest przyspleszemem po a grawitacyjnego
R2 -

na powierzchni Ziemi. Jest to rzeczywiscie gigantyczne pole grawitacyjne. Praca, która trzeba
byloby wykonac podnoszac kulke o masie 1 g z powierzchni takiej kuli neutronowej na wysokosc
1 cm, jest równa w przyblizeniu pracy, która wykonalibysmy podnoszac mase 10 ton z powierzchni
Ziemi na wysokosc 1 km!
Przy tak olbrzymich gestosciach, jakich spodziewamy sie w gwiazdach neutronowych, materia
zaczyna wywierac istotny wplyw na wlasnosci przestrzeni, w której sie znajduje. Zwiazek
miedzy wlasnosciami materii i wlasnosciami geometrycznymi przestrzeni jest opisany przez
Ogólna Teorie Wzglednosci (OTW) sformulowana przez Alberta Einsteina w 1916 r. Kula
neutronowa - model gwiazdy neutronowej - byla jednym z pierwszych badanych
teoretycznie obiektów, dla którego efekty wynikajace z modyfikacji geometrii przestrzeni przez
materie byly duze; dla najciezszych "gwiazd neutronowych" zmiany w stosunku do wartosci
obliczonych przy stosowaniu newtonowskiej teorii grawitacji (równanie (3» siegaly
kilkudziesieciu procent.
Pierwsze szczególowe obliczenia dotyczace wlasnosci "gwiazd neutronowych" wykonal
w ramach OTW Jacob Robert Oppenheimer i jego wspólpracownicy w roku 1939. Oprócz
wyników, dotyczacych gestosci materii w "gwiezdzie neutronowej" oraz zwiazku miedzy masa
"gwiazdy neutronowej" i jej promieniem, uzyskali oni bardzo wazny wynik bedacy

konsekwencja stosowanej przez nich OTW. Mianowicie, \l,onfiguracja równowagi "gwiazdy
neutronowej" mogla istniec tylko dla M < Mmaks' Bardziej masywna "gwiazda neutron~wa"
musiala sie nieuchronnie "zapasc" do postaci zadziwiajacego obiektu o promieniu równym
tzw. promieniowi grawitacyjnemu Rg = 2GM/c2• Obiekt taki nazywamy obecnie czarna
dziura. Wykonane w ciagu ostatnich lat rachunki uwzgledniajace skomplikowana nature
materii, z której zbudowane sa gwiazdy neutronowe, wskazuja, ze Mmaks ~ 2-"--2,5 MO·

o Zauwazmy, ze uzywajac modelu kuli nieoddzialujacego gazu neutronowego Oppenheimer
i Volkoff uzyskali w 1939 roku Mmaks = 0,73 MO. Róznica miedzy tymi dwiema
wartosciami Mmaks odzwierciedla wazna role oddzialywan jadrowych, które sa uwzgledniane
w obecnych rachunkach. Wyniki najnowszych obliczen przedstawione sa na Rys. 4 i 5.
Na rys. 4 pokazany jest typowy rozklad gestosci w gwiezdzie neutronowej, zas na Rys. 5
zobrazowano zwiazek miedzy masa gwiazdy neutropowej a jej promieniem. Gwiazda
neutronowa o masie M > Mmaks nie moze istniec, poniewaz cisnienie materii, z której jest
zbudowana, nie jest w stanie pokonac sil ciazenia grawitacyjnego. Dla M = 3MO promien
czarnej dziury wynosi R. = 9 km. Wlasnosci czarnych dziur sa inne niz wlasnosci gwiazd

neutronowych, w szczególnosci czarna dziura moze miec dowolnie duza mase·
Podstawowe prace teoretyczne dotyczace gwiazd neutronowych powstaly ponad 40 lat temu.
Ale az do roku 1967, kiedy to astronom angielski Antony Hewish wraz ze swoimi

wspólpracownikami odkryl pulsary, nie wiadomo bylo, czy te zadziwiajace obiekty istnieja
rzeczywiscie we Wszechswiecie. Odkrycie pulsarów dokonane .zostalo w tym samym miescie
angielskim - Cambridge - w którym w 1932 roku Chadwick odkryl neutron. Uwazamy
obecnie, ze pulsary - to szybko obracajace sie gwiazdy neutronowe. Do chwili obecnej
zostalo wykrytych okolo 320 pulsarów.
W kolejnym artykule pokazemy, w jaki sposób gwiazda neutronowa moze byc modelem
tlumaczacym obserwowane wlasnosci pulsarów.
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R'ozwiazanie zadania F 78
Woda nie zwilza rozzarzonej powierzchni.
Ksztalt kropli jest wiec taki jak na rysunku.

Pod kropla odbywa sie intensywne parowanie.

Kropla przypomina zatem wiszacy

podu'szkow\ec, którego chaotyczne ruchy
spowodowane sa fluktuacjami wyplywu pary.
Obecnosc, ,poduszki parowej" zmniejsza
znacznie opory ruchu i, dzieki niewielkiemu
przewodnictwu cieplnemu, przedluza czas
zycia kropli.
Jezeli temperatura powierzchni plyty obniza
sie od srodka ku brzegowi, to temperatura,
srednio biorac, jest w obszarze AB kropli
wyzsza niz w Be, Zatem srednia preznosc
pary w obszarze pierwszym jest wyzsza niz
w drugim. Sila wywolana ta róznica odsuwa

krople od rozgrzanego srodka plyty.
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(I)

Obliczamy n (II)

Dr Marcin E. KUCZMA

W poprzednim numerze mówilismy o rozwijaniu funkcji w szeregi potegowe. Jako przyklad
posluzyla nam funkcja arcus tangens. Wyprowadzilismy rozwiniecie

l l l
arctgx =x--x3+-XS __ x7+ ... , lxi.;; l,3 5 7 '

acosnx+bsinnx = Asin(nx+ot),

ao+ (alcosx+blsinx)+ (azcos2x+ bzsin2x) + (a3cos3x+b3 sin3x)+

(2)

(3)

skad prZez podstawienie x = l dostalismy wzór Leibniza

l l l l-n = 1--+---+
4 357

(4)

Sumy czesciowe szeregu po prawej stronie wzoru (2) daja wymierne przyblizenia liczby n.
Niedogodnosc stanowi jednak to, ze szereg ten jest zbiezny bardzo powoli.
Spróbujmy do naszego zagadnienia wykorzystac wlasnosci calkiem innej klasy szeregów
funkcyjnych: szeregów trygonometrycznych. Sa to szeregi postaci

A czy kazda funkcje 2"t-okresowa mozna, przez odpowiedni dobór wspólczynników a;" b.
przedstawic jako sume pewnego szeregu postaci (3)? Tu kilka slów wyjasnienia na temat,
skad sie wzielo to zagadnienie. Funkcj~ okresowa mozna uwazac za analityczny opis pewnego
zjawiska fizycznego - ruchu drgajacego. Szczególnym rodzajem drgan sa tzw. drgania proste,
tj. takie, gdzie wykresem jest linia sinusoidalna. Nietrudno przekonac sie, ze wykresem
kazdej funkcji typu acosnx+bsinnx jest sinusoida; mamy bowiem równosc

gdzie A = YaZ+bz, zas otjest wartoscia taka, ze sinot = a/A, COSot= b/A. Tak wiec wyrazenie
typu (4) opisuje drgania proste <> czestotliwosci n/2:rr:,amplitudzie A i przesunieciu w fazie o, ot.
Widzimy zatem, ze problem rozwijalnosci danej funkcji okresowej f(x) w szereg trygonometryczny
(3) odpowiada zagadnieniu rozkladu ruchu okresowego na sume drgan prostych o czestotliwosciach
n/2:rr:,n = 1,2,3, .... Jest to bardzo klasyczne zagadnienie mechaniki.

,Przypuscmy, ze pewna funkcja okresowaf(x) jes'tsuma szeregu postaci (3). Ustalmy liczbe
naturalna n i pomnózmy f(x) przez sinnx

(5) f(x)sinnx = aosinnx+

+ al cosxsinnx+ bl sinxsinnx+

+az cos2xsinnx+ bz sin2xsinnx+ •.

+ a.cosnxsinnx + b.sinnxsinnx+

Calkujac otrzymana równosc w przedziale < -n, n) otrzymujemy:

Calke funkcji ciaglej fpo przedziale <a, b)
mozna okreslac jako przyrost dowolnej funkcji
pierwotnej F:

~ f(x)sinnxdx = (suma calek skladników po prawej stronie).
-1<

a

~ftx)dx = F(b)-F(a).
b

Geometrycznie, wyraza ona (w przypadku

funkcji stale dodatnich) pole obszaru zawartego
pomiedzy przedzialem < a, b) osi O. i
wykres~m funkcji f na tym przedziale.

(Przy calkowaniu sum I}ieskonczonych konieczna jest pewna ostroznosc - por. uwagi
w poprzednim numerze; nie wdajac sie w szczególy, ograniczymy sie do stwierdzenia, ze
bardzo slabe zalozenia' o funkcji f wystarcza, zeby takie calkowanie bylo dopuszczalne). Latwy

1<

rachunek pokazuje, ze calki ~ wszystkich skladników po prawej stronie wzoru (5) sa
-1<

zerami, z wyjatkiem jednego - mianowicie tego, w którym sinnx mnozymy przez sinnx:

b

1<

~ sinznxdx = n. Stad dostajemy
-1<

(6)

1<

~ f(x)sinnxdx = nb •.
-1<

Calkiem podobnie wykazuje sie, ze

1< 1<

(7) ~ f(x)cosnxdx = na., (n;;;' 1) oraz ~ f(x)dx = 2:rr:ao.
-1< -1<

Wzory te pokazuja, ze wspólc,zynniki a", b. w szeregu (3) sa wyznaczone przez funkcje f
jednoznacznie - otrzymuje sie je obliczajac powyzsze calki i dzielac przez n.
Nie daje nam to odpowiedzi na pytanie: czy kazda funkcja 2n-okresowa daje sie

przedstawic w postaci (3)? Otóz - nie! Majac dana funkcje 2n-okresowaf, mozemy :z; nia
zwiazac - calkiem formalnie - szereg (3), w którym wspólczynniki a., b. zdefiniowane sa
przez formuly (6), (7). Szereg ten nazywa sie szeregiem Fouriera funkcji f Piszemy:

(8) f(x) - ao+alcosx+blsinx+azcos2x+bzsin2x+ ...

4



Zatem

Rys. 1

x

Rys. 2

Rys. 3

Znaczek ~ wyraza niewiele: tylko tyle, ze wspólczynniki an, bn wyznaczone zostaly wedlug
wzorów (6), (7). Z poprzednich rozwazan wynika, ze jesli f w ogóle rozwija sie w szereg
trygonometryczny, to tym szeregiem jest wlasnie szereg Fouriera funkcji f i zaden inny.
Chcielibysmy, by znaczek ~ we wzorze (8) mozna bylo zastapic znakiem =. Tak byc jednak
nie musi. Moze sie zdarzyc, ze otrzymany szereg jest rozbiezny dla kazdej wartosci x! Moze

sie tez zdarzyc, ze w pewnych punktach szereg ten jest zbiezny, ale ... wcale nie do wartosci
f(x). Zeby jednak nie popasc w rozpacz, zaznaczmy od razu, ze istnieja liczne twierdzenia
pozytywne. W ogromnej mierze ich autorem lub inspiratorem jest matematyk niemiecki
pochodzenia francuskiego Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-59), którego pomysl
polegal na wyrazeniu n-tej sumy czesciowej szeregu (8) w formie pewnej calki. Nie mozemy tu
przytoczyc pelnegc wywodu; ograniczymy sie do sformulowania jednego z licznych
twierdzen Dirichleta:

Zalózmy, ze funkcja 2n-okresowa f jest przedzialami monotoniczna. Wówczas: jesli f jest

ciagla w punkcie x, to we wzorze (8) zachodzi równosc; jesli f jest nieciagla w punkcie x, to
szereg we wzorze (8) zbiezny jest do sumy równej sredniej arytmetycznej granic lewostronnej

iprawostronnej funkcji f w tym punkcie (rys. 1).

Przejdzl1lY teraz do przykladów. Wezmy (rys. 2) funkcje 2n-okresowal, równa 1 w przedziale
(O, n> i -1 w przedziale (-n, O>. Obliczajac jej wspólczynniki Fouriera wedlug wzorów (6), (7)
dostajemy: ao = al = a2 = ... = O, b2 = b4 = b6 = ... O, bn = 4fnn dla n nieparzystycP.

4( 1 1 )
f(x) ~ - sinx+ --sin3x+ - sin5x ....n 3 5

1 .
Dla x = - n zachodzi równosc, w mysl twierdzenia Dirichleta (jest to punkt ciaglosci).

2 ,

Oczywiscie f( ~n) = 1. Podstawiajac x = ~ n dostajemy

czyli ... znów wzór Leibniza (2).
Rozwazmy teraz (rys. 3) funkcje 2n-okresowa g, dana w przedziale < -n, n> wzorem

. 1
f(x) = x2. Formuly (6) i (7) daja'nam teraz ao = - n2, a" = (_1)n4/n2, bJ = b2 = b3 = ... =0.3

1 ( 1 1 1 )
Stad g(x) ~ -n2+4 -cosx+ - cos2x- -cos3x+ -. cos4x- ....

3 4 9 16
Rozwazana funkcja jest ciagla we wszystkich punktach, wiec znak ~ mozna zastapic
równoscia. Podstawiajac x = n otrzymujemy

1 (1 1 1 )
n2 = - n2 + 4 1+ - + -- + - + ... , skad po przeksztalceniu

3 4 9 16

(9)
1 1 1 1

_n2 = 1+-+-+-+ ...
6 4 9 16

Jest to wzór Eulera (matematyk szwajcarski Leonhard Euler (1707-83) doszedl do niego
na drodze innych rozwa:i'.an).
Jaka dokladnosc przyblizenia daja sumy czesciowe szeregu we wzorze Eulera? Oznaczmy n-ta
sume czesciowa przez Sn, a przez rOI - to, co zostaje ("reszta" albo "ogon"):

0+1 n+2 0+3 0+4
1 1

Sn = 1+ - + ... + -,
4 n2

1 1

rn= (n+l)2 + (n+2)2 + ... ,
~ n2 = s,,+rn.
6

Rys. 4

00

Calka l tzw. calka niewIasciwa jest
a

x
wartoscia graniczna calek l gdy x -+ 00.

a

Spójrzmy teraz na rysunek 4. Krzywa na tym rysunku to wykres funkcji 1/x2 w przedziale

00 dx

<n, (0). Pole obszaru zacieniowanego równa sie ~ -n x2 n
111 1

Pole obszaru pod "górnymi schodami" równa sie - + 2 + 2 + ... = -2 +rn;n2 (n+ 1) (n+2) n

1 1
pole obszaru pod "dolnymi schodami" równa sie 2 + ----+ ... = rn•

(n+ 1) (n+2)2

1 1
Zatem rn < - < -2 +rn, czylin n

(lO)
1 1

O<--rn <~.n n

Znaczy to, ze rn( czyli blad popelniany przez zastapieniu liczby ~ n2 przez sn) jest wielkoscia
rzedu l/n.
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Sytuacja jest wiec nie lepsza, niz w przypadku wzoru Leibniza. Ale tylko na pozór. Mozemy

bowiem zastosowac taka sztuczke: do n-tej sumy czesciowej dodajemy jeszcze skladnik ~;. n

Naiwnoscia byloby sadzic, ze teoria szeregów trygonometrycznych zostala stworzona po to,
by wyznaczac kolejne cyfry rozwiniecia :n:,czy tez po to, by obliczac sumy szeregów liczbowych
podobnych do tych, które wystepuja we wzorach (9) i (11). Jest to ogromna teoria
o nieprzebranym bogactwie zastosowan - praktycznych i teoretycznych. Ale to juz zupelnie
inna historia.

W nastepnym - trzecim i ostatnim - odcinku naszego serialu zaprezentujemy
Czytelnikom jeszcze inne wzory wyrazajace :n:jako wynik operacji granicznych na liczbach
wymiernych. Uzasadniona jest nadzieja, ze dokladnosc aproksymacji bedzie coraz lepsza ...

Czy wzory te nadaja sie do obliczania :n:?I tak, i nie. Prawda, ze szeregi sa zbiezne coraz szybciej;
l l

ale dochodza wspólczynniki -, -- (dalsze mianowniki rosna w ogromnym tempie), no
90 945

i dochodzi koniecznosc wyciagania pierwiastka: czwartego, szóstego stopnia itd. Obniza to,
rzecz jasna, efektywnosc przyblizania. Spójrzmy jednak na wzory (9) i (I l) "od drugiej
strony". Zapomnijmy na chwile o naszym zadaniu; w koncu, liczba:n: jest dosc dokladnie
znana. Samej zbieznosci szeregów ~ IIn2, ~ IIn4, ~ l/n6 dowodzi sie prosciutko metodami
bardzo elementarnymi. Ale wzory (9) i (I l) daja nam wartosci sum tych szeregów - trudne do
wyznaczenia innym sposobem. Rozwijajac w szereg Fouriera rozmaite funkcje i podstawiajac
za x rózne punkty przedzialu < -:1:,:n:) mozemy w ten sposób wyznaczyc sumy bardzo wielu
szeregów liczbowych - mila to i pozyteczna zabawa.

Sn+~ = (1+ ~+~ + ... + _1_) +~.n 4 9 n2 n

Z uzyskanych oszacowan (10) wynika, ze otrzymana wielkosc - oznaczmy ja przez tn - daje /
1 l l

przyblizenie liczby _:n:2 z nadmiarem, z bledem mniejszym niz 1In2: O < tn - _:n:2 < -.6 6 n2

./- lStad dostajemy 0< ,,6tn-:n: <-.
n2

Obliczajac 6tn np. dla n = 100 i wyciagajac pierwiastek kwadratowy otrzymujemy wiec wartosc:
przyblizona liczby :n:z dokladnoscia czterech znaków po przecinku. To juz jest cos; czynnosci
te mozemy wykonac na kieszonkowym czterodzialaniowym kalkulatorze w ciagu
kilkunastu minut.

Rozpatrujac funkcje x4, x6, x", ... na przedziale < -:n:, :n:), przedluzajac je przez okresowosc
do funkcji ciaglych na calej prostej R, rozwijajac w szereg Fouriera, uwzgledniajac twierdzenie
Dirichleta i wreszcie podstawiajac x = :n:dostajemy wzory analogiczne do wzoru Eulera,
wyrazajace liczby:n:k przez sumy szeregów ~l/n\ k = 4,6,8, .... I tak:

l l l 16 11
9O:n:4=1+24 + y;-+ ..., . 945:n: = 1+26+36"+· .. ·

(11)

Znacznie mniej wiemy o sumie odwrotnosci
trzecich poteg liczb-naturalnych, czyli o sumie

1 1 1
1+2-'+}3+4' + ....
Przedstawiony na. Miedzynarodowym
Kongresie Matematyków w Helsinkach·

w 1978 roku wynik Apery'ego mówj~cy, ~e
liczba ta jest nie wymierna , zastal okreslony

mianem, .sensacyjnego".

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

Rys. 2

M 229. Pociag przejechal 320 km w 4 godziny. Wykazac, ze pewien odcinek tej drogi o dlugosci
80 km przejechal dokladnie w I godzine.
Rozwiazanie na str. 12.
M 230. Czy mozna zabawke wykonana z plasteliny wg rysunku l zdeformowac - bez rozrywania
i ponownego sklejania - tak, aby przybrala postac przedstawiona na rys. 2? Chyba nie - .
wystarczy narysowac okregi A, B i C, by przekonac sie, ze rozlaczyc ich nie mozna. Czy na
pewno?
Rozwiazanie na str. 15.
M 231. Czy mozna ulozyc rozklad jazdy pociagu spelniajacego warunki zadania M 229 tak, aby
kazdy studwudziestokilometrowy odcinek drogi byl przebywalJY w czasie róznym od 1,5 godziny?
Rozwiazanie na str. 10.

Redaguje doc. dr Michal sWIEcia

F 78 Na ro~grzanej do czerwonosci plycie metalowej krople wody wykonuja bezladne ruchy.
Dlaczego? Jak bedzie wygladal ruch kropel na poziomej plycie rozgrzanej tak, ze tylko jej srodek
jest rozzarzony? (T. Tratkiewicz)
Rozwiazanie na str. 3.
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Wi'emy dobrze, ze woda zwilza czysta powierzchnie szkla, nie zwilza jednak
powierzchni zatluszczonej, chociazby warstwa tluszczu byla prawie niewidzialna.
Czasteczki wody stanowczo sprzeciwiaja sie laczeniu z czasteczkami tluszczu.
Zjawisko to wyjasniamy przez zalozenie, ze czasteczki tluszczu sa niesymetryczne
i lacza sie miedzy soba tak, ze na powierzchni tluszczu znajduja sie jedynie'
nieaktywne konce czasteczek. Dlatego wlasnie tluszcze nie rozpuszczaja sie
w wodzie i dlatego woda rozlana na tlustej powierzchni skupia sie w krople
zupelnie tak samo jak rtec rozlana na stole.
Wiele jest zjawisk, o których przebiegu decyduje niechetny stosunek wody
i tluszczu. I tak na przyklad naoliwiona igle polozyc mozemy na wodzie. Igla
pograzy sie w wodzie tylko na tyle, ze na powierzchni powstanie niewielkie
zaglebienie. Zupelnie tak, jak gdyby woda pokryta byla skórka lekko uginajaca
sie pod ciezarem igly.
Jeszcze bardziej uderzajacy jest widok plywajacego sita drucianego posmarowanego
tluszczem. Sito zanurzamy do roztopionej parafiny, po wyjeciu potrzasamy tak,
aby oczka nie byly zalepione i czekamy az wyschnie. Plywac bedzie z latwoscia
obciazone nawet dosyc znacznym ladunkiem. Sito mozna równiez napelnic woda·
Wode nalezy wlewac powoli na kawalek papieru, który mozna nastepnie usunac.
Gwaltowne poruszenie napelnionego sita powoduje przerwanie blonki wodnej
i woda rzesistym deszczem spada na podloge.
Gdy nalejemy wody sodowej do czystej i gladkiej szklanki, bardzo nieliczne
pecherzyki gazu wydostaja sie na powierzchnie. Woda bowiem scisle przylega do
scianek szklanki i pecherzyki rozpuszczonego dwutlenku wegla nie maja gdzie
powstawac. Jesli jednak powierzchnia szklanki bedzie nieco zanieczyszczona lub
szorstka, zobaczymy cale sznurki pecherzyków unoszace sie w góre. Nie tworza
sie one prawie nigdy posrodku szklanki z woda sodowa. Jezeli zanieczyszczony
fragment powierzchni jest dostatecznie duzy, to powstajace pecherzyki maja
tendencje do laczenia sie, gdyz wiekszym pecherzykom latwiej wypierac
otaczajaca je wode. Zjawisko to wyjasnia przebieg pewnego prostego
doswiadczenia, które mozemy wykonac z bankami mydlanymi. Dwie banki
róznej wielkosci uczepiamy u przeciwl~glych konców tej samej rurki. Obserwujemy,
ze powietrze z mniejszej banki przeplywa calkowicie do wiekszej i mniejsza
banka znika.
Po tej dygresji powrócmy jeszcze do szklanki z woda sodowa. Sznureczki,
drobnych pecherzyków, które widziec mozna niekiedy, powstaja czesto w
w okreslonych punktach powierzchni szklanki. Sa to miejsca, w których
wystepuja drobne nierównosci szkla. Na takich nierównosciach nie moze
uksztaltowac sie wiekszy pecherzyk. Gdy tylko bowiem zacznie powstawac,
natychmiast odrywa sie .
Zróbmy wreszcie jeszc:z;ejedno doswiadczenie. Potrzebne nam do' tego bedzie
male winogrono badz zatluszczona mala kulka szklana (mozna próbowac tez
z innymi malymi owocami pod warunkiem, ze nie zostana z nich starte male
wloski na powierzchni). Woda 'nie zwilza winogrona, gdy wiec wrzucimy je do
szklanki z woda sodowa (lepszy bylby szampan), opadnie na dno i na jego
powierzchni zbierac sie beda w duzej ilosci pecherzyki gazu. Wkrótce zostaje
pokryte warstwa pecherzyków wygladajacych jak perelki i wskutek ich lekkosci
wyplywa na powierzch'nie. Tam czesc pecherzyków odrywa sie od niego pekajac
przy zetknieciu z powietrzem i winogrono znów opada na dno, gdzie osiadaja
na nim nowe pecherzyki. Winogrono wyplywa ponownie. Powtarzac sie to
bedzie przez wiele minut az do chwili, gdy w wodzie sodowej zabraknie gazu.
Wlasciwosc niektórych cial przyciagania do siebie pod woda pecherzyków
i wydostawania sie wraz z nimi na powierzchnie jest wykorzystywana w metalurgii
do oddzielenia pewnych zwiazków metali od zmieszanych z nimi w rudzie skal
i kamieni. Zmielona drobno mieszanine zaprawia sie woda i dodaje nieco oliwy.
Okruchy zawierajace metal pokrywaja sie blonka oliwy i po ubiciu takiego
ciasta w piane wydostaja sie na wierzch tworzac gesty spieniony kozuch.

7
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Rys. 4 Oto 6 róznych drzew, jakie mozna utworzyc z 6 punktów

Drzewa sluza matematykom nie tylko do rekreacji. Na
rysunku 5 widzimy, ze proces sortowania listów da sie
zilustrowac za pomoca pewnego drzewa.

ik

f I~

\Jl

y r

Kazimierz_

WitOld\~OIg;"d VKiej>tuV
Rys. 2 ~Giedymin{-
Schematyczny rysunek drzewa tez nie ma cykli, bo
galezie nie zrastaja sie (rys. 3). Jezeli wejdziemy na drzewo,
musimy schodzic ta sama droga - chyba ze drzewo
rosnie w dzungli a my jestesmy malpa i przeskoczymy
sobie na sasiednie ...
Drzewem nazywamy w matematyce wlasnie graf nie' majacy
cykli i spójny, a wiec taki, ze kazde dwa wierzcholki sa
polaczone, choc niekoniecznie bezposrednio. Drzewo
tworzy np. rzeka wraz z doplywami - przynajmniej
dopóki doplywy te nie zostana polaczone kanalami.
Z dwóch punktów mozna utworzyc tylko jedno drzewo,
z trzech - tez tylko jedno, z czterech - 2, i dalej z pieciu,
szesciu itd. - 3,6, 11,23,47, 106,235, 551, ... (rys. 4).

r: ~-:-1lKrajowe J !Zagr~~czn

~J~~II~;,~,TiII~I iE~ IA~~~ jli.~!
Ryd g~[NiD]u .

Rys. I Graf, jego krawedzie i wierzcholki Rys. 3 Drzewo

Gdy król mial kilku synów, tron obejmowal najstarszy
(chyba, ze mlodszy byl sprytny i silniejszy) i on
kontynuowal glówna linie rodu. Pozostali synowie i córki
spychani byli do linii bocznych. Rysowano graf zwany
drzewem genealogicznym (rys. 2). Jezeli nie bylo
malzenstw miedzy krewnymi, to taki graf nie mial _
zamknietych obwodów, czyli jak mówia matematycy, cykli.

Polaczmy kilka (albo wiecej) punktów liniami (rys. l), Drzewa
umawiajac sie, ze linie nie przecinaja sie. Mozemy tak sie
umówic, bo w razie czego puscimy jedna linie dolem
(tunelem) a druga góra (wiaduktem). To co narysowalismy
nazywa sie grafem, linie to jego krawedzie, a punkty ­
wierzcholki.

!
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Bez detergentów lub chocby zwyklego mydla musielibysmy
sie napracowac znacznie bardziej. -
Zwrócmy na koniec uwage na to, ze linie minimalnej sieci
dochodzace do "stacji przekaznikowych" tworza miedzy
soba katy 1200• To nie przypadek, ale pora juz konczyc
opowiadanie.

Na rysunku 6 widzimy poletka ryzowe, oddzielone od siebie
i od okalajacego je jeziora groblami. Poletka te trzeba zalac
i w tym celu nalezy zrobic wyrwy w groblach. Widzimy,
ze przez usuniecie kilku krawedzi z grafu (który tworza
groble) powstalo drzewo. Teoria grafów i drzew przydaje
sie w wielu dzialach matematyki, szczególnie w dzialach
zblizonych do zastosowan.
Najkrótsza siec telefoniczna laczaca kilka miejscowosci
tworzy drzewo (gdyby nie byla drzewem, to moglibysmy
opuscic jedno polaczenie, a miasta bylyby dalej polaczone).
Widac to na rysunku 7. Przerwanie jednej takiej sieci
w dowolnym miejscu dzieli zbiór wszystkich miast­
wierzcholków na dwa panstwa-podzbiory, które nie moga
sie ze soba porozumiewac (bo okreznych linii nie ma).
Taka najkrótsza siec miedzy danymi kilkoma punktami
mozemy latwo zbudowac. Wszystkie odleglosci pomiedzy
danymi miastami piszemy od najmniejszej do najwiekszej.

Jezeli miast jest n: to tych odleglo~ci jest az n(n;- l) .
Teraz rysujemy po kolei odcinki laczace miasta
(przeprowadzamy kable); jesli dwie lub wiecej odleglosci
sa równe, kolejnosc ich uporzadkowania nie ma znaczenia.

Rys. 6

Rys. 8 Najkrótsza siec
miedzy czterema

punktami.

Rys. 7 Najkrótszasiec
telefoniczna laczaca

kilka miast
jest drzewI'lm~A"",~

C G

Przestrzegamy przy tym nastepujacej zasady: jezeli
narysowanie nowego odcinka (przeprowadzenie kabla)
spowodowaloby powstanie cyklu - tego odcinka nie
rysujemy. Sa i inne metody budowy "naj krótszego
drzewa". Kazdy wierzcholek laczymy z najblizszym,
a potem ... domyslcie sie, Czytelnicy!
Gdy przyjmiemy, ze przy budowie najkrótszego drzewa
miedzy danymi punktami mozna dodawac nowe
wierzcholki (budowac stacje przekaznikowe), problem
staje sie bardzo trudny. Nie wiadomo, ile i gdzie stacji
zbudowac. Ale na szczescie kazdy bawil sie w dziecinstwie

'I w banki mydlane. Wiemy, ze wobec dzialania napiecia
. powierzchniowego blonka mydlana rozpina sie na szkielecie
np. z drutu tak~ by miec minimalne pole. Jezeli dwie
równolegle plyty ze szkla lub plastyku polaczymy
prostopadlymi sztabkami i zanurzymy calosc do roztworu
mydla (dobry jest takze plyn do mycia naczyn) a nastepnie
wyjmiemy, to ujrzymy rozwiazanie problemu najkrótszej
sieci (rys. 8).
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Matematyka nowym rodzajem sportu?!
Pod takim tytulem ukazal sie 19 marca 1957 roku w jednej z gazet w Chicago
artykul, w którym czytamy:
Grupa inzynierów, zaniepokojona poglebiajacymi sie brakami w tym zawodzie,
postanowila zorganizowac dla mlodziezy zawody matematyczne w poslugiwaniu
sie suwakiem. Organizatorzy maja nadzieje sprawic, ze matematyka bedzie równie
popularna jak sport.
Pierwsze z planowanej serii zawodów odbyly sie wczoraj w podmiejskiej Wheaton
High School. Startowaly siedmioosobowe druzyny, wyposazone w suwaki
logarytmiczne. Zawody przebiegaly nieco podobnie do pisemnych konkursów
ortografii. Dyktowano zadania, które uczestnicy starali sie jak najszybciej
rozwiazac, gdyz od tego zalezala liczba zdobytych punktów.
Za The Mathematics Magazine (1958), skad zaczerpnelismy informacje o tym
konkursie, przytaczamy jedno z zadan:
Kiedy Rosjanie przescigna nas co do liczby inzynierów, jesli wiadomo, ze
ksztalca 81 000 inzynierów rocznie, a my 28 000'1
Obecnie my mamy 642000, a Rosjanie 396000 inzynierów.
Odejsc na emeryture ani zgonów nie uwzgledniamy.
Zwyciezca konkursu zostal George Guerin z Hinsdale High School i w nagrode
dostal oczywiscie suwak logarytmiczny. Obcenie jest juz z pewnoscia powaznym
inzynierem. Ciekawe, czy organizuje zawody dla mlodziezy w poslugiwaniu sie
kalkulatorem? Jesli tak, mielibysmy zadanie:
Ilu Amerykanów powinno stanac jeden na drugim, aby ten ostatni mógl wskoczyc
do statku "Sojuz" w jego perigeum? Zakladamy, ze przecietny wzrost Amerykanina
wynosi 180 cm, perigeum Sojuza - 207 km, a rekord swiata w skoku wzwyz-
235 cm. Ugiecia osób, znajdujacych sie na dole piramidy nie uwzgledniamy.
Zarty zartami, ale do niektórych badan matematycznych trzeba rzeczywiscie miec
zylke sportowa. Matematyczne wyscigi "formuly I" czyli poszukiwanie coraz to
wiekszej liczby pierwszej nie wymagaja moze od zawodników blyskawicznego
refleksu i zelaznej kondycji, ale i tam i tu rekordy bija kierowcy (- naukowcy)
fabryczni na specjalnie podrasowanym sprzecie. Najnowszy rekord nalezy do
Davida Slowinski'ego, który na maszynie CRAY-l osiagnal znakomity wy~ik
244497-1. Obliczenia wykonano 8 kwietnia 1979 roku, a byla to niedziela (taniej,­
7500 dolarów za godzine pracy maszyny). Nie wiemy, ile czasu to trwalo, ale
szybkosc CRA Y-a jest wprost niewiarygodna. Dosc powiedziec, ze wykazanie za
pomoca tzw. testu Lucasa-Lehmera, iz liczba 28191_1 jest pierwsza, zajelo
w 1959 roku 100 godzin maszynie,ILLIAC-I, 5 godzin i 12 minut maszynie IBM
7090 w 1962 roku, 49 minut ILLIAC-owi II w 1963 roku, 3 minuty i 10 sekund
maszynie IBM: 360/91 w 1971 roku a 10 sekund (dziesiec!) odpowiednio
zaprogramowanemu CRA Y-owi. Zgodnie z przyjetym w tym sporcie zwyczajem
rekord stal sie oficjalny po sprawdzeniu go przez poprzedniego rekordziste, Curta
Nolla ..

Historia rekordu swiata w wyscigu po najwieksza liczbe pierwsza
Liczba Ile cyfr Rok Kto
2'27 -1 39 1876 Lucas
l

1951
_ (2'48+1) 44

17
1+ 114(2'27 -1)

411951

180(2'27 _1)2+ l

791951• 2521_1
1571952

2607-1
1831952

Rozwiazanie zadania M 231.
2'279_13861952

Oznaczmy przez v(t) predkosc pociagu
22203-16641952

w chwili I i niech 22281_16871952

I'"'ml~'< "', "" ••mu

23217-1
9691957

~(1{.Z ~)U(3~. 4)
24253-1

12811961

.'0 -\"" .

24423-1l 3321961

- =53- km/godz gdy/ E

29689-1291719633 3

E(+. I{)U(Z~. 3 ~).

29941_129931963
2'1213_1

33761963
Latwo sprawdzi":, ze warunki zadania sa

2'9937 - I60021971
spelnione I a równoczesnie w ciagu 1,5 godziny

221701_165331978
pociag przebywa co najwyzej 223209_169878 II 1979

1 (I I) 160 5
223209- I698723 II 1979-·160+ 1--- '-= 1I5-km.

3 Z 3 3 9 244497-1
133958 IV 1979
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Miller + Wheeler + EDSAC l
Miller + Wheeler+ EDSAC l
Lehmer+ Robinson + SWAC

Riesel + BESK

Hurwitz+Selfridge+IBM 7090

Gilies+ ILLIAC 2

Tuckerman + IBM 360
NolI+ Nickel + CYBER 174
Noll+CYBER 174
Slowinski + CRA y l
Slowinski + CRA y l
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Róznica Pn+ l - Pn moze tez byc oszacowana
przez pewna potege Pn: gdy n dazy do

nieskonczonosci, to przy kazdym E > O

róznica PII'l 1- Pn jest wielkoscia
nieskonczenie mala wzgledem pewnej potegi

P~+', gdzie a jest pewna stala. Najlepsze
znane dzis oszacowanie dla a uzyskali
w zeszlym roku D. R. Heath-Brown
i matematyk warszawski H. Iwaniec.

Nie nalezy go mylic z Halina Iwaniec (Wisla

Kraków), gwiazda polskiej koszykówki.

Matematyk niemiecki Edmund Landau mial

pocztówki z wydrukowanym tekstem, które

wysylal autorom dowodów Wielkiego
Twierdzenia Fermata:

"Na stronie w wierszu .

jest blad".

(Znalezienie bledu nalezalo do docenta

katedry, która kierowal Landau).

Trwaja tez poszukiwania jak najwiekszych blizniaczych (tj. rózniacych sie o 2)
liczb pierwszych. Obecny rekordowy wynik to 703-cyfrowe 1159142985' 22304 ± l.
Sadzimy, ze blizniaczych liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele, ale dowodu
jeszcze nikt nie podal. Gdyby tak rzeczywiscie bylo to liczba

E= liminfPn+l-Pn
n->OO lnpn

bylaby równa zeru (przez Pn oznaczylismy n-ta kolejna liczbe pierwsza). Wprawny
Czytelnik wykaze, ze E ~ l, ale poprawienie tego wyniku do E < l (Erd6s)
wymagalo juz pewnego wysilku. Potem reZ'lltat Erd6sa poprawiali Rankin
(E ~ 57/59), Ricci (E ~ 15/16) oraz Bombieri i Davenport (E ~ (2+1/3)/8 =
= 0,4665 ... ). Smierc Davenporta przerwala jego wysilki przeskoczenia 0,46.
W 1972 r. Piltiaj z Saratowa osiagnal E ~ (2y2-1)/4 = 0,4571. .. , a w 1973
Huxley poprawil to na 0,4463 bijac w 1977 r. wlasny rezultat o blisko
cztery tysieczne: E ~ 0,4425 .
Klasyczna, ale bardzo trudna technicznie konkurencja jest Wielkie Twierdzenie
Fermata. W 1637 roku Piotrowi Fermatowi nie chcialo sie siegnac po dodatkowa
kartke, aby na niej zapisac dowód, ze równanie

nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych x, y, z (jesli tylko n > 2). Dowód,
który podobno znalazl Fermat, nie miescil mu sie na maginesie czytanej przez
niego ksiazki ... ale wielcy i mali matematycy do dzis nie potrafia dowiesc tego
twierdzenia. Od czasu do czasu ktos tylko powieksza zbiór wykladników n,
dla których równanie Fermata na pewno nie ma rozwiazan. Jednym z najnowszych
wyników jest 125000 (Samuel, Wagstaff, 1978): jezeli rozwiazanie jest, to na
pewno wykladnik n jest wiekszy niz 125000 ..Nie ma wiec nadziei, aby ewentualny
kontrprzyklad (czyli rozwiazanie równania) znalazl komputer. Uprawianie
Wielkiego Twierdzenia Fermata wymaga znacznej sprawnosci ogólnej
i dlugiego treningu specjalistycznego. Liczne próby nieprzygotowanych
amatorów przypominaja próby bicia rekordu swiata w skoku o tyczce... bez
tyczki (" ... cholernie przeszkadza na rozbiegu ... ").

Wiele samozaparcia wymaga obliczanie kolejnych (gdzies tak od dwudziestej ... )
cyfr rozwiniecia n, V2, e lub innej liczby niewymiernej. Ta konkurencja
przypomina tro.::he rzut oszczepem: znana od dawien dawna, efektowna, wyniki
dlugie, a nieco niezdrowa i latwo w niej o kontuzje. O ile wiemy, aktualny
rekord w n pochodzi az z 1967 roku: 500 000 miejsc po przecinku.

W trudnym roku 1943 wykladowca jednego z amerykanskich college' ów,
Horace S. Uh1er postanowil obliczyc wszystkie cyfry liczby 1000! =
= 1·2·3· .... 997, 998 . 999, 1000. Z poczatku wystarczal mu olówek, potem
pracowal na biurowym arytmometrze i co kilka miesiecy publikowal swoje
kolejne wyniki (100!, 150!, 200!, itd.) w The Mathematical Gazette. Alianci
wygrali wojne, nad Japonia wybuchly bomby atomowe, ukonczono kanal
Wolga-Don, zdobyto pierwszy szczyt osmiotysieczny, wynaleziono maszyny
matematyczne i rozpoczeto ich produkcje, a Uhler wciaz publikowal: 600!,
650!, 700!, 750! (dzis z taka liczba publikacji mozna zostac co najmniej
docentem). Pewnego jesiennego dnia 1953 roku spotkal w parku swego dawnego
kolege, któty teraz pracowal przy obsludze maszyny UNIV AC. "Zalatwie ci
czas na maszyne" - obiecal. 27 pazdziernika 1953 r. UNIV AC w 2i minuty
obliczyl iloczyn 751 ·752· .... 1000 i pomnozyl przez podane mu przez Uhlera
750! "To najszczesliwszy dzien w moim zyciu - powiedzial Uhler, gdy zobaczyl
swoje 1000! = 4023872600770937735...00000 (249 zer na koncu).

Dzis nie ma juz w wielkim sporcie prawdziwych amatorów, ale upowszechnienie
przyrzadów eIektroniczych spowodowalo znaczne zwiekszenie doplywu
utalentowanej mlodziezy do trudnych, acz dziwacznych konkurencji obliczeniowych.
Redakcja Delty nie ma pewnosci, czy znany jej rezultat

410 +610 + 710 +910 +310 +010 + 710 + 710 + 710 +410 = 4679307774 (tyle cyfr, jaki
wykladnik)

jest rekordem swiata w konkurencji, która reprezentuje (czyli gimnastyce
artystycznej), ale chyba tak jest, choc wynik jest dosc stary (1963). Przestrzegamy
jednak, ze gimnastyka artystyczna nie jest jeszcze dyscyplina olimpijska
i poprawienie cytowanego wyniku nie przyniesie rekordziscie duzej slawy.
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Wyobrazmy sobie, ze do górnego i dolnego
brzegu kwadratu podlacwny jest prad i ze
opór calego kwadratu wynosi R. Jezeli
kwadrat nasz jest pociety na pewna liczbe
segmentów, to opór kazdego segmentu jest
wprost proporcjonalny do jego dlugosci,
a odwrotnie proporcjonalny do szerokosci.

Zatem jezeli te segmenty sI( kwadratami, to
wszystkie maja jednakowy opór. Innymi slowy,
pociecie duzego kwadratu na male kwadraciki
wyznacza siec elektrYczna, ,w której pewna
liczba oporników o tym samym oporze R
jest poIacwna tak, by opór calej sieci tez byl
równy R. Odwrotnie, majac taka siec, mozemy
dostac pewne informacje o mozliwosci
podzialu kwadratu na mniejsze kwadraciki.
Wiele infonnacji na tcn temat zawiera m.in.

artykul Marka Penszki w • ,Problemach" •
nr 1/1980.-
Rozwiazanie zadania M 229.
Niech dla t e(O, 3) funkcja .(t) bedzie
okreslona przez: .(t) - droga przejechana
w czasie (t, t+ I). Gdyby dla wszystkich t
bylo .(t) < 80 km, to droga przejechana
w 4 godziny bylaby równa .(0)+.(1)+.(2)+
+ .(3) < 320. Podobnie wykluczamy
przypadek .(t) stale wiekszego niz 80 km.
Funkcja. jest ciagla, a zatem dla pewnego to
mamy.(to) = 80 km.

Nietrudno przedstawic liczbe l w postaci sumy odwrotnosci róznych liczb

l = ~ + + + ~ . Znacznie trudniej (a jak?) zrobic t~ przy dodatkowym
.zalozeniu, ze liczby stojace w mianownikach sa nieparzyste, a nie mozna
(dlaczego?) tego dokonac biorac tylko liczby pierwsze. Skoro tak, to
dopuscmy do startu liczby semipierwsze. Tak nazywamy liczby bedace
iloczynem dwu róznych liczb pierwszych (np. 6, 85, 187, 3992003). Czy mozna
przedstawic I jako sume odwrotnosci liczb semipierwszych? Jak to zrobic, by
skladników bylo jak najmniej? Mamy nadzieje, ze kazdy z naszych Czytelników
spostrzeze od razu, ze 48 skladników wystarczy:

l l I l l l I I I l l l
1=6+W+M+IT+K+22+26+n+34+~+~+~+

l I I I I I I I l I l l
+%+~+TI+~+~+~+~+~+n+~+~+~+
I l l l l l l l I l I

+87+9[+ 93 +9"5+TI5+1l9+ 123 + 133 + 155 + 187 + 203 +

l I I l l l I I l I
+209+215+221+247+265+287+289+319+323+391+

I I l
+ 689 + 731 + 901

i wyrówna w ten sposób rekord swiata nalezacy od 1978 roku do Amerykanina
Allana Johnsona. Ta konkurencja nalezy wyraznie do lekkoatletyki
(biegi dlugie).

Nie traca na popularnosci i stare arystokratyczne sporty, wsród nich "narzutka
Mrs Perkins", rodem z samego Cambridge. Celem tej gry jest zlozenie
kwadratu z kwadratów mniejszych, kazdy inny. Przed wojna próbowalo to
zrobic (bezskutecznie) wielu matematyków m.in. i nasz reprezentant Hugo
Steinhaus, a jako pierwszy zeszyl narzutke p. Perkins (z 55 kawalków)
matematyk niemiecki Sprague w 1939 roku. W rok pózniej Stone i Tutte obyli
sie 28 kawalkami, przy czym przy próbach konstrukcji wykorzystywali teorie
sieci elektrycznych. Dalsze kamienie milowe tej konkurencji to 26 kwadracików
(Stone, Tutte, Smith i Brooks, 1945) i 24 (WiIcox, 1948). Ten ostatni rekord
wytrzymal 30 lat, az w 1978 roku Holender Dwijvestijn osiagnal 21 pkt (tj.
kawalków) i ku niewatpliwemu zmartwieniu Mrs. Perkins wykazal, ze mniej
kwadracików nie wystarczy. Myli sie jednak ten kto sadzi, ze "narzutki" nie
mozna juz dalej uprawiac. Jak w koszykówce, nalezy tylko zmodernizowac
zasady i gra znów atrakcyjna:
Dany kwadrat n x n rozciac na jak najmniejsza liczbe mniejszych kwadratów.
Dlugosci boków maja byc wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, moga sie
jednak powtarzac.
Wiadomo, ze w tej zmodernizowanej wersji minimalna liczba kwadratów jest
nie mniejsza niz log2n, nie przekracza jednak min (610g2n, 6 lin+ l). Rekordy
do pobicia zaczynaja sie od n = 14 (dla n = 14, 15, 16, 17 najlepszy wynik to 12,
ale moze mozliwe jest II; dla n = 18, 19,20,21,22,23 - 13, a czy mozna
12? itd.)
Czy mozna rozciac pieciokat foremny na 5 czesci tak, aby dalo sie z nich potem

zlozyc kwadrat? Spójrzmy na rysuftek l. Srodek A cieciwy PS pieciokata
PQRST laczymy ze srodkiem U podstawy QR (oczywIscie A U .lQR).

Prowadzimy AV równolegle do PT, a ze srodka y boku ;rS wystawiamy
prostopadla (albo: laczymy Y z Q) az do przeciecia z PS. Z tych czesci
skladamy kwadrat (rysunek 2). Ejze? Obliczymy dosc latwo (albo znajdziemy
odpowiednie wzory w tablicach logarytmicznych W. Wojtowicza), ze
na rysunku 2

AP = x = VlO:2YS = 0,951 ...

PN = ~ a = ~ V2(5- YS) = 0,588 ...

(za jednostke dlugosci przyjelismy promien kola opisanego na pieciokacie).
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Rys. I

,,
Rys. 2

Natomiast AN, jako dlugosc boku kwadratu o polu równY,m polu pieciokata
jest równe

.,

AN=]1 ~'V2(5+Y5) = 1,542 ... "f 0,951...+0,588 ... = 1,539 ....

A zatem A, P, oraz N nie leza na jednej prostej. Proste AP i AN tworza kat
ok. 0°9'. Mozliw~ do wykrycia dopiero bardzo precyzyjnym rysunkiem albo
obliczeniami z dokladnoscia do czterech cyfr znaczacych!
Jezeli ktos znajdzie nieoszukany podzial pieciokata foremnego na piec czesci,
z których mozna zlozyc kwadrat, poprawi najlepszy znany do tej pory wynik
o l pkt. Widzielismy oto przed chwila, ze w matematycznych sportach tez
mozna faulowac.
W 1972 roku Barry Lindgren, urzednik w Biurze Patentowym w Canberra
(któz to jeszcze zaczynal swoja kariere w Urzedzie Patentowym?) wydal
ksiazk.e o rozcinaniu figur (i skladaniu z nich nowych). Ksiazka ta jest
dostepna w Polsce dzieki rosyjskiemu przekladowi i zawiera wiele cwiczen
z pieknej dyscypliny sportu: jak pociac cos na najmniejsza liczbe czesci,
z których da sie nastepnie zlozyc inne cos? Ale to juz nie tylko zabawa, bo
blisko stad do zagadnienia rozpoznawania obrazów przez komputer,
a to juz takie wazne, ze ho, ho!
A poszukiwanie coraz szybszych algorytmów (Delta 6/1980) np. rozwiazywania
ukladów równan liniowych? Sport to, czy powazne badania? Nie ma watpliwosci,
ze ... no, co?
A pogon za coraz ogólniejszymi definicjami, twierdzeniami, lepszymi metodami?
A budowa dróg pozwalajacych na szybkie dotarcie do dziewiczych gór?
Tyle o "sporcie w matematyce". A "matematyka w sporcie"? Banki informacji,
wykresy, tabele, analiza szans? Dlaczego lepiej rzucac dyskiem pod wiatr niz
z wiatrem? Czy wiatr przeszkadza dlugodystansowcom wiejac im w twarz na
prostej, czy pomaga - bo na przeciwleglej prostej ich popycha? Czy zawsze
oplaca sie wygrac, by wygrac naprawde? Dlaczego l: l to "zwy~ieski remis"?
To wszystko wazne, ale niezbyt glebokie ani nawet niezbyt interesujace
matematycznie. Zaciekawil nas jednak artykul Michaela Deakina (The
Mathematical Gazette, 1967) "Oszacowanie mozliwosci w lekkiej atletyce".
Autor analizowal historie rekor~u swiata w biegu na jedna mile i staral sie
odgadnac, po jakiej krzywej ida wyniki. Ostatnim uwzglednionym przez
Deakina rekordem bylo 3: 53,6 Michela Jazy (19 oficjalny rekord swiata w tej
konkurencji, liczac od 4: 12,6 Tabera w 1915 r.), a krzywa, która zaproponowal
byla

2b
Y = a- -arctg(cn+p),'lt

(Sz.)

Przeglad sportowy, 29 stycznia 1980

\iVSZVSTKI E WEKTORY

W JEDNYM KIERUNKU

g = lim (a- ~arctg(cn+p)) = ...n-+oo n

Moze ktos z Czytelników w przerwach w transmisji z Moskwy sprawdzi, jak
spelnily sie przepowiednie Deakina sprzed 13 lat. A moze zaproponujecie inna
krzywa?
Tyle o podobienstwach miedzy sportem a matematyka. A róznice? Sa i róznice
(zajrzyjcie do Kacika Czytelniczego).

gdzie n - nu,mer kolejnego rekordu, Y - odchylka wyniku od 4 minut
(w dziesietnych sekundy), natomiast .

a = 195, b = 455, c = 0,05, p = 0,15.

Mozemy stad latwo obliczyc, jaka granice ludzkich mozliwosci przewidywal
Deakin:

1915

1923

1931

1933
1934

1937

1942

.1942
1942

1943

1944
1945

1954

1954

1957

1958
1962

1964
1965

1966

1967
1975

1975
1979

4:12,6
4:10,4

4:09,2

4:07,6

4:06,7
4:06,4

4:06,2

4:06,2

4:04,6
4:02,6

4:01,6

4:01,3

3:59,4

3:57,9

3:57,2
3:54,5

3:54,4

3:54,1
3:53,6

3:51,3
. 3:51,1

3:51,0

3:49,4

3:49,0

Rekord swiata w biegu na mile
4: 12,8 George 1885

(nie uznany)
Taber

Nurmi

Ladoumegue
Lovelock

Cunningham
-Woodcrson

Hiigg
Anderson

Hiigg
Andersan
Andersan

Hagg
Bannister

Landy
lbbotsoo
ElIiot
Snell

Snell

Jazy
Ryun

Ryun

Bay;
Walker

Coe

1

2

3 ,
4

5

6

7
8

9

10

11

12

l3

14

15
16

17

18

19

20

21

22

23

24
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Kacik filatelistyczny (14)

l
VI/ ,

\~

W roku ubieglym minelo sto lat od daty urodzin Alberta Einsteina (1879-1955) i dzisiejszy
odcinek, ,Kacika" poswiecimy temu wielkiemu uczonemu. Einstein urodzil sie w Ulm,
w Niemczech. Studiowal matematyke i fizyke na politechnice w Zurychu, gdzie uzyskal <!yplom
w roku 1900. W roku 1905 opublikowal prace p.t. ,,0 elektrodynamice poruszajacych sie cial"
(Zur Elektrodynamik bewegter Korper), zawierajaca podstawowe koncepcje szczególnej teorii
wzglednosci. W tym samym roku opublikowal takze prace na temat ruchów Browna i kwantowej
teorii promieniowania. Prace te szybko przyniosly mu uznanie i w roku 1909 zostal profesorem
w Zurychu. Nastepnie byl kolejno profesorem w Pradze i Berlinie, a od 1933 roku w Stanach
Zjednoczonych. Zajmowal sie relatywistyczna teoria grawitacji i w roku 1916 opublikowal swoje
wyniki, tworzac ogólna teorie wzglednosci. Nastepnie, az do konca zycia, pracowal nad unitarna
teoria pola, stanowiaca polaczenie w jedna calosc teorii grawitacji i teorii pola
elektromagnetycznego. W roku 1921 przyznano mu nagrode Nobla za wyjasnienie zjawiska
fotoelektrycznego w pracy z roku 1905.

Bedac jednym z ludzi, którzy przyczynili sie do skonstruowania w Stanach Zjednoczonych
bomby jadrowej, Einstein po zakonczeniu wojny prowadzil dzialalnosc pacyfistyczna, skierowana
przeciwko wojnie jadrowej.
Albert Einstein byl jednym z najwiekszych fizyków wszystkich czasów i twórca nowoczesnej
fizyki. Najbardziej znany jest jako autor teorii wzglednosci, aczkolwiek ciekawym jest, ze sam nie
uwazal jej za swoje najwieksze osiagniecie.
Reprodukujemy kilka nieco dawniejszych znaczków przedstawiajacych podobizne Einsteina,
wydanych przez poczty Polski, Szwajcarii, USA i Paragwaju. Na tym ostatnim, trójkatnym
znaczku figuruje slawne równanie E = mc2• W roku ubieglym, z okazji stulecia urodzin,
podobizna Einsteina ukazala sie na znaczkach wielu krajów,-m.in. ZSRR, USA, Indii, Wloch,
San Marino, a Republika Togo wydala nawet serie skladajaca sie z szesciu znaczków i bloku.

Jerzy BARTKE

Kacik Czytelniczy

W matematyce' wiele wzorów i równan wte.dy sie tylko
sprawdza, jesli wynik mozna sprowadzic do jednosci
lub zera. W pilce taki rezultat napelnia zaloscia.
Pamietajcie o tym drodzy trenerzy i nie szklijcie nam
oczu wyzsza matematyka (... ). Jakie metody
zastosujecie, to wasza sprawa. W kazdym razie
pamietajcie, ze jesli z tych metod wyjdzie jednosc lub
zero, to wcale nie bedzie oznaczac, ze skompromitowala
sie nauka.

(Jerzy ZMARZLIK w "Przegladzie Sportowym",

28.VII.1978)

3 = 4+3+4!

Na widok takiej herezji matematyk az zakipi

z oburzenia,-.gdy jednak cyfry przeliczy na zloto­
rachunek bedzie w porzadku! Bowiem trzy panie
z fotografii f-;>rzedstawiaona Betty Cuthbert, Irene
Szewinska iDawn Fraser, przyp. Delty) równaja sie
w sumie jedenastu zlotym medalom olimpijskim!
(Przeglad Sportowy, 12.m.80)
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Dr inz. Jacek

JEDRZEJOWSKI

towarzys.zace..
rOZWOJOWI

energetyki

N· kt' bl Jakakolwiek dzialalnosc czlowieka zwiazana jest nierozerwalnie z przetwarzaniem energii,le ore pro emy niezbednej dla wytwarzania srodków konsumpcji. W zaraniu cywilizacji jedyna energia byla
sila miesni ludzkich, pózniej, od chwili udomowienia zwierzat, wykorzystywal je czlowiek
jako sile napedowa. -
Istotnym postepem stala sie umiejetnosc rozniecania ognia i uzyskiwania w ten sposób energii
cieplnej, która wykorzystywana byla przede wszystkim dla ogrzewania. Najlatwiej
dostepnym i naj wczesniej stosowanym paliwem bylo drewno. W starozytnosci zuzywano
ogromne ilosci drewna, nie tylko dla celów opah)wych, lecz równiez dla celów wytwórczych,
np. do wytapiania metali, czy wypalania ceramiki. Równoczesnie wypalano ogromne obszary
zalesione dla uzyskania ziemi uprawnej, tym wydajniejszej, ze uzyznionej popiolem.
Uzytkowanie sil przyrody do celów napedowych rozpoczelo sie juz dawno; byla to przede
wszystkim energia wodna i energia wiatrów. Jeszcze w 1850 roku szacowano energie
napedowa, pochodzaca z miesni ludzi i zwierzat na 94% calkowitej energii napedowej
uzytkowanej na swiecie.

Po uplywie wieku nastapila zasadnicza zmiana - 95% energii napedowej dostarczyly paliwa'
chemiczne stale, ciekle i gazowe, okolo 1% woda i zaledwie 4% ludzie i zwierzeta. Stalo sie to

mozliwe na skutek eksploatacji zlóz wegla kamiennego i bruAatnego, ropy n3;ftowej i gazu
ziemnego. Ostatnie dwudziestolecie dostarczylo wprawdzie nowego zródla, a mianowicie energii
jadrowej, jednak udzial jej w ogólnym bilansie energetycznym jest obecnie znikomy.
Przewiduje sie staly wzrost wykorzystania energii atomowej, której udzial w roku 2000 w Polsce
okresla sie na 20%.

/

R 1Zwiazanie zajania M·230

Wzrost liczby ludnosci i coraz wieksze jej potrzeby, zmuszaja do coraz intensywniejszego
przetwarzania dóbr naturalnych w forme latwo dostepnej energii. Chcemy lepiej mieszkac,
lepiej sie odzywiac, miec coraz wiecej czasu na odpoczynek i przyjemnosci - slowem
chcemy zyc wygodniej.
Przypatrzmy sie jak to zabezpieczenie potrzeb wyrazone w ilosci energii uzyskanej
z dostepnych naturalnych zródel (tzw. energia pierwotna) oceniane jest przez wspólczesna
nauke. Dla jasnego przedstawienia zagadnienia przyjmujemy umowny wskaznik jednostkowego
uzycia energii pierwotnej, który okresla ile kilogramów paliwa umownego nalezy spalic, aby
zaspokoic potrzeby jednego...czlowieka w ciagu roku. Przez paliwo umowne rozumiemy
substancje, która przy przetworzeniu na energie dostarczy 7000 kcal z jednego kg masy.
Jednostkowe zapotrzebowanie energii pierwotnej wyraza sie róznie w poszczególnych
obszarach naszego globu, a nawet w poszczególnych krajach. Zalezy ono z jednej strony od
poziomu rozwoju cywilizacji, która ksztaltuje potrzeby i z drugiej strony od warunków
ekologicznych, a wiec od sredniej temperatury, plennosci upraw rolnych, aktywnosci
srodowiska biotycznego itp.

Wskaznik jednostkowego zuzycia energii pierwotnej na jednego mieszkanca ziemi w kg
paliwa umownego

Rok 1950196019701980

Swiat

1054140118702200

Europa

1860264037206000-- Azja
108421470620-- Afryka
175215310450

ZSRR

brak danych283243009000

USA

720080471050012350

Polska

brak danych200037005500

Zródlem pokrycia potrzeb energetyczny.ch w Polsce bedzie w najblizszych latach spalanie
wegla kamiennego i brunatnego. Zasoby tych surowców w Polsce sa dostatecznie duze
i przynajmniej do roku 2000 nie musimy sie obawiac ich braku. A wykorzystywac je bedziemy

przede wszystkim w formie energii elektrycznej wytwarzanej w elektrowniach lub w postaci
ciepla wytwarzanego w cieplowniach i elektrocieplowniach.
Spalanie wegla zwiazane jest z powstawaniem duzej ilosci odpadów zanieczyszczajacych
srodowisko. Nalezy przy tym rozróznic odpady stale emitowane do atmosfery w postaci
pylów lub odprowadzane na skladowiska w postaci zuzlu i popiolu, odpady gazowe emitowane
w postaci spalin zawierajacych gazy toksyczne np. dwutlenek siarki, tlenki azotu oraz tlenki
wegla; nalezy równiez rozpatrzec emisje duzych ilosci ciepla do otoczenia. Spalenie l tony
paliwa umownego wiaze sie z emisja do otoczenia:
od 15 do 30 kg dwutlenku siarki, od 4 do 7 kg tlenków azotu, od 100 do 300 kg pylu, zuzlu
i popiolu i okolo 4,7 Mcal ciepla.
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PRASA, RADIO, TELS\'iIZJA

Mówiono nam niejednokrotnie, ze te rze­

czy maja ogromne znaczenie, nie dowie­

rzalismy i nie dowierzamy nadal. Juz

mniejsza, jak to sie robi, kto to robi,

kiedy to robi itd., ale ••• jmoze zos­
tawmy te uwage, to zdanie nie dopowie­

dziane nabiera swoistego urok~ i mocy.

Wszyscy beda sie zastanawiali, czy

autor nie chcial dokonczyc, czy nie wie­

dzial jak, a tymczasem ••• Nie, prosze
tylko bez gadulstwa! I
I mimo wszystko ktos to czyta. Zdumie­

wajace!

Moral: NIE TRZEBA ROZUMlEC SAr1EMU,

BY NAUCZYC1l0ZUMIEC INNYCH Iw przeciw­

nym razie kazda mysl dalaby sie przed­

stawic jako ciag malejacy zmierzajacy

asymptotycznie do zera. A to jest mi-

mo wszystko przesada/

DZiwi mnie, ze redakcja powaznego skad­

inad czasopisma ma az takie luki w wy­

ksztalceniu. Przeciez jest oczywiste, ze

miara madrosci zespolu bylaby suma miar

madrosci jego czlonków tylko wtedy, gdy­

by madrosci te byly rozlaczne. A jak

wtedy mogliby w ogóle sie dogadac?!

Moge sie co najwyzej zgodzic na srednia,

ale po co wtedy komitet? Wystarczy wy­

brac brojlera idealnie sredniego i py­

tac go o wszystko /na przykl~d co sadzi

o IBT/.
BN-70/S139-Q9

Sam ignorant! Jred./

Potepiamy nie odpowiedzialne szkalowanie

cial kolegialnych. Rozum rosnie, multi­

plikuje sie w toku obrad osiagajac w

ustaleniach koncowych poziom iloczynu

madrosci wszystkich czlonków komitetu.

Aw/S 9035

No, tos Pan WYJIlyslH Ired.1

~~-----

04. \ •• ,\~

~) \ I"~I"~~_ JI,I' ,-~---~~
Mlodziencze, polityka to nie sa

fakty, tylko to, co sie o nich mówi.

Odprowadzanie tych odpadów do otoczenia wiaze sie z powstawaniem najrozmaitszego rodzaju
strat. Oszacowanie ilosciowe tych strat jest bardzo trudne, w niektórych przypadkach wrecz
niemozliwe.

Przekonywajace jest ulozenie bilansu strat wywolanych zanieczyszczeniem powietrza:
1. Straty materialów emitowanych do atmosfery.
2. Straty swiatla slonecznego i zwiazane z tym zwiekszenie zuzycia energii elek tycznej na
oswietlenie.
3. Straty transportu lotniczego i samochodowego zwiazane z pogarszaniem sie widocznosci.
4. Korozja metali.
5. Zwiekszenie zuzycia maszyn i mechanizmów.
6. Niszczenie konstrukcji budowlanych.
7. Niszczenie odziezy.
8. Niszczenie roslinnosci.

Straty materialowe wynikajace z emisji pylów do atmosfery sa stosunkowo latwe do okreslenia
na drodze pomiarów wielkosci emisji i fizyko-chemicznej analizy emitowanych pylów. Klasycznym
przykladem jest emisja pylu cementowego z procesu produkcyjnego wypalania klinkieru, czy
tez emisja pylów metali w procesie wytopu stali, zawierajacych nieraz bardzo cenne surowce
metali rzadkich, stosowanych jako dodatki stopowe. Wedlug oceny przeprowadzonej w RFN
wartosc pylów emitowanych do atmosfery wynosi srednio 4 dolary na tone.
Nie do pominiecia sa straty wynikajace z emisji gazów przemyslowych. Charakterystycznym
skladnikiem tych gazów jest dwutlenek siarki, powstajacy glównie w wyniku spalania paliw dla
c~]ów energetycznych. Mozna latwo wykazac, ze gdyby udalo sie odzyskac w pelni dwutlenek
siarki powstajacy w procesach spalania w Polsce, to mozna by calkowicie pokryc
zapotrzebowanie siarki na produkcje kwasu siarkowego. Problem odzysku nie zostal jednak do
tej pory rozwiazany w sposób zadowalajacy.
Zawieszony w powietrzu pyl pochlania swiatlo sloneczne, w wyniku czego w okregach miejskich
i przemyslowych zuzycie energii na oswietlenie jest o 10 do 30% wieksze niz na obszarach
nie zanieczyszczonych. Pyl zawieszony w powietrzu powoduje absorpcje i rozproszenie
swiatla i ma równiez wplyw na powstanie mgiel. Na skutek tego nasilenie mgiel w osrodkach

przemyslowych i miejskich jest 2-3 razy wieksze niz w osrodkach nie zanieczyszczonych.
Powstawanie mgiel ogranicza widocznosc, utrudnia transport, a wrecz uniemozliwia transport
lotniczy. Dla przykladu mozna podac, ze straty wynikajace z jednodniowego zamkniecia
duzego lotniska wynosza setki tysiecy dolarów.
Oszacowanie strat wynikajace z korozji metali jest w ogólnym bilansie niemozliwe. Korozji
podlegaja wszystkie konstrukcje i elementy metalowe, na które oddzialuje powietrze
atmosferyczne. Glówna przyczyna korozji jest obecnosc w atmosferze tlenków siarki, które
w obecnosci pary wodnej tworza kwasy silnie przyspieszajace proces niszczenia metali.

Walka z korozja jest uciazliwa i pracochlonna i sprowadza sie przede wszystkim do nakladania

na metale powlok ochronnych. Dla przykladu mozna podac, ze.stalowa konstrukcja wiez:r
Eiffla jest malowana farbami ochronnymi w sposób ciagly - gdy robotnicy, poczynajac od .
szczytu, dojda do podstawy, juz górne partie wiezy wymagaja nakladania nastepnej powloki.
Przeprowadzone badania pozwalaja na stwierdzenie, ze w okregach przemyslowych stopien
korozji jest 1,5 do 5 razy wyzszy niz w osrodkach wiejskich. Stwierdzono równiez wyrazna
korelacje miedzy stopniem zuzycia metali a stezeniem dwutlenku siarki w atmosferze.
Zanieczyszczenia powietrza wplywajll w sposób niszciacy na linie przesylowe wysokiego
napiecia, skracajac czas ich uzytkowania w okregach przemyslowych do 30%.
Pyly unoszace sie w powietrzu powoduja równiez zwiekszenie zuzycia maszyn, zwlaszcza tam, gdzie
wystepuja elementy trace sie o siebie. Klasycznym przykladem sa szkody w silniku samochodowym,

gdzje glównym niebezpieczenstwem jest przedostawanie sie pylów do wnetrza cylindrów
i szybkie zuzycie gladzi cylindrowej na skutek zwiekszonego tarcia gladzi cylindrowej i tloka.
Równiez oszacowanie strat w budynkach jest bardzo trudne. Dla przykladu mozna podac,
ze przeprowadzona w 1959 r. w Paryzu inwentaryzacja budynków wykazala, ze straty roczne
wynikajace ze zniszczenia tynków, elewacji i dachów cynkowych wynosza okolo 10 milionów
dolarów. Koszty zwiazane z czestszym pra!liem bielizny i odziezy wynosza przecietnie 20 dolarów
rocznie na jednego mieszkanca, co oznacza w skali USA strate siegajaca 4 miliardów dolarów.
Oddzialywanie zanieczyszczen powietrza na roslinnosc jest wielorakie - mozna tu wymienic
bezposrednie oddzialywanie kwasów niszczacych zielen, zatykanie pylami porów oddechowych,
zakwaszanie gleby wplywajace na zmniejszenie aktywnosci bakterii wytwarzajacych azotany,
a wreszcie rozpraszanie promieni ultrafioletowych, których dzialanie niezbedne jest w procesie
fotosyntezy dwutlenku wegla.
W Polsce przeprowadzono stosunkowo dokladnie szacunek strat spowodowanych
w drzewostanach emisja przemyslowych zanieczyszczen powietrza. Inwentaryzacja szkód

w lasach przeprowadzona w 1965 r. wykazala~ ze zagrozony jest obszar 250 tys. ha, co stanowi
okolo 3% calkowitej powierzchni lasów, z czego 50 tys. ha przypada na obszary porazone
calkowicie. Bezposrednie straty z tytulu obnizenia przyrostu masy drzewnej oraz kosztów
rekultywacji oceniono na 300 milionów :z;lrocznie, a w przypadku niepodjecia zdecydowanych
kroków straty te moga osiagnac w 1985 roku sume 1,5 miliarda zlotych.
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Bardzo trudno jest ocenic straty, które ponosi organizm czlowieka na skutek zanieczyszczenia
powietrza. Zycie i zdrowie czlowieka jest bezcenne i nieprzeliczalne na zadna walute swiata.

W ramach walki o zachowanie naturalnego srodowiska, wszystkie srodki zmierzaja przede
wszystkim w kierunku ochrony zdrowia i swiata zyjacego, w tym czlowieka. Prowadzone sa
bezustannie wielostronne badania naukowe nad oddzialywaniem zanieczyszczen powietrza na
ludzi i zwierzeta, które pozwalaja na okreslenie stopnia szkodliwosci i dopuszczalnych norm
zanieczyszczen powierza. Aby normy te nie byly przekroczone, trzeba w pierwszym rzedzie
ograniczyc emisje zanieczyszczen, a glównie emisje ze spalania paliw dla celów energetycznych.
Mozliwe sa rózne drogi postepowania, ale omówienie ich przekracza ramy tego artykulu i,
jak mawial Rudyard Kipling, "to juz calkiem inna historia".

--

mgr Tomasz CHLEBO WSKI
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rys. l - zaleznosc przezroczystosci atmosfery od
dlugosci fali oraz krzywe czulosci swiat/oczulych
elementów oka: czopków i precików

rys. 2 - rozklad jasnosci ciala doskonale czarnego
o temperaturach 2500 i 1000 K i widmo Slonca
o temperaturze efektywnej 5850 K.
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od widma ciala doskonale czarnego promieniuja wiekszosc
energii w tych dlugosciach fal, na które nasz wzrok nie
jest juz czuly.
Gdybyscie w tym miejscu przestali czytac ten artykulik
i zaczeli szukac na niebie ciekawych, kolorowych par
gwiazd, to poczujecie sie oszukani. Bo oprócz par
zólto-niebieskich (f3 Cyg), czerwono-niebieskich ('YJ Per)
i zólto-czerwonych (C Boo) znajdziecie zapewne pary,
w sklad których wchodza równiez gwiazdy zielone. Np.
zielono-niebieski uklad f3 Sco, zólto-zielony yDel
i czerwono-zielony aHer (spróbujcie je znalezc). Czyzbysmy
o czyms zapomnieli? Otóz nie. Po dokladniejszych
badaniach kazdej z "zielonych gwiazd" okazywalo sie,
ze jest to nierozdzielony przedtem uklad dwóch lub
trzech gwiazd zóltych i niebieskich. A kazdy wie, ze gdy
zmieszamy zólty z niebieskim, otrzymamy zielony.
Czyli nie ma jednak zwyklych, pojedynczych, zielonych
gwiazd.

atrz W niebo

W wakacyjne wieczory, majac wiecej czasu, chetniej
patrzymy na niebo; góruja na nim trzy jasne gwiazdy:
Wega, Deneb i Altair. Dziewczyna, z która w zeszlym
roku patrzylem na letnie gwiazdozbiory, zwrócila mi
uwage na fakt, ze w dziobie Labedzia, prawie na linii
laczacej Altair z Wega swieci gwiazda, u której najlatwiej
zauwazyc róznice kolorów jej dwóch skladników.
Jest nia Albireo-f3Cygni. Patrzac na ten uklad przez
niewielka lunetke widzimy bardzo wyrazna róznice barw
dwóch gwiazd: jasniejsza jest zólta, natomiast ciemniejsza
jest bialo-niebieska. Jest to oczywiscie odbiciem
temperatury, jaka panuje "na powierzchni" kazdej
z gwiazd. Moze byc ona rozgrzana do czerwonosci, moze
byc zólta albo niebieska. Jednak, podobnie jak metal
w hucie, nie bywa "zielona od goraca" - czy
zastanawialiscie sie - dlaczego? Przeciez moze tak sie
zdarzyc, ze temperatura atmosfery gwiazdy
wynosi ok. 8000 K i najwiekszy strumien promieniowania
emitowany jest w barwie zielonej. Na fakt, ze nie
obserwujemy zielonych gwiazd wplywaja dwa czynniki:
rozklad energii w widmie gwiazdy i czulosc oka na
kwanty o róznych dlugosciach fali (przezroczystosc
atmosfery i czulosc ewentualnych instrumentów optycznych
sa prawie takie same w calym zakresie widzialnym - od
4000 do 7000 A).
Jesli tak sie sklada, ze temperatura powierzchni gwiazdy
wynosi 8000 K, to oprócz swiatla zielonego dociera do
nas dosc duzo kwantów o energiach wyzszych i nizszych.
W sumie mieszanina ta tworzy wrazenie swiatla bialego,
zólto-bialego lub niebieskawego. Wrazenie to zalezy
jednak od calkowitej jasnosci obserwowanego obiektu.
Jesli jest on jasny, to na bodzce swietlne reaguja w oku
w pierwszym rzedzie tzw. czopki, najbardziej czule na
barwe zólta. W ciemnosci, ledwo widoczne obiekty
dostrzegane sa przez oko dzieki tysiackrotnie czulszym
od czopków precikom, reagujacym przede wszystkim na
barwe niebieska. W barwie zielonej mamy zatem
niewielka luke.
Przyjrzyjcie sie widmu Slonca, rózni sie ono niewiele od
widma ciala doskonale czarnego o temperaturze 5850 K
i najwiekszy strumien promieniowania przypada na barwe
niebieska, zielona i zólta, a jednak widzimy Slonce jako
zólto-biala kule (jest bardzo jasne a jego widmo w zakresie
widzialnym jest dostatecznie plaskie). Ciala o
temperaturach duzo nizszych lub wyzszych, majace bardziej
strome widma w tym zakresie, juz nie beda sie nam
wydawaly biale ani zólte (lub niebieskawe - jesli sa bardzo
slabe i widzimy je w ciemnosci), lecz czerwone, jesli sa
zimne (T < 4000 K) lub niebieskie jesli sa gorace
(T> 10000 K). Obiekty, których temperatury sa inne niz
podany zakres i których widmo nie rózni sie drastycznie
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