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Rachowa¢ i mierzyé z glowa

Obliczenia i przyrzady — podstawowe narzedzia weryfikacji
naszych hipotez i teorii naukowych. Powszechnie uznane za
najbardziej zmudna i niewdzigczng strong pracy przedstawicieli
nauk Scistych. Czesto wypowiada sie poglad, ze przyrzady to
domena bezmyslnych cho¢ fachowych technikow, a rachunki —
réwnie bezmyslnie zaprogramowanych komputeréw. Zapomina

sig¢ przy tym zwykle, ze konieczno$¢ unikniecia zbyt ztozonych
obliczen zmuszala w czasach przedkomputerowych do tworzenia
zupelnie nowych metod rachunkowych, ktore czgsto
rewolucjonizowaly cala galaZ nauki. Doé¢ wspomnie¢ o zasadach
wariacyjnych wymyslonych przez Hamiltona jedynie w celu
ulatwienia rozwiazywania trudnych zadan z mechaniki. Jest tez
dosy¢ oczywiste, ze bezmy$lne postugiwanie sie nawet
najwspanialszymi przyrzadami nie ma nic wspélnego

z dzialalno$cia naukows. Czyz bowiem odkrylibysmy kiedykolwiek
planete Pluton, gdyby$my nie wiedzieli, ze (i gdzie) nalezy jej
szukac...

A neutrino nie zostawiajace zadnego $ladu w zadnej aparaturze?
Bezmyslny komputer odrzucilby wszelkie reakcje zainicjowane
przezen, jako niezrozumiale fluktuacje — gdyby odpowiednia
hipoteza nie wymagala istnienia takiej czastki.

Postaramy si¢ w tym numerze Delty przekona¢ Was, ze walka

z rachunkami i aparaturg nie musi wecale by¢ nudna, rzemie$lnicza
praca. Eatwo sobie wyobrazi¢, jak beznadziejna praca jest np.
obliczanie liczby 1000! = 1000-999-998- ... -3-2- 1. Jaka jednak
frajde musial mie¢ Stirling, gdy odkrytl, ze z rozsadna dokladnoscia
wystarczy postuzy¢ sie wzorem

it ]/_( slne )

n! (e) 2nn {1+ 2 F = 28807 " R o
A jak obliczy¢ pole powierzchni pod krzywa, ktorej postaci
funkcyjnej nie znamy?

Kratkowa¢ drobno powierzchnie i liczy¢ kratki, czy tez

przybliza¢ krzywa wielomianami? Nie! Z niezta dokladnoscia
otrzymamy zadany wynik wycinajac powierzchnie nozyczkami
iwazac ja. Podobnie $rodek ciezkos$ci nieregularnej figury

plaskiej znajdziemy zawieszajac ja (wraz z pionem) w dwoch
roznych polozeniach. Zmudne calkowanie wcale nie jest potrzebne.
Przedstawione proste przyklady i pomysly maja pewna wspélna
cechg charakterystyczng dla wszelkiej przyrodniczej dzialalnosci
naukowej. Otrzymane powyzszymi metodami wyniki s3 mianowicie
niedokladne, cho¢ uzyskiwang dokladno$¢ mozna wedle zyczenia
dowolnie zwigkszaé. I chociaz rozwigzania éciste, analityczne,

- majg czgsto fundamentalne znaczenie teoretyczne, to jednak
metody przyblizone sg zupelnie wystarczajace do opisania
obserwowanych wybranych przez dang teori¢ aspektow
rzeczywistosci. Zadna bowiem skoficzona (a wigc rozsadna)
teoria nie moze opisac §cisle zadnego rzeczywistego obiektu. Nie
ma sensu opisywanie w ramach dynamiki Newtona, wplywu
powstajacych odksztalceri jabtka na jego ruch po desce.
Odksztalcenia te to przeciez zupelnie inna (zreszta nie istniejaca)
teoria. Nie maja wiec tez sensu zbyt dokladne pomiary
i obliczenia parametrow owego ruchu.

W historii fizyki znane sa przyklady stosowania, w celu uzyskania
wyniku liczbowego, metod niezbyt poprawnych, czy nawet
logicznie blednych. Zaczal te dzialalnos¢ sam Newton calkujgc
i rozniczkujac tak, ze dzisiejszemu matematykowi wlosy sie jeza.
Wyniki byly jednak poprawne. Intuicja, czy tez glgbokie
zrozumienie? Nikt nie wie, czy zagadnienie ruchu trzech i wiecej
cial niebieskich ma jednoznaczne rozwigzanie. A jednak stosuje
si¢ tu pewne metody przyblizone nie wiedzac nawet, czy
odpowiedni ciag kolejnych przyblizeri ma w ogole jaka$ granice.
I znéw wyniki sa znakomite. Wreszcie elektrodynamika klasyczna
uznana powszechnie za jedna z najdoskonalszych teorii.
A jednak... Rozwazmy ruch ladunku elektrycznego w polu
elektrostatycznym. Poruszajacy sie ladunek wytwarza wiasne pole
elektromagnetyczne i ruch odbywa sie w polu sumarycznym.
Wiasne pole moze wiec dziala¢ na tadunek hamujac go lub
przyspieszajac, a przy okazji fadunek ten promieniuje — traci
cze$¢ swojego pola. A poniewaz elektryczne pole wlasne maleje
ze wzrostem odlegtosci od tadunku, jak 1/r, wiec dla r — 0 owa
sita samooddziatlywania zmierza- do nieskoniczonosci. Co robi¢?
Zapomnie¢ o elektrodynamice, czy o tej nieskorficzono$ci? Rzecz
polega na tym, ze w takim opisie podzieliliémy formalnie energig
wlasna czastki obdarzonej tadunkiem na energie zwiazana
z wlasnym polem elektrycznym oraz reszte, przy czym energia
elektryczna okazala sig nieskoriczona, Jest to oczywiicie podziat
nieszczgsliwy, bowiem w doswiadczeniu obserwuje si¢ zawsze
energi¢ sumaryczna. Dopiero ona musi by¢ skorficzona. Owa
nieznana blizej reszta musi wiec by¢ nieskoficzona tak, by suma
byla juz porzadna. Drzyjcie matematycy! Niestety dotychczas
nie udalo si¢ zbudowaé formalizmu, w ktorym nie wystepowalby
taki niezbyt rozsadny podzial.
Na zakoficzenie jeszcze troche o przyrzadach. A mianowicie
o pigknej i prostej metodzie otrzymywania bardzo duzych
energii. Jak uzyskac energi¢ powiedzmy 100 GeV dla zderzenia
protonu z protonem. Energia w ukladzie odniesienia §rodka
masy Eim wiaze sie z energia w ukladzie laboratorium E,;, przez
przyblizony zwigzek

Eim= ¥V 2myEap,

gdzie m, to masa protonu wynoszaca okolo 1 GeV. Tak wigc

w celu uzyskania Esm = 100 GeV trzeba przyspieszy¢ protony do
kolosalnej energii Ejap = 5000 GeV i zderzy¢ je z protonami
spoczywajacymi w laboratorium. Mozna jednak postapié znacznie-
proéciej i taniej. Wystarcza dwa akceleratory ustawione
naprzeciw siebie i przyspieszajace protony do energii 50 GeV.

50 GeV plus 50 GeV to przeciez 100 GeV, a uklad srodka masy
sam sig zrobil. Prawda jakie to proste? Wystarczylo pomyslec.
No wiasnie — pomysle¢. Mowigc na wstepie o niewdziecznej
pracy rachunkowej i pomiarowej zapomnieliémy wspomnie¢

o podstawowym przyrzadzie i aparacie obliczeniowym. O naszym
mozgu. DZigki niemu beznadziejne rachunki mogg zmienic sig

w ciekawa prace a zmudne nawet pomiary nabraé glebokiego
sensu.
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W dzien zawziecie,

Bo plonow

Niema bez trudu!
Zlocisty szczescia okrecie,
Kolyszesz...

Kud!

My nie czekajmy cudu.
Robota

To potega ludu™.

Kazimierz Cwojdzinski

Cytowany wyzej wiersz opublikowal Kazimierz
Cwojdzinski w 1930 roku w czasopiémie
wParametr” z nastegpujacym anonsem: Autor
prosi Redakcje, by wezwala Czytelnikéw do
napisania lepszego wiersza. Za najgladszy,
elegancki i dowcipny wiersz Autor powyiszego
wyplaci 50 zlotych polskich, Twércy zbyt
lichych wierszykow zaplaca kare do 10
ziotych, Autor chee sam by¢é sedzig!

Przypisek redakeji , ,Parametru”. Redakcja
niezwlocznie zwroécila sig do Autora

z zadaniem zaplacenia 10 zlotych kary.
Przypisek redakcji,,Delty”. I my czekamy

na liche wierszyki (100 zI).

Dla xe{—1, 1}, arc sin x jest to jedyna

Iiczbaae<-%, %> taka, e sin o = x.
Dla x € R, arc tg x jest to jedyna liczba

pe<__2_, %) taka, ze tg f = x,

et 33719 i
265381
3,14159265358... i daje wobec tego
przyblizenie & z dokladnodcig do 12 znakéw.
Do zapamigtania tego ulamka mamy
nastgpujacy dwuwiersz
Dividing top lot through (a nightmare)
by a number below, you approach =
Zamiast przekladaé na polski, od razu
zaplacilimy sobie 100 zI,

Obliczamy [](I)

Dr Marcin E. KUCZMA

Nie jest nasza rzecza analizowaé wartoéci literackie przytoczonego utworu. Jest on powszechnie
znany, trafit nawet do niektdrych wydari szkolnych podrecznikéw geometrii. Dlaczego wlasnie
geometrii? Stworzony bowiem zostal wedlug ,,geometrycznej” recepty zalecajacej, aby kolejne
wyrazy mialy Scisle okreslona liczbe liter; o tres¢ mniejsza. Dlugosci wyrazéw maja odpowiadaé

kolejnym cyfrom zapisu dziesietnego liczby 7:

7 = 3,14159265358979323846264...

Istnieje wiele innych tekstéw utozonych wedlug tej samej recepty; niektére z nich (w réznych
Jjezykach) cytuje S. Jelenski w swojej wdzigcznej ksigzce ,,Sladami Pitagorasa™, wraz z innymi
ciekawostkami na temat 7. :

Czytelnicy wiedzg o liczbie # co nieco. Okreslana jako stosunek dlugoéci okregu do érednicy,
nazywana czasem ludolfing — od imienia matematyka i filozofa holenderskiego Ludolfa van
Ceulen (1540—1610), ktory si¢ nia z upodebaniem zajmowal — jest jedna z wazniejszych stalych
w matematyce. Prastare geometryczne zadanie skonstruowania odcinka diugosci # metodami
platoniskimi (,,kwadratura kola™) jest 'nierozwiazalne, bowiem liczba ta nie jest algebraiczna —
co zostato udowodnione w roku 1882 przez Lindemanna. Niealgebraiczno$¢ pociaga niewymiernoéé
Tak wigc zapis dziesigtny 7 nie jest skoriczony ani nawet okresowy. Mozna co najwyzej wyznaczaé
coraz to dalsze cyfry tego zapisu, a do ich zapamietania uzywaé wierszykow podobnych

do przytoczonego na wstepie.

Czy jednak nasi Czytelnicy postawili sobie kiedy$ pytanie: jak te cyfry wyznaczaé? Skad
wlasciwie wiadomo, ze pierwsze 23 cyfry po przecinku sa wlasnie takie, jak wyzej napisaliémy?
Narysowac bardzo duzy okrag i bardzo dokladnie wymierzy¢?

Nonsens!

Trudno rowniez zawierzy¢ metodzie doswiadczalno-probabilistycznej. Co to za metoda? Bierzemy
duzy arkusz papieru w linie (najlepiej cala plaszczyzne) i rzucamy nan kawalek patyczka

o dtugodci rownej odstgpowi migdzy liniami. Rzucamy z wysoka (najlepiej z nieskoficzonosci)
baczgc przy tym, aby polozenie patyczka po upadku na papier bylo catkowicie losowe,

z rownomiernym rozkladem prawdopodobienistwa. Wowczas prawdopodobienistwo tego, ze
patyczek po upadku nie przetnie zadnej linii wyraza si¢ wielkoscia 1—2/m. Wystarczy wiec
prowadzi¢ ewidencjg ,,przecigl — nie przecial” w serii rzutow i rzucaé¢ dostatecznie dlugo

(n — co). Odpowiedni iloraz bedzie dazyl do podanej wartosci... Kiedy$, w latach szczeniecych,
przeprowadzilem to doswiadczenie, rzucajac przez godzing (nie pamigtam, jakie bylo n). Wyszlo
mi, ze 7 lezy gdzies miedzy 2 a 5. Dzis, po latach, wydaje mi sig, Ze ten wynik nalezy uzna¢ za
bardzo pomyélny...

Aby moc potraktowac sprawg powaznie, chegc znaleZ¢ wymierne przyblizenie liczby x z zadang
z gory dokladnoscia, uciec si¢ musimy do metod analizy matematycznej. A konkretnie — do
pojecia szeregu i calki.

Aparat ten zastosujemy do funkcji trygonometrycznych oraz odwrotnych do nich — funkcji
cyklometrycznych: arcus sinus i arcus tangens. _

Te ostatnie maja pewng bardzo pozyteczna wlasnoéc, na ktorej zasadza sie wigkszo$¢ znanych
metod przyblizania #: ich pochodne sa funkcjami elementarnymi:

: 1 d
arc sinx = — i tgx =

d
“dx Vi=x2 4 dx
Jednocze$nie wartosci tych funkcji w pewnych punktach ,,wygodnych dla rachunkéw™ (np
w punkcie x = 1) wyrazaja si¢ wymiernie przez n':

1422’

1 1
arcsinl = —n, arctgl = —a.

2 4 _
O tym, jak mozna wykorzysta¢ zesp6l tych wlasnodci, przekona nas nastepujace rozumowanie.
Rozpatrzmy postgp geometryczny 1, g, g%, g3, .... Wiemy, Ze jesli iloraz g spelma nieréwnos$é
lgl < 1, to suma wyrazéw tego postepu rowna Jest 1/(1—gq):

1
m —— = 1l4+g+a*+¢°+ ..

1.
— lgl <

Suma po prawej stronie ma nieskoficzenie wiele skladnikéw; jest to przyklad szeregu
nieskoficzonego.
Spéjrzmy na wyrazenie po lewej stronie nie jak na stala wartoéé, ale jak na funkcje zmiennej g,

. przebiegajacej przedzial —1 < g < 1. Skladniki szeregu po prawej stronie sa funkcjami

potegowymi, o coraz wigkszych wyktadnikach naturalnych. Szereg tego typu nazywamy
szeregiem potegowym,



Liczbe 5 nazywamy suma szeregu Yian:
§ = ay+ax+as+ ... jedli ciag sum czedciowych:

8§y = 4y
§3 = dy+4az

jest zbiezny do s. S
ma sume (skonczona).

g jest zbiezny, jesli

Funkcja F nazywa si¢ funkcjg pierwotng
funkcji £, jesli f jest pochodng F. Dla funkcji
xk pierwotna ma postaé

1

k+1
=T +C.

n liczbg algebraiczng ?
Jednym z pierwiastkéw réwnania
3= 1Tx4=42x2 = 3Tx2-27x+42 = 0

jest z dokladnoscia do 13 cyfr po przecinku
3,1415926535897.

Jeieli p, jest dhugoscia obwodu wielokata
foremnego o n bokach wpisarego w kolo
o srednicy 1, to oczywilcie lim py = 7,
Zbieznosc ta nie jest jednak szybka, np.
dla n = 6224 otrzymamy p, =

= 3,1415926535902...,a n =

= 3,1415926535898... Znacznie jednak
szybeiej do granicy » dazy ciag

F ; 1
Pp = Pnt é}':}(ﬂn“ﬂn.lz):

jeszcze szybeiej ciag

a jeszcze szybsza jest zbieznosc dla

P 1 T
Py =Pyt oy - r,

), .

Dokladnosé przyblizenia = = pg (m przecinkow
na gorze) jest rzedu n-2m, Dia 24-kata juz

p’i"’ daje 8 prawidlowych cyfr po przecinku.
Ta metoda pozwala obliczaé n rzeczywiscie

szybko, latwo i przyjemnie.

Wzor (1) daje wige nam przedstawienie funkcji 1/(1—g) w postaci sumy szeregu potegowego.
Mowimy, ze funkcja ta rozwija sie w przedziale (— 1, 1) w szereg potegowy 1+g+4¢%+4° ....
Podstawmy ¢ = —x?, Dostajemy

1

@ 1+x2

=1-x2+x*—x%+ ..., Ixl<.

OtrzymaliSmy rozwinigcie w szereg potegowy funkcji 1/(1+ x?), oczywiscie takze w przedziale

(—1,1). A funkcja ta — to nic innego, niz pochodna funkgji arcus tangens. Calkujac rownosé (2)

dostajemy zatem

3) t e AT i
arctgx = x— — x>+ —x*——x"+ ...,

sk C BT

Jest to rozwinigcie funkcji arc tg x. Dlaczego napisali$my staba nierowno$é: |x| < 1? Wkrotce

sig¢ wyjasni.

Przy calkowaniu moze si¢ pojawi¢ dodatkowy skladnik — tzw. stala catkowania (jesli F jest

funkcja pierwotna funkcji f, to rowniez kazda funkcja postaci F+ C, gdzie C jest dowolng stala,

takze jest funkcja pierwotna f). Sprawdzamy jednak, ze w punkcie x = 0 obie strony wzoru (3)

przyjmuja wartos¢ 0, wigc nie nalezy dodawac do prawej strony zadnej stalej.

x| < 1.

Calkujac sume, wystarczy scatkowaé wszystkie skladniki i wyniki zsumowa¢. Jest to znana regula
dla sum skonczonych. Czy jednak mozna tak postepowaé z sumami nieskonczonymi? Odpowiedz
ogolna brzmi: nie. Ale zaraz zastrzec trzeba, Ze istniejg rozne dodatkowe zalozenia, przy ktorych
postepowanie takie jest prawidlowe. Szeregi potegowe maja t¢ milg wlasnosé, ze w ich przypadku
wspomniane zalozenia sa zawsze spetnione, Tak wiec wyprowadzenie wzoru (3) z (2) bylo
poprawne — przynajmniej dla |x]| < 1.

Tozsamosé (3) zachodzi zatem w przedziale —1 < x < 1. Ale, w odroznieniu od szeregu we
wzorze (2), szereg we wzorze (3) jest zbiezny rowniez dla x = +1. Z ogodlnych wlasnosci szeregow
potegowych wynika, ze w takim przypadku prawdziwos$¢ wzoru (3) przenosi sie na te dwie
dodatkowe wartoéci. A to wlasnie jest nam potrzebne: podstawiajac x = 1 i uwzgledniajac, ze

i
arctgl = = 7, otrzymujemy wzor

@ . e

Wz6r ten zawdzigczamy G. W. Leibnizowi (1646—1716). Stad i nazwa: wzdr Leibniza.
Jesli teraz urwiemy sumowanie na dowolnym miejscu, czyli weZmiemy sume czeSciowa szeregu (4),

1
to otrzymamy pewng liczbe wymierna, stanowiacq przyblizona wartos¢ liczby T 7. Przyblizenie

to jest, ¥zecz jasna, tym lepsze, im dalej urwiemy sumowanie. Mozemy w ten sposob uzyskaé
przyblizenie z dowolna doktadnoscia. Tyle teoria. A praktyka? O tym za chwilg. Warto
tymczasem zwroci¢ uwage na niewatpliwe korzysci plynace z przedstawienia funkcji w postaci
sum szeregow potegowych. Korzyscig najbardziej chyba oczywista — cho¢ nie jedyna — jest
mozliwos¢ znajdowania przyblizonych wartoéci rozpatrywanych Tunkcji w dowolnych punktach
danego przedziatlu. Do wyznaczenia r uzyliémy wzoru (3), kladac x = 1. Ale podstawiajac za x
dowolna liczbe z przedziatu (—1, 1> mozemy w ten sam sposob wyznaczyé wartosé arc tgx

z zadana z gory dokladnoscia. Wykorzystujac rozwiniecia potegowe mozna sporzadzi¢ tablice
wartos$ci rozmaitych funkcji.

S3 tu jednak klopoty. Okazuje sig, ze nie kazda funkcja — nawet bardzo regularna — daje sig
rozwing¢ w szereg potegowy. A jesli nawet sig¢ daje — trzeba umiec to rozwinigcie znalezc!
Nie zawsze jest to fatwe... Istnigja bardzo liczne metody rozwijania w szeregi potggowe. Opis
tych metod, wraz z wykladem teorii tych szeregow, a takze ze wzorami przedstawiajacymi
rozwinigcia konkretnych funkeji (np. logarytm, sinus, cosinus), mozna znaleZé w kazdym
podrgczniku analizy matematycznej.

Wroémy do wzoru 4 i sprobujmy wyznaczy¢ przyblizong wartosé liczby mr. Juz zsumowanie
pierwszych siedmiu skladnikow doprowadza do dzielenia liczb szesciocyfrowych, jesli chcemy
wynik dostac w postaci dziesigtnej. A wynik ten to (pi razy oko) liczba 3,284... Daleko do celu!
Kartka papieru i otléwek okazuje sie by¢ wyposazeniem niewystarczajacym. Bierzemy kalkulator
kieszonkowy do obliczania koleinych odwrotnodci. Po stu dzialaniach jeszcze nie mamy
ustalonej... drugiej cyfry po przecinku. Nic w tym dziwnego: oznaczmy przez s, sume n
poczatkowych skladnikow naszego szeregu. Widzimy, ze cigg wartosci §;, 53, 53, . . oscyluje

1
wokotl liczby T T, przy czym

ISa+1—8al =

2141



Znaczy to, ze z dwoch kolejnych wartoéci przyblizonych s,, .41 co najmniej jedna daje blad

1 ;
wigkszy niz R A jeszcze trzeba ten blad pomnozyé przez 4 (bo przeciez interesuje nas
n

1
liczba m, a nie 7 n) . Wiegc nie tedy droga do obliczenia 7; lub raczej wiedzie tedy droga, ale

bardzo zmudna, niewiele skuteczniejsza, niz rzucanie patyczkiem na poliniowana plaszczyzne.
Po prostu: szereg (4) okazuje si¢ by¢ bardzo powoli zbiezny.

Wiec moze by sprobowac z funkcja arcus sinus? Procedura jest zasadniczo ta sama, co

w przypadku funkcji arcus tangens. Najpierw znajduje sie rozwiniecie pochodnej l,n']/]u—_xf,
potem si¢ catkuje. Wyprowadzenie jest jednak bardziej skomplikowane niz poprzednio, rowniez
wynik mniej zachecajacy:

R 1-3 1.3.5
(5) arcsin x = x+ 5 X+ A x¥+ ST RO e ]
T Po podstawieniu x = 1:
2z 1 1 1-3 1-3-5
Ve salt e e e BT Y R

Ten szereg nie jest wcale zbiezny szybciej niz szereg (4). W polaczeniu ze skomplikowana postacia
jego skladnikow powoduje to, ze do naszego celu jest on jeszcze mniej dogodny.

= Interesujace jest natomiast samo przedstawienie funkcji arcus sinus w formie sumy szeregu
potegowego (5). :
Gdy juz mowa o funkgji arcus sinus, nadmieniamy tu, ze w metodzie doswxadczalno-
probabilistycznej, opisanej na poczatku, wspomniana wartos¢ prawdopodobienstwa 1 —2/x jest
wynikiem obliczenia catki

7

1
S arc sin x dx.
]

a|m

Czytelnicy znajacy troche technike catkowania moga bez trudu sprawdzic, ze calka ta istotnie
rowna jest 1—2/mw. Wszystkim natomiast proponujemy zastanowienie sig, dlaczego badane
prawdopodobienstwo wyraza si¢ taka wla$nie calka. A za miesiac pokazemy rozne inne ladne

il
=7 wzory, w ktérych wystepuje magiczna liczba 7.
Zadania :
Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI
M 226. Uzasadnic¢ nastgpujacy sposob poprawiania przybhzone; wartosci x plerwmstka
kwadratowego z liczby a wigkszej od jednodci:
: a a—x?
x' = x+A[2-A*/8x, gdzied=——x=
X 5
Rozwiazanie na str. 16.
M 227. Siatke linii rownoleglych o stalych odstepach a nalozono na krzywa na plaszczyZnie
i policzono liczbg przecigé krzywej z prostymi siatki. Operacje powtdrzono szesciokrotnie,
obracajac siatke za kazdym razem o 30°. Wykazac, ze laczna liczba przecigé jest w przyblizeniu
proporcjonalna do dlugosci krzywej i znalezé wspolczynnik proporcjonalnosci.
D Rozwiazanie na str. 16
\[# S M 228. Na prostokat ABCD nakladamy siatke hiperbol rownoosiowych xy = n tak, aby jego
boki AB i AC padly na asymptoty (osie x i y).
\ Jak wykorzysta¢ ten ,,przyrzad” do mierzenia pola trojkata?
[ sl e “\_ Rozwigzanie na str. 6

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 77. Dwie rownolegle plyty zanurzono pionowo do polowy

(a) w cieczy zwilzajgcej material obu plyt,

(b) w cieczy nie zwilzajacej zadnej z plyt oraz

(c) w cieczy zwilzajacej jedna i nie zwilzajacej drugiej plyty.

Jaki bedzie kierunek sit dzialajgcych miedzy plytami w kazdej z opisanych sytuacji?
n liczbg konstruowalng? - Rozwiazanie na str. 7,

£




Tablice wspdlczynnikéw ukladu réwnan

Gy X+ 233X+ ... +Aypxn = by,
831X, +822%3F ... +Az0Xn = bz,

Ani X1+ apaXa+ ... +appxy = by

- mazywamy jego macierzg, a uklad taki

zapisujemy skrétowo: 4x = b. W teorii

ukladéw rownar liniowych dowodzi sig, Ze

warunkiem rozwigzalnosci powyiszego
ukiadu jest, by wyznacznik jego macierzy
byl réiny od zera,

Autor uaywa w artykule slowa , .laczyc"
w bliczaé”, Choé méwia tak
i pisza chyba wszyscy matematycy, jest to
pewne wykroczenie przeciwko regutom

_ polszczyzny.

Z1ozonos¢ obliczeniowa algorytmow

Doc. dr Antoni KRECZMAR

Jednym z glownych nurtéw rozwoju wspolczesnej informatyki jest dazenie do konstruowania
coraz lepszych algorytméw. Kiedy méwimy, ze jeden algorytm jest lepszy od drugiego, mamy na
mysli pewna ich wlasno$¢. Moze to na przyklad dotyczy¢ wiekszej precyzji otrzymywanych
wynikéw albo mniejszej liczby zmiennych pomocniczych potrzebnych do przechowywania
wynikéw posrednich, czyli mniejszego obciazenia pamieci komputera. A moze uznamy, ze dany
algorytm jest lepszy, poniewaz jest bardziej uniwersalny lub dlatego, ze jego sformulowanie jest
bardziej zwigzle i czytelne? Kazda z powyzej wymienionych wlasno$ci moze by¢ dokladnie
sformulowana, a nastgpnie uzywana jako miara jakoéci algorytmu. Niemniej jest pewna wlasnoéé
algorytméw, ktorej $wiatowa literatura informatyczna od ponad 10 lat po$wigca najwiccej uwagi.
Jest to mianowicie czas wykonania algorytmu.

W latach trzydziestych naszego stulecia matematycy zajmujacy si¢ podstawami matematyki
rozwigzali wiele problemow dotyczacych teorii algorytméw. Gléwnym pytaniem jakie sobie
stawiali, a nastepnie starali si¢ rozwigzaé, bylo pytanie o istnienie algorytmu dla danego zadania.
Klasyfikowano wowczas zadania na dwie grupy. Pierwsza tworzyly zadania rozstrzygalne, to
znaczy te, dla ktorych istnieje algorytm, druga — zadania nierozstrzygalne, dla ktorych algorytm
nie istnieje.

Zadania rozstrzygalne nie wzbudzaly wielkiego zainteresowania. Jezeli stwierdzono, ze jaki§
problem jest rozstrzygalny, swiadczylo to o jego malym stopniu skomplikowania. C6z bowiem
moglo byc¢ interesujacego na przyklad w rachunku zdan? Przeciez rachunek zdan jest rozstrzygalny,
co wigcej algorytm sprawdzania, czy dana formutla rachunku zdan jest spelnialna, jest bardzo
prosty. Wystarczy bowiem dla wszystkich zmiennych wystepujacych w takiej formule podstawié
na wszelkie mozliwe sposoby wartosci logiczne ,,prawda” i ,,falsz” i sprawdzaé, czy dla takich
podstawien wartoécia formuly bedzie ,,prawda”. Jezeli formuta jest speinialna, to na takie
podstawienie trafimy. Poniewaz zas$ takich réznych podstawien jest skoficzona ilosé, to po
skoficzonej liczbie krokéw poznamy odpowiedZ na zadane pytanie. Nikt nie miat jednak wéwczas
zamiaru stosowac¢ takich algorytméw dla bardzo skomplikowanych formut, na przyklad o 100
zmiennych.

Burzliwy rozwdj technologii w latach szesédziesiatych i siedemdziesiatych pozwolit na

zbudowanie komputeré6w o olbrzymich pamigciach i niestychanie szybko liczacych procesorach.
To wspaniale narzedzie daje mozliwo$¢ wykonywania algorytmoéw dla bardzo duzych zadan.

Ale kwestia wyboru algorytmu nie jest juz teraz obojetna, tak jak to bylo wtedy, gdy stosowalnoéé
algorytmu miata sens li tylko teoretyczny. Chcemy bowiem, by nasz algorytm by} jak najlepszy.

I okazalo sig, ze kluczowa wiasnoscia, ktéra ma wielki wplyw na zakres wykorzystania algorytmu,
jest jego czas dzialania,

U zarania epoki komputeréw wydawalo sie, ze wszystko, co jest rozstrzygalne, bedzie mogl

w przyszlosci wykona¢ komputer. Ale niestety praktyka ostatnich dwudziestu lat dowodzi

czego$ innego. S3 bowiem problemy rozstrzygalne, ktérych nawet najszybszy komputer nie moze
w rozsadnym czasie rozwigza¢. Dlaczego tak jest i na czym w!asc:wxc polega to ograniczenie?
Przedstawmy sprawe bardziej precyzyjnie.

Mozemy powiedzieé, ze to, co chcemy liczy¢, jest opisane pewna funkcja f:D — W ze zbioru
danych D w zbior wynikéw W. Na przyklad dla rachunku zdarn zbiorem danych jest zbiér
wszystkich formut zdaniowych, natomiast zbiorem wynikow jest dwuelementowy zbiér wartosci
logicznych ,,prawda” i, falsz”. Dla danej formuly a, f(2) = ,,prawda” wtedy i tylko wtedy, gdy
formutla « jest spelnialna.

Rozwazmy jeszcze dla przykladu kluczowy problem algebry liniowej, tj. rozwiazywanie ukladu
rownan liniowych. Zadanie to polega na znalezieniu wektora rozwigzan x = [x;,j = 1,

ukladu postaci 4x = b, gdzie 4 jest macierza kwadratowa 4 = [ay)), i,j =1, ..., n, a b jest
wektorem wyrazéw wolnych b = [b)], j = 1, ..., n. Zakladamy ponadto, ze 4 jest macierza
nieosobliwg, zatem uklad réwnan, zgodnie z twierdzeniem Cramera, ma jednoznaczne rozwiazanie.
Przygladajac si¢ uwaznie temu zadaniu mozemy stwierdzi¢, ze dane dla takiego zadania stanowia:
liczba rownani, wartosci elementow macierzy A oraz wartosci elementéw wektora b, Zbiorem
wynikow sa wektory x. Funkcja, ktora chcemy liczyé jest okreslona nastepujaco:

f(n, A, b) = x wtedy i tylko wtedy, gdy Ax = b.

Jezeli f jest funkcja, ktora cheemy liczyé na komputerze, to musimy znalez¢ algorytm 4! ja
liczacy. Algorytm A/ musi dla danego elementu d ze zbioru D policzy¢ warto$¢ w ze zbioru W
taka, ze f(d) = w. Zakladamy przy tym, ze algorytm ten jest jednorodny, to znaczy jeden dla
calej funkgcji /, a nie oddzielnie dobierany dla réznych danych d. Aby dla danej d algorytm A/
wyliczyt wynik w, musi on wykonaé pewna liczbe operacji elementarnych. Sam rodzaj takich
operacji moze zaleze¢ od tego, jakie f liczymy. Dla rachunku zdan chodzi tu o operacje logiczne,
a dla ukladu réwnan liniowych beda to operacje arytmetyczne.



Jak obliczy¢ y'n?
Na przyklad tak.
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Rozwigzanie zadania M 228.
Przyldimy siatke tak, jak na rys. 1,
ioznaczmy na niej polozenie wierzchotka C.

Rys. 1

Jezeli teraz przesuniemy ja tak, jak to
wskazuje rys. 2, to wierzcholek A znajdzie
sig na hiperboli o réwnaniu xy = 2S4nc.

Tak wigc (2+1/3) J& <n<(Y6+y2) ;!,

czyli 3,‘1"3—r <n< 3,8'?—';. nx —3'—8- 2l

a a a
Gdy teraz bedziemy przyblizaé krzywa
lameznymi otrzymamy analogiczng zaleznosé
dla dtugosci krzywej.
Uwaga: Oméwilismy w tym zadaniu dziatanie
tzw, longimetru Steinhausa opisanego w jego
ksiazce ,,Kalejdoskop Matematyczny''.

Ustaliwszy, jakie elementarne operacje wykonuje algorytm A/ mozemy okresli¢ koszt czasowy
wykonania algorytmu 4/ dla danej d. Bedzie to liczba wykonanych przez algorytm Al
elementarnych operacji dla danej d. Tak rozumiany koszt oznaczymy przez c(A4I(d)).

Okreslamy teraz rozmiar danej z rozwazanego przez nas zbioru danych D. Na przyklad dla
rachunku zdan, za rozmiar danej mozemy przyjac¢ dlugo$¢ formuly, a dla ukladu rownan liniowych
moze to by¢ liczba réwnan. Rozmiar danej jest zawsze liczbg naturalng. Bedziemy ja oznaczaé

dla danej d w nastepujacy sposob: |d|.

Definiujemy koszt czasowy dzialania algorytmu dla danych dlugosci n jako

T(n) = max{c(Ald)):deD i |d| = n).

A wiec jako globalny koszt algorytmu dla danych rozmiaru n bierzemy maksimum kosztow
wykonania algorytmu dla wszystkich danych tego rozmiaru.

Zalozmy, ze funkcja f jest wszgdzie okreslona i ze algorytm A/ dla kazdych danych 4 wykonuje
skoriczona liczbe krokéw. Wowczas c(4l(d)) < + co. Jezeli ponadto dla rozmiaru n zbiér
danych tego rozmiaru jest skoficzony albo c(A41(d)) zalezy tylko od n, to T(n) < + 0. Dla
zadania spelnialnosci rachunku zdan mamy ten pierwszy przypadek, gdyz liczba roznych formut
dlugosci n jest skoniczona. Dla ukladu rownan liniowych mozemy przyjac, ze czas dzialania
algorytmu nie zalezy od wielkosci wspolczynnikow wystepujacych w tych rownaniach, tylko od
liczby tych rownan. Zatem zachodzi ten drugi przypadek.

Jezeli juz wszystko mamy ustalone, to znaczy algorytm, operacje elementarne, ktore wliczamy

do kosztu algorytmu i rozmiar danych, to mozemy precyzyjnie bada¢ wlasnosci funkcji kosztu T.
Ale wlasnoécia, ktora nas najbardziej interesuje, jest szybko$¢ wzrostu tej funkcji. Im bowiem
szybciej ta funkcja roénie, tym wolniej dziala nasz algorytm. I tym, co gra tu najwazniejsza role
jest rzad wielkosci tej funkcji, a nie dokladne wspolczynniki. Jezeli T jest rzedu n, to znaczy, ze od
pewnego miejsca koszt algorytmu zachowuje si¢ zawsze jak funkcja liniowa i bez wzgledu na to,
na jakim komputerze zaprogramujemy ten algorytm, to bedzie sie¢ on w sensie czasu dzialania
zachowywat jak funkcja liniowa. Natomiast jezeli T jest rzedu 2", to czas ten bedzie si¢
zachowywal jak funkcja wykladnicza zmiennej n. Spojrzmy na ponizsza tabele:

Algorytm rzad T maksymalny rozmiar zadania, maksymalny rozmiar zadania
ktore komputer moze policzy¢ po dziesigciokrotnym przyspie-
w czasie 1 godziny szeniu komputera
A n 51 B 10s;
A, nlg,n 52 2 105,
A a n? 83 ~ 3,16 83
As n? 54 a 2155,
As 2 Ss ~ 5s5s+3,3

Ostatnia kolumna tej tabeli wskazuje, jak wielki wplyw na rozmiar zadania, ktére w okreslonym
czasie danym nam do dyspozycji chcemy rozwiaza¢, ma rzad funkcji 7. Jezeli uda si¢ nam
znalez¢ algorytm, ktorego rzad kosztu bedzie-mniejszy, da to znacznie wigksze przyspieszenie
obliczen, niz wielokrotne nawet przyspieszenie dzialania komputera. Konstruowanie zatem coraz
szybszych algorytmow jest bardzo waznym zadaniem stojacym przed wspoélczesna informatyks.
Ponadto w sposob naturalny pojawiaja si¢ takze ciekawe pytania teoretyczne. Czy dla danego
zadania okres$lonego funkcja f istnieje algorytm optymalny, to znaczy taki, ktérego koszt T ma
najmniejszy rzad? Koszt tego optymalnego algorytmu, o ile istnieje, nazywamy kosztem zadania.
Poszukiwanie kosztu zadania polega najczgéciej na konstruowaniu coraz lepszych algorytmow,
czyli na tak zwanym poprawianiu oszacowania gornego, oraz na wykazywaniu, ze kazdy algorytm
rozwiazujacy to zadanie musi mie¢ dostatecznie duzy koszt, czyli na poprawieniu oszacowania
dolnego. Jezeli oszacowanie gorne i dolne spotkaja sie, oznacza to, ze znaleziony zostal koszt
zadania, ale jak dotad dla niewielu zadan udalo si¢ taki koszt znaleZ¢.

Przedstawimy teraz analize kosztu zadania na przykladzie dwoch problemow, o ktorych
wspominali$my juz poprzednio. Zajmiemy si¢ najpierw zadaniem rozwigzywania ukladow
rownari liniowych. Poniewaz wykazano, ze koszt tego zadania jest rowny kosztowi mnozenia
dwéch macierzy kwadratowych przedstawimy, jak wyglada stan badan nad tym drugim zadaniem.
Majac dane dwie macierze 4 = [ayl,i,j=1,...,noraz B = [bul,j, k = 1, ..., nich iloczyn

n

okreslamy jako macierz C = [cu] (i, k = 1, ..., n) gdzie cix = 2‘1 ayy-by. Mozemy zatem
 d

wyliczyé¢ C wykonujac (dla kazdego i, k = 1, ..., n) n mnozen oraz n— 1 dodawarn. Razem n*
mnozen oraz n® —n* dodawan. Mozemy wigc powiedzie¢, ze koszt bezposredniego algorytmu
jest rzedu n3, Przez wiele lat sadzono, ze jest to algorytm najszybszy, probowano nawet tego
dowodzi¢.



Eliminacja Gaussa to najbardziej popularny
i znany kazdemu algorytm rozwigzywania
ukladéw réwnan liniowych. Polega on na
2 s et adamch

zglgdem innych z ktéregokolwi
podstawieniu do p
nastepnej niewiadome;j itd. Koszt tego
algorytmu jest rzgdu n?.
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Rozwigzanie zadania F 77.
Ciénienie w powietrzu oraz w cieczy na jej
poziomej powierzchni jest réwne ciénieniu
atmosferycznemu p. W zwigzku z tym
ci§nienie wywierane na zanurzong czesé plyty
przez ciecz tworzgcg menisk wklesly jest
mniejsze od cisnienia atmosferycznego, zas
przez ciecz tworzaca menisk wypukly musi
byé wigk od cisnienia atmosfery ]
Dazigki zjawisku wloskowatoéci nie ma

v agi cis j na
zewngtrzne i wewnetrzne plaszczyzny plyt.
Widaé to latwo na rysunku, ktd li:
przekonuje, e plyty w przypadku (a) i (b)
przyciagaja si¢, podczas gdy w przypadku (€)
odpychaja.

sk daink h
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W 1969 roku V. Strassen opublikowat krétka prace pod tytutem ,,Eliminacja Gaussa
nie jest optymalna™, V. Strassen zauwazyl, jak mozna pomnozy¢ dwie kwadratowe macierze
2 na 2 uzywajac mniej niz 8 mnozef. WprowadZmy oznaczenia:

a b e g
= B= A‘B= .
- [cd [eﬂ [ru]

Stosujac zwykle mnozenie liczymy wedlug wzorow:

r=a‘et+b-g s=a f+b'h t=cretd g u=c-f+d-h

co wymaga 8 mnozefi i 4 dodawan.

Wykonajmy teraz te obliczenia sposobem na pozér bardzo dziwacznym. Najpierw policzymy
7 nastepujacych wyrazen:
Py = (a+d)(e+h) ps=(ct+d)e ps=a(f-h)
ps = (@+bh ps = (c—a)(e+f)
a nastepnie liczymy iloczyn wedlug Wzoréw:

ps=d(g—e)
pr = (b—d)(g+h)

r=p1+ps—ps+pr t=p2+ps S=pstps U=p,+ps—p2+pi.

Latwo sprawdzamy poprawno$é powyzszych wzor6w. Nastepnie zauwaizmy, ze ten sposéb

liczenia wymaga tylko 7 mnozen, cho¢ az 18 operacji addytywnych (tzn. dodawan lub odejmowarn).
Co wiecej, przy wskazywaniu poprawnoéci tych wzoréw nie postugiwaliémy si¢ przemiennoscia
mnozenia (co nasz uwazny Czytelnik z latwoscia dostrzeze). Zatem a, b, c, d, e, f, g, h, moga

by¢é macierzami kwadratowymi tych samych wymiarow i powyzsze wzory beda w dalszym ciagu
poprawne. Jezeli mnozenie kosztuje tyle samo co dodawanie, to oczywiscie pomnozenie dwoch
macierzy 2 na 2 metoda Strassena nie daje zysku, wrecz strat¢. Ale przeciez mnozenie dwoch
macierzy jest znacznie bardziej kosztowne niz ich dodawanie lub odejmowanie. Zat6zmy wiegc,

7e dwie dane macierze 4 i B sa wymiaru 2* na 2* i potraktujemy je jako macierze 2 na 2,

gdzie a, b, ¢, d, e, f, g, h sa podmacierzami o wymiarach 2%~ na 2*-!. Sprowadzamy teraz
rekurencyjnie zadanie pomnozenia 4 przez B do zadania pomnozenia 7 razy macierzy

o wymiarach dwa razy mniejszych oraz do wykonania 18 operacji addytywnych na tych
podmacierzach. Koszt takiego algorytmu bedzie wyrazal si¢ nastepujagcym wzorem rekurencyjnym:

T =1 TEC% =17-T(Q2"-1)+18.2%-2

Wykazujemy latwo przez indukcje, ze T(2%) = 7*+'—6-4*. Zatem dlan = 2* T(n) = Tx

x 71827 — 6n?, czyli T(n) jest rzedu n'#27. Mozna tak zmodyfikowaé ten algorytm, aby w tym
samym (co do rzedu) czasie wykonywal mnozenie macierzy kwadratowych dowolnych wymiarow,
niekoniecznie 2*. Ale lg,7 rowna si¢ okoto 2,81 czyli algorytm Strassena wyprzedza zwykly
algorytm, ktéry jest rzedu n>.

Zastosowanie chwytu Strassena z mnozeniem macierzy o matych wymiarach starano si¢ w dalszym
ciggu wykorzysta¢. Dla macierzy 2 na 2 mniej niz 7 mnozen uzyska¢ si¢ nie da (wykazano to na
poczatku lat siedemdziesiatych). S. Winogradowi udalo si¢ natomiast poprawi¢ liczbe operacji
addytywnych, mianowicie zredukowat ja do 15. Moze ktéremus Czytelnikowi uda sie znalezé
rozwigzanie Winograda, ale uprzedzam, ze zadanie jest trudne. Na tym sprawa utknela i przez
prawie 10 lat nie bylo nowych istotnych wynikéw. Wydawalo sig nawet, ze algorytm Strassena
jest optymalny i koszt zadania jest rzedu n'#27, Dopiero w 1978 roku V. Pan opublikowat prace
pod tytulem ,,Algorytm Strassena nie jest optymalny”. V. Pan znalazl algorytm dzialajacy

w czasie rzedu n*>'7°, W rok podzniej grupa czterech matematykoéw z Pizy zaatakowala problem

w trochg inny sposéb niz Strassen i Pan (praca V. Pan’a opierala si¢ na podobnej zasadzie co
algorytm Strassena) i stosujac metody aproksymacyjne uzyskali rzad n*77°°, 83 takze i nowsze
wyniki, jeszcze nie opublikowane (podobno A. Schénhage skonstruowat algorytm, ktorego koszt
jest prawie rzedu n**%).

Ale jak dotad nie znamy kosztu zadania mnozenia dwu macierzy. Jedyne znane dolne oszacowanie
wynosi n%, gdyz tyle informacji przynosza same dane, zatem niemozliwe jest pomnozenie dwu
macierzy w mniejszej liczbie operacji arytmetycznych.

Z problemem spelnialnosci formut rachunku zdan sytuacja jest jeszcze bardziej skomplikowana.
Bezposredni algorytm, o ktérym wspomnialem na poczatku jest bardzo kosztowny. Wymaga on
bowiem wykonania obliczefi w koszcie rzedu 2". Co wigcej, nie znamy do dzi§ zadnego
algorytmu rozwiazujacego to zadanie w koszcie wielomianowym, to znaczy rzedu n* dla pewnej
stalej k. Znalezienie takiego algorytmu lub udowodnienie, ze go nie ma jest centralnym

otwartym problemem zlozonosci obliczeniowej. Mogloby si¢ wydawac, ze jego znaczenie jest
niewielkie, gdyz dotyczy dziedziny bardzo specyficznej, jaka jest rachunek zdan. Otoz, niestety,
okazuje sig, ze olbrzymia wigkszo$¢ zadan z zakresu programowania dyskretnego, kombinatoryki,
optymalizacji, teorii.graféw itp. moze by¢ sprowadzona do problemu spelnialnosci rachunku
zdan. Dolne oszacowanie kosztu tego zadania wynosi n. Jak wida¢ pomigdzy n i 2" jest wielka
luka, znacznie wieksza niz pomiedzy n® i n**%. Dla rownan liniowych algorytm eliminacji Gaussa
jest catkiem zadowalajacy, dla rachunku zdan nie znamy takiego zadowalajacego algorytmu.
Zatem i tego zadania, i do niego podobnych, wspomnianych powyzej, nie da si¢ w ogéle
rozwigzywaé na komputerach, chyba ze rozmiary danych sa bardzo male.

7



1 ‘ . . Definicja: Punktem widzenia nazywamy produkt przejicia granicznego, w ktérym horyzont
Pr omi €nio wanic zaweza si¢ coraz bardziej, coraz bardziej, az wreszcie...
Stalo sig¢ to dzi$ rano. Borykajac si¢ jak co dzien z przerastajacym moje sily zadaniem wypedzenia
elektl' om agn etYCZ* z glowy resztek snu, doznalem nagle ol$nienia. Caly chaos zagadnien, probleméw i problemikow
Z ; zwigzanych z pojeciem fal elektromagnetycznych skupil si¢ w jeden punkt: oscylator harmoniczny.
ne. pun kt Wldzeﬂla Chwila namystu upewnita mnie, ze w powstalej sytuacji musze pisa¢ o wykrywaniu czyli detekcji
promieniowania elektromagnetycznego, malo tego, nawet w tej waskiej dziedzinie wybraé
zagadnienie selektywnosci wykrywania czyli umiejetnosci okreslania, z jaka czestoscia

Dr Jan A. GAJ promieniowania mamy do czynienia. W dodatku dokonalem (nie zdradZ mnie, Czytelniku)
2 czysto tendencyjnego wyboru metod detekgji, ktore dostarcza poparcia moim wypaczonym
nogladom.
i Praktycznych metod detekcji promieniowania wybdr tendencyjny
i , ‘ 1. Fale radiowe (1 m—10*m)

| | Sercem odbiornika radiowego jest obwod rezonansowy, skladajacy sig¢ w swoim klasycznym
| wydaniu z kondensatora C i cewki indukcyjnej L. W obwodzie tym ladunek elektryczny po

|
L5 iu bedzi - o
\_fhmh“\ jednorazowym pobudzeniu bedzie drgac z czgstoscia wlasng f, 2:r|/LC :

Zmieniajac parametry obwodu rezonansowego — najczeéciej pojemnos¢ kondensatora —
dostrajamy si¢ do zadanej stacji. Odmiana obwodu rezonansowego jest rezonator kwarcowy':
krysztal kwarcu ma okreslona przez swoje parametry mechaniczne czgstos¢ drgan wlasnych.
Drgajac wytwarza on napiecie elektryczne dzigki efektowi piezoelektrycznemu i odwrotnie:
przykladajac zmienne napigcie o czgstosci jego drgan whasnych do nalozonych nafi metalowych
elektrod mozna go pobudzi¢ do drgan. Dzigki temu krysztal kwarcu moze stuzy¢ jako element
selektywny w odbiorniku. Wadg jego jest znikoma mozliwo$¢ przestrajania czyli zmiany
czestosci wlasnej.

2. Mikrofale (1073—1m)
Uzywa sie tu rOwniez obwodow rezonansowych, wprawdzie o innym wygladzie, ale tej samej

1% zasadzie dzialania, co klasyczny obwdd LC. Cheialbym jednak zatrzymad si¢ na niezwykle
krysztat kwarcu ciekawym przykladzie, jakim jest maser amoniakalny. Role rezonatora spefniajg w nim czasteczki
amoniaku, Maja one symetrie trojkatng z trzema atomami wodoru w narozach trojkata
rownobocznego i atomem azotu... wlasnie: troche nad, czy troche pod plaszczyzng trojkata?

N Zalezy, jak czasteczke odwrocimy — odpowiesz z pewnoscig. Niezupelnie, poniewaz — i tu
@ = 4“ tak ,,,H widaé dziw mechaniki kwantowej — atom azotu jest zarazem nad i pod plaszczyzna trojkata.
H S = / czy .H: e e Scislej — jest tam i tu z réwnym prawdopodobienstwem. Praktycznie wygodnie to sobie
t;k* -, ey wyobrazié, Ze rozmyta chmura materii atomu azotu rozciaga si¢ jak na rysunku, troch¢ nad
N i troche pod plaszczyzna utworzona przez wodory. Okazuje si¢ — tu musisz mi, Czytelniku,

po prostu uwierzy¢ — ze ta chmura ma dwa stany réwnowagi: w jednym (a) w obszarze migdzy
atomami wodoru nie ma ani troche atomu azotu, w drugim stanie (b) chmura atomu azotu
wtlacza si¢ miedzy atomy wodoru, do czego, jak latwo uwierzy¢, potrzebna jest pewna praca,
a wiec energia stanu b jest nieco wyzsza niz energia stanu a. Przy przejsciu czasteczki ze stanu a
do b lub odwrotnie, tadunek jadra i elektronéw atomu azotu, a wlasciwie calej czasteczki,
wykonuje drgania ze §cisle okreslona czgstoscia wlasna f, = 2,39-10'° Hz. Juz widzisz
rezonansowy charakter takiego tworu? Ale najciekawsze jeszcze przed nami. Jezeli fala
elektromagnetyczna o czestosci f; pada na czasteczke w stanie a (ktory nazywamy podstawowym),
bedzie ona pochlaniana przekazujac swoja energie czasteczce w procesie absorpcji. Jesli fala pada
na czasteczke w stanie b, rowniez pobudzi ja do drgan, ale wtedy drgajacy fadunek bgdzie sam
wysylal fale w zgodnej fazie z falg pobudzajaca i oddawat jej energie przechodzac do stanu a.
My e s Ten proces nazywamy emisja wymuszong. Alez to wspanialy rezonator — .powiesz. Wystarczy

gig_:':_—_:{;f'(xﬁii wybra¢ z amoniaku wszystkie czasteczki w stanie b i pusci¢ na nie fale elektromagnetyczne,

e a amoniak wzmocni tylko te, ktore maja czgsto$¢ jego drgan wlasnych. Dokladnie na tym polega
maser. Jego nazwa jest skrotem terminu angielskiego Microwave Amplification by Stimulated
Emission of Radiation — wzmocnienie mikrofal przez wymuszona emisj¢ promieniowania.
Wydzielenie czasteczek w stanie b odbywa sig przez przepuszczenie strumienia pary amoniaku przez
silne niejednorodne pole elektryczne. .

3. Swiatlo widzialne (4-100"m-8.10"" m)
Jak $wietnie wiemy, wydzielenie promieniowania o jakiej$ czestodci z pelnego widma $wiatla
bialego moze by¢ wykonane za pomoca pryzmatu. Istota dzialania pryzmatu polega na tym,

ze wspolczynnik zalamania szkla jest rozny dla roznych czestoscei fali $wietlnej. Oznacza to, ze

tak (a) tukt b)

“*CZT,E:Q“_?,_‘ szklo reaguje silniej na jedne fale (fioletowe, o wigkszej czgstosci) niz na inne (czerwone,
"“‘*»9{9_13,9 o nizszej czestosci). Latwo to sobie wytlumaczy¢ traktujac zbior atoméw szkla jako oscylatory

o czestoSci wyzszej niz czesto$¢ $wiatla widzialnego — gdzie$ w nadfiolecie. Czestos¢ $wiatla
fioletowego jest blizsza czestosci wlasnej niz czestos¢ swiatla czerwonego — stad roznie
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pobudzaja one atomy szkla i roznie zalamujg si¢ w pryzmacie. Nawiasem moéwiac, nadfiolet

jest rzeczywiscie silnie pochlaniany przez szklo. Niestety jednak nie dla jednej wybranej czgstoéci,
ale w szerokim obszarze widmowym. Lepiej wigc traktowaé szklo jako zbior oscylatorow

o réznych czestoéciach wlasnych w obszarze nadfioletu, co w niczym nie umniejsza stusznosci
poprzedniego rozumowania.

4. Promienie y {.:—=10=1%n)

A gdzie tu oscylator? Oczywiscie w jadrze atomowym. Zawiera ono czastki: neutrony i protony
$ci$niete poteznymi sitami jadrowymi do obszaru o rozmiarach rzedu 10~ cm a wigc 10° razy
mniejszych od rozmiaréw atomu. Tak wielkim silom wiazacym odpowiadajg bardzo wielkie
czestosci wlasne drgan materii jadrowej. Obecnosé natadowanych protonow w jadrze zapewnia
mozliwos¢ pobudzania tych drgan fala elektromagnetyczng. Jezeli wigc znajdujemy pierwiastek

a scislej izotop, ktory pochlania badane promieniowanie p, wiemy ze czgsto$¢ tego promieniowania
jest rowna czestosci drgan wlasnych jader izotopu.

Oscylator harmoniczny czyli teoria ci wszystko wyjasni

Przykladem oscylatora harmonicznego jest kulka zawieszona na sprezynie. Jezeli wychylimy
kulke o odcinek x od polozenia rownowagi, postuszna prawu Hooke'a sprezyna zadziala na nig
sitg F proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie do niego skierowana

F = —kx.
Sila ta nada kulce przyspieszenie a zgodnie z II zasada dynamiki Newtona:
RS k
a=—=——2ux
m m

Poniewaz przyspieszenie jest pochodna predkosci wzgledem czasu a ta z kolei pochodna
polozenia (tu wychylenia) wzgledem czasu, zapisujac przyspieszenie w formie drugiej pochodnej
otrzymujemy zaleznos¢:
d*x k
—_—= - 1)
de2 m (

Powyzsze rownanie jak wiadomo, opisuje ruch harmoniczny

x(t) = AsinQafor), gdzie fo = %]/ <.

W naszym przykladzie mamy do czynienia z oscylacjami wychylenia x. Przez oscylator
harmoniczny bedziemy rozumieli ogélnie twor, w ktoérym jakas§ wielkos¢ x spetnia rownanie (1),
to znaczy jej druga pochodna wzgledem czasu jest proporcjonalna do niej samej z ujemnym
wspolczynnikiem. Ogdlne, wyprowadzone z rownania (1), wlasnosci oscylatora nie zaleza od
tego, czy jest to kulka na sprezynie, wahadlo czy elektryczny obwod drgajacy. Dla tego
ostatniego, jak mozna znaleZ¢ w podrecznikach, odpowiednie rownanie ma postac:

d2u 1 U

e i
a wiec drga w tym przypadku napiecie na obwodzie (polaczonych rownolegle cewce
i kondensatorze).
Najbardziej nas bedzie ciekawi¢

Reakcja oscylatora na zaburzenie
Zaburzeniem dla oscylatora mechanicznego jest sita, dla elektrycznego napigcie. Ogolnie —
czlon zalezny od czasu, ktory dodajemy do (uméwmy si¢) prawej strony rownania (1):
d?x
dr?
Bedziemy rozwazaé zaburzenie F o sinusoidalnej zaleznosci od czasu ale z dowolna czgstoscia f:
F(t) = Bsin2xnft.
Musimy oczywiscie rozwazy¢ dwa przypadki:

= —4n?fix+F(1). (¥))]

1. Pobudzenie rezonansowe f = f;.

Rownanie (2), jak fatwo sprawdzi¢ przez dwukrotne zrézniczkowanie i podstawienie, ma wtedy
rozwigzanie

B
x(t) = — ——1cos 2nfut.
() yera fo
Sa to drgania podobne do harmonicznych z czestoscia wlasna, ale o rosngcej proporcjonalnie
do czasu amplitudzie. Widac¢ wigc, ze przy pobudzeniu rezonansowym zmieniamy amplitude,

a wiec energie drgan oscylatora, zatem (jezeli w chwili poczatkowej byl w spoczynku) wykonujemy
nad nim prace.



2. Pobudzenie poza rezonansem f # f,.
Prosze Cie, Czytelniku o sprawdzenie przez rézniczkowanie, ze tym razem rozwigzaniem jest
funkcja

B
~x(t) = ————=—sin2xaft.
o A (f5—f?) f
Opisuje ona drgania o cz¢stosci zaburzenia z amplituda A4 stala w czasie, ale zalezna od czestosci
zaburzenia f: ;
B
(i
Wazne sg tu dwa wnioski:
1. Przy zblizaniu si¢ do rezonansu (f— f,) amplituda drgan wymuszonych nieograniczenie
rosnie. Innymi slowy, reakcja oscylatora na zaburzenie zewnetrzne bedzie tym silniejsza, im
blizsza rezonansu bedzie czestos¢ zaburzenia f.
2. Sila zaburzajaca nie wykonuje pracy (amplituda oscylatora, a wigc i jego energia drgan,
jest stala).
Wynika stad, ze jesli czynnikiem zaburzajacym ma by¢ fala elektromagnetyczna, to jej energia
nie bedzie pochlaniana poza rezonansem.

Przeczytale$ wiec troche o praktyce i trochg o teorii. Poréwnale$ jedno z drugim?

Moze zaprotestujesz: A gdzie siatka dyfrakcyjna, ugigcie promieni Roentgena na krysztalach,
licznik Geigera? Przeciez to wszystko nie da si¢ podciagna¢ pod prymitywny model oscylatora
harmonicznego! O niczym wigcej nie marze. Pomys$l i zaproponuj wlasny punkt widzenia. Jedno
zawsze pozostanie wspolne: detekcja fal elektromagnetycznych bedzie polegac na wprawieniu

w ruch fadunkoéw elektrycznych polem fali i obserwacji skutkéw tego ruchu — czy bedzie

to cieplo w termoelemencie, impuls z licznika Geigera czy glos z radioodbiornika.

Wiasnie o tym chcialbym jak najpowazniej Cie przekonaé: cho¢ dlugie fale radiowe na

pierwszy rzut oka roznia si¢ ogromnie od promieni y lub $wiatla, wszystko to sa czlonkowie

tej samej rodziny fal elektromagnetycznych.

Teleskopy nowej generacji

Mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Mozna powiedzie¢, ze w ciagu trzystu lat od wynalezienia lunety, jej mozliwosci byly wigksze
niz mozliwosci wyobrazni czlowieka. Za pomocg lunety dokonywano odkrywczych obserwacji,
ktore dopiero pdzniej ogarniano rozumem — budowano teorie i modele. Jednak w ciggu
ostatnich 50 lat wyobraznia cztowieka rozwingla skrzydia. Przestaly nam wystarcza¢ lunety

i male reflektory. Zaczeto budowac obserwatoria z teleskopami — gigantami, najpierw

zaczeto od 2,5 metrowego teleskopu na Mount Wilson, w latach czterdziestych uruchomiono

5 metrowy reflektor na Mount Palomar. Wydawalo sie, Ze jest to juz najwieksza mozliwa
konstrukcja, ze koszt kazdego wigkszego.instrumentu bedzie tak duzy, ze jego budowa bedzie
zupelnie nieoplacalna; wydawalo sig, ze trudnosci techniczne bedg nie do pokonania, ze wplyw
zaklocajgcy atmosfery jest juz ogromny, jednak w Zwiazku Radzieckim w ostatnich latach
uruchomiono jeszcze wigkszy teleskop — o Srednicy 6 m. O budowie jeszcze wigkszych luster
nikt juz nie mysli.

A wyobraznia nasza siegnela juz dawno do granic Wszechswiata, budujemy modele
kosmologiczne i chcemy je weryfikowac, siggajac coraz dalej, do coraz slabszych obiektow.
Musimy mieé jeszcze czulsze instrumenty. Sa dwa wyjscia — jednym sa nowe rozwigzania
techniczne, drugim — wyjscie w kosmos i ostateczne pozbycie si¢ zaklocajacych wplywow
atmosfery. Oba maja swoje dodatnie i ujemne strony. Wielki Teleskop Kosmiczny (Large Space
Telescope, ,,LST"") zostanie wystrzelony w 1983 lub 1984 roku, bedzie miat 2,4 metra $rednicy,
lecz dzigki brakowi atmusfery na orbicie oraz dzigki supernowoczesnemu oprzyrzadowaniu bedzie
skutecznie konkurowal z najwiekszymi, obecnie istniejacymi, teleskopami na Ziemi. Koszt
takiego przedsigwzigcia jest jednak tak ogromny, ze wystrzelenia nastgpnych na razie nikt nie
projektuje. A wigc pozostaja nowe rozwigzania naziemne.

Glownym problemem konstrukcyjnym jest sposob uniknigcia gigcia sie¢ ogromnego lustra i tubusu
w wyniku obroutu instrumentu. Zachowanie statosci ksztaltu zwierciadta o $rednicy np. 10 m

z dokladnoscia do ulamka dlugoéci fali $wietlnej jest technicznie niemozliwe przy zastosowaniu
znanych nam materialow. Moze wigc wybudowaé zamiast jednego 10 metrowego teleskopu —
cztery zsynchronizowane 5 metrowe zwierciadla — idea bardzo prosta i otwierajaca przed nami
wlaciwie nieograniczone mozliwosci. Rzeczywiscie w tym kierunku idzie wigkszoé¢ nowych
rozwigzan, '



Poligonem dla tego rodzaju pomystow jest budowany obecnie wielozwierciadlowy

teleskop na Mount Hopkins w Arizonie. Ma on szes¢ luster, kazde o srednicy 1,8 m. Zdolnos¢
zbierania $wiatla odpowiada¢ ma 4,5 metrowemu teleskopowi. Synchronizacja i ogniskowanie
calego systemu bedzie odbywac sie za pomoca laserow. Po rozwigzaniu trudnosci przystapimy
do budowy rzeczywiscie ogromnych teleskopow wielozwierciadlowych o mozliwosciach
odpowiadajacych lustrom o srednicy 25 m! Obecnie specjalisci z Kitt Peak National Observatory
opracowuja projekty przyszlych systemow.

Najdziwniejszym moze rozwiazaniem jest projekt tzw. obrotowego buta. Glowne

zwierciadto o powierzchni 1750 m? (!) bedzie sie sktadalo z systemu niezaleznie kontrolowanych
luster, kazde o $rednicy 1—2 m. Promien krzywizny uktadu ma by¢ ok. 50 m, szerokos¢ — 25 m,
diugo$¢ — 75 m. Swiatlo padajace na ,,but” bedzie ogniskowane i odbijane przez ruchome
wtorne zwierciadlo (o srednicy 3,2 m) w kierunku ukiadu detektorow.

Innym, bardziej konwencjonalnym rozwiazaniem jest projekt podobny do dzisiejszych
radioteleskopow. Wielka paraboidalna antena o $rednicy 25 m bedzie skladac si¢ z 1032
,,platkow”, z ktorych kazdy bedzie niezaleznie ogniskowany i kierowany. Odleglosc¢ ogniskowa
wyniesie 18,75 m, a w ognisku znajdzie si¢ male (0,5 m) elipsoidalne zwierciadlo kierujace
swiatlo, zebrane z calej tarczy, w strong urzadzenia odbierajacego promieniowanie. Caly
instrument znajdzie si¢ rowniez w ogromnej kopule.

Kolejny projekt to system kilkudziesigciu teleskopow, zupelnie niezaleznych, w oddzielnych
kopulach, sterowanych jednak przez jeden system i kierujacych zebrane $wiatlo do wspolnego
ogniska. Rozwazane sa trzy rozwiazania:

a) 108 teleskopow, kazdy o srednicy 2,4 m lub

b) 16 teleskopow, kazdy o $rednicy 6,25 m lub

c) kilka ukladow omowionych poprzednio.

Woreszcie ostatnig z rozwazanych propozycji jest rozwinigcie projektu juz istniejgcego teleskopu
Mount Hopkins. Jest to kilka lub kilkadziesiat luster przy czym polozenie kazdego z nich moze
by¢ korygowane w miarg potrzeb. Tu mysli si¢ nawet czasem o ogromnych zwierciadfach

np. ukiad 6 teleskopow, kazdy po 10,2 m srednicy.

Co bedzie mozna zobaczy¢ za pomoca opisanych wyzej teleskopéw nastepnego pokolenia
(,,NGT” — Next Generation Telescopes)? Przeglad kilku najciekawszych kandydatéw, od
ktorych obserwacji spodziewamy sig¢ najbardziej rewelacyjnych wynikow, rozpoczniemy od
obiektow najblizszych:
a) Planetoidy. Dotychczasowe obserwacje pokazuja, ze mozna podzieli¢ wszystkie planetoidy
ze wzgledu na sklad chemiczny, na dwie szerokie klasy — obiekty kamienne i weglowe. Podczas
gdy pierwsze z nich sa stosunkowo dobrze zbadane, to sposrod drugich — ktore sa wlasciwie
czarne — tylko najwigksze dostepne sa dotychczasowym teleskopom. Badania planetoid maja
ogromne znaczenie przy rozwazaniu problemu powstania ukladu stonecznego, poniewaz
pochodza one prawdopodobnie z weczesnego okresu kondensacji chmury pylowej w czasie
powstawania ukladu planetarnego. .
b) Wielkie planety. Nowy przyrzad pozwoli na dostrzezenie szczegotow wielkosci 1”7 tuku na
tarczach planet, oraz okreslenie predkosci wiatru w ich potgznych atmosferach z dokladnoscia
do 10 m/s, co pozwoli na rozwinigcie nowej galezi wiedzy — dynamiki atmosfer.
c) Najdalsze planety i ksi¢zyce. Za pomoca przyszlego teleskopu bgdzie mozna roztrzygnaé
problem istnienia atmosfery u Plutona oraz okresli¢ sktad chemiczny, rozklad ci$nienia
i temperatur w atmosferach dalekich planet i Tytana — najwiekszego ksiezyca Saturna.
d) Najstabsze gwiazdy. Biale karly i malo masywne, zimne czerwone karly typu M dotychczas
nie doczekaly sie¢ dokladnych obserwacji, teleskop nastgpnej generacji umozliwi nam upewnienie
sie, jak duzo jest w naszej okolicy tych najczesciej wystepujacych, bardzo starych gwiazd oraz
dokladne badania otoczek pylowych wokoét nich.
e) Badania spektrometryczne. Dzigki ogromnej powierzchni zwierciadel mozna bedzie
otrzymywac dobre widma 100-krotnie stabszych gwiazd niz dotychczas; bedzie to mialo duze
znaczenie dla rozwoju naszej wiedzy o polach magnetycznych gwiazd, skladzie chemicznym ich
atmosfer, predkosciach radialnych gwiazd i galaktyk.
f) Kwazary. Tu siggniemy chyba do ,,granic Wszechswiata™. Dzigki mozliwosci obserwacji
rowniez w podczerwieni bgdziemy mogli mierzy¢ i dokiadnie analizowa¢ duzo wigksze
,,przesunigcia ku czerwieni” niz dotychczas.
25 metrowy teleskop, wspolpracujacy z elektronicznymi detektorami nowej generacji bedzie mogt
,,siggnaé™ do gwiazd 27 wielkosci gwiazdowej. Mozliwe, ze przy pomocy tego systemu bedziemy
iz mogli odkry¢ bardziej bezposrednio niz dotychczas jasniejsze planety krazace wokot bliskich
P ‘
[T Nowy teleskop NGT, teléskop kosmiczny LST i najwicksze anteny radioteleskopow beda wyznaczaé
; U granice mozliwosci ,,nowoczesnych lunet” na najblizsze kilkadziesiat lat. Nie maja one juz szans
0 10 20 metraw : na dogonienie wyobrazni.

laboratorium
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Nowy przyrzad

Wprawdzie mozna si¢ zgodzi¢, Ze rys. 1 przedstawia
prostopadloscian, ale przyznacie chyba, Ze na rys. 2 ten
sam prostopadioscian wyglada o wiele bardziej
,.przestrzennie”. Ale niestety, wygodniccy kreslarze racza
nas zwykle rysunkami takimi, jak ten pierwszy. MoZemy
jednak, korzystajac z prostego ,,przyrzadu™ konstruowac
latwo taka perspektywe réwnolegla na podstawie
,,-Tzutow prostopadtych”.

Przyrzad nasz to po prostu kawalek kalki technicznej

lub innej folii wyciety tak, jak to przedstawia rys. 3

z naniesiona siatka linii réwnoleglych. A postugujemy si¢
nim tak:

,»Rzuty prostopadie” ukladamy na kartce papieru tak,
jak to przedstawia rys. 4. Przesuwajac teraz nasza
,,ekierke” tak, by jej dolny brzeg byl stale rownolegly

do dolnego brzegu kartki a ramiona OA i OB przechodzily
przez odpowiadajace sobie punkty rzutéw, zaznaczamy
kolejne polozenia wierzcholtka O — bgda to poszukiwane
przez nas punkty ,,perspektywy réwnoleglej”.

Linie narysowane na kalce ulatwiaja nam zachowanie
réwnolegtosci polozen ,,ekierki”.

Rys. 4
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O blonce oliwnej

Na pewno czgsto obserwowaliscie ciekawe wlasnosci
baniek mydlanych i innych blonek utworzonych z wody
mydlanej. PisaliSmy juz o tym w Delcie. Teraz zajmiemy
si¢ innymi blonami, ktére powstaja z oliwy i innych
“ttustych plynéw na powierzchni wody na skutek
niejednakowego przyciagania wzajemnego czasteczek
wewnatrz plynu oraz czasteczek plynu i wody. Dzigki

tej réznicy tluste ptyny latwo oddzielaja si¢ od wody

i niechetnie rozpuszczajg sie w niej.

Na czysta, wolnag od wszelkich tlustych zanieczyszczen,
powierzchni¢ wody napylamy cienka warstwe talku lub
innego proszku. Zanurzamy cienks igietke szklang

w oliwie i, po prawie catkowitym jej wytarciu, dotykamy
zatluszczonym korncem powierzchni wody. Dokota igty
tworzy si¢ momentalnie krag wolny od proszku. Powstaje
cieniutka blonka oliwy o grubosci wynoszacej pare
dziesigciomilionowych czesci centymetra — rzedu
rozmiardw jednej czasteczki oliwy. Przy dostatecznie
malej ilosci oliwy i rownomiernym napyleniu
powierzchni wody blonka oliwna tworzy calkiem
regularne koto. W ten sposob oliwa dazy do utworzenia
mozliwie najkrotszej granicy z powierzchnia wody,
Wigksza kropla oliwy powoduje oczyszczenie z pylu
wigkszego obszaru powierzchni. I tak za pomoca niewielu
kropel mozemy oczysci¢ powierzchnie wody w duzej
wannie. Przez kilkakrotne puszczanie maleiikich kropelek
mozemy tez osiagna¢ stan, w ktorym warstwa pylu na
powierzchni zostala w kilku miejscach porozrywana na
drobne strzgpy a pozostala powierzchnia nie jest
calkowicie pokryta blona oliwy. Dotknijmy teraz
zatluszczong igla powierzchni w poblizu jednego ze
strzgpow pyhu. Zauwazymy wowczas jak raptownie strzgp
ten zostaje zepchniety ze swojego miejsca. Swiadczy to

o bardzo szybkim rozprzestrzenianiu si¢ blony.

To samo zjawisko jest przyczyna wystepowania
gwaltownych ruchow krysztatkow kamfory rzuconych

na powierzchni¢ wody. Kamfore mozemy otrzymac przez
zostawienie na jakis czas otwartej buteleczki spirytusu
kamforowego. Spirytus wtedy szybko odparuje. Rzucone
na wode krysztalki rozpuszczaja si¢ a powstajacy roztwor
gwaltownie rozprzestrzenia si¢ po powierzchni i kawalek
kamfory zostaje odrzucony jak rakieta na czyste miejsce.
Po pokryciu calej powierzchni wody roztworem kamfory
ruchy krysztatkéw ustaja. Gdy puscimy na wode lekka
16deczke z przyczepionym z tylu kawatkiem kamfory,
tédeczka szybko poptynie. Ruch tddeczki oraz plywajacych
kawatkéw kamfory ustanie jednak nagle, gdy na wodg
puscimy nieco oliwy.

Wszyscy pewno slyszeli o uspokajaniu wzburzonych fal
morskich za pomoca oliwy. Mozna zaobserwowac to

w wannie wypelnionej woda, ktorej powierzchnig
wprawimy reka w gwattowny ruch. Czes¢ powierzchni
pokryta oliwa okaZe sie znacznie spokojniejsza. To znoéw
przejaw znacznej obojetnosci czasteczek wody na
czasteczki oliwy. Rozhustana powierzchnia wody ma
bowiem duze trudnosci w przekazaniu swych ruchow
duzej, gtadkiej blonce oliwy, ktora pltywa po wierzchu
jak duza elastyczna tratwa.

Malg Delte opracowali Krzysztof NOWINSKI i Micha! SWIECKI



Patrz w niebo

Czerwiec jest miesigcem o najkrétszych nocach na
naszych szerokosciach geograf‘icznych Jesli nie jest to
najlepszy miesigc réwniez pod wzgledem pogody, to
wlasnie teraz technicy przystepuja do napraw i konserwacji
teleskopow i innych przyrzadow astronomicznych. Jest
wigc trochg czasu na obejrzenie wynikow pracy réznych
teleskopow. Obok zamieszczamy kilka zdjeé obiektu
znajdujacego si¢ w gwiazdozbiorze Centaura, ktéry
wieczorem goruje na naszym niebie. Stowo ,,géruje”
zostato tu moze uzyte troche na wyrost, poniewaz
wieczory czerwcowe sa jedyna okazja zobaczenia tylko
potnocnej czedci tej konstelacji tuz nad poludniowym
horyzontem. :

Obiekt przedstawiony na zdjeciu 1 ma

prozaiczng nazwe¢ NGC 5128; jest to gigantyczna
galaktyka eliptyczna przecigta wstega ciemnej materii
pylowej. Dziwny ksztalt galaktyki zaobserwowat
pierwszy Herschel w 1847 r. i od tego czasu powstato
wiele teorii probujacych ttumaczyé egzotyczny wyglad
NGC 5128. Motze to pozostato$¢ po zderzeniu galaktyki
spiralnej i eliptycznej? Moze w jadrze ukladu nastapit
ogromny wybuch, ktéremu towarzyszyt wyrzut wielkiej
ilosci masy w okreslonych kierunkach — obserwujemy
przeciez taki wyrzut w kierunku pélnocno wschodnim
(rys. 2). Dotychczas nie udato si¢ udzieli¢ odpowiedzi
na pytanie, jaki jest mechanizm aktywnosci galaktyki.
Obserwacje w innych diugosciach fal dostarczaja nam
nowych informacji na temat NGC 5128. Rys. 3
przedstawia obraz radiowy obiektu nazwanego _
Centaurus A, ktory okazat si¢ pokrywac z nasza dziwna
galaktyka. Dzigki badaniom radiowym wiemy o istnieniu
pol magnetycznych w ogromnych przestrzeniach wokot
‘aktywnego jadra. Jest to, jak widaé, zupetnie i inny obraz
niz zdjecie optyczne.

‘W poszukiwagiu dalszych informacji su;gm@to

do zupelnie innych diugosci fal — do promieni
Rentgena. PoniewaZ atmosfera ziemska jest zupelnie
nieprzezroczysta dla promieni X — zdjecia wykonano

z pokladu specjalnego satelity przeznaczonego do badan
zrédel rentgenowskich — EINSTEIN’a (HEAO-2). Obraz,
jaki uzyskano dzigki temu satelicie (rys. 4) jest znowu
zupelnie inny. Wida¢ bardzo jasne jadro i stabg
symetryczna otoczke.

Rys. 1

wyrzut
Zewngtrz
{optyczny \

ot
wyrzut

wewnetrzny —1{-
[rentgenowski®

Rys. 2

Uzywajac przyrzadow o wigkszej zdolnosci
rozdzielczej (rys 5) mozemy dopatrze¢ sig

rowniez ,,wasa” w kierunku pétnocno- wschodnim,
podobnie jak na doktadnych zdjeciach optycznych
chociaz blizej jadra (fotony rentgenowskie maja duzo
wigksza energie niz optyczne).

Prawdopodobnie dane uzyskane z analizy zdjeé
wykonanych dzigki zastosowaniu najrozniejszych technik
obserwacyjnych pozwola nam na zbudowanie modelu
aktywnych jader galaktyk, zgodnego ze wszystkimi
testami obserwacyjnymi.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Rys. 3
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Rys, 5 (wmontowany)

Rys. 4



W numerze 10/79 przedstawilismy sposéb
szybkiego podnoszenia liczb do kwadratu, Pan
Zygmunt Bartkowski z Warszawy napisal

w zwigzku z tym, Ze spos6b ten w nieco
zmodyfikowanej wersji opisany byl w ksigice
A, H. Russella ,,Rapid Calculations”, wydanej
w 1937 roku. Na obliczenie 362742 czytelnik tej
ksigiki otrzymat 30 sekund czasu. Podana tam
metody osiggaliSmy ten czas za pomoca
kalkulatora, ale dopiero po pewnym treningu,

Nie do wiary

Liczby 2, 5, 27 i 1, 15, 18 majg réwne sumy
i rowne iloczyny. Podobnie 1, 6,61 2,2, 9;
24, 75,7170, 30, 6. A oto trzy trojki liczb,

Baczno$¢, informatycy!

Sposob naprzéd wypisania sumy

Mozna w danym razie wypisa¢ natychmiast sume wielkiej iloci liczb, nie dodajac
zupelnie.

Pytanie zachodzi: czy to jest mozebnem? :

Odpowiedz. Pociagnij linijk¢ na papierze i wypisz pod nig siedm rzedow cyfr
dowolnie pomyslanych, ale z warunkiem, by pierwsza byla 3

3873545

Poczem pozwol komu$ drugiemu niech wypisze sze$¢ rzedéw dowolnych.
Nastepnie sam napisz cztery rzedy wedle przyjetej w tem wzgledzie reguly.

W ten sposob wiele oséb mogloby wypisaé dobrowolne rzedy cyfr. Kiedy to sie
wszystko uskuteczni, nalezy porachowa¢ pary rzedow, liczbe ostatnia z sumy
odjac¢ od ostatniej cyfry rzedu przeznaczonego na sume ogolna, liczbe par rzedow
napisa¢ na pierwszym miejscu pod linijka i miedzy temi dwoma cyframi wypisaé
calg sume¢ wybrana na sume ogolng.

Ten sposob zaczerpnglismy z ksiazeczki ,, Zagadki, rebusy, szarady” wydanej przez nie podpisanego

ktorych sumy sa réwne iloczynom:

26785+ 12789 + 14976 = 26298 + 16240 +
+12012 = 175324+ 25578+ 11140

26785- 12789 - 14976 = 26298 - 16240 - 12012 =
= 17532 - 25578 - 11140, Moze =3 i czworki

0 tych wlasnosciach?

Zdolny chtopiec

Najwigksza biede mialem z rachunkami, ktorych uczyl mnie sam
pan Murdstone. Lekcja zaczynala sig zwykle od podobnych pytan:
— Jezeli wejde do sklepu i kupig 5.500 kg sera po 4 i pol zlotego
za kilogram, to ile zaplace?

Nad takim zadaniem $lgczalem nieraz cale godziny.

(Karol Dickens, David Copperfield, cytat wedlug wydania z 1947 r.,
str, 34)

Kacik czytelniczy

Précz putkownika bylo pigciu oficer6w. Byt major Hunter,

maly czlowiek opgtany liczbami, maly czlowiek, ktéry —
bedac jednostka odpowiedzialng — wszystkich ludzi

dzielit badZ na odpowiedzialnych badz nie przystosowanych

do zycia. Major Hunter byt inzynierem, ale — wyjawszy
okoliczno$¢ wojny — nikomu nie przyszioby do glowy
powierza¢ mu funkcji kierowniczych. Major Hunter
ustawial ludzi w szeregu jak cyfry, dodawat, odejmowat
i mnozyl. Byl raczej specem od arytmetyki niz
matematykiem. Nic z radosci, z muzyki, wielkosci
matematyki wyzszej nigdy nie uderzylo mu do glowy.
Ludzie mogli réznié si¢ wzrostem, waga, czy barwa,
podobnie jak rézni si¢ 6 od 8, poza tym wszakze
niewielkie dzielily ich réznice. Zenit si¢ pare razy i dotad
nie mégt zrozumieé, dlaczego wszystkie zony stawaly si¢
coraz bardziej rozdraznione, nerwowe, nim wreszcie
opuscily go na zawsze.

(John Steinbeck ,,Ksigzyc zaszedl”,
tlum, Kazimiera Muszaléwna)

autora w 1882 roku. Gdyby kto$ nam wytfumaczyl, o co tu chodzi, byé moze skonczylyby sie nasze
klopoty z rachunkami.

Bardzo trudne zadanie rachunkowe

Zdanie

Liczba 991n*+ 1 nie jest pelnym kwadratem

jest prawdziwe odn = 1 azdon =

= 12055735790331359447442538767 (a potem juz nie)
Czy Czytelnicy potrafia znalez¢ zdanie prawdziwe od
n= 1don= 12055735790331359447442538768

(a potem juz nie)?

w6ILBESTHPLYVESEIEEOGLSELSSOTT > U
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Nie do wiary

54% = 24794911296 i 2+4+T+9+4+9+1+1+2+9+6 = 54,

54% = 72301961339136i 7T+2+34+0+1+9+6+143+3+9+
+1+3+6 = 54,

549 = 3904305912313444 i 3+ 9+ 0+ 443 4+04+5+9+1+2+3+
+14+3+44+44+4 = 54,

Najtgisze glowy nie mogg zrozumieé, dlaczego suma cyfr 547

nie jest rGwna 54, natomiast zlosliwie:

537 = 1174711139837 i 1+ 1+ T+4+7+1414+14+34+94+8+3+7 =
= 53,



Rozwigzanie zadania M 227.
Odcinek prostej o dlug !
katém o do linii siatki za plerwszym jej

nachylony pod

przylozeniem da nam laczng liczbe przecied

! 1
h = [— ein'xI + I sin{o+ 30")] -
§ a . a

4 [ ! sin(:-i-ﬂ[}"]J e [ I sin(e+150],
a | [

przy czym mozemy zaloiyé, ze 0 = a < 30°
(diaczego?).

Gdy Ilfa jest dostatecznie duze, mozemy
przyjac

! &
h = —(sina+sin(a+30°)+ ... +
a
g , | B a
+sin{ax + 150%) = = (sina(l+cos 30°+ ... +
+cos 150%) + cosa(sin 30°+ ... +sin 150°)) -
! ;
= —(sina+(2+ '3) cosa).
a
Wyrazenie w nawiasie jest, jak latwo
sprawdzi¢, zawarte w przedziale (2+/3,
V6 +¥2).

Rozwigzanie zadania M 226,

Mamy x? = a— Jdx i réwnanic

(x') = (x+4j2-42/8x)1 = x2+ Ax—

— A28+ A2 |4~ A3 |Bx+ A4[64x2 = a—

— 43 /8x 4+ A% {64x2,

Mozemy teraz oszacowaé blgdy h = x—Va

ih=x'-}) a: poniewaz x? = (}":2_-'— r‘r)2 =

= a+2h)a +h?, wiec h| = ——jxl = —fl'—,
X 2Va 2
A | 43] e
analogicznie [§'] 2 ——— & ~—— —
Bx-2 ]-"'a 16a

przyblizenia te sg stuszne dla malych
wartosci hifa.
| 43

Tak wiec [’ = - 2“'-- < | k|, gdy tylko

. Przyjmujac np. za przyblizona wartoéé
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tak wiec otrzymujemy 4 pewne cyfry po
przecinku,

Ciala niebieskie odkryte przy biurku

Prof. dr Jozef SMAK

Historia nauki zna setki przykladow obiektow i procesow, ktore zostaly najpierw

przewidziane przez teori¢ (czasami tylko przez intuicj¢ badaczy), a dopiero pozniej odkryte

w przyrodzie. W taki wlanie sposob biologowie odkrywali ,,brakujace ogniwa™ w laricuchu
ewolucyjnym, fizycy znajdowali i nadal znajduja nowe czastki elementarne, itd. Pelna takich
przykladow jest rowniez historia astronomii.

Najszerzej znana, bo opisana w kazdym podreczniku astronomii i w dziesiatkach ksiazek
popularnych, jest historia odkrycia Neptuna. Zatem: znacie? znamy!, no to postuchajcie. Aby
jednak nie powtarzaé tutaj znanych podrecznikowych opiséw, przytocze opis zawarty w ksiazce
,»A Manual of Astronomy”, napisanej przez Henry Kiddle’a, a wydanej w Nowym Jorku

w 1863 roku, a wigc zaledwie 17 lat po odkryciu Neptuna:

,,Neptun jest najdalsza znang planetag w Ukladzie Stonecznym. Zostal po raz pierwszy
zaobserwowany przez Dra Gallego z Berlina. Polozenie tej planety, zanim zostala odkryta, byto
okreslone przez francuskiego matematyka Leverriera na podstawie analizy jej wplywu na ruch
planety Uran. (-..)

Nowa planeta zostala odkryta w okolicznoéciach, ktore stanowia najwigkszy triumf wspolczesnej
nauki, najwiekszy odnotowany w kronikach ludzkiej wiedzy. Przez wiele lat obserwowano,

ze Uran porusza si¢ w sposob niezgodny z przewidywaniami opartymi na najdokladniejszych
rachunkach. Jedynym wytlumaczeniem byla hipoteza, ze w_poblizu Urana musi znajdowac si¢
inna planeta powodujaca te zaklocenia. W ramach tej hipotezy dwaj matematycy, pan Adams

z Anglii i pan Leverrier z Paryza, podjgli si¢ obliczenia polozenia tej nieznanej planety.

Nie wiedzac o sobie nawzajem, doszli do niewiele rozniacych si¢ wynikow. Pan Leverrier napisal
do Dra Gallego w Berlinie, proszac go o skierowanie teleskopu na okre§lone miejsce na niebie.
Galle zrobit to i znalazl planete w miejscu odleglym zaledwie o 1 stopien od wskazanego przez
matematyka.”

Powyzszy opis zdumiewa swa rzeczowoscia. Jezeli brak w nim czegos, to tylko opisu niepowodzeri
J. C. Adamsa, ktorego apel o obserwacje, skierowany do dyrektoréw obserwatoriow w Cambridge
i Greenwich, zostal przez nich zlekcewazony. Tym niemniej i wowczas i dzi$ triumf teorii
przypisujemy ex aequo Leverrierowi i Adamsowi.

Jest jednak w opisie Kiddle’a jeszcze jedno zdanie, ki6re wprawia w zdumienie: ,,Sadzi sig,

ze Neptun ma dwa satelity”. I rzeczywiscie, tylko Ze o ile pierwszy z nich — Tryton — zostal
odkryty juz w 1846 roku przez Lassella, to drugiego — Nereide — odkry!l Kuiper dopiero

w 1949 roku! Przypomina to stynna historie satelitow Marsa, ktore na dlugo przed ich odkryciem
opisal w ,,Podrozach Guliwera™ Jonathan Swift. O domniemanych satelitach Marsa Kiddle

nie wspomina, natomiast Uranowi przypisuje az 6 ksigzycow, cho¢ poddwczas znano tylko 4.
Zatem — fantazja autora? :

Powrdéémy w wiek dwudziesty, W 1967 roku na lamach powaznego czasopisma

,,The Astrophysical Journal® rozgorzata dyskusja wokot domniemanych gwiazd-pigmejow. Oto Fritz
Zwicky oglosit odkrycie kilku obiektow, ktore mialy by¢ stokrotnie stabsze od bialych kartow,

a ktore dodatkowo mialy wyrozniaé sie innymi jeszcze osobliwosciami. W ramach gwaltownej
polemiki dwaj inni astronomowie, Allan Sandage i Olin Eggen wykazali, ze rzekome pigmeje

sa bialymi kartami. Wielu astronomoéw przypuszcza, ze byla to — ze strony Zwicky’ego —
nieudana proba odkrycia gwiazd neutronowych, ktorych istnienie przewidywano teoretycznie

juz w latach trzydziestych. Nastapilo to wkrotce po odkryciu w 1932 roku przez Chadwicka nowej
czastki elementarnej — neutronu. Oppenheimer i Volkoff, a niezaleznie od nich Landau,
opracowali pierwsze modele gwiazd zbudowanych wylacznie z materii neutronowej. Odkryte

w ten sposob’;,przy biurku” gwiazdy neutronowe mialy by¢ bardzo male, o rozmiarach rzgdu
kilkunastu kilometrow, a rownoczesnie mialy odznaczaé si¢ niespotykanymi dotad w astrofizyce
wysokimi gestoéciami. Modele gwiazd neutronowych wykazywaly pewne podobienistwa do modeli
bialych kartéw, ktorych teorie w tym samym czasie opracowat miodziutki astrofizyk hinduski
Subrahmanyan Chandrasekhar. Oto w obydwu wypadkach rozmiary obiektu malejg ze wzrostem
masy. W obydwu wypadkach istnieje pewne maksymalne ograniczenie na masg. Dla bialych
kartow zbudowanych gtownie z helu ta nieprzekraczalna granica rowna jest ok. 1,4 masy Stonca.



THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA HA HLHL.

Nasz staly czytelnik, nr 187935418 zapy-
tuje, czy naprawde do rozwigszania pro-
blemu braku SwieZego powietrza w jego
brojlerni trzeba powolywaé komisje eks-—

pertdw, Wystarczy przeciez otworzyé okno

Irogi Czytelniku, jest przeciei oczy-
wiste, Ze madrosé ciata kolegialmego,
stanowigca sume madrosci jego czXonkdw,
jest gwarancjg lepszego, bardziej prze-
myslanego rozwigzania. Gdy jeszcze uda
sie na arodze symulacji komputerowej
ustalié optymalny rozk¥fad gradientdéw
termokonwekeji pseudostymulowanej, mo-
tecie byé pewni, Ze to bgdzie TO. A po-
za tym radzimy unikaé gwaltownych dzia-
Tar. W kericu juZ sig chyba przyzwycza-
iliscie. A co bedzie, gdy po otwarciu
okien doznacie szoku?

Oficjalne przyjecie przedstawiciela
nasgego pisma w Brojlerni AZG/16/19
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JEST WPROST PRIECIWNIE! Obserwuje-
my zwigkszone zapotrzebowanie na
poecje!
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Zagadnienie bada komisja

N

Dla gwiazd neutronowych dokladna wartos¢ analogicznej granicznej masy jest wciaZ nieznana.
Wiaze si¢ to z niepewnosciami w znajomosci rownania stanu gazu neutronowego przy skrajnie
wysokich gestosciach. Roézne formy réwnania stanu prowadza do wartosci od ok. 1 do ok. 3 lub
nawet 4 mas Slorica. Wreszcie nie ulega dzi$ watpliwosci, ze zaréwno biale karly, jak i gwiazdy
neutronowe (a takze czarne dziury) stanowia produkt koricowy procesu ewolucji gwiazd.

Niemal w tym samym czasie, gdy odkrycie pigmejow okazalo si¢ niewypalem, dokonano innego
odkrycia. Oto w obserwatorium radiowym w Cambridge, pracujaca pod kierunkiem Anthony
Hewisha mtoda doktorantka Jocelyn Bell Burnell realizowata program, ktorego celem bylo
zbadanie zjawiska scyntylacji promieniowania radiowego w materii migdzyplanetarnej. Zjawisko
to jest w gruncie rzeczy tym samym, co migotanie gwiazd, tyle tylko, ze w przypadku gwiazd
odpowiedzialna za nie jest atmosfera ziemska. W przypadku radiowym migotanie wystepuje
tylko dla radiozrodet punktowych i one wlasnie byly przedmiotem obserwacji, prowadzonych
zreszta za pomoca wzglgdnie prostego i taniego systemu antenowego w Cambridge. I oto pod
koniec 1967 roku Jocelyn Bell Burnell zauwazyla, ze niektore radiozrodla wykazuja

zadziwiajace zmiany. Pierwsze z nich pulsowalo z okresem 1 1/3 sekundy i to z zadziwiajaca
regularno$cig; nastgpne wykazywalo nieco krotszy okres 1,2 sekundy; poZniej oakryto jeszcze
krotsze okresy. Poczatkowo, wsrod wielu hipotez majacych ttumaczyé nowe zjawisko, byla i taka
ze moga to by¢ sygnaly od odlegtych cywilizacji kosmicznych! Wkrotce jednak stalo si¢ jasne,

ze pulsary — bo tak nazwano nowo odkryte obiekty — moga by¢ tylko gwiazdami neutronowymi.

Szczegoly procesu, w wyniku ktorego wysylane sa pulsy promieniowania radiowego, sa wciaz
przedmiotem badan. Identyfikacja z gwiazdami neutronowymi opiera si¢ natomiast na
elementarnych niemal rozwazaniach. Sciéle okresowe zjawisko jest z reguly wynikiem dzialania
jednego z dwu mechanizmdw: pulsacji lub rotacji (obrotu) obiektu. W obydwu wypadkach im
mniejszy jest obiekt, tym krotszy jest (lub moze by¢) okres zjawiska. Zachodzi tu pelna analogia
z wahadlem, ktore im krotsze, tym krotszy ma okres wahan. Trzeba bylo szukaé odpowiedzi
wsrod najmniejszych obiektow astronomicznych. Okresy rzedu sekundy mogly ,,pasowaé” rownie
dobrze do gwiazd neutronowych, jak i do bialych karlow. Kiedy jednak odkryto pulsary

o okresach rzgdu kilku setnych sekundy na placu boju pozostawaly tylko gwiazdy neutronowe.

Dalsze rozwazania wykluczyly mozliwos¢ pulsacji i wreszcie jedynym pasujacym do faktow
modelem okazat sie¢ model latarni morskiej: szybko obracajacej si¢ gwiazdy neutronowe;j
wysylajacej waska wiazke promieniowania radiowego. Szczegolnie efektownym potwierdzeniem
hipotezy gwiazd neutronowych stalo si¢ odkrycie, iz pulsarem jest jadro Mglawicy Krab,
pozostalosci po wybuchu gwiazdy supernowej w 1054 roku. Z teorii ewolucji gwiazd wiadomo
bylo juz wczesniej, ze zaggszczone podczas wybuchu jadro gwiazdy supernowej staje sie¢ wlasnie
gwiazda neutronowa. Pulsar w Krabie stat si¢ rOwniez pierwszym, ktorego blyski zaobserwowano
roéwniez w dziedzinie optycznej, a potem w calym przedziale widma.

Za odkrycie pulsarow Hewish otrzymat w kilka lat poZniej nagrode Nobla w dziedzinie fizyki.
Niektorzy komentatorzy tego faktu byli zdania, iz nagroda ta w rownym stopniu nalezala sig¢
jego doktorantce. W gruncie rzeczy kandydatow do nagrody za odkrycie gwiazd neutronowych
byloby wigcej. Oto bowiem w ciagu lat szescdziesigtych ustalono, ze gwiazdy neutronowe
wchodza w sklad uktadow podwojnych bedacych Zrodiami promieniowania rentgenowskiego.

W ukladach tych, podobnie jak w wielu innych uktadach podwojnych, obserwujemy przeplyw
materii od jednego skladnika do drugiego. Opadaniu materii na sktadnik ,,przyjmujacy”
towarzyszy wydzielenie okreslonej ilosci energii: nastepuje zamiana energii mechanicznej na
promieniowanie. Ilo$¢ energii, jaka musi by¢ wypromieniowana zalezy zaréwno od tego, jakie
jest tempo przeplywu materii, jak i od tego jak przebiega proces ,,spadania’. Ten drugi czynnik
okresla takze typ wysylanego promieniowania. Latwo zrozumie, ze proces bedzie bardzo
gwaltowny przy spadku na wzglednie maly obiekt (przy zalozeniu ze roznice w masie obiektu
nie moga by¢ duze; powiedzmy, ze chodzi o obiekt o masie rownej masie Slonca). Mowiac
obrazowo, materia spadajaca na gwiazde taka jak Slonce, o rozmiarach rzedu wiehuset tysiecy
kilometréw, nie moze rozpedzic sie do zbyt wielkich predkosci. Ta sama materia opadajaca na
gwiazde neutronowa, o rozmiarach rzedu zaledwie kilkunastu kilometrow, osiagna¢ moze
znacznie wigksza predkos$¢ i wyhamowanie jest w tym wypadku znacznie gwaltowniejsze. Okazuje
sig, ze musi w takiej sytuacji powstawac wysokoenergetyczne promieniowanie rentgenowskie.

Podwojne ukfady rentgenowskie stanowia wazne ogniwo w lancuchu ewolucyjnym pewnych typow
ciasnych ukladéw podwoinych. Sa one, obok obiektow typu Mglawicy Krab, $wiadectwem
wybuchéw gwiazd supernowych. Ale czy cala ta réoznorodnosé form i bogactwo zjawisk zostaly
przewidziane przez tych, ktoérzy ponad 40 lat temu odkrywali przy biurku gwiazdy neutronowe?
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