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Do mojego ariykulu ,,Sily bezwladnosci” w nr 3/1980
wkradly si¢ dwa bledy:

1. Na sir. 11 chochlik redakeyjny opuicil znak minus
przed ma we wzorze na sile bezwladnosci; powinno
byé —ma.

2. Na rys. 5 strzalki przedstawiaja predkoéé satelity B
wzgledem Ziemi, a powinny przedstawiaé pradkosé
satelity B wzglgdem satelity 4. Wniosek — tor B
wza]ede_m A jest jest krzywoliniowy — pozostaje
prawdziwy. Aby otrzymaé prawidlowy rysunek nalezy
od narysowanych predkodci satelity B odjaé wektorowo
predkosci satelity 4 z jakimi porusza si¢ on wzgledem
Ziemi w chwilach przedstawionych na rysunku,
quletajn-!y, 2e predkosé skalarna satelity A jest zawsze
wigksza niz satelity B, jezeli tylko orbita A lezy
catkowicie wewnatrz orbity B (dlaczego?).
Odpowiedzialnoéé za ten drugi blad obciaza wylacznie
mnie,
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Swiat jest na tyle skomplikowany, ze jesli chcemy go opisywaé, musimy koncentrowaé nasza uwage na pewnych cechach, abstrahujac od
innych. A wiec geometra abstrahuje od koloru przedmiotow, materiatlu z jakiego sa zrobione i innych cech fizycznych, interesuja go tylko
wiasnosci geometryczne. Topologowie koncentruja sie na pewnych wybranych wlasnosciach geometrycznych (zwanych topologicznymi),
traktuja wiec tak samo kolo jak kwadrat, ale inaczej niz kulg 3-wymiarowa lub zbiér 1-punktowy. Natomiast galaZ topologii zwana teorig
homotopii zajmuje sie jeszcze wyzsza klasg niezmiennikéw i w konsekwencji nie odréznia kuli n-wymiarowej od zbioru jednopunktowego,
czy tez — mowiac bardziej obrazowo i niescisle — Jasia, od tegoz Jasia, ktéremu na nosie wyrost dlugi wlos. Jednakze metody, jakimi
posluguje sie teoria homotopii, pozwalaja realizowaé te intuicje jedynie w zakresie dos¢ prostych, regularnych obiektow, jak np. wielosciany,

Jasio.

Teoria ksztaltu — nowa, stworzona przez Karola Borsuka galaz topologii — stawia sobie za cel przeniesienie, a raczej rozszerzenie idei
teorii homotopii na znacznie szersza klas¢ obiektow.

Dla lep 2r¢ y artykulu
wskazane byloby zapoznanie si¢ z praca
Profesora Borsuka pt.,,Co to jest teoria
rektrakiow?” (Delta 3/1979).

10,1) R R

Przestrzen Z

Wyrazajac sie nie calkiem scisle, przestrzef
jest Sciagalna, jezeli moina ja ,,w sposodb
ciggly $ciagnac” do jednego punktu (rys.
ponizej).
przestrzemh
sciggalna

przestrzen

nie5£ig_9§:1rlg

Opisany w tekscie dowod niesciggalnosci
przestrzeni Z mozna pogladowo strescié tak.
Przy ewentualnym Scigganiu Z do jednego
punktu, punkty lezace na ukosnych odcinkach
musialyby sie porusza¢ wzdluz tych wiasnie
odeinkéw — a zatem punkty z ¥ w dol,
punkty z X do gory. A co z punktem (0, 0)?
Ukoéne odcinki podchodza do niego
dowolnie blisko. Ciaglo$¢ wymaga, by punkt
(0, 0) poszed! w te sama strone, w ktora
dostatecznie bliskie mu punkty. Ale jedne

_ z nich ida w gére, drugie w dél; sprzecznodé,

Czym zajmuje sie teoria ksztaltu?

Dr Jerzy DYDAK

Przez I bedziemy oznaczaé odcinek domknigty [0, 1], symbol X x I oznacza iloczyn.
kartezjaniski X przez I. Jest to przestrzen, ktorej punktami sa pary (x, t), gdzie
oczywiécie x € X, t € I, Mozna ja sobie wyobraza¢ jako walec o podstawie X

(jezeli X jest kolem, to X x I jest ,,rzeczywiscie”” walcem). Wprowadzimy teraz
bardzo wazne dla nas pojecie sciggalnosci przestrzeni do punktu.

Definicja 1. Przestrzed X nazywamy $ciggalng do punktu x, € X, jeZeli istnieje

przeksztalcenie F: X x I — X, takie e

Ex, 0 =" Flx,1)=x,

przy wszelkich x € X.

Mozina to sobie wyobrazi¢ jako przeksztalcenie walca o podstawie X

w te samg przestrzen X, przy czym na dolnej podstawie przeksztalcenie

to jest tozsamoscia, za$ na gornej — kazdy punkt przechodzi na x,.

Jeszcze inaczej, ,,dynamicznie” mozna to sobie przedstawiaé jako Sciskanie
przestrzeni do jednego punktu x, w czasie od t = 0 do ¢t = 1. Méwimy, ze w tym
przypadku przestrzef X ma ten sam typ homotopii co przestrzen

jednopunktowa x,, a przeksztalcenie tozsamosciowe jest homotopijne

~ z przeksztalceniem X w jeden punkt x, € X. Ogoélniej, dwie przestrzenie X, ¥ maja

ten sam typ homotopii, jezeli istnieja dwa przeksztalcenia /X —» Yig:¥ - X
takie, Ze g f jest homotopijne z przeksztalceniem identycznosciowym idx(g - f =
~idy) oraz [ g =~ idy.

Jezeli przestrzenie X i Y sa $ciagalne i maja tylko jeden punkt wspolny, to suma
Xy ,,wyglqda na” $ciagalng. Najpierw mozemy bowiem $ciagna¢ X do wspélnego
punktu X i ¥, a potem Y. Jednakze to wyobrazenie nie jest wlasciwe dla pewnych
przestrzeni. Okreslmy na przyklad X jako podzbidr plaszczyzny euklidesowej E?
bedacy suma odcinkéw aczacych punkt (0, 1) z punktami (0, 0) i (1/n, 1/n),
n=1,2,... Wowczas suma XuY = Z nie jest sciggalna, gdzie Y jest
symetrycznym obrazem X wzglegdem osi odcigtych.

Rzeczywiscie, zalozmy, ze H:Z x I — Z jest homotopig taczaca id;

i przeksztalcenie stale w punkt (0, 1), tzn. H(z,0) = z i H(z, 1) = (0, 1) dla
kazdego z € Z. Istnieje wtedy taka liczba 0 < t, < 1, Ze srednica zbioru
H({(0,0)} x [0, #]) jest mniejsza od 1 i H((0, 0), #,) # (0, 0). Zatem H((0,0), #,) =
= (0, a) i mozemy zatozy¢, ze a > 0 (jezeli a < 0, to dowdd jest analogiczny).
Teraz dla dostatecznie duzego n $rednica zbioru H({(—1/n, —1/n)}x [0, #,])

jest mniejsza od 1 i odlegto$¢ punktéw H((—1/n, —1/n), £,) 1 H((0, 0), #,) jest
mniejsza od min(a, 1 —a). Zatem H((—1/n, —1/n), t,) = (0, b), gdzie b > 0.
Tutaj natrafiamy na sprzecznosé, gdyz kazda droga taczaca (—1/n, —1/n) z (0, b)
w Z w naszym przypadku H({(—1/n, —1/n)} x [0, t,]) musi mie¢ $rednicg
wigksza od 1, jezeli b > 0.

Tak wigc Z i przestrzef jednopunktowa nie maja tego samego typu homotopii,
chociaz globalnie maja bardzo zblizone wlasnosci, np. E?—Z oraz E*— {(0,0)}

sg przestrzeniami homeomorficznymi. Zatem teoria homotopii jest niewystarczajaca
juz przy badaniu wszystkich podzbioréw plaszczyzny, gdyz rozréznia

przestrzenie {(0, 0)} i Z, a intuicyjnie chcialoby si¢ uwaza¢ obie przestrzenie za
rownowazne.



Jedyna przeszkodg do sciggalnosci Z stanowily jej zle lokalne wlasnosci

w punkcie (0, 0). Natomiast jezeli wyjdziemy chociaz troche poza przestrzen Z,
to obecnos¢ ,,pechowego™ punktu (0, 0) w tej przestrzeni przestanie byé
odczuwana. Mam tutaj na mysli nastepujacy fakt:

Przestrzen Z jest $ciggalna w kazdym zbiorze otwartym U plaszczyzny E2, ktéry
ja zawiera.

Jest on oczywiscie prawdziwy, bowiem dla kazdego otoczenia U przestrzeni Z
w E istnieje liczba naturalna n > 0 taka, ze prostokat B = [—1/n, I/n]x[—1,1]
jest zawarty w U. Teraz przestrzen bedaca sumg BuZ jest Sciggalna w sobie,
a zatem Z jest Sciggalna w U.
Odsylamy tu Czytelnika do artykulu
Profesora Borsuka; na plaszczyznie retrakty To co zrobilismy tutaj, polegato na zastapieniu odwzorowan przestrzeni Z przez
beofuinesy shiorami domknigtyrni, przeksztalcenie pewnych otoczen tej przestrzeni. To ,,zneutralizowato” jak gdyby

ogr ymi i Sciagalnymi.

wplyw niedobrego punktu (0, 0). Okazuje sie, Ze sensowne jest przyjaé, by te
otoczenia byly retraktami absolutnymi.
= Mam nadziejg, ze na powyzszym przykladzie Czytelnik zrozumie sens
f"’ wprowadzenia nastepujacych definicji:
13 . ° Niech X, Y i Z beda kompaktami,-a M, N i P retraktami absolutnymi
[/ zawierajacymi X, Y i Z odpowiednio.

Definicja 2. Ciag podstawowy z (X, M) do (Y, N) to ciag przeksztalcen

{fa:M — N}7_, spelniajacy nastepujacy warunek: dla kazdego otoczenia V/
przestrzeni ¥ w N istnieje otoczenie U przestrzeni X w M i liczba naturalna k > 1
takie, ze dla dowolnego n > k przeksztalcenia f,|U i f,,,|U sa homotopijne w V,
tzn. istnieje przeksztatcenie H:Ux [0, 1] - ¥, dla ktérego H(x, 0) = f,(x)

1 H(x, 1) = fu,.(x) dla kazdego x e U.

Definicja 3. Niech f = {f,: M — N}7_, bedzie ciagiem podstawowym z (X, M)
do (Y,N),a g = {g.:N — P}, ciagiem podstawowym z (Y, N) do (Z, P).
Ziozeniem g- f ciagéw fi g nazywamy ciagh = {g,f,: M — P}2_,.

Uwaga. Przy definicji 3 nalezy sprawdzi¢, ze ciag {g,/,: M — P}Z_, jest ciagiem
podstawowym. : ]

Definicja 4. Ciagiem identycznodciowym idx, A, nazywamy ciag podstawowy
{idy:M — M}7_,, ztozony z przeksztalcen tozsamosciowych.

Definicja 5. Dwa ciagi podstawowe {f,:M — N}7 ;i {f,: M > N}3_, z (X, M)
do (Y, N) sa homotopijne, jezeli dla kazdego otoczenia V przestrzeni ¥ w N
istnieje otoczenie U przestrzeni X w M i liczba naturalna k > 1 taka, ze dla
dowolnego n > k przeksztalcenia f,|U i f,|U sa homotopijne w V.

Definicja 6. Dwie przestrzenie X i ¥ maja ten sam ksztalt jezeli istniejg : retrakty
absolutne M i N zawierajace X i ¥ odpowiednio, ciggi podstawowe f z (X, M)

do (Y, N)igz (Y, N)do (X, M) takie, ze g- f jest homotopijne z idy_ 4, i f- g jest
homotopijne z idy, »,.

Jako test na zrozumienie poWstzych definicji proponuj¢ przekonaé sie, Ze opisana
na wstepie przestrzen Z ma ksztalt przestrzeni jednopunktowej.

Mozna wykazaé, ze .przestrzenie M i N wystepujace w Definicji 6 s nieistotne

Gy (rlidomo ooy oking Waikaiwski w tym sensie, Ze jesli zachodzg warunki wymienione w Definic:ii 6 dla pewnych :
(taki kawalek zamknisty zageszczajacej sie przestrzeni M i N, to sg one spelnione dla kaZdej pary retraktéw absolutnych M
sinusoidy) majg ten sam ksziait. i N’ zawierajacych X i ¥ odpowiednio. TakZze mozna pokazaé, ze przestrzenie

o tym samym typie homotopii maja ten sam ksztalt, a fakt odwrotny jest
prawdziwy dla absolutnych retraktow otoczeniowych.

Teraz mozemy okresli¢ czym zajmuje si¢ teoria ksztaltu. Jest to badanie
niezmiennikéw ksztaltu, tzn. takich wlasnosci przestrzeni, ktore zachowuja si¢, gdy -
zastapimy ja przez dowolng przestrzen o tym samym ksztalcie.

Jako kolejne ¢wiczenie proponuje Czytclnikowi przekonac sig, ze spGjnosé jest

niezmiennikiem ksztaltu, a takze zastanowic sig, ktore ze znanych niezmiennikéw
topologicznych s3 takZe niezmiennikami w teorii ksztattu.




Rozwiazanie zadania F 76.

Niech w czasie  masa kropli wynosi m, a jej
promiefi r. W czasie At objetosé kropli
wzrosnie o 4nr?Ar z dokladnoécia do
czlonéw rzedu (Ar)?, gdzie Ar jest przyrostem
promienia kropli. Zatem przyrost masy

kropli wyniesie Am = 4nr2Ar (gestosé wody
wynosi 1). Zgodnie ze wskazéwka mamy

A Ar -
__5?_ = 47"-1? ~ 4mr?, skad 3: = const.

Stad wynika, Ze r = K, gdrie K jest

_ pewnym wspolczynnikiem. Przyjeliémy, ze
r = 0orazy = 0 dlat = 0. Zgodnie z druga
zasada dynamiki

T = Mg,

2 . P 4
gdzie p = my. Poniewaz m = - ard =

4
== xK 313, wiec rownanie powyzsze moiZna
zapisaé w postaci
d
—(13p) = g3
it (12v) = gr3,

skad
po scatkowaniu (réniczkowaé nie nalezy,
gdyzuv zalezy od r) otrzymujemy

1 i 4 1
o= = gr* i ostateczniev = = g1
Kropla spada z przyspieszeniem jednostajnym
réwnym czwartej czgsci przyspieszenia
ziemskiezo. Kropla taka jest ,,antyrakieta™;
zamiast traci¢ — zyskuje podczas ruchu masg.

Jednym z ciekawszych niezmiennikéw ksztaltu jest punktowa 1-przesuwalnosé.

Definicja 7. Continuum X nazywamy punktowo |-przesuwalnym, jezeli dla

punktu x, € X i kazdego otoczenia U przestrzeni X’ w M € AR istnieje otoczenie W
przestrzeni X w M spelniajgce nastepujacy warunek:

dla kazdego otoczenia V przestrzeni X w M i kazdego przeksztalcenia f: (S', a) —
— (W, x,), gdzie S* jest okregiem i @ dowolnym punktem okregu, istnieje
przeksztalcenie H:S' x [0, 1] —» U, dla ktorego H(x, 0) = f(x) dla x € §*,
H(a,t)=fla)dla0 <t < 11 H(S'x {I}P) = V.

Okazuje sie, ze wszystkie continua lukowo spojne, a takze podcontinua rozmaitosci
dwuwymiarowych sa punktowo 1-przesuwalne. Jednym z najwazniejszych wynikow
dotyczacych tego pojecia jest

Twierdzenie 8 [J. Krasinkiewicz]: Kazde continuum punktowo
1-przesuwalne X ma ksztalt pewnego continuum lokalnie sp6jnego.

Tak wiec klasa continuéw majacych ksztatt continuéw lokalnie spojnych posiada
prosta charakteryzacje wyrazong warunkiem wystepujacym w Definicji 7.

Standardowym przykladem continuum nie bgdacego punktowo 1-przesuwalnym
jest solenoid diadyczny D, ktéry mozna sobie wyobrazi¢ jako przecigcie takiego
nieskonczonego ciggu zstgpujacego pierscieni do gry ringo {P,}r-,, ze P,,, jest
dwukrotnie nawiniety we wnetrzu P,. Solenoid diadyczny czgsto wystepuje

w réznych dzialach matematyki.

Poniewaz podcontinua plaszczyzny sa punktowo I-przesuwalne, wigc jako wniosek
otrzymujemy, Ze solenoid diadyczny nie jest zanurzalny w plaszczyzne

(tzn. plaszczyzna nie zawiera zbioru homeomorficznego z solenoidem diadycznym).

Zachodzi nawet mocniejszy rezultat: Iloczyn kartezjanski solenoidu diadycznego
i odcinka jednostkowego nie jest zanurzalny w E3.

Zostal on uzyskany przez D. R. McMillana przy uzyciu nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9 [J. Krasinkiewicz — D. R. McMillan). Niech f:X — Y bedzie
ciaglym odwzorowaniem continuum punktowo 1-przesuwalnego X na Y. Wtedy
przestrzen Y jest punktowo 1-przesuwalna.

Przed praca McMillana wiedziano jedynie, Ze stoZzek nad solenoidem diadycznym
nie jest zanurzalny w E® i w dowodzie istotnie korzystano z wlasnosci wierzchotka
tego stozka.

Mam nadzieje, ze na przykladzie punktowej 1-przesuwalnosci mozna bylo
zobaczy¢ jak wyglada w praktyce rozwiagzywanie gtéwnego problemu teorii
ksztaltu:

Podaé¢ warunki na to, by dana przestrzen miala ksztatt przestrzeni
o dobrych wlasnosciach lokalnych.

Uwagi koncowe. Teoria ksztaltu jest dziedzing mlodg i wciaz rozwijajaca sie. Zostata
zapoczatkowana przez Profesora Borsuka praca ,,Concerning homotopy properties of compacta™
opublikowang w 1968 roku w Fundamenta Mathematicae. Zyskala szczeg6lny rozglos po
odkryciu przez T. A. Chapmana w 1972 roku glebokiego zwigzku miedzy ksztaltem przestrzeni
potozonych w pseudownetrzu s kostki Hilberta Q@ (s jest zbiorem punktow (x, xz, ...) € @®
takich, 76 0 < x; < 1/k, k = 1,2, ...) a typem topologicznym ich dopelnieri w @, Udowodnit
on mianowicie, ze dwa kompakta X i ¥ w s maja ten sam ksztalt wtedy i tylko wtedy, gdy
Q®—X i Q®— Y sa homeomorficzne. Do zainteresowania sie teoria ksztaltu przyczynito sig takze
sformulowanie i udowodnienie przez M. Moszyriska w 1973 roku odpowiednika twierdzenia
Whiteheada.

Istnieje juz dosé¢ obszerna literatura (przeszto 400 prac) poswigcona teorii ksztattu i jej
zastosowaniom do innych dzialéw topologii, w ktorej pokaZny udzial maja Profesor Borsuk

i jego uczniowie. Ponadto istnieja dwa opracowania monograficzne:

Karol Borsuk, Theory of shape, Monografie Matematyczne 59, Warszawa 1975,

oraz ;

Jerzy Dydak i Jack Segal, Shape theory: An introduction, Lecture Notes in Math. 688, Springer
1978.
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Wyznaczanie wieku roznych obiektow jest z reguly przedsigwzigciem skomplikowanym. Jednym

Ile l at z podstawowych problemoéw archeologii jest sprawa datowania wykopalisk. Paleontolodzy probuja
wyznaczy¢ wiek skamienialych roélin i zwierzat, a geologowie staraja si¢ ocenic, jak stare sa

. . d a) rozne skaly. Wszystkie te poczynania nie naleza do fatwych, gdyz przyroda nie obdarzyla swoich

m a.] El gWIaZ y . tworéw w metryki, w ktorych czarno na bialym wypisany bylby moment ich powstania.
Wyznaczanie wieku gwiazd napotyka na jeszcze jedna dodatkowa trudnos$é. Nie mozna

M gr M I cha l CZERN Y mianowicie umiesci¢ gwiazdy w laboratorium, aby poddac ja analizie; wszystkie informacje
musimy wydosta¢ z promieniowania, jakie do nas dociera. Dlatego nie ma bezposredniej metody
okreélania, ile lat maja gwiazdy, wymyslono natomiast metody posrednie, opierajace si¢ na —
lepiej lub gorzej — sprawdzonych teoriach i hipotezach.

Jednym z charakterystycznych parametréw okreslajacych wiek gwiazdy jest sklad chemiczny jej
zewngtrznych warstw, czyli tzw. atmosfery. Drugim parametrem jest polozenie gwiazdy

w Galaktyce. Aby to szerzej wyjasni¢, musimy zatrzymac si¢ na chwilg przy teorii powstawania
pierwiastkow we Wszechéwiecie, a takze przy teorii ewolucji Galaktyki.

Obecnie prawie wszyscy naukowcy uwazaja, ze Wszechswiat powstal 15—20 miliardow lat temu.
W momencie powstawania Wszechswiata (w tzw. wielkim wybuchu, lub méwiac z angielska
,,big bangu’’) utworzyly si¢ dwa najlzejsze pierwiastki —wodor i hel. Powstaly takZe minimalne
ilosci innych pierwiastkéw, ktore dalej bedziemy nazywaé pierwiastkami cigzkimi. Wytworzyly
si¢ one w kilku pierwszych zaledwie minutach istnienia Wszechswiata, ktory wtedy byl bardzo
goracy i gesty. Przyczyna powstania pierwiastkow byly reakcje jadrowe.

Nieustanna ekspansja (rozszerzanie sie) Wszechswiata spowodowala, ze po tych kilku pierwszych
minutach gestosc¢ i temperatura materii spadly na tyle, iz reakcje jadrowe musialy ustac.
Wszechswiat w dalszym ciagu powigkszal swoja objetosc i po pewnym czasie (ale czas ten liczy
si¢ juz w milionach lat!) materia rozmieszczona poczatkowo dos¢ jednorodnie zaczgla skupiaé sie
w poszczegoOlne galaktyki. Wtedy takze powstala nasza Galaktyka.

Wydaje sig, iz nasza Galaktyka miala poczatkowo ksztalt wielkie; kuli zbudowanej z rzadkiego
gazu. Drobne niejednorodnosci spowodowaly, 7e czg$¢ materii zaczgla skupiac si¢ w obloki
gazowe, gestsze niz otaczajacy je osrodek. Oblok taki byt niestabilny (sily grawitacyjne
przewyzszaly ci$nienie gazu) i dlatego podlegal procesowi kondensacji. Jego objetos¢ malata,
natomiast gestosc i temperatura rosty. W pewnym momencie temperatura w centrum obloku
stala sig na tyle duza, iz mogly zachodzi¢ reakcje jadrowe. Energia wyzwalana w takich reakcjach
powstrzymala proces kurczenia si¢ obloku. Powstala stabilna konfiguracja gazowa —

nowo narodzona gwiazda.

Gwiazdy produkuja energig¢ w glebokich wnetrzach. Energia ta wypromieniowywana jest

w postaci fal elektromagnetycznych — $wiatta. Zrodlem energii sa reakcje jadrowe. Reakcje te
polegaja na laczeniu si¢ jader lzejszych pierwiastkow w jadra pierwiastkow cigzszych.

W poczatkowych fazach ewolucji w gwiezdzie zachodzi glownie proces syntezy jader helu z jader
wodoru; schematycznie mozna ten proces zapisac tak:

4'H — *He+e¢.

Wzor ten nalezy rozumie¢ w nastepujacy sposob: cztery jadra wodoru o jednostkowej masie
atomowej przeksztalcaja si¢ w jedno jadro helu o masie atomowej rownej cztery; € oznacza
energi¢ wydzielona w czasie tej reakcji.

Skutkiem reakcji jadrowych zmienia si¢ sklad chemiczny wnetrza gwiazdy: staje si¢ ono
ubozsze w wodor, a bogatsze w hel. Natomiast sklad warstw powierzchniowych gwiazdy
pozostaje nie zmieniony, gdyz zarowno temperatura, jak i ggstos¢ sa tam zbyt male, aby mogly
zachodzi¢ reakcje jadrowe.

Gdy caly zapas wodoru w centralnych czg$ciach gwiazdy zostanie wyczerpany, zaczynaja

o

m zachodzi¢ reakcje syntezy jader wegla z jader helu:

34He —+ 2C + e.
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Przypuscémy, ze k jest pierwiastkiem
calkowitym naszego réwnania. Wtedy uc + 4H¢ — 160 =T
(x=—a)(x+10)+1 = (x=k) (x=1)

i podstawiajgc x = k mamy:
(k—a)(k+10)+1 = 0, czyli .
(k—=a)(k+10) = —1i poniewaz k—a

Gdy obfito$¢ wegla stanie sie wystarczajgco duza, wowczas moze powstawac tlen:

Jadro tlenu moze przylaczy¢ jadro helu dajac w wyniku jadro neonu i tak dalej. Efektem tych
wszystkich reakcji jadrowych jest cala gama pierwiastkéw chemicznych powstajacych we

i k+ 10 sa calkowite, wigc albo wnetrzu gwiazdy.

:];: :_ L ’:_l? TH_I'O‘ e Gwiazdy koncza swojg ewolucje, gdy wyczerpia zasob energii jadrowej. Gwiazdy mniej masywne
Mamy wiec dwie modliwe wartosci a: a — —12 Staja si¢ wowczas bialymi kartami, tj. stosunkowo malymi, lecz bardzo gestymi kulami rozgrzanej
luba = —8. Jeielia = —12,to0 materii, ktora powoli stygnie. Gwiazdy masywniejsze koricza swoj zywot gigantycznym

(x—a) (x+,‘°)_+_' =k ‘23] x+10)+1 = fajerwerkiem, jakim jest wybuch supernowej. Prawie cala gwiazda zostaje wowczas rozerwana

o _{Z;' (L]ll ;}':”fil:“(;+ Py {;'i A ,,na strzepy”, a jedynie z najbardziej centralnych warstw tworzy sie tzw. gwiazda neutronowa.

= (x+9)0. Masa gwiazdy neutronowej jest bliska masy Stonica (rownej 2 x 10° kg), a promien jest rzedu
Wobec tegoa = —121luba = —8 i tylko zaledwie 10 km. Czytelnik moze latwo obliczy¢, jak wielka jest srednia gestosé takiego obiektu.

te dwie wartosci a spelniaja warunki zadania.
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Schematyczny wyglad naszej Galaktyki

,+Z boku”, Punkty czerwone wyobrazaja
gwihzdy o matlej obfitodci pierwiastkow
cigzkich, natomiast czarne — o duzej,

42 ) 38 36 logT

Teoretyczny d.i:sgram H-R. Na osi poziomej
zaznaczony jest logarytm temperatury
powierzchniowej (w kelwinach), a na
pionowej — logarytm jasnosci

(w jednostkach sionecznych). Zaznaczony
jest ciag glowny wieku zerowego i izochrony

_ odpowiadajace pigciu i dziesigeiu miliardom

lat,

Lo |NGC 2362  he¥ Persei

bh 42 40 ES) 36 logT
Schematyczny diagram H-R dla kilku
gromad otwartych (czarne linie) i jedne]
gromady kulistej (linia czerwona).

Tempo ewolucji gwiazdy zalezy drastycznie od jej masy. Gwiazda o masie rownej masie Slofica *
potrzebuje ok. 10 miliardow lat, aby staé sie bialym karlem; natomiast gwiezdzie o masie
kilkadziesiat razy wiekszej wystarczy zaledwie pare milionow lat, by wybuchna¢ jako supernowa.
Wroémy do naszej Galaktyki. ZostawiliSmy ja w momencie, gdy miala ksztalt kulisty i zaczynaly
tworzyc¢ sie pierwsze gwiazdy. Oczywiscie rozmieszczone one byly w spos6b sferycznie symetryczny.
Z biegiem czasu gaz znajdujacy sie w Galaktyce opadat do plaszczyzny rownika galaktycznego.
Jednoczesnie najmasywniejsze sposrod najwcezesniej powstalych gwiazd koriczyly juz swoja
ewolucje wybuchami supernowych. Materia tych gwiazd rozrywana w czasie wybuchu zawierala
znaczne ilosci pierwiastkow ciezkich. Po wybuchu przenikala ona do gazu miedzygwiazdowego.
W ten sposob nastepowalo wzbogacenie materii miedzygwiazdowej w pierwiastki ciezkie.

Proces tworzenia si¢ gwiazd z gazu miedzygwiazdowego trwat dalej — trwa on zreszta do dzisiaj.
Gwiazdy powstawaly (i powstaja) jednak juz tylko w poblizu plaszczyzny rownika
galaktycznego, gdyz tylko tam pozostala wystarczajaca ilos¢ materii. Wybuchy supernowych
ustawicznie wzbogacaja te materie w pierwiastki ciezkie. Dlatego im poZniej powstala gwiazda,

z tym wiekszej ilosci pierwiastkow cigzkich byla zbudowana.

Jak wida¢, gwiazdy w naszej Galaktyce mozna podzieli¢ z grubsza na dwie grupy. Pierwsza — to
gwiazdy stare, nalezace do tzw. podsystemu sferycznego Galaktyki. Maja one co najmniej

10 miliardow lat. Sa to gwiazdy malo masywne, gdyz masywniejsze zakonczyly juz swoja
ewolucj¢. Zewngtrzne warstwy tych gwiazd, nie przeksztalcone przez reakcje jadrowe, zawieraja
bardzo mato pierwiastkéw cigzkich. Druga grupe stanowia gwiazdy mlodsze, tworzace podsystem
plaski, gdyz grupuja si¢ w poblizu plaszczyzny rownika galaktycznego. W warstwach
powierzchniowych tych gwiazd znajduje.sie stosunkowo duzo pierwiastkéw cigzkich.

. Skiad chemiczny zewngtrznych warstw gwiazdy mozna wyznaczy¢ z obserwacji. W tym celu

nalezy przeprowadzi¢ tzw. analize widmowa promieniowania. Swiatlo gwiazdy skupione w
ognisku teleskopu nalezy przepusci¢ przez pryzmat lub siatke dyfrakcyjna. Otrzymamy wowczas
widmo promieniowania gwiazdy. Wystapia w nim ciemne prazki. Istnienie kazdego z tych
prazkow $wiadezy o wystgpowaniu w atmosferze gwiazdy jakiego$ pierwiastka. Natezenie prazka
$wiadczy o obfitosci tegoz pierwiastka.

Stwierdzono, ze w gwiazdach podsystemu sferycznego ulamek ma.s'y atmosfery, jaki stanowig
pierwiastki cigzkie, wynosi zaledwie pare tysiecznych. Dla gwiazd podsystemu plaskiego jest on
odpowiednio wigkszy. I tak dla Slofica (ktérego wiek ocenia si¢ na 4,6 miliarda lat) wynosi on
dwie setne, natomiast dla gwiazd najmiodszych (majacych tylko kilka milionéw lat) jest on
rOwny czterem setnym.

Problem ewolucji gwiazd jest jednym z lepiej zbadanych zagadniefi wspolczesnej astronomii.

Obecnie mozemy powiedziec, jak zmieniaja sie w czasie charakterystyczne parametry gwiazdy,
takie jak promien, jasno$¢ (tj. ilo$¢ energii emitowana w ciagu sekundy), temperatura
powierzchniowa itp. Dlatego mogloby wydawac¢ sie prostym wyznaczenie wieku gwiazdy przez
porownanie jej obserwowanych parametrow z teoretycznymi obliczeniami. Metoda ta jednak
zawodzi, gdyz — jak juz powiedzieliSmy wyzej — ewolucja gwiazdy zalezy niestychanie silnie od
jej masy, nie ma za$ dokladnej metody wyznaczania mas gwiazd. Jedynym wyjatkiem jest nasze
Stonce, ktorego mase znamy z wystarczajaca precyzja. Wyniki teorii ewolucji mozna jednak
zastosowa¢ do wyznaczania wieku gromad gwiaza. Sa to wielkie skupiska gwiazd wewnatrz
Galaktyki. Wyrozniamy dwa rodzaje gromad. Gromady kuliste zawieraja 10°—10° gwiazd, a ich
promienie wynosza 50—100 parsekow. Przypominaja one wielkie kule. Gromady otwarte sa
mniejsze. Do kazdej z nich nalezy kilkadziesiat lub kilkaset gwiazd. Ich ksztalt jest
nieregularny, a typowe rozmiary wynosza kilka parsekow. Gromady kuliste naleza do
podsystemu sferycznego Galaktyki, natomiast gromady otwarte — do plaskiego.

Sadzimy, Zze gwiazdy nalezace do jednej gromady uformowaly si¢ jednocze$nie.

w ce]kl_wyznaczenia wieku gromady wygodnie jest postuzy¢é si¢ diagramem Hertzsprunga-
-Russella (w skrécie diagramem H—R). Na poziomej osi tego diagramu (skierowanej — ze
wzgledow historycznych — na lewo!) odlozony jest logarytm temperatury powierzchniowej
gwiazdy, natomiast na osi pionowej — logarytm jej jasnosci. Kazda gwiazde reprezentuje na
diagramie H—R jeden punkt. Gwiazdy w momencie powstania ukladaja si¢ wzdluz prawie
prostej linii, ktora nazywa si¢ ciagiem gléwnym wieku zerowego. Im wieksza jest masa gwiazdy,
tym wyzZej znajdzie si¢ ona w ciggu glownym. Po pewnym czasie zmieniajg sie parametry
gwiazd, tych masywniejszych — bardziej, tych mniej masywnych — odpowiednio mniej. Gwiazdy
beda ukladac si¢ wzdluz innej linii na diagramie H—R. Mozna obliczy¢ teoretyczny ksztalt
takich linii (sa to tzw. izochrony) w zaleznosci od czasu, jaki uplynal od momentu powstania
gwiazd. Poréwnujac teoretyczne izochrony z rozmieszczeniem gwiazd z gromady na diagramie
H-—R mozna wyznaczy¢ wiek tejze gromady.

Procedurg taka zastosowano do zbadania wieku wielu gromad. Okazalo sie, ze wiek gromad
kulistych jest praktycznie ide_ptycmy i wynosi okolo 15 miliardéow lat. Diagramy H—R dla
gromad otwartych réznia sigstnatomiast znacznie swoim wygladem, -a tym samym gromady té.
majg rézny wiek. Istnieja gromady otwarte, ktore maja zaledwie pare¢-milionow lat; sg takze

‘takie, ktorych wiek wynosi miliardy lat.



Autor artykulu jest uczniem II klasy liceum

w Koiais, O wlasnoéciach wyrazenia X+xg+..+x?

> Jarostaw CEL ; :
§1. O réwnaniu x{+x{+ ... +X2 = y*
Twierdzenie 1. Przy ustalonych x; > 0 oraz y réwnanie ‘Z x7 = y® jest spelnione dla co
i =i
o najwyzej jednego wykladnika p.

n
Dowdd: Niech dla pewnego wykladnika p_bedzie i):’ xf = y*. Wystarczy udowodnié, ze [przy g # p

-
mamy ig x} # »%. Gdy g < p, to wobec y > x; mamy y*~? < xI-*, czyli

Pyttt e y? Yot S ) AT = YA,
. = =1

i=1 i=1 i=1

n
natomiast jezeli ¢ > p, to postepujac analogicznie dowodzimy, ze Y. x§ < y*.
: ol

n :
Co do réwnania Z‘ xf = y® Euler wypowiedzial w 1778 roku przypuszczenie, Ze nie ma ono
i= %

rozwiazan naturalnych, jezeli tylko 2 < n < p. Obalono je jednak po 188 latach, zachodzi
bowiem rownos$¢ 275+ 845+ 1105+ 1335 = 1445, :
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Na okregu zatoczonym na sferze ze $rodka S catkowitych dodatnich, jezeli tylko n jest dostatecznie duze.
dowolnym rozwarciem cyrkla r wybierzmy ;
trzy dowolne punkty 4, B, C. Zbudujmy Dowdd. Jezeli n = kP, to mozemy przyja¢ x; = k(i = 1,2, ..., n), y = k? i, jak latwo widzied,
tréjkat o bokach diugosci AB, BC, CA . . e 2 . 5 5 i z

wczas rownanie jest spelnione. Niech & bedzie pewna li ralna i niech |
i opiszmy na nim okrag o promieniu r,. o J ) o b A liczbq natu 2 :::Zby
Rozpatrujac przekrdj sfery plaszczyzna kola v e 4 v i o ; .
wiclkiego zauwazymy lIatwo, 26 wysokosé A" S8i(i = 1,2, ..., n), t spelniaja rownanie dla danej liczby naturalnej n. Jest wiec Z St = 17, wigc

i=1

Twierdzenie 2. Dla kazdego wykladnika p réwnanie Zl xf = y” ma rozwigzanie w liczbach
i=

trojkata réwnoramiennego S04, w ktoérym

7 5 P_1
bok OF jest rowny poszukiwanemu 5 . . Rig
promieniowi sfery R, jest rowna ry, a jego dla Xy = Si(i=1,2,...,n,x;=t(j = n+1,n+2, ..., n+£°—1) bedzie J'ZI x} = (et)”.
podstawa AS jest rowna r. Wystarczy teraz i s e 5 & = . . = .
zbudowaé tréjkat A4S, w ktérym ¥ SA’A Wynika stad, ze skoro réwnanie nasze ma rozwiazanie w liczbach naturalnych dla liczby n, to
-jest prosty, SA = r, §4’ = ry, aby na ma je takze dla liczby n+&"— 1, wigc i dla n+&°—1+&°—1 itd. dla liczby n+ (e”— 1)/, gdzie
przecieciu symetralnej odcinka SA4 I jest dowolna liczba naturalng. Rozwazane rownanie ma, jak wiadomo, rozwiazanie przy
i przediuzenia boku A’S znale#é punkt O, dla’ S .2 » » . . .
e 2 : n = kP, totez biorgc najpierw & = k®, a potem & = k”—1 (dlaczego, zaraz si¢ okaze) wnosimy,

torego odcinek OS jest réwny szukanemu ; : 5 Rl iy ” -

promieniowi. ze rozwigzanie takie istnieje dla kazdej liczby n postaci n = k®+ (k*— Du+ [(k*—1)p— 1], gdzie

u i v s3 naturalne. Jak nietrudno stwierdzi¢, liczby k”— 1 oraz (k*—1)°— 1 sa wzglednie pierwsze,
totez na podstawie wniosku 1 ze str. 12 ,,Teorii liczb™, cz. II, W. Sierpifiskiego mozemy napisa¢,
ze kazda dostatecznie wielka liczba naturalna jest postaci (k°— 1)u+ [(k°—1)"—1]v, a zatem

i postaci n = kP+ (k*— 1)u+ [(kP—1)"—1}v, a dla takiej liczby rozwazane rownanie ma
rozwiazanie.

n
Odbiegnijmy na chwile od tematu i rozwazmy réwnanie E p*i = p”, ktore powstaje
i=1

n
z réwnania Z x} = y° przez odwrocenie roli wyktadnikow i podstaw. Rozwigzemy je w liczbach
i=1

naturalnych. Zaléimy, ze x; < x4, < y, oczywiscie p = 2.

n n
Mamy 1+ Z pXi—x1 = p¥—x1, musi by¢ zatem x; = x,, co daje 2+ Z P¥i—%1 = pr—x,
i=2

i=3
Gdy p = 2, to 1+ i;zx‘-xa—! =2-x-lskadn=2"+1,teN, x;—x;—1 =0
(i=13,4, ...,n),y:: t+x,+1, przy r = 2'+1, ¢ € N. Niech dalej bedzie p = 3. Rozumujac
jak wyzej dostajemy 1+ ii‘}*r-xn'l = 3r-x~1, latwo zauwazy¢, ze x;—x;—1 = 0
@ = 4,5, ...min= 3'-:2, t € N, totez rozwigzaniami w tym wypadkusg p = 3, x; = x; = x;
xi=x+1( =4,5,...,n,y = t+x,+1, przy n.= 3'+2, teN. =




Poczatkowe liczby Bernouliego to: By = 1,
1 1

B, = _..2.‘3,=z,85-0|naslcpn=

liczby o nieparzystych indeksach sg rowne

26ru; atomiast By = T'O-,Bﬁ ='le-,3. =

1 691
o B0 = g5 Bia= ~ g+ B
3617
“‘E‘,Bui - —ﬁ—,----ﬂu -
2374
%029 . Liczby Bernouliego

majg duze znaczenie w teorii liczb, wystepuja
np, przy obliczaniu wartosci slynnej funkeji
»,dzeta” Riemanna, a takze w rozwinieciach
kilku waznych calek.
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Jezeli p jest liczbg pierwsza wicksza od 3,to0 . -

reszia z dzielenia p przez 6 jest réwna 1 lub 5,
(Liczby postaci 6k, 6k + 2, 6k + 4, sa

parzyste, a liczby postaci 6k + 3 sa podzielne
przez 3). Tak wigcp = 6k+1lubp =

= 6k—1 (= 61+5). Wobec tego p? =

= (6k+1)2 = 36k2 4 12k +1 = 24 "‘(3? D

+ 1. Wystarczy teraz zauwazyé, ze liczba
k(3k + 1) jest, dla kazdego k, parzysta,

Puechodz:my teraz do ogolnego rozwu;zama, sprowadz.a;qc rozwazane rownanie do postaci

1+ Z pxi-x1—1=py-xi-l gdziep< nm,skad x;, = x, dlai=2,3,...,p; xi = x;+1

i=p+1
dlai=p+1,p+2,...,n,y = t+x,+1 przy n = p*+p—1, t € N. Warunkiem rozwiazania jest
spelnienie réwnosci p*+p = n+1,p,n = 1,2, ..., t € N, wobec ktorej, rzecz jasna, pn+1.

n
Na zakoriczenie przegladu réznych wlasnosci réwnania 2 x§f = yf zacytujemy twierdzenie
=
A. Rotkiewicza:
n
Jezelin > 2 oraz ‘Elxr = ¥}, gdzie x,, ..., Xa, y 53 liczbami naturalnymi takimi, ze x; < x; <

T e T Xpy 10X, > p.

§ 2. Inne wilasnosci
Wyprowadzimy wzoér Cavalieriego, tj. wzor

. 1P 2P4 L +n® 1
lim = -
n—co i p+1

1
1

Uczyni¢ to mozna postugujac sie catka Sx-'dx = —+-—l—

P

Zastosujemy jednak inng metode wykorzysuuac rozwigzane przez Jakuba Bernoulliego
zagadnienie wyznaczenia sumy S,(n) = 1°+2°+ ... +n® zamieszczone w pracy ,,Ars conjectandi®
wydanej w roku 1713, juz po jego $mierci. Bernoulli dowiodt, ze

1 O (p+!
Sp(m) = 17427+ .. +n° = e ( : )Bx' (n+1)P+1-k,
: rtl = ;

gdzie liczby By zwane dzi$ liczbami Bernoulliego sa niezalezne od To Dalej moina juz

stwierdzi¢, ze
P —k
lim ﬂ=lim2 (”H e
n—sco HPH! A-o0 L p+1

c.b.d.o.

n
Twierdzenie 3. Gdy liczby naturalne x; sa wieksze niz 1, ciag Z xf(p=1,2,..) zawiera
oy |
nieskoriczenie wiele liczb zlozonych.
Dowdd. Obierzmy dowolnq liczbe naturalng N. Wobec x; > 1 istnieje takie naturalne p, ze

q= Z xf > N, czyli ¢ > x;. Zalézmy, Ze q jest liczba pierwszg, oczywiscie g x x;, wiec z malego

=]

1 (mod g), skad x?+1-! = x? (mod gq), lecz Z xP =

i=1

twierdzenia Fermata wynika, ze x{~! =

= 0 (mod g), przeto po zsumowaniu kongruencji dostajemy 2 xfrast = Z xf = 0 (mod gq).
=1

Ale z kolei z Xyl o Z xf, bowiem dla x; > 1, ¢ = 2 mamy x{*?"! > x. Wynika stad,
i=1 i=1

i n n
ze liczba Z xf+2-1 jest zlozona, gdy liczba 2 x§ = g jest pierwsza, a zatem co najmniej
= i=1

jedna z liczb z xf oraz Z x7+9-* wigkszych od N jest zlozona. Dowodzi to jednoczeénie
i=1 i=1
zadanej tezy, bowiem liczba N obrana byla dowolnie.

Zapewne znacznie trudniejsze byloby znalezienie warunkow na liczby n, p takich, by istnialo

n
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych E xf, gdzie x; (i = 1, 2, ..., n) s3 calkowite. Z pewnych
i=1

twierdzenn Fermata, Gaussa oraz Lagrange’a wynika, iz istnieje nieskoriczenie wiele liczb
pierwszych postaci x3+x3, x}+x3+x3+ x3+ x3+ x3, gdzie x,, x2, X3, x4 53 calkowite.

W roku 1923 G. H. Hardy i J. E. Littlewood wyrazili przypuszczenie, Ze istnieje nieskoficzenie
wiele liczb pierwszych postaci x3+ x3+x3, gdzie x,, x2, x5 sa calkowite.

7



NMala delid

»Cialo zanurzone w cieczy traci na cigzarze tyle, ile wazy
wyparta przez nie ciecz’’. Tak podobno powiedziat
Archimedes, i tak ucza ludzi od niepami¢tnych czaséw
podreczniki filozofii, historii naturalnej, ostatnio za$

fizyki. Skoro tylu ludzi tak twierdzi, to chyba tak jest.
- Spréobujmy jednak sprawdzié.

Do dos$wiadczeni potrzebna bedzie waga z zawieszanymi
szalkami, komplet odwaznikéw, dwa stoje mieszczace sig
na szalce wagi, sztabka metalowa lub dodatkowy
odwaznik, drewniany klocek, cienki sznurek lub mocna nitka
i dostgp do wody. Doswiadczenia beda wykonalne w kazdej
szkolnej pracowni fizycznej.

Doswiadczenie. 1

Nalejmy do stoja wody, postawmy go na szalce wagi, obok
niego polozmy na szalce metalowa sztabke. Zréwnowazmy
ich cigzar odwaznikami. Nastgpnie przeldzmy sztabke do
stoja z woda.... Szalki pozostaja nadal w rownowadze.
Sztabka metalowa nic nie stracila na cigzarze.

Hm. Powtorzmy eksperyment.

Dqswiadczenie 2.

Zdejmijmy szalke wagi, zamiast niej zawieSmy na sznurku
sztabke. Zréownowazmy ja odwaznikami. Teraz podstawmy
stéj pod sztabke i napelnijmy go woda tak, aby sztabka
zanurzyla si¢. Szalka z odwaznikami leci w dotl. Sztabka
utracila cze$¢ swojego cigzaru. Cierpliwy eksperymentator
moze nawet zmierzy¢, ujmujac odwazniki, ile wyniosta
strata cigzaru, zmierzy¢ objetos¢ sztabki i sprawdzié, ze
strata cigzaru sztabki jest réwna cigzarowi wypartej wody.
Jest wigc w tym prawie Archimedesa cos z prawdy.
Sztabka traci na cigZarze, ale nie zawsze. Moze rzecz W
tym, iz za pierwszym razem sztabka naciskala na. dno
slo;a" Powtorzmy doswladczemc Jeszcze raz




Doswiadczenie 3.

Na jednej szalce wagi postawmy stdj z woda, obok niego
polézmy sztabke i kawalek sznurka, na drugiej — tyle
odwaznikow, aby szalki byly w réwnowadze, ZawieSmy
teraz sztabke na sznurku, przyczepionym do haczyka od
szalki tak, aby byla zanurzona w wodzie. Szalki ani drgna.
Sztabka nic nie stracila na cigZarze.

Aha, nie naciskala na dno, ale ciggnela za sznurek.
Zrobmy wigc tak, aby ani nie naciskala, ani nie ciggneta.
Musialaby sama plywac...

Zamienmy wigc sztabke na klocek. Powtorzmy
eksperyment.

Doswiadczenie 4

Kladziemy klocek na szalce, obok stoja z woda

i rownowazymy wszystko odwaznikami. Nastgpnie
wkiadamy klocek do stoja. Plywa. Ale szalki ani drgna.
Nie stracil na cigzarze. Zupelnie tak, jakby cos
przekazalo cigzar klocka w dét na szalke.

To ,,c08’’ to chyba woda. No tak, woda potrafi, zgodnie
z prawem Pascala, przekazywac¢ cisnienie ,,na

odleglosé™. Ale dlaczego w takim razie sztabka tracila
cze$é cigzaru, gdy stdj nie stat na szalce? Aha, bylo chyba
tak: sztabka dziatala na wode pewna silag w dol, wiec
woda, zgodnie z III prawem Newtona, zadzialala na
sztabke przeciwnie skierowana i réwna co do wartosci sila
reakcji. Zaraz, zaraz, ale sztabka stracita tylko czg$¢
swojego cigzaru. Dlaczego nie caly? Czy klocek traci tez
tylko czes$¢ swojego cigzaru? Sprawdzmy...

Doswiadczenie 5

Powtarzamy doswiadczenie 2 z klockiem zamiast sztabki.
Klocek pltywa po powierzchni, sznurek luzno zwisa.
Klocek stracit caly cigzar.

- 000, to juz si¢ nam nie podoba. Sprébujmy wepchnaé
klocek pod powierzchni¢ wody. Niech nie bedzie taki
wazny. Stawia opor... Gdyby wigc przywiazac¢ go do dna
stoja, ciagnatby dno do gory. MoZe wtedy stdj straci na
cigzarze?

Sprawdzmy to,

'Dosw1adczenlc 6

Tu bedzie nam potrzebna silna przyssawka gumowa

(np. od strzatki dziecinnego pistoletu) i igla z nitka.

Nalezy przyszyé koniec sznurka do przyssawki, a nastepnie
przyssaé ja lub przykleié¢ (dobrym klejem wodoodpornym,
np. ,,Hermolem™’) do dna sloja. Na drugim koficu sznurka
uwiazemy klocek. Sznurek powinien by¢ na tyle krétki, aby
klocek nie mégt wyplynaé na powierzchni¢ wody. Odwazamy
w drugim stoju odpowiednig porcj¢ wody, wazymy pusty
stéj z przyssawka i klockiem, nast¢pnie przelewamy wode
do niego i wazymy ponownie. Klocek ciggnie przyssawke,

a za jej posrednictwem dno sloja, do gory z calej sity, lecz
cigzar sloja z zawartoscia jest dokladnie réwny sumie
cigzaru wody i cigzaru pustego stoja z klockiem

i przyssawka.

Tak. Waga nic sobie nie robi z zapaséw miedzy klockiem

i woda, jesli tylko i klocek, i woda s na szalce. Zachowanie
klocka wzgledem wody jest osobista sprawa tych dwojga.
Jesli jednak woda wypycha klocek do géry, to klocek
powinien, zgodnie z ITI prawem Newtona, pcha¢ wodg.

w dol. SprawdZmy to.




Doswiadczenie 7

Potrzebny bedzie pret metalowy, diugosci przynajmniej

30 cm. Przytwierdzmy klocek do korica preta (np. przez
mocne przywigzanie sznurkiem). Odwazmy wode w jednym
stoju, zwazmy drugi, pusty st6j. Obcigzmy jedna szalke
wagi taka iloscia odwaznikow, ktora odpowiada sumie
cigzaru pustego sloja i cigzaru przygotowanej porcji wody.
Na drugiej szalce postawmy pusty st6j. Jedna osoba niech
wsunie koniec preta z klockiem do stoja na wadze, ale tak,
aby klocek ani pret nie dotykaty go. Teraz niech chwyci
pret mocno, aby nie poruszyl sie przy nalewaniu wody.
Druga osoba, niech napetni stéj na szalce woda. St6j
opada w dot. JesteSmy w domu. Woda chciala wypchnaé
klocek do gory, lecz ten, trzymany krzepko na precie przez
kolege, nie dat sig. Wobec tego woda powgdrowata w dol.
Prawo Archimedesa opisuje silg, jakiej doznaje ciato
zanurzone w cieczy, wzgledem tej cieczy. Cigzar, czyli sila,
z jaka Ziemia dziala na cialo, nie ulega przy tym zmianie.
I na koniec zagadka:

A co staloby si¢ z prawem Archimedesa w stanie
niewazkosci, np. w stacji orbitalnej?

Uktadamy. kétka.

Jezeli mamy wycigte jednakowe kétka mozemy za ich
pomocg pobiedzi¢ si¢ nad rozwigzaniem nastgpujacego
zadania: jak ulozy¢ te kolka, aby na przykrytej przez nie
powierzchni dalo si¢ narysowaé mozliwie najwieksze koto.
Rozwiazanie dla trzech kélek, czy dla czterech jest
oczywiste. A dalej?

Sprébujcie sami. My dodamy tylko, ze dla pieciu kélek
rozwigzanie jest mocno nietypowe, a gdzie§ w okolicy
dwudziestu kélek w ogoéle konczy sig dotychczasowa

wiedza. .
Takie proste zadanie, ze az wstyd. Moze potraficie je
rozwigza¢ powiedzmy do dwudziestu. A moze ogdlnie?

Malq Delte opracowali: Marek KORDOS i Andrzej KRASINSKI.




Kacik filatelistyczny (13)

Leonhard Euler (1707—1783) byl najbardzie
znanym matematykiem XVIII wieku i jednym
Z tworcoOw nowoczesnej matematyki.
Pochodzil z Bazylei, gdzie studiowal
matematyke pod kierunkiem J. Bernoulliego.
W wieku lat dwudziestu byl juz na tyle znany,
2e zaproszony zostal do Petersburga przez
tamtejsza Akademi¢ Nauk i wkrétce otrzymal
tam stanowisko profesora. Pracowal

w Petersburgu przez kilkanascie lat, potem
przez 25 lat w Berlinie (na zaproszenie krola
Prus, Fryderyka II), a pod koniec zycia wrécil
znoéw do Petersburga. Euler byl nieslychanie
plodnym uczonym — opublikowal ponad

500 prac z matematyki, dotyczacych prawie
wszystkich znanych wowczas jej dzialow,
Zapoczatkowal teorie réwnan roZniczkowych
i funkcji specjalnych, wprowadzil do analizy
matematycznej liczby zespolone. Od niego
pochodzi wiele twierdzen, definicji i oznaczen
wspodlczesnej matematyki (np. oznaczenia liczb
# i ). Duzo uwagi poswiecit Euler
zastosowaniom matematyki w réznych
dziedzinach nauki i techniki — publikowat
prace z astronomii, optyki, hydrauliki
(sformulowal prawo mechaniki plynéw znane
jako prawo Eulera), a takze prace dotyczace
muzyki, budowy okretéw i artylerii. Pelne
wydanie jego dziel obejmuije ok. 30000 stron
druku.

Znaczki z podobizng Eulera wydano w NRD
w latach 1950 i 1957, oraz w ZSRR w roku
1957. Reprodukujemy znaczek z NRD

z roku 1957,

Jerzy BARTKE

Patrz w niebo

Rekojesé maczugi tworzacej gwiazdozbiér Wolarza

i rzucajacej si¢ w oczy na majowym niebie, stanowi jasna
gwiazda Arktur (aBoot:s) Na pierwszy rzut oka wydaje sieg,
Ze nie wyrozma sig ona niczym wsréd innych gwiazd, poza
swoja jasnoscia widoma. Aby pokaza¢, Zze o kazdej
gwiezdzie mozna powiedzie¢ wiele ciekawego, zajmijmy
si¢ na chwile Arkturem. Jest on czwarta co do jasnosci
gwiazda na naszym niebie, jest ok. 115 razy jasniejszy od
Stonca, liniowe rozmiary 25-krotnie przewyzszaja
rozmiary Stofica, a masa jest 4 razy wicksza — z czego
wynika, ze srednia gesto$¢é gwiazdy jest 3 razy mniejsza od
gestosci powietrza, ktérym oddychamy (spotykamy
gwiazdy o masie wlasciwej jeszcze tysigce razy mniejszej).
Kolor Arktura jest Z6tto-czerwony.

Po przedstawieniu tej metryczki przejdZmy do najbardziej
ciekawego faktu dotyczacego Arktura. Otéz przed pot
milionem lat gwiazda ta nie byla w ogdle widoczna golym
okiem (o ile ,,gole oko” mialo t¢ sama czulos¢ co dzisiaj).
Jednak przyblizajac si¢ do nas w ogromnym tempie,
gwiazda szybko zwigkszala swojg jasnos¢ a odleglos¢ od
Stonca zmniejszala si¢. Obecny etap mozna nazwac
,,bliskim spotkaniem’ obu gwiazd — wlasnie Arktur nas
mija — porusza si¢ prawie po prostopadlej do linii naszego
wzroku skierowanego na t¢ gwiazdg. Arktur jest obecnie
odlegly od nas tylko o 11 parsekow i juz prawie si¢ do nas
nie zbliza, za kilka tysiecy lat osiggnie punkt, w ktorym
predkosé radialna wyniesie 0, a potem poszybuje

w przestrzen by zniknaé za 500 tysigcy lat z naszego pola
widzenia gdzie§ w gwiazdozbiorze Panny. Arktur jest
gwiazda populacji II i nalezy do podsystemu sferycznego
naszej Galaktyki (patrz artykut M. Czernego w tym
numerze), co ttumaczy jego znaczng predkos¢ wzgledem
nas. Dzigki malej odleglosci Arktura oraz zastosowaniu
nowoczesnych cyfrowych technik przetwarzania obrazéw
gwiazd mozna bylo wyznaczyé w sposéb bezposredni jego
srednice katowa, ktora wynosi 0,020 sekundy tuku (pod
takim katem widzielibysmy dwa brzegi zlotowki z odleglosci
40 km), a niedlugo bedziemy, by¢ moze, dostrzegac
szczegotly na tarczy tej i innych bliskich gwiazd (jasne lub
ciemne plamy, ,,pociemnienie brzegowe” itp).
Zastosowana technika polega na tym, Zze obraz dyfrakcyjny,
jaki tworzy gwiazda na kliszy, po odpowiednim
przetworzeniu uwzgledniajagcym wplyw atmosfery (speckle
interferometry), poréwnuje si¢ z obrazem zrodia
punktowego. Za rdznice migdzy tymi obrazami
odpowiedzialne sa szczegdly na tarczy gwiazdy.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rozklad jasnosci obrazow dyfrakcyjnych Arktura (A)
i dalekiej, praktycznie punktowej gwiazdy (B).



Examin maturitatis-
PO raz pierwszy

e foyrialono); satiies, w Sxoolack § 41. Nikt do Uniwersitetu przyjetym nie bedzie, kto calego kursu nauk w szkole

departamentowych Ksiestwa Warszawskiego = E: o i % S 3
B Tevriromaiay o £hz Dieeweey & ot Departamentowey nie ukoriczy, nizey opisanego examinu przed naywyzsza Magistratura.

1812, Pozostal do dzi§, sprawdzajac dojrzalosé edukacyyna mieyscowa nie odprawi, i nie otrzyma patentu, czyli zaswiadczenia ,,maturitatis”

abiturienta szkoly $redniej do podjecia od teyze Magistratury, od Rektora i Professorow examinuigcych podpisanego.

studiéw wyzszych. P . - - £ Aty . o
B S o E Gkl aptaakante §43. Uczr.uowuc chcacy sig udaé do L{nlwemltcm, oss:wadczyé na Plsmle te f:h@é swoia powinni
¥ e o i 18 wybsss nerelnic. Rektorowi szkoly, na cztery, a naymniey trzy tygodnie przed popisem publicznym z wyrazeniem
Niektérzy nasi Czytelnicy zdawali egzamin umieigtnosci, ktora sobie kazdy z nich za glowny przedmiot uczonego swego zawodu obiera.
“dojrzalosci w tym miesigcu. Przype ¥s § 44. Odebrawszy Rektor to o§wiadczenie, wzywa do siebie Professoréw ktérzy maiacym
’,’;‘k."f’b""““'a ""ﬁ pieryaza “\:::“w’:ﬂmw odchodzié¢ uczniom lekcye dawali, i uklada z nimi temata, ktére odchodzacy na pismie
MiSalzenis ;;',':é, depam':;’mwwch..‘ wypracowa¢ maig. Wypracowanie to odbedzie si¢ w przeznaczonym do tego dniu iednym pod
przepiséw wydanych w 1812 roku przez okiem Rektora, ktéry potrzebnych pomocy piszacym z biblioteki dostarczy.

Dyrekcj¢ Edukacji Narodowej w Warszawie: §45. Temata scigga¢ si¢ naprzéd powinny do okazania postgpku w naukach, stosuigc onych

materya do glownego przedmiotu kazdego odchodzacego: tak np. aby dla zabieraigcego si¢ na
prawnika tema wzigte bylo z pierwszych zasad moralnosci, z konstytucyi krayowéy; chcacemu sig
sposobi¢ do Urzedow administracyjnych, z kameralney chimii, fizyki, historyi naturalney; na
Filologa i Literata, z wiadomoféci rzeczy starozytnych; na budowniczego Hidraulika i.t.p.

z matematyki i fizyki.

Roboty te powinny bydz w sposoble rozpraw, krotko, zwigzle a ile rzecz pozwoli i ozdobnie
ulozone. Nie zada si¢ po nich wyzszych wiadomosci nad te, ktore sa planem nauk obiete,
wszakze zaleta bedzie dla piszacych, iezli okaza wiadomosci z prywatnego czytania xigzek nabyte. -
§ 46. Po tych nastapia temata na okazanie postepku w iezyku Lacifiskim, Francuzkim

i Niemieckim. Tych materye wymaga¢ beda, napisanie listow, powiesci lub opisow
historycznych, w tych iezykach ulozonych.

§ 47. Nadto chcacy otrzymac ,,testimonium maturitatis” przekladaé¢ beda mieysca wskazane
sobie, tak Prozaikow iak Poetow tychze igzykow na polski. Wzory wyigte z autorow lacinskich,
oprocz thumaczenia obiasnia¢ beda gdzie tego wymaga potrzeba, wiadomosciami z historyi,
Jeografii i z starozytnosci czerpanymi. Do wyiasnienia iednak mieysc zawilszych z Horacego,
Wirgiliusza, Tacyta etc. mozna im pozwoli¢ dykcyonarza lub komentarza dla doswiadczenia czy
ich uzy¢ umieia.

§48. Przygotowane temata przezieraia Rektor z wyzey wzmiankowanymi Professorami,

i znacznieysze w nich bledy podkreslaia.

§ 49. W dzien examinu ustnego, na ktory uczniom a szczegolniey k]ass wyzszych przyst@p bedzie
wolny, Professorowie kazdy w swym przedmiocie daia krotka recenzya robot uczniow,

i podkreslone w nich mieysca bledne, okazuig dozorowi mieyscowemu.

Potem examinuja uczniéw z matematyki, loiki, historyi powszechnéy i polskiey, zasad
moralnosci, konstytucyi krayowéy, z fizyki, chimii, historyi naturalnéy, z iezykow i onych
literatury. ...

§ 50. Po skonczonym takowym examinie i oddaleniu si¢ tak examinowanych iak publicznosci,
Magistratura edukacyyna wraz z Rektorem i przybranemi Professorami sadza o dojrzalosci
kazdego odchodzacego i wydaig wzgledem niego wyrok ,,sine vel cum admonitione”. Nakoniec
uznanym za doyrzalych daia dyplomata podpisami wszystkich examinuigcych osob, i pieczeciami
tak Magistratury edukacyyney, iak szkolng stwierdzone™.

Tak przebiegala pierwsza matura. W ciggu lat
przepisy 1 organizacja ulegaly zmianom.
Roznie tez odbywala sie w roznych zaborach.
Przypomnijmy jeszcze zestaw zadan
maturalnych sprzed stu lat.

Zadania dane uczniom kl. VIII gimnazjow Okrggu Naukowego Warszawskiego na egzaminach
dojrzalosci w koncu roku szkolnego 1880/81. Zadania z matematyki:

a) z arytmetyki. 0,4666... sumy otrzymanej ze sprzedazy weksla 36000 rs. z potraceniem 8%/ za
9 miesigcy przed terminem, uzyto na kupno lasu prostokatnego dlugosci 768 saini, szerokosci
175 sazni. Za reszt¢ otrzymanych pieniedzy kupiono dom; dochéd z domu za trzy miesiace
stanowi tyle rubli, ile zaplacono za dziesiatyng lasu. Obliczyc': jaki procent przynosi kapitat
uzyty na kupno domu?

“b) z geometryi. W kule wpisanym jest graniastostup tréjkatny foremny, ktorego powierzchnia
boczna ma by¢ réwna sumie powierzchni obu podstaw. Danym jest bok a = 12 podstawy
trojkatnej, obliczy¢ promien kuli. :
¢) z algebry. Suma trzech liczb stanowiacych postgp arytmetyczny réwna sig¢ 15; jezeli do
pierwszej z nich dodamy 1, do drugiej 4, do trzeciej 19, to otrzymamy trzy liczby stanowiace
postep geometryczny. Znalezé te liczby.

d) z trygonometrii. W rombie dana jest suma 2284,2 dwoch przekatnych i kat 75°47°48” miedzy
dwoma bokami. Obliczy¢ powierzchnig figury.

opracowal mgr Walerian PIOTROWSKI



Przepisy dla nauczycieli
jednego z amerykafiskich
college’ow (1872)

1. Nauczyciele kazdego dnia napelniaja lampy
i czyszezg kominki.

2. Kazdy nauczyciel winien przyniesé wiadro
wody i kosz wegla na zajecia na dany dzied.

3. Pi6ra nalezy przygotowywac starannie.
Dozwolone jest ostrzenie staléwek wedlug
indywidualnych gustéw ucznidw.

4, Meiczyini moga kazdego tygodnia
otrzymaé jeden wieczor wolny, albo dwa —
jezeli uczeszczaja regularnie do kosciota.

5. Po dziesigciu godzinach w szkole,
nauczyciele moga sp¢dzaé pozostaly czas na
czytaniu Biblii albo innych stosownych

ksiazek.

6. Nauczycielki, ktére wyjda nieodpowiednio
za mat albo zawierajq niestosowne znajomodei,
beda zwolnione z pracy.

7. Kaidy nauczyciel winien odkladaé ze swych
zarobkéw odpowiednig sumeg na swoje lata
emerytalne, aby nie staé si¢ cigzarem dla
spoleczenstwa.

8. Kazdy nauczyciel, ktéry pali papierosy,
uzywa alkoholu pod dowolna postacia,
uczeszeza na bilard lub do lokali albo goli sig
u fryzjera, daje tym samym podstawe do
watpienia w swoja wartoé¢, dobre intencje,
rzetelnosé i uczciwosd,

£t

9. N yciel wypel swe p
bez zarzutu przez 5 lat, otrzyma podwyike
w wysokoéci 25 centéw na tydzies, pod

warunkiem, ze zaaprobuje to Komisja
Edukacji.

Egzamin

Dramat w jednym akcie na cztery osoby: dr Alfa, dr Beta, doc. dr hab. Omikron oraz Kandydat.
Po podniesieniu si¢ kurtyny widzimy sal¢ egzaminacyjna Uniwersytetu. Stol nakryty zielonym
suknem, akcent kolorystyczny w postaci bukiecikow stokrotek. W glebi duza szklana tablica.
Alfa, Beta i Omikron siedza w fotelach miedzy tablica a stolem.

Wchodzi Kandydat.

Alfa: Jak pana nazwisko?

Kandydat: Kandydat.

Alfa: Z czego pan si¢ przygotowywal?

Kandydat: Powtorzylem Algebre, Analize i Algorytmy. Moge odpowiadaé.

Alfa: Prosz¢ nam powiedzie¢, co nazywamy polcigglym mianownikiem.

Kandydat: Rozpatrzmy rodzing podwdjnie ewolutywnych funkcji holonomicznych na sferze
Jjednostkowej. W naturalny sposob nakfadamy na to strukture grupy topologicznej i wobec tego
jednostajnos¢ Skolema na cyklach automorficznych jest — jako #-relacja na zbiorach miary
zero — dobrze zdefiniowana. Oczywiscie wyjdzie na to samo, jezeli okreslimy ja jako funkcje
na tych lewych idealach, ktore wyznaczaja waluacje archimedesowe (jednostajnie na zbiorach
zwartych, ma si¢ rozumiec). Wobec tego dla dowolnego predykatu kardynalnego, mianownik
polciagly jest tym normalnym kwaternionem, dla ktérego nasz problem znika prawie wszedzie.
Beta: Czy moze pan poda¢ nam przyklad jednostajnosci nieskolemowskiej?

Kandydat: Wydaje mi sig, Zze odwrotnosci liczb rzeczywistych nie sa jednostajne w sensie
Skolema ze wzgledu na przeliczalne przecigcia... przynajmniej prawie wszedzie...

Beta: W porzadku. Czy moglby pan teraz...

Omikron (przerywa): Przepraszam, ze przerywam, ale chyba to nie jest nieskolemowska
jednostajnos¢. Nie widze, czemu spelniony jest aksjomat o gestosci si6dmych pierwiastkow

z jednosci.

Beta: Tak, tak, to jest niejasne, ale w mojej pracy o algebrach toksycznych (Journal of Refined
Algebra, 1959) wykazalem, ze jezeli baza jest przeliczalna, a metryka noetherowska, to teoria
snopéw o zdZblach na drzewach trywializuje si¢, gdy drzewo jest styczne do pewnego gestego
pola...

Omikron (znow przerywa): Aha, rozumiem.

Alfa: Prosze powiedzie¢ nam, jak sie¢ dowodzi twierdzenia Hockge’a-Klockge’a o jednostajnych
trywialnosciach.

Kandydat: Twierdzenie Heinego-Borela pozwala zredukowaé rownania Cayley’a-Hamiltona do
kanonicznej postaci Cauchy-Riemanna. Na mocy lematu Bolzano-Weierstrassa rozniczka
Radona-Nikodyma spetnia zatem zalozenie twierdzenia Nagaty-Smirnowa, a to znaczy, Ze
odwzorowanie Schrodera-Bernsteina jest pojedyncze i rozdzielcze (wystarczy skorzystac

z twierdzenia aproksymacyjnego Stone’a — Weierstrassa). Skoro tak, to catke Lebesgue’a-
Stjeltiesa mozemy z dobrym skutkiem wstawi¢ do tezy twierdzenia Riemanna-Rocha w wersji
Grothendiecka-Hirzebrucha, lub — rzecz jasna — do twierdzenia Goloda-Szafarewicza. W tym
ostatnim przypadku musimy tylko pamigtaé, aby nie przedhuzy¢ jej omal prawie nigdzie metoda

Banacha-Hahna. Tak czy inaczej otrzymujemy wreszcie Klasyczny cigg Jordana-Holdera. Zwracam

uwagg, ze nie korzystalem z lematu Kuratowskiego-Zorna!

Beta: Czy zna pan definicj¢ zbioru zwartego?

Kandydat: Mowimy, ze zbior jest zwarty, jezeli z kazdego pokrycia otwartego mozna wybrac
podotkrycie skonczone, przepraszam, z kazdego nakrycia otwartego mozna zabra¢ pokrycie
nieskoriczone... och, myli mi sig... z kazdego pokrycia podtwardego mozna wykry¢ otwarcie
proskoriczone. Dokladnie: z rzadkiego odkrycia potwornego mozna wyja¢ ubranie
wykonczone... tak jest przynajmniej prawie zawsze... : .
Alfa: Zostawmy to na chwile, a zamiast tego moze poda nam pan przyklad zbioru zwartego.
Kandydat: No wigc tak... Bierzemy prosta rzeczywista i na niej jaki$ zbior ograniczony, czy
raczej granicg zbiorowa... wybieramy podciag zbiezny... zupelny w sensie Cauchy’ego... ma
granice — nieskonczony...

Omikron: Na przyklad: czy przedzial liczbowy jest zwarty?

Kandydat: Tak, tak, oczywiicie jest... to znaczy nie jest. Zwarty pan mowi? Bywa zwarty,
przynajmniej prawie wszedzie... biore liczby wymierne, moze lepiej bedzie niewymierne

i okreslam je za pomoca przekroju Dedekinda. Wszystkie liczby mniejsze niz }/ 2

maja limes superior... to znaczy... wszystko ma swdj kres...

Omikron: No tak, racja. A propos, }/ 2 jest wymierny, czy niewymierny?

Kandydat: ﬁ, V’f? ‘Wymierny, czy niewymierny? Liczba jest niewymierna, jesli nieprawda
jest, by byla wymierna... n* = 2m? i rozpatrzymy dwa przypadki: » mniejsze od m lub n
wzglednie pierwsze z 2... po obu stronach stoja liczby calkowite...

Alfa: Co pan rozumie przez liczby catkowite?

Kandydat: Do tego stuza postulaty (zwane inaczej aksjomatami) Peano. Istnieje element 1 i s(1)
jest rowne 2, potem s(s(1)) jest rowne... i tak dalej. W kazdym razie prawie wszedzie...
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Beta: W tej czeSci materialu nie czuje sie pan zbyt pewnie. Ale moze jeszcze jedno latwe pytanie.
Tle jest 2 dodaé 27

Kandydat: No tak, to proste. Mamy binarna operacj¢ + (definiowana indukcyjnie) i symbolem
2 oznaczamy ... 2
Beta: Nie, nie, prosz¢ nie dowodzi¢, tylko poda¢ nam nazwe liczby, ktora powstaje, gdy liczbg
catkowitg 2 dodamy do niej same;j.

Kandydat: Uczylem sig tego. Zaraz sobie przypomne. No tak, pamigtam. W pierScieniu -
Dedekinda 2 generuje ideal pierwszy, ktory jest nierozgaleziony wtedy i tylko wtedy, gdy...

Alfa, Beta i Omikron (razem): Ile to jest 2 doda¢ 27 Uczyl sie pan tego w pierwszej klasie.
Kandydat: Tak, tak, oczywiscie... Nie mogg si¢ skupi¢... Naprawde wiem... chwileczke. ..

w pierwszej klasie, moéwi pan... Zgadza sie, 2 plus 2 jest... zaraz, zaraz, 1 plus 1 to dwa, dwa
plus jeden to trzy... rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania... to chyba ma jaki§ zwiazek

z grupg czworkowa Kleina... 8 razy 8 jest 65. Do licha! 2 plus 2 jest 2 plus 2 jest 2 plus 2 jest...
Alfa... Moze na tym skoficzymy. Dziekujemy panu. Poprosimy pana za kilka minut i powiemy...

*

Kandydat wychodzi. Alfa, Beta i Omikron jeszcze raz przegladajg prace Kandydata ,,0 — quasi
éwieréciggle mianowniki w algebraicznie przymbknietych cialach liczb przestepczych”. Nagle ze
sciany spada tablica i przygniata ich.

Kandydat nerwowo przechadza si¢ po korytarzu. Otwieraja si¢ powoli drzwi od sali
egzaminacyjnej i na czworakach wychodzi z nich Omikron; prawa reka nienaturalnie wykrecona,
twarz podrapana, ubranie w strzepach.

Omikron (do Kandydata, usmiechajac si¢): Prosimy pana do srodka. Panski egzamin zostat
oceniony jako...

Rozmyslania nad -programem

szkolnym KURTYNA
— Cbz to za matematyka, ktérej ucza teraz = B s Nt S

A kol | Bvilee veliiacyiin uctoicmn, (na podstawie: R. Both, The qualifying , The , 1960)
ukoniczylem Politechnike [(...)], ale mej cérce,
ktéra chodzi do széstej klasy, przy zadaniach
domowych pomagaé nie moge.

— A jaki material teraz coreczka przerabia?
— Jakies przekroje w zakresie liczb
wymiernych lub tei coraz to nowe parametry
zmienne !

— A tak, ma to na celu ksztalcenie... —
zaczalem méwié, ale ojciec dokoriczyl:

— Mak Ici¢? Oszale¢ moina przy takich
'zadaniach. Lepiej juz znie$¢ matematyke

w szkole, aby dzieci niep bnie nie dreczyé

(,, Parametr™, 1930)

.0} Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 223. Majac do dyspozycji sferg, kartke papieru, cyrkiel i linijke znaleZ¢é promien tej sfery.
Rozwigzanie na str. 6.
M 224. Znalei¢ wartosci calkowite parametru a, dla ktérych réwnanie

(x—a) (x+10)+1 =0
ma pierwiastki catkowite.
Rozwigzanie na str. 4.
M 225. Wykazaé, ze kwadrat kazdej liczby pierwszej wigkszej od 3 daje przy dzieleniu przez 24
reszte 1.
Rozwiazanie na str. 7.

Redaguje dr Marek KALINOWSKI

F 76. W atmosferze przesyconej parg wodng spada kulista kropla wody. W czasie ruchu para
wodna kondensuje si¢ na kropli powigckszajgc jej masg. Opisaé ruch kropli. Op6r powietrza
pomijamy.

Wskazéwka. Szybkoéé konsendacji pary na kropli jest wprost proporcjonalna do powierzchni
kropli.

ie na str. 3.
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O najwickszej znanej liczbie
Nie, to nie pomytka. Czy wiecie, jaka jest najwigksza liczba naturalna spotkana do tej pory
w matematyce? Ze takiej nie ma, bo do kazdej mozna dodac jeden i bedzie wigksza? No tak, ale
troche nie o to chodzi. Chodzi mianowicie o liczbg, ktora pojawila si¢ w teoriach matematycznych
w mniej wiecej naturalny sposob, niejako przypadkiem, a nie np. w artykule ,,Jak pisa¢ coraz to
wigksze liczby ...” itp.
Niech n(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wigkszych niz n, natomiast

¢ dx

lin=\\—— o

o Inx
(jest to tzw. logarytm catkowy, z dokladnoscia do pewnych subtelnosci zwigzanych.
z calkowaniem). Dla wszystkich n, dla ktérych umiemy obliczy¢ n(n), mamy

¢ dx
n(n) < ‘S,E;

W 1914 roku Littlewood wykazal, e istnieje liczba X taka, ze w przedziale [0, X] znajdzie si¢
na pewno takie n, dla ktérego bedzie spelniona nierébwnos$é przeciwna. W 1937 Skewes pokazal,
ze takim X moze by¢ np.
: X = 100>
a czy moze by¢ mniejsze — nie umial rozstrzygnaé.
To rzeczywiscie doé¢ duza liczba. Watpliwe, czy naprawde umiemy sobie zdaé sprawg z tego,
jak jest wielka. Zacznijmy od takiej historyjki. Wyobrazmy sobie skale o objetosci jednej mili
szeSciennej (mila = 1609 m) i milion razy twardsza niz diament. Raz na milion lat podchodzi
do tej skaly czlowiek i delikatnie przesuwa po niej regke. Po pewnym czasie skala sig zetrze.
Jakim? Zaledwie 10°* lat (jak twierdzi Littlewood w ,,A mathematician’s miscellany’).
~ Troche wiecej jest elektronéw we Wszechswiecie: podobno 157 - 1077, _

. 'W nastepnej historyjce umiescimy mysz w oSrodku o temperaturze biliona (10'?) stopni. Nie
musi ona tam od razu zginaé z goraca, bo a nuz wskutek niesfychanie malo prawdopodobnego
rozkiadu predkosci czasteczek uda jej sig troche przezy¢. Jesli bedzie miala pecha, moze nawet
zamarznaé. Prawdopodobiefistwo, ze uda jej si¢ przezy¢ caly tydzien jest nie mniejsze niz

ks
_ 1010
(chyba, Ze zdechnie z glodu).

To juz cos, choé liczba 1010*¢ jest drobnym ulameczkiem w poréwnaniu z naszym X = 10
(tak jak 46 z 10**). Natomiast zupelnie dobrze moze z nia konkurowa¢ skromnie wygladajace

4
om

91919

' 8
 Caytenik, ktéry aetkng! sig z miedziesictoymi - Chot mniejsza od X (dlaczego?), ta liczba jest juz znacznie wicksza od 10°"”" (dlaczego)?
o e oo A jaka jost najwicksza liczba napotkana w tzw. zyciu codziennym? Matematyk niemiecki Edward
ks = i3 - . - . P . - . el .
4. Dla unikniecia nieporozumies piszemy Kasner wspominal, ze w okresie wielkiej inflacji w Niemczech (lata dwudzieste biezacego wieku)
wowczas (100); = 4. Analogicznie widzial w sprawozdaniu bankowym liczbe
w ukladzie o podstawie 11 ten sam napis
oznacza kwadrat podstawy, czyli liczbe 121, - 496585346000000000000
isuj = 121. Przedsta e . . E . < gie
?’::p'sut'e"“yi (100}&:)% ity by ayeh  (czterysta dziewiecdziesigt sze§¢ trylionow piecset osiemdziesiat pigé tysigcy trzysta czterdziesci
liczb naturalnych. Latwo wyliczymy, Ze 144 = sze$é biliondw) marek.
= (12D, 169 = (144)s;. Nictrudno
: pr 8. Pr , e
196 = (169),, i rtéwniez bez tnldu
potwierdzamy to rachunkiem. Teraz kolej na
225. 1 tu niespodzianka: 225 # (196)4,.
Liczymy uwaznie: (196),; = 1- 112+
+9-11+6 = 226. Skad nagle ta nieréwno$é?
Czy jest to wyjatek od narzucajgcej sig reguly,
czy odwrotnie, wyjatkami s3 wymienione
réwnoéci? Podsuwa 11 nie jest jedyng

o podobnej wlasnosci. Bez trudu wyliczamy, e
s Kacik

(100);, = 144 4 . F .
(121),3 = 169 filumenistyczny
14 - 196

(169)12 =

*(196)11 = 258, an.le!!.ﬁ(= 162). Czy
liczby 11 i 12 sq jedynymi majacymi te
zabawna wlasnosé?

Zenon PIESYK
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Czy mozliwe jest widzenie wielko$ci mikroskopowych
nieuzbrojonym okiem?

Jak dobrze wiadomo oko ludzkie jest w stanie rozr6zni¢ dwa punkty, jesli ich odleglo$¢ katowa
jest wigksza od jednej minuty. Normalnie wigc mozna rozrozni¢ punkty odlegle co najwyzej
0 0,1 mm. y
W pewnych szczegolnych okolicznoséciach oko ludzkie moze dzialaé jak powigkszalnik
fotograficzny. Ta metoda mozna rozdziela¢ punkty znajdujace si¢ znacznie blizej siebie (rys. 1).
Zauwazylem, 7e jesli tuz przed powierzchnia oka umiesci si¢ prawie punktowe Zrodlo $wiatla, to
na siatkOwce nie utworzy si¢ punktowy obraz, lecz powstanie §wietlna plamka. Umieszczenie
pomiedzy okiem, a Zrodlem $wiatla malego przedmiotu spowoduje, ze na siatkowce bedzie
widoczny jego cieni. Bedzie on obrazem prostym, jednak w naszej Swiadomosci zostanie odwrocony
i jako taki bedziemy go widzie¢. Okazalo sig, Ze zjawisko to jest znane i Ze jego jakosciowy opis
podany jest przez Williama Bragga [1]. Ponizej przedstawiam rozwazania teoretyczne, ktore
pozwalaja to zjawisko ujaé iloéciowo. Geometria do$wiadczenia jest pokazana schematycznie
na rys. 2, gdzie przyj¢to nastgpujace oznaczenia:

F, — ognisko przednie soczewki oka

F, — ognisko tylne soczewki oka
~ 8§ — punktowe Zrodlo $wiatla

S’ — obraz punktowego zrodia $wiatla (punkt przecigcia promieni $wietinych).

fi — ogniskowa przednia
— ogniskowa tylna
— odleglos$¢ przedmiotu od Zrodla swiatla

BN
Im
T e

. — odleglo$¢ soczewki oka od siatkowki
— odleglo$¢ zrodla swiatla S od ogniska Fy

N
¥ -
L

— odlegto$¢ obrazu §' Zrodla swiatla od ogniska F,
— odleglos¢ zrodia swiatta od soczewki oka
— wysokosé przedmiotu

Rys, 2

Rys. 3

Literatura

[1). William Bragg, The Universe of Light,
G. Bell and Sons Ltd London 1933, str. 49—
51.

[2). Szczepan Szczeniowski, Fizyka
doswiadczalna, cze$é IV, PWN, Warszawa
1967, str. 139, :

— wysoko$€ cienia przedmiotu na siatkowce

— wysoko$¢ cienia przedmiotu na soczewce.
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H '—d '

Wobec tego —_= (_ﬁ-i-z)(fz+‘z ) =f1+z_(1_ 4 ,).
h k(fz2+2) k fatz

Zgodnie z rownaniem Newtona dla soczewki znajdujacej si¢ na pograniczu dwoch srodowisk

z' = fifalz, @

H 1 dz(fi+2) 1
B ( itz— m) = k—ﬂ'(fxfz+2(ﬁ—d))-

W przypadku akomodacji oka na nieskoniczono$¢ f; = d i

How
Tk &

mma-k

Z konstrukcji geometrycznej wynika, ze:

)

a stad

Jak stad wida¢ powigkszenie H/h zalezy w tym przypadku od odlegtosci k& przedmiotu od
punktowego Zrodla $wiatla, a nie zalezy od odleglosci Zrodla $wiatla i przedmiotu od oka.
Wielkos¢ pola widzenia czyli maksymalna wielkos¢ przedmiotu, ktéra mozna w ten sposob
obserwowacd, jest wyznaczona przez kat, pod ktorym wida¢ Zrenicg oka z punktowego Zrodia

k
$wiatla. Mamy (rys. 2) Rse = —r. @

gdzie r jest $rednica Zrenicy, a / odlegloscia Zrenicy od soczewki oka. Jezeli I <€ x, to hyax = ixr- .
Wrynika stad, ze zblizenie punktowego Zrodla swiatla do oka zwigksza pole widzenia. Zwigkszenie
odleglosci k przedmiotu od Zrodia $wiatla co prawda rowniez zwigksza pole widzenia, ale
zachodzi to kosztem uzyskiwanego powigckszenia (3).

Pole widzenia jest proporcjonalne do promienia Zrenicy, a poniewaz Zrenica rozszerza si¢ przy
slabym oéwietleniu, korzystne jest prowadzenie obserwacji w zaciemnionym pomieszczeniu i ze-
stabym punktowym zrodiem $wiatla.

Dobrym przyblizeniem punktowego zZrodia swiatla jest mala dziurka w kartce papieru

o$wietlona §wiatlem rozproszonym. Gdy jeden koniec krotkiej tulejki zaklei sie taka kartka,

a drugi celuloidem z namalowang malg strzalka, to latwo bedzie uzyskaé cien strzatki na
siatkowee (rys. 3).

Dla uzyskania wigkszych powigkszen taka konstrukcja jest jednak niewygodna, wymaga bowiem
bardzo krotkiej tulejki i mikroskopijnej dziurki. Jako zrédlo swiatta baraziej zblizone do

_punktowego, mozna wykorzysta¢ mala kulke oswietlong odlegla zarowka.
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[kretyn, tj., prezepraszam, Tuwim/

W taki sposéb ogladalem przeirocze z naniesiong regularna siatka ciemnych punktow. Stala siatki
wynosita 0,05 mm, bylo wyraZnie widaé nie tylko poszczegdlne punkty, ale i ich ksztalt.
Roéwniez w ten sposéb moglem zobaczy¢ blony komérkowe nablonka cebuli.
Jesli przyja¢ k = 3 mm, to wedlug Sz. Szczeniowskiego [2] mozna obliczy¢ powigkszenie:
=

2 = 56.
r kK

H
Normalnie, dla przedmiotu znajdujacego sie w odleglosci dobrego widzenia (20 cm) stosunek e

wynosi 0,1 a wigc ponad 50 razy mniej.
By¢ moze podobna metoda postugiwali si¢ badacze starozytni i tym nalezy thumaczy¢ ich czasami
zaskakujacg znajomos¢ mikroswiata.

Zbigniew WAS

‘W czasie pisania artykulu autor byl studentem Il roku fizyki na UJ,

Intuicja bywa zawodna

Historia, na ktorej si¢ opieram, zdarzyla sie (pono¢) w jednym z zakladéw chemicznych w czasie
wojny. W laboratorium opracowano technologie opierajaca si¢ na reakcji, dla ktorej niezbgdne
bylo dostarczenie pewnej iloéci ciepla. Uzyskawszy sukces, reaktor chemiczny po prostu
powigkszono do zadanych produkcyjnie wymiaroéw. I coz si¢ okazato? Wydajnos¢ reakcji
wyraZnie zmalala w nowych warunkach. Na czym polegat blad konstruktorow? Ilosé ciepla,
jaka odbiera reaktor proporcjonalna jest do pola powierzchni ogrzewanej reaktora. Po prostym
powigkszeniu reaktora (przeksztalceniu przez jednokladnos¢) pole powierzchni ogrzewanej
wzrosto proporcjonalnie do kwadratu stosunku jednokladnoséci, natomiast objeto$é reaktora —
proporcjonalnie do sze$cianu tego stosunku. Inaczej mowiac: poniewaz pole powierzchni rosto
znacznie wolniej od objgtoscei, ,,nasycenie cieplem’ substancji w reaktorze zmalalo, co pociagnelo
za sobg wiadome skutki.

Innym przykladem na taka pozorna anomali¢ jest rozwigzanie nastepujacego zadania:

Pompa wtlacza do rury w ciagu pewnego czasu pewna mase wody. Ile razy powinna wzrosnaé
moc pompy, by mogla ona wtloczy¢ 2 razy wigksza mase wody w tym samym czasie do rury

o tym samym przekroju. Niestety, narzucajaca si¢ odpowiedZ: dwa razy, jest nieprawidlowa.
Oto rozwigzanie: Zadaniem naszej stacji pomp jest nadanie masie m wody predkosci V.
Zaktadajac, ze w ciagu calego czasu ¢ stacja pomp dziala ta samg sila F na wode zapisujemy:

¥V
ForwimV, Faice:

t
Praca pompy przy wtloczeniu w rure mniejszego stupa wody, o masie m, i dlugoéci I, , w czasie ¢

i m Vy
wynosi W, =F, —1I, = s
2 2t
W, myV,
moc pompy wtlaczajacej taki stup wody bedzie wynosié P; = -—’1— = -21—!% 1.
g . . % . . myValy
Analogicznie dla wigkszego stupa wody, o masie m, i dlugosci /,, otrzymamy: P, = =
- . . o . L 2m, Vz lz

Z warunkow zadania wynika, ze m, = 2m,, czyli P, = ST

Dwukrotnie wigksza masa wody w rurociagu tworzy stup o dlugosci dwa razy wiekszej niz
poprzednio, tzn. I; = 2I;. Rozwazmy, jaki warunek musi by¢ speiniony, aby przez dowolny
przekroéj rurociagu przeplywata odpowiednia masa wody w tym samym czasie. Mamy:

my = I, S,d, gdzie S, — pole powierzchni przekroju rurociagu, d — gestosé wody.
Analogicznie: m;, = [,S,d = 21, S,d.

Masa m, oraz masa m, = 2m; musza w tym samym czasie przej$¢ przez przekrdj Sp:

I I 21, I 21
=—1’ =-—-—-2—--=—1’ CZYI‘-L=——1, Stad V2=2V1-
V1 Vg Vz Vl VZ
2m, 2V, 1
Moc P, wynosi wiec P; = %. Ale I, = 2I;, ostatecznie otrzymujemy wigc
1
2m1 2V1 2!. 3 my Vg {1 P2
= = . CZ li — 23-
A 27 27 i

Glebiej nieco rozwazajac z pozoru dziecinnie latwy problem otrzymali$my raczej niespodziewany
wynik.

Autor byl, w czasie pisania artykulu,
uczniem III klasy Liceum Ogélnoksztalcacego
im. K. Gottwalda w Warszawie.

L. MANKIEWICZ
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