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Jak zobaczy¢
wszystkie
liczby 2-adyczne

Prof. dr Jerzy
MIODUSZEWSKI

W artykule Krystyny Wojtkow o liczbach
p-adycznych Delta 9 (1978) uzywany byl zaois
...123456789 ; w niniejszym
artykule cyfry stoja w odwrotnym porzadku:

Rozwigzanie zadania F 76. Ostrze gil
W ukladzie U’ bedzie pochylone w p

Liczby 2-adyczne calkowite, tj. wyrazenia ao+ay*2+az* 2%+ ..., gdzie a, = 0 lut 1, ktorych
zapisy skracamy do aga,a;..., mozna mnozy¢ (jak si¢ je dodaje, p. poprzedni artykul na ten
temat, Delta 5/1979; byly one tam nazywane, aby nie obcigza¢ terminologii, liczbami dwéjkowymi).
Aby pomnozy¢ liczbe a = aoa,a;... przez liczbe b = bob, b;..., mnozymy liczbe a kolejno przez
bo, b;, etc. (jest to nieklopotliwe, bo mnozymy stale przez 0 lub 1), a kolejne wyniki zapisujemy
jeden pod drugimi przesuwajac za kazdym razem zapis o jedno miejsce w prawo (przy mnozeniu
liczb w ukladzie dziesigtkowym przyzwyczajeni jesteSmy do przesuwania zapisow w lewo) i dodajemy
kolumny mod 2, pamietajac o dodaniu do nastepnej kolumny catkowitej iloéci dwojek jaka
dostaliémy; rzecz daje si¢ formalnie okresli¢ przez indukcj¢ (mnozenie w ukladzie dziesiatkowym
jest tez okreélone przez indukcje, ale opanowujemy je na tyle wczesnie i dobrze, ze nigdy juz potem
nie czujemy potrzeby matematycznych uzasadnien).

Jesli oba zapisy sa skonczone, to reprezentujac liczby naturalne nie dostajemy nic innego niz
zwykly iloczyn liczb naturalnych. Np. mnozac 7 = 111 przez 5 = 101, dostajemy

111
000
111

110001

tj. liczbg 14+1-2+1-2% = 35.

Jesli zapisy sa nieskoriczone, nie trzeba sobie przeszkadz.aé mysla, ze robimy co$ zlego dodajac
nieskonczenie wiele razy: w kazdej kolumnie mamy do dodania skoriczenie wiele liczb, wigc
dodac¢ je mozna, a cyfry wyniku okreslone sg przez indukcj¢ jednoznacznie. Dla przykiadu,
pamietajac, ze —1 = 111..., pomnozmy to — 1 przez siebie. Dostajemy:

311111,
1311,
1 i B § 25

Dostali$my 1, co nie jest niespodzianka.

Liczba 1 jest neutralna przy mnozeniu; jest takze zawsze a - 0 = 0; to wida¢. Dowody innych
wiasnosci mnozenia liczb 2-adycznych, np. przemiennosci, lacznosci, rozdzielnosci z dodawaniem
sq klopotliwe, bo powinny by¢ robione przez indukcjg, skoro mnozenie bylo okreslane przez
indukcje. Nie stanowia jednak problemu.

*

Problemem jest dzielenie. Juz dzielenie 1:2 si¢ nie udaje. Wynik dzielenia (my$limy o nim jako

o 1/2) bylby rozwigzaniem rownania 2x = 1. Pierwsza cyfra x, liczby x przemnozona przez 0
(pierwsza cyfre liczby 2 = 01) powinna by daé 1 (pierwsza cyfrg liczby 1). Nie uda si¢ tez dzielenie
1:6.

Jest to cena za wybor podstawy rozwinigcia, bo dzielenia 1:n, jesli n jest nieparzyste, udaja si¢.
Liczbe 1/3, tj. rozwiazanie réwnania 3x = 1, znajdujemy wyznaczajac indukcyjnie cyfry jej
rozwiniecia xoX; X3..., jak nastepuje (pamigtamy, ze 3 = 11):

XgXiX2X3... Xo=1=x+1=0=>
XoX1Xz... x3=1(010w pamiQCi)=- x2+2=0
30 00— = x; = 0 (1 w pamieci) =

x3+1 = 0= x; = 1 (1 w pamigci);

na miejscu x; powtarza si¢ sytuacja z miejsca x; ; rozwinigcie jest wigc poczawszy od miejsca x,
okresowe; okres ma posta¢ 10; mamy wiec

1/3=11010... (okres 10)

A oto rozwinigcia innych liczb postaci 1 [n:

1/5 = 101100110... (okres 0110)

1/7 = 1110 110... (okres 110)

1/9 = 1001110001110... (okres 001110)
1/11 = 110001011101000101110... (okres 1000101110)

Wszystkie te rozwiniecia sa okresowe.

. Okazuje sig, ze ulamki liczb catkowitych o mianownikach nieparzystych tj. rozwigzania rownaf
nx = m o wspdlczynnikach calkowitych, gdzie n jest nieparzyste maja zawsze rozwinigcia
okresowe, oraz ze kazda liczba 2-adyczna okresowa przedstawia (w okreslony wyzej sposob)
pewien taki utamek.

Dla przykladu, liczba 2-adyczna 110001000... przedstawia utamek 13/15. Prowadzi do tego
obliczenie:

1
110001000... = 1+42+2%+... = 1+2- (1+2*%+...) = 1+2-ﬁ = 1-2/15 = 13/15.



Rozwigzanie zadania F 74. Na ekranie
kinowym nic si¢ naprawde nie porusza.

Jest to ciag nieruchomych obrazéow,

ktory daje tylko zludzenie ruchu dzigki
sposobowi wswietlania i wlasciwoiciom
ludzkiego oka. Predkosé "ruchu”™ moina
dowolnie zwigksza przez zwigkszanie
czestotliwosci obrazdw, lecz zadne skrocenie,
wobec braku ruchu obiektu materialnego,
nie wystapi.

A oto przyklady dodawania i mnozenia

11,01
+0100 . =3 1 1
= N e el
11,01
SOL00E “=a 1o g
T B Ty
Co
Cy
1000...
m...
€2
§10000.
nm.
Moo,
nm...

Rys, 1. Wydluzony zbior Cantora

X1

Rozwiazanie zadania M 220,

Sumg wspdlczynnikéw wielomianu p(x) =

= gotarx+asx?+ ... +agx" jest oczywiscie
(1) = ag+a; + ... +ay.

Ale

P} = (2314212 +1-1)"2 =0

i wobec tego suma wspélezynnikéw p(x) jest
réowna zeru.

ChociaZ obliczenie nie jest poprawnie uzasadnione, prowadzi do poprawnego wyniku: jesli sie
przemnozy 110001000... przez 1111 tj. przez 15, to dostaje si¢ 1101 tj. 13.

Obliczenie rozwinig¢ dwojkowych utamkoéw 1/5, ..., 1/11, tez polegalo na zastosowaniu takiego
nieuzasadnionego sposobu, obliczenie takie jak dla 1/3 bytoby zmudne. Dowody
wypowiedzianych przedtem dwu stwierdzefi polegaja na uzasadnieniu tych a priori
nieuzasadnionych obliczen.

*

Defekt zbioru liczb 2-adycznych calkowitych polegajacy na niemozliwosci dzielenia w nim przez 2,
Jest teraz na tle zauwazonych prawidlowosci dokuczliwy.

Mozna usunac¢ ten defekt, jesli rzecz potraktuje sig nieco ogélniej. Nie ma zadnych przeszkod

w dodawaniu i mnozeniu (takim jak dotad) zapiséw dwojkowych, jesli maja one dodatkowo
skoniczenie wiele cyfr na lewo od cyfry x,, tj. w dodawaniu i mnozeniu zapiséw postaci

Xem oo X3 X0 X3 X2 ..., gdzie x;jest 0 lub 1.
Zapisy takie, jesli sa skoriczone, majg interpretacje jako sumy poteg dwojki:
Xomro X XpXpuiXn =X w274 L F X 27 e b 24 . X 2",

Przykiady: 1,000... = 1/2i 11,01000... = 2%; w konkretnych zapisach dajemy przecinek przed
miejscem cyfry xg.

Nie mozna pojs¢ dalej tak, aby dodawac i mnozy¢ zapisy dwojkowe majac nieskoficzenie wiele
cyfr przed przecinkiem, bo okreslenie dodawania i mnozenia, indukcyjne, wymaga
zapoczgtkowania go w pewnym miejscu.

W zakresie liczb 2-adycznych ogdlnych, bo tak je nazwiemy, nie ma juz klopotéw z dzieleniem
(chyba ze przez 0), o czym sig nietrudno przekona¢ wymyslajac lepsza lub gorsza (niewazne)
indukcyjng procedure dzielenia.

Zbiér liczb wymiernych zawarty jest, z zachowaniem dzialan, w zbiorze liczb 2-adycznych

ogblnych: kazda liczba wymierna ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci 2* - i. gdzie
q

k, p i q sg calkowite i zadna z liczb p i ¢ nie jest parzysta; wtedy ]ic:zba'i ma, co juz wiemy,
interpretacj¢ jako liczba 2-adyczna catkowita 1x, x,... (cyfra x, jest réw:a 1, co wynika z
nieparzystoci liczb p i g), i zeby otrzymaé zapis 2-adyczny liczby 2* - i, wystarczy przesunaé
poprzedni zapis 0 k pozycji w prawo (a wigc w lewo, jeﬁi k jest ujemn:).

*

Liczby 2-adyczne ogdlne mozna zobaczy¢.

Jedli liczbg xox,... (traktujac ja jako ciag zer i jedynek) widzimy jako punkt zbioru Cantora Co
(zob. poprzedni artykut), to liczbg x_, xox,... mozna zobaczy¢ na zbiorze Cantora C,, dla
ktorego zbidr C, jest lewa poléwka: liczbg x_; x_; xox,... mozna zobaczyé na zbiorze Cantora
C,, dla ktorego zbior C, jest lewa poltowka, etc.

Zbidr liczb 2-adycznych ogélnych mozna wigc utozsamié z suma ciagu rosnacego Co, Cy, Cs, ...
zbioréw Cantora, polozonych na prostej tak jak pokazuje rysunek. Metryka zbioru liczb
2-adycznych ogdlnych, jaka wynika z ich ulozenia na wydluzonym zbiorze Cantora (znana
czgsciowo z poprzedniego artykulu) moze sie wydaé osobliwa: np. odleglosci od 0 utamkéw

1/2* (leza one zawsze w prawych poléwkach zbioréw C.) dazg do nieskoriczonosci zamiast do
zera, jak jesteSmy przyzwyczajeni.

Liczby wymierne polozone sa, jako liczby 2-adyczne, na wydluzonym zbiorze Cantora

z zachowaniem dzialan i stanowig jego podzbidr gesty: jest wiec formalna analogia z polozeniem
ich na prostej. Ale polozone sa inaczej niz na prostej: juz liczby calkowite leza gesto w porcji Co
zageszezajac sig same do siebie (wiemy to juz z poprzedniego artykulu; na prostej liczby catkowite
stanowig zbiér punktow izolowanych); dodajmy, ze wielokrotnosci liczby 1/2 leza gesto w Cy,
wielokrotnosci liczby 1/4 lezg gesto w C;, etc.

*

Metryka wydluzonego zbioru Cantora (tak jak metryka prostej) jest zupelna: wszystkie ciagi,
ktore moglyby by¢ zbiezne (tj. te, ktore spelniaja warunek Cauchy’ego), sa zbiezne. Wydluzony
zbi6r Cantora jest wigc (podobnie jak prosta) uzupetnieniem zbioru liczb wymiernych.
Uzupelnienie to (podobnie jak prosta) ma prawidlowa budowe algebraiczna: wszystkie cztery
dzialania (z wyjatkiem dzielenia przez 0) s3 w nim wykonalne. Co wiecej, s ciaggle. Nie zmienimy
istoty rzeczy (bardziej fachowo: topologii), je§li za odlegloé¢ liczb 2-adycznych x i y przyjmiemy
(zamiast ich odleglosci na wydhuzonym zbiorze Cantora) liczbe okre§lona w nastepujacy sposéb
za pomocq miejsca, na ktérym cyfry w zapisach liczb x i y zaczynaja sig roznié: liczba ta jest
réwna n, jesli to jest n-te miejsce przed przecinkiem, a jest réwna 1/m, jesli to jest miejsce cyfry
Xm po przecinku. Latwiej jest teraz dowiesé, ze dzialania na liczbach 2-adycznych ogélnych sa

2

L



W poprzednim artykule prof. dr J.
Mioduszewskiego o liczbach 2-adycznych
(Delta 8/1979) znalazlo si¢ bledne okreslenie
odlegloici liczb 2-adycznych dwojkowych.
Wiersze 16, 17 i 18 na str. 2 powinny tam
mieé br ie: ,,Nie imy istoty rzeczy,
jezeli za odleglo$¢ liczb dwojkowych
przyjmiemy liczbe 1/n, gdzie n jest numerem
miejsca, na ktérym cyfry w zapisach tych
liczb zaczynajg sig réZnié”.
Blad ten powstal wylacznie z winy Redakcji
i Autor nie ponosi zafi Zadnej
-odpowiedzialnoéci. Przepraszamy prof. de
Mioduszewskiego i naszych Czytelnikow.

Warto tu zauwazy¢, ze redakcja Delty dostala
list od takiej p-adycznej istoty.
Zamiescilismy go w numerze 12/1979

'pur:,ju1

‘porcia 10

Rys. 2. Liczby 2-adyczne sprzatamy ze stolu do
szafy.
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Rys. 3. Polprosta zaczynajaca sie w O
przebiega odcinek nad punktem O w gorg do
korica, potem odcinek nad 1 w gére do konca,
potem odcinek nad 2 itd.

ciggle: argumentacja uzyta w poprzednim artykule (dokiadniej w sprostowaniu obok), dla
dowodu ciaglosci dodawania i odejmowania liczb 2-adycznych catkowitych, powinna wystarczy¢
za wskazowke dowodu. ; .

Cena za zupetnosé jest duza moc zbioru: zbiér liczb 2-adycznych ogélnych tak jak i zbidr liczb
rzeczywistych ma moc continuum. Ale mimo to, ze jest ich tak duzo, nie ma wsréd nich np. ]/f,
tj. takiej liczby x, dla ktérej x* = 2; prébujac znalez¢ taka liczbg, dojdziemy do sprzecznosci
juz przy probie znalezienia jej pierwszych dwu cyfr. Saza to Y/ =71 Y17.

Na liczby rzeczywiste pracowata wyobraznia matematykéw przez co najmniej dwa tysiaclecia,
wiazac z nimi z gory najrozmaitsze idee geometryczne i arytmetyczne. Liczby 2-adyczne (jesliby
nie bylo inaczej) moglaby wymysle¢ maszyna, czula jedynie na formalne zapisy cyfrowe. Stad,
mimo zaskakujacych osobliwoéci, nie spodziewajmy sie po nich rzeczy, ktorych ich natura nie
przewidziala.

Trudno wszakze odrzucié, jako catkowicie nieuzasadniong, mys$l o tym, ze gdzie$ w przestrzeni
ewolucja zycia juz w samych zaczatkach polegala na doskonaleniu w odbieraniu dwu sygnatow
np. jest i nie ma i rozwijaniu aktywnosci i tworczoéci naukowej zgodnie z tymi sygnalami o dwu
cyfrach. Po miliardach lat ewolucji stopieri pojmowania przez wyksztalcone tak istoty ich
arytmetyki, a bylaby to wlaénie arytmetyka 2-adyczna, bylby poréwnywalny ze stopniem
pojmowania przez nas arytmetyki liczb rzeczywistych, Ich poznanie zmystowe nie potrzebowaloby
ani }/E , ani zapewne liczby . Mogliby nas nie zauwazy¢, zajmujgc nawet to samo miejsce

w przestrzeni. My ich takze.

*

Liczby 2-adyczne ogolne zobaczmy jeszcze raz inaczej, ukladajac je ciasniej kolo siebie.
Wydluzony zbiér Cantora sklada si¢ z przeliczalnej ilosci porcji przystajacych do porcji Co.
Nadamy kazdej z tych porcji kod bedacy zapisem sprzed przecinka, wspolnym dla wszystkich
liczb tej porcji. Na rys. 1 kolejne porcje, poza C,, maja kody 1, 10, 11, ... Zinterpretujmy te kody
jako sumy kolejnych (liczac od lewej) odwrotnoséci poteg dwojki (zgodnie zreszta ze znaczeniem
cyfr sprzed przecinka), a wiec jako liczby 1/2, 1/4, 3/4, ... Przesufimy teraz wspomniane porcje
nad porcje C,, rownolegle do Co, nadajac im rzedne 1/2, 1/4, 3/4, ... (rys. 2). Zbidr liczb
2-adycznych ogolnych ulozyt sig teraz w kwadracie jednostkowym nad zbiorem Co, a dokladniej
w wiazce odcinkéw jednostkowych (pionowych) nad zbiorem Cantora Co, tj. na produkcie

C, x [0, 1]; wigzka ta pojawila sie juz w poprzednim artykule. Liczby 2-adyczne ogdlne nie
wypelniaja calej wiazki, lecz jedynie jej poziomy dwéjkowo wymierne i to bez poziomu 1. Liczba
2-adyczna 0goIna X_m...X-1XoX;... ma teraz dwie wspoirzgdne: pierwszg jest jej zapis xox;...
zlozony z cyfr po przecinku i reprezentujacy liczbe 2-adyczna catkowitg ze zbioru Co, a druga jest
liczba rzeczywista X_m* 2~ "+ ...+ x-; * 271,

*

Inne punkty wiazki nie sa liczbami 2-adycznymi (przypomnijmy sobie, ze nie dopusciliSmy
zapiséw z nieskoriczong iloécia cyfr przed przecinkiem). Mimo to pewna cz¢é¢ budowy
algebraicznej sprobujmy na ten zakres przenies¢: dwa punkty wigzki zechcemy dodac, dodajac
odpowiednie wspéirzedne; pierwsze (odcigte) dodajemy tak jak si¢ dodaje liczby 2-adyczne
(calkowite); drugie (rzedne) dodajemy tak jak si¢ dodaje liczby rzeczywiste modulo 1 z tym, ze,
czeéé catkowita dodajemy do wezesniej otrzymanej sumy odcigtych. Dla przykladu, jesli chcemy
dodaé (0, 1/2) i (0, 1/2), to dostajemy najpierw (0, 1), a potem (po zredukowaniu drugiej
wspblrzednej mod 1) dostajemy koricowy wynik (1, 0) (dodawalismy 1/2 do siebie dostajac 1).
Punkt (0, 1) okazuje si¢ w tym dodawaniu zbyteczny: utozsamiamy go z punktem (1, 0).

Aby dodawanie bylo poprawnie okreslone, trzeba utozsami¢ nie tylko te dwa punkty, ale kazdy
punkt (x, 1) poziomu 1 z punktem (x+ 1, 0) poziomu 0. Takie sklejenie brzegbw wiazki nad
zbiorem Cantora daje znany juz nam z poprzedniego artykulu solenoid.

*

Okreélajac dodawanie na punktach solenoidu potraktowaliSmy zapis liczby 2-adycznej ogolnej
niejednolicie: czgé¢ sprzed przecinka traktowali$my jako liczbe rzeczywists, a czgé¢ po przecinku
jako liczbe 2-adyczng calkowita. Stad mieszana budowa solenoidu.

Zawiera on zachowujac dodawanie wszystkie liczby 2-adyczne ogdlne, chociaz geometrycznie
inaczej niz wtedy kiedy tworza one wydluzony zbiér Cantora. Ale liczby 2-adyczne calkowite leza
na solenoidzie juz z zachowaniem wlasnosci geometrycznych: leza one na $ladzie sklejenia
gérnego i dolnego brzegu wiazki; jesli to sklejanie wyobrazi¢ sobie tak, ze dolny brzeg wiazki si¢
nie rusza, to wspomniany $lad sklejenia jest zbiorem Cantora Co.

Solenoid zawiera zachowujac dodawanie prosta. Jest nig linia bedaca suma odcinkéw wiazki nad
punktami reprezentujacymi liczby calkowite (korice porcji zbioru Cantora Co). Odcinek nad
punktem 7 doklejony jest swym koricem (1, 1) do odcinka nad punktem n+1 w jego poczatku
(n+1,0).
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Budowa geometryczna tej linii jest jednak inna niz prostej: zaden przedzial nie jest w niej zbiorem
otwartym, co znaczy to samo co by powiedzie¢, ze zaggszcza sie ona sama do siebie. Linia ta
tworzy zbidr gesty w solenoidzie. Solenoid sklada si¢ z continuum takich linii homeomorf. icznych
ze sobq i rozlacznych; widzieliSmy to w poprzednim artykule.

*

Liczby 2-adyczne zostaly odkryte na przelomie wieku przez Kurta Hensela (1861—1941).

My polecamy takze Borewicza i Szafarewicza Introduction to p-adic numbers and valuation theory G. Bachmana jest najdostepniejsza

»» Teopus wrcen™ z powaznych ksiazek o liczbach 2-adycznych. W numerze 2(1979) miesigcznika KBAHT ukazal sie

: artykut B. Bekkera, W. Wostokowa i Ju. Jonina, 2-aguueckue uncna, w ktorym oméwiona jest

bardziej szczegblowo metryka na zbiorze liczb 2-adycznych (druga sposréd tu rozwazanych),
bardzo odmienna od metryk spotykanych praktycznie, oraz jedno bardzo ciekawe zadanie
geometryczne zwigzane z tg metryka. Osobny temat to rozwinigcia 2-adyczne okresowe.
W podanych przykladach rozwiniec dla 1/3, 1/5, 1/9 i 1/11 okresy maja parzysta liczbe cyfr.

Na przyklad 1/7 = 0,142857142857...... Jesli przepotowi¢ taki okres, jedna poléwke nasungé na druga i natozone na siebie cyfry dodaé,
i mamy to dostanie si¢ same jedynki. Ulamki dziesigtne okresowe maja tez takg wlasnos¢, z tym ze
142857142857142857...... dostaje si¢ dziewiatki; por. H. Rademacher i O. Toeplitz, O liczbach i figurach; wydanie polskie,
+857142857142857142. ... Warszawa 1956, na str. 197.
999999999999999999 .. ...

*

Wszystkie z zamieszczonych tu rzeczy o solenoidzie sa dobrze znane, a ujecie przypomina,
czasami az nazbyt, odpowiedni rozdzial z ksiazki E. Hewitta i K. Rossa, Abstract harmonic
analysis (tom I) Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften 225, Springer 1963.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 220. Znalez¢ sumg wspolczynnikow wielomianu p(x) = (x2—3x+2)73(x3+x—1)72.
Rozwigzanie na str. 2.

M 221. Punkt P lezy wewnatrz n-kata foremnego A, 4...4,. Wykazaé, ze istnieja wierzchotki
Ay i A, takie, ze ¥ A, PA, rozni si¢ od polpelnego mniej niz o m/n.

Rozwigzanie na str. 12,

M 222. Na plaszczyZnie mamy dane 100 punktéw: A4, , A,, ..., A,00. Wykazaé, ze na dowolnym
okregu o promieniu 1 lezacym na tej plaszczyZnie znajdzie sie taki punkt B, ze

A;B+A;B+ ... +A,00B = 100,

Rozwiazanie na str. 7.

Redaguje dr Andrzej KRASINSKI

F 74. Zaproponowano kiedys nastepujacy sposob zmierzenia skrécenia Lorentza: 1. Sfilmowaé
szybko jadacy pociag, 2. Pusci¢ film w przyspieszonym tempie i sfilmowaé obraz z ekranu,

3. Pudci¢ drugi film w przyspieszonym tempie i sfilmowaé obraz z ekranu, ...itd, az predkosé
pociggu na ktéryms kolejnym filmie stanie sie do$¢ duza, aby skrécenie Lorentza dalo sie
zmierzy¢. Czy rzeczywiscie skrocenie Lorentza da si¢ zaobserwowaé w ten sposob?

Rozwiazanie na sir. 2.

F 75. Pret o dlugosci spoczynkowej L, leci wzdluz swojej osi i przelatuje nad otworem w stole

o dlugoscei /y < Lo. Predkos$c preta v jest tak duza, ze wskutek skrocenia Lorentza jego dlugosé
obserwowana w ukladzie spoczynkowym stolu, L, = L, ]/1_~— v?/c? , jest mniejsza od /,. Mozna go
wigc podczas lotu przeciaggnac przez otwér w stole, nie zmieniajac jego kierunku. W ukladzie

< Lo, zatem pret nie zmiesci si¢ w otworze. Jakie jest rozwigzanie tego ,,paradoksu”?
Rozwiazanie na str. 6.
F 76. W pewnym ukladzie odniesienia U ostrze gilotyny do papieru opada w dot z taka
predkoécia, Ze punkt przecigcia linii ostrza z krawedzia pulpitu porusza sig z lewej ku prawej
z predkoscia ¥ > ¢ (patrz rysunek). (Punkt ten nie jest czastka materialna, moze wigc poruszaé
si¢ dowolnie szybko). Jak wida¢ ze wzoréw na transformacje Lorentza, istnieje wtedy taki
obserwator U’, dla ktorego punkt ten porusza sie w kierunku przeciwnym. Jaka jest roznica
‘ miedzy obrazem gilotyny w ruchu widzianym przez U i widzianym przez U’?

¥ Rozwiazanie na str. 1.
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Kacik filatelistyczny (12)

Dazisiejszy odcinek Kacika poéwigcimy ukladowi metrycznemu
jednostek fizycznych. Poczatek metrycznemu ukladowi dziesigtnemu
dalo ustanowienie we Francji w roku 1795 wzorcow metra

i kilograma i przyjecie ich dziesigtnego podziatu. Metryczny system
dziesigtny zostal przyjety za skal¢ miedzynarodowa w roku 1875,
kiedy to 18 panstw zawarlo porozumienie zwane Konwencja
Metryczng (Convention du Métre). Konwencja ta dotyczyla
definicji, wykonania i sprawdzania wzorcow jednostek miar systemu
metrycznego. Do wykonywania tych zadan powotano
wyspecjalizowane migdzynarodowe organizacje. W Polsce jednostki
miar ukfadu metrycznego zostaly wprowadzone jako legalne

w roku 1919, a w 1925 Polska przystapila do konwencji metryczne;j.
Do roku 1971 do konwencji metrycznej nalezalo 41 paristw,

W ostatnich latach przyjeto system metryczny w Chinach, Indii

i W. Brytanii i obecnie juz przeszio 3/4 ludnosci $wiata postuguje sie
tym systemem.

Nowoczesnym ukladem jednostek metrycznego systemu

dziesigtnego jest Miedzynarodowy Uklad Jednostek Miar, tzw. ukiad
SI (Systéme International d’Unités), okreslony uchwatami kilku
kolejnych Generalnych Konferencji Miar w latach 1960—71, Uklad
ten, przyjety rowniez i w Polsce, zawiera okreslenie jednostek miar
podstawowych wielkosci fizycznych (7 jednostek podstawowych:
dlugosci, masy, czasu, natezenia pradu, temperatury, $wiatlosci

i iloci materii oraz 2 jednostki uzupelniajace: kata plaskiego i kata
brylowego), okreslenie jednostek pochodnych oraz ich wielokrotnosci
i podwielokrotnosci. Przyjeto takze nowe, znacznie dokladniejsze
wzorce niektorych jednostek — np. jednostke dlugosci oparto na
dhugosci fali okreslonej linii promieniowania atomu ®°Kr zamiast
na historycznym wzorcu metalowym,

Reprodukujemy osiem znaczkdéw pocztowych po$wieconych
ukladowi metrycznemu i jego nowoczesnej wersji — ukladowi SI.
Wiekszosé¢ z nich zostala wydana w roku 1975, dla uczczenia stulecia
zawarcia migdzynarodowej konwencji metrycznej. Warto zwrocic¢
uwage na bardzo ciekawe rozwigzania graficzne niektérych z nich.

Jerzy BARTKE




Rozwigzanie zadadia F 75. Przeciggnigcie
preta przez otwor w stole bez zmiany jego
kierunku oznacza, ze w ukladzie
spoczynkowym stolu

wszystkie punkty preta przetng

plaszczyzne stolu réwnoczednie. Zdarzenia
rownoczesne w uktadzie spoczynkowym stolu
nie moga jednak byé réwnoczesne w ukladzie
spoczynkowym preta, W ukladzie zwigzanym
zpretem obserwator spostrzeze wigc, 2e pret
przechodzi przez plaszczyzng stolu ukoénie,
co rozwigzuje ,,paradoks” (patrz rysunki).
Przy dokladniejszej analizie tego zdarzenia
stwierdziliby$my, Ze pret po prostu nie moze
byé sztywny, co dowodzi, ze pojgcie ciala
sZtywnego jest sprzeczne ze szczegdlng teoria
wzglednosci.

b) Obraz w ukladzie spoczynkowym preta.

Ultrazimne neutrony

Prof. dr Andrzej HRY NKIEWICZ, czlonek korespondent PA N

Swobodny neutron ulega rozpadowi - ze §rednim czasem zycia T = 940 s. W latach
trzydziestych, wkrotce po odkryciu neutronu przez Chadwicka (1932 r.), E. Fermi zwrécit
uwage na to, ze w zasadzie mozna by bardzo powolne neutrony przechowywac ,,w butelce”.

W 1959 r. Ja. B. Zeldowicz podat teorie, z ktorej wynikalo, z2 neutrony o energii kilkudziesigciu
nanoelektronowoltéw (1 neV = 10~° eV), a wigc poruszajace si¢ z predkosciami kilku m/s, bedg
na granicy proznia — materia ulega¢ odbiciu od wigkszosci materialow niezaleznie od kata

h
padania. Dla czastki o pedzie p dlugos¢ fali de Broglie’a 4 = —, gdzie A jest stala Plancka. Jesli
P

jest ona wicksza od odleglo$ci miedzyatomowych w danej substancji, to neutron napotyka na
powierzchni prog potencjalu U dany przez wzor

* h?
(1) ' U= o Nacon,

gdzie m jest masa neutronu, N — gestodcia jadrowa danej substancii, tj. liczba jader w jednostce
objetosci, a acon — tzw. koherentna dlugoscia rozpraszania neutronéw w danym materiale. @eon jest
wielkoscia zwiazana z przekrojem czynnym na elastyczne rozpraszanie neutronow, a wigc

z prawdopodobiefistwem tego procesu. Poniewaz dla wigkszosci jader atomowych @eon > 0
potencjal U ma na ogot charakter odpychajacy i neutron, ktorego energia kinetyczna Ex spelnia
warunek Ex < U, ulega na granicy odbiciu bez zmiany energii. Powierzchnia materiahu jest wigc
idealnym zwierciadfem dla neutronéw o dostatecznie niskiej energii. W tablicy podane sa dla

kilku substancji graniczne wartosci energii i predkosci neutronow, dla ktorych zjawisko odbicia
wystepuje e

Substancja i:\;' :;"s
Al 55 3.2
Mg 60,5 3,36
Cu 152 5,7
C 194 6,1
Be 240 6,8

Otrzymamy wyobrazenie o tym, z jak malymi energiami kinetycznymi neutronéw mamy tu do
czynienia, obliczajac, na jaka wysoko§¢ H moze si¢ wznie$¢ neutron o poczatkowej energii
kinetycznej 100 neV poruszajacy sie pionowo w gore w polu grawitacyjnym Ziemi. Korzystajac
Ze WZoru

Ex

@ H= -
mg

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim i podstawiajac wartosci liczbowe Ex = 100 neV =
=1,602-102° J, m = 1,672- 10~27 kg i g = 9,81 m/s? otrzymamy

H = 0,98 m.

Dlaczego neutrony o tak niskich energiach kinetycznych nazywamy ultrazimnymi? Jak wiadomo,
szybkie neutrony wytwarzane np. w reaktorze jadrowym, mozemy spowolni¢ wykorzystujac
materialy, w ktérych neutron, nie wywolujac reakcji jadrowych, bedzie traci¢ energi¢ przez
elastyczne zderzenia z lekkimi jadrami. Na pytanie dlaczego materiat jest tym lepszym
spowalniaczem neutronéw, im z lzejszych atomoéw sig skiada, Czytelnik powinien sam fatwo
znale#¢ odpowiedz. Powszechnie stosowanymi spowalniaczami neutronéw sa woda lub parafina,
zawierajace duzo wodoru, a takze grafit, w ktérym atomy wegla o liczbie masowej 4 = 12 s3
takze stosunkowo lekkie. W spowalniaczu energia kinetyczna nie maleje jednak do zera, lecz
tylko do wartoéci odpowiadajacej $redniej energii kinetycznej termicznego ruchu atomow w danej
temperaturze. Energia ta jest proporcjonalna do temperatury bezwzglednej T'i wyraza si¢ wzorem

3
(3 {E = 3 kT,
gdzie k = 8,617 10~ % eV/K jest stalg Boltzmanna.
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Rozwigzanie zadania M 222,
Wybierzmy dowolna $rednice B, B; naszego
okregu. Wiemy, ze

2 = B,B; < B4, + Ba4y,

2 = BB; = BiA:+B3A,,

2=8B,B;< BiA;p0o+Badoo.

Dodajac te nierdwnosci stronami otrzymamy
200 < (B1Ay+ByAz+ ... +BiAjo0)+
+{(BsA1+B:Ar+ ... +B1Aio0)

i wobec tego co najmniej jedna z sum

w nawiasach jest wigksza lub roéwna 100, Tak
wigc co najmniej jeden z dowoluxch dwich
srednicowo przeciwleghych punkisw spelnia
warunki zadania.

UZN

Rys. 1

W przypadku spowalniacza o temperaturze pokojowej (293 K) srednia energia kinetyczna
spowolnionych neutronéw wynosi 0,040 eV. Neutrony o takiej $redniej energii nazywamy
termicznymi. Obnizajac temperaturg materialu spowalniajacego bgdziemy otrzymywac neutrony

o coraz mniejszej konicowej $redniej energii kinetycznej czyli coraz ,,zimniejsze”.

Warto przypomnieé, ze pierwsze eksperymenty z ,,zimnymi” neutronami spowolnionymi w ciekltym
azocie o temperaturze 80 K przeprowadzat w 1935 r. w Cambridge znany polski fizyk Henryk
Niewodniczanski (1900—1968) wspoélnie z C. H. Westcottem.

Jezeli érednia kinetyczna energia neutronu 0,04 eV odpowiada temperaturze pokojowej, to latwo
obliczyé, ze energia neutrondéw 100 neV odpowiadataby temperaturze 7+ 10~* K. Jak widaé ich
nazwa ,,ultrazimne” jest jak najbardziej uzasadniona.

Otrzymywanie ultrazimnych neutrondéw

Oczywiscie nie ma mowy o otrzymywaniu ultrazimnych neutrondéw (UZN) przez ich spowolnienie
w materiale o temperaturze 10~2 K, gdyz nie potrafimy tak ozigbi¢ wystarczajaco duzej ilosci
materialu spowalniajacego. Muszg by¢ zastosowane inne metody. UZN zostaly otrzymane po raz
pierwszy w 1968 r. przez F. L. Szapiro i jego wspolpracownikow w Zjednoczonym Instytucie
Badan Jadrowych w Dubnej oraz niezaleznie przez A. Steyerla w Monachium. Nie bedziemy
opisywac szczegolowo metod zastosowanych w tych pracach. Zainteresowanych Czytelnikow
odsylam do oryginalnych publikacji. Wystarczy powiedzie¢, ze grupie badaczy w Dubnej udalo sig
przy uzyciu tzw. konwertera wybra¢ z widma energetycznego neutrondéw termicznych te neutrony,
ktére maja energie kinetyczne bliskie zera i wprowadzi¢ je do neutronowodu (rury prozniowej

o sciankach pokrytych miedzia), w ktorym UZN, odbijajace si¢ od $cianek bez zmiany energii
poruszaly si¢ w kierunku detektora. W pracach Steyerla zastosowana zostala migdzy innymi tzw.
,,turbina neutronowa, w ktorej juz dostatecznie zimne neutrony tracily w dalszym ciggu energig,
odbijajac sie od ukladu szybko wirujgcych zwierciadel metalicznych.

Otrzymane dotychczas w obu laboratoriach wigzki UZN, poruszajacych si¢ w neutronowodach

o érednicy ok. 10 cm, maja bardzo male natezenia rzgdu 10° neutronéw/s. Jest to strumien 102
razy mniejszy od calkowitego strumienia neutronéw termicznych z reaktora. Ale nawet z tak
malymi ilosciami UZN moga by¢ przeprowadzane eksperymenty.

Przechowywania UZN w ,,butelce” nie udato si¢ zrealizowa¢ w pelni. Okazalo sig, ze nieréwnosci
powierzchni oraz jej zanieczyszczenia powoduja straty nagromadzonych w naczyniu neutronow.
Moze rowniez wystepowaé tzw. rozproszenie quasi-elastyczne powodujace wzrost energii UZN

i ich ucieczke z naczynia w momencie, gdy energia kinetyczna przekroczy warto$¢ graniczng.

W rezultacie éredni czas przechowywania UZN w naczyniu nie jest rowny ich $redniemu czasowi
zycia ze wzgledu na rozpad B (940 s), lecz krotszy od niego. Najdiuzszy sredni czas
przechowywania UZN udato sie uzyska¢ w naczyniu, ktoérego wewnetrzna powierzchnia pokryta
jest warstwa napylonego w prozni czystego berylu. Wynosi on ok. 650 s.

Eksperymenty z ultrazimnymi peutronami

Widmo energetyczne UZN mozna zmienia¢ w prosty sposob przez skierowanie neutronowodu,
w ktérym poruszaja sie, w gore lub w dot. Jak juz wiemy zmiana poziomu o 1 m spowoduje
zmiane energii kinetycznej neutronéw w polu grawitacyjnym Ziemi o ok. 100 neV.

Na tej zasadzie zostat zbudowany niezwykle prosty spektrometr grawitacyjny, ktéry pozwala
wyznaczaé ksztalt widma energetycznego UZN, tzn. mierzy¢ ich liczbe w zaleznosci od energii.
Idee takiego spektrometru ilustruja rysunki obok. Neutronowdd N jest wygiety w sposob
pokazany na rys. 1. UZN, aby moc dotrze¢ do detektora D, musza pokonaé wysoko$¢ kolanka
neutronowodu. Kolanko mozemy obracaé¢ wokot osi neutronowodu, zmieniajac w ten sposob
wysoko$¢, na jaka musza si¢ wznie§¢ UZN. Przy okreslonym przechyleniu kolanka, pokazanym
na rys. 2, do detektora dotra tylko takie UZN, ktérych energia kinetyczna Ei pozwoli na
pokonanie wysokosci H, czyli speiniajace warunek

neV
Ex= mgH =098 H—.
cm

Obracajac kolanko i liczac UZN dochodzace do detektora wyznaczamy ich rozklad
energetyczny.

Zaproponowano szereg interesujgcych eksperymentow, ktére mozna wykona¢ dysponujac UZN.
Do najwazniejszych z nich nalezg: :

1. Precyzyjny pomiar $redniego czasu zycia swobodnych neutronéw, ktory jest obecnie znany

z doktadnoscig kilku procent.

2. Proba wykrycia elektrycznego momentu dipolowego neutronu. Gdyby si¢ okazalo, ze neutron
ma elektryczny moment dipolowy, oznaczaloby to naruszenie niezmienniczosci praw fizyki ze
wzgledu na zmiane kierunku uplywu czasu (tzw. niezmienniczosci T). Mozna roéwniez marzy¢

o tym, ze nagromadzony w naczyniu gaz UZN o dostatecznie duzej gestosci bedzie kiedys
wykorzystany jako tarcza do badan oddzialywar czastek wysokich energii ze swobodnymi
neutronami,

" ¢



Rys. 1

Rys. 2. Wielokat 4 ma pole 1; 4 punkty kratowe lei
na jego brzegu; 0 wewnatrz. Wielokat B ma pole 4,

6 brzegowych punktow kratowych i 2 wewnetrzne. Dla
wielokata C mamy zas...

Rys. 3. To jest punkt g

Rys. 4

Mala delid

Liczymy kropki

Czy pamigtacie zadanie z poprzedniej Malej Delty?
Polegalo ono na obliczaniu pdl kwadratow, ukosnie

polozonych na kwadratowej siatce (np. kratkach zeszytu).

A moze sprobujemy obliczyé takie pole troche inaczej?
Policzmy, ile weziéw naszej kratki miesci sie¢ w takim
kwadracie a potem postaramy si¢ wymySsli¢, jak z tego
obliczy¢ interesujace nas pole.

S
Zgromadzmy dane do$wiadczalne (rys. 2).
Spdjrzmy na nasze punkty tak, jak one na to zashuguja.
Kazdy punkt to kropka... Tylko nie poprawiajcie mnie, Ze
punkt nie ma wymiaréw. Ja wiem, Ze on nie ma, ale jak
narysuje go, to juz ma (rys. 3). Zatem punkt na brzegu
naszego wielokata jest wart dwa razy mniej, bo polowicznie
wystaje poza nasz wielokat (rys. 4).

Mozemy wigc tu zaproponowac wzor na pole wielokata,
ktérego wierzchotki leza w punktach kratowych:
b

S - W+ 7 - l »
(S oznacza pole, w — liczbe wierzcholkéw kraty lezacych
wewnatrz, za§ b — na brzegu wielokata). A skad wzigla si¢
liczba — 1 w naszym wzorze? Mniej wigcej stad, skad
bierze si¢ zysk (albo strata) dnia przy podrézy naokolo
Ziemi. _
To jak teraz obliczy¢ pole kwadratu z rysunku 1?

Yy

WS,
Matematyk — purysta skrzywi si¢ tu z pogarda i powie:

w przedstawionym dowodzie nie ma ani krzty sensu.
Bardziej praktycznie nastawiony wykrzyknie z zachwytem:
chyba odkryli§my bardzo ciekawy i dobry sposéb obliczania
pol wielokatow: a jesli ma jeszcze troche Zytki sportowej, to
postara si¢ znalez¢ poprawny dowdd.

Twierdzenie nasze cdkryt w 1899 roku George Pick.
Ciekawe, ze dla wieloScianéw o wierzchotkach w punktach
kratowych nie ma wzoru wyrazajacego jego objetosé

w zaleznoéci od liczby punktéw poloZonych wewnatrz
niego oraz na jego §cianach i krawedziach.



Swiatto i dzwiek

Swiatto i dzwick sa zjawiskami fizycznymi pospolicie wystepujacymi

w naturze. Z ich pomoca poznajemy caly otaczajacy nas §wiat.
Jeste§my stale narazeni na dzialanie bodZcéw dzwiekowych

i Swietlnych. Spowszednialy nam i przez to zdajq si¢ mniej interesujace
niz niedostgpne naszym zmystom zjawiska np. w $wiecie atoméw czy
tez gwiazd. A jednak to wlaénie ich zrozumienie pomoze otworzy¢ nam
droge do fizyki wspoélczesnej.

By¢ moze dziwicie sig dlaczego chcemy zajmowacé sig §wiatlem

i dzwigkiem réwnocze$nie, cho¢ zjawiska te wydaja sig byé¢ zupelnie
rézne. Sprébujmy zastanowi¢ si¢ jakie wspdlne cechy posiadaja $wiatlto -
1 dzwigk i czym sig réznig. Jakie prawa rzadza nimi w widzialnym dla
nas i styszalnym przez nas §wiecie. Moze sie przy tym okazad, jak to
niejednokrotnie bywa w fizyce, ze trudniej dostrzegalne pcdobiefistwa
sa wazniejsze niz oczywiste réznice migdzy zjawiskami. Zobaczymy!
Proponujemy wam doéwiadczenia i obserwacje, ktorych dokonaé
mozna bez skomplikowanej aparatury. Natura wyposazyla nas bowiem
w znakomite urzadzenia do wykrywania $wiatta i dZzwigku; sa nimi
nasze oczy i uszy.

Oko i ucho sg odbiornikami dla §wiatla i dzwieku. Zanim S$wiatlo

czy dzwigk dotra do odbiornikéw muszg powsta¢ w zrédtach i przebyé
droge dzielaca zrédio od odbiornika. Dla obydwu zjawisk zrodla sa
na ogol rézne, tak jak rozne sa ich odbiorniki. Wszyscy znamy jednak
przyklady zjawisk, w ktorych jednocze$nie pojawiaja si¢ blysk i huk.
Zaréwno $wiatlo jak i dzwigk rozchodza sie od miejsca swego
powstania po liniach prostych, o ile nie napotkaja na swej drodze
przeszkody, Iub o ile wlasno$ci o§rodka, w ktérym sie poruszaja (np.
woda, powietrze, szklo) nie ulegajq zmianie. Wszyscy wiemy, ze
napotykajac przeszkode $wiatlo i dzwigk zachowuja si¢ podobnie:
ulegaja odbiciu i zostaja czesciowo pochlonigte. WymieniliSmy tu
ofrodki, w ktérych moga rozchodzié¢ sig zaréwno $wiatto jak i dZwigk,
wiemy jednak, Zze dzwigk rozchodzi si¢ w wigkszosci materiatow
nieprzezroczystych np. w metalach, a $wiatto porusza si¢ w prozni.
Pozwala nam to widzie¢ gwiazdy i planety.

Tu dochodzimy do jednej z podstawowych réznic miedzy dwoma
zjawiskami. Dzwigk nie moze rozchodzi¢ si¢ w prézni, do jego
przenoszenia potrzebny jest o§rodek materialny.

Zajmijmy sig teraz rozchodzeniem sig¢ §wiatta i dzwigku wokot nas,

w powietrzu. Wiemy zapewne, Ze predkos$¢ §wiatlta w powietrzu jest
prawie milion razy wigksza od predko$ci dzwigku (300 000 km/s
$wiatto, 340 m/s dzwigk). DZwiek potrzebuje okolo 3 s zeby przebyé

1 km, stad popularny sposéb mierzenia odlegloéci od miejsca uderzenia
piorunu. Od chwili zobaczenia blysku liczymy ilo§¢ sekund do
ustyszenia huku. Odlegloé¢ w kilometrach otrzymujemy dzielac liczbe
sekund przez 3. Predko$¢ Swiatla jest tak ogromna, ze we wszystkich
obserwacjach wydaje si¢ nam ono pojawia¢ bez zadnych opdZnien.
Mozna jednak odbijajac je od szybko wirujacych luster zmierzy¢ jego
predko$é. Doéwiadczenie takie wykonano przeszio sto lat temu

i otrzymano predko$¢ $wiatla réwna 299 800 km/s.

Powiedzieli§my, Zze $wiatto i dZwigk rozchodza sie po liniach prostych.
Ale, powiecie, dzwigki dobrze stycha¢ z innego pokoju przez mala
szparg w drzwiach nawet kiedy siedzimy zupetnie z boku. To prawda.
Sprawdzcie jaka jest roznica w slyszalnoSci muzyki z sasiedniego
pokoju przy drzwiach zamknietych i ledwo uchylonych, a jak niewielki
jest wzrost natezenia dZwieku po calkowitym otwarciu drzwi. Dzwigk
jak.gdyby ..zaginal sie” od szpary we wszystkie strony. Wyobrazcie
sobie, ze taki sam efekt mozna zaobserwowac¢ i dla §wiatla, cho¢ nie
tak tatwo. Wyszukajcie wieczorem lampe, najlepiej pojedyncza
zaréwke, w odlegtosci okoto 1 km od was. Popatrzcie na nig przez
szparg miedzy opuszkami palcéw, trzymajac je kilka cm od oka.

A teraz powoli zmniejszajcie odlegto$¢ miedzy palcami. Zobaczycie

W pewnym momencie, ze obraz lampy ulega rozmyciu. To rozmycie to
wladnie ugigcie si¢ promieni §wiatla na krawedziach waszych palcéw.
A moze dostrzegacie co§ jeszcze patrzac przez szczeling migdzy
palcami, jakie$§ ciemne przerwy na tle rozmazanego obrazu. MoZna to
dos$wiadczenie ulepszyé uzywajac dwoch gladkich ostrych krawedzi.

Malq Deltg opracowali: Maciei IZYCKI i Michal SZUREK



a)

b)
Rys. 1. Wiatr rzeczywisty na jachcie: a) Jacht
stoi w miejscu, kierunek wiatru lapanego

w zagle tworzy z osig jachtu kat «; b) Jacht
plynie, Ziemia porusza si¢ wzglgdem jachtu

z predkoscig vjz, wiatr lapany w zagle ma
predkosc vr, jego kierunek tworzy z osig
jachtu kat § < . Zagiel trzeba wybraé, aby
pracowal prawidlowo.

Rys, 2, Nieprawidlowy sposéb wyznaczania
kierunku i predkosci wiatru rzeczywistego.
Wektory vz) i vwz 53 mierzone w ukladzie
zwigzanym z Ziemig, ich suma nie opisuje
wigc zadnego efektu w ukladzie zwigzanym
Z jachtem,

b)
Rys. 3. Réwnowaga narciarza, a) Narciarz
stoi — sila cigikoéci P ma zerowy moment
wzgledem punktu O przy pionowej pozycji

ciata, Pozycja pionowa jest pozycja réwnowagi.

b) Narciarz rozpedza sig, sila bezwladnosci B
skierowana réwnolegle do powierzchni stoka

i przylozona w érodku masy ma rézny od zera
moment wzgledem punktu O, zatem dla
zachowania réwnowagi narciarz musi pochylié
si¢ do przodu, aby wytworzyé moment silty P
wzgledem O.

Sity bezwladnosci

Dr Andrzej KRASINSKI

Istnieje w przyrodzie wiele zjawisk, ktorych obserwowany przebieg, czasem nawet samo ich
istnienie, zalezy od sposobu dokonywania obserwacji. Mowimy wtedy o wzglednosci danego
zjawiska. Termin ,,wzglednos$¢™ kojarzy si¢ nam zwykle z teoria wzglednosci Einsteina, ktora
wyrosla ze stwierdzenia i systematycznego przesledzenia wzglednosci wszelkich form ruchu oraz
towarzyszacych mu efektow. Wzglednos¢ rozmaitych pojec i zjawisk mozna jednak obserwowaé na
znacznie mniej abstrakcyjnym poziomie w zyciu codziennym. Zajmiemy si¢ tu jednym

zjawiskiem wzglgdnym, spotykanym bardzo czesto, lecz mimo to sprawiajagcym czasem pewne
trudnosci interpretacyjne, a mianowicie sitami bezwladnosci.

Ludziom prébujacym przenikngé ich istote pewien klopot sprawia czasem fakt, ze w niektorych
ukladach odniesienia sily te po prostu nie istnieja. Zacznijmy wigc od wskazania innych zjawisk
zycia codziennego, ktore ujawniajg si¢ tylko w wybranych ukladach odniesienia. Jednym z bardziej
swojskich jest wiatr. Podczas bezwietrznej pogody (a wiec gdy powietrze nie porusza si¢ wzgledem
Ziemi), nie odczuwamy zadnego podmuchu stojac nieruchomo (wzglgdem Ziemi). Wystarczy
jednak wsias¢ na rower, aby poczué¢ wiatr wiejacy w ukladzie zwigzanym z jadgcym rowerem —
przy szybkiej jezdzie z gory potrafi on nawet zerwac czapke z glowy. Turysci piesi znajg inny
efekt $wiadczacy o realnym istnieniu owego ,,pozornego’ wiatru, Czlowiek idacy diuzszy czas
rownym tempem i z jednostajnym wysitkiem przez nieruchome (wzgledem Ziemi) powietrze jest
owiewany stalym delikatnym (wzglednym) podmuchem, ktory odprowadza cieplo wydzielajace sie
z ciala podczas pracy migsni. Organizm przyzwyczaja si¢ dos¢ szybko do tych warunkow
termicznych i odpowiednio do nich reguluje tempo pocenia sie. Jesli jednak po dluzszym marszu
turysta zatrzyma si¢, w ciggu pierwszych kilku minut, zanim organizm przestawi si¢ na nowy
rezim cieplny, bija na niego ,,si6dme poty”.

Wazglednos¢ wiatru jest tez dobrze znana zeglarzom. W rozpedzajacym sie jachcie, plynacym po
linii prostej, wiatr odczuwany przez zalogg i rzeczywiscie ,,lapany w zagle™ stopniowo zmienia
kierunek wzgledem jachtu: wieje pod coraz ostrzejszym katem od dziobu (chyba, ze wial caly czas
dokladnie od rufy).

Wiatr ,,pozorny” (wzgledny) jest tu dodatkowa skladowa obserwowanego (z jachtu) wiatru
Tzeczywistego”. :

Przyjmijmy, ze Czytelnicy oswoili sie juz z faktem, iz zjawiska nie istniejace dla jednego
obserwatora moga byé wyraZnie obserwowane przez innego. Podkreslmy teraz inna wazna ceche
wielkosci wzglednych: przy ich opisywaniu nalezy caly czas pamiegta¢, w jakim ukladzie odniesienia
dokonujemy opisu. Pomylenie ukladéw odniesienia i kombinowanie ze sobg w nieprawidlowy
sposob wielkosci mierzonych w roznych ukladach moze prowadzi¢ do jawnie bezsensownych
rezultatow. Zanim przejdziemy do sit bezwladnosci, pozostanimy jeszcze na chwile przy zeglarskim
problemie wiatru pozornego. Prawidlowy spos6b wyznaczania jego kierunku (rys. 1) jest
nastgpujacy : wiatr wieje z predkoscig vw. wzgledem powierzchni Ziemi, Ziemia wraz z wiatrem
porusza si¢ wzgledem jachtu z predkoscia vy, zatem predkosé wiatru wzgledem jachtu vg wynosi

Vg = Dwzt Vjz,

czyli wiatr ,,rzeczywisty” wieje pod ostrzejszym katem wzgledem osi jachtu niz w ukladzie
odniesienia zwigzanym z Ziemia. Sposob nieprawidlowy, spotykany u mlodych adeptow
zeglarstwa, prowadzacy do wyniku wyraznie sprzecznego z obserwacja (rys. 2), wyglada
nastepujaco: wiatr wieje z predkoscia 2., jacht plynie z predkoécia ., wigc wiatr rzeczywisty
wieje z predkoscia 9wy = Dwz+0;5:. Dodano tu charakterystyki liczbowe dotyczace ruchu dwu
niezaleznych obiektow wzgledem tego samego ukladu odniesienia (Ziemi) i otrzymano wynik
opisujacy efekt rozny od poszukiwanego: z predkosécia o.; poruszalby sie jacht pchany sitg wiatru
w kierunku wektora o.: z predkoscia vw: i rownoczesnie pchany przez inna sile np. pradem rzeki
w kierunku wektora »,; z predkoscia v,;.

Podamy teraz kilka przykladéw sytuacji zycia codziennego, w ktorych spotykamy si¢ z sitami
bezwladnosci. Kazdy, kto dojezdza do swojego miejsca pracy srodkami komunikacji publicznej,
jest codziennie wielokrotnie wystawiony na ich dzialanie. W autobusie ostro hamujacym czujemy
wyraznie sil¢ pchajaca nas do przodu, za$§ w bioracym zakret z duzg predkoscia jakas sila wypycha
nas na zewnatrz zakretu. Narciarz rozpoczynajacy zjazd (rys. 3) musi pochyli¢ si¢ do przodu,
ustawic¢ w przyblizeniu prostopadle do nart, w przeciwnym wypadku tajemnicza sila powali go na
plecy, chociaz zupelnie jej nie odczuwal, dopéki stal w miejscu. Rowerzysta na zakrecie musi
pochyli¢ rower w kierunku §rodka zakretu, aby nie upasé¢ pod wplywem tej samej sity (rys. 4).
Wiele prostych i ciekawych do$wiadczen z sitami bezwladnosci, wymagajacych jednak wolnej
przestrzeni nieosiagalnej na ogdl w pasazerskim wagonie, mozna wykonaé w jadgcym pociagu —
sa one opisane w niemal kazdym podreczniku fizyki.

Skad biorg si¢ te sily? Pierwsze prawo dynamiki Newtona méwi: cialo izolowane od wszelkich

oddziatywan bedzie spoczywalo lub poruszalo si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.



Rys. 4. Rowerzysta musi pochyli¢ si¢ ku
srodkowi zakretu, aby wytworzy¢é moment sily
cigzkosci P wzgledem punktu st ici kot
z jezdnig O, przeciwny do momentu sily
bezwladnosci B.

a)

b) a
Rys. 5. Satelita A nie jest ukladem
inercjalnym dla odleglego satelity B, chociaz
obydwa sa ukladami lokalnie inercjalnymi.
Ruch B wzgledem A jest krzywoliniowy.

a) Sytuacja w dowolnym punkcie orbity
satelity A: predkosé satelity B tworzy

z kierunkiem a kat c. b) Sytuacja pdzniejsza
o pdl orbity 4 wokét Ziemi: predkosé satelity
B tworzy z kierunkiem a kat § > a. Kierunek
a wyznacza si¢ celujac teleskopem stale w tg

sama gwiazde.
E] \
9

g
| '

Rys. 6. W jednorodnym polu grawitacyjnym
wektor natezenia pola g jest wszedzie taki
sam; jeden uklad spadajacy swobodnie

z przyspieszeniem a = g jest wigc dobrym
ukladem inercjalnym dla calego pola.

S g,
h g,

b)

Rys. 7. a) Jesli uklad odniesienia jest duzy

w pordwnaniu z obwodem jego orbity wokél
#rédla pola grawitacyjnego, zbieznos¢ linii sit
pola grawitacyjnego jest wyraznie widoczna.
Na odcinku h linie g; i gz zblizyly sie do
siebie 0 odcinek 2Al b) W malym ukladzie

pole grawitacyjne wewnatrz S jest z dobrym
przyblizeniem jednorodne.

Gdy jednak zapytamy: jak mozna stwierdzi¢, ze dane cialo jest izolowane od wszelkich
oddzialywan, nie znajdziemy innej prostej odpowiedzi, jak t¢: sprawdzi¢, czy spoczywa lub
porusza si¢ jednostajnie po linii prostej. Zatem pierwsze prawo Newtona jest w istocie definicja
ciala izolowanego od wszelkich oddzialywan, przy czym aktem wiary (aksjomatem) teorii
Newtona jest zalozenie, ze cialo takie w ogéle moze istnie¢. Definiuje ono pewien uklad
odniesienia zwany inercjalnym: uklad, w ktérym cialo to spoczywa. Inny uklad, poruszajacy si¢
ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem inercjalnego, jest rowniez ukladem

inercjalnym, w ktorym obowiazuje I prawo Newtona. Natomiast uklad poruszajacy si¢ wzgledem
ukladu inercjalnego ruchem przyspieszonym, sam nie jest juz ukladem inercjalnym: moga w nim
wystgpowaé ruchy przyspieszone nie majgce widocznych (w danym ukladzie) przyczyn. Poniewaz
za$ ruchy przyspieszone, zgodnie z drugim prawem dynamiki Newtona, uwazamy za skutki
dzialania pewnych sil, méwimy czgsto o ,.sitach bezwladnosci™ lub ,sitach inercjalnych™ majac na
myéli fizyczne przyczyny owych niespodziewanych przyspieszen. Jest faktem o glgbokim,
podstawowym dla fizyki znaczeniu, ze sily bezwladnosci ujawniaja si¢ w kazdym eksperymencie
fizycznym jako sily nieodréznialne pod wzgledem swoich wiasciwosci fizycznych od sit
grawitacyjnych. Mozna to latwo sprawdzi¢: gdy autobus hamuje na diuzszym odcinku

z jednostajng sila, zamknijmy oczy i, utrzymujac pozycjg stojaca, sprobujmy wmowi¢ sobie, ze
stoimy na pochylym stoku gorskim. Ztudzenie bedzie zupelne: nie poznamy, ze w kierunku
podlogi ciagnie nas inna sita (grawitacyjna) niz do przodu (sita bezwladnofci). Odczujemy tylko
site wypadkowa o kierunku uko$nym wzgledem podiogi, petniacej role stoku gory. Sity
bezwladnosci sa wigc zwiazane z ukladami nieinercjalnymi. Sita bezwladnosci dzialajaca na cialo
o masie m jest rowna ma, gdzie a jest przyspieszeniem ruchu ukladu nieinercjalnego, w ktérym
mierzymy sile, wzgledem dowolnego inercjalnego.

W pewnych szczegblnych sytuacjach sily bezwladnosci moga catkowicie znies¢ inne sily dzialajace
w danym ukladzie i uczyni¢ z niego ukiad prawie inercjalny. Tak jest np. w przypadku satelity,
poruszajacego si¢ po orbicie wokot Ziemi pod wplywem sit czysto grawitacyjnych, a wigc
neutralnego elektrycznie i magnetycznie (to samo dotyczy dowolnego ciala spadajacego
swobodnie w polu grawitacyjnym). Sita bezwladnosci zwiazana z ruchem po okregu jest tu
doktadnie rowna sile grawitacyjnej i przeciwnie do niej skierowana, a wigc sita wypadkowa
dzialajaca na dowolne obojetne elektrycznie i magnetycznie cialo spoczywajace wzgledem satelity
jest réwna zeru. Satelita jest wiec ukladem inercjalnym zrealizowanym za pomocg ukladu
nieinercjalnego, co kazdy miat okazje zaobserwowac w, czgstych w pewnym okresie,
transmisjach telewizyjnych ze stacji kosmicznych: kosmonauci oraz uzywane przez nich
przedmioty ,,plywaja” swobodnie po calym wnetrzu stacji, w zgodzie z I prawem Newtona. (Tu
dygresja: niektérzy ludzie wyobrazaja sobie naiwnie, iz stan niewazkosci na stacji orbitalnej
wynika z duzej odleglosci tej stacji od Ziemi i zwigzanego z tym oslabienia sity grawitacyjnej.
Orbity sztucznych satelitow przebiegaja zwykle na wysoko$ciach 100—500 km od powierzchni
Ziemi, promieri Ziemi wynosi ok. 6370 km, kazdy moze wigc latwo sprawdzi¢, za pomocg wzoru
Newtona na sile grawitacyjna, ze grawitacja na orbicie jest niewiele stabsza niz na powierzchni
Ziemi. Niewazkos¢ jest efektem inercjalnym.)

Istnieje jednak zasadnicza roznica miedzy takim ,,sztucznym” (méwimy fachowo: lokalnym)
ukladem inercjalnym, a tym ,,prawdziwym”, postulowanym przez mechanikg Newtona. Uklad
lokalny jest dobrym ukladem inercjalnym tylko wzdluz pojedyriczego toru ruchu swobodnego

w polu grawitacyjnym. Dla punktéw polozonych wystarczajaco daleko od badanego toru bedzie
to uklad nieinercjalny (rys. 5), za$ inne lokalne ukfady inercjalne beda si¢ poruszaty wzgledem
niego ruchem przyspieszonym. Teoria Newtona postuluje tymczasem istnienie uniwersalnego
(fachowo: globalnego) ukiadu inercjalnego, ktéry jest dobry w kazdym punkcie calej przestrzeni.
Uktad lokalny moze byé ukladem globalnym tylko w jednorodnym polu grawitacyjnym (rys. 6),
lecz pola jednorodne nie wystgpuja w przyrodzie. Natomiast w odpowiednio malym obszarze
rzeczywiste pole grawitacyjne jest w przyblizeniu jednorodne, przy czym im mniejsze rozmiary
obszaru, tym lepsze przyblizenie (tym mniej wyraznie widoczna jest zbiezno$¢ linii sit pola
grawitacyjnego, rys. 7). Dlatego wlaénie wnetrze stacji orbitalnej, bardzo male w poréwnaniu

z obwodem jej orbity, jest w dobrym przyblizeniu ukladem inercjalnym.

Zejdzmy teraz z orbity na Ziemi¢. Uklady inercjalne mozna w przyblizeniu realizowaé rowniez na
powierzchni Ziemi. Przyspieszenie zwiazane z ruchem Ziemi po orbicie wokot Storica jest
réwnowazone przez przyspieszenie odsrodkowe, przy czym rozmiary Ziemi sa na tyle male

w poréwnaniu z dlugoscia jej orbity, ze pole grawitacyjne Storica jest z dobrym przyblizeniem
jednorodne na calej Ziemi. Niejednorodno$¢ tego pola wywoluje tzw. skladowa stoneczng
przyplywow oceanicznych, o wysokosci fali zaledwie ok. 0,17 m. Ziemia jest wige lokalnym
ukladem inercjalnym znoszacym pole grawitacyjne Stofica — nie musimy martwi¢ si¢ o grawitacje
sloneczng. To samo dotyczy sily grawitacyjnej Galaktyki, rownowazonej przez sile odérodkowsa
w ruchu Ukladu Slonecznego wokoét centrum Galaktvki, jak rowniez ruchu calej Galaktyki

w Lokalnej Grupie oraz wszelkich ruchéw w wiekszej jeszcze skali. Nie musimy takze przejmowac
sie polami grawitacyjnymi innych planet — w $cistym sensie Ziemia porusza si¢ pod wplywem
zsumowanego pola grawitacyjnego Slorica i wszystkich planet, i wlasnie to catkowite pole jest
neutralizowane przez przyspieszenie odérodkowe. Istotne dla nas sa jedynie: wilasna grawitacja
ziemska oraz sita odérodkowa i sila Coriolisa, zwiazane z obrotem Ziemi wokot jej wlasnej osi.
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Rozwiazanic zadan’a M 221.

Spoiréd odcinkéw A; A7 (bokow i ew.
przekatnych naszego n-kata) wybierzmy
odcinek Ag /il lezacy najblizej punktu P.

Jezeli teraz P e A_g}-;‘ to  AxP4; = =.

W przeciwnym przypadku wybierzmy
wierzcholki Ak- i A1+ lezace po tej samej
stronie prostej A A; co punkt P i sasiadujace

z wierzchotkami Ak i A1 (byé moie Ak = A).
Latwo zauwazyl, ze + Ap-Aj Ax =

n
= ¥ ArAgd; = —, a poniewaz odlegloié¢ P
n
od odcinka Ag Aj jest nie wieksza niz odleglosé
P od Ay Alr wige

1 ]
* PAx Ay < 5 + AprdeA = 7y

) : p I
i analogicznie £ PA; Ax < 3 + Akedidg =

n

"

Wobec tego trzeci kat £ A PAy trojkata

Ay A1 P jest rowny m— + PAyAj— « PA1 Ay,

jest wigc wigkszy lub réwny n—2-

| .
:|=‘t

n
=M=,
n

b)
Rys. B. Rownowaga narciarza stojacego (a)

i jadacego (b) w ukladzie inercjalnym, bez
uzycia sit bezwladnosci.

T
Rys. 9. Réwnowaga rowerzysty w ukladzie
inercjalnym.

Sume sily grawitacyjnej i sity od$rodkowej réwnowazymy po prostu przez podparcie calego ukladu
na powierzchni S prostopadlej do sity wypadkowej, np. na powierzchni szosy. Pojawiajaca sie

przy ruchach po powierzchni S sile tarcia mozemy znacznie zmniejszy¢ przez zastosowanie kot

i lozysk, rolek lub kul, albo nawet zrownowazy¢ przez przylozenie sily wytworzonej za pomoca
ukfadu napedowego (silnika lub pedaitéw). Nie wyeliminujemy jedynie sity Coriolisa, lecz jest ona
na tyle mata, ze przy ruchach ograniczonych do niewielkiego obszaru nie powoduje
obserwowalnych efektéw. Uzyskujemy w ten sposéb ukiad, ktory podczas dwuwymiarowych
ruchow po powierzchni S bedzie spetniat I prawo Newtona ze znaczng dokladnoscig (nawiasem
mowige, taka wiasnie realizacja ukfadu inercjalnego postugiwatl sie, oczywiscie nieswiadomie,
Galileusz gdy odkrywal do$wiadczalne podstawy mechaniki Newtona).

Wré¢my do przykiadow podanych na wstepie i prze$ledzmy je oczami fizykow. Obserwator

w hamujacym autobusie powie: moj uklad odniesienia porusza si¢ ruchem opéznionym wzgledem
uktadu inercjalnego (powierzchni drogi), zatem pojawia si¢ w nim sita inercjalna, ktéra pcha mnie
do przodu. Narciarz powie: jadac w dét poruszam sie ruchem przyspieszonym wzgledem ukladu
inercjalnego (plaszczyzny poziomicy na stoku), a wigc staje sie ukladem nieinercjalnym:

zwigzana z moim ruchem sita bezwladnosci usituje mnie powali¢ na plecy. Musze wiec pochylié sie
do przodu, aby pojawit si¢ moment mojej sily ciezkosci wzgledem moich stép, ktéry zréwnowazy
moment sity bezwladnosci. Rowerzysta powie: moj uklad odniesienia porusza sig po linii krzywej
wzgledem ukladu inercjalnego, wystepuja wiec w nim przyspieszenia odérodkowe. Zwiazana

z nimi sifa bezwladnosci usituje wywrocié mnie na zewnatrz zakretu. Musze zatem pochylié si¢ ku
jego $rodkowi, wtedy sila grawitacyjna dzialajaca na mnie i méj rower wytworzy moment
obrotowy wzgledem punktu stycznosci két z jezdnia. Przy odpowiednio dobranym kacie pochylenia
moment sily cigzko$ci zrbwnowazy moment sily od$rodkowe;j i przejade zakret bez wywrotki.
Podobne rozumowanie przeprowadzitby obserwator w zakrecajacym autobusie.

Te same zjawiska, obserwowane przez obserwatora stojacego nieruchomo na powierzchni Ziemi,
daja si¢ opisa¢ bez uzywania pojecia sit bezwladnoéci. Patrzac z ulicy na rozpaczliwe wysitki
pasazera autobusu, usitujgcego, ku wielkiemu rozbawieniu kierowcy, utrzymaé rownowage
podczas hamowania, powiemy: pasazer poruszal si¢ poczatkowo z taka sama predkoscia, jak
autobus. Autobus zmniejszyl swoja predkosé, wiec pasazer, ktory nie chee zachowaé poczatkowej
predkosci i wylecie¢ przez przednia szybe, musi rowniez zmniejszy¢ swoja predkosé. W tym celu
musi nada¢ sobie odpowiednie ujemne przyspieszenie, a wiec, zgodnie z drugim prawem dynamiki
Newtona, musi uzy¢ pewnej sily.

Patrzac na narciarza powiemy (rys. 8): dopdki stal, sila oporu $niegu byla skierowana doktadnie
przeciwnie do jego sily cigzkosci, miala wigc zerowy moment wzgledem $rodka masy narciarza,

i jego cialo bylo w rownowadze. Gdy ruszyl, moment sily oporu podioza R, dzialajacej teraz
prostopadle do sniegu, stat si¢ rozny od zera. Narciarz musi wigc zlikwidowaé 6w nowy moment,
ktéry usiluje podcia¢ mu nogi, przez pochylenie si¢ do przodu, tak aby kierunek sily oporu
podloza przeszedt przez jego §rodek masy.

Patrzac na rowerzyste powiemy (rys. 9): aby zmieni¢ kierunek jazdy, musi on zadziala¢ na siebie
pewng sila doSrodkowa, przylozong w srodku masy uktadu rower — czlowiek. Skrecenie
przedniego kola wywoluje sif¢ dosrodkowa T (skladows sily tarcia), przylozona jednak

w plaszezyZnie jezdni, sila ta ma wigc rézny od zera moment wzglgdem $rodka masy C ukladu

i dazy do wywrocenia roweru na zewnatrz zakretu. Rowerzysta musi pochylic sie ku $rodkowi
zakretu, wowcezas sila sprezystosci podioza R, dzialajaca pionowo do géry, rowniez uzyska rozny
od zera moment wzgledem $rodka masy, ktéry bedzie mogt zréwnowazy¢ moment sily tarcia.
Bez sily bezwladnosci mozemy sobie réwniez poradzié¢ z opisem zjawisk w stacji orbitalnej:
poniewaz wszystkie znajdujace sie tam przedmioty oraz sama stacja poruszaja sie ruchem
swobodnym w polu grawitacyjnym, pozostajac weiaz blisko siebie, ich przyspieszenia sa
praktycznie jednakowe. Dwa ciala poruszajace si¢ z takim samym przyspieszeniem moga, jedno
wzgledem drugiego, porusza¢ sie tylko ruchem jednostajnym prostoliniowym lub spoczywac,
poniewaz ich wzglgdne przyspieszenie jest rowne zeru.

Opisy dokonywane w kazdym z dwu ukladéw odniesienia- (inercjalnym i nieinercjalnym) sa
fizycznie rownowazne: sila, jakiej musi uzy¢ pasazer hamujgcego autobusu, obliczona jednym

i drugim sposobem okazuje si¢ taka sama; w obu przypadkach dochodzimy do wniosku, e
narciarz musi ustawic sig tak, aby jego $rodek cigzkosci znalazt si¢ na prostopadiej do stoku
przechodzacej przez jego stopy; w obu tez przypadkach otrzymamy te sama warto$é kata
pochylenia roweru przy danej predkosci i danym promieniu skretu, Czytelnicy zauwazyli pewnie,
ze mimo to jednak opis w ukladzie nieinercjalnym, z uzyciem sit bezwladnoéci, bywa Prostszy

i bardziej przemawiajacy do wyobrazni. Upierajac si¢ przy ukladzie inercjalnym i nie przyjmujac
do wiadomodci faktu istnienia sit bezwladnosci utrudniamy sobie nieraz zycie, za§ w przypadku
stacji orbitalnej w ogole nie zauwazamy waznego faktu znoszenia sit grawitacyjnych ‘przez sity
bezwladnosci. Mozna z tego wysnué¢ moral o charakterze ogdlniejszym: odrzucajac mozliwosé
istnienia innych punktéw widzenia niz nasz wiasny, ktéry z wielka energia, z nieztomna wola
glosimy jako jedynie stuszny, czesto nie dostrzegamy waznych zjawisk, ktérych prawidlowe
wykorzystanie byloby pozyteczne.
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Patrz w niebo

W marcu, podobnie jak przed rokiem kiedy zaczynaliSmy
wspdlnie patrze¢ w niebo, goruja wieczorami dwa Lwy
(maly i duzy), Wielka NiedZwiedzica i Rak (Cancer, Cnc).
W pierwszym naszym odcinku omoéwili§my dwa rodzaje
ukladéw wielokrotnych, dzisiaj powrécimy do ukladow
gwiazd, jednak z nieco innej perspektywy. Sprébujemy
wyobrazi¢ sobie, jak wyglada niebo widziane

z hipotetycznej planety krazacej wokd! jednego ze
skladnikéw ukladu. Za przyklad wezmy gwiazde { Canceri
noszaca nazwe wlasna Tegmeni. Przyjmijmy, Ze orbita
planety obiegajacej najjasniejszy sktadnik uktadu (A)
podobna jest z grubsza do orbity Ziemi wokét Storica.

Nie moga one pozostawaé przez dluzszy czas takie same
poniewaz zaklécenia od pozostatych skladnikéw £ Cne
ciggle zmieniaja orbitg planety. Z tej przyczyny watpimy,
by na planetach blgkajacych si¢ w ukladach wielokrotnych
moglo powstac zycie.

A wiec nasza gwiazda dzienna jest obiekt nieco bielszy,
wiekszy i goretszy od Storica oraz dwukrotnie od niego
jasniejszy. Co okolo 60 lat przychodzi kilkunastoletni okres
biatych nocy. Po zachodzie storica najjasniejszym obiektem
na niebie jest sktadnik B — oléniewajgco jasny punkt,
tysigc razy jasniejszy niz Ksi¢zyc w petni. Gwiazda ta jest
bardzo podobna do Storica. { CncB widoczny jest czgsto
rowniez w dzienl i czasami mogliby$Smy obserwowac
zaémienia jednego storica przez drugie. Jednak nie tylko
,,nocne storice” przyciagaloby uwagg hipotetycznych
obserwatoréw na planecie. Réwnie ciekawymi obiektami sa
dwa obiegajace si¢ wzajemnie z okresem ok. 17,5 lat jasne
punkty. Jeden z nich jest nieco jasniejszy od Ksigzyca,
natomiast drugi podobny jest do naszych jasnych planet
widzianych z Ziemi. Wzajemna odleglo$¢ katowa
skladnikéw C i D waha si¢ kolo 2° — jest to cztery razy
wiecej niz $rednica katowa Ksigzyca; prawdziwa odleglosé
miedzy skladnikiem C i jego towarzyszem — bialym
karlem wynosi 5 jednostek astronomicznych — mniej
wiecej tyle co od Stonca do Jowisza. Uklad C—D obiega
uklad A—B w okresie 1150 lat. Nie wiemy nic wigcej

o dalszych osobliwos$ciach niebosklonu wymyslonej przez
nas planety, jednak pewne obserwacje wskazuja na
istnienie piatej, bardzo stabej gwiazdy w ukladzie. Storice
widziane z planety byloby ledwo widoczna, niczym nie
wyrézniajaca sie gwiazdka w niewiele zmienionym
gwiazdozbiorze Koziorozca.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI



Stanislaw PALKA ze Starej Wsi kolo Limanowej nie zdazyt wziaé
-udzialu w naszym zeszlorocznym konkursie ,,Znalezé nowe

twierdzenie o trojkacie”, ale teraz przystat list z nastepujacymi dwoma

interesujacymi twierdzeniami.
Twierdzenie I. Suma sinuséw trzech katoéw dowolnego trojkata nie

3 3 e
przekracza ?}/3, przy czym rownosS¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy

gdy trojkat jest rownoboczny.
Dowodu nie przytaczamy; polega on na znalezieniu maksimum
funkcji sino -+ sin B+ siny.
Twierdzenie IL Jezeli S, S, i Sw 0znaczaja odpowiednio pole
_trojkata, pole kota opisanego na nim i pole kola wpisanego w niego,
‘to

e

0w 3 ]/3 ]

przy czym roéwnoS$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat jest
réwnoboczny.
Dowod. Oznaczajac przez a, b i ¢ dlugosci bokéw trojkata mamy na
podstawie znanych wzorow

VES: W—"&Ei"ﬂ n  abe
w = AY———F"% = — -
i (45 (@+b+c)* ~ 2 a+b+c

7 1 E 4 1
= E T 1 ks 2 sina sinf siny
@ e T besine  acsinf  absiny
x-S

sino4sinf+siny ’

i wystarczy zastosowac twierdzenie I.

Stara DELTA

Zadanie. Udowodni¢, ze

Cyrkul, ktérego poldyameter iest érzednia
proporcyonalna migdzy $ciana Konusa,

y poldyametrem bazy tegoz Konusa; iest rowny polowi
albo obietnosci powierzchowney Konusa, krom bazy.,

(Stanistaw Solski ,,Geometra Polski” 1683)

Nie rozumiecie, Czytelnicy, tresci zadania? Nie przejmujcie sig;
Przetoz iesli zaraz nie wyrozumiesz czego, wyrozumiesz
drugim razem, albo trzeéim, wedtug dowéipu. Rozum
czlowieczy iest takowy, im wigcej co bierze przed sye,
im czesciey co rozmysla, tym przestrzeniey sobie w owej
rzeczy czyni, tym wigcey obacza i nayduie, czego
przedtym nie obaczyl nie nalazt.

(Stanistaw Grzepski, ,,Geometria To iest Miernicka
Nauka po Polsku krdtko napisana z Graeckich

i Ladéinskich Ksiqg, 1566)

— Nie! — zawolal — dzi$ pani algebry uprawia¢ nie wolno, panno Immo, czy w przestworzach
igra¢, jak pani to nazywa! Niechze pani spojrzy na storice!... Czy mozna...?

I podszedt do stolika, biorgc do reki zeszyt. :

To, co ujrzal, bylo oszolamiajace. Strzgpiasto, dziecigco grubym pismem, ktore zdradzalo jej
osobliwy sposob trzymania pi6ra, fantastyczny hokus-pokus, wiedZmowy sabat splatanych run
pokrywatl stronice. Greckie litery sprzggaly si¢ z lacinskimi, z cyframi o réznej wielkosci, z rojem
kresek i krzyzykow, pod i ponad poziomymi liniami w ulamkowym uszeregowaniu, z daszkami
innych linii na ksztalt namiotéw, w parzystych kreseczkach znajdujac zréwnanie wartosci,

w okraglych klamrach lgczac si¢ w wielkie masy formulek. Pojedyncze litery, wysunigte jak
szyldwachy, ustawione na prawo, oklamrzonymi grupami. Znaki kabalistyczne, najzupelniej
niezrozumiale dla umystu laika, obejmowaly niby ramionami liczby i gloski, a utamki cyfr staly
przed nimi, cyfry za$ i litery krazyly u ich stép i nad ich glowami. Osobliwe sylaby. Skroty
tajemniczych wyrazow rozsypane byly wszedy, a miedzy nekromatycznymi kolumnami staly
zdania i uwagi wypisane potocznym jezykiem, ktérych sens jednak tak byl odlegly od wszelkich
spraw ludzkich, Zze mozna je bylo czytaé, nie rozumiejac z nich wiecej, niz z pomruku guslarza.

Tomasz Mann, ,,Krélewska wysoko$é”, przeklad Witolda Hulewicza

, [x (&)~ @) —1(@% Z' @l )4 (@) —
—[1(&) =10 —1 Q& 27+ 1 (@)] —
— 1ty —x @) — 1@ A™) +x Q)] =
= (1@ —% () — 1222k )1 (Q® o )+
+ (X @) —x (M)~ (Q® F' @l )+ (R0 .2 —
= [X(@r)*“‘X(-?@a//l)*x(9®.?"1®a#"l)+x(ﬂ}=
=(£7. 0702+ (A Q'R PR o) —
—(Z'@™ . 27'® P Rok)=0.



Anecdotes wanted

W Journal of Recreational Math ics

(vol. 11, 1978/9) znaleZlismy nastepujgce

ogloszenie

Cheemy wydaé zbidr anegdot o znanych
tematykach. Zai vanych wspoélpraca

prosimy o listy:

Peter Borwein

Depar t of Math

University of British Columbia

Vancouver, B. C., Canada

V6T 1WS

lub

Maria Klawe

Departament of Computer Science

University of Toronto

Toronto, Ontario, Canada

M5S 1A7

Prosimy podawaé zrédlo kazdej anegdotki

i wlasne oszacowanie prawdopodobieristwa

jej prawdziwosci.

Od redakcji,,Delty” do zaprzyjaZnionych z nig

matematykow. Nie bojcie sig. Nic im nie

poslemy.

Szanowny Panie Redaktorze!

Mnostwo czasu traci si¢ przez to, ze mlodzi naukowcy przysylaja prace do publikacji w formie,
ktorej nie mozna zaakceptowac. Jest na rynku wiele dobrych ksigzek na temat przygotowania
prac naukowych, ale niewiele istnieje konkretnych przykiadow na to, jak maszynopis nie nadajacy
si¢ do druku moze by¢ przeksztalcony w taki, ktory bylby przyjety przez przodujace czasopisma
naukowe. Dzigki szczes$liwemu przypadkowi i calkowicie legalnie udalo mi si¢ otrzymac kopig
takiego maszynopisu z uwagami recenzenta, z tek redakcyjnych przodujacego czasopisma

- geologicznego; przekazuj¢ ja w nadziei, ze bgdzie cenna dla autoréw podczas przygotowywania

prac do publikacji.

Kolumnowe Struktury Skalne ze Starozytnego Kraju
Opinia recenzenta

maszynopis 19705B/76: P. B. Shelley

Maszynopis nadestany:
Ozymandias™®’

autor: P, B. Shelley®

Podréznik‘®, wracajacy z starozytnej ziemi‘®

Rzekt do mnie: — N6g™ olbrzymich®® z glazu > dwoje'™ sterczy
Wsréd pustki® bez tutowia. W poblizu'® za nimi

Tonie w piasku‘® strzaskana twarz. Jej wzrok szyderczy,

Zacigte usta, wyraz zimnego rozkazu

Swiadcza, iz rzezbiarz dobrze na tej bryle glazu
Odtworzy! skryte zadze, co, cho¢ w poniewierce,
Przetrwaly reke mistrza i mocarza serce.*?’

A na podstawie napis dochowat sig calo:
,.Ja jestem Ozymandias, krol kréléw. Mocarze!
Patrzcie na moje dziela i przed moja chwala

Gincie z rozpaczy ') Wiecej nic juz nie zostato..."?

Gdzie stapi¢'*®, gruz bezksztaltny oczom si¢ ukaze

I piaski''®, bielejace w pustyni obszarze.

Uwagi recenzenta

(1) Ten tytul jest calkiem nieodpowiedni. Nie zawiera stow kluczowych.

(2) Poniewaz praca ta jest oparta na obserwacjach polowych innego geologa, sugerujemy wspdlne autorstwo jako
bardziej wiasciwe.

(3) Prosze sprecyzowac.

(4) Czy rozpatrzono alternatywne hipotezy? Filary zi
(5) Nie dosé wyraine okresl Autor powini
w pewnej skali, w tym przypadku powinien byé podany odsyl
(6) Niewatpliwie nalezy podaé tu identyfikacje typu skaly z odpowiednia analiza.

? Kol y bazaltowe? Kopce termitéw?
podaé rozmiary w jednostkach SI (chyba, ze,,olbrzymi” jest klasg

do odpo j literatury).

(7) To jest jedyne stwierdzenie iloiciowe!
(8) Poda¢ wspolrzedne.
(9) Okresli¢ odleglosé. Fotografia (ze skala) pomoglaby w tym.

(10) Podaé lize granul yczng i w miare mozliwosci kilka fotografii z mikroskopu elektronowego ukazujacych
tekstury ziarnistej powierzchni. Wprawdzie niczego one nie dowodza, ale sa dekoracyjne i dostarczajg zatrudnienia
personelowi pomocniczemu.

(11) Ten paragraf, pelen spekulacji i domysléw, méglby z powodzeniem byé pominigty.

(12) Warto by¢ moze odnotowac zeszpecenie interesujacej odkrywki, lecz nie jest konieczne cytowanie slow.
(Poniewaz napisano je po polsku, nie majg oczywiscie wartoéci archeologiczne;j.

Przypuszczalnie byla to farba naloZona sprayem przez turyste).

1l b "

(13) Stwierdzenie raczej dogmatyczne. Lepiej: ,,Zadnych innych ie¢ skal nie
(14) Nieodpowiednia hiperbola. Przyblizone rozmiary pustyni powinny by¢ podane, jeéli maja znaczenie dla tredci.
(15) Jesli nie jest to pustynia bezwietrzna, to jako piaszczysta powinna ukazywaé formacje wydmowe. Jesli jest
plaska, to byé¢ moze jest to w rzeczywistosci pustynia kamienista?

Uwagi ogélne

Mimo, e zanotowano kilka ciekawych spostrzezeri, nie mozemy zalecié publikacji w obecnej formie. Po pierwsze
praca jest o wiele za krétka. Po drugie, autorzy z nieznanego powodu nie umiescili zadnej w ki o tektonice
plytowe;j!

(wg N.S. Haile, Nature 268, 100 (1977), przeklad wiersza — Adam Asnyk).




Matematyka 1 zycie

Mam wrazenie, ze wigkszo$¢ zadan matematycznych, jakie publikuje sig w ,,Delcie”, jest
wymyslana przez profesjonalistow tej nauki i przez to obraca si¢ w sferze abstrakcji. Chcialbym
dzi§ przedstawic zadanie, ktore stworzylo tzw. samo zycie.

Zamieszkalem niedawno w warszawskim osiedlu Ursynow — w budynku wyposazonym w dwie
zblokowane windy, ktore obstuguja 7 kondygnacji (wraz z parterem). Ku mojemu zaskoczeniu,
system sterowania windami nie opiera si¢ na najprostszej, ,,odkrytej” zreszta bodajze pot wieku
temu zasadzie wzywania windy najblizszej, lecz na zupelnie innych regufach.

Cywilizacja ludzka stworzyla rozwigzania, ktérych idei nie da sie ulepszy¢. Rozwigzaniem takim
jest np. widelec — mozna zmienia¢ w nim liczbg zgbow, ksztalt i zdobienie trzonka etc., jednakze
idea widelca (,,trzonek zakoficzony przynajmniej dwoma zebami ukierunkowanymi mniej wiecej
rownolegle do trzonka™) pozostaje ta sama. Innym rozwiazaniem nie dajagcym si¢ ulepszy¢ sa np.
spodnie: mozna zmienia¢ ksztalt nogawek, dodawaé lub usuwac kieszenie itp., ale idea spodni
(,,dwie nogawki zakoniczone wspodlng obejma biodrowa™) nie ulega zmianie.

Widelec z jednym zgbem lub zebami zagietymi pod katem wiekszym niz ok. 1 radian (przyp.
Red.: widaé, ze Autor przestrzega zalecen co do uzywania ukladu SI) w stosunku do trzonka
przestaje by¢ widelcem, tak samo jak nie sa spodniami np. ,,spodnie jednonogawkowe”. Innymi
stowy, idea szeregu stworzonych przez cywilizacje przedmiotow osiagneta taki stopien
doskonaloéci, ze kazda ,,poprawka” jest owej doskonaloéci pogorszeniem. Jak nauczal Ben
Akiba — ,,ze szczytu gory mozna tylko zejsc...".

Czynie te dygresje po to, by podkresli¢ analogi¢ do problemu wind: wedle kryteriow
energetycznych nie da sie ulepszy¢ idei sterowania zblokowanymi windami, idei polegajacej na
tym, ze na wezwanie przyjezdza winda najblizsza. Formalnie latwo zreszta rzecz dowiesc.
Osobiscie podejrzewam, ze rozwigzanie to (nazwijmy je ,,systemem I"), jest optymalne rowniez
wedle kryteriow wygody pasazerow, a wiec sredniego czasu oczekiwania na windg na dowolnym
pigtrze.

Tymczasem ,,moje”” dwie windy kursuja wedlug nastgpujacych regut (,,system II"):

1° Na wezwanie z dowolnej kondygnacji przyjezdza prawie zawsze winda lewa (WL), gdyz:

2° Winda prawa (WP) rusza na wezwanie tylko wtedy, gdy aktualnie zajeta jest przez pasazerow
lub realizuje ich wezwanie WL.

3° WL po dojechaniu z pasazerem na miejsce docelowe pozostaje na nim (jesli, rzecz jasna,
aparatura sterujgca nie zanotowala kolejnego wezwania).

 4° WP po dojechaniu z pasazerem na miejsce zjezdza sama na parter, chyba ze na parterze stoi
akurat wolna WL ; jednak:

5° Pozostawiona na dowolnym pietrze WP rusza samoczynnie i zjezdza pusta na parter rOwniez
w przypadku, gdy z parteru rusza z pasazerem lub na wezwanie (patrz pkt. 1°) WL.

Zgodnie z powyzszym algorytmem, nader cz¢sto mam mozno$¢ obserwowaé nastepujaca sytuacje.
Z VI pietra przez ,,okienko™ widze, jak pietro nizej stoi WP. Naciskam guzik i... WP poczyna
zjezdza¢ na parter natomiast z parteru rusza i wyjezdza na VI pigtro WL...

Nagabywani w tej sprawie fachowcy-windziarze o$wiadczyli, iz rozwigzanie to stanowi
,,najnowsze osiagniecie szwedzkiej (!) mysli technicznej™ i ,,ma na celu wygodg pasazerow”.
Pozwalam sobie w stuszno$¢ tych stwierdzen watpic.

Moje zadanie brzmi wiec nastepujaco:

A) Obliczy¢ o ile wigcej procent energii zuzywa II system sterowanid w stosunku do systemu I,
B) Poréwnac sredni czas oczekiwania na winde w systemie I i systemie II.

Zadanie nietrudno sformalizowaé po przyjeciu niezle odpowiadajacego rzeczywistosci zalozenia, ze
zuzyta energia i czas przejazdu miedzy kondygnacja k-tg a k+ 1-sza sa dwa razy mniejsze niz
miedzy kondygnacjg k-t a k+2-ga. ;

Caly problem ma ponadto jeszcze dwa niebagatelne aspekty. Po pierwsze — nie najlepiej wyglada
nauczanie matematyki na politechnikach, jesli péZniejsi inzynierowie beztrosko wdrazaja podobne
»innowacje”. Po drugie — je$li takich zblokowanych wind jest na Ursynowie juz teraz
kilkadziesiat, to powrot do normalnego systemu sterowania moglby oznacza¢ weale pokaZne
oszczedno$ci energii, 0 co wcigz apeluje Paristwowa Dyspozycja Mocy.

Stanislaw REMUSZKO

0Od Redakgcji. Nie prébowalismy wprawdzie dotrze¢ do zrodla (czyli szwedzkich windziarzy),
podejrzewamy jednak, ze nie jest tak Zle, jak pisze autor powyzszego listu i ze powyzszy system 11
ma rzeczywiscie na celu wygode pasazerow. Sadzimy, ze przyjeto tu (zZyciowe) zalozenie, ze
pasazer oczekujacy na winde na dole jest ,,wazniejszy” od pasazera na pigtrze (taki moze zejsC po
schodach). Ewentualnie, e tylko cze$¢ mieszkafhicow uzywa windy w dol, a wszyscy do gory.
Przypusémy na chwilg, ze ,,na dol” wszyscy wola schody — wtedy system II jest oczywiscie
lepszy (patrz 4°). Gdy wszyscy jezdza winda w gore i w dot — lepszy jest system I. Gdzie§ migdzy
tymi skrajnosciami lezy punkt réwnowagi (oba systemy jednakowo dobre). Uprosémy znacznie
sytuacje i zal6zmy, ze w dwupigtrowym domu A4 na kazdym z pigter 1 i 2 mieszkaja po 2 osoby
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(parterowcy w naszych rozwazaniach nie licza si¢). W domu jest tylko jedna winda, pozostajaca
po je#dzie na pigtrze, do ktérego dojechala. Wszyscy (obaj) mieszkarcy II pigtra uzywaja windy
w gore i w dol, jedna z osdb z pierwszego pigtra zawsze schodzi po schodach, cho¢ wjezdza
winda. Winda jezdzi z predkoscia 1 pigtro na jednostke czasu (przeliczenie na uklad SI
pozostawiamy Czytelnikowi) a mieszkaficy domu wychodzg i przychodza tak samo czgsto

i pojedynczo oraz nie jezdza z I pietra na I, ani z II na I. Nazywaja si¢ za$ 41, B1, 42, B2
(liczba wskazuje pietro). Niech ,,zdarzeniem elementarnym’ bedzie ,,przywolanie windy przez
dang osobe na danym pigtrze”. Zdarzen elementarnych jest wigc 7 : 41 na 1 pigtrze, A1 na
parterze, Bl na parterze, 42 na 2 pigtrze...,

3 2
Prawdopodobienistwo, ze winda po jezdzie zostanie na parterze wynosi 7 ze na I pigtrze — o
2 - I3 - - - . r -
zena Il — — Mozemy teraz obliczy¢ éredni laczny czas oczekiwania pasazeréw na winde.
Wynosi on 2 (pasazerow z II pigtra) x 5 (prawdopodobiefistwo, ze winda na I pigtrze) x 1
. ' ; 3 : - 2 e ; .
(pietro do przejechania)+2 x = x 2+ 1 (pasazer z I pigtra) x T (winda na II pietrze) x 1 (pigtro)+

3 2 45 ;
+1x £ % 144 (pasazerow czekajacych na parterze) x 7 x2+4x °y x1 = - (jednostek czasu).

W domu B wszystko jest tak samo, tylko winda po opuszczeniu jej przez pasaZera zjezdza sama
na parter. Wtedy na parterze nie czeka si¢ na windg wcale, dwie osoby na II pigtrze czekaja
lacznie 2x 2 = 4 jednostki czasu, a jedna na I pigtrze 1 jednostke. Widzimy, ze laczny czas
oczekiwania (5 jednostek) jest krotszy. Nasz ,,model matematyczny™ jest ubozuchny i petno
w nim wygodnych zalozen. Pokazuje jednak, ze system II ma wbrew pozorom, rece i nogi.
Natomiast zostal z pewnosciag wymyslony przed Kryzysem Energetycznym i w tym punkcie
zgadzamy si¢ z autorem listu.

(M. S5z.)

Szanowny Panie Redaktorze

Sadzimy, ze czas juz poprawi¢ dwa nieécisle pojecia uzywane na co dzien w matematyce. Mamy na
myéli pojecia liniowo$¢é i nieliniowo§¢ oraz pochodne od nich przymiotniki,
przystowki i wyrazenia.

W czym rzecz? Otbz nalezaloby uzy¢ stow: prostoliniowos¢ i nieprostoliniowos¢ (lub
krzywoliniowos¢). :

Skad wzigly si¢ w jezyku polskim owe poprzednio wymienione, powszechnie stosowane lecz
nieprawidlowe pojecia? OdpowiedZ jest prosta: z obcych jezykéw.Np. w jezyku angielskim
istnieja pojecia: 1ine czyli linia prosta lub uzywajac rzeczownika odprzymiotnikowego —
prosta oraz cur ve tj. linia krzywa lub po prostu krzywa.

W jezyku angielskim nie mozna powiedzie¢ linia krzywa. Byloby to zestawienie dwoch poje¢
sprzecznych takich jak prosta krzywa. Inaczej rzecz si¢ ma w polszezyznie, gdzie linia moze
by¢ prosta lub nie.

Wobec tego nie wystarczy powiedzie¢ np. funkcja liniowa (odpowiednik angielski:
linear function), bo na dobra sprawg moze byé funkcja, ktéra graficznie reprezentuje krzywa,
lecz funkcja prostoliniowa. Podobnie tez nalezaloby uzywac pojecia

- nieprostoliniowy (odpowiednik angielski: non-linear) a nie nieliniowy.

Eaczymy pozdrowienia
Andrzej | Janusz KAMIENSCY, Warszawa

Od Redakgji: Racja.
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