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Gwiazdy kuliste,
- gwiazdy plaskie,
- gwiazdy z dziurg

o
rotocji
powlerzchnia gwiazdy
cxyli mim
o

Prof. dr Bohdan PACZYNSKI, czlonek-korespondent PAN

Storice, najlepiej znana nam gwiazda, przypomina swym wygladem ogromna kulg. Podobnie
wigkszo$¢ gwiazd i planet jest kulista. Niektore z nich s4 jednak bardziej kuliste od innych.
Spojrzmy na przykiad na najwigksze planety Ukladu Slonecznego, na Jowisza i Saturna. Planety
te sg wyraZnie splaszczone: ich promienie biegunowe sa o blisko dziesigé procent mniejsze od
promieni rownikowych. Dlaczego? Po prostu planety te szybko wiruja. Wyprowadzimy prosty
wzoOr na zalezno$¢ pomigdzy predkoscia wirowania i splaszczeniem.

Dla uproszczenia przyjmiemy, Ze masa planety czy gwiazdy jest silnie skupiona ku centrum. Jest
to bardzo dobre przyblizenie dla obiektow gazowych. Przyspieszenie grawitacyjne jest okreslone
wzorem

GM
"R
gdzie R jest odlegloscia od $rodka obiektu, M jego masa, za$ G jest stala grawitacji, wynoszaca
6.67 x 10~® w jednostkach CGS .Przyspieszenie grawitacyjne skierowane jest ku §rodkowi,

a wigc w kierunku — R. .

Przyjmijmy teraz, ze nasz obiekt wiruje wokoét osi ,,z” ze stala predkoscia katowa £2. Mowimy,
Ze rotacja jest w takim wypadku sztywna. Predko$é rotacji okreslona bedzie wzorem v = Qr,
gdzie r jest odleglodcia od osi rotacji. Czas potrzebny dla wykonania pelnego obrotu jest taki
sam dla wszystkich punktoéw obiektu i wynosi

&r =

2nr 27
Prolac]i T R T‘
Przyspieszenie od$rodkowe wynikajace z wirowania skierowane jest w kierunku +r i wynosi
U!
& =— = .

=
Natomiast catkowite przyspieszenie, g, jest suma wektorowa przyspieszenia grawitacyjnego

i odsrodkowego, czyli g = gr+g:.

Jezeli gwiazda lub planeta znajduje si¢ w rownowadze hydrostatycznej, to jej powierzchnia musi
by¢ prostopadia do wektora calkowitego przyspieszenia. Mozna udowodnié, Ze bedzie to
powierzchnia ekwipotencjalna, to znaczy taka, na ktdrej warto$¢ potencjatu okreslonego wzorem

GM 1 =
Ve 0%,
R 2

jest stala. Przyklad takiej powierzchni przedstawiony jest na rysunku 1.

Oznaczmy promiefi roOwnikowy gwiazdy lub planety przez R,, za$ promien biegunowy przez R,.
Na réwniku mamy R=R, ==K, 7=

na biegunie za$ spelnione sa rownosci: R=R,, r=0, z=R,.

Poniewaz warto$¢ potencjalu na rowniku i na biegunie musi byé taka sama, przeto mamy
zwigzek

GM 1 M
$o—O?R: = 8 :
%% R

Wzor ten mozemy przeksztalci¢ do postaci, z ktérej latwo obliczymy splaszczenie

R=R; 2R =T g
Ro oot TOM = 218 |
Jak widac, im szybsze wirowanie, czyli im wigksza predkos¢ katowa, tym silniejsze splaszczenie.
Jak silnie mozna splaszczyé sztywno wirujacy obiekt? Oczywidcie zakltadamy, Ze obiekt znajduje
si¢ w rownowadze hydrostatycznej. W szczegélnosci dotyczy to rownika, na ktérym
przyspieszenie odérodkowe nie moze by¢ wigksze od przyspieszenia grawitacyjnego. A zatem
musi by¢ spetniona na réwniku nieréwnoé¢ |g,| < |gxl,

)

na rowniku.

. GM
czyli Q°R, < I
Tak wiec splaszczenie musi si¢ zawiera¢ w granicach
G e L
Fio= 3
Innymi stowy stosunek promienia bieguniowego do rownikowego musi by¢ zawarty w granicach
g g
Aps =pu s

SprawdZmy teraz wzor (1) wykorzystujac go dla teoretycznej oceny splaszczenia wirujacych
planet. Saturn jest na pewno planeta zbudowana z gazu, gdyz jego rednia gestosé jest blisko
dziesieciokrotnie mniejsza niz gesto$¢ Ziemi. Tak wiec jego masa jest zapewne silnie
skoncentrowana woko! érodka i wzor (1) powinien da¢ dobry wynik. Masa Saturna wynosi



Rys. 2 Przekroj przez szybko wirujaca
gwiazde z dyskiem
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Rys. 3 Zaleznos¢ predkosci katowej od
odleglosci od osi rotacji dla gwiazdy
z dyskiem

Rys. 4 Zaleznos¢ predkoci rotacji od
odleglosci od osi rotacji dla gwiazdy
z dyskiem. Zachodzi réwno$é v = Qr.
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Rys. 5 Przekroj przez Saturna
Z pierscieniami.
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Rys. 6 Zaleznoé¢ predkosci katowej
i predkosci rotacji od odleglosci od
osi rotacji dla Saturna i jego pierScieni.

gwiozda
gwiazda
lcurrt
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Rys. 7 Przekroj przez ciasny uklad
podwdjny zloZzony z gwiazdy karla
i gwiazdy olbrzyma. Struga gazu
wyrwana przez sily przyplywowe

plynie do dysku wirujacego woko! karla.

5,69 x 10%° g, promien rownikowy 6,04 x 10° cm, zas okres obrotu wokd! osi 10 godzin i 14 minut,
czyli okolo 3,68 x 10* s. Okresowi temu odpowiada predkos¢ katowa 1,706 x 10~% s=*, Podstawiajac
wszystkie wielkosci do wzoru (1) otrzymujemy przewidywane splaszczenie Saturna

RE_p

= 0,084,
R,

tymczasem obserwowane splaszczenie wynosi 0.098, a wiec jest tylko nieco wigksze.

Sprawdzmy teraz wzor (1) w przypadku Ziemi. Masa jej wynosi 5,98 x 10?7 g, promien
réwnikowy 6,38 x 10® cm, za$ okres obrotu woké! osi (liczony wzgledem gwiazd a nie wzgledem
Stofica) 23 h i 56’, czyli okolo 8,62 x 10* s. Odpowiada temu predkos¢ katowa 7,29 x107% s™1,

Ze wzoru (1) wynika splaszczenie rowne 0,0017, tymczasem obserwowane wynosi 0,0034,

jest wiec dwukrotnie wigksze. Rozbieznoé¢ wywolana jest bardzo rownomiernym rozkladem
masy w calej objetosci Ziemi. Ruch wirowy deformujac Ziemi¢ rOwnoczesnie zmienia jej
potencjat grawitacyjny. Tymczasem zmiany te zostaly zaniedbane przy wyprowadzeniu wzoru (1).
Tak wiec wzor (1) ma zastosowanie jedynie do planet i gwiazd gazowych.

Co by sie stato, gdyby$my sprobowali rozkreci¢ gwiazde tak szybko, aby przyspieszenie
odérodkowe na rowniku bylo wigksze od przyspieszenia grawitacyjnego? Oczywiscie materia
zaczelaby wyplywaé z gwiazdy i moglaby utworzy¢ wirujacy pierscieni lub dysk. W ogolnosci
struktura takiego obiektu moze by¢ bardzo skomplikowana, wiec ograniczymy sie do
najprostszej sytuacji. Przyjmiemy, ze gwiazda wiruje sztywno z taka predkoscia, ze na rowniku
przyspieszenie odsrodkowe jest dokladnie rowne grawitacyjnemu. Natomiast woko! gwiazdy,

w plaszczyZnie rownikowej wiruje cienki gazowy dysk. Aby dysk mogl pozostawa¢ w rownowadze
hydrostatycznej musi on wirowa¢ z tak zwang predkoscia keplerowska. Jest to predko$é, przy
ktorej przyspieszenie od$rodkowe i grawitacyjne sg rowne. Zatem w kazdym punkcie dysku

GM
2

spelniona jest rownosé =0%r,

r

 w ktérym £2¢ oznacza keplerowska predkosé katowa. Po lewej stronie rownania uzyliSmy

malej litery r w mianowniku, poniewaz rozpatrujemy dysk wirujacy w plaszczyznie rownikowej,
w ktorej zachodzi r = R. Tak wigc keplerowska predkos¢ katowa dana jest wzorem
QK = GM »

r3

za$ keplerowska predkos¢ rotacji obliczymy jako

UK=QKJ'=V M-
r

Przekroj poprzeczny sztywno wirujacej gwiazdy i cienkiego keplerowskiego dysku przedstawiony
jest na rysunku 2. Na rysunku 3 przedstawiona jest predkos¢ katowa, za$ na rysunku 4 predkosé
rotacji jako funkcja odleglosci od osi obrotu dla obiektu przedstawionego na rysunku 2.

Jezeli za splaszczenie gwiazdy z dyskiem uwaza¢ stosunek promienia biegunowego gwiazdy do
zewngtrznego promienia dysku, to oczywiscie splaszczenie to moze by¢ dowolnie silne.
Powinni$my tylko pamigtaé, ze masa dysku musi byé zaniedbywalnie mata, tak aby potencjal
grawitacyjny wyrazal si¢ prostym wzorem: GM/R.

W o0godlnoéci moga istnie¢ obiekty znacznie bardziej skomplikowane. Na przyklad gwiazda

(lub planeta) moze wirowaé niezbyt szybko, za$ dysk nie musi swym brzegiem wewngtrznym
sigga¢ az do rownika gwiazdy (lub planety). Najlepiej znanym obiektem tego typu jest Saturn
wraz ze swymi pierScieniami widocznymi nawet przez niewielki amatorski teleskop. Tak zwane
pierscienie s3 wlasciwie bardzo cienkim dyskiem zlozonym z drobnych kamieni lub brylek lodu.
Srednica dysku wynosi ponad éwieré miliona kilometréw, za$ grubo$é zapewne nie przekracza
kilkudziesigciu metrow. Dysk sklada si¢ z kilku czesci przedzielonych niewielkimi przerwami.
Najbardziej znana z nich to przerwa Cassiniego. Caly obiekt w przekroju przedstawiony jest

na rysunku 5. Rysunek 6 przedstawia zalezno$¢ predkosci katowej i predkosci rotacji od
odleglosci od osi obrotu dla Saturna i jego pierscieni.

Wiele gwiazd jest takze otoczonych dyskami. Dotyczy to zwlaszcza gwiazd podwdjnych, w ktérych
jeden skladnik ma bardzo male rozmiary, drugi jest bardzo duzy, za§ masy obu skladnikoéw sa
mniej wigcej takie same. Materia jest wyrywana z gwiazdy olbrzyma przez sily przyplywowe
wywolane przez gwiazde-karla. Materia ta nie moze spas¢ wprost na karla, gdyz ma zbyt duzy
moment pedu. W rezultacie gaz wyrwany z olbrzyma tworzy dysk wirujacy wokot karla. Caly
obiekt przedstawiony jest w przekroju na rysunku 7. W wielu gwiazdach podwojnych dysk $wieci
jasniej niz obie gwiazdy. Tak wigc sam dysk tez przypomina gwiazde, lecz w dobrym przyblizeniu
jest ona plaska. Wigkszo$¢ zwyklych, kulistych gwiazd $wieci dzigki reakcjom termojadrowym
zachodzacym w ich wnetrzu. Natomiast dysk gazowy $wieci dzigki temu, Ze rozne jego czesci
wiruja z rozng predkoscia i tra o siebie. Tarcie to prowadzi do wydzielania duzej ilosci ciepla,
ktore jest nastgpnie wypromieniowane. Z drugiej strony tarcie prowadzi do transportu momentu
pedu z wewnetrznych, szybciej wirujacych czesci dysku, na zewnatrz. Dzigki temu materia
stopniowo traci moment pedu i porusza si¢ niezupelnie po orbicie kolowej, lecz raczej po bardzo

@
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Rozwigzanie zadania M 217. Przedstawmy
kaida z 1001 liczb n,, ..., A1001 W poOstaci
2% - Iy gdzie I; jest liczbg nieparzysta.
Poniewaz liczb nieparzystych mniejszych od

2000 jest tylko tysigc, wigc dla pewnej pary ny,

ny bedzie I; = 1), skad wynika, ze wicksza
z liczb ny, ny dzieli si¢ przez mniejszg.

Rozwigzanie zadania M 218. Wiemy

" (algorytm Euklidesa), z¢ NWD(a, b) =

= NWD(b, r), gdy a = bc+r. Wobec tego
NWD(an,,an) = NWD(1980as +@n_,, @a) =

= NWD(aa, an-) i dalej, indukcyjnie

NWD{an, 1, an) = NWD(a;,a,) = 1, co

~ bylo do okazania.

gestej spirali, powoli zblizajac sie do gwiazdy centralnej. Tymczasem moment pedu po
przekazaniu do najbardziej zewngtrznych czesci dysku jest stamtad odbierany przez sily
przyplywowe i przekazywany do ruchu orbitalnego dwu gwiazd. Tak wiec przeplywowi

materii z gwiazdy olbrzyma do karla nie towarzyszy prawie zaden przekaz momentu pedu,
natomiast w ostatecznym bilansie energetycznym dysk promieniuje dzigki wydzielaniu duzej
ilosci energii grawitacyjnej materii, ktora stopniowo osiada na gwiezdzie-karle.

Ocefimy ilo§¢ energii, ktora wydzieli si¢ w dysku. W tym celu obliczmy tak zwana energie
wigzania grawitacyjnego czastki o masie m, krazacej po keplerowskiej orbicie kolowej wok6t
gwiazdy o masie M. Energia ta rOwna jest algebraicznej sumie grawitacyjnej energii potencjalnej
i energii kinetycznej, a wiec wyraza si¢ wzorem

GM

r

Ey = — m+ — mvg.
2
Jezeli wykorzystamy wzor (2) wiazacy predkos¢ keplerowska z promieniem orbity kolowej,
to wzor na energi¢ wigzania bedziemy mozli zapisaé w prostszej postaci:
GM

Ey = — m.
> 2r

Oczywiscie, interesuja nas jedynie orbity lezace w plaszczyZnie rownikowej, totez mamy rownosé
r = R. Czastka, ktora stopniowo przeplywa od zewngtrznego brzegu dysku o promieniu R; do
brzegu wewnetrznego o promieniu R, moze przekazaé na rzecz promieniowania energi¢ rowna
roznicy energii wiazania na dwu brzegach. Zazwyczaj mamy spelniona silng nieréwnoéé¢

Ry <€ R;, zatem rézZnice energii wigzania mozemy obliczy¢ ze wzoru

GM
2R,

Jasnos¢ dysku jest to ilos¢ energii wypromieniowana w jednostce czasu Ar. Oznaczajac jasno$é
dysku przez Ly mamy zalezno$é¢

GM
Y- s

GM

m= m.

AE, =

&E.~ GM AM
A OR- At

gdzie AM jest iloscia masy przeplywajacej przez dysk i osiadajacej na gwiezdzie w czasie At.
Proces przeplywu materii przez dysk nazywamy akrecja.

Ze wzoru (3) wynika, Ze jasnosé dysku jest wprost proporcjonalna do tempa akrecji,

AM]At, i do energii wiazania jednostki masy na wewnetrznym brzegu dysku. Im wigksza masa
i im mniéjszy promiefi gwiazdy centralnej, tym wieksza wydajno$¢ zamiany strumienia masy na
strumien promieniowania.

Czy istnieje minimalny rozmiar ciala o zadanej masie M? Ogolna teoria wzglednosci moéwi,

ze tak. Jest to tak zwany promienfi grawitacyjny ciala dany wzorem

2GM

2 »

&) La =

=
[
gdzie ¢ = 3x10'® cm - s~! jest predkoscia §wiatla. Dla Slorica, ktérego masa jest roéwna
1,989 x 10°* g, promien grawitacyjny wynosi niespelna trzy kilometry, dokladniej 2,95 x 10° cm.
Obiekt o promieniu rownym swemu promieniowi grawitacyjnemu nazywamy czarng dziura.
Dowolne czastki lub promieniowanie moga tylko wpada¢ do czarnej dziury lecz nie moga
wydostac si¢ z niej na zewnatrz. Tak wiec masa czarnej dziury moze rosnag¢ w wyniku akrecji,
lecz nie moze male¢. W poblizu czarnej dziury nateZenie pola grawitacyjnego ro$nie bardzo
szybko. Pizestrzeni ulega silnemu zakrzywieniu. Tory czastek mozna bada¢ przy pomocy dosé
skomplikowanego aparatu matematycznego ogodlnej teorii wzglednodci, lecz analiza ta nie nadaje
sie raczej do przedstawienia na lamach Delty. Na szczg¢scie okazuje sig, Ze calkiem niezle
przyblizenie daje bardzo uproszczony model pola grawitacyjnego czarnej dziury, polegajacy na
tym, Ze zapiszemy potencjal grawitacyjny w postaci

GM

V= .
R—R,

a przyspieszenie grawitacyjne bgdzie dane przez gradient potencjalu, a wigc w postaci

dv GM

gl T YR T 5

W ramach tego przyblizenia bedziemy analizowac ruch czastki po orbicie kolowej, zupelnie
ignorujac efekty zaréwno szczegolnej jak i ogolnej teorii wzglednosci. Mimo to tak przyblizony
opis jest zaskakujaco dobry nie tylko jakoéciowo, lecz nawet iloSciowo. Po prostu w poblizu
tak zwanej czarnej dziury Schwarzschilda dominujacy wplyw na ruch czastek ma silnie rosnacy
potencjal grawitacyjny, za$ inne efekty sa mniej waine, przynajmniej iloSciowo.
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Rys. 8 Energia wiazania na jednostke
masy czastki, E,/m. Linia ciagia
podaje energi¢ wigzania dla czastki
krazacej po kole w potencjale
GM/(r—R,). Linia przerywana
odpowiada potencjalowi GM|r.

ot rotacji

cienki dysk

‘czarna dziura

Rys. 9 Przekroj przez czarng dziure

z cienkim dyskiem. Wewnetrzny brzeg
dysku ma promieni trzykrotnie wiekszy
od promienia czarnej dziury, R,.

o4 rotac
T

i N

Rys. 10 Przekrdj przez czarng dziure
z grubym dyskiem. Dysk jest rozdety
przez cinienie promieniowania
wynikajace z duZego tempa akrecji.
Promiefi wewnetrznego brzegu dysku
zawarty jest pomiedzy 2R; i 3R,.

Predkos¢ katowa czastki poruszajacej si¢ po kole w plaszczyznie rownikowej obliczymy
przyréwnujac przyspieszenie odsrodkowe i przyspieszenie grawitacyjne:

g2 g trzymamy wiec 2 ]/GM : )
= ’
TR e o r(r .)z r—R,

Predkosé rotacji otrzymamy natychmiast jako

(4) Vg = QKJ‘ = V GrM (r_rR')'

Oczywidcie powinni$my pamigtac, ze dla orbit w plaszczyznie rownikowej zachodzi réwnoéc
r=R.

Obliczymy teraz energi¢ wigzania czastki o masie m poruszajacej si¢ po keplerowskiej orbicie
kolowej wokot czarnej dziury. Podobnie jak w poprzednim przypadku energla wigzania bedzie
suma energii potencjalnej i kinetycznej,

GM +1
mu
r.R,m ik

Wykorzystujac wzor (4) mozemy zapisac energi¢ wigzania w postaci

o

©) E. GM r—2R,

20—R) "\ r—R, |
Dla bardzo duzych wartosci promienia » wzor na energi¢ wiazania jest w przyblizeniu taki jak
poprzednio, to znaczy E, = —0,5 GMm/r. Natomiast dla nieduzych wartosci r energia wigzania

moze nawet stac si¢ dodatnia! Wida¢ to dobrze na wykresie przedstawionym na rysunku 8. Jak
wida¢ najmniejsza wartos¢ energii wiazania osiagana jest dla r = 3R,, i wynosi ona —mc?/[16.
Mozna wykazad, Ze orbity czastek o promieniu mniejszym od 3 R, sa niestabilne, to znaczy
czastki takie bardzo szybko wpadaja do czarnej dziury. Natomiast orbity o promieniu wigkszym
od 3 R; sa stabilne. Oznacza to, Ze dysk gazowy moze wirowa¢ wokol czarnej dziury w obszarze
stabilnych orbit, za$ jego brzeg wewnetrzny jest kolem o promieniu réwnym 3R,. W wyniku
tarcia w dysku nastgpowaé bedzie akrecja materii. Gaz bedzie wirowaé woko6t czarnej dziury
i powoli zblizaé si¢ do wewnetrznego brzegu dysku. Nastepnie bedzie swobodnie ,,wlewaé sig”
do czarnej dziury. Dysk taki moze $wieci¢ niezwykle jasno. Ze wzoroéw (3) i (5) wynika, Ze

: o2 AM
jasnos¢ bedzie dana wzorem Ly e
Oznacza to, Zze podczas akrecji gaz wyswieci cala swa energie wigzania odpowiadajaca orbicie
o promieniu 3R;. W przeliczeniu na jednostke masy gazu energii tej jest dziesieciokrotnie wiccej
niz mogtoby si¢ wydzieli¢ w najwydajniejszych reakcjach termojadrowych! Co wigcej, ,,paliwem™
moze by¢ zupetnie dowolny gaz. Aby zdaé sobie sprawe z energetycznej wydajnosci dysku
akrecyjnego wokot czarnej dziury dokonajmy prostego obliczenia. Aby dysk éwiecil tak jasno
Jjak Slofice, to znaczy aby wypromieniowywal 4 x 10°* erg - s~1, musi przez dysk przeplywaé
strumien materii o masie

AM 16 4x10%3x 16
o ey LSloﬂca e S T

— ~ 13 «ep=1
At Py T e

~ Masa Slofica wynosi okolo 2 x 10%3 g. Masy téj starczyloby na zapewnienie slonecznej jasnosci

dysku przez czas réwny
AM 2x10%
At 7x107
Jezeli tempo akrecji masy, AM/Ar, jest niezbyt duze, to dysk jest zupehie cienki, jak to
schematycznie ukazuje rysunek 9. Obiekt taki wyglada jak plaska gwiazda z dziura w $rodku.
Jezeli jednak tempo akrecji jest bardzo duze, to dysk $wieci tak jasno, Ze ciénienie
promieniowania wzdyma go. Dysk staje sie gruby, nie jest juz wcale plaski, lecz oczywiscie ma
w samym $rodku czarng dziure, jak to widaé na rysunku 10. Wzdhuz osl rotacji, po obu
stronach dziury, tworza si¢ lejki przypominajace wiry w wannie, z ktorej szybko splywa woda.
Przyczyna powstania wiréw jest w obu wypadkach podobna; w obu wypadkach ciecz czy gaz
wlewa si¢ do dziury. Mozna wykazad, ze z grubsgo dysku promieniowanie ucieka glownie przez
powierzchnig¢ obu lejkow, ktore Swieca jak dwa reflektory.
Skoro dyski akrecyjne wokol czarnych dziur mogg wykorzystywaé dowolne gazowe ,,paliwo”
z niezwykle duza wydajnoscia, to nic dziwnego, Ze astronomowie podejrzewaja istnienie tych
egzotycznych obiektow wszedzie, gdzie co§ $wieci bardzo jasno.
Najjaéniejszymi znanymi nam obiektami we Wszech$wiecie sa kwazary, jadra dalekich galaktyk.
Obserwacje méwia, Ze kwazary sa stokrotnie jasniejsze od najjasniejszych galaktyk, 103 razy
jasniejsze od Slofica. Tymczasem ich rozmiary sa niewiele wigksze od naszego Ukladu
Stonecznego, za$§ masy sa prawdopodobnie miliard razy wigksze od stonecznej. Oczywiscie
astronomowie przypuszczaja, ze kwazary s to jasne dyski wirujace wok6l czarnych dziur
o ogromnej masie. JeZeli przypuszczenie to Zostanie udowodmnione, to kwazary bedzie mozna
nazywac¢ gwiazdami z dziura.

At = Ms;o.su/ s &~ 102 lat.



Patrz w niebo

W lutym wieczorami gdéruja malo zasobne w jasne
gwiazdy konstelacje Raka (Cancer), Rysia ( Lynx) i Weza
Wodnego (Hydra). Jasne gwiazdy po godzinie 20
zaczynaja chyli¢ si¢ ku zachodowi a blask pozostatych
zaczyna przy¢miewa¢ pod koniec lutego coraz wiekszy
Ksigzyc, ktory osiagnie pelni¢ 1 marca. Tego dnia
bedziemy $wiadkami zjawiska, ktére, mimo Ze nie tak
czgste, przechodzi niezauwazone w prasie a i obserwatorom
nieba umyka ze wzgledu na nikly efekt. Jest to tzw.
péicieniowe zaé¢mienie Ksigzyca.

Co to jest polcien? Jest to miejsce, z ktérego nie widaé
calej powierzchni rozciaglego Zrédla $wiatla ze wzgledu

na czesciowe jego zastonigeie. Jesli zrodet §wiatla jest

kilka to pélcieniem moZna nazwaé takie obszary, z ktérych
wida¢ nie wszystkie Zrodta ale widaé choé jedno.
Zawodnik stojacy na boisku o§wietlonym przez 4 jupitery
ma 4 swoje pélcienie. Pelny cienn panuje tylko pod jego
stopami — jest on wspolna czescia wszystkich polcieni.
Podobnie Ziemia obiegajac Storice rzuca w przestrzen swoj
cien (niezbyt daleko — dlaczego?) i polcien. Kiedy
Ksigzyc wejdzie catkowicie lub cze$ciowo w cieft Ziemi to
obserwujemy pigkne zjawisko za¢mienia KsieZyca, je§li
Jednak nasz satelita zawadzi tylko o polcien — tak jak to
nastapi wlasnie 1 marca — to w wyniku mozna
zaobserwowac jedynie zmniejszenie jasnosci czesci (lub
bardzo rzadko calej) tarczy Ksiezyca.

Zjawisko rozpocznie si¢ o godz. 1943 (pierwszy kontakt —
patrz rys. 3), osiagnie kulminacje o 214° i zakonczy si¢

0 23*7 (ostatni kontakt). W momencie najwiekszej fazy
ponad 68, tarczy Ksiezyca pograzy si¢ w polcieniu Ziemi.
Sprobujcie zaobserwowaé to ,,przycmienie” Podobne
zjawiska nastapig w tym roku 27 lipca i 26 sierpnia.

Kazde z nich mozna lqczyé W serie z pewnyml mnynn
charakteryzujacymi sig¢ tym, ze kolejne zaémienia w serii
osiggaja coraz wigksza maksymalng faze doprowadzajac

w koricu do za¢mienia przez ,,cien prawdziwy”. Nasze
marcowe przy¢mienie nalezy do serii, ktérej
ukoronowaniem bedzie zacmienie Ksiezyca 5 maja 2088 r.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

W momencie za¢mienia polcieniowego tuz za
Ksiezycem ustawiamy wielki ekran (odleglosci
nie zachowane).

maksymalna faza

Tor Ksiezyca wzgledem cienia Ziemi



O doswiad ie! ty jestes p zem

Dla piersi, w ktorej serce nie uderza;

Jestes latarnia nad morskim wybrzezem,

Do ktorej czlowiek w dzien pochmurny zmierza:

O doswiadczenie! tys jest cieplym pierzem

Dla samolubdw; tyé gwiazda rycerza,

Bawelng w uszach od ludzkiego jeku;

Dla mnie, $rod ciemnej nocy — $wiecg w reku.
1. Stowacki — Beniowski

miejsca skqgd pobrano prébki

2

mostek —

A oto rysunek przedstawiajycy plan blotnistej
wyspy ze wskazaniem miejsc, skqd pobrano
probki gruntu w celu przebadania terenu pod

wzglgdem geologicanym,

Kazde doswiadczenie...

Jesliby kto$ przypuszczal, ze cytat 6w stanowi motto niniejszego artykulu ze
wzgledu na wybitng jasnos$¢ opinii wieszcza, czy tez doniosto$¢ tej opinii, czy tez
klarowno$¢ rozréznien, lub szczegdlnie trafna kolejnoéé przytoczonych
mozliwosci — mylilby sig, jest zgola, mozna powiedzie¢, przeciwnie. Wydaje sie
raczej, ze nieumieszczenie go zirytowaloby czytelnika jako przykre odstepstwo od
przyjetych zasad, inaczej méwiac, cytat ten zbyt jest wy$wiechtany, aby go nie
przytoczy¢. Unikanie bowiem pewnych skojarzen moze dla §wiadomosci naszej
stanowi¢ meke nie do przezwycigzenia i lepiej jest, by ujawnit je autor, nizby

w skrytosci ducha mieli uczyni¢ to czytelnicy. Obiektywriie, na usprawiedliwienie
wieszcza nalezy zauwazy¢, ze mial on na mysli zupetnie inny rodzaj do§wiadczenia,
nie my jednak pierwsi wpadli§my na omawiane skojarzenie, co z kolei moze by¢
riaszym usprawiedliwieniem: ,, Kazde do§wiadczenie daje bardziej albo mniej
ciekawy wynik, ale kazde rozszerza horyzonty naszego poznania’.

Ta opinia jest przynajmniej jednoznacznie pczytywna, co znakomicie réwnowazy
estetyczng forme, w jakiej wieszcz wyrazil podejrzane zreszta przekonanie, ze jak
kto glupi, to mu do$wiadczenie nie pomoze, a jak kto madry, to mu nie
zaszkodzi. Bo to mamy niby wybdr, w ktérej z tych dwu sytuacji si¢ znajdujemy?
Kazdy widzi, ze wyboru takiego nie mamy, mamy natomiast wybér do§wiadczaé
czy nie dodwiadcza¢, doswiadczalniczy¢ czy nie doswiadczalniczy¢, glosi¢ chwale
doswiadczenia, czy moze mie¢ si¢ przed nim na bacznosci. Najprostsza metoda
czynienia do$wiadczen jest zmieniaé jaki$ element rzeczywistosci i patrzeé, co

z tego wyniknie. Dziecko wklada paluszek w plomien $wiecy i ryczy. Jest to
do$wiadczenie rozszerzajace horyzont jego poznania. Jesli jest rozgarniete, Juz
nastepny analogiczny eksperyment powinien potwierdzi¢ jego hipoteze —
plomien §wiecy, jesli wsadzimy wen palec i potizymamy odpowiednio dlugo,
ZAWSZE PARZY. Trzecie i czwarte do§wiadczenie jest juz zbyteczne, a jesli
bachor mimo wszystko kontynuuje eksperymenty, przedmiotem jego badan staje
sig nie $wieca lecz RODZICE.

To, co jednak oczywiste w przypadku dziecka, ktérego poziom umystowy
JesteSmy w stanie oceni¢, komplikuje sie niepomiernie w przypadku oséb
dorostych, a czasem odpowiedzialnych, czyniacych do$wiadczenia. Wiemy np. ze
bez powtarzania w kétko tych samych do$wiadczen nie nabierzemy przenigdy
oglady, wprawy ani tej przedziwnej fachowosci, ktéra poucza nas, ze bez
podciagnigcia spodni, odpowiedniego chodu, postawy, ba, nawet wyrazu twarzy,
bez wypowiedzenia paru tajemniczych formut, do§wiadczenie, nawet jesli sie uda,
nie bedzie miato owej powagi, rangi, doniostosci i wyrazu, jakiego od niego
oczekujemy.

Wiadomo jak sig nalezy poruszaé, przemawiaé, zachowywaé wykonujac np.
inZynierskie pomiary (tzw. niwelacjg). Wiadomo, Ze obywatel uzbrojony w late
(niesiong lekko i swobodnie przerzucona przez ramig) ma prawo wejs¢ na kazda
posesjg, absorbowa¢ swoja osoba cale osady nie méwiac juz o obejéciach, gadaé
godzinami z dowolnie wybrang osoba, straszy¢ starcow, kobiety, psy i dzieci,

ze wszedzie ma go otaczaé naboZna trwoga i szacunek. Jesli wiec nawet
przyjmiemy, Ze obywatel taki zapomni dokonaé odczytéw wstecz (co czyni jego
pomiary zupetnie ,,niezlokalizowanymi” czy tez jednostkowymi i nie
odnoszacymi sig zgofa do niczego) czy moZemy rzeczywiscie stwierdzié, Ze nie
wykonat uczciwie i rzetelnie swej pracy? Czy nie ploszyt kréw ciskajac w nie
patykami? Czy nie odby! pogawedki z wieloma powaznymi jegomoéciami, kt6rzy
znosili cierpliwie poblazliwo$¢, z jaka sig do nich zwracat? Czy nie nadwyrezyt
gardla porozumiewajac si¢ z kolegami przez diugos¢ pola? Czy nie wydeptat
grzadek, nie potamat galezi? Czy nie biegly za nim psy, czy wielu berbeciom,
ktérzy podazali za nim dtubigc w nosie, nie zaszczepit szczytnego ideatu, ze kiedy
dorosng tez zostang inzynierami? Czy nie zaczepial dziewczat na koniec?
Doprawdy, nie sposéb twierdzi¢, e nie zostat odwalony kawat dobrej roboty.
Zwlaszcza, ze mamy tu do czynienia z zastosowaniami — czyms§, czego stopien
komplikacji obezwiadnia nasz umyst czyniac go narzadem najzupelniej
nieprzydatnym. Opinia ta, acz by¢ moze zbyt nieco krancowa, przywodzi nam na
pamigé innte do§wiadczenie, gdzie zaréwno stopiefi komplikacji zagadnienia jak

i nieprzydatne narzady odgrywaja niebagatelna role. Doéwiadczenie to zostato
przeprowadzone przez przeciwnikow Trofima Lysenki i po dzi§ dzien funkcjonuje
Jjako powazny argument przeciw dziedziczeniu cech nabytych. Tak jest, moi
kochani, chodzi oczywiscie o nieszczgsne myszy, ktérym przez dziesieé bodaj
pokolen obcinano ogony, aZzeby sprawdzi¢ czy ulegng one w nastepnych
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pokoleniach skroceniu. Jak widzimy, w tym do$wiadczeniu zostala nawet
postawiona hipoteza. Tyle tylko, Zze glupia. Rozumujac bowiem logicznie, czy
istnieje lepsza metoda zachowania narzadu w stanie niezmiennym niz jego
amputacja? Pracochlonno$é, zmudnosé i drastyczno$é tego do§wiadczenia: Czy nie
stanowig o jego wartoéci? Czy nie jest wziuszajace owo charakterystyczne dla
uczonego roztargnienie, jakie kazalo badaczom dokonywac pilnie i skrzetnie
zabiegéw, ktorych skutek powinien im by¢ doskonale wiadomy ze zwyczajnej
obserwacji Swiata; takie np. psy pozbawiane ogonéw od wiecej niz dziesieciu
pokolen nie maja ich ani odrobing krdtszych niz przed czterema tysigcami lat.
Nie bagatelizujmy sprawy, tego rodzaju wadliwe zastosowanie narzadu nie jest
rownoznaczne z jego amputacja, niestety. Dwukrotnie juz w naszych
rozumowaniach pojawit si¢ element hipotezy, czyli celu dos§wiadczenia, powodu,
dla ktérego mamy do$wiadczaé itd. Dopuszczenie tego elementu maci czystosé
naszych spekulacji. Wiadomo, ze jesli wiemy, o co pytamy, wystarczy nam krétka
i zwigzla odpowiedZ TAK lub NIE i wlasciwie problem mamy, jak to sie méwi,

»Z glowy™.

(Zagadnlenle sprowadza sig do zaplanowan:a takiego doswiadczenia, ktére odpowie
nam rzeczywiscie na zadane pytanie, nie za§ na calkiem inne. I tak np. na pytanie,
czy mozna zrobi¢ zloto z clowiu nie jest odpowiedzia negatywna powtdrzenie
ktoregokolwiek ze starych przepiséw alchemicznych prowadzacych rzekomo do
celu. Odpowiedz bedzie co prawda negatywna, bedzie jednak dotyczyla zupelnie
innego zespolu zjawisk. Inaczej mdéwiac, z wielu zagadnien musieliby$my zupetnie
nie zdawac sobie sprawy, aby odpowiedz ,,alchemiczna” byla dla nas
zadowalajaca,

Ktopot za$ polega na tym, ze do madrego przekonania, iz ztota nie da sie zrobié¢
z otowiu ludzkos$¢ doszta na podstawie szeregu glupich do$wiadczen nie mogacych
z natury rzeczy prowadzi¢ do zadnego sensownego rezultatu.)

Juz powyisze zastrzezenie podwaza nieco naszg wiarg w zbawcza role hipotezy,
zauwazmy jednak, iz przewaznie znéw nie mamy wyboru: mieé¢ hipoteze czy nie
mie¢, nie mamy jej bowiem w 99 wypadkach na 100 (lub mamy taka, Ze pozal
sie¢ Boze), a mowiac o powaznej pracy doswiadczalnej nie moZzemy w ogdle stawiaé
takich wymagan.

Mimo to praca doswiadczalnika ma oczywiscie ogromnie donioste znaczenie.

Ze opinia ta nie jest gotostownym, bezpodstawnym twierdzeniem zostato zdaniem
autorki udowodnione (jesli kto$ nie zostat przekonany, nie pozostaje mu nic
innego jak cofnaé si¢ do poczatku artykuhu i czytaé go jeszcze raz az do
osiagnigcia skutku). Na zakonczenie dygresja, ktora jak wigkszo§¢ prawdziwych
dygresji nie ma nic wspdlnego z omawianym zagadnieniem w ogodle, ani w

w szczegolnodci z broniong przez autorke opinig. Nie jest prawdziwy powszechny
skadinad poglad, Zze kluczowa rolg przy tworzeniu teorii wzglednosci odegraty
wyniki do$wiadczenia Michelsona — Morleya o stalosci predkosci §wiatla. Po
pierwsze, Einstein prawdopodobnie wcale o tym doswiadczeniu nie wiedziat.

Po drugie, wyniki Michelsoria — Morleya mozna bylo wyjasni¢ zupelnie inaczej,
co zreszta uczynit Lorentz. Po trzecie wreszcie, oczywista gwiazda przewodnia
byly dla Einsteina PIEKNO I PROSTOTA PRAW ELEKTRODYNAMIKI,
ktore (wobec tego) musza by¢ takie same we wszystkich uktadach odniesienia
(czyli innymi stowy fakt, iZ mu sig zdawalo, ze tak powinno by¢). W czasie
natomiast, gdy powstawala teoria wzglednos$ci znane byly powszechnie, takze

i Einsteinowi, wyniki do§wiadczen Kaufmanna, ktore wydawaty sie catkowicie
sprzeczne ze szczegdlng zasada wzglednosci. Einstein wyniki te zupelnie
zignorowal, odkladajac ich wyjasnienie na pézniej, pomimo Ze na pierwszy rzut
oka obalaly one sam fundament jego teorii. Historia przyznala Einsteinowi racje.
Doswiadczenia Kaufmanna okazaly sig¢ bledne, a doS§wiadczenie Michelsona —
Morleya odegralo kluczowsa role ugruntowujac wérdd reszty fizykéw wiare

w skuteczno$é pieknej struktury logicznej teorii wzglednosci.

Jak nas uczono w szkole (skad wynie$liSmy migdzy innymi nieprecyzyjng
znajomo$¢ przytoczonego motta) w poezji nalezy rozrézniac¢ formeg utworu
poetyckiego od jego tresci. Jest tez niezle, gdy w miare poprawnej formie
towarzyszy tre$¢ dajaca sig zrozumie¢ 1 wyrazajaca mriej wigcej precyzyjnie
przekonania autora. Choé sg oczywiscie 1 wiersze bedace li tylko czczg igraszka
formalna. I sa takie do§wiadczenia, a nawet teorie.

M-me PIPSZTYCKA



Kto lepszy |

Dr Jan KROLIKOWSKI

Historia badan anomalnego momentu magnetycznego elektronu dostarcza ciekawego przykiadu
rywalizacji migdzy fizykami teoretykami i dodwiadczalnikami.

Moment magnetyczny . jest wielkoscia, ktéra okresla zachowanie elektronu w polu :
magnetycznym. Dzigki oddzialywaniu elektronu obdarzonego momentem magnetycznym z polem
o indukcji B pojawia si¢ rozszczepienie linii widmowych atomoéw (zjawisko Zeemana). Mierzac
to rozszczepienie mozemy wyznacza¢ do$wiadczalnie moment magnetyczny elektronu.

W mechanice kwantowej udowodniono, Ze energia elektronu w polu magnetycznym o indukcji

B wyraza si¢ wzorem:

(1) Emsgn[MeV] = —p. - B = —2(1+a.)- (0,57883 x 10-1° MeV/T): (s B [T]),

gdzie s jest wewngtrznym momentem pedu elektronu — spinem, a bezwymiarowy wspolezynnik
a. nazywamy wlasnie anomalng poprawka do momentu magnetycznego elektronu.

W 1927 r. P. A. M. Dirac napisal rownanie ruchu (zwane obecnie réwnaniem Diraca), z kidrego
wynika, ze @, = 0. Dalszy rozwoj teorii w latach trzydziestych doprowadzit do przekonania,

ze wniosek ten jest stuszny w przyblizeniu i to tylko dlatego, Ze ladunek elektronu jest bardzo
malq liczbg. Owczesne dane do$wiadczalne w pelni potwierdzaly wniosek, ze a, ~ 0. Wydawalo
si¢ wigc, Ze nie ma potrzeby budowa¢ bardziej dokladnej teorii, mimo ze juz wtedy istnialo wiele
wskazowek, jak to nalezy zrobié. Teorig taka trzeba bylo zbudowa¢ dopiero w roku 1947.

W wyniku wykonania nowych, dokladniejszych doSwiadczen okazalo si¢, Ze poprawka anomalna
a. # 0. W 1947 r. Kusch i Foley zbadali bardzo dokladnie widma promieniowania atomow sodu,
indu i galu umieszczonych w polu magnetycznym. Z ich do$wiadczen wynikalo, ze:

(2 a, = (1194 5) x 10~%,

W 1949 roku Julian Schwinger rozwinat te idee fizyczne, ktore pojawily si¢ w latach trzydziestych,

i wyjasnit, czym jest poprawka anomalna a. i jak ja nalezy obliczaé. (Schwinger byl jednym

z twOrcOw teorii opisujacej oddzialywania elektronéw z polem elektromagnetycznym —
elektrodynamiki kwantowej; innymi autorami tej teorii byli R. P, Feynman, S. I. Tomonaga

i F. Dyson). X

Rozumowanie Schwingera polegalo na uwzglgdnieniu procesow wirtualnej emisji i absorpcji
fotonéw. Jak wiadomo, swobodny elektron nie moze wypromieniowa¢ fotonu, gdyz taki proces
gwalci zasady zachowania energii i pedu — tak jest przynajmniej w fizyce klasycznej. W fizyce
kwantowej obowigzuje jednak zasada nieoznaczonosci. Tak wigc elektron, ktory wyemituje foton
o energii AE (o ktorg to wielko$¢ zostaje naruszona zasada zachowania energii), nie lamie praw
natury pod warunkiem, ze zaabsorbuje ten foton z powrotem po uplywie czasu

h
3) Ar ~ AE (i — stala Plancka).
Wszystkie takie procesy, w ktorych na bardzo krétko zostaja naruszone prawa zachowania
energii i pedu, nazywamy procesami wirtualnymi, a czastki, ktére normalnie nie moglyby si¢ -
pojawi¢ — czastkami wirtualnymi. Poniewaz prawdopodobiefistwa emisji i absorpgji fotonu sa
proporcjonalne do kwadratu fadunku elektronu e?, wigc prawdopodobieristwo zajécia emisji oraz
absorpcji jednego wirtualnego fotonu jest proporcjonalne do e*. Oczywiscie mozliwe sa procesy,
w ktorych emitujemy i absorbujemy dwa, trzy itd. fotony; prawdopodobienistwa tych proceséow

1 h
sa proporcjonalne do e?, e!? itd. — poniewaz e? jest malg liczba (: ﬁ) ,» brocesy te sg coraz

mniej prawdopodobne. Schwinger pokazal, ze procesy wirtualne daja nam wlasnie anomalna
poprawke do momentu magnetycznego elektronu. Jednoczesénie stalo si¢ jasne, Ze najwazniejszy

1 2
jest proces z udzialem jednego fotonu, mniej wazne, tj. (—m) razy slabsze sa wkiady od

czterech mozliwych proceséw z udzialem dwoch fotonow. Aby uwzgledni¢ wszystkie wkiady

" od proceséw z wymiang czterech fotonéw, nalezaloby uwzglednié ponad tysiac mozliwosci.

Kazda z tych mozliwosci oznacza obliczanie skomplikowanych calek wielokrotnych, co mozliwe
jest tylko na maszynach cyfrowych. Schwinger obliczyt tylko dominujacy wkiad wymiany
jednofotonowej i otrzymal nastepujacy wynik

P!

€
: = =116,2x10-%
4) a; i ,

zgodny z danymi Kuscha i Foleya (2).

0Od chwili sformutowania problemu przez Schwingera, dalsze rachunki teoretyczne wymagaly
przede wszystkim wielkiej sprawnosci rachunkowej. Prowadzi si¢ je do tej pory, poniewaz
doéwiadczalnicy potrafig mierzy¢ poprawke anomalng z coraz to wieksza dokladnoscia.

Ze wzoru (2) widad, ze wzgledny blad pomiaru poprawki anomalnej da./a. wyniost

w doswiadczeniu Kuscha i Foleya ~ 10~2. Okazalo sie, ze metodami badania widm
promieniowania nie sposob osiagna¢ wigkszej doktadnosci. Jednak w ciggu dwudziestu lat
wymy$lono bardzo pomystowe metody pozwalajace zwiekszy¢ dokladno$¢ do 108, Opisze
przykladowo metodg¢ Schuppa, Pidda i Crane’a z 1961 roku, polegajaca na pomiarze precesji
swobodnych elektronéw w polu magnetycznym. Metoda ta zostala zastosowana



w najdokladniejszych obecnie pomiarach anomalii a. przez Wallsa i Steina (1973—1975), kiedy
to dokladno$¢ wzgledna wynosifa ~ 10-2. :

Spolaryzowane elektrony (tzn. elektrony o ustalonym rzucie spinu na kierunek predkosci)
wpuszczane s3 w obszar jednorodnego pola magnetycznego B prostopadliego do ich predkosci o.
Jak wiadomo, elektrony w takim polu poruszaja si¢ ruchem jednostajnym po orbitach kolowych,
z pewna czgstoscia (tzw. cyklotronowa) .. Jednoczes$nie w wyniku oddzialywania elektronow

z polem (patrz wzor (1)) nastgpuje obrot, czyli precesja momentu magnetycznego dookola
kierunku pola magnetycznego, z pewng czestoscia w,, ktora mozemy obliczy¢. W wyniku
zloZenia sig tych dwoch obrotow — predkosci z czgstoscia . 1 momentu magnetycznego

z czgstoscia w;, nastgpuje obrot momentu magnetycznego wzgledem kierunku predkosci.
Okazuje sig, Ze czestos¢ obrotu wp jest proporcjonalna do poprawki anomalnej a.:

eB

® Wp = Wy— W = Qe

,»»Recepta” na doswiadczenie jest wigc nastgpujgca:

— produkujemy elektrony o uporzadkowanych momentach magnetycznych g, (np. g.l|o).
— wpuszczamy je w obszar jednorodnego pola magnetycznego B.

— elektrony przebywaja w polu przez pewien kontrolowany czas T.

— wypuszczamy je z pola, tak aby kat A# miedzy ich momentem magnetycznym g.(T)

a predkoscia #(T') nie ulegl zmianie, i mierzymy ten kat; naprawdg lepiej jest mierzy¢ jakas
funkcje trygonometryczna tego kata, np. cos A#, ktory jest proporcjonalny do iloczynu
skalarnego #.(T) - o(T).

: eBT
— poniewaz ANT) = wp- T = a.

rysujac wykres p.(T) - o(T)jako funkcji T. Z tego wykresu znajdujemy wp, a nastepnie
poprawke anomalng a.. Blokowy schemat doswiadczenia przedstawia rysunek:

, wWigc powtarzamy wszystko dla roznych czasow T

Zrédlo - stafe jednorodne analizator
spolaryzowanych pole magnetyczne
elektronew BT
vio) A B Llvio) = T)
Pelo) y l v(T)
START BeY
Re
STOP ‘
Pe{T)v(T)~cos (u,'m;:;r)
- ZEGAR I

L | 5 g I
czas T

* Jak wida¢, dodwiadczenie tego typu wymaga duzej pomystowosci oraz sprawnosci technicznej.

Jak zbudowa¢ analizator — przyrzad, ktory bedzie mierzy! u. - v.? Jak zapewni¢ jednorodno$é

i stato$é pola magnetycznego? Na te wszystkie pytania trzeba znalezé odpowiedz i, co jest bardzo
wazne, oceni¢ ewentualne bledy, wynikajace z przyjecia takiego a nie innego rozwiazania.

Nic wiec dziwnego, Ze juz po zbudowaniu aparatury analiza bledow ciagnie si¢ nieraz latami.

W doéwiadczeniu Wesleya i Richa trwala cztery lata, a w do§wiadczeniu Wallsa i Steina — 2 lata.
Bardziej szczegotowa historie badan doswiadczalnych i teoretycznych przedstawia tabela. Wynika
z niej kilka interesujgcych faktow. W 1950 Karpus i Krol obliczyli anomali¢ momentu
magnetycznego uwzgledniajac procesy dwufotonowe. Ulepszenie techniki do$wiadczalnej —
- zastosowanie tzw. magnetycznego rezonansu jagdrowego — pozwolilo zmierzy¢ anomalig

z dokladnoscia wzgledna ~ 10~32, co wystarczylo, zeby obali¢ wynik Karpusa i Krola. W rok
pozniej Petermann i Sommerfeld znaleZli blad w obliczeniach Karpusa i Krola. Ich wiasny

wynik §wietnie sie zgadzal z wynikami do$wiadczeni w 1956 r.

Drugi ciekawy moment to rok 1968, kiedy to Rich dokonal powtérnej analizy calego
dotychczasowego materiatu do$wiadczalnego, starannie uwzglgdniajac bledy systematyczne. Jego
najlepszy wynik byl niezgodny z obliczeniami. Okazalo sig, Ze niezgodno$é wyplywa ze zlego
pomiaru tadunku elektronu. Po powtoérzeniu pomiaréw tadunku wyniki staly si¢ zgodne.

W chwili obecnej najlepsza wartosé doswiadczalna anomalii momentu magnetycznego elektronu

Wwynosi

(6) ado3w — (1159652410+ 200) x 10~12,

za$ rachunki teoretyczne uwzgledniajace wkiady od emisji i absorpcji trzech wirtualnych fotonow
daly wynik

(7 at®™ = (1159652359 4+ 282) x 1012,

Dos$wiadczenie jest nieco bardziej dokladne niz teoria, za$ poroéwnanie wynikow (6) i (7)
$wiadczy o tym, ze elektrodynamika kwantowa jest teoria najdokladniej sprawdzona
dos$wiadczalnie.




Kto lepszy — tablica chronologiczna

Teoria Doswiadczenie
1927. P. A. M. Dirac wyprowadza swoje roOwnanie
a. = 0.
1947 Nafe, Nelson, Rabi badaja widma atomowe i odkrywaja
niezgodnosci z wartoscia a. = 0.
Kusch, Foley — pierwszy pomiar z badania widm atomowych
: adosw — (1192+50) x 10-°.
1949 J. Schwinger podaje interpretacje anomalnego momentu 1949 Garden, Purcell stosuja magnetyczny rezonans jadrowy —
magnetycznego zgodno$¢ z wezesniejszymi wynikami.

e — 1162 x 1072,
1950 Karpus i Krol obliczaja poprawki do wyniku Schwingera
g = 1147 %1075,

1956 Franken i Liebss metoda magnetycznego rezonansu jadrowego

wyznaczajg :
dosw — (1168+ 5)x 10-6,

Niezgodnos¢ z obliczeniami Karpusa i Krola.

1957 Petermann i Sommerfeld powtarzaja obliczenia KarpusaiKrola
i znajduja blad
ale” = 11602 x 107,

1961 Schupp, Pidd, Crane (SPC) stosuja nowa technike doswiadczalna
adosw — (11609+24)x10-7.

1963 Drell i Pagels obliczaja najwazniejsze wkiady od procesow 1963 Wilkinson i Crane powtarzaja pomiary ta sama technika
trojfotonowych
A= = 1150615x 10-2.

1968 Zmiana stalej e zmienia wyniki teoretyczne
1159641 x 10~°.

ai..tnr i

adosw — (11596224 27) x 10~°

1966 Rich i Crane wykonuja pomiar dla pozytonow e*. Swietna
zgodnos¢ z a. dla elektronow.

1968 Analiza istniejacych danych i uwzglednienie poprawek
systematycznych przez Richa

ados™ — (1159657 +130) x 10-8

1969—71 Ukonczenie obliczeri poprawek trojfotonowych

al*" = (1159652359 +282) x 10~'2.

1971 Wesley, Rich wykonuja dokladniejsze pomiary technika SPC
a995% — (11596577 +35) x 10~1°,

1973 Rozpoczecie rachunkow uwzgledniajacych procesy 1973 Walls i Stein poprawiaja poprzedni pomiar
czterofotonowe.

aldosw — (1159652410 +200) x 1012,

X3

Rozwiazanie zadania F 73.

Zsuwajacy si¢ pret miedziany przecina linie sil pola magnetycznego. Powstaje prad indukcyjny, ktdrego natezenie jest
tym wicksze im szybciej porusza si¢ pret. Na przewodnik z pradem poruszajacy sie w polu magnetycznym dziala sila
elektrodynamiczna przeciwdzialajgca (regula przekory Lenza) ruchowi preta. Im wigksze natezenie pradu, tym
wigcksza wartosé tej silv. Po pewnym czasie (teoretycznie nieskoficzonym, praktycznie niewielkim) odpowiednie
skladowe sily cigzkosci i sily elektodynamicznej zréwnowais sig i ruch stanie sig jednostajny. Ocenmy wartosé owej
granicznej predkosci. Wystarczy nam tu jedynie zasada zachowania energii. Energia potencjalna pola grawitacyjnego
zmienia si¢ na energi¢ wypromieniowang przez pret (energia kinetyczna juz si¢ nie zmienia), czyli na tzw. cieplo
Joule’a — Lenza. Niech masa preta wynosi m, jego diugosé [, a opér elektryczny R (opér prowadnic zaniedbujemy)
Reszta oznaczen jak na rysunku. Pole powierzchni zakreslone przez pret poruszajacy sie z predkoscigv w czasie wr
réwna sig lvAf. Strumien pola yeznego przechodzacy przez tg powierzchnie wynosi BlvArcosa, gdzie B jest
wartoscig wektora indukcji magnetycznej. Stad sila elektromotoryczna wyindukowana w obwodzie rowna sig

(prawo Faradaya)

U = Blvcosa.
Z praw Ohma otrzymujemy warto$¢ natgzenia pradu
e _L_f_ = _Bu't,‘co_su
R R 7
a z prawa Joule’a — Lenza ilosé¢ wypromieniowanej w czasie Af energii
™ G = 1RRAT q.‘”:w‘.'

W czasie Ar pret przesunie si¢ o odlegloéé As = vAr, co odpowiada zmianie wysokosci (patrz rysunek) o Ah = Assina =
= psinzAr. Energia potencjalna preta zmniejszy sie wigc o

* AE = mgusinadr,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Przyréwnujac (*) do (**) otrzymujemy

i mgsin aR
-~ BPcos’z



Wyniki konkursu ,,Budujemy kopule”

Na konkurs nadestano cztery kopuly. Wszystkie byty
wykonane zgodnie z warunkami konkursu. Niszczenie
koputl odbyto si¢ w Instytucie Fizyki Do$wiadczalnej
Uniwersytetu Warszawskiego i nie bylo wcale latwe.
Okazalo sig, ze nam réwniez warunki konkursu sprawity
sporo klopotu.

Bezapelacyjnym zwyciezea okazat si¢ Jerzy KAMINSKI
zamieszkaly w Lodzi, ul. Kilinskiego 78 m 7. Wykonana
przez niego kopula wytrzymala obciaZenie az 75,35 kg
(waga kopuly 0,14 kg)! Byt to istny majstersztyk sztuki
inzynierskiej. Konstrukcja kopuly oparta byla na systemie
rurek, w $rodku wypelnionych podobnie do bambusa.
Wierzcholek stanowito pudelko, réwniez bardzo
przemysinie wypetnione. Pudetko to wytrzymywato nawet
silne uderzenie pigécia. Koputa J. Kaminskiego zostata
ponadto uznana za najladniejszg z nadestanych na
konkurs. Drugg nagrode uzyskata koputa wykonana przez
Janusza SOKOLA z Przeworska, ul. Manifestu
Lipcowego 18. Wytrzymala ona obciazenie 12,50 kg przy
wadze wlasnej 0,12 kg. Nagrody wystali§my poczta.



8 Naota delid

Ciekly piasek

Powszechnie wiadomo, ze wszystkie ciala materialne
skladaja si¢ z niewyobrazalnie matych czasteczek
znajdujacych si¢ w ciaglym ruchu. Tak wlasnie wyobrazamy
sobie budowe materii chociaz nikt nigdy jej sktadnikéw —

‘owych czasteczek — nie widzial. Przyjmujac taki obraz

§wiata mozna zadacé sobie pytanie: skad biora sie réznice
zachodzgce migdzy stanem statym, cieklym i gazowym
materii? Wybitny uczony siedemnastego stulecia, Robert
Hooke, tworca teorii sprezystosci ciat i odkrywca
komorkowej struktury roslin, roznice te przypisywat
ruchowi czasteczek, ktory np. musi byé wiekszy w cieczach
niz w cialach statych.

»Przede wszystkiem, — powiada on, — co jest przyczyna
plynnosci? Pojmuje ja jako nic innego, jak bardzo szybki
i gwaltowny ruch czastek aanego ciala; czastki danego
ciala stajg si¢ przytem tak luZznemi wzglgdem siebie, ze
moga z latwoscig poruszacé si¢ w kazdym kierunku i staja
si¢ ptynnemi. Abym mogt to wythumaczy¢ za pomoca nieco
dalekiego podobienstwa, przypu§émy, Ze naczynie

Z piaskiem umieszczone zostalo na jakim$ przedmiocie,
znajdujacym si¢ w bardzo gwaltownym i szybkim ruchu
tak, ze naczynie to samo ulegnie szybkim i silnym
drganiom, jakby to mialo miejsce wowczas np., gdyby
stalo ono na jednym z kamieni mlynskich, wirujacych
Iuzem, albo tez na bardze mocno naciagnigtej przeponie
bebna, uderzanej gwaltownie lub tez bardzo szybko
paleczkami. Na skutek tego piasek, ktory z poczatku
spoczywal w naczyniu catkiem bezwladnie, staje sie
doskonalg ciecza; gdy tylko zrobimy w nim palcem
zaglebienie, natychmiast zostanie ono wyrdwnarne

i powierzchnia piasku staje si¢ znowu gladka. Nie da sie
tez pograzyé w piasek jaki§ przedmiot lekki, jak np.
kawalek korka, gdyZ natychmiast zostaje on wyrzucony
na powierzchnie i jakby pltywa po niej; nie moZna réwniez
potozy¢ na powierzchni piasku przedmiotu cigzszego,

np. kawatka otowiu, gdyz natychmiast zanurzy si¢ on

w piasek i opusci sig na dno naczynia. Podobnie, gdy
zrobimy otwor w bocznej $ciance naczynia, piasek
natychmiast zacznie sig wysypywagé przez ten otwor az do
chwili, gdy powierzchnia piasku osiagnie poziom otworu.
Tak wigc piasek na$laduje wszystkie oczywiste wlasno$ci
cieczy, a wszystko to dzieje sie jedynie na skutek
gwaltownego ruchu, jakiemu podlega naczynie z piaskiem,
gdyz w ten sposéb kazde ziarnko piasku wykonywa ruch
drgajacy lub wirowaty tak, ze zaden przedmiot cigzszy nie
moze na niem si¢ utrzymag, o ile nie zostanie zewszad
podparty przez inne, zaden teZ inny przedmiot nie moze
pozostawa¢ pod ziarnkiem piasku, o ile nie bedzie od
niego cigzszy.”

A jak w opisanej przez Hooke’a analogii przedstawia sig
stan gazowy? Otdz odpowiada on tak szybkiemu ruchowi
ziaren piasku, Ze traca one kontakt miedzy soba i zaczynaja
po prostu fruwaé swobodnie.



Czy umiecie obliczy¢, jakie jest pole srodkowego matego

kwadratu?

A gdy podzielimy bok na trzy réwne czesci?

Zrozumiale, Ze z kolei zainteresujemy si¢ podzialem boku

na cztery réwne czesei. Jakie jest pole malego kwadratu? 7\}(\11\
|

A na pigc?

Nie? A teraz? i

Znowu nie? A teraz?

Malq Delte opracowali:
M ichal SZUREK
i Michal SWIECKI

i Zadania '

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 217. Wykazaé, ze wérod kazdych 1001 roznych liczb naturalnych mniejszych od 2000 znajda
sie takie dwie, ze jedna z nich jest dzielnikiem drugiej.

Rozwiazanie na str. 3 :

M 218. Wykazaé¢, ze kazde dwa kolejne wyrazy ciagu liczb naturalnych okreslonego wzorem
rekurencyjnym: a;, =5, a; =7, duy1 = 1980a,+a,_; dla n > 2, sa wzglednie pierwsze.
Rozwigzanie na str. 3

M 219. Wykazac, ze dla kazdego naturalnego » istnieje wieloscian wypukly majacy dokladnie

n przekatnych. (Przekatnymi nazywamy odcinki laczace wierzcholki i nie bedace krawedziami,
ani przekatnymi $cian.)

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje dr Marek KALINOWSKI

F 73. Na rowni pochylej umieszczono dwie prowadnice miedziane polaczone ze sobg na szczycie
rowni (patrz rysunek). Po prowadnicach zsuwa sig¢ bez tarcia pret miedziany. Jak zmieni sig¢
ruch preta, gdy catosé¢ umiescimy w stalym, jednorodnym polu magnetycznym skierowanym
pionowo?

Rozwiazanie na str. 10

13



Zasada
lokalno-globalna

Doc. dr Kazimierz SZYMICZEK

Najpowszechniej znanym faktem matematycznym jest prawdopodobnie twierdzenie Pitagorasa
o trojkacie prostokatnym. Z twierdzeniem tym zwigzane jest stare zagadnienie poszukiwania
trojkatow prostokatnych, ktorych boki maja dlugosci bedace liczbami naturalnymi, a wiet
poszukiwanie rozwiazan rownania

1) X*4+Y? =22

w liczbach naturalnych X, ¥, Z. Jak glosi legenda, jedno z takich rozwiazan, mianowicie
32442 = 52, shuzylo starozytnym Egipcjanom do praktycznego wyznaczania kata prostego
(uzywano do tego sznura z 13 wezlami w rownych odleglosciach i ... trzech niewolnikow).
Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n takich, ze m > n, liczby naturalne
x =m?—n?, y = 2mn, z = m*+n? spehiaja rownanie (1) (wiec na przyklad, dla m = 2,

n = 1 otrzymujemy x = 3, y = 4, z = 5). Mamy wigc prosty sposob konstrukgji trojkatow
pitagorejskich.

Rownanie pitagorejskie (1) mozna takze interpretowac arytmetycznie: czy istnieja kwadraty liczb
naturalnych, ktore mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratow dwoch liczb naturalnych?
Przy takim sformulowaniu nasuwaja si¢ jednak od razu inne, podobne pytania. A wiec, na
przyklad, podwojony kwadrat jest oczywiscie suma dwoch kwadratow 222 = Z2+ Z2, ale czy
procz tego trywialnego rozkladu istniejg jeszcze inne, postaci

2) : X2+ Y2 =272 X+ Y7

Tutaj takzZe istnieje sposob skonstruowania calej serii rozwigzan. Jesli mamy jedno rozwigzanie
x2+ y? = 22? oraz jakiekolwiek rozwiazanie rownania pitagorejskiego a*+b?* = ¢2, to
(ax—by)*+ (ay+bx)* = (a®+b*)(x* +y*) = 2(ez)?, a wigc dostajemy nowe rozwiazanie
rownania (2); na przyklad, z trywialnego rozwigzania x = y = z = 1 réwnania (2) oraz
,,egipskiego” rozwigzania réwnania (1) a = 4, b = 3, ¢ = 5 otrzymujemy 12472 = 2 52,
Jako nastepny przyklad rozpatrzmy potrojony kwadrat liczby naturalnej Z i zapytajmy, czy
taka liczba moze by¢ suma dwoch kwadratéw liczb naturalnych? Okazuje sig, ze nie!
Mianowicie réwnanie

(3) X24Y2 =322

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych. Przypus¢my bowiem, ze réwnanie (3) ma rozwiazania
w liczbach naturalnych i spo$rod wszystkich takich rozwigzan x, y, z wybierzmy to, w ktérym
z jest najmniejsze.

Wtedy liczby x, ¥ nie moga by¢ obie parzyste, gdyz jesli x = 2u, y = 2v to

3z2 = x2+y* = 4(u*+v?), zatem takze z jest parzyste, z = 2w. Dzielgc teraz roOwnosé

x2+y? = 3z% stronami przez 4 otrzymujemy u*+v* = 3w? a wigc rozwigzanie rownania (3),
przy czym w < z wbrew wyborowi rozwiazania x, y, z. A wigc przynajmniej jedna z liczb x, y
jest nieparzysta. Zauwazmy teraz, ze (2a+1)* = 4(a*+a)+ 1, to za$ znaczy, ze kwadrat liczby
nieparzystej daje przy dzieleniu przez 4 reszte 1. Uzywajac kongruencji zapisujemy ten fakt
nastgpujaco: (2a+1)? = 1(mod 4). Podebnie (2a4)* = 0(mod 4); kwadrat liczby parzystej dzieli
sig przez 4. Wracajac do naszego rozwigzania rownania (3), mamy x?+3? = 1(mod 4), jesli
jedna z liczb x, y jest parzysta, oraz x>+ »* = 2(mod 4), jesli obie liczby x, y sa nieparzyste.

Z drugiej strony, z2 = 0(mod 4) lub z? = 1(mod 4), a wigc 3z> = 0(mod 4) lub 322 = 3(mod 4).
Tak wiec rownosé x>+ y* = 3z2 jest wykluczona: reszty z dzielenia lewej i prawej strony przez
4 sa rozne! Udowodnilismy wigc, Ze rownanie (3) nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.
Ten negatywny rezultat nie powinien nas zniechgca¢ do badania nastgpnych réwnan tego typu;
ostatecznie fakt, ze rOwnanie nie ma rozwiazan jest przeciez faktem interesujacym.

Rownaniem X2+ Y? = 4Z? nie bedziemy sie zajmowac, gdyz wobec 4Z? = (2Z)? rownanie to
sprowadza si¢ wlasciwie do rownania pitagorejskiego. Natomiast rownanie X2+ Y2 = 522
znowu ma calg seri¢ rozwiazan w liczbach naturalnych, mozna tutaj bowiem uzy¢ metody,
ktéra wykorzystalismy do badania rownania (2): jesli x2+y* = 522 oraz a®>+ b2 = ¢2, to
(ax—by)*+ (ay+bx)* = 5(cz)*. A wigc rownos§¢ 12422 = 5- 1* wraz z egipskim trojkatem a = 4,
b=13,c=5daje22+11> =552

Dwa nastgpne rownania X2+ ¥? = 6Z2 oraz X*+Y? = 7Z? znowu okazuja si¢ nierozwiazalne
w liczbach naturalnych. Mozna to udowodni¢ podobnie jak w przypadku rownania (3), z tym,
ze w przypadku rownania X?+ Y2 = 6Z2 nalezy wzia¢ reszty z dzielenia przez 3 a nie przez 4.
Po rozpatrzeniu tych przykladéw nasuwa si¢ nieodparcie pytanie: jak stwierdzi¢, czy dla danej
liczby naturalnej » rownanie

(n) X24+Y? =nZ?

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych X, ¥, Z?

Najpierw zauwazmy, Ze rownanie (1) wystarczy rozpatrywac dla liczb naturalnych n
bezkwadratowych, to znaczy takich'liczb n, ktore nie sa podzielne przez kwadrat Zadnej liczby
naturalnej k > 1. Rzeczywiscie, niech n = mk?. Jesli x, y, z jest rozwigzaniem réwnania (n),

to x, y, kz jest rozwiazaniem réwnania (m); na odwrot, jesli x, y, z spelniaja rownanie (m), to
kx, ky, z spelniaja rownanie (n).
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Pelna odpowiedz na nasze pytanie dotyczace rozwiazalnosci rownania (1) w liczbach naturalnych
Zawiera nastgpujace twierdzenie, bedace pewnym szczeg6lnym przypadkiem zasady lokalno-
-globalnej. .

Twierdzenie. Niech n bedzie bezkwadratowq liczbq naturalng. Na to, aby réwnanie (n) mialo
rozwigzanie w liczbach naturalnych potrzeba i wystarcza, by istnialy liczby naturalne x, y, z takie, ze

w) x*+y* = nz*(modn) i NWD(x,n) = 1.

Dowdéd. Przypusémy najpierw, ze rOwnanie (n) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych X, ¥, Z.
Niech d = NWD(X, Y, Z); zatem liczby x = X/d, y = Y/d, z = Z|d sa wzglednie pierwsze,
oraz x*+y* = nz?. Tutaj juz NWD(x, n) = 1. Rzeczywiscie, jesli liczba pierwsza p dzieli x

i dzieli n, to p dzieli x> —nz? = y?, a wiec p dzieli y. W takim razie p? dzieli x>+ y? = nz?,

a poniewaz n jest liczba bezkwadratowa, wnioskujemy stad, ze p dzieli z. A wigc wspolny
dzielnik pierwszy p liczb x, n jest wspolnym dzielnikiem liczb x, y, z, wbrew temu, ze sa one
wzglednie pierwsze. A wigc NWD(x, n) = 1. Poniewaz liczby x?+y? i nz? sa rOwne, wiec maja
rowne reszty z dzielenia przez n. Zatem x2+3* = nz? (mod n) oraz NWD(x, n) = 1. Warunek
konieczny rozwiazalnosci roOwnania (n) zostal wiec udowodniony.

Dowéd dostatecznosci warunku poprowadzimy niewprost. Przypusémy, Ze istniejg liczby
naturalne n spelniajace warunek (W) takie, ze rownanie (n) nie ma rozwigzan w liczbach
naturalnych.

Wybierzmy najmniejsza liczbe naturalng n o tej wlasnosci i niech x, y, z beda liczbami
spetiajacymi warunek (W). Poniewaz x+ »? jest rowne nz?, wiec dzieli sie przez n. Mamy
zatem x*+y* = kn. Obieramy przy tym liczby x, y tak, by k bylo mozliwie najmniejsze.

Pokazemy najpierw, ze wtedy k < é—n. Rzeczywiscie, mozna od razu zaklada¢, ze 0 < x < m,
0 < y < n, gdyz wraz z liczbami x, y warunek (W) spelniajg reszty z dzielenia x, y przez n.
Gdy é— n < x < n, to zastgpujemy x przez n—x; mamy wtedy NWD(n—x, n) =

= NWD(x, n) = 1 oraz (n—x)*+3y*> = x*+y*+n®>—2nx = kn+n*—2nx = (k+n—2x)n,

a wigc n—ux, y takze spelniaja (W) z tym, ze teraz 0 < n—x < 5 n. Podobnie mozna postgpic¢

| -

1 1
w przypadku, gdyby 5 n < y < n. A wigc mozna zakladaé, ze 0 < x < % n0<y=s—mn,

[ ]

1 1 1 1
zatem kn = x2+)? < - n*+ - e — = n?, skad k < = n. Pokazemy teraz

Jeszcze, Ze NWD(x, k) = 1. Rzeczywiscie, gdy pewna liczba pierwsza p dzielita x i k, to

z rownosci x*+y? = kn wynikaloby, Ze p dzieli y, skad z kolei wynika, ze p? dzieli x> +y? = kn.
Ale p nie dzieli n, gdyz p dzieli x i NWD(x, n) = 1; zatem p? dzieli k i w rezultacie
(x/p)*+(y/p)* = (k{p*)n oraz k[p* < k, wbrew wyborowi liczby k. A wigc liczby x, k nie maja
wspolnego dzielnika > 1. Teraz mozemy stwierdzi¢, ze liczba k spetia warunek (W) — po
zastapieniu w nim »n przez k. Istotnie, x*+y* = kn = 0 = k- 1% (mod k) oraz NWD(x, k) = 1.
Ponadto wiemy, ze k < n. Zatem zgodnie z wyborem liczby » jako najmniejszej liczby
naturalnej, dla ktérej spelnienie warunku (W) nie pociaga rozwiazalnosci réwnania (), mozemy
stwierdzi¢, ze rownanie (k) jest rozwigzalne w liczbach naturalnych! Zatem istnieja liczby
naturalne a, b, ¢ takie, Zze a®+b* = k. Mamy wige (ax—by)2 + (ay+bx)? = (a®+b*)(x2 +y2) =
= ke? - kn = n(kc)?, to znaczy, liczby X = lax—by|, Y = ay+bx, Z = ke sa rozwiazaniem
rownania (n). Jest to rozwiazanie rownania (n) w liczbach naturalnych: nie ma bowiem
watpliwosci, ze Y i Z sa liczbami naturalnymi, zas X # 0, gdyz w przeciwnym razie ¥2? = nZ2,
wbrew temu, Ze n jest liczbg bezkwadratowa. A wigc nasze przypuszczenie, Ze istniejq takie
liczby bezkwadratowe n, ktore spetniaja (W), ale dla ktorych rownanie (n) jest nierozwiazalne

w liczbach naturalnych, prowadzi do sprzecznosci. Twierdzenie jest zatem w zupeinosci
udowodnione.

Praktyczne stosowanie naszego twierdzenia moze by¢ uciazliwe dla duzych n, dlatego warto
zwroci¢ uwage na nastgpujace uproszczenia. Liczbe bezkwadratowa n zapiszemy jako iloczyn
(réznych!) liczb pierwszych: n = p, - ... - p,. Okazuje si¢, Ze réwnanie (#) ma rozwiazanie

w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy kazde z rownan (p), i =1, ..., s, ma
rozwigzanie w liczbach naturalnych. Jesli bowiem rownanie () jest rozwiazalne, to spelniony
jest warunek (W); biorac reszty z dzielenia liczb x, y przez p; otrzymamy liczby x,, y, takie,
ze xi+yi = 0 (mod p) oraz NWD(x;, p;) = 1. Zatem z naszego twierdzenia wynika, ze
rownanie (p;) jest rozwiazalne w liczbach naturalnych. Na odwrét, jesli x? +y? = p,z2,
i=1,...,s, to wykorzystujac toZsamos¢

(A*+ B*)(X*+Y?) = (AX—BY)*+ (AY+ BX)*
stwierdzamy, Ze istniejg liczby naturalne x, y takie, ze

X242 = @xi+pD . Ry = nlz ... 0 1)



Podobnie mozna bylo postapic i dla réwnania
(3): x2+p2 = 3z2, Jezeli liczby wzglednie
pierwsze x, ¥, z spelniaja to réwnanie, to
widzimy, Ze prawa strona jest zawsze
podzielna przez 3. Przez rozwazenie réznych
reszt z dzielenia x i y przez 3 dochodzimy
do wniosku, ze x i y tez muszq dzieli¢ sig
przez 3. Wtedy x2 4+ 2 dzieli si¢ przez 9, wiec
z musi dzieli¢ sie przez 3 — co sprzeczne jest
z naszym zalozeniem, Ze x, v, z sg wzglednie
‘pierwsze,

O liczbach p-adycznych pisaliémy w Delcie
9/1978, 8/1979 i zamierzamy tez napisac
W nastgpnym numerze.

to znaczy, rOwnanie (n) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych. A wigc nasze twierdzenie mozna
takze sformulowa¢ nastepujaco: Jesli n jest bezkwadratowa liczbg naturalna, to rownanie (n)

ma rozwigzanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p
dzielacej n kongruencja X?+ ¥? = nZ? (mod p) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, z
takie, ze p nie dzieli x.

Na przyklad réwnanie X2+ Y2 = 30322 nie jest rozwigzalne w liczbach naturalnych, bo

303 = 3- 101 i rownanie X2+ Y2 = 3Z2 nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych. Natomiast
roéwnanie X2+ ¥2 = 221272 ma rozwiazanie w liczbach naturalnych, gdyz 221 = 13 - 17 i rownania
(13), (17) sa rozwiazalne w liczbach naturalnych.

Roéwnanie (n) jest do§é szczegblnym réwnaniem stopnia drugiego o trzech niewiademych. Czy
nasze twierdzenie nie ma przypadkiem jakiego$ odpowiednika dla réwnan ogoélniejszej postaci
niz (n)? Na przyklad, wezmy rownanie

* X+ ... +a,X2 =0

gdzie a, ..., a, sa liczbami calkowitymi, r > 1. Jak rozpozna¢, czy rOwnanie (*) ma
rozwiazanie w liczbach naturalnych? Jeden warunek konieczny jest do$¢ oczywisty : jesli rownanie
(#) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych, to liczby a,, ..., a, nie moga by¢ wszystkie dodatnie
(bo wtedy dla kazdych liczb naturalnych x,, ..., x, mamy a; x3+ ... +a,x2 > 0) ani teZ nie
moga by¢ wszystkie ujemne. Ale przyklad rownania (3): X7+ X7 —3X% = 0 pokazuje, ze ten
oczywisty warunek konieczny rozwiazalnosci réwnania (*) nie jest warunkiem wystarczajacym.
Szukajmy wiec dalszych warunkow koniecznych rozwigzalnosci rownania (*) w liczbach
naturalnych.

Jesli rownanie (*) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych, to istnieje tez rozwigzanie tego
rownania w liczbach naturalnych wzglednie pierwszych, to znaczy takich, ze

NWD(xy, ..., x,) = 1. Rzeczywiscie, jedli liczby naturalne y,, ..., », spelniaja réwnanie (*) oraz
d = NWD(yy, ..., »), to liczby x, = y,/d, ..., x, = y./d spelniaja nasze rownanie i sa
wzglednie pierwsze. Wtedy tez dla dowolnej liczby naturalnej m mamy

ayxi+ ... +ax? =0(modm) i NWD(xy,..,x,m) =1,

Mamy wiec nastepne warunki konieczne rozwiazalnosci (+): Jesli rownanie (*) ma rozwiazanie
w liczbach naturalnych, to dla kazdej liczby naturalnej m kongruencja a; X3+ ... +a,X? =

= 0 (mod m) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych x,, ..., x, takich, ze

NWD(xy, ..., x,, m) = 1.

Jakkolwiek trywialne wydawalyby si¢ zauwazZone przez nas warunki konieczne rozwiazalnosci
rownania (*), nie nalezy ich lekcewazy¢ i to przynajmniej z dwoch powodow. Po pierwsze
pozwalaja one czasem stwierdzi¢, ze rOwnanie postaci (*) nie ma rozwigzania w liczbach
naturalnych. Na przykiad, rownanie X} + X3+ 3X3 = 0 a takze rownanie X2 +X2—-3X2 =0
nie maja rozwiazan w liczbach naturalnych i stwierdzamy to na podstawie naszych warunkow
koniecznych rozwigzalnosci rownania (#). Po drugie, mamy interesujaca wiadomos$é dla
Czytelnika: nasze warunki konieczne rozwiazalno$ci réwnania (*) sa rOwnoczeénie warunkami
wystarczajacymi! Jest to wladnie slynne stwierdzenie znane jako zasada lokalno — globalna
Minkowskiego — Hassego:
Rownanie a1 X1+ ... +a, X7 = 0, gdzie a, ..., a, sq liczbami calkowitymi, ma rozwigzanie
w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq dwa nastepujgce warunki:
(a) Liczby a,, ..., a, nie sq wszystkie dodatnie ani nie sq wszystkie ujemne.
(b) Dia kazdej liczby naturalnej m kongruencja a, X1+ ... +a,X? = 0 (mod m) ma rozwigzanie
w liczbach naturalnych x,, ..., x, takich, ze NWD(x;, ..., x;, m) = 1.
Twierdzenie to jest dos¢ trudne do udowodnienia i nie zrobimy tu zadnego kroku w kierunku
jego dowodu. Zauwazymy tylko, ze dla rownania (n) udowodniliSmy zasade lokalno — globalna,
a nawet twierdzenie znacznie lepsze. Mianowicie, zgodnie z naszym twierdzeniem, dla
rozwiazalnosci réwnania (n) w liczbach naturalnych wystarcza istnienie odpowiedniego
rozwiazania jednej tylko kongruencji X2+ ¥?—nZ? = 0 (mod m), podczas gdy ogélna zasada
lokalno — globalna wymaga istnienia rozwiazan nieskonczenie wielu kongruencji X2+ Y2 —nZ? =
= 0 (mod m),dlam = 1,2, 3, .... Przy tej okazji wychodzi na jaw pewna zasadnicza watpliwosc.
Czy zasade lokalno — globalna mozna naprawde wykorzysta¢ dla stwierdzenia istnienia
rozwigzania rownania (*) w liczbach naturalnych? Jak sprawdzi¢ mianowicie, czy spelniony jest
warunek (5)? Jak sprawdzi¢ rozwiazalno$¢ nieskoniczenie wielu kongruencji wystepujacych w tym
warunku? :
Okazuje sig, Ze jest to zawsze mozliwe i Ze mozna to zrobi¢ w skonczonej liczbie krokow. Wiec
przede wszystkim mozna dowiesé, ze warunek (b) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej liczby pierwszej p réwnanie () ma niezerowe rozwiazanie w ciele Q, liczb p-adycznych.
Dalej dowodzi sig, e dla kazdej liczby pierwszej p > 2, ktora nie dzieli zadnego ze
wspolczynnikéw ay, ..., 4., rOwnanie (*) ma niezerowe rozwigzanie w ciele Q,. Zatem
pozostaje do sprawdzenia rozwiazalno$¢ rownania () w cialach Q, dla skonczenie wielu liczb
pierwszych, mianowicie dla p = 2 oraz tych liczb pierwszych, ktore dziela przynajmniej jeden
ze wspolczynnikdw ay, ..., a.. Istnieja za$ sposoby pozwalajace dokonaé takiego sprawdzenia
w skoniczonej liczbie krokow.
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Oczywicie, przedstawiona tutaj argumentacja jest tylko bardzo ogodlnikowym szkicem obszernej
teorii zwigzanej z twierdzeniem Minkowskiego — Hassego. W jezyku polskim nie ma jak dotad
zadnego pisanego wykladu tej teorii. Najlatwiej dostepna pozycja, ktéra rekomendujemy
Czytelnikowi jest ksiazka Z. I. Borewicza i I. R. Szafarewicza, Teorija czisel, wyd. 3, Moskwa
1972, gdzie znajduje si¢ pelny wyklad teorii liczb p-adycznych i dowod twierdzenia
Minkowskiego — Hassego.

W koricu, chcemy odpowiedzie¢ na jeszcze jedno pytanie nasuwajace sie z pewnoscia
Czytelnikowi: skad bierze sie nazwa ,,zasada lokalno — globalna? Ot6z ciala liczb p-adycznych
sq nazywane takze cialami lokalnymi. Méwimy, ze rownanie (*) jest rozwiazalne lokalnie, jesli
ma niezerowe rozwigzanie w ciele R liczb rzeczywistych oraz niezerowe rozwiazanie w kazdym
ciele Q, liczb p-adycznych. Warunki (a), (b) sa wiec rownowazne lokalnej rozwiazalnosci
rownania (#). Z drugiej strony, rozwigzanie réwnania (*) w liczbach naturalnych nazywamy
rozwigzaniem globalnym. A wigc zasada lokalno — globalna méwi, ze jesli F(X,, ..., X,) jest
forma kwadratowa o wspolczynnikach catkowitych, to rownanie F(X;, ..., X,) = 0 jest
rozwigzalne globalnie wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozwiazalne lokalnie.

Polskie Towarzystwo Matematyczne i nasz miesigcznik postanowily
w 1980 r. zorganizowa¢ konkurs prac maturalnych. Tych z.naszych
Czytelnikéw, ktérzy sa aktualnie uczniami klas maturalnych i ich
nauczycieli zapraszamy serdecznie do wzigcia w nim udziatu.

Regulamin Konkursu prac maturalnych z fnatematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Gléwny Polskiego
Towarzystwa Matematycznego i Redakcje miesigcznika ,,Delta”, przy poparciu
Ministerstwa O$wiaty i Wychowania.

2. W Konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich typéw szkot piszacy

w danym roku maturalne prace pisemne z matematyki.

3. Konkurs skiada sig z eliminacji i finahu.

4. W eliminacjach bierze udziat kazdy uczen, ktéry do dnia 1.04.1980 roku
prze$le pod adresem Redakcji ,,Delty” jeden egzemplarz swojej pracy

maturalnej. Do pracy nalezy dotaczy¢ nastepujace informacje: adres prywatny
Autora, nazwa i adres szkoly, imi¢ i nazwisko nauczyciela — opiekuna pracy.
Praca powinna by¢ oryginalna i zawiera¢ petna informacje o zrédtach, z ktérych
korzystat jej Autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu
Konkursu.

5. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu

1 kompetentnych recenzentéw. Te spoérdd nich, ktére spetniaja warunki Konkursu
zostany przedstawione Jury Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do
finatu, ktéry odbedzie si¢ w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

6. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przestane Autorom prac
oraz nauczycielom — opiekunom prac do kofica maja danego roku, nie pézniej
jednak niz na 20 dni przed poczatkiem Sesji. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie
ich pracami otrzymajg od Zarzadu Gléwriego PTM zaproszenia do udzialu

w Sesji na koszt Towarzystwa.

7. Finat polega na wygloszeniu przez ucznia, podczas specjalnego otwartego
posiedzenia Sesji, referatu trwajgcego nie dluzej niz 15 minut i wziecia udziatu

w dyskusji na temat, ktéremu poéwiecona byla praca.

8. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprécz
merytorycznej wartosci pracy, rowniez samodzielno$¢ i oryginalno$é ujecia tematu
oraz przebieg referatu i dyskusji. Jury przyzna medale: zloty, srebrny i brazowy.
9. Ogtloszenie wynikow finalu nastapi w trakcie Walnego Zgromadzenia

Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale wreczy Prezes Towarzystwa.
Wszyscy uczestnicy finalu otrzymaja dyplomy. ;
10. Wyniki Konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku
»Delta”.
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