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Dla dzieci

nalezy pisa¢

krétko, prosto i ciekawie

Ten poglad

zdaje si¢ sugerowac

ze dla dorostych nalezy pisac ...

Nie!

A ze dla dorostych mozna pisac jak dla dzieci
moze zaswiadczy ten numer

ktéry w calosci przygotowata

mMata delid

Teksty napisali: Tomasz CHLEBOW SKI, Bozena JAWORSKA-KORDOS, Marek
KORDOS, Andrzej KRASINSKI, Krzysztof NOWINSKI, Andrzej PELC i Michal

Wiecej Swiatla

Tomaszowi Edisonowi przypisuje si¢ pomysi
(umieszczony zreszta w amerykarskim filmie
biograficznym), e aby umo#liwié¢ wykonanie
operacji chirurgicznej w zbyt stabym oéwietleniu,
pozawieszal na sci h pomi zenia wszelkie
dostepne lustra; oswietlenie ,,zrobilo si¢” lepsze

i operacje pomyslnie przeprowadzono.

Istotnie, Edison zawieszal lustra gdzie sie dalo,
ktéry to pomysl moze sie wydaé glupi, choéby

2z tego powodu,.ze dzi$ nikt tak sal operacyjnych
nie wyposaza — daje sie tylko reflektor. No coz,
mozZe mamy dostatecznie silne Zrédla swiatla i nie
musimy tak , ciulaé"” jak wielki wynalazca?
Stawiajac problem jasno:

1. Ile razy lepsze oéwietlenie od bezposredniego
moina uzyskaé przez uiycie luster? 2. Czy moina
ustawié lustra tak, by uzyskaé oswietlenie lepsze
nik z reflektora?

A teraz glupie pytanie shuZace jako test

pop éci rozumo ia, ktérego uzylifcie do
uzyskania odpowiedzi na p ione problemy:
Migdzy dwa réwnolegle lustra wstawiamy
#aréwke. Jak silnie bedzie si¢ ona oswietlala?

SZUREK

Owal

— to krzywa zamknigta ograniczajaca figure
wypukla na plaszczyinie. Rozpatrujmy tylko
krzywe (owale) bez ostrzy. W kazdym punkcie
takiej krzywej istnieje styczna i to tylko jedna.
Owal zna otrzymaé, wygladzajac lekko kanty
przy wierzcholkach wielokata wypuklego.

W poblizu tych punktéw krzywizna owalu jest

maksymalna.
Wierzcholkami owalu nazywajg si¢ punkty
o ekstr Inej (maksymalnej lub minimalnej)

krzywiinie, A wiec kazdy owal ma co najmnie)
dwa wierzcholki, bo funkcja , ,krzywizna”
przyimuje gdzies maksi , a gdzies

No i dobrze. Ale okazuje sig, ze

kaidy owal ma przynajmniej cztery wierzcholki,
Skad wzigé pozostale dwa? Na rysunkach widaé,
e ,,muszg" sig zawsze znalezé. Ale scisty dowod
nie jest prosty.

Ekonomia

Czaszki malych ssakéw stanowigce skladnik

zt6z Kostnych znajdowanych na pustyni Gobi
obok kosci olbrzymich jaszezuréw to dowdd, ze
istnialy w owych czasach ssaki. Istnieje problem
na razie zliwy do § YCZNEego
rozstrzygnigcia, czy byly one stekowcami,
torbaczami czy lozyskowcami,

MNasuwa sig pytanie, czy to jest cickawe. Otéz dla
niektérych pewnie ciekawe, dla innych nieciekawe,
ale dlaczego ciekawe — nie sposéb wlasciwie
wyjasnié,

Lub czy ciekawe jest pytanie o istnienie liczb
naturalnych x, y, z, n (przy czym n > 2) takich,
Ze x"+ym = zn7

,»A pies z nimi tanicowal” — powiedza

niektérzy i nie bedziemy mogli dyskutowaé z ta
opinia.

Zwykle, aby udowodnié, ze co$ jest ciekawe lub
co najmniej wazne, wzywa sie w sukurs ekonomie.
Lecz czy moga mieé znaczenie ekonomiczne
jakies ssaki dawno juz wymarle i co moze

zaleze¢ od pytania, czy mialy one torbg czy
tozysko? Albo czy zbiedniejemy od stwierdzenia,
2e Fermat jednak mial racje i liczby takie nie
istniejg? Whrew pozorom fakty te maja

znaczenie ekonomiczne, i to bardzo doniosle

i bardzo bezposrednie. Jest malo prawdopodobne,
aby czlowiek, ktory sadzi, ze pytania te s cickawe,
wyciagngl portmonetke z ki i kolegi. DI ?
— tek nie sposdb wyjasnié.




ﬂ Pochwala Scistosci

B sl 156 Fizyke przenikaja dwa nurty, dwa roine style tworzenia nowych odkryé. Jeden z nich — to

a) wykrywanie $cistych, na og6t prostych, matematycznych regul, ktére przyroda realizuje tylko

w przyblizeniu albo w skrajnie wyidealizowanych i praktycznie nicosiagalnych warunkach,
Drugi — to préby uchwycenia rzeczywistych proceséw zachodzacych w przyrodzie, w cakej ich
komplikacji i zlozonoéci, jednak przy niedokladnej znajomosci rzadzacych nimi ogélnych praw.
Przykladem odkrycia pierwszego typu jest teoria grawitacji Newtona. To prawda, Ze stosuje si¢
ona do rzeczywistosci tylko w przyblizeniu, poniewaz zaden realny uklad fizyczny nie spehia jej
zalozef.

Na przyklad, ruch Ziemi woko! Stofica da sig opisaé przez ciste rozwiazunie réwnan ruchu
Newtona dla punktu materialnego w polu grawitacyjnym o symetrii kulistej. Opis ten jest jednak
tylko przyblizony, nie uwzglednia bowiem faktu, ze oprocz Ziemi okrazaja Storice inne planety,
ktore takze oddzialuja grawitacyjnie z Ziemia i zaburzaja jej orbite. Nie uwzglednia faktu,

ze Ziemia krazy wokot wspolnego $rodka masy z Ksiezycem, faktu, Ze Slorice nie jest dokladnie
kula, Ze przestrzen miedzyglanetarna nie jest dokladnie pusta, lecz wypelniona czastkami pyha

1 wiatru stonecznego, ktére hamujg obieg Ziemi przez tarcie. Jeéli wzia¢ pod uwage te wszystkie
efekty, opis orbity Ziemi staje si¢ dokladniejszy, lecz tak skomplikowany, Ze moga sie¢ nim
postugiwaé tylko komputery. A mimo to ...

Ten skomplikowany opis powstaje po prostu przez sumowanie oddzialywan grawitacyjnych Ziemi
Ze Storficem, Ksigzycem i planetami, z ktorych kazde osobno wyraza si¢ tym samym, genialnie
prostym i fatwym do zapamigtania prawem

b)

r
F=—G-m-my-——.
r?

Mimo wigc, Ze nie potrafimy uja¢ jednym réwnaniem rzeczywistych toréw planet, potrafimy je
sobie posklada¢ z prostszych elementdw, ktore dobrze znamy i rozumiemy dzieki Newtonowi.
Jakze prymitywnie i ubogo wyglada w poréwnaniu z tym taki np. opis profilu predkosci dla
przeplywu turbulentnego cieczy ponad plaska powierzchnia szorstka, oparty na réwnaniu:

e BARES T (i)

I/Tof!? K

gdzie u — predkos¢ cieczy w punkcie odleglym o y od powierzchni, K — charakterystyczny
roZzmiar elementow szorstkich (ziarna piasku lub zaglgbienia), 7o — napre¢zenie na powierzchni
dna, g — ggstosc cieczy.

Roéwnanie to ma odtwarzaé pewne cechy przeplywu icisle i wiernie, lecz w rzeczywistoéci nie
pozwala nam zrozumic¢ elementdéw dynamiki przeplywu i odzwierciedla tylko nasza stabosé

i bezradno$é, ktorej wyrazem sa calkowicie niezrozumiale wspolczynniki liczbowe. Zostalo ono
dopasowane do pewnego malego zbioru wynikow doswiadczalnych i nie jest w stanie objasnié
niczego ponadto. Wystarczy, zeby dno kanalu stalo si¢ gladkie lub przestalo byé¢ plaskie, i juz
trzeba ucieka¢ sig¢ do catkiem innych réwnan, w zaden widoczny sposéb nie powiazanych

Z powyzszym. Jest to sytuacja typowa dla drugiego sposroéd omawianych stylow pracy naukowej.
Stanowczo opowiadam si¢ za pierwszym.

Uniwersalny szyfr

‘W naszych czasach coraz wigcej rzeczy staje si¢ tajnych. To dlatego, Ze nasze Zycie jest coraz
bardziej uzaleznione od setek i tysigcy drobiazgoéw, a kontrole nad nimi kazdy chce zachowaé
dla siebie. Przyjdzie moze czas, kiedy na posiadanie tablic logarytmicznych wymagane bedzie
zezwolenie. Zarty? Mam nadzicje. Na razie grozi nam utajnienie tablic rozkladéw liczb na
czynniki pierwsze. A oto dlaczego.

Kazdy szyfr ma jedng zasadniczg wade: jeZeli znamy sposéb szyfrowania, to i deszyfrowania.
Dlatego im wigcej 0s6b moze przesylaé nam zaszyfrowane wiadomosci, tym latwicj policja
rozpracuje nasza siatke. Nawet, gdy uzywamy tak doskonalego szyfru, jak ten opisany

w przygodach dzielrego wojaka Szwejka (tom III, ,, Przeslawne lanie™”). Kaidy z nas bez
wahania zalozylby sig, Ze znajomos¢ sposobu szyfrowania umozliwia odczytanie kazdej
zaszyfrowanej wiadomosci. A tymczasem rzecz ma si¢ troche inaczej. Oto jak grupa os6b moze
ustali¢ system szyfrow tak, by

1) kazda z osOb mogla oglosi¢ publicznie (na przyklad w gazecie): adresowane do muie
wiadomosci prosze szyfrowa¢ tak a tak. Szyfrowana wiadomo$¢ (adresowana do jednej z osOb
tej grupy) moze wysla¢ dowolra, niekoniecznie wtajemniczona osoba. Dowolna osoba moie
oglosi¢: przystepuj¢ do spotki; proszg przeznaczone dla mnie wiadomosci szyfrowaé tak a tak,
oraz, by

2) zaszyfrowanego komunikatu nie mégl odczytaé nikt poza adresatem.




W okrag z zaznaczonym $rodkiem moina
wpisa¢ kwadrat za pomocg samej linijki

Do zbudowania takiego szyfru postuZono sig teoria liczb. Oto nieskomplikowane twierdzenie:
Jezeli liczba naturalna N jest iloczynem dwu liczb pierwszych p, g, to dla M = (p—1) (g—1) +1
i dla kazdego n < N zachodzi

nM = n (mod N);

tj. nM i  daja z dzielenia przez N te sama reszte.

Kazda z oséb, cheacych mie¢ wlasny szyfr, wybiera sobie dwie dos¢ duze liczby pierwsze (co
najmniej kilkudziesigciocyfrowe) p, g, oblicza i:h iloczyn N, oraz liczbe M = (p—1) (g—1) +1.
Do wiadomosci ogolnej podaje N i pewien dzielnik liczby M, oznaczmy go przez K. Dla sicbie
zachowuje rozklad N na p i g oraz liczbe M.

Gdy nadawca NAD chece wysta¢ wiadomo$¢ do odbiorcy ODB, postepuje tak. Zamienia tekst
stowny na ciag cyfr w jaki$ standardowy, ustalony i jawny sposob, np. A = 1, B = 2 itd.
Otrzymana tak duzg liczbe (komunikat nie moze by¢ dlugi) podnosi do potegi Kopg i bierze
reszt¢ z dzielenia przez Nops. Potrzebna jest do tego maszyna matematyczna, ale nic ponadto.
Tak zakodowang wiadomos¢ (bedaca teraz liczbg mniejsza niz Nops) wysyla sie do odbiorcy lub

Mops

publikuje w gazecie. Odbiorca winien podnies¢ te liczbg do potegi — otrzyma wtedy ciag

ODB
liczb wyslany przez nadawce. Przetworzenie go na tekst stowny odbywa si¢ we wspomniany
jawny i standardowy sposéb.
Co w tym takiego rewelacyjnego? — zapytacie. A to, Ze podniesienie nawet bardzo duzcj liczby
do bardzo duicj potegi M jest dla maszyny matematycznej malo pracochlonne, zwlaszcza ze
wszystkie obliczenia robi si¢ i tak modulo N. Wynik dostaje si¢ w ulamku sekundy. Osoba
postronna nie zna jednak liczby M; moglaby ja obliczy¢, znajac p i g. Ale zna tylko N, réwne
pgq. Gdy p i g maja po kilkadziesiat cyfr, N ma sto kilkadziesiat. Znalezienie rozkladu takiej
liczby na czynniki nawet najszybciej dzialajacej maszynie zajetoby (przy obecnym stanie
techniki, informatyki i organizacji maszyn cyfrowych) wiele, wiele lat pracy.
Szyfr ten nie daje si¢ ztama¢ najgrozZniejsza bronia: analiza statystyczna, rozpracowujaca szybko
wszystkie szyfry polegajace na stalym przyporzadkowaniu litera-liczba. Autorzy tego szyfru
napisali (w Scientific American), ze sa niezbicie pewni, iz nikt nie potrafi odczytaé zaszyfrowanej
przez nich do samych siebie wiadomosci.

Tylko linijka

Jezeli mamy na kartce papieru narysowany okrag z zaznaczonym $rodkiem O, to mozemy bez
trudu sama linijka wpisa¢ w ten okrag kwadrat. Robi si¢ to w nastgpujacy sposob (rysunek
podziclilismy na dwa etapy): Prowadzimy dowolna $rednice. Jej kofice oznaczamy A i B.
Obieramy na okregu jeszcze jeden punkt I. Na prostej 2 przechodzacej przez 4 i I obieramy na
zewnatrz okregu punkt 3. Eaczymy I z B prosta 4, 3 z Bprosta 5i 3 z O prosta 6. Przez punkt 7
lezacy na prostych 4 i 6 prowadzimy prosta 8 do przecigcia z 5 w punkcie 9. Prosta 70 laczaca
1 i 9 przecina okrag w punkcie 1/. Przez Bi 11 prowadzimy prosta /2 do przecigcia z 2

w punkcie I3. Prosta 14 laczaca O i 13 przecina okrag w punktach C i D. Czworokat ACBD
jest kwadratem, co Czytelnik z latwoscia udowodni wykazujac, Ze prosta 10 jest rownolegla do
AB (pierwszy rysunek), za$ kat AOC jest prosty (drugi rysunek).

Péttora wieku temu Steiner wykazal, ze kazda konstrukcja wykonalna cyrklem i linijka jest
wykonalna sama linijka, o ile tylko mamy do dyspozycji (by¢ moze nawet do$¢ daleko, ale na
tej samej karcie) jeden narysowany okrag z zaznaczonym $rodkiem. Mozna sprobowaé dowiesé,
Ze tak jest w istocie, lub znaleZ¢ steinerowska konstrukgje dla jakiego$ wybranego zadania.
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Nobel dla pracowitych

W roku 1978 polowe nagrody Nobla w dziedzinie fizyki
przyznano dwu amerykariskim radioastronomom, Arno
Penziasowi i Robertowi Wilsonowi, za odkrycie reliktowego
promieniowania elektromagnetycznego, ktore powstalo we
wezesnych etapach ewolucji Wszechéwiata (por. B. Kuchowicz,
Delta 10/1976). Odkrycia tego dokonali oni zupelnie
przypadkowo podczas pracy o czysto inZynierskim charakterze.
Testowali mianowicie skonstruowana przez siebie antene
przeznaczong do telekomunikacji satelitarnej. Antena
przekazywala do aparatury odbiorczej sygnal nieco silniejszy niz
szum, ktorego nalezalo oczekiwa¢ wskutek ruchéw cieplnych
atomow w materialach konstrukcyjnych. Mimo Ze 6w
dodatkowy szum by! bardzo staby i aparatura mogla z
powodzeniem pracowac, Penzias i Wilson postanowili znaleé
jego przyczyne. Potrzeba bylo wicle pracy, zanim upewnili sig, ze
Zrodlem szumu nie jest defekt aparatury, i stwierdzili, ze
odbieraja sygnaly docierajace do Ziemi z przestrzeni.

Odkrycie warte najwyzszej nagrody naukowej przyniosia im
wigc staranno$¢ i sumienno$¢ w pracy. I jeszcze cos: zaufanie do
starannosci i sumiennosci wszystkich innych ludzi, ktoérzy
pracowali przy budowie elementdw ich aparatury. Mogli
przeciez powiedzieé: dajmy sobie spokj, ten szum w niczym
nam nie przeszkadza. Mogli tez pomysleé: znowu ktos cos
spartaczyl, co$ Zle kontaktuje w aparaturze, nie zawracajmy
sobie glowy, bo ten defekt moze kryé sie wszedzie i ming lata
Zanim go znajdziemy.

Jednak ufali w uczciwa prace innych i cheieli swoja prace
wykona¢ do kofica solidnie. Nie my$lac przy tym o nagrodzie
Nobla.

A czy Ty, Czytelniku, mialby$ takie zaufanie?

Rozcinanie wstegi Mdbiusa

Wstega Mobiusa p je, gdy p katny (najlepiej dosé diugi) pasek

papieru skleimy tak, ze przedtem obrécimy jeden ze sklejanych koficéw o 180°,
Ta powierzchnia ma tylko jedna strong, choé powstala z dwustronnej kartki
papieru. Jej brzeg tez jest jedng liniag — a nie dwiema, jak prostej wstegi.
Nazwijmy rozcigcie wstegi Mbiusa poprzecznym, jezeli zaczyna sie ono

i koficzy na jej brzegu. Na rysunku widzimy dwa cigcia poprzeczne x — x*

i x — x”. Pierwsze z nich odcina od wstegi zakreskowany kawalek, drugie czyni
tylko ze wstegi pasek.

Odsuwajmy teraz punkt x' od punktu x. Zajdziemy wreszcie i do punktu x* —
poniewai brzeg naszej wstegi jest jedng linig. A od jakiego momentu

rozcigcie ¥ — x° przestanie rozcinaé wstege nasza na dwie czedci? Ktéry punkt
bedzie ,,graniczny”? Nie widaé tadnego naturalnego kandydata!

Jui chwytacie za nozyczki? E, tak to nie sztuka!

@&

Krzywa podloga

Jak to, byé moze, jest znane Czytelnikom z praktyki, kwadratowy stét

mozemy ustawi¢ na dowolnym miejscu nieréwnej podlogi tak, aby sie nie
chwial — aby tylko nogi mialy réwne dlugosci. Istotnie, przypusémy, e koniec
nogi A nie dotyka podlogi. Wyobrazmy sobie teraz, z& przy obracaniu stolu

o kat 90° wzgledem srodka, nogi B, C, D slizgajg sie caly czas po podiodze
(przez 3 punkty zawsze przechodzi plaszczyzna). Poniewaz po tym obrocie
noga A zajmie miejsce nogi B, noga B — miejsce C itd., zauwazymy latwo, ze
po tym obrocie noga 4 musialaby si¢ znale#é pod powierzchnia podlogi. Wobec
tego gdzies ,,po drodze” bylo miejsce, w ktérym noga 4 spoczela na

podiodze, czyli caly sté1 stal pewnie.

Srodki
Na prostej a obierzmy trzy punkty A4;, A2, 4;. Nastepnie na jakiej$ innej
prostej b trzy punkty By, Ba, Bj takie, e Ay 4y = BBy (I,j = 1, 2, 3). Niech

teraz Cy bedzie §rodkiem A; B; (i = 1, 2, 3). Okazuje sig, ze punkty C,, C3, Cs
leza na jednej prostej (moga tez byé wszystkie réwne).
Polecamy Czytelnikom dowdd powyz twierdzenia Hjelmsleva, ale mamy

tez wlasng sugestie: wystarczy wykazaé, e punkty 4;, 43, 4; mozna nalozyé
na punkty B,, B;, B3, wykonujgc pewns symetrie osiows i przesuwajac
réwnolegle do jej osi. Wtedy kazdy spostrzeze, 2 wlasnie na osi tej symetrii
le#g punkty Cy, C3, Cs.

Styl

Powiadaja, Ze szczgscie wyglada inaczej dla kazdego czlowieka,
Ze, innymi stowy, jeden ma temperament na bycie §w. Szymonem
Stupnikiem, drugi znéw sklania si¢ ku upodobaniom Lukullusa.
A niezaleZnie od wszystkiego ,,dac sig zasiekac¢” stanowi innego
rodzaju przyjemno$¢ niz spozycie porcji lodow.
I moze, jeéli mamy szacunek np. do niejakiego Einsteina, to za
rodzaj jego przyjemnosci po prostu.

*

Kiedy bylismy mlodzi (gdzies na poziomie ,,Swiata Przygéd”
mniej wiecej), dziwilo nas bardzo, Ze istnieja ludzie lubiacy
czytaé ksiazki bez mrozacej krew w Zylach fabuly. MySlelismy
sobie, Ze to okropnie nudne i glupie. Wcale nie wiedzielismy,
jakie okropnie nudne i glupie sq ksiazki o mrozacej krew

w zylach fabule, co dzi§ juz wiemy, a czego przewaznie jeszcze
nie wiedza nasze dzieci, ktore dziwia si¢ jw.

Po prostu kiedy$, kiedy budowalismy mosty, byla to tylko
Zabawa, a podstawialiSmy noge i dawali$my w ucho catkowicie
na serio.

Dzi§ zdarza sig, przynajmniej niektérym z nas, budowaé mosty
(calkowicie na serio), a jesli podstawiamy noge czy dajemy

w ucho — jest to raczej zabawa.

Czyli ze po prostu zmienil si¢ ulubiony bohater.



Lemniskata W%h-‘
Jeieli punkt wedruje po plaszczyinie tak, e w czasie tego ruchu iloczyn Weimy trzy cienkie sznurki réwnej dlugodci i przvmocujmy je z jednej
odleglosci tego punktu od dwéch lonych przed punktéw plaszczyzny [ strony (powiedzmy) do poreczy krzesla, a z drugiej przywigzmy coé
jest staly, to droga punktu jest krzywa zwana lemniskata (co po grecku znaczy 57 = takiego jak na rysunku.Bedziemy to nazywaé plakietka. Powinna
»wstegopodobna'’). Al B] C ona mie¢ strony w réznym kolorze. Przetykajac je migdzy sznurkami
No to nazwijmy n-lemniskatg krzywa zlozona z punkiéw, ktérych iloczyn otrzymujemy réine wezly. Mozemy przy tym albo staraé sig

dleglodci od przed wybranych punktéw Fy, ..., Fp jest staly. Takie zachowaé ja w nie zmienionym poloZeniu (stale pionowo,

lemniskaty majg catkiem réine ksztalty. Co wigcej, kazda krzywa zamknieta
jest ,,prawie lemniskatg™.

Dokiadniej, ma miej gpujace twierdzenie:

Dla kazidej dodatniej liczby « i dla kazdej krzywej zamknietej na plaszczy#nie
istnieje n-lemniskata odlegla od niej mniej niz o e.

(méwimy, ze dwie krzywe s3 odlegle od siebie o mniej niz e, jezeli jedna z nich
miesci si¢ calkowicie w pasku o szerokosci & wokoét drugiej).

Kto potrafi to udowodnié?

pomaraficzowy strona do nas, ostrzem w dél), badz zaplatywaé
wezel obracajac jg o 180° woké! gérnego brzegu (wtedy do nas
bedzie zwrécona druga jej strona).

Zaplaczmy wigc nasze sznurki i starajmy sig rozplatadé wezel,
Oczywiicie w tym celu wystarczy operacje suplania wykonywaé

po prostu w odwrotnej kolejnosci. A moie moina rozplataé wezet
nie wyjmujac makietki z plaszezyzny — czyli wykonujac tylko ruchy
pierwszego z opisanych typéw? Niestety nie. Nie mozna juz tego
zrobi¢ np. z wezlem powstalym przez obrécenie plakietki w przéd
migdzy sznurkami B i C. Ale jezeli zaplaczemy go jeszcze raz,
obracajac plakietke migdzy dwoma innymi sznurkami — dostaniemy
wezel mozliwy do rozsuplania za pomoca tylko poziomych ruchdéw
plakietki. Nie tak trudno sig o tym przekonaé. Znacznie trudniej
odkryé ogdlne twierdzenie: jakie wezly dadza sie rozplataé¢ w ten
sposdb? Oto twierdzenie, udowodnione przez wspélczesnego
matematyka, Emila Artina: Wezel moina rozplataé bez obracania
plakietki wtedy i tylko wiedy, gdy przy jego wigzaniu plakietke
obrdcono parzysiq liczbe razy.

Dowdd jest weale nielatwy, a wykorzystuje bardzo obficie (wladciwie
wylacznie) teorig grup. Bo przeciez takie wezly tworzg grupe — ze
wzgledu na operacje ,,suplania™. Co dzi$ abstrakeyjne, jutro moze
znalei¢ si¢ w dziale ,,zastosowania”.

6-lemniskata

%ﬁmﬂﬁf k?.l'!ibh(;:;zywamy ja sfera) pokrytej wlosami nie mozna gladko
Trudno si¢ domys$li¢ EERSE Tyis oyt S Rl
jak wyglada p:):le magnetyczne pochodzace od monopola (mono —
jedno, polus — biegun) magnetycznego, tym bardziej, ze ogdlna

Kbl AN
g g b o v i St L i i Al IE
opinia skiania si¢ ku przekonaniu, iZ monopole nie istnieja 3 \‘: f !:,‘; < s F,’r:\ O \:‘,“\ Vorls,
. . . T - 2 ~ F V7 77
(w Delcie 4/1974 opisaliémy ich odkrycie, ale byt to zart SN r e P ATy SOSVER S
e as 7 i - - LY P etia . - . - i VT
primaaprilisowy). Mozna oczywiscie probowaé to wydedukowad .."..“:"'}"‘ ::-‘; i :,;’-:‘-.f -f:;,\-';; e =T -:: *:—:: ey
. 3 S i S (54 = ey ~a=
Ze Znanego wygladu pola magnetycznego dipola (di — dwu) 4 ’:»"r:" ‘\": < ™3 \“\‘;:J VAL = ‘31:\\‘"\ e
- - A = = s N
lub — przez analogi¢ — sadzié, ze jest ono takie, jak pole A .,“‘ Tan w \:l:“‘:' ‘ Y t:\“
. = M0
elektrostatyczne naelektryzowanej kulki. ! d . £k
Daleko lepiej jednak sprawdzié¢ to do$wiadczalnie. Jak wiadomo e - -
y 4 »Jysinka ,.zalamanie ,,czubek
z lektur o todziach podwodnych, stalowa puszka ,,ekranuje” e
- A, - ‘-"
pole magnetyczne. Skoro tak, to dysponujac magnesem 2oy ‘:‘;‘;: =
oo : N : PR, SIS W
sztabkowym, pewng iloscia opilkéw Zelaznych i zamykana FETR A iy
; : : ; L : M A LN U
puszka mozemy obejrze¢ interesujace nas zjawisko. Wycinamy A L j: "' b ': .
. Rt 1 . 1 1 e 4
mianowicie w pokrywce puszki otwor akurat na nasz magnes, fub ,,wicherek”, ‘\‘: S g 144
54 fooers 3 e
wstawiajac magnes w 6w otwor i zamykajac puszke... No A '4,”
g e e ol
w‘?sme' ”Wy'szedl zam n:l?nOPOI‘ czy nie? Przy pomocy Co ciekawsze, osobliwosci takie nie moga wystapi¢ samotnie: liczba ,,lysinek” +
opitkow da sig to sprawdzic. liczba , czubkéw + liczba ,,wicherkéw” = liczba ,,zalamas”,

Ponadto liczba ,,wicherkéw”™ musi byé parzysta. Mozna wprawdzie uczesaé

naszg sferg gladko poza jednym punktem, w ktérym bedzie

»Wicherek
podwéiny”, - :\:“11 179 ~=~

i A
dwa , wicherki T o -
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A - R ey
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ey aty ,‘,llxluﬁx“‘," b B o g, bysinke”
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‘AR Ly T, b QS SsacTl,rr
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NS Ly - D - 1:\\\“ .,czubek”,
W tekturce wycinamy otwor na puszke i wystajaca czedé
magnesu. Na tekturce rozsypujemy opilki. I lekko potrzasamy. PS5, W kaidej chwili s3 na Ziemi dwa miejsca, gdzie nie wieje wiatr.
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Zamknigta droga konia szachowego na
trzydziestopolowe) szachownicy

Rozwigzanie zadania M 214

Na krzywej K moznz latwo opisaé prostokat
o dwéch bokach réwnoleglych do

dowolnej prostej p:

i <o

p
C
o, e
Cp
p
4

Ba

Bp

q

/

Latwo zauwaly¢, e wymiary tego prostokata
zaleza w sposéb cigely od kierunku tej

prostej: gdy prosta g tworzy maly kat z p,
wymiary prostokatéw 4pBpCpDpi AgBgCqDy
niewiele si¢ réznia. Zauwazmy teraz, e gdy
prosta r jest prostopadia do p, to :
AeBrCrDr = BpCpDp Ay : zamienilismy tylko
boki prostokata. Jezeli wiec ApB, > BpCp,

to Ar By < By Cr i pomiedzy kierunkami
prostych p i r znajdzie sig kierunek s taki, ze
Az B3 Cy Dy jest kwadratem, (Patrz
niwierdzenie o kiwajacym sig stole™).

Szachy

W konicu ubiegtego i na poczatku obecnego wieku niezmiernie modne byly tak zwane zadania
konikowe. Polegaly one na tym, by ruchem konika szachowego obiec wszystkie pola szachownicy
i ewentualnie w ostatnim skoku powroéci¢ na pole wyjsciowe. Zagadnieniami skokow konika po
szachownicy zajmowalo si¢ bardzo wielu matematykow (najgruntowniejsze sa wyniki stawnego
Eulera) i amatorow (spoéréd tych ostatnich najwieksza stawe zdobyl Wenzelides — emerytowany
urzednik kolejowy na Morawach w polowie ubieglego wieku). Dopiero jednak niedawno

(w 1978 roku) pojawila si¢ pierwsza praca zawierajaca komrletne rozwiazanie problemu: czy
pola dowolnej szachownicy prostokatnej mozna obzjs¢ ruchem konika? Kiedy mozna znaleé
taka droge, by z ostatniego pola przeskoczy¢ z powrotem na pierwsze? Oto owo proste

w sformulowaniu, a nietatwe do wykazania

Twierdzenie: Jezeli obie liczby m, n sq co najmniej réwrte 5, to szachownice o rozmiarach mxn
mozna obej$¢ ruchem konika. Jezeli liczha pdl szachownicy jest parzysta, to mozna znaleZé rakq
droge by z ostatniego pola dalo sie przeskoczyé na pierwsze.

Zauwazmy, Ze jezeli liczba pdl szachownicy jest nieparzysta, to na pewno nie mozna znalezé
zamknietej drogi konikowej. A to dlatego, ze przy kazdym ruchu kon zmienia kolor pola ...
Na tych, ktorzy by jeszcze chcieli skakaé konikiem po szachownicy, czeka wiele nie
rozwigzanych zagadnien. Fuler, Wenzelides i inni, mniej znani, prébowali zbudowaé konikowe
kwadraty magiczne, tj. tak ponumerowac pola szachownicy kolejnymi liczbami ruchem konika,
by utworzyt si¢ kwadrat magiczny. Szybko zbudowano kwadraty pdlmagiczne (w nich suma
liczb na przekatnych rozni sig od sumy liczb w rzedach). Wykazano, Ze na niektorych innych
szachownicach mozna zbudowa¢ pelny kwadrat magiczny (16 x 16, 20x 20, 24 x 24, 32x 32) i Ze
na pozostaltych mniejszych od 36 nie mozna — z wyjatkiem wlasnie zwyklej szachownicy 8 x 8.
O niej w tej materii nic nie wiadomo. Na razie nie pomagaja ani bystre umysly, ani szvbkie
maszyny. Konikowy kwadrat magiczny na szachownicy 8 x 8 nie chce wyjéé.

Pochwatla niescistosci

Sciste prawa fizyki sa w gruncie rzeczy nic niewarte. Co z tego, ze potrafimy $cisle opisaé
oddzialywanie grawitacyine dwu czastek, skoro kazdy realny uklad grawitacyjny sklada sie z wielu
cial. Co z tego, Ze mamy $cisle rozwigzania réwnan Schrédingera i Diraca opisujace atom

2 jednym elektronem, skoro obiekty w praktyce najwazniejsze (np. krysztaly polprzewodnikow

czy rdzenie reaktorowe) skladaja si¢ z wielkich zespolow atomoéw wieloelektronowych, do ktoérych
opisu i tak trzeba tworzy¢ osobne formalizmy.

Scistos¢ wodzi nas nawet na manowce. Na przykiad rozszerzanie sic Wszechéwiata jest opisywane
prostym, Scistym rozwigzaniem rownan pola grawitacyjnego, ktore jednak otrzymuje si¢ przy
zaloZeniu, ze Wszech$wiat jest sferycznie symetryczny i jednorodny. Fakt, Ze obserwacje
astronomiczne potwierdzaja rozszerzanie si¢ Wszech$wiata, i to w sposob w przyblizeniu zgodny
Z owym rozwiazaniem, niektorzy ludzie przyjmuja jako dowéd, ze nasz Wszechswiat jest i zawsze
by! jednorodny i sferycznie symetryczny. W modelu takim nie mozna jednak opisa¢ np. tworzenia
si¢ galaktyk, ktore przeciez istnieja. Aby stworzy¢ opis uwzgledniajacy ten fakt, trzeba odstapi¢
od upraszczajacych zalozen, czyli w rezultacie przej§é do opisu przyblizonego, nieécistego.
Wigksza warto$¢ ma opis teoretyczny nakierowany wprost na wyjasnienie zjawisk przyrody

w calej ich zloZonosci, nawet jesli jest on oparty o niedokladne i nickompletne dane o elementach
skladowych poszczegdlnych procesdw. Na przyklad na podstawie przyblizonych (uzyskanych
przez ekstrapolacje z bezposrednich pomiaréw) danych dotyczacych wydajnosci poszczegdlnych
reakcji migdzy czastkami elementarnymi (przy réinych temperaturach i gestoéciach materii) udalo
si¢ odtworzy¢ w ogdlnych zarysach proces powstawania wszystkich pierwiastkéw ciezszych od
wodoru. Rachunki, prowadzone na komputerach, wykazaly, 7e w pierwszych fazach rozszerzania
si¢ Wszechswiata moga praktycznie powstaé tylko jadra trzech najlzejszych pierwiastkéw: wodoru,
helu i litu oraz ich izotopow. Po wytworzeniu litu temperatura materii jest juz zbyt niska, aby
reakcje mogly przebiega¢ dalej. Odkrycie to poczatkowo bardzo zmartwilo badaczy, potem jednak
okazato sig, ze produkcja jader cigzszych pierwiastkéw moze z powodzeniem odbywa¢é si¢ nieco
pozniej, we wnetrzach gwiazd, po ich utworzeniu. Testy obserwacyjne dostarczyly dalszych
dowodéw na taka ,,dwustopniowa” produkcj¢ pierwiastkoéw, Obliczenia, wykonywane caly czas

w oparciu o malo dokladne dane, pozwolily w rezultacie wyjasni¢ catkiem drobne nawet
wzniesienia i luki na krzywej obrazujacej zalezno$¢ rozpowszechnienia danego izotopu we
Wszechswiecie od jego liczby masowej.

Podobnymi metodami udato si¢ réwniez opisa¢ wiele skomplikowanych proceséw mechanicznych,
termodynamicznych i elektromagnetycznych zachodzacych we wnetrzach i na powierzchniach
gwiazd. Nad $cistymi réwnaniami opisujacymi te procesy siedzielibyémy pewnie do dzisiaj, ciagle
nic nie wiedzac, podczas gdy rachunki komputerowe pozwalaja nawet wyrobié sobie pewne
intuicyjne oczekiwania co do nowych wynikow.

W gruncie rzeczy nie rozumiem, po co ludzie mecza si¢ nad $cistym rozwigzywaniem rownar,
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Aby podnieéé kromke przyklejona maslem do
podiogi nalezy uzyé wigkszej sity niz wied
gdy kromka upadla sucha strong.
Podniesienie kromki w tym pierwszym
przypadku wigze si¢ zatem z wykonaniem
wiekszej pracy, a wigc — kromka
przyklejona maslem do podlogi ma niisza
energi¢. Jest to zatem stan bardziej
prawdopodobny, zgodnie z prawami f
statystycznej.

Podwdjne punkty

Jezeli punkty A4,, A,, ..., A, plaszczyzny sa polozone tak, ze zadne trzy z nich nie leza na jednej
linii prostej, to laczac 4, z A,, A, z A, itd., wreszcie 4, na powrét z 4, otrzymamy tamana
zamknigta. Moéwmy jednak na nig wielobok. Odcinki A; A, to jego boki.

Boki wielokata wypuklego spotykaja sie tylko w wierzchotkach, ale dla naszych wielobokéw tak
by¢ nie musi. Nazwiimy punktami osobliwymi wieloboku punkty przeciecia bokow.
Wierzcholkow nie zaliczamy do punktéw osobliwych, choé bez watpienia sa one pewnymi
punktami charakterystycznymi.

Tréjkat (nie moglem jako$ napisa¢ ,,tr6jbok”) nie moze micé punktéw osobliwych,

a czworobok moze mie¢ tylko jeden (albo weale). Umoéwimy sig rozwazac tylko osobliwosci
proste — tj. takie, w ktorych przecinaja si¢ tylko dwa boki. Osobliwo$é ,,wyZszego rodzaju”,
taka na przyklad jak na rysunku, mozna w pewnym sensie sprowadzi¢ do osobliwosci prostych,
lekko rozsuwajac wierzcholki naszego wieloboku. Zastgpujemy w ten sposdb osobliwy punkt —

k(k—1
k-krotny przez -—(-—i——)— prostych punktoéw osobliwych.

Pigcioboki mogg miec¢ 0, 1, 2, 3 lub 5 punktéw podwdjnych; a, o dziwo, nie moga mie¢ ich 4.

O Xvy A ¥y

Czy umiecie to wykaza¢? A moze ujmiecie rzecz ogoélniej i udowodnicie nastgpujace twierdzenie
Straszewicza:

: n(n—3
Wielobok o nieparzystej liczbie bokéw n moze posiadaé —(2—) osobliwosci prostych. Moze rez

mieé ich mniej, ale nie _n(r:z_.'i) —1. Wielobok ¢ parzystej liczbie bokdw n moze mieé M +1

punktéw osobliwych lub dowolng liczbe od niej mniejszq.

Sprobujcie narysowaé oémiobok o 16 punktach podwdjnych. Z pewnoscia nie uda sie to Wam

od razu.

WygladZmy teraz szpice przy wierzcholkach wielobokéw i zamierimy proste odcinki bokéw na

tagodne luki. Zrobmy to tak, by otrzymana krzywa miala ,,podobnie” rozmieszczone punkty

samoprzecigcia. Trudne twierdzenie analizy matematycznej glosi: mozna to zrobi¢ tak, by nasza
krzywa dalo sig¢ opisa¢ rownaniem wielomianowym f(x, y) = 0. Zwrot ,,mozna to zrobi¢” znaczy
tutaj tyle, Zze krzywymi o réwnaniach wielomianowych mozna nasz wielobok przybliza¢ z dowolng
dokladnoscia.

Powiemy, ze punkt samoprzecigcia krzywej jest punktem podwojnym, jezeli przechodza przez

niego tylko dwie ,,galezie” krzywej. Przez niewielka zmiang wielomianu opisujacego krzywa

mozemy zawsze wszystkie punkty samoprzecigcia zastapi¢ przez punkty podwojne. Mozemy takze
wygladzi¢ ostrza.

Rozpatrujmy zatem krzywa bez ,,ostrzy” i tylko z punktami podwéjnymi. Od czego zalezy liczba

punktow podwdjnych? g

OdpowiedZ: Od stopnia wielomianu opisujacego krzywa:

Jezeli f jest wielomianem stopnia n. to krzywa o réwnaniu f(x, y) = 0 nie moze mieé¢ wigcej niz
(n—1)(n—2)
ST punktéw podwdjnych.

(n—1)(n—2) n(n—13)

do
2

naprawde to nie umiemy poda¢ prostych i w miarg estetycznych warunkow, mowigcych, kiedy
wielomian opisuje krzywa o takiej a takiej liczbie takich a takich punktéw osobliwych. ,,Pol
biedy” dla wielomianéw (i krzywych) zespolonych. Geometria zespolonych tworéw

geometrycznych jest bardzo dobrze rozwinigta, mozna powiedzieé, ze dziedzina zespolona jest

bardziej odpowiednia dla uprawiania teorii zbiordéw algebraicznych; geometria rzeczywista jest
po prostu znacznie trudniejsza. A to dlatego, ze rOwnanie kwadratowe raz ma pierwiastki, raz
nie ma..., a woleliby$my, zeby si¢ zdecydowalo.

7

Ten wynik jakos$ laczy si¢ z poprzednim (jak si¢ ma ?) , ale tak



Utamki

W to, ze w znanej od dwu tysigcy lat g ii euklid ej mozna j
znalezé¢ trudne, nowe i cickawe twierdzenia, kazdy chyba uwierzy, Trudniej
uwierzy¢ w to, e co$ nieoczywistego moze by¢ w zakresie arytmetyki ulamkdw,
W kazdym razie coé, gdzie trudnoséci wykraczajg poza klopoty rachunkowe,
‘W 1816 roku geolog J. Farey odkryl i rozglosit cieckawg wlasnoéé ulamkow
o niewielkich mianownikach. Nie byl jej w stanie udowodni¢, ale choé
zwrbcono uwage, ze juz w 1802 roku dowéd byl opublikowany przez
C. Harosa, wspomniane ulamki tworza ciag nazywany ciggiem Fareya.
Cigg Fareya rzedu n (oznaczany przez Fp) to ustawiony rosnaco ciag
ulamkéw wlasciwych, ktérych mianowniki nie przekraczaja n. Na przyklad

1 1 . r 1 2" 1 3 2 3 4 8§
S R T R YL s DO T Rl R T
wyrazéw szeregu Fp rosnie szybko wraz z n (Czytelniku, jak?).
Fip2s ma 319765 wyrazdw.
Odkrycie Fareya mozna ujaé w postaci twierdsenia:

o

Jezeli v-:—. -Ev,—. -%;,— sq kolejnymi ulamkami Fareya (zapisanymi w postaci

nieskracalnej), ro

Fg sklada siez 0 1. Liczba

.

a at+a'’
B T b

Wydawane sg tablice ciagébw Fareya. S one pomocne, jezeli chcemy znaleié
dobre przyblizenie wymierne o mozliwie malym mianowniku liczby z przedzialu
(, 1).

S 2 3 4 5 4 6
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Ciag Fareya rzedu 7

Sruba

Jeieli jakikolwiek tréjwymiarowy przedmiot przeniesiemy w inne miejsce, to
istnieje taka $ruba, ze gdyby przedmiot nasz pr aé po jej gwincie, to
znalazlby sic w owym ,,innym miejscu” i tak wlasnie, jak to zrobilismy
poprzednio, polozony. Warto chyba poglowié si¢ nad dowodem tego
twierdzenia (dopuszczamy wérdd frub gwoidzie i ruby z przekreconym
gwintem). '

Ciekawe, ze dla plaszczyzny takiego uniwersalnego sposobu nie ma.

Wewnatrz, czy na zewnatrz

Czy punkt A znajduje si¢ wewnatrz, czy na zewnatrz krzywej zamknietej,
z ktérey widzimy tylko fr migdzy dwi prostymi réwnoleglymi?

i) i
ik

Jeden ze sposobdw stwierdzenia, Ze wewnatrz polega na poprowadzeniw
polprostej z A calej mieszczacej si¢ w danym pasie (a wigc rownoleglej do
brzegu). lloé¢ punktédw jej przeciecia z krzywa jest nieparzysta — gdyby byla
parzysta, (o punkt 4 lezalby na zewnatrz krzywej. Jest to wniosek z prostego
w dowodzie twierdsenia:

Dowolna prosta niestyczna do gladkiej krzywej zamknigtej przecina ja w
parzystej liczbie punktd

ol N\ - ¥ 7 |
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No, a punkt B? Sadzeg, Ze kazdy z Czytelnikow wykaze z latwoscia, ze

tytulowe pytanie nie ma tutaj sensu. Krzywa na tym rysunku nie jest
fragmentem krzywe] zamknietej.

Dokad dojdziemy idac na péinocno-zachéd?

Kto wierzy, ze Ziemia jest plaska odpowie od razu: do nikad (albo: do
nieskonczonosci, lub: do kraficéw, co tu na jedno wychodzi), bo bedziemy
poruszaé sie po linii prostej.

Na powierzchni kuli jest inaczej. Narysujmy na niej siatke geograficzng (moga
by¢ tylko poludniki) i wyruszamy z réwnika, z punktu o dlugosci geograficznej
A = 0. Lezy on gdzie§ w Zatoce Gwinejskiej. Pamigtajgc by trzymaé azymut
315 ladujemy w Afryce i rychlo opuszczamy jg kolo Dakaru. Przeplywamy
Atlantyk, zah y o Nowa Funlandig, i skrajem Labradoru trafiamy na
przyladek Foxe na Ziemi Baffina. Zostawiamy na pdlnocy biegun

magnetyczny, osiagamy Wyspe Ksigcia Patricka i wkraczamy do Basenu
Beauforta. Przekraczamy podwodny Grzebiet Mendelejewa, Basen Makarowa,
Grzbiet Lc va, Basen N drugi koniec ciggngcego sig pod
Biegunem Pélnocnym Grzbietu Mendelejewa, i potem znéw: Basen Makarowa,
Grzbiet & a, Basen N ... Krecimy si¢ wkolo bieguna, majac go
zawsze po prawej z przodu. Idziemy po krzywej zwanej loksodromg. Profesorowi
Tadeuszowi Trajdosowi zawdzigczamy zwrdcenie nam uwagi na bledy jakie
zawieral zamieszczony w Delcie 3/1979 rysunek tej krzywej. Dzigkujemy Mu,

a wlasciwy rysunek pokazujemy obok.

Ale czy po loksodromie dojdziemy do bieguna? W zasadzie nie, bo owija sig
ona wokdl niego nieskoriczenie wiele razy, chociaz ma skoriczong dlugosé
(og6lnie, gdy podrézujemy pod azymutem o, to dlugoéé loksodromy od réwnika
do bieguna jest réwna promieri kuli/cos«) i nasza stopa w korficu o biegun
zahaczy ... Siatke,,geograficzng” mozemy narysowaé na walcu i na stozku.

Jak tam si¢ podrdzuje ze stalym azymutem?

Wiele razy opisywaliémy torus (taks detke czy obwarzanek). Na nim tez mamy
potudniki i réwnolezniki, a wigc péinoc, poludnie i inne strony $wiata tez.
Kazdy punkt torusowy ma swojg dlugosé geograficzna 1 i szerokoéé ¢, a kazdej
parze katdw 4, ¢ z przedziatu [0, 360) albo (- 180, + 180] odpowiada tylko
jeden punkt (jakie punkty na Ziemi nie maja okreslonej diugosci geograficznej?).
Torus mozna rozcigé, inaé, chociaz nie bez znicksztalceri i przedstawic

w postaci prostokata, w ktdérym gorna podstawa jest sklejona z dolng, a lewy
bok z prawym. Wyruszamy z punktu 4 = 0, ¢ = 0 w kierunku ,,pn.-zach.”.
Gdy réwnik naszego torusa ma np. 12 jednostek dlugosci, a poludnik

4 — dojdziemy do punktu wyjscia dosé szybko. Ale gdy poludnik naszej
torusowej planety jest dlugi na pigé jednostek, odbedziemy diuga droge
ABCDEFGHIJKLMNOPQRA (Rysunek). A jak bedzie przy innych proporcjach
dlugoici? Zastandwmy sig teraz co bedzie gdy udamy si¢ w nasza podroz na
takim torusie, w ktorym diugosé réwnika jest niewspéimierna z dlugoscia
potudnika. Odpowiedzi latwo domysli¢ si¢ na podstawie rozwazan

z poprzedniego przypadku: do punktu wyjscia nigdy nie dojdziemy, jednak

co pewien czas bedziemy niemal ocieraé si¢ 0 niego i choéby$imy mieli jak
najmniejsze stopy, zawsze na niego wejdziemy — ale nigdy srodkiem stopy...
Krzywa, ktora opisuje naszg drogg nosi w jezyku rosyjskim wdzigczng

nazweg, ,ocbmotka” torusa i choé popieramy nazywanie wszystkiego po polsku,
to,,owijka" brzmi znacznie gorzej...

Czy pamigtacie, jak s owijane sznurkiem bombonierki z czekoladkami?

Loksodroma na powierzchni kuli W rzucie powierzchni kuli na plaszczyzng
styczng w biegunie loksodroma staje sig

spiralg logarytmiczng

Torus,

L o U \
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Prawdopodobiedstwo wystapienia
,,nieprawdopodobnego™ zjawiska w serii
obserwacji jest tym wigksze, im wigcej
pojedynczych aktéw obserwacji zawiera seria,
Kazdy odcinek czasu ¢; = (czas lotu
odwaznika, ktéry podskoczyl) mozna uwazaé
za akt obserwacji zjawiska podskoku, nawet
jesli nikt mu sie wtedy nie przygladal. Zatem,
im dluzej istnieje Wszechswiat, tym wigksze
jest prawdopodobiefistwo, ze odwaznik
gdzies kiedy$ podskoczyl.

Co si¢ nam mniej podoba?

Termodynamika fenomenologiczna stwierdza stanowczo, Ze pewne procesy nie moga nigdy
zachodzi¢. Na przyklad, cieply przedmiot zetknigty z zimniejszym nie moze od niego pobraé
Ciepta. Odwaznik postawiony na stole nie moze nagle ozigbi¢ si¢ i podskoczy¢ do gory,
zamieniajac zmagazynowane w sobie cieplo na energi¢ kinetyczng.

Fizyka statystyczna pozwala wyprowadzi¢ prawa termodynamiki fenomenologicznej

z kinematycznego opisu ruchu czastek, tworzacych ciala makroskopowe. Pozwala ona glebiej
zrozumie¢ prawa termodynamiki fenomenologicznej, lecz rownoczesnie kaze je wypowiadaé

w mniej kategorycznej formie. Wedlug niej, moga pojawiaé sie, z roznym od zera
prawdopodobienstwem, dowolnie duze fluktuacje wszystkich wielkosci termodynamicznych.

W szczegdblnosci, odwaznik moze podskoczy¢ do gory kosztem swej energii cieplnej, lecz
prawdopodobienistwo tego wydarzenia jest tak male, Ze od poczatku istnienia Wszech§wiata
uplynat jeszcze zbyt krotki czas, aby dalo si¢ ono zaobserwowac.

A jak bedzie w przysztosci?

Wedlug przyjetych dzi§ pogladow, Wszechéwiat rozpoczal swoje istnienie wielkim wybuchem
ok. 10'° lat temu i od tej pory systematycznie rozszerza si¢. Teoria wzglednosci pozwala zbudowaé
dwa rodzaje modeli rozszerzajacego si¢ Wszechéwiata. Pierwszy, zwany zamknigtym,
charakteryzuje si¢ tym, Ze cala fizyczna przestrzen ma skoriczong objgtos$é, zas jego rozszerzanie
si¢ Zostaje w pewnym momencie zatrzymane i zawarta w nim materia kurczy sie z powrotem,
pod wplywem sil grawitacyjnych, do malego, nadzwyczaj gestego i goracego obiektu. Drugi model,
Zwany otwartym, opisuje Wszechswiat nieskonczony przestrzennie i wiecznotrwaly.

Dokladno$¢ obserwacji astronomicznych jest, i pewnie dlugo jeszcze bedzie, zbyt mala na to,
aby mozna bylo wskazaé na jeden z tych dwu modeli jako jedyny wiasciwy. Moda astronomiczna
nakazuje wprawdzie mie¢ okreslone zdanie w tej sprawie, lecz poglad obowiazujacy zmienia sig
na przeciwny co kilka lat, a czasem nawet co kilka miesigcy. W tej sytuacji argumenty za jednym
lub drugim modelem musza odwolywac sie do filozofii, estetyki, ogdlnie uznawanych przesadow
i innych elementow myslenia niefizycznego.

Wszech$wiat zamknigty roztacza przed nami dos¢ ponury obraz przyszlosci: cala istniejaca
materia spali si¢ w ogniu wielkiej implozji, przy ktorej wybuch bomby jadrowej znaczy nicwiele
wiece] niZ strzat z korkowca. Nastapi to wprawdzie nie wczesniej niz za kilkadziesiat miliardow
lat, ale mimo wszystko nie wyglada przyjemnie.

Wszechswiat otwarty obiecuje nam nieograniczong przyszlos¢, lecz... wlasnie dlatego w pewnym
momencie stanie si¢ do$¢ stary na to, aby zaczely zachodzi¢ w nim wydarzenia zabronione przez
termodynamike¢ fenomenologiczng. Stojace spokojnie przedmioty beda nagle podskakiwac lub,
przesuwac sig, beda si¢ zdarza¢ wypadki oparzen zimna woda, wypadki samorzutnego
rozdzielenia herbaty na esencje i wode (jakaz to straszliwa perspektywa dla pracy urzedow

i placowek naukowych!).

No i wlasnie: ktora mozliwos¢ mniej si¢ nam podoba?

o
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Byly takie.czasy, kiedy nie znano jeszcze magnetofonow tasmowych, kasetowych, stereofonii

i temu podobnych szlagierow wspolczesnosci. I telewizji wtedy nie bylo, moi kochani, ani nawet
radia, bo byly to czasy tak dawne, ze mdj ojciec uchodzit wowczas za szczeniaka, ale i wtedy
byli oczywiscie na $wiecie wielbiciele nowoczesnosci, zwolennicy postepu, czyli innymi slowy ci,
co popychaja naprzod brylg swiata w tym najbardziej materialnym sensie, ktory kaze nam
obecnie zupehie inaczej przystrzyga¢ brode, niz to czyniono w XVII wieku.

Z najnowszych odkry¢ byly wtedy pianole, i to rozne, a najnowoczesniejsze funkcjonowaly na
tasmg papierowa, perforowana, nawijana na szpule. Otoz zyl wtedy w Warszawie pewien

czlowiek o tak nowoczesnych pogladach, tak wychylony w przod swoja plomienna dusza, tak
steskniony za tym, co przyniesie ludzkosci postep i czasy przyszle, iz wolal (jak twierdzil) obcowac
Ze sztukg w najbardziej bezposredni, najczystszy, najwznioslej wyabstrahowany sposob

i przepuszczajac przez palce zwoje owego dziurkowanego papieru doznawal najdoskonalszego
pojecia muzyki. Wolat to, niz nastawi¢ sobie pianole, bo postucha¢ pianoli moze kazdy,

z przeproszeniem, dureni i nawet nie wiadomo, co z tego rozumie.



Im mniej tym lepiej

Tak mozna by w skrocie opisa¢ zasade wlasciwa rozmaitym ukladom fizycznym, mianowicie
dazenie do minimum energii. Dlatego teZ pilka stacza si¢ po pochylosci, wahadlo beznadziejnie
stara sig zaja¢ najnizsze polozenie, woda splywa z gory na doél. Dazenie to jest tak przemozne,
ze wode¢ mozna latwo skloni¢, by, w celu osiagnigcia minimum energii

potencjalnej, poplynela do gory. Rzeczywidcie: tak wlasnie oproznia si¢ np. duze akwaria.

Do stojacego na stole akwarium (rybki wylowiliémy uprzednio i przenieélismy do

sloja) wkiadamy jeden koniec dlugiej gumowej rurki, zasysamy przez drugi koniec wode i gdy juz,
juz mieliby$my sig jej napié, kierujemy 6w drugi koniec do stojacego pod stolem wiadra. I woda
sama wycieka przez rurke, az akwarium si¢ oprozni.

Moze umiecie odpowiedzieé, skad woda wplywajaca do rurki w akwarium wie, ze

»»potem” bedzie miala niZsza energi¢ potencjalna? A jesli nie wie, to po co tam

wplywa? A moze musi?

Tréjkat Pascala

Gdy chcemy podnie$é a+ b do potegi, dajmy na to, sibdmej, korzystamy z tréjkata Pascala
(regula jego budowy jest: jedynki na bokach, a kazdy inny wyraz jest suma dwoch stojacych nad
nim). Potrzebne wspolczynniki znajdujemy w si6dmym (liczac wierzchotkowa jedynke za zerowy)
wierszu: 1,7, 21, 35, 35, 21, 7, 1. Piszemy zatem (a+5)7 = a7+ 7a%b+21a°b*+ 35a°h* +
+35a%b*+21a%b5+Tab® +b7.

| sumy dajq liczby Fibonacciego ]

v %%3//

sumy naprzemienne
i

réwne 0
!
—-—
—
wspolczynniki
rozwinigcia (x+1)"

:
g
@

wspolczynniki
rozwinigcia S,
(objatnienia w tekscie)

Czy jeszcze co$ mozemy zobaczy¢ w trojkacie Pascala? Drugi rzad ukoény zawiera (gdyby ktos
zapomnial) kolejne liczby naturalne, nastepny — kolejne liczby trojkatne (tj. takie, ze teg

ilos¢ jednakowych monet mozna ultozyé¢ w trojkat rownoboczny), dalszy — liczby tetraedralne
(moéwigce ile kul mozna ulozy¢ w czworoécienny sag tak, by wykorzystaé wszystkie). Nastepny
rzad uko$ny wypehiony jest przez liczby okreslajace ile czterowymiarowych kul mozna ustawié
W czterowymiarowy odpowiednik czworoscianu foremnego itd.

1 1
Te same liczby w rzedach uko$nych daja wspolczynniki rozwinieé —— N -(l—)—z— .na
—X x
sZeregi:
1

—— = 14x+x*+x34+ x4+ ., —— = 14+2x+3x2+4x3+ ...

1—x (1—x)*
zbiezne przy |x| < 1.
Centralna pionowa kolumna sklada si¢ z liczb 1, 2, 6, 20, ..., a szereg 1+2x+6x2+20x*+ ...

1
Jest rozwinigciem S; = (1 —4x)~/2 (gdy x| < ?). To moizna wykorzystaé do niektérych



Moina takze zobaczy¢ kolejne
wspolczynniki w wyrazeniach typu

- 1\ 1\*
x+—7= x+—) =7 x+—) +
X X X

g 1
& (x+ —~) —7 (x+ -—)

i =
(nalezy zsumowa¢ liczby potaczone
krotkimi strzatkami).
Jezeli w grze w tenisa reprezentujemy
nieco inny poziom niz nasz partner,
tak ze prawdopodobiernistwo
wygrania przez nas pitki wynosi p,
a przez partnerd q, to
prawdopodobienistwo, Ze wygramy
gema, jest rOwne

pqii
Py =p‘(1+4q+10q’+20 —-——) ,
1—2pg

a ze wygramy seta (Qg to 1—Py):
L — Pf(l+6Q.+ZIQ,’+56Q2+

Py Q5 )

12602 4252 "8
G 1-2P,0,

a co to ma wspolnego z trojkatem
Pascala — chyba wida¢. Wzor troche
si¢ zmieni ,,na korzys¢”, jezeli
umowimy sig, ze przy 6:6 obowigzuje
tie-break.

Rozwigzanie zadania M 215

Na poczatku zabawy suma liczb na
szchownicy wynosita 63, W jednym ruchu
S Emieniamy t¢ sume o0 (8—K) — k = 8 — 2k,
ieeli w wybranym wierszu lub kolumnie
bylo k jedynek, Widaé wigc, 2e suma ta
bedzie zawsze nieparzysta,

obliczeri. Biorac na przyklad x = 0,0001 mamy (0,9996)~ /2 = 1+ 20,0001 +6 - (0,0001)%+
+20- (0,0001)*+70 - (0,0001)*+ ...; inaczej

]/ s 100 . 1005t oy 0002000600200070

9996 14951 14-51

co daje ]/ 51 & 7,1414284285428499 ..., a to jest dokladne az do 16 miejsca po przecinku.
1

Nastepna pionowa kolumna sklada si¢ ze wspolczynnikéw rozwiniecia S, = yooes ((1—4x)~12—1),
X

nastepne kolejno S3, Si, Ss, ...,
gdzie
Sr+Spi1 = x 842,

Powyizsza zalezno$¢ przypomina nieco zwiazek miedzy wyrazami ciagu Fibonacciego. Zreszta
zwykly ciag Fibonacciego mozna tez ,,wydostaé¢” z trojkata Pascala, sumujac wyrazy wzdhz

lagodnie pochytych linii.

Te pochyle linie zawieraja rowniez wspolczynniki, jakie znajduja si¢ przy kolejnych potegach
sinro

C = 2cosa, gdy wyrazamy przez nie S, = ——— — nalezy tylko bra¢ znaki na przemian.
sina

Na przyklad §; = C, §; = C*—1, §5 = C*—3C?*+1, §;; = C'°—9C®+28C5—35C*+15C*—1.
Zacieniowany na rysunku wyznacznik jest rowny 1 (i jemu podobne tez). Maly wyznacznik
zakratkowany w prawej czgsci diagramu jest rowny 21 i wszystkie podobne wyznaczniki sa rowne
lewej dolnej liczbie. Kto chce mie¢ jeszcze inne desenie geometryczne, niech napisze trojkat
Pascala do dwudziestego — trzydziestego wiersza, zamaluje na czerwono liczby niepodzielne
przez 2 i spojrzy na to z daleka. Potem niepodzielne przez 3...
Wrocmy jeszeze na chwilg do siodmego wiersza trojkata Pascala. Wystepujace tam liczby
1, 21, 35 tworza ciag arytmetyczny. W catym (nieskoniczonym) trojkacie Pascala takich trojek
Jest nieskoficzenie wiele, wystgpuja one w kazdym k?—2 wierszu w kazdej polowee trojkata
po jednej. Pierwsze trzy z nich to
7, 21, 35
1001, 2002, 3003 w rozwinieciu (a+ 5)'4,

490314, 817190, 1144066 w rozwinigciu (a+ b)*3.
Ciagbéw geometrycznych w trojkacie Pascala (dokladniej: w jego wierszach) nie ma.
Sposrod roznych uogolnien tréjkata Pascala najbardziej narzucajace sig jest takie: niech kazda
liczba w trojkacie bedzie rowna sumie trzech stojacych najblizej nad nia. Boki tréjkata znow
niech si¢ skladajg z jedynek:

....
S
—
=]
—

1 6 20 50 90 126 9% 126 90 50 20 T |
1 7 27 176 160 266 357 393 357 266 160 76 27 -7 1

Ile tu moina ciekawych rzeczy zobaczyé — pozostawiamy juz chetnym Czytelnikom. My
podamy tylko jedng obserwacj¢. Umies¢my nasz trojkat (ile go si¢ zmiesci) na szachownicy tak,
by wierzcholek znalazl si¢ np. na polu el. Postawmy na tym polu kréla. Na ile sposobow

moze on dosta¢ si¢ najszybeiej do innego pola? Wlasnie na tyle, jaka liczba stoi na tym polu.

Pochwala umiarkowania

Sciste podejécie do zjawisk przyrody ma swoje wady, i ma je rowniez podejécie ,,praktyczne”.
Podejicia te maja jednak zalety, ktore uzupelniaja si¢ nawzajem. Pierwsze, je§li prowadzi do
konkretnych rozwigzafi, pozwala nam wnikna¢ w przyczynowo-skutkowe faricuchy procesow,
drugie — pozwala uzyskiwac iloéciowe wyniki opisujace zjawiska, ktorych szczegblowego
przebiegu nie rozumiemy i w stosunku do ktérych pierwsze podejscie jest bezsilne. Na wiedze
fizyczng skladaja si¢ rezultaty uzyskane obydwoma sposobami. Bylaby ona znacznie ubozsza,
gdyby ja pozbawié ktoregokolwiek z tych skiadnikow. Styl pracy badacza jest jego cecha
indywidualna, ktorej modyfikowanie na sile moze da¢ fatalne skutki. Jesli kto§ okazal sig
utalentowanym tworca Scistych teorii, to weale z tego nie wynika, ze uzyskiwalby wartosciowe
wyniki, gdyby go zapedzi¢ przemoca do roboty heurystyczno-komputerowej, i vice versa.

Co stad wynika? W zasadzie banal: szanujmy cudzg prace. Niestety, banal ten trzeba czasem
przypominad. ..



Okregi dziewieciu punktow

Opiszmy na trojkacie, dowolnym zreszta, okrag i wybierzmy
punkt p na tym okregu. Nietrudno wykazaé, e rzuty punktu p
na wszystkie trzy boki trojkata lub ich przedtuzenia sa
wspolliniowe. Przechodzaca przez nie prosta nazywa sig linig
Simsona, a punkt p — jej biegunem.

Rozpatrzmy teraz cztery dowolne proste (byle zadne dwie nie
byly réwnolegte) 1, I, I3, l5. Srodki Oy, O,, O3, O, okregow
opisanych na czterech trojkatach T, T2, T5i Ta

utworzonych przez te proste leza zawsze na okregu. Nazwijmy go
okregiem Srodkow.

Wszystkie cztery okregi opisane maja punkt wspolny M i lezy on
na okregu srodkow. Pozostale punkty przeciecia okregow
opisanych na Ty, T3, Ts i Ty z okregiem $rodkow (oznaczmy
je przez Ny, N,, N3, Na) sa takze pewnymi punktami
charakterystycznymi trojkatow T, Tz, Ts, Ta. Sa mianowicie
biegunami linii Simsona tych tréjkatéw rownoleglych do
pozostalych prostych sposréd /y, 15, I3, I.. Okrag srodkow
mozna by nazwac ,,okregiem dziewieciu punktow”, gdyby nie
to, Ze nazwa ta jest juz zwyczajowo uzywana dla innego okregu,
zawierajgcego dziewie¢ innych specjalnych punktow trojkata (rysunek).
Dowody, ze odpowiednie punkty rzeczywiscie leza na okregu,
stanowia tak zwane ,,dobre ¢wiczenie” — co znaczy, ze sa
wystarczajaco trudne.

A teraz wpiszmy w okrag dowolny czworokat ABCD i

narysujmy okregi ,,dziewieciu punktow” czterech trojkatow

ABC, ACD, BCD i ABD. Nie do$¢, Ze maja one ten sam

promien, to jeszcze przecinaja si¢ w jednym punkcie, a ich

$rodki znéw leza na okregu..

»».Klasyczny” okrag 9 punktéw przechodzi
przez spodki wysokodci tréjkata, érodki
sokéw i srodki odcinkéw wysokosci (od
wierzcholkéw do punktu przecigcia)

A
/
((/

Linia Simsona o biegunie p

Okrag $rodkéw (zaznaczona tylko jedna linia Simsona)

Jak na obrazku

Wspolczesnie dla Europejczyka poznaé oznacza zobaczyé, przy
czym przedmiotem ogledzin nie musi by¢ rzeczywisty obiekt,
wystarczy nam fotografia, film, obraz, rysunek. Zawierzamy bez
ZastrzeZen tym wyobrazeniom, czerpiac z nich wiele
pozaplastycznych informacji. Tory czastek elementarnych,
rekonstrukcje gadow kopalnych, a wreszcie to, co jeszcze nie
poznane i to, co niepoznawalne.

Smier¢ jest niewiasta z kosa, jest to oczywiste nawet dla tych,
ktorzy rozumieja zwiazek tej postaci z osoba Kronosa, ktory,
Jjak wiadomo, nie byl niewiasta, nawet dla tych, ktérzy kose
widzieli tylko jako rekwizyt §mierci.

Madonna ma rozne oblicza, a ta dowolnoéé i nieobliczalna
nieodpowiedzialno§é tworcy pod tym wzgledem daje nam pojecie
0 nieograniczonosci rzeczy $wigtych, co§ z wabigcej ucieczki
wszechobecnego bostwa ukazujacego si¢ nam w coraz to innym
aspekcie, coraz to innym przejawie.

Daleko nam do obrazoburstwa, a ornament nie jest Zadng
propozycja. Tym ciekawsze wigc, Ze tyle plécien abstrakcyjnych
Zaludnia nasze sale i salony. Moze jest to przejaw zmeczenia?
Finatl to czy antrakt? Nie zartujmy ze spraw powaznych. Wiele
0s6b ,,pamigta” generala de Gaulle’a i wielu ludzi ,,wie”, kto to
jest Louis de Funes, ,,w tym samym czasie”, w ktéryr: nie
potrafi odpowiedzie¢, jaki obraz wisi w holu instytucji, w ktorej
pracuja — czerwony jest raczej czy niebieski.

Po prostu nie wszystkie rzeczy sq jednakowo waine.



O grach i strategiach zwycigskich

Kazdy, kto grywal w szachy czy warcaby, wie, Ze pozycj¢ nazywamy wygrang dla jednego

Z graczy, jeéli ma on plan gry, ktory bez wzgledu na wysitki przeciwnika prowadzi do
zwycigstwa. Taki plan nazywamy strategia zwycigska.

Saq gry, w ktorych juz pozycja poczatkowa jest wygrana dla jednego z partnerow. Tak jest

np. w grze w wilka i owce, gdzie owce maja od poczatku strategi¢ zwycigskg. W szachach ani

w warcabach nie jest znana zadna strategia zwycigska w pozycji wyjsciowej i dzigki temu obie te
gry sa nadal interesujace.

Ponizej opiszemy pewien rodzaj matematycznych gier dwuosobowych i na ich przykladzie
sprecyzujemy pojecie strategii zwycieskiej. Wymyélili je polscy matematycy: S. Banach

i St. Mazur.

Gra toczy si¢ na odcinku <0, 1>, w ktoérym gracze, zanim siedli do gry, wybrali pewien
podzbior 4. W pierwszym ruchu gracz I wybiera dowolny odcinek I, , zawarty w <0, 1), gracz Il
odcinek I, < I, i w dalszym ciggu gracze wybieraja na przemian coraz to mniejsze odcinki.
Partia trwa nieskoniczenie dlugo i w jej wyniku powstaje nieskonficzony, malejacy ciag odcinkow
I, = I, @ .... Jesli zbiér A zawiera przynajmniej jeden punkt z czesci wspolnej wszystkich
zbiorow I,, wygrywa gracz I, w przeciwnym razie zwycigzca zostaje II.

Strategia zwycigska (np. dla gracza IT) ma by¢ przepisem mowigcym, jak wykona¢ ruch zgodny
z regulami gry w kazdej chwili, gdy kolej przypada na gracza II, i to tak, by zapewni¢ wygrana.
Gracz II wybiera odcinki o numerach parzystych. Strategia zwycigska dla II jest to wigc funkcja
5 0 nastepujacych wilasnosciach:

1. kazdemu ciagowi odcinkow takich, ze <0, 1> > I, > ... > I, przyporzadkowuje odcinek
J=s(l;, ..., Lxs,) taki, ze J < Ly, (zapewnili$my zgodno$¢ z regutami),

2. dla dowolnego ciagu odcinkow Iy, Is, Is, ... takiego, ze I; < s(Iy), Is <

= s(1;, (1)), I5, s(,, s(I,), I3)) itd., zbior A jest rozlaczny z czescia wspblna odcinkow Iy, s(Iy), I,
s(Iy, s(I)), I3), Is, s(I1, s(11), I, s(I;, s(I,), I1), Is) itd. (ten warunek zapewnia, Ze II gracz
wygrywa stosujac strategi¢ s, gdy jego przeciwnik wybiera kolejno Iy, I5, Is itd.).

Analogicznie definiuje sig strategie zwycigska gracza I.

Oczywiscie graczowi II latwiej grad, gdy zbior A jest ,,maly”, bo moze go latwiej oming¢.
Nietrudno znaleZ¢ strategie zwycieska dla IT, gdy A jest np. nieskorficzonym ciagiem (a,, a2, ...).
(Jaka to strategia?). Gdy zbidr A jest ,,duzy”, przewaga jest po stronie gracza I. Mozna wykaza¢,
Ze jeSli A jest zbiorem liczb niewymiernych z przedziatu <0, 1>, to I ma strategi¢ zwycigska.

Dla obszernej rodziny zbioréw A o regularnej budowie (nie bedziemy wnika¢ w sens tych stow),
ktorys z graczy — czasem I, czasem II — ma strategi¢ zwycigska. Mozna jednak udowodni¢
istnienie zbioru — cho¢ nie jest to takie latwe — dla ktorego zaden z graczy nie ma takiej
strategii. Gra jest wowczas szczegOlnie ciekawa, bo nabiera sensu wartosSciowanie ruchow (silny,
staby, zupeie zly).

A jaki bedzie wynik partii, gdy obaj gracze graja najlepiej jak moga (jesli rzeczywiscie moga).
Bo remisu przeciez w tej grze nie ma... .

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 214. Wykazaé, ze na kazdej krzywej zamknietej mozna opisa¢ kwadrat.

Rozwiazanie na str. 6

M 215. Na jednym z p6l szachownicy 8 x 8 wpisano 0, na pozostalych — jedynki. W jednym
,»-ruchu” mozemy wybra¢ wiersz lub kolumng i zamieni¢ w tym wierszu lub kolumnie zera na
jedynki i odwrotnie. Pokazaé, Ze nie mozemy w ten sposob otrzymac samych jedynek.
Rozwiazanie na str. 11

M 216. Brzegiem ,,zwyklego” plata powierzchni jest suma niezawegzlonych krzywych
zamknietych.

Czy moga by¢ brzegiem plata

a) krzywa zamknigta zawgZlona?

b) dwa zawezlone okregi?

Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Andrzej KRASINSKI

F 72. Dlaczego upuszczona kromka chleba z mastem czgdciej upada streng posmarowana
w dot?
Rozwigzanie na str. 7
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Scislej — jest tak, gdy o ile krzvwizna

i skrecenie sa w pewnym przedziale
rownoczeénie rowne 0, to sa stale.
Odpowiada to niezawieraniu przez krzywa
odcinkéw — chyba ze jest prosta.

Wykreslanki

I. Napiszmy ciag:

2,4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, ...

czyli po prostu kolejne liczby parzyste. Usufimy co czwarta liczbe:

2,4,6, 10, 12, 14, 18, 20, 22, 26, 28, 30, 34, ...

a nastepnie utworzmy ciag sum kolejnych wyrazéw: 2, 2+4, 2+4+6 itd.:

2, 6,12, 22, 34, 48, 66, 86, 108, 134, ...

Z tego ciggu usunmy co trzecia liczbe:

2, 6, 22, 34, 66, 86, 134, 162, ...

i znoéw utwoérzmy sumy cze$ciowe: 2, 2+6, 2+ 6+22 itd.:

2, 8, 30, 64, 130, 216, 350, 512, ...

a teraz usuimy co drugg liczbe:

8, 64, 216, 512, ...

Dostajemy, jak widaé, szesciany kolejnych liczb parzystych. Dlaczego? A moze na dalszych
miejscach juz tak nie bedzie? A jak otrzymaé w ten spos6b szeéciany liczb nieparzystych?
II. Podzielmy ciag kolejnych liczb naturalnych na grupy, zaliczajac do n-tej grupy » kolejnych
liczb:

L 2,34, 56,'77,8,910°" 11.:12:13:14, 15, ...

Usutfimy co druga taka grupe:

1, = 4.5, 6; ¥11,12,:13,:14, 15, 22.23.24.95 26,27, 28....

i obliczmy sumy liczb w kolejnych grupach:

15718 %68, - 1754,

Utwérzmy teraz ciag sum czefciowych 1, 1+15, 1+15+65, ...

15" k6; Bl = 256. ..:

Jak wida¢, otrzymali$my ciag czwartych poteg kolejnych liczb naturalnych. A moze dalej tak
nie bedzie?

A jak w podobny sposob dojéé np. do piatych poteg?

O wyginaniu drutu 3

Kazdy zauwazyt, ze chcac wygiaé¢ drut tak, aby miat zadany ksztalt, mozemy kolejno nadawaé mu
ten ksztalt ,,punkt po punkcie”. Tak np. prostujemy drut, robimy z niego okrag, nadajemy mu
ksztalt inicjalu, powiedzmy.

Drut jest do§¢ dobrym przyblizeniem krzywej. PowyZsze zas spostrzezenie (po uscisleniu) nosi
nazwe twierdzenia Freneta. A usci§lenie zostalo w matematyce (dokladniej: geometrii
réiniczkowej krzywych) przeprowadzone tak:

Ustalono spos6b mierzenia, na ile dana krzywa odbiega od prostej. Tak uzyskang wielko$é
nazwano krzywizng. Oblicza si¢ krzywizne do§¢ skomplikowanie, ale porownywaé krzywizny
mozna fatwo ,,na oko” — im wigksza krzywizna, tym bardziej musieliby$my krzywa (drut)
rozgina¢, aby go w tym miejscu wyprostowaé. A wigc np. okrag ma w kazdym punkcie taka
samg krzywizne.

Krzywa (drut) nie zawsze da si¢ polozy¢ na plaszczyZnie. Wiclko$¢ okreslajaca, na ile krzywa
jest w danym punkcie ,,nieplaska”, nazywa si¢ skrecentiem. Znéw obliczyé trudno, a poréwnywaé
tatwo.

Gdy ustalimy jako$ (byle jak) punkt zerowy i kierunek poruszania si¢ po krzywej (drucie), mamy
do dyspozycji dwie funkcje dlugosci krzywej (drutu): z plusem do przodu i minusem do tylu —
krzywizng i skrecenie. Twierdzenie Freneta orzeka, Ze te dwie funkcje okreslaja jednoznacznie
ksztalt krzywej.

Zastosujemy to twierdzenie do znalezienia odpowiedzi na pytanie, jakie krzywe élizgaja si¢ po
sobie. Tu Czytelnik moze przestaé czytaé, by samemu znalez¢ odpowiedZ, a potem poréwnaé

z nasz3. Krzywa (drut) moze §lizga¢ si¢ po sobie, jedli jest w kazdym punkcie taka sama. Czyli
jedli ma w kazdym punkcie taka samg krzywizng i takie samo (cho¢ moze rozne od krzywizny)
skrecenie.

Gdy krzywizna jest robwna 0, otrzymujemy prosta (z definicji nawet tak nieécislej jak nasza),

a wobec twierdzenia Freneta innych krzywych o zerowej krzywiZnie nie ma.

Niech wigc krzywizna bedzie teraz stala, ale rézna od zera, ale skrecenie niech bedzie rowne 0 —
dobry bedzie okrag, a wobec twierdzenia Freneta...

Gdy wreszcie i krzywizna, i skrecenie sg stale, ale rézne od zera, pasuje liria §rubowa, a wobec...
Poniewaz nie ma innych mozliwosci niz rozpatrzone, wigc jedynie prosta, okrag i Sruba $lizgaja
si¢ po sobie i sa powszechnie z tego wzgledu wykorzystywane w technice, ktora nic innego nie
ma do wyboru.

Moina zreszta powiedzie¢, ze wszystko to s Sruby, tylko Ze czasem o przekreconym gwincie,

a czasem po prostu gwozdzie.

LES



Podyskutujmy

Jesli zdarzy ci sie kiedykolwiek ustyszeé
opinig, ktéra ogélnie nie przypadnie ci
do gustu, np.: ,,pajak ma 8 nég”, nie
daj si¢ ponies¢ niezdrowej pasji i nie
argumentuj ghipio: ,,a mnie si¢ wydaje,
7e 4, bo kazde zwierze ma 4 nogi”, albo
,»a ja styszalem, ze 6”. Moze si¢ bowiem
okazad, ze przeciwnikowi wiadomo co$,
czego tobie nie wiadomo. Innymi stowy,
moZe wyjs¢ na jaw twoja ignorancja, a
co za tym idzie, narazisz si¢ na
ewentualno$¢ utraty autorytetu. Nie
Znaczy to, rZecz jasna, Ze masz
obowiazek godzi¢ si¢ z twierdzeniem,
ktore ci ,,nie lezy”, tylko dlatego, Zze w
tym akurat przedmiocie nie jeste§
szczegolnie biegly. Polecang
odpowiedzia jest w tym wypadku
pogardliwe ,,doprawdy?” lub
»»¢Zyzby?”, istnieje jednak
ewentualnod¢, ze odpowiedz twoja
jako nie do$¢ irytujaca i bezczelna
Zostanie zlekcewazZona. Lepiej jest wigc
u$miechnac¢ si¢ z politowaniem

i wyszeptaé: ,,tak przypuszczano pod
koniec XIX wieku” (co dowodzi, ze
zapoznale$ si¢ z najSwiezszymi
informacjami na ten temat, czyli ze
masz dostep do publikacji, jakich twoj
dyskutant nie widzial na oczy). Taka
odpowiedz pozwoli ci zasia¢ w umysle
antagonisty ZdZblo niepewnoéci, cho¢by
sprawa byla najzupelniej oczywista.
Delikatniejszym chwytem jest
wycedzi¢: ,,no, to mocno powiedziane™
lub ,,po co zaraz takie kategoryczne
sformulowania — jest to odpowiedz
»Z asekuracja”, gdyz w razie czego
pozwoli przenies¢ dyskusje ze strony
merytorycznej na strong formalng

i utrzymywac, ze nie odpowiadat ci ton
lub kontekst, w ktérym opinia zostala
wygloszona. Odpowiedz ,,No, ja bym
tego nie byl taki pewien*”’ jest jednak
najlepsza, bo z cala pewnoécia
zdenerwuje rozmowce, co bedzie dla
niego najstuszniejsza kara. A o to
przeciez chodzi!

s A

* Ponadto jest prawdziwa — jak
mozesz by¢ pewien, skoro nic nie
wiesz na dany temat?

Co to znaczy blisko

Mamy juz dobrze ugruntowane przekonanie, e czasteczki, z ktérych zbudowane s otaczajace
nas ciata, sq malerikie, a migdzy nimi znajdujg si¢ (w ich skali) cale otchlanie pustej przestrzeni.
Czasteczki jednak przyciagaja si¢ i dlatego trudno by nam bylo z owej przestrzeni ,,skorzystaé”.
Sila owego przyciagania jest bardzo wielka; bo niech kto$ sprobuje rozsunaé nieco czasteczki
skladajace sie na lyzeczke od herbaty ciagnac te lyzeczke za jej korice. Sily te jednak szybko
malejg wraz z odlegloicia. Jesli bowiem przetniemy (np. pitka do metalu) nasza lyzeczke, to po
zetknigciu obu czgsci ponowne ich rozdzielenie nie bedzie wymagalo praktycznie Zadnej sily.

I tu budzi si¢ watpliwo$¢. Moze ta cala historyjka o czasteczkach i przestrzeniach to ,,lipa”. Bo
przecieZ przy starannym doci$nigciu dwoch czedci przecietej lyzeczki sily migdzyczasteczkowe
powinny znowu zadziata¢. Moze zatem lyzeczka jest ,,lita”, a nie zlozona gléwnie z pustej
przestrzeni miedzy przyciagajacymi sie czasteczkami?

Wyjasnia si¢ to tak. Cigcie — to wyrywanie, i to bardzo niechlujne, czasteczek z obu powstalych
przez ciecie czedci. Powierzchnia cigcia jest zatem bardzo nieréwna i docisniecie zbliza do siebie,
na odlegtos¢, w ktorej sity migdzyczasteczkowe daja sie zaobserwowaé, tylko nieslychanie
nieliczne czasteczki. No, ale skoro tak, to wygladzajac powierzchni¢ powinni§my moc ten stan
poprawi¢. I mozemy. W mechanice precyzyjnej uzywa sie przymiaréw, ktérych potrzebng dlugosé
uzyskuje si¢ przez zloZenie ze soba bardzo gladkich klock6éw stalowych, ktére od samego
zetknigcia ,,trzymaja si¢”, i to do§¢ mocno, aby przymiar nadawat si¢ do uzytku.

I jeszcze pytanie. Gdy dostarczane na budowe szyby zawilgotnieja przylegaja do siebie tak
mocno, Ze nie probuje sig ich nawet rozdzielaé, a caly partie szkta przekazuje sig;,na sthuczke™.
Czy to zjawisko takie samo jak opisane wyzej, czy to zZupehie inna historia?

i
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Patrz w niebo

Styczniowe niebo jest chyba najpigkniejsza czescia sfery niebieskiej. Orion (Ori) przeniesiony
przez greckich bogbéw pomigdzy gwiazdy walczy tu z Bykiem. Pomaga mu jego wierny Wielki

Pies (Canis Major, CMa) o imieniu Syriusz (tg nazwe otrzymala najjasniejsza gwiazda

na niebie, « CMa).

Jesli dobrze przyjrze¢ si¢ Orionowi, to w miejscu, gdzie znajduje si¢ jego miecz, mozna golym
okiem zauwazy¢ mala plamke. Jest to tzw. Wielka Mglawica w Orionie — jedyna mglawica gazowa
widoczna nieuzbrojonym okiem. Jest ona nazywana wielka tylko dlatego, ze jest wzglednie blisko
(ok. 1500 1at $wietlnych), jej rzeczywiste rozmiary sq zupelnie przecigtne. Mglawice gazowe sa to
obloki wodoru, helu, tlenu i innych pierwiastkow i zwiazkéw chemicznych, ktore
wypromieniowuja energie¢ uzyskana od znajdujacej si¢ przypadkowo blisko jasnej

gwiazdy o$wietlajacej oblok. Jesli w poblizu mgtawicy nie ma zadnej takiej gwiazdy, to
obserwujemy ciemny oblok pochlaniajacy §wiatlo docierajace zza niego.

Po spojrzeniu przez duzy teleskop na mglawice Oriona moze nasunaé sig pytanie:

czy nasze niebo jest ciekawe i w jakim stopniu jego wyglad mogiby wplynaé na rozw6j
cywilizacji? )

Wyobrazmy sobie, Ze nasza Ziemia wraz z Ukladem Planetarnym znajduje si¢ w takiej same;j
odleglodci 1500 lat $wietlnych, ale nie od mglawicy w Orionie, lecz od mglawicy o nazwie 30 Dor.
Jest to chyba najwigksza znana nam mglawica. Jej érednica wynosi 500 lat $wietlnych, masa

gazu w niej zawartego — milion mas SlofAca, a znajduje si¢c ona w sasiedniej galaktyce — w
Wielkim Obloku Magellana.

Najbardziej charakterystycznymi, obok Slofica i Ksigzyca, obiektami bylyby tam na naszym niebie
dwie wielkie plamy. Jedna z nich — biala, rozmyta elipsa o dlugosci polosi wielkiej ok. 30—40°

— to Droga Mleczna widziana z dalekiej perspektywy, druga natomiast — zétto-fioletowa
nieregularna plama podobnej wielkosci — to wlasnie mglawica 30 Dor. Gdyby wymienié jeszcze
Slorice na jaki$ ciasny uklad podwéjny i dodaé pare ksigzycow — to chyba nikt nie mogiby
narzekaé na brak atrakcji na niebie, jednak moze do dzisiaj czekalibyémy na Kopernika.
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Ilu précz nas

Zastanawiajac si¢ nad problemem Zycia we Wszechéwiecie musimy na samym poczatku dokona¢
wyboru, co do ktérego nie mamy zadnych podstaw. Nie istnieja do dzisiaj zadne argumenty za
pozytywna albo negatywng odpowiedzia na pytanie: czy zycie na Ziemi jest rzecza unikalna,
kwestia przypadku, czy tez jest regula wspélng dla calego kosmosu, jedna z drég ewolucji materii.

Poniewaz odpowiedz klasyfikujaca Zycie do szufladki z unikatami i dziwami bylaby tu
nieciekawa, wigc zaloZzymy, ze prawdziwa jest odpowiedz druga. Tego rodzaju zalozen bedziemy
musieli w toku rozumowania dokonaé wiecej tylko po to, Zeby uzyskaé jakiekolwiek wyniki
ilosciowe. Jednak trzeba pamigtaé, ze kazde z tych zalozen nie jest niczym poparte — jest wrecz
karkotomne. Ocenimy, jaka jest érednia odleglos¢ migdzy cywilizacjami technicznymi, ktére
rozwijaja si¢ na planetach wedlug nas ,,zyciono$nych”, czyli podobnych do Ziemi.

Gwiazdy mozna podzieli¢ na dwie populacje — kryterium determinujacym przynaleznosé danej
gwiazdy do populacji jest zawartos¢ pierwiastkow ciezkich (cigzszych niz hel) w jej atmosferze:
gwiazdy o duzej zawartosci naleza do tzw. populacji I, te o mniejszej — do populacji drugiej.

Wydaje sie, ze planety podobne do naszej moga istnie¢ tylko wokot gwiazd populacji T —
o dostatecznej ilodci cigzkich pierwiastkow. Najstarsze gwiazdy tego rodzaju maja po ok.
10 miliardow lat. Obecna ich liczba w Galaktyce wynosi N, & 2x 101,

Nie wszystkie jednak gwiazdy populacji I sa odpowiednie, aby spelnia¢ zadane warunki. Gwiazdy
o masie wigkszej niz 2mg) (co odpowiada typowi widmowemu F na ciagu gléwnym) zbyt
szybko ewoluuja, aby na planetach im towarzyszacych mogto rozwina¢ sie zycie, ktore
doprowadziloby do powstania cywilizacji. Natomiast gwiazdy typu M na ciagu gléwnym sa tak
zimne, ze planety, aby uzyskiwaé podobne iloéci energii co Ziemia, musialyby zblizyé sie bardzo
blisko do macierzystej gwiazdy. Na tak malej odleglosci sily przyplywowe wyhamowalyby ich
ruch obrotowy, co réwniez uniemozliwitoby rozwéj zycia ,,ziemiopodobnego”. Gwiazdy po
odejsciu od ciggu gléwnego przechodza wiele dramatycznych etapoéw w trakcie swojej ewolucji,
wigc zatozymy, Ze i tu Zycie nie istnieje. Pozostaja tylko gwiazdy na ciggu glownym typow F,

G i K. Sposrod nich tylko ok. 15% to gwiazdy pojedyncze. Po uwzglednieniu tych czynnikéw
otrzymujemy stosunek ,,dobrych slofic”* do wszystkich gwiazd populacji I: f; & 0,05.

Wydaje sig, ze wigkszo$¢ pojedynczych gwiazd typu F, G, K posiada planety, wigc ,,czgs¢
z planetami”’ f, ~ 1.

Przyjmijmy, e srednio wéréd ukladéw planetarnych duza czesé jest takich, ktére posiadaja
dostatecznie duz planete (aby byla otoczona atmosfera) w odpowiedniej odlegtosci od gwiazdy
(aby. posiada¢ odpowiednia temperature powierzchni) czyli obiegajq stofice w obszarze nazywanym
ckosferg. A wiec liczba planet w ekosferze 0,1 < f; < 1. W przypadku naszego ukladu
(nietypowo, jak przypuszczamy) f. = 2 (Ziemia i Wenus), :

Teraz szybko trzy zalozenia z serii ,,karkolomnych”:
(1) Na kazdej ,,dobrej planecie™ rozwinie sig zycie: f; = 1.
(2) Ewolucja istot Zzywych doprowadzi zawsze do powstania istot inteligentnych: f; = 1.

(3) Istoty inteligentne stworza prawdopodobnie cywilizacje techniczng zdolna do kontaktow
Z innymi cywilizacjami: 0,1 < f, < 1.

Wprowadzmy teraz iloczyn

s =hblfihif.,

ktéry jest prawdopodobiefistwem powstania cywilizacji technicznej wok6t danej gwiazdy
populacji I przy wszystkich dokonanych zatozeniach. Z naszych oszacowan wynika, Ze
0,0005 < s < 0,05. Przyjmijmy s = 0,005.

Niech G bedzie $rednim czasem od powstania gwiazdy do powstania cywilizacji, natomiast L
$rednim czasem jej zycia. O czasie G nie wiemy prawie nic, poniewaz mozemy méwié tylko

0 Gziemi: Gziem: ®:4 % 10° lat; oczywiscie G < 10'° lat. Natomiast o L nie wiemy zupeknie nic.
Wielu uczonych spekuluje (Szklowski, Sagan), ze rozklad L moze byé mniej wiecej
dwuwartosciowy. Czgs¢ cywilizacji, powiedzmy 1%, uporala si¢ ze swoimi ekologicznymi

i spofecznymi problemami i dla tych cywilizacji L ~ 10° lat, natomiast reszta — 99% nie poradzila
sobie i dla nich L ~ 10° lat. (Ciekawe, ile wyniesie nasze Lyuaze). Zaldézmy jednak, ze mozna
wprowadzi¢ $rednie L, od ktorego niewiele odbiegaja indywidualne wartosci. Jesli tak, to liczba
cywilizacji, ktore powstaly przed czasem f bedzie proporcjonalna do N, (1—G), a liczba

cywilizacji, ktore do czasu ¢ juz zdazyly wyginaé, bedzie proporcjonalna do N, (t—G—L).

.
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Artykuly, korespondencje i inne materia-
Iy publikowane na ramach Illustrated Br—
oiler Times prezentujq wylgcsznie poglady
ich autoréw i, o ile nie jest to zaszna-
egone expressis verbis , nie 83 wyrazem
oficjalnego stanowiska Redakeji.

Copyright (C) by Illustrated Broiler Ti-
mes, Wsselkie prawa zastrzesone, Oprécs
wWykorzystania dla celdéw recenzji wszelka
reproduke ja lub wykorzystanie publikowa=
nych materiatéw w catodcl lub w czgéel w
dowolnej formie i Jakimikolwiek sposoba=
mi elektronicenymi, mechanicznymi bgdé
innymi, znanymi obecnie lub takimi, kté-
re mogh byé¢ wynalezione w przyszlofci, w
sscsegllnofel sa pomocg kserografii, fo-

tokopii lub zapisu w bankach danych besz

pisemmego zezwolenia wydawcy zabronione.

Obie te krzywe sa odpowiednio lewa i prawa granica obszaru ,,zaludnionego™ na rysunku i s3 po
prostu krzywa N, (¢) przesunigta w prawo o G i G+ L. Liczba cywilizacji wspolistniejacych
w czasie ¢ bedzie wiec rowna

N(t) = s(N,(t—G)—N,(t—G—L)).

Jesli L nie jest zbyt duze, to

L
dN, (r—G- *)
2

N,(t—G)—N,(t—G—-L) = o

* — R,, ktore jest po prostu szybkoécia

; ; L ;
Jesli wprowadzimy teraz oznaczenia G+ > =i
powstawania gwiazd, to otrzymamy slynny wzor Drake’a

N(t) = R, (t—7)-s' L.

Niech F = s- R,(fo— 7). Obecna liczba cywilizacji wyniesie
N(tg) = F- L.

1
R, przed 5 miliardami lat wynosilo ok. 20 na rok, a wigc F = To rok=', a wiec
N(to) = = latach
o) = W (w atas ).
Poniewaz liczba 10 w mianowniku jest konsekwencja wszystkich naszych zalozen, wiec mozliwe,
ze trzeba by ja zastapi¢ inng wielkoscia (moze 1, a moze 100 lub wigcej).

A wiec jaka jest drednia odleglo$¢ miedzy cywilizacjami?

Zdefiniujmy wielkos¢ p = N/N,,, ktora jest prawdopodobieristwem, ze wokol przypadkowo
wybranej gwiazdy istnieje obecnie rozwinieta cywilizacja. Prawdopodobienstwo, ze wokot n tak
wybranych gwiazd nie istnieje cywilizacja techniczna jest (1—p)”, czyli pra.wdopodobleﬁstwo,
e istnieje ona cho¢ wokol jednej gwiazdy jest

P=1-(1-p)

Poniewaz p < 1, to wzor powyZszy mozna zamieni¢ na inny (z definicji liczby e — podstawy
logarytmoéw naturalnych)
P l—e™™"

Srednia odlegloé¢ miedzy cywilizacjami jest wielkoscia obszaru, ktéfy obejmuje dostatecznie duzo
gwiazd, aby np = 1. Gesto§¢ gwiazd w okolicach Slofica wynosi mniej wigcej ¢ = 2/(rok §w.)?

4
Poniewaz p=N/N, an=¢- V= —3—::R’g

+

=3

(3 N 1 )‘-"
R={———} .
4 N mp

Jesli L = 10° lat to N = 102 i R ~ 620 lat $wietlnych, jesli L = 10° lat to R ~ 6 lat $wietlnych.

Korzystajac z dokladniejszych danych dotyczacych gestosci interesujacych nas gwiazd ciagu
glownego typow F, G i K i uwzgledniajac rozklad gestosci tych gwiazd w Galaktyce otrzymujemy
zalezno$é¢ $redniej odlegloéci wspolistniejacych cywilizacji w okolicach Stofica od éredniej
dhlugosci zycia L. Z rysunku widaé, ze jesli L < 3000 lat, to cywilizacja wyginie wczesniej niz
przyjdzie odpowiedz na sygnal radiowy.

Moiliwe, Ze w centralnych rejonach Galaktyki, gdzie gesto$¢ gwiazd jest kilkadziesiat razy
wieksza niz w okolicach Slorica, istnieje od dawna regularna laczno$é¢ radiowa migdzy wieloma
bliskimi cywilizacjami. My na wlaczenie do systemu intergwiezdnej lacznoéci bedziemy musieli
jeszcze poczekad pare tysiecy lat, jednak proby trwaja.

(Wykorzystano tu prace: Oliver, B. M., 1975, Icarus 25, 360)
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