
Rysunki techniczne:
Boguslaw Kretkiewicz

W nastepnym numerze:
Drobiazgi

prof. dr Józef Smak
prof. dr Jan Stankowskl
doc. dr Kazimierz Stepien
plOf. dr Mieczyslaw Subotowlcz
doc. dr Stefan Turnau
plOf. dr Jerzy Wdowczyk
doc. dr Andrzej Woszczyk
prof. dr Janusz Zakrzewski
wiceprzewodniczacy
prof. dr Wojciech ZakowskI­
przewodniczacy

Redaguje Kolegium w skladzie:
doc. dr T. Hofmokl - z-ca red. nacz
B. Jaworska-Kordos - ilustracje
dr M. Kordos - red. nacz.
dr M. Szurek
dr K. Prazmowski - red. techn. graf.
mgr K. Szypcio - sekr. red.
doc. dr M. ~wieckl

Adres Redakcji
ul. Hoza 69 pok. 151,
00-681 Warszawa

Zaklad Narodowy im.
Ossolinskich - Wydawnictwo
Wroclaw, Oddzial W Warszawie
Naklad 20 000 egz. Objetosc 2 ark.
wyd.; 2,50 ark. druk.;
papier offsetowy Ul kl. 80 g. 61X86
Wydrukowano w Drukarni im.
Rewolucji Pazdziernikowej
Warszawa, ul. Minska 65.
Nr zam. 1061/79 C-36

Komitet Redakcyjny:
doc. dr Jerzy Bartke
doc. dr Andrzej Baczynskl
<'oc. dr Boleslaw Gleichgewicht
prof. dr Kazimierz Goebel
doc. dr Boleslaw Grabowski
dr Jan Hanasz
doc. dr Boleslaw Iwaszkiewicz
doc. dr Tadeusz Iwinskl
doc. dr Andrzej Januszajtls
doc. dr Tadeusz Jarzebowskl
prof. dr Leon Jesmanowlcz
mgr Henryk Kaczorek
prof. dr Marek Kuczma
mgr Andrzej Makowskl
prof. dr Bohdan Paczynski
prof. dr Zdzislaw Pawlak
prof. dr Arkadiusz Piekara
doc. dr Slawomir Ruclnskl
prot. dr Konrad Rudnicki
prof. dr Zbigniew Semadenl
doc. dr Grzegorz Sitarski

"Delta"
matematyczno-fizyczno-astronomiczny

miesiecznik popularny
Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego
Towarzystwa Fizycznego i Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania

- Wydano z pomoca finansowa Polskiej Akademii Nauk
WARUNKI PRENUMERATY Cena prenumeraty rocznej zl 60. - cena prenumeraty p6trocznej
zl 30,-
Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch" oraz urzedy pocztowe
I doreczyciele - w terminach:
- do 25 listopada na styczen, I kwartal, I pólrocze roku nastepnego I caly rok nastepny
- do dnia 10 miesiaca, poprzedzajacego okres prenumeraty na pozostale okresy roku biezacego.
Jednostki gospodarki uspolecznionej instytucje i organizacje spoleczno-polityczne skladaja zamówienia
w miejscowych Oddzialach RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch".
Zaklady pracy i instytucje w miejscowosciach, w których nie ma Oddzialów RSW, oraz prenumeratorzy
indywidualni zamawiaja prenumerate w urzedach pocztowych lub u doreczycieli.
Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice, która jest o 50"/. drozsza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch", Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw,
ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 153l-71 w terminach podanych dla
prenumeraty krajowej

Sprzedal Dumer6w blezIlcych I uprzednich
Instytucje panstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni moga nabywac
"DELTE":

w Ksiegarni Osrodka Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN.
Sprzedaz gotówkowa I wysylkowa, numerów biezacych I archiwalnych; platnosc gotówka. przelewem
lub za zaliczeniem pocztowym.
Adres: ORPAN 00-90l Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Konto PKO I OM W_a l531-912

w Ksiegami Ossolineum, Rynek 8, 50-106 Wroclaw
w Glównej Ksiegarni Naukowej, Krakowskie Przedmiescie 7, 00-068 Warszawa
w Ksiegami Naukowej, ul. Podwale 6, 31-118 Kraków

Orders for this periodical from abroad can be placed with "Ars Polona" Krakowskie Przedmiescie
00-068 Warszawa, Poland ar with
- Kubon & Sagner, Inhaber Otto Sagoer, D8 Munchen 34, Postfach 68,
Bundesrepublik Deutschland.
- Barlscourt Publications Ltd., 130 Shephard Bush Centre, London W 12, Great Britain,
- Licosa Commisslonana Sansoni, Via Lamarmora 45, 50 121 Flrenze. Italia

str. 3

str. 6

str. 8

str. 1

str. 12

str. 13

str. 14

str. 16

str. 17

NUMERU 12(72)

Diabelska arytmetyka
Mgr Marcin Mostowski,
doc. dr Leslaw W.
Szczerba

Czasoprzestrzen
Dr Robert Goldblatt

Najogólniejsza transfor­
macja wspólrzednych i czasu
Doc. dr Andrzej Szymacha

Gra

SPIS TRESCI

Elementarne wyprowadzenie
równowaznosci masy i energii
Albert Einstein str. 9

Wzglednosc równoczesnosci
Dr Andrzej Krasinski' str. 10

O transformacji Lorentza
pozbawionej sensu
Mgr Krzysztof Nowinski

Zadania

Mala Delta

Skrócenie dlugosci

Patrz w niebo

Cena l egzemplarza zl 5.- nr indeksu 35723/35550



Szczególna teoria wzglednosci jest powszechnie uznana za
najtrudniejsza i absolutnie niemozliwa do zrozumienia teorie
fizyczna. Któz bowiem jest w stanie uwierzyc, ze w róznych
ukladach poruszajacych sie wzgledem siebie czas plynie nie tak
samo, co przewiduj!: ta teoria.

Zrozumiec sie tego nie da, jesli przedtem trzeba sobie wyobrazic
nieskonczenie dlugi pociag poruszajacy sie z predkoscia swiatla,
jak nam to proponuja niektórzy popularyzatorzy. Powiedzialbym
wiecej: zrozumiec sie tego nie da, nawet (a moze tym bardziej)
jesli czyjas wyobraznia dopusci sie podobnego eksperyment~.
Popularyzacja bowiem nie ominela szczególnej teorii wzglednosci
(jakzeby mogla) i stad ten paniczny, lagodnie mówiac, nastrój,
jaki to zagadnienie otacza.

Popularyzacja bowiem igra z nasza wyobraznia przewaznie nie
tam, gdzie by nalezalo. Zainteresowanych odesle moze do
artykulów madame Pipsztyckiej (np. Delta 11 1979), artykulów,
których nieporównana ohyda, naciagana i sztuczna wesolosc,
wulgarnosc uzytych porównan itp. moglyby ostrzec Czytelnika

, i sklonic rzelelnego popularyzatora do lekcewazenia, gdyby nie
fakt, ze wlasnie do takiej popularyzacji przywyklismy, ze wlasnie
taka mamy, wraz ze wszystkimi zgubnymi jej skutkami .
i konsekwencjami. Szczególna teoria wzglednosci? - ach, to
nieskonczenie dlugi pociag. Haslo i odzew, miedzy które nie da
sie wcisnac ani zdzbla zrozumienia, czy chocby zainteresowania.
"Pijane czastki", "Zabawmy sie w czarna dziure", "Zagrajmy
w antymaterie", "Powrózmy ze stokrotki: neutron, proton, mezon
n, hiperon, bozon, czort go wi (stwierdzamy niezerowe
prawdopodobienstwo odkrycia nowej czastki)".

Sprawa wbrew pozorom zasluguje na uwage. Popularyzacja jest
istotnym elementem pracy naukowej, a nie wchodzac w praktyki
tej szczególy i zawilosci powiem, ze wyrazic rzecz prosto oznacza
nic innego, jak zrozumiec ja gleboko. Czy prosto ma jednak
znaczyc prymitywnie (a za to sensacyjnie)? Za.bawmy sie,
zagrajmy, wyobrazmy sobie, poznamy namacalnie (niejako
zmyslowo) mechanizm zjawiska - zupelnie podobna sytuacje.
mamy na Sloncu, .w czarnych dziurach, w ciele stalym, lub tez
w swiecie czastek elementarnych. Idzmy na lake i przyjrzyjmy
pasacym sie tam krowom, nastepnie przyjmijmy do wiadomosci
istnienie (w afrykanskich sawannach) takusienkich krów, które
majac 3,5 metra wzrostu maja ponadto dwumetrowa szyje, skóre
lamparcia i jelenie rogi. Prawda, ze juz wiecie, jak wyglada
zyrafa?

.Dla kazdego (z wyjatkiem moze madame Pipsztyckiej) jest
oczywiste, ze pionki na szachownicy czy tez bawiace sie dzieci
nie maja absolutnie nic wspólnego z elektronami w metalu.

Moze wspólny jest model matematyczny? Po pierwsze "moze",
bo na ogól rzecz cala nie jest do konca przez autorów sprawdzona
i przemyslana (gdyby to uczyniono, mogloby sie okazac, ze cala

gra, zabawa czy gra wyobrazni nie jest juz do niczego potrzebna).
Po drugie jablko +jablko = dwa jablka. Z elektronami rzecz

sie ma rzeczywiscie podobnie - nie jest to jednak wiele znaczaca
informacja o elektronach (jak zreszta i o jablkach).
Nie nalezy sie potem dziwic, ze Czytelnik zaprawiony w takich
rozwazaniach traktuje na równi sensacje naukowa z informacjami
o zielonych ludzikach z Marsa (w koncu: zielony ludzik +zielony
ludzik to zapewne dwa zielone ludziki, a wyobraznie mamy

wytrenowana uniwersalnie i zielone ludziki to dla nas male piwo
w porównaniu z nieskonczenie dlugim pociagiem).
Otóz nieprawda. Fizyka wcale nie jest tr.ka trudna, jak to
dowodza (niestety skutecznie) rozmaici popularyzatorzy.
Szczególna teoria wzglednosci jest najprostsza teoria fizyczna
i proste jej przedstawienie jest oczywiscie mozliwe. Temu wlasnie

celowi poswiecamy niniejszy gwiazdkowy numer Delty,
Szczególna teoria wzglednosci opiera sie na dwóch prostych,

prawie oczywistych zalozeniach. Pierwszym jest trójwymiarowosc
przestrzeni oraz fizyczna realnosc uplywu czasu, jako forum
(zwane czasoprzestrzenia), na którym zachodza wszystkie
zjawiska. Próqz tego zaklada sie, ze za pomoca zadnego
doswiadczenia nie mozna odróznic ruchu jednostajnego od
spoczynku. Jest to tzw. zasada wzglednosci. Okazuje sie, ze
po uczynieniu tych dwóch zalozen nie m.amy juz zadnej dowolnosci.
Stosujac z zelazna kc;msekwencja proste reguly logicznego
wnioskowania dowodzimy, ze o ostatecznej postaci teorii decyduje
wartosc tylko jednej, nieznanej stalej o wymiarze predkosci. Stala
te mozemy wyznaczyc w jakimkolwiek czysto kinematycznym
doswiadczeniu. Zmierzona wartosc wYnosi 3.105 km' S-l i równa
sie predkosci swiatla w prózni.

Wszystkie podstawowe wyniki szczególnej teorii wzglednosci
(skrócenie dlugosci, wydluzenie czasu czy te~ E = mc2) moga byc
udowodnione za pomoca bardzo prostych metod geometrii oraz
algebry. Wyniki te moga sie wydac absurdalne, sami sie jednak
na nie skazalismy, czyniac powyzsze zalozenia. Logika jest bowiem
surowa pania i nie pozwala na zadne dowolnosci. Chcac obalic
teorie wzglednosci musielibysmy zmienic k,t6rd z jej zalozen.
Warto przy tym przypomniec, ze we wszystkich wykonanych

dotychczas doswiadczeniach, zarówno w swiecie czastek
elementarnych, jak i gwiazd oraz planet, nie zaobserwowano
zadnych rozbieznosci z przewidywaniami teorii wzglednosci.
Pulapka jest wiec, jak dotad, bard~o szczelna i nie ma po prostu

sposobu na to, by np. czas nie plynal róznie w róznych' ukladach.

PS. Milosnikom popularyzacji w stylu madame Pipsztyckiej ze
wzgledu na niewatpliwe wrazenie niedoinformowania, jakiego
doznaja w zwiazku z biezacym numerem, polecamy nastepujace

cwiczenie. Udajcie sie do kuchni. Obejrzyjcie znajdujacy sie tam
lejek. Wyobrazcie sobie taki sam_czterowymiarowy. Powinno sie
przydac w celach treningowych.

Diabelska arytmetyka
czyli przyczynek do angelologii

Mgr Marcin MOSTOWSKI idoc. dr Leslaw W. SZCZERBA

Slawny problem "ile diablów miesci sie na ostrzu szpilki" istotnie bywal rozpatrywany, z tym
jednak, ze takie sformulowanie problemu jest juz dzielem renesansowych przesmiewców.
Powaznie problem ten rozpatrywal Tomasz z Akwinu w Summa Theologiae, czesc II (O aniolach)
rozdzial LII § 3: "Czy wielu aniolów moze byc równoczesnie w tem samem miejscu".

Niektórych Czytelników moze zaskoczyc ta zmiana: chodzi ostatecznie o diably czy anioly?
Nie ma tu zadnej zmiany! Kazdy diabel jest równiez aniolem jak to wynika z tego co pisze

wspomniany wyzej Tomasz z Akwinu, zwany z racji swej wiedzy o aniolach "doctor angelicus",

t
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Rozwiazanie zadania M 112
Posluzymy sie indukcja. Dla n = O nasza
teza jest prawdziwa. Jezeli zas
p(x) = a••x"'+a"_lx"'-1+ ... +a.x+ao
ma te wlasnosc: ze pCk) = 2t dla
k = 0, 1,2, ... , n, to dla wielomianu
q(x) = p(x+ l)-p(x) mamy q(k) = 2H._
_2t = 2t dla k = O.I •...• n-1. Na mocy
zalozenia indukcyjnego stopien wielomianu
tt- jest nie mniejszy niz n-l. Równoczesnie

q(x) = a••«x+ I)"-x"')+a ••_,«x+ 1)'"-'­
_X"-I)+ ... +ao = a••(mx'" 1+ ... +1)+

+ rex) jest stopnia m-l. Wobec tego
stopien p ;. 1+ stopien q ;. n.

--
Rozwiazanie zadania M 213
Latwo sprawdzic. ze warunki (I )-(3)
spelnione sa przez funkcje f(x. y) =
= NWW(x.y). Wykazemy. ze Jest to
jedyna taka funkcja. Przypuscmy. ze g tez
spelnia warunki (1)-(3). Wykazemy
indukcyjnie. ze dla kazdego n mamy
f(x. y) = g(x. y) dla wszystkich par x. y
takich, ze x+ y < n. Dla n = 1 teza
wynika z warunku (1). Jezeli teraz
Xo + Yo = n i Xo > Yo ~ 1 f 1.0

f(xo. Yo) = - ~ f(xo - Yo. Yo) na mocy
xo- Yo

(2) i g(xo.yo) = ~ g(xo-yo.yo).
xo- Yo

Poniewaz zas (xo - Yo)+Yo < n. wiec
f(xo - Yo. Y.) g(xo - Yo. Yo) i wobec tego
f(xo. Yo) = g(xo. Yo). Z warunków (3) i (I)
otrzymamy stad. ze f(x.y) = g(x.y) dla
wszystkich par (x. y) takidl. ze x +Y = n.
To konczy dowód.

w Summa Theologiae rozdzial LXU § 1 oraz rozdzial LXllI § 8 i § 9. Duzo powazniejsza zmiana

mogla umknac uwadze wielu czytelników: w jednym sformulowaniu mówi sie o ostrzu szpilki
a w drugim o miejscu. Jest to róznica bardzo istotna: ostrze szpilki ma symbolizowac punkt,
natomiast o pojeciu miejsca Akwinas mó",i (Summa Theologiae rozdzial LII § 2): "Jednak co do
tego pomylili sie niektórzy. Jedni bowiem nie potrafiac wyjsc poza wyobraznie, przypuscili

niepodzielnosc aniola na sposób niepodzielnosci punktu i dlatego mysleli, ze aniol moze byc tylko
w miejscu, które jest punktem. - Lecz jest oczywistem, ze sie omylili; punkt bowiem jest czym.v
niepodzielnym majacym polozenie, lecz aniol jest niepodzielny istniejac poza rodzajem ilosci

i polozenia. Siad nie potrzeba, by aniol mial okreslone jedno miejsce niepodzielne co do polozenia,

lecz czy to podzielne, czy niepodzielne, czy wieksze, cz~ mniejsze, wedlug tego jak z wolnej woli
stosuje swa moc do ciala wiekszego lub mniejszego".

W tej sytuacji przez m i e j s c e bedziemy rozumieli dowolny podzbiór trójwymiarowej
przestrzeni euklidesowej.

Gdy bedziemy rozpatrywac ilu aniolów moze byc w jednym miejscu musimy wiedziec co to
znaczy, ze aniol jest w jakims miejscu. Doctor angelicus mówi (ibidem):
••... aniol jest w miejscu, przez zastosowanie swej mocy do tego miejsca, ... "
Jeszcze dobitniej wyraza te mysl Damascen (II de Fid. Drth. cap. 3):
" ... gdzie aniol dziala, tam jest".

Tomasz powoluje sie zreszta na ten cytat w Summa Theo/egiae rozdzial LII § 2. Mozemy zatc;;m
powiedziec:'

(1) Aniol jest w miejscu X wtedy i tylko wtedy gdy jest przyczyna
zdarzen zachodzacych w tym miejscu. '

Na tytulowe pytanie Akwinas odpowiada nastepujaco:
"n. dwaj aniolowie nie istnieja równeczesnie w tem samem miejscu" (ibidem § 3). Do takiego
wniosku doprowadza go nastepujace r,ozumowanie (ibidem):
(*) ••A ta jest tego przyczyna, ze jest niemozliwem, by dwie przyczyny zupelne byly bezposrednimi
przyczynami jednej i tej samej rzeczy. Jest to jasnem w kazdym rodzaju przyczyn ... "
Aby wyjasnic szczególy tego rozumowania, wyjasnic owo "Jest to jasnem ... ", zajrzyjmy
do Arystotelesa (Fizyka II, § 3 str. 194b-195a) gdzie znajduje sie klasyfikacja przyczyn. Filozof
podaje tam nastepujace przyczyny:

l] Przyczyna materialna - ma to byc materia, z której zrobiony jest skutek. Arystoteles wyjasnia
to na przykladzie kamiennego posagu: jego przyczyna materialna jest kamien. Podobnie, aby
podac przyklad nieco bardziej wspólczesny materialna przyczyna Delty jest papier klasy 111
i farba drukarska. Oczywiscie

(2) aniol nie moze byc przyczyna materialna zjawisk cielesnych poniewaz sam jest niecielesny;
Tomasz w zapowiedzi do rozdzialu L Summa Theologiae pisze
"Nastepnie nalezy rozwazac '" o stworzeniu czysto duchowem które w Pismie sw. nazywa sie
aniolem, ... "

2] Przyczyna formalna - ma to byc forma jaka przybiera skutek. W jlrzypadku posagu jest to
jego ksztalt, w przypadku Delty tresc jej artykulów. Wydaje sie naturalne przyjecie zalozenia, ze

(3) aniol nie moze byc przyczyna formalna zjawisk cielesnych.

3] Przyczyna sprawcza - jest to istota lub zjawisko, które powoduje skutek. Dla posagu taka
przyczyna jest rzezbiarz lub on i zamawiajacy to dzielo mecenas, a scislej decyzja rzezbiarza
by wykonac posag. Przyczyne sprawcza Delty redakcja nam wykreslila.

4] Przyczyna celowa - jest to to po co zdarzenie zachodzi. W przypadku posagu jego przyczyna
celowa jest ozdoba parku, dla Delty natomiast przyczyna celowa ... A wlasnie, uzupelnienie
poprzedniego zdania pozostawiamy Czytelnikowi.

WrÓCmy teraz do Tomaszowego rozumowania. Mamy zatem wykazac, ze w dowolnym miejscu

moze byc tylko jeden aniol, czyli musimy wykazac, ze je~1i anioly Al i A2 sa w miejscu X, to
Al =z A2 czyli, ze Al i A1 to ten sam aniol. Zalózmy, ze Al i A2 sa w miejscu X. Oznacza to
po prostu, ze anioly Al i A2 sa przyczynami zjawisk zachodzacych w miejscu X. Wobec zalozen
(2) i (3) mozliwe sa trzy przypadki:

al Oba anioly sa przyczynami sprawczymi. Ten przypadek zdaje. sie wynikac ze slowa ••zupelny"
w cytacie (*). Jak sie zdaje Tomasz przyjmuje w tym lniejscu zalozenie:

(4) Jesli aniol Al jest przyczyna sprawcza zdarzen w miejscu X a aniol A2 jest przyczyna sprawcza
w tym samym miejscu X, to Al i A2 sa tym samym aniolem.

bl Oba anioly sa przyczynami celowymi. W tym przypadku rozumowanie opiera sie o pewne
prawa dzialan celowych:

(5) Kazde dzialanie jest celowe.
(6) Kazde dzialanie ma tylko jeden cel.

Gdyby zatem rózne anioly byly przyczynami celowymi zdarzen w miejscu X. musialyby sie
odbywac w miejscu X dwa dzialania, a wiec dwaj aniolowie musieliby byc przyczynami
sprawczymi w miejscu X. Mozliwosc ta zostala jednak wykluczona w przypadku a.
cl Jeden z aniolów jest przyczyna sprawcza a drugi celowa. Jak nam sie wydaje przypadek ten
zostal przez Akwinasa przeoczony. Przyjecie odpowiedniego zalozenia nie jest dostatecznie "
uzasadnione tekstem Summa Theologiae. Byc moze wiec Doctor Angelicus popelnil w tym
miejscu blad w rozumowaniu.

2



Czasoprzestrzen

Dr Robert GOLDBLATT, Nowa Zelandia

Z 1 ----

t czas

Rozwiazanie zadania M 211
Przypuscmy, ze taki wielomian istnieje.
Poniewaz NWW (m, km) = km dla
k = 0, 1,2, _.. , wiec równanie
p(x) - x = O ma wówczas nieskonczenie
wiele rozwiazan Xt = km. Wynika stad,
ze wielomian p jest tozsamosciowo równy x.
To przeczy temu, ze pel) = m ~ l.

Aby opisac polozenie przedmiotu W przestrzeni, potrzebna jest trójka liczb <x,y, z), okreslajaca
wspólrzedne tego przedmiotu w trzech wymiarach wzgledem pewnego zadanego poczatku O.
Przedmiot moze jednak poruszac sie w przestrzeni w pewnym czasie. Aby opisac jego
zachowanie, wprowadzamy wiec czwarta wspólrzedna okreslajaca czas (chwile) t, w którym
przedmiot zajmuje polozenie o wspólrzednych przestrzennych <x,y, z). I tak, pelne
umiejscowienie przedmiotu w czasie i przestrzeni dane jest przez czwórke liczb <x, Y. Z. t), tj.
przez punkt w czterowymiarowej przestrzeni znanej jako czasoprzestrzen Minkowskiego
od nazwiska Hermanna Minkowskiego (1864-1909), który pierwszy ;zdefiniowal te przestrzen
i zbadal jej wlasnosci geometryczne.

Chociaz nie mozemy ani narysowac ani wyobrazic sobie przestrzeni czterowymiarowych, mozemy
zobrazowac wlasnosci czasoprzestrzeni rozwazajac jej dwu- i trójwymiarowe aspekty. Ta wlasnie
metoda zostala zastosowana przez Alberta Einsteina (1879-1955), twórce teorii wzglednosci,
która jest teoria czasu i przestrzeni uzywana w fizyce wspólczesnej. Einstein tlumaczyl swoje
koncepcje analizujac przyklad pociagu poruszajacego sie wzdluz toru. W tym przypadku
wystarczy rozpatrywac tylko jeden wymiar przestrzeni i umiejscowienie przedmiotu jest okreslone
przez punkt <x,t) w geometrii dwuwymiarowej, gdzie x jest polozeniem na ustalonej prostej
(na torze) w czasie t. Ta dwuwymiarowa 9zasoprzestrzen wyglada tak jak obok.
Jezeli pociag jest nieruchomy, to jego wspólrzedna przestrzenna x jest stale równa O i historia

pociagu reprezentowana jest przez pionowa os t. Te prosta nazywa sie linia swiata pociagu.
Kiedy pociag porusza sie na prawo ze stala predkoscia, jego linia swiata jest nachylona w prawo
Iprosta 1), gdyz x zwieksza sie jednostajnie ze wzrostem t. Im szybciej jedzie pocia&, tym szybszy
lest wzrost x wraz z t, a wiec tym bardziej na prawo znajduje sie odpowiednia linia swiata
(prosta II). Istnieje jednak ograniczenie na polozenie tej prostej. Zgodnie z teoria wzglednosci
pociag nigdy nie moze poruszac sie szybciej niz swiatlo. Kolorowe proste sa liniami swiata
fotonu (czastki swiatla) poruszajacego sie wzdluz toru w prawo (P) lub 'w lewo (L). Zadne
przedmioty nie moga poruszac sie szybciej niz foton i wszystkie ich linie swiata zawsze znajduja
sie w obszarze powyzej kolorowych linii. Obszar ten przedstawia wszystkie mozliwe przyszle
polozenia czasoprzestrzenne poczatku ukladu wspólrzednych O. Obszar ponizej kolorowych linii
reprezentuje wszystkie mozliwe polozenia przeszle.

Proste przechodzace przez O i lezace w obszarach przeszlosci (dolnym) i przyszlosci (górnym)
nazywa sie czasopodobnymi, podczas gdy linie kolorowe nosza nazwe zerowych (swietlnych).
Wszystkie inne proste przechodzace przez O sa przestrzennopodobne i leza w obszarach na lewo
i na prawo. Obszary te przedstawiaja zdarzenia, które nie znajduja sie w czasie ani przed ani
po punkcie O. Niektóre z tych zdarzen sa równoczesne z O, czyli zachodza w tym samym czasie
I = O. Takie pojecie równoczesnosci jest jednak wzgledne. W istocie juz samo' pojecie ruchu jest
wzgledne. Nie istnieje ruch bezwzgledny, istnieje jedynie ruch wzgledem pewnego punktu
odniesienia. Jezeli uznamy sie za nieruchomych "obserwatorów", których linia swiata jest os t,
to pociag majacy linie swiata I bedzie oddalac sie od nas. Ale obserwator znajdujacy sie

w pociagu ma prawo uwazac sie za nieruchomego, a nas za oddalajacych sie od niego. Punkty
na prostej I przedstawiaja dla niego te same polozenia przestrzenne, podczas gdy dla nas sa to

polozenia rózne. Zasada wzglednosci stwierdza, ze oba te punkty widzenia sa równouprawnione.
Prawa fizyki nie przemawiaja na korzysc zadnego z nich.

Tak wiec punkty (zdarzenJa) na osi x sa dla nas równoczesne, gdyz wszystkie maja wspólrzedna

czasowa t = O. Jednak dla obserwatora p~ruszajacego sie w pociagu zdarzenia te ~chodza
w róznych chwilach. Punkty, które sa równoczesne dla niego, leza na innej prostej, a mianowicie
na prostej m z nastepnego rysunku.

Aby to zrozumiec, zauwazmy, ze jezeli z punktów B i C (które nie sa dla nas równoczesne)
zostana w strone pociagu wyslane fotony, to do obserwatora w pociagu dotra one w tej samej
chwili (punkt A), a wiec i ich wyslanie uzna on za równoczesne.

Kiedy dwie proste sa zwiazane w ten wlasnie sposób, ze jedna jest linia swiata poruszajacego sie
obserwatora, a druga prosta skladajaca sie z punktów dla niego równoczesnych, wtedy mówimy,
ze te proste sa ortogonalne. Istnieje proste algebraiczne przedstawienie tego pojecia. Niech
punkt A ma wspólrzedne (Xl> t1), a punkt B - (xz, tz). Wprowadzamy nastepujaca wielkosc:

A'B=X1XZ-t1tZ'

Liczbe A· B nazywamy iloczynem wewnetrznym A i B. Znajdujemy, ze prosta OA jest,
w opisanym wyzej sensie, ortogonalna do prostej OB wtedy i tylko wtedy, kiedy iloczyn
wewnetrzny A i B równa sie zero, czyli, gdy . ~ '? ,= O.

Jezeli A = B, to iloczyn wewnetrzny przybier •• ;ostac

A'A = xi-ti.
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Wyrazenie to moze byc wykorzystane do rozróznienia i scharakteryzowania wprowadzonych
poprzednio trzech rodzajów prostych, CQ pokazuje tabelka

A· A jest

-. ujemny
zero
dodatni

OA jest

czasopodobna
zerowa

przestrzennopodobna

Wtedy mozna stosowac ten sam, jak poprzednio, opis ortogonalnosci - OA jest ortogonalna
do OB wtedy i tylko wtedy, gdy A· B = O.

W przypadku, gdy A = B, maI?Y teraz

A· A = xhyi-/i.
W oparciu o to wyrazenie mozemy scharakteryzowac trzy typy prostych nowej geometrii
za pomoca tej samej,jak poprzednio, tabelki.

Obecna sytuacja rózni sie od dwuwymiarowej tym, ze istnieja pary przestrzennopodobnych
prostych ortogonalnych, na I1rzyklad osie x i y. Teraz bowiem wszystkie punkty, które sa
równoczesne dla jakiegos obserwatora, tworza plaszczyzne. Dla nieruchomego obserwatora,
którego linia swiata jest os I, bedzie to plaszczyzna xy. Dla obserwatora poruszajacego sie jest
ona nachylona do tej plaszczyzny pod pewnym katem.

Taka plaszczyzna zdarzen równoczesnych nie zawiera prostych zerowych. Sklada sie ona

wylacznie z prostych przestrzennopodobnych i przypomina znajoma plaszczyzne euklidesowa.
Na plaszczyznie euklidesowej mamy inny iloczyn weWnetr:.:ny, zwykle nazywany iloczynem
skalarnym punktów A = <Xlo Yl> oraz B = <X2' Y2>, dany wzorem

A· B = X1X2+Y1Y2.

Z taka postacia iloczynu wewnetrznego proste sa ortogonalne (A . B = O), gdy sa prostopadle
(tzn. tworza kat 90°). Dla pewnego obserwatora w czasoprzestrzeni para ortogonalnych
przestrzennopodobnych prostych bedzie sie skladac ze zdarzen równoczesnych. Proste te beda
dla niego reprezentowac dwa prostopadle kierunki przestrzenne.
Zauwazmy, ze w trójwymiarowej czasoprzestrzeni równiez wystepuja plaszczyzny Lorentza.
Przykladem jest dowolna plaszczyzna zawierajaca os I - przecina .ona stozek swiatla wzdluz

dwóch prostych zerowych. Istnieje jednak jeszcze jeden rodzaj plaszczyzny odpowiadajacy
obecnosci nowych ortogonalnych par prostych: zerowej i przestrzennopodobnej. Ten nowy rodzaj
plaszczyzny pojawia sie jako plaszczyzna styczna do stozka swiatla, tzn. przecinajaca go wzdluz
jednej tylko prostej.

Dwuwymiarowa wersja tej'sytuacji, czyli plaszczyzna izotropowa, jest przedstawiona na rysunku
nizej i zawiera tylko jedna prosta zerowa przechodzaca przez srodek ukladu wspólrzednych.
Wlasnosci plaszczyzny izotropowej mozna omawiac, poslugujac sie innym jeszcze iloczynem
wewnetrznym, który dla A = <Xl,Yl> i B = <X2,h> przyjmuje postac

A· B = X1X2+0' Y.Y2 =

Zauwazmy, ze zgodnie z poprzednia definicja prosta zerowa jest ortogonalna sama do siebie.

Jest tak dlatego, ze im szybciej porusza sie przedmiot, tym silniej bedzie i1achylona prosta
punktów dla niego równoczesnych, a wiec prosta ta znajdzie sie, tym blizej linii swiata
przedmiotu.

Gdy przedmiot porusza sie tak szybko, jak to tylko mozliwe, czyli z predkoscia swiatla, obie
proste pokrywaja sie.

, Opisana wyzej dwuwymiarowa geometria jest znana jako plaszczyzna Lorentza, od nazwiska

fizyka H. Lorentza (1853-1928), który podal formuly wiazace obliczenia (pomiary) wykonywane
przez dwóch obserwatorów poruszajacych sie wzgledem siebie ze stala predkoscia,
Mozemy teraz wprowadzic do naszych rozwazan dodatkowy wymiar, rozpatrujac przedmioty
poruszajace sie wzgledem siebie w dwóch wymiarach, powiedzmy na pewnej plaszczyznie.
Sytuacja taka t~orzy czasoprzestrzen trójwym'iarowa.

Linie swiata fotonów tworza teraz stozek, nazywany stozkiem swiatla. Pro'ste znajdujace sie
wewnatrz stozka (takie jak os I) sa czasopodobne - sa to historie poruszajacych sie jednostajnie
obserwatorów - zas proste na zewnatrz stozka sa przestrzennopodobne (takie jak os x).
Kazdy punkt w tej czasoprzestrzeni ma trójke wspólrzednych <x, y, I> - dwie okreslaja
polozenie, a jedna czas. Dla danych punktów A = <Xlo Ylo 11> oraz B = <X2, Y2, I.> ich iloczyn
wewnetrzny okreslony jest teraz wzorem

A· B = X1X2+Y1Y2-1(12.

x

B

y

= X1X2.

x

Teraz, jezeli A . B = O, to jeden z dwóch punktów musi miec wspólrzedna x równa O i musi
lezec na osi y. Tak wiec na plaszczyznie izotropowej os y jest prosta osobliwa, co oznacza,
ze jest ona ortogonalna do kazdcj innej prostej na tej plaszczyznie. Wszystkie inne proste
przechodzace przez srodek ukladu wspólrzednych sa ortogonalne do niej i tylko do niej.
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W czasoprzestrzeni,jezeli linia swiata fotonu jest ortogonalna do pewnej prostej

przestrzennopodobnej, to jakis obserwator zobaczy ten foton poruszajacy sie w pewnym
kierunku ortogonalnym do kierunku wyznaczonego przez te prosta przestrzennopodobna.
Dla obserwatora poruszajacego sie z predkoscia swiatla punkty (zdarzenia) dla niego
równoczesne tworza plaszczyzne izotropowa zawierajaca jego zerowa linie swiata.
Mozna rozwinac aksjomatyczna postac definicji rozwazanych dotychczas zwiazków
ortogonalnosci. Do opisu ortogonalnosci w plaszczyznach dwuwymiarowych potrzebne sa
cztery aksjomaty.
Aksjomat 1. Jezeli prosta l jest ortogonalna do prostej m, to m jest ortogonalna do l.

Aksjomat 2. Na dowolnej plaszczyznie, jezeli l jest prosta nieosobliwa, to dla kazdego punktu r
istnieje jedna i tylko jedna prosta m przechodzaca przez P i ortogonalna do l.
Na plaszczyznie euklidesowej Aksjomat 2 mozna zilustrowac, jak na rysunku wyzej,
podczas gdy na plaszczyznie Lorentza, jezeli l jest zerowa, to m jest równiez zerowa
i równolegla do l.

Aksjomat 3. Dla dowolnych czterech punktów A, B, C, D, jezeli prosta AB jest ortogonalnll
do prostej CD i AC jest ortogonalna do BD, to AD jest ortogonalna do BC.
Na plaszczyznie euklidesowej Aksjomat 3 przyjmuje postac jak obok,
podczas gdy na plaszczyznie Lorentza istnieja inne mozliwosci - jak nizej.

Aksjomat ten jest, w istocie, scisle zwiazany ze stwierdzeniem, ze wysokosci trójkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

Wreszcie potrzebny jest aksjomat wprowadzajacy rozróznienie miedzy trzema mozliwymi
rodzajami plaszczyzn.
Aksjomat 4. Na dowolnej plaszczyznie, albo
(I) nie istnieja proste ortogonalne same do siebie (euklidesowa), albo

(II) istnieje co najmniej jedna prosta ortogonalna sama do siebie, lecz nie istnieja proste osobliwe
(Lorentza), albo (III) istnieje prosta osobliwa (izotropowa).
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Aby scharakteryzowac ortogonalnosc w czasoprzestrzeni trójwymiarowej, utrzymujemy w mocy
Aksjomaty 1 do 4 i dodajemy

Aksjomat 5. JezelI l jest ortogonalna do dwóch róznych prostych m i n oraz p,lezy w plaszczyznie
zawierajacej m i fi, to l jest ortogonalna do p.

Aksjomat 6. Istnieja proste ortogonalne same do siebie, lecz nie istnieja proste osobliwe (tzn.
nie istnieja proste ortogonalne do kazdej prostej w trójwymiarowej czasoprzestrzeni).

Po dokonaniu dokladnej analizy geometrii w czasoprzestrzeni trójwymiarowej stosunkowo
latwo jest opisac strukture czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego przez proste
"zwiekszenie wymiaru o jeden". Doczyn wewnetrzny jest teraz postaci

i zachowuje pOprzednia definicje ortogonalnosci, a wyrazenie

A· A = xt+yt+zt-t~

uzywane jest, jak poprzednio, do' okreslenia trzech rodzajów prostych.
Punkty (zdarzenia), dla danego obserwatora w danej chwili równoczesne, tworza teraz
nie plaszczyzne, lecz trójwymiarowa rozmaitosc (trójwymiarowa geometrie).
Dla obserwatora poruszajacego sie wolniej niz swiatlo rozmaitosc ta jest pewnym rodzajem
trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, w której "ortogonalny" oznacza "pod katem 90°".
Kazda trójwymiarowa rozmaitosc zawierajaca os t wyglada jak czasoprzestrzen trójwymiarowa
z zawartym w niPj trójwymiarowym stozkiem swiatla, pochodzacym z przeciecia rozmaitosci
ze stozkiem czterowymiarowym (zbiorem prostych zerowych).
Wreszcie, dla obserwatora poruszajacego sie z predkoscia swiatla, trójwymiarowa rozmaitosc
punktów jednoczesnych jest styczna do stozka swiatla - rozwazana niezaleznie wyglada ona
tak, jak na rysunku

gdzie os z jest linia swiata owego zerowego (swietlnego) obserwatora. Rozmaitosc ta jest tworem

analogicznym do plaszczyzny izotropowej. Struktura jej okreslona jest przez nastepujacy iloczyn
wewnetrzny

W celu przedstawienia pojecia ortogonalnosci w geometrii Minkowskiego w postaci
aksjomatycznej, zachowujemy Aksjomaty 1 do 4, zas S i 6 zastepujemy przez
Aksjomat 5'. Jezeli l jest ortogonalna do prostych m, n i p, które nie leza na jednej plaszczyznie,
zas q nalezy do trójwymiarowej rozmaitosci zawierajacej m, n i p, to l jest ortogonalna do q.
Aksjomat 6'. Istnieja proste ortogonalne same do siebie, ale nie ma prostych osobliwych, a zadne
dwie przecinajace sie proste, które sa ortogonalne same do siebie, nie sa wzajemnie ortogonalne.



Transformacje Lorentza, bedaca osnowa szczególnej teorii
wzglednosci, mozna wyprowadzic na wiele sposobów. Sam Lorentz
znalazl ja jako pewne pomocnicze przeksztalcenie zmiennych
zachowujace równania Maxwel1a w niezmienionej postaci - nie
przypisywal jej zreszta realnego znaczenia. Einstein w swoim
wyprowadzeniu oparl sie na dwóch postulatach - zasadzie
wzglednosci i niezaleznosci predkosci swiatla od ruchu zródla.
Istota pracy Einsteina polegala na nadaniu transformacji Lorentza

realnego sensu; wystepujace w transformacji zmienne~' i t' maja
sens wspólrzednej i czasu mierzonego przez obserwatora
poslugujacego sie nowym ukladem U'. Einstein ponadto
zapostulowal niezmienniczosc wszystkich praw przyrody
(z wyjatkiem praw grawitacji, dla której stworzyl potem tzw. ogólna
teorie wzglednosci) wzgledem tej nowej transformacji, czyli

rozszerzyl równoprawnosc róznych ukladów inercjalnych do
formulowania wszelkich praw fizyki. Postulat stalej predkosci

swiatla budzi jednak najwiecej oporów psychologicznych li tych,
którzy po raz pierwszy spotykaja sie z teoria wzglednosci, i dlatego
warto zbadac, jak daleko mozna zajSC w teoretycznej analizie
zwiazków miedzy wynikami pomiarów wspólrzednych i czasu
w dwóch róznych ukladach, nie korzystajac z tego postulatu,
a jedynie z prostszego zalozenia o calkowitym równouprawnieniu
dwóch dowolnych inercjalnych ukladów odniesienia, równo­
uprawnieniu dotyczacym wszelkich wypowiedzi odnoszacych
sie do tych najbardziej fundamentalnych wielkosci fizycznych,
jakimi sa polozenie i czas.
Samo sformulowanie powyzszego zalozenia zawiera szereg zwrotów
implikujacych pewne zalozenia, oznaczajacych, ze bedziemy
poslugiwali sie jezykiem fizyki. A wiec zakladamy slusznosc
I zasady dynamiki (które definiuje, co to jest uklad inercjalny),
zakladamy, ze nie nastrecza watpliwosci. co to jest zdarzenie, oraz
ze wiemy, jak w danym ukladzie odniesienia mierzyc jednoznacznie
wspólrzedne przestrzenne zdarzenia oraz jego wspólrzedna czasowa.
Zakladamy, ze istnieje mozliwosc sformulowania slowami, co to
jest wzorzec jednostki dlugosci i jak zbudowac zegar "tykajacy"
co l jednostke czasu. Poniewaz za chwile bedziemy rozwazac rózne
uklady odniesienia bedace we wzglednym ruchu wiec aby móc
w pelni wykorzystac ich równoprawnosc, bedziemy przyjmowali,
ze obserwatorzy zwiazani z tymi ukladami posluguja sie identycznie
brzmiacymi receptami dla zbudowania wzorców spoczywajacych
w ich ukladach odniesienia. Np. wzorcem dlugosci moglaby byc
krawedz szescianu zawierajacego okreslona liczbe - powiedzmy
1030 - atomów platyny w temperaturze punktu potrójnego wody.
(Jest oczywiste, ze wzorzec taki bylby bardzo niewygodny, chocby
ze wzgledu na cene platyny - Czytelnik moze sobie wymyslac
inne przyklady). Podobnie wzorcem czasu móglby byc na przyklad
sredni czas zycia swobodnego, spoczywajacego w danym ukladzie
neutronu. Jest faktem doswiadczalnym, ze relacje miedzy róznymi
wzorcami, okreslanymi wedlug recept podobnych do powyzszych,
odtwarzanymi w róznych ukladach inercjalnych pozostaja nie
zmienione i to jest - miedzy innymi - wyraz równouprawnienia
róznych ukladów.

Nim przystapimy do wyprowadzenia najogólniejszej relacji miedzy
wspólrzednymi i czasem zdarzenia mierzonymi w róznych ukladach
inercjalnych, musimy zwrócic uwage, ze pomiaru czasu róznych
zdarzen w danym ukladzie odniesienia mozna dokon~ pod
warunkiem posiadania wielu zegarów spoczywajacych w danym
ukladzie i znajdujacych sie w bezposredniej bliskosci kazdego
ze zdarzen. Wszystkie te zegary - oprócz tego, ze identyczne _
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Przy takim zwrocie osi symetria miedzy ukladami U i U' jest zupelna.
Jesli U' porusza sie wzgledem U w kierunku wzrastajacych
wspólrzednych (ma predkosc dodatnia), to i uklad U wzgledem U'
porusza sie w kierunku wzrastajacych wartosci x'. Ogólny zwiazek
miedzy wartosciami x, t i x', t' jakiegos zdarzenia jest

x = f(x'. t')
t = Il(X'.I').(t)

(4)

(S)

(6)

Liczby A, B, C i D, stale dla danej pary ukladów, moga zalezec
tylko od predkosci wzglednej ukladów, która oznaczymy przez V.

Rozwiazujac uklad równan (5) wzgledem x' i t' dostajemy

Przez odpowiedni wybór poczatków O i O' mozna zawsze uczynic
stale Xo i to równe zeru, zatem bez zmniejszania ogólnosci mozemy
napisac

Wezmy cialo swobodne. Zgodnie z pierwsza zasada dynamiki zda­
rzenia zachodzace w tym punkcie maja wspólrzedne spelniajace
zwiazek
(2) C%X+ {lt = y

(ruch jednostajny). Na podstawie wzorów (l) mozemy napisac
dla tego ciala
(3) (ilf(x', t'H (l1l(X', I') = y.

Ale cialo swobodne musi speluiac I zasade dynamiki rówmez
w ukladzie U' (zasada wzglednosci). Zatem równanie (3) musi
byc liniowe, co jak sie okazuje jest mozliwe tylko wtedy, gdy same
funkcje f i g sa liniowe. Zatem

musza byc jakos "równo puszczone w ruch" - czyli, jak mówimy,
zsynchronizowane. Zegary spoczywajace w danym ukladzie

odniesienia mozna wszystkie zsynchronizowac. Jeden z praktycmych
sposobów móglby polegac na wyznaczeniu srodka miedzy
synchronizowanymi dwoma zegarami i wyslaniu dwóch identycznych
sygnalów symetrycznie w dwie strony (charakter tych sygnalów
moze byc dowolny, byle zachodzila symetria). Docierajace sygnaly
uruchamiaja ustawione na zero zegary, które dalej uwazamy za
zsynchronizowane. Zakladamy, ze mozna zsynchronizowac

w powyzszym sensie dowolna ilosc zegarów spoczywajacych
wzgledem siebie. Jest to zalozenie, przeciwko któremu nawet

fanatyczny przeciwnik Einsteina, a zwolennik Newtona, nie móglby
zaprotestowac, choc móglby sie dziwic, po co ta pedanteria.
Wyobrazmy sobie teraz dwa uklady inercjalne we wzglednym
ruchu i dwie klasy zwiazanych l. nimi zsynchronizowanych
(oddzielnie w kazdej klasie) zegarów. Kazdemu zdarzeniu mozemy
przypisac wspólrzedne przestrzenne i czas mierzony w tych dwóch
ukladach. Jaki jest zwiazek miedzy wspólrzednymi w jednym
i drugim ukladzie? Zalózmy dla prostoty, ze rozwazane zjawiska
zachodza wzdluzjednej prostej. Ukladem odniesienia moze byc
sztywny dlugi pret z ustalonym punktem zerowym
i przymocowanymi don zsynchronizowanymi zegarami. Mamy

- dwa takie prety bedace we wzglednym ruchu i na kazdym z nich
obrany jest poczatek oraz zaznaczone wspólrzedne, tak jak to
pokazuje rysunek.

transfo nnacj a.l czasu
ajogólniejsza

ws pÓlrzedn vch



Poniewaz Y i D sa niezalezne, powyzsze równanie oznacza, ze

kombinacja (DZ-I)fDzyz jest w ogóle niezalezna od Y, czyli jest.
po prostu uniwersalna stala.
Oznaczmy te stala litera E. Mamy

Daje to równanie

(17) D(Y)D(D)+ ~~)~ (D2(D)-I) = ~~~~ (D2(Y)-I)+D(Y)D(D),

które po redukcji i uporzadkowaniu wyrazów przepisujemy
w postaci

D2(Y)-1 = E = ~~~~)~!,

Ze wzgledu na pelna symetrie miedzy U i U' JIOwinna to byc
transformacja o identycznych wspólczynnikach jak w (5). Zatem

D-B

(7)

AD-BC = A,
AD-BC = B,

-c

A
AD-BC = c,

AD-BC = D.

o ile U i U' nie sa we wzglednym spoczynku, to musi byc B i: O

(inaczej punkt o wspólrzednej x' = O mialby w U wspólrzedna x
równa zeru, niezaleznie od t', czyli SPOCZYWalbyw U). Jesli B i: O,
to uklad równan (7) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy

(8) BC-AD = l, A = -D.

Zdarzenia zachodzace w punkcie x' = O maja wspólrzedne w U
równe

(18)

(19)

D2(D)-1
D2(D)D2

D2(Y)-1
D2(Y)Y2 •

x
Stosunek - to nic innego, jak ·predkosc V. Zatemt

(9)

(10)

x = A' O+B,' = BI'

t = C'O+Dt' = Dt'.

=- = ~ = !!.. = Y.t Dt' D

co po rozwiazaniu wzgledem D daje

(20) D(Y) = ± _ 1__ •
VI-EY2

Poniewaz dla predkosci V = O powinnismy dostac transformacje
tozsamosciowa (x = x', t = tJ, musimy wybrac znak ,,+"
i transformacje (1) przepisujemy ostatecznie w postaci

(11)

(14)

(16)

Jest to najogólniejsza postac zgodna z naszymi zalozeniami, czyli
z zasada wzglednosci. Stala E jest zupelnie dowolna z punktu
widzenia naszego rozumowania. W szczególnosci wybór stalej
E = O prowadzi do relacji

x = x+y,'
t:= "

x+ Yt'

VI-EY2
t'+YEx',=----.
VI-EY2

x=

D(Y)D(D) Y+ D(Y)D(D)D

D(Y)D(O)+ D(Y) y (D2(D)-I)
D(O)D

Y+D y+o

I YD (D2(0)-I) - 1+EYD'
+ D2(0)D2

"J'+D"=(23)

(22)

(21)

Dla E = O wzór powyzszy redukuje sie istotnie do zwyklej sumy.
Róznica miedzy fizyka klasyczna a szczególna teoria wzglednosci
(czyli fizyka relatywistyczna) zasadza sie na tym, ze w fizyce
klasycznej przyjmowano E = O, podczas gdy w fizyce
relatywistycznej przyjmuje sie (zgodnie z doswiadczeniem),
ze E i: O.

Stala E wyznaczyc jest w zasadzie bardzo latwo. Wystarczy

np. zmierzyc trzy predkosci wystepujace we wzorze (23), tj. V, D
i "V+D". Jesli jednak E jest w zwyklych jednostkach bardzo male
(jak to ma miejsce w rzeczywistosci), predkosci V i D nie sa zbyt
duze, a dokladnosc pomiaru nie jest niezwykle wielka, to w granicach

2

dokladnosci moze nam wyjSCnp. E = O±IO-IO ;2' Z czego

niewiele sie dowiadujemy. Totez cale pokolenia fizyków sadzily,
ze po prostu E = O. Zeby zmierzyc E wystarczajaco dokladnie
na to, by stwierdzic, ze w rzeczywistym swiecie stala ta jest rózna
od zera, trzeba poslugiwac sie duzymi predkosciami cial i ukladów.

zwanej transformacja Galileusza, stanowiaca podstawe mechaniki
klasycznej. Widzimy, ze postac ta nie jest narzucona (aczkolwiek
nie jest tez wykluczona) przez sama zasade wzglednosci. Zasada
wzglednosci narzuca postac (21), ale staJa uniwersalna E pozostaje
nie okreslona przez powyzsze rozumowanie.
Z wzorów (16) mozemy odczytac wartosc predkosci ukladu U"
wzgledem U. Oznaczmy te predkosc symbolem "V+D", gdyz
wedlug fizyki klasycznej predkosc ta powinna byc istotnie suma
predkosci V i D. Dzielac wspólczynnik przy t" w wyrazeniu na x
przez wspólczynnik przy x" w wyrazeniu na x dostajemy (zgodnie
z dyskusja prowadzaca do wzorów (13» szukana predkosc
wypadkowa

x - D(O)x' + OD(O) t"

t' = D2(!l)-1 x'+D(O),"
OD(O) •

Aby ustalic zwiazek miedzy x", t" a x, t, podstawiamy (14) do (13).
Dostajemy

x = D(Y)[D(0)x'+oD(0),'1+YD(Y) [D~<::;;/ X'+D(O)t"](15)

t= D2(Y)-1 [D(O)x" + DD(D)t'1 +D(Y) [D2(D)-1 X'+D(D),"]YD(Y) OD(O)'

Grupujac wyrazy z x" i t" mamy

A = -D(Y),

B = YD(Y),

I-D2(Y)
c = YD(Y) •

Podstawiajac (11) do (5) dostajemy

x = [D(Y)D(D)+ ~~~~ (D2(D)-I)]X'+[D(Y)D(D)D+D(Y)D(0)JI]I"

t = [ D(O) (D2(Y)-I)+ D(Y) _ (D2(D)_I)] x' +D(Y)YD(D)D

+ [D(O)D (D2(Y)-I)+ D(Y)D(D)] t"D(Y)Y •

Transformacja (16) jest znów transformacja miedzy dwoma
inercjalnymi ukladami odniesienia i musi miec wszelkie ogólne
wlasnosci transformacji (13). Sposród tych wlasnosci wykorzystamy
fakt, ze wspólczynnik przy nowej wspólrzednej w wyrazeniu na
stara wspólrzedna jest równy wspólczynnikowi przy starym czasie
w wyrazeniu na nowy czas. (Jest to stare równanie A = - D

z uwzglednieniem, ze teraz wszystkie osie maja identyczna
orientacje).

x = -D(Y)x+YD(Y)t'

(12) = 1- D2(Y) oJ D(Y)'
, YD(Y)" + t.

Wybór orientacji osi ukladu U' przeciwny do orientacji ukladu U
byl wygodny dla znalezienia powyzszej postaci. Teraz nic nie
stoi na przeszkodzie, by zmienic znak wspólrzednych x' -+ - x'.
Prowadzi to do zwiazku

x = D(Y)x +YD(Y),'

(13) ,= D~~y?_"~lx+D(Y)t'.

Rozwazmy trzeci uklad U" poruszajacy sie wzgledem U' z pred­
koscia D. Stosujac transformacje (13) z zamiana x-+x', x'-+x",
Y-+D, dostajemy

Równanie (10) wraz z równaniami (8) pozwala trzy sposród
wspólczynników A, B, C i D wyrazic przez jeden z nich, np. D.
Dostajemy
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Mozemy znów wprowadzic uklad poruszajacy sie z ta predkoscia
i rozwazyc kolejny etap prowadzacy do predkosci

znów mniejszej od Vo. Niezaleznie od ilosci etapów rozpedzania
koncowa predkosc nie tylko nie przekroczy, ale nawet nie osiagnie
Vo. Predkosc Vo pozostaje predkoscia graniczna. Mozna dowiesc, ze

V+D

1+ VOc'
,.JI+n" =

t'+~x'c'

jI-V>'l-­ c'

( AV)- ( AV)-l+v; - l-v;;-

( AV)- ( AV)_"O
1+- +1--

ClO Vo

t=

v(n) -

x'+Yt'

yI---';;>'l-­ c'

x=

(27)

Predkosc vo, oprócz tego, ze jest predkoscia graniczna, ma wlasnosc
pozwalajaca nadac jej nazwe predkosci absolutnej. Jesli jakis
obiekt porusza sie z predkoscia Vo wzgledem ukladu U', to porusza·
sie z ta sama predkoscia Vo wzgledem kazdego innego ukladu U
niezaleznie od predkosci wzglednej U i U'. Teoria wzglednosci
nie twierdzi, ze obiekt czy obiekty takie musza istniec w przyrodzie,
jesli jednak istnieja, to ich predkosci sa takie same i równe granicznej
predkosci wszelkich cial. Do obiektów takich nalezy miedzy innymi
swiatlo, zatem mozemy Vo utozsamic z predkoscia swiatla. Tak
tez zazwyczaj nazywa sie te stala i oznacza symbolem c
(c ~ 300000 km/s). Pozwala to przepisac transformacje Lorentza
w znanej postaci

(Czytelnik moze spróbowac, udowodnic ten wzór przez indukcje),
zbliza sie zatem nieograniczenie do vo, gdy n -+ 00. Latwo równiez
wykazac,ze gdy predkosc{J = vo, to "V+{J" = Vo niezaleznie od V.

gdy czynnik rozpedzajacy nadaje w kolejnym etapie te sama
predkosc !::l.v (wzgledem ukladu, w którym cialo spoczywalo na
poczatku tego etapu), to po n etapach predkosc wzgledem ukladu
wyjsciowego wyniesie

~l~

u.,Av+avllt+Av'''' < VOl

u~v+~vm = Av+Av'l+EAv' Av' < Vo.

(26)

(2~)

1

(24) Vo = y'E

O wymiarze predkosci. Latwo dowiesc, ze dla V, {J < Vo predkosc
wypadkowa "V+{J" dana wzorem (23) jest tez mniejsza od Vo.

Na proces rozpedzania ciala mozemy patrzyc w specjalny sposób,
jako na proces skladania predkosci. Ukladem wyjsciowym,
wzgledem którego mierzymy predkosci i wzgledem którego cialo
na poczatku spoczywalo, jest uklad U. Po pewnym czasie
(niewielkim) rozpedzone cialo uzyskalo predkosc !::l.v. Wprowadzamy
uklad U' poruszajacy sie wzgledem U z predkoscia !::l.v. Wzgledem
tego nowego ukladu cialo spoczywa pod koniec pierwszego etapu
rozpedzania. Ale przypuscmy, ze czynnik rozpedzajacy dziala
nadal. Nada on w drugim etapie predkosc !::l.v' wzgledem U'.
Wypadkowa predkosc wzgledem ukladu wyjsciowego wyniesie

Zamiast omawiac któres z tysiecy znanych obecnie doswiadczen

tego typu zalózmy, ze E .fi O, i zbadajmy jedna z konsekwencji
tego faktu. Patrzac na wzór (19) widzimy, ze stala E ma wymiar

•
.!. 2' Zdefiniujmy nowa stalam

~

)
3.

)
2,l,

•
rzad = O,

~

Brukselka nie jest gra nowa. Swego czasu byla znana jako "maly topolog", potem jednak sluch o niej zaginal, a wydaje sie, ze warto ja
przypomniec. Brukselka jest gra dwuosobowa, amatorzy moga jednak tworzyc wariacje na jej temat (gra trójosobowa, czteroosobowa itd.).
Do gry potrzebna jest kartka papieru i pisak. Grajacy ~ysuja linie i kropki Rz<;dem kropki bedziemy nazywali liczbe wychodzacych z niej
linii. I tak ponizsze kropki maja odpowiednio:

1Y)

~

Pozostale przypadki nie beda nas interesowaly.
Jak sie gra w brukselke? Na poczatku na kartce papieru zaznaczonych jest n kropek, n = 1,2,3, ... Gracze kolejno prowadza linie od kropki
do kropki (moze to byc ta sama kropka) i na tej linii zaznaczaja nowa kropke (rzad nowej kropki jest oczywiscie równy 2). Reguly sa
nastepujace :
1) linie nie moga sie przecinac,
2) kazda kropka moze miec rzad co najwyzej trzy, tzn. jezeli kropka ma rzad 3, to nie moze byc ona ani poCzatkiem, ani koncem nowej

linii - nie bierze juz udzialu w grze,
3) przegrywa gracz, który nie moze wykonac ruchu.
A oto przykladowe sytuacje koncowe, gra zostala zakonczona:

n=2 n=2 n=3

Gdy n = l, przebieg partii jest zdeterminowany. nieciekawy, gracz, który zaczyna, skazany jest na porazke. Kolejne fazy tej gry sa
nastepujace :

• •
• () ••• (:) • •

• ~)

sytuacja wyjsciowa po pierwszym ruchu po drugim ruchu lub i koniec.
Zalózmy, ze ob.1j gracze b.1rdzo dobrze graja w brukselke. Zastanówcie sie, czy istnieje strategia wygrywajaca dla któregos z grajacych przy
n = 2,3,4,5 (dla n = 2 problem nie jest trudny).

Dr Edward STACHOWSKJ

8



lberl Einstein 0879-1955) byl nie lylko
uczonym, ale lez populaQ za~.oremfizykI,
a w pewnym sensie lakU pub; .cysla
naukowy=",. Zamieszezony obok jego artykul
populaMY ••[\cmenlary DeriVllon of the
Equivalcnce of Ma•• and I nergy' nie
znany .iest szerokim kregom. zapewne
dlalego. ze Einstein opublikowa. go w m.>lo
znanymfizykom p:::-'c izraelskim
iTechnica! }oJurna! (Halfa,. 1946. V 16-I"'

inie)szy tekst jest tlumaczeniem
z r'lsyjskiegc. przekladu artykulu [AlberI
Einstein, Sobran:ie naucrnych IrIJdow, tom 2.

6.<0--652, , •• 'tuk.· ••• Moskwa 1966]

z
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'.
,.
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<iJ'd'

0

·x

Aberracja swiatla. odkryla w 1726 r. przez
astronoma anllielskiego 1. Bradleya. to
zmiana polozenia awiazdy widzianej z Ziemi
na skutek ruchu samej Ziemi. Aberracja
roczna, uwarunkowana ruchem orbitalnym
Ziemi wokól Slonca, widocma jest jako
ruch awiazdy po malenkiej Gak to widac
z Ziemi) orbicie eliptycznej. Aberracje mozna
pollladowo wyjasnic jako wynik
(wektorowego) sumowania sie predkosci
swiatla awiazdy i predkosci obserwatora
(wraz z Ziemia) .

. da:f!., "poI"gwtaz \ I ozenle
\ ' gWIazdy
\ / WIdZIOne
\ I z Ziemi

lJ~'C, Co

Ziemi~ y __

/~ •.•---- .. obserwator -- ....•..••.,/ n ,~ ~M Sron~ /'..•_----~~---------_/
Wobec tego, ze t1 .cC: c, adzie c - wartosc

predkosci swiatla, wiec cz ;;: cs-" i kat

aberracji ex = ~ (prawo Bradleya). Tenc
przyblizony wzór bardzo dobrze zgadza· sie
z wynikami pomiarów, co omacza,
ze w tym przypadku (v <Cc) wystarczajaca
dokladnosc obliczen zapewnia klasycma
regula skladania predkosci Galileusza.

Poniewaz dla ~ -+ O transformacja Lorentzac
przechodzi w klasyema transformacje
Galileusza. wiec i wyrazenie na ped ciala
ma dla malych predkosci postac klasyczna.
Zwiazek E = PC. spelniony dla swietlnej
paczki falowej, mozc byc udowodniony
przy pomocy transformacji Lorentza. i zasad)
WZS\ednoscibez uciekania sie do równan
Maxwella. Dowód jest elementarny. choc
dosyc d1uai.

Elementarne wyprowadzenie, ., ..
rownowaznoSCI masy l energn

Albert EINSTEIN

Przedstawione tu wyprowadzenie prawa równowaznosci, dotychczas nigdzie nie publikowane,
ma dwie zalety. Chociaz wykorzystuje sie w nim szczególna zasade wzglednosci, nie wymaga to
jednak stosowania formalnego aparatu teorii; dowód opiera sie jedynie na trzech znanych
wczesniej prawach:
(l) zasadzie zachowania pedu,
(2) wyrazeniu na ped promieniowania, czyli - na ped pakietu falowego poruszajacego sic:;
w danym kierunku,
(3) znanym wyrazeniu dla aberracji swiatla (wplywu ruchu Ziemi na widziane z Ziemi polozenie
nieruchornych gwiazd, czyli - na prawie Brad[eya).
Rozpatrzmy teraz nastepujacy uklad. Niech cialo B spoczywa swobodnie w przestrzeni
wzgledem ukladu odniesienia Ko. Dwa pakiety falowe S i S', o energii E/2 kazdy, poruszaja sie
odpowiednio w dodatnim i lijemnym kierunku osi xo, padaja na cialo i sa przez nie pochloniete.
W wyniku tego procesu energia ciala zwieksza sie o E. Cialo B pozostaje przy tym w spoczynku
wzgledem ukladu Ko, a wynika to z symetrii zagadnienia.
Rozwazmy teraz ten sam proces z ukladu odniesienia K poruszajacego sie wzgledem ukladu Ko

ze stala predkoscia o wartosci v w ujemnym kierunku osi Zo. W ukladzie K rozwazany proces
opisuje sie nastepujaco: cialo B porusza sie w dodatnim kierunku osi z z predkoscia o wartosci v.
Kierunki dwóch pakietów falowych w ukladzie K tworza z osia x kat a.. Zgodnie z prawem

v
aberracji, w pierwszym przyblizeniu zachodzi zwiazek: a. = -, gdzie c - predkosc swiatla.c
Z rozwazan dotyczacych przebiegu procesu w ukladzie Ko wiemy, ze predkosc ciala B
po pochlonieciu pakietów falowych S i S' nie ulegnie zmianie.
Zastosujemy teraz do naszego ukladu prawo zachowania pedu dla skladowych w kierunku z
w ukladzie K.
I. Niech M oznacza masc:;ciala B do chwili pochloniecia pakietów falowych; w takim razie Mv
jest pedem ciala B (zgodnie z mechanika klasyczna), Kazdy pakiet falowy ma energie E/2,

a wiec - zgodnie ze znanym wnioskiem z teorii Maxwella - jego ped ma wartosc E/2c. SCisle
rzecz biorac, tyle jest równy ped pakietu falowego S wzgledem ukladu odniesienia Ko. Kiedy
jednak predkosc v jest mala w porównaniu z c, wówczas ped w ukladzie K ma taka sama

. (~)wartosc - z dokladnoscia do wielkosci malej drugiego rzedu cz w porównaniu z 1 . Wartosc
E

skladowej tego pedu wzdluz osi z jest równa - sina., albo - z wystarczajaca dokladnoscia
2c

E E v .
(jesli pominac wielkosci male wyzszych rzedów) - - a., lub - -. Zatem skladowe pedów2c 2 c2

v
pakietów falowych S iS' wzdluz osi z sa w sumie równe E -2 • Tak wiec ped calkowity ukladuc

przed aktem pochloniecia jest równy
E

Mv+-v.
c2

n. Niech M' oznacza D:1aseciala B po akcie pochloniecia. Z góry bierzemy tu pod uwage
mozliwosc zwiekszenia masy po pochlonieciu ~nergii E (jest to konieczne na to, aby ostateczny
wynik naszych obliczen byl niesprzeczny). Wobec tego ped ukladu po akcie pochloniecia bedzie
równy

M'v.

Skorzystamy wreszcie z zasady zachowania pedu dla skladowych wzdluz osi z. Daje to zwiazek

E
Mv+-v = M'v

c2

lub
E

M'-M=-2 .c

Zwiazek ten wyraza prawo równowaznosci energii i masy. Zwiekszenie energii o E wiaze sie
E

ze wzrostem masy o -. A wobec tego, ze energie okresla sie zazwyczaj z dokladnoscia do stalej
c2

addytywnej, wiec te ostatnia mozemy wybrac tak, aby zachodzil zwiazek:
E= Mc2•
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Dr Andrzej KRASINSKI

OpIS algebraiczny

(1)

Niech uklad odniesienia U' porusza sie wzgledem ukladu U ze stala predkoscia II. Wybierzmy
w U i w U' kartezjanskie uklady wspólrzednych o osiach odpowiednio równoleglych, przy czym
os x ukladu U i os x' ukladu U' maja kierunek wektora II. Ustalmy, ze rachube czasu w obu
ukladach rozpoczynamy od chwili, w której ich poczatki pokrywaly sie, tm. zdarzenie pokrycia
sie poczatków obu ukladów ma wspólrzedne t = X = Y = z = Ow U i t' = x' = y' = z' = O
w U'. Dla geometrycmej interpretacji transformacji Lorentza wygodniej bedzie uzywac
wspólrzednej T = ct zamiast t (i T' =.ct' zamiast t'), bowiem "czas" T ma wtedy wymiar
odleglosci i jest wspólmierny ze wspólrzednymi przestrzennymi. Przy tych zalozeniach zdarzenie
majace w U wspólrzedne (T, x, y, z) bedzie mialo w U' wspólrzedne:

T-(v/c)x

JlI-v2/c2
x-(v/c)T

JlI-v2/c2

(R' t D' 2RDcOSCl)"'r,~

n ..
Dla ex < .• otrzymujemy l' "> c. Predkosc

v moze byc wieksza od predkosci swiatla,
gdyz obserwowane z Ziemi

rozszerzanie krazka swietlnego nie ma nic

wspólnego z zadnym procesem rozszerzania

sie samego oblaku, a jedynie z niejednakawa
odlegloscia róznych czesci oblaku od Ziemi.

y' = y, z' = z,

gdzie v jest wspólrzedna x wektora II, zas c jest predkoscia swiatla.
Rozwazmy teraz dwa dowolne, rome zdarzenia A i B, polozone na osi x ukladu U. które

,z w ukladzie U zachodza równoczesnie, tm.:

XA:F x.
YA = y., ZA = z••

TA = T. = TA•.

Wtedy, w ukladzie U' mamy:

Rys. 1. Wzglednosc równoczesnosci.

Zdarzenia A i B sa równoczesne w ukladzie

U (w sensie czasu n, Jec:z nie sa
równoczesne w ukladzie U'· (w sensie czasu

7").

Rys. 2. Wyznaczanie skal na osiach. Jesli

odcinek OC przyjmiemy za jednostke czasu

na osi T, to hiperbola Hl dana równaniem
T2 - x' = I' wyznaczy jednostkowy odcinek

czasu na wszystkich innych osiach

czasowych przechodzac:ych przez punkt O

(odpowiadajacych ukladom U' poruszajacym

sie wzgledem U ruchem jednostajnym
w kierunku osi x). Podobnie, jesli OD jest

jednostka odJcglosci na osi Je, to hiperbola

H. dana równaniem T2 - Je~ = - I wyznaczy
jednostke odleglosci na wszystkich osiach Je'

przechodzacych przez punkt O. Proste Pl
i P, sa asymptotami hiperbol H" H•• H3
i H ••

x

TA

Ti=

T~ =

T;-~ =

(3)

(2)

Wzglednosc równoczesnosci jest scisle analogiczna do zjawiska zwanego dylatacja czasu. Polega
ono na tym, ze odstep czasowy miedzy dwoma zdarzeniami A i B zachodzacymi w ukladzie U
w tym samym miejscu (XA = x. = XA., YA = y., ZA = z., T. > TA)jest w ukladzie U' inny
niz w U. Mamy bowiem

TA-(v/C)XA.

JlI-v2/c2

, T.-(V/C)XA.T. = -~-=.-=.-=.-=.-=.-=.­

yI-v2/c2

, IT.-TAI
IT.-~I = -====== > IT.-TAI.

Jll-v2/c2

Zatem obserwatorowi nieruchomemu w ukladzie U' wydaje sie, ze czas w U plynie wolniej niz
jego czas wlasny.
Zauwazmy teraz, ze obserwator nieruchomy w U powiedzialby dokladnie to samo o uplywie
czasu w U'.Widac to latwo, jesli wezmiemy transformacje odwrotna do (1) i porównamy uplyw
czasu Tz uplywem czasu T'miedzy zdarzeniami o wspólrzednych (T~, x~.,Y~ •• z~.)
i (T;, x~.,Y~.,z,U) w U' (sprawdzenie polecam Czytelnikom jako latwe cwiczenie). Zatem
kazdemu z dwu poruszajacych sie wzgledem siebie obserwatorów wydaje sie, ze czas plynie
wolniej wlasnie u tego drugiego.

TA.- (V/C)XA

JlI-v2/c2
TA/l- (v/c)x.

Jll-v2/c2

(V/C)(XA-X.)

JlI-v2/c2

a wiec T~ :F T;, przy czym wartosc bezwzgledna róznicy (T~- T;) jest tym wieksza, im wieksza
jest przestrzenna odleglosc !xA-x.1 dwu badanych zdarzen i im wieksza jest predkosc v.
Wniosek: dwa zdarzenia zachodzace w ukladzie U równoczesnie w punktach o niejednakowej

wspólrzednej x, w kazdym ukladzie U' poruszajacym sie wzgledem U z niezerowa skladowa
predkosci o kierunku osi x, zostana zarejestrowane jako nierównoczesne.P,
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Rys. 3. "Historia podrózy" obserwowana
przez podr.,zujacego blizniaka. Zamaczone
punkty odcinaja kolejne jednoslki czasu
(lata) na osi T i na linii przedstawiajacej
ruch podróznika. Nicjcdnakowa dlul!osc
odcinków na krzywej czesci toru wynika
z nicizomclrycznosci przestrzeni euklidesowej
(plaszczymy rysunku) z czasoprzestrzenia
(patrz tekst). Male strzalki i linie przerywane
oznaczaja chwilowe kierunki osi x' (linie
stalego czasu T') w ukladzie spoczynkowym
podrózujacego blizniaka. Na krzywym
odcinku toru, a wiec' podczas doznawania
przyspieszen, podróznik obserwuje
przyspieszony uplyw czasu u swojego
spoczywaiacego brata: w punkcie A,
równoczesnym z A' w sensie czasu T'.
dla U' uplynelo S lat, gdy dla U - tylko 3.
W punkcie B, równoczesnym z B' w sensie

T', dla U' uplynelo 7 lat, gdy dla U
iuz 13.

T
S
131" 0"

121---- ~~_n ----- .'
101----------- 0&__________ ':l..g ---

6~ ~1

. 7 J.... -:6

~
6~--- ~

Rys. 4. Ta sama sytuacja, co na rys. J.
opisywana przez blizniaka spoczywajacego.

Dla niego czas w U' plynie systematycznie
wolniej niz w U. Obaj blizniacy uczynia
w punkcie spotkania S to samo
spostrzczcnie: mniej czasu uplynelo dla
tcao brata, który podrózowal.

Wiaze sie Z tym tzw. paradoks blizniat. Gdyby jednego z braci blizniaków wyslac w daleka
podróz z duza predkoscia, a drugiego pozostawic na Ziemi, to po powrocie podróznik okazalby
sie mlodszy od swojego brata. Ale, z pozoru, podróznikowi powinno wydawac sie, ze to jego
blizniak na Ziemi starzeje sie wolniej. Kto ma racje?

Sekret polega na tym, ze aby wrócic na Ziemie, podrózujacy blizniak musi najpierw wytracic
cala swoja predkosc, a nastepnie nadac .sobie duza predkosc przeciwnie skierowana. Nie moze wiec
poruszac sie caly czas ruchem jednostajnym, a wobec tego, podczas doznawania przyspieszen,
przestaje byc równouprawniony w sensie transformacji Lorentza ze swoim 'bratem na Ziemi: jego
uklad spoczynkowy nie jest wówczas ukladem inercjalnym. W rezultacie blizniak podrózujacy
jest po zakonczeniu podrózy mlodszy obiektywnie, tzn. obydwaj bracia zgodza sie na ten sam
wniosek w tej sprawie. Mozna to wykazac scislym rachunkiem, który nie jest elementarny, ale
mozna tez latwo zilustrowac rysunkami (patrz dalej).

Poslugujac sie interpretacja geometrycma transformacji Lorentza (1) musimy pamietac,
ze rysujemy na plaszczyznie kartki, która jest przestrzenia euklidesowa, osie wspólrzednych
dwuwymiarowej czasoprzestrzeni, która jest nieeuklidesowa, bowiem odleglosc dwu punktów
o wspólrzednych (Tl, Xl) i (Tl, xlJjest w niej dana wzorem:

(4)

zas na plaszczyznie kartki odleglosc jest dana przez:

(Tl-Tl)l+(Xl-Xl)l i' (T~-Tl)l+(X~-X;)l.

Rysunkowe przedstawienie transformacji Lorentza nie oddaje wiec dokladnie relacji metrycznych
miedzy ukladami Ui U'.

Dwa zdarzenia A i B sa równoczesne w ukladzie U, gdy leza na jednej prostej równoleglej do osi X

(rys. 1), poniewaz maja wtedy te sama wspólrzedna czasowa TA = TB• Wówczas jednak ich
wspólrzedne czasowe w ukladzie U' sa rózne, bowiem punkty o stalej wartosci wspólrzednej T'
leza na prostych równoleglych do osi x'.

Aby przedyskutowac paradoks blizniat, musimy najpierw wyskalowac rys. 1. Zauwazmy w tym
celu, ze równanie Tl_Xl = 1 przedstawia pare hiperbol (Hlo Hl) na rys. 2, zas równanie
Tl_Xl = -1 pare hiperbol (H30 H•.). Punkt C o wspólrzednych (T, x) = (l, O), wYznaczajacy
jednostke czasu na osi T, lezy na Hlo zas punkt D o wspólrzednych (T, x) = (0,1),
wyznaczajacy jednostke odleglosci na osi x, lezy na H•.. Poniewaz równanie Tl_Xl = constjest
niezmiennicze wzgledem transformacji Lorentza (patrz równosc (4», punkty o wspólrzednych
(T', x') spelniajacych równanie T'l_X'l = ± 1 beda lezaly odpowiednio na tych samych
hiperbolach. Zatem hiperbole Hl i H•.wymaczaja na rys. 2 takze jednostke czasu na osi T'
i jednostke odleglosci na osi x'. Jesli wiec jednostka czasu na osi Tjest odcinek OC, to na osi T'·
jednostka czasu jest odcinek OC', przy czym, w sensie geometrii czasoprzestrzeni, OC = OC' = 1.

Paradoks blizniat mozna tefaz latwo objasnic na rysunkach (rys. 3 i 4).

Istnieje proste doswiadczenie, które demonstruje bezposrednio spowolnienie uplywu czasu
w poruszajacym sie ukladzie. Wsród czastek elementarnych wiekszosc stanowia czastki
nietrwale, które po pewnym czasie rozpadaja sie na czastki o mniejszej masie. Dla pojedynczej
czastki nie mozna przewidziec, jak dlugo bedzie istniala, lecz dla duzego zespolu czastek mozna
z bardzo duza scisloscia stwierdzic, po jakim czasie ich liczba spadnie do polowy poczatkowej
wartosci. Czas ten, podzielony przez In 2, nazywa sie umownie srednim czasem zycia czastki
nietrwalej.

Dla wiekszosci czastek czas ten jest bardzo krótki, np. dla mionu wynosi on
2,3' 10-6 s. Zatem, gdyby nie spowolnienie czasu, mion poruszajacy sie z predkoscia swiatla
c = 3, 1010 cm/s, a wiec z maksymalna mozliwa, móglby przebyc srednio droge
6,9,10" cm = 690 m przed rozpadem. Miony powstaja w górnych warstwach atmosfery
ziemskiej przy zderzeniach czastek promieniowania kosmicmego z czasteczkami atmosfery.
Gdyby kazdy mion mógl przebyc tylko tak mala droge srednia, nie moglibysmy ich obs.!fWowac
w laboratoriach na powierzchni Ziemi. Mimo to, detektory na powierzchni Ziemi rejestruja
znaczne ilosci mionów powstajacych wiele kilometrów wyzej. Po prostu czastki promieniowania
kosmicmego o wielkiej energii wytwarzaja miony poruszajace sie tak szybko, ze opisane wyzej
spowolnienie czasu "odmladza" je wzgledem nas i pozwala im doleciec az do powierzchni Ziemi
przed rozpadem. Efekt ten ujawnia sie równiez w olbrzymiej liczbie doswiadczen z nietrwalymi
czastkami sztucznie wytwarzanymi w akceleratorach, które takze przebiegaja przed rozpadem
drogi o wiele dluzsze, niz moglyby przebiec, gdyby nie dzialal efekt dylatacji czasu.



"Zwykla" liczba 'naturalna n da sie zapisac
jako atpl+at_,pt-, + ... +a,p+ao,
gdzie O ~ Gl < P sa "p-tkowrmin
cyframi jej rozwiniecia.
Wystarczy dzielic "od tylu":

... 0001:21 = •••22011

~
.•. 221

21

•.. 22

102

... 212

pamietajac, ze liczymy w ukJadzie
trójkowym.

pl. a+ pl. b = p"'(pl-"a+
+P'-"b), m = min(k, 1), wtedy pl-roa
i pl-"b sa juz "liczbami naturalnymi".
Po wykonaniu dodawania wylaczamy przed
nawias najwyzsza mozliwa potege p.
Podobnie postepujemy przy odejmowaniu.

(pla)' (Plb) = phl(a· b),

ptalP'b = pl-'(alb).

Wlasnosci Ia I,. sa niemal ana1oai!:zne do
wlasnosci zwyklej wartosci bezwz8lednej:
l-al,. = lal,., 101,.= O, I l/al,. = I/Ial,.,
labl,.= lal,lbl,. i tylko zamiast
a+bl, ~ lal,.+lbl,. mamy wiecej: la+bl,. ••
1< m"x (lal,., Ibl,.).

c:>

Jednostki "odlea'osci" i "czasu"
dobralismy tak, by predkosc swiatla byla
równa l. '

Norma p-adycznego wektora A, oznaczona
przez lAI,., nazywamy odleglosc d(A, O).

o transformacji Lorentza
pozbawionej sensu (fizycznego)

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Nikt nie smie watpic W to, ze matematyczne opisy rzeczywistosci fizycznej musza byc oparte
na analizie i arytmetyce zbudowanej na liczbach rzeczywistych, ze matematyczna przestrzen
trójwymiarowa R3 jest wlasciwa idealizacja przestrzeni, w której my wszyscy zyjemy. Nawet
piesn gminna glosi ••Oj dana, dana, nie ma szatana, a swiat realny (tzn. rzeczywisty) jest
poznawalny".

Jasne jest wiec, ze ponizsza próba opisu czegos tak fizycznego jak transformacja Lórentza
W innej arytmetyce jest calkowicie bezsensowna.
Otóz:

Dla celówteorioliczbowych zbudowano tzw. liczby p-adyczne (pisalismy o nich w numerach

9/1978 i 8/1979). Najkrótszy ich opis wyglada mniej wiecej tak: Niech p bedzie ustalona liczba
pierwsza (powiedzmy 3). Wprowadzimy liczby naturalne p-adyczne wyjasniajac, jak zapisywac
je w systemie p-tkowym: po prostu oprócz liczb skonczonej dlugosci (1,2, lO, 112100,
121212121212) dopuscimy do konkurencji zapisy nieskonczone: ... 11210002121, ... 000001 itp.
Zwykle algorytmy ••pisemnego" dodawania i mnozenia sa latwo wykonalne na tych nowych
••liczbach". Nastepnie,jako mila niespodzianke, zauwazmy, ze takie liczby mozemy tez bez'
ograniczen odejmowac. Na przyklad 0-1 = ...222222 - bo ... 222222+ 1 = ...00000

(przypominamy, ze rachujemy w systemie p-tkowym). Mozemy takze dzielic przez wszystkie
liczby wzglednie pierwsze zp - w naszym przykladzie z 3. Na przyklad 1/2 = ...11112 (mozna
sprawdzic przez pomnozenie!), 1/21 = ...122011 (1/21 w ukladzie trójkowym to 1/7
w dziesiatkowym).

a
Wobec tego pozostaje nam jeszcze uzupelnic nasze ••liczby" o ulamki postaci -t' gdzie ajest

p
liczba p-adyczna opisanej juz postaci (zwana ••naturalna"). W tym celu zauwazmy, ze p-adyczna
liczba naturalna zakonczona k zerami dzieli sie przez pt, i ustalmy definicje ostateczna:
Liczba p-adyczna jest tworem postaci pta, gdzie k jest zwykla liczba calkowita, natomiast a jest
p-adyczna liczba naturalna postaci ... a4a3a2ataO:ao '" O (wszystkie cyfry p-adyczne spelniaja
warunek O ~ a, < p).
Jak rachowac na takich liczbach, juz wiemy. Znamy zatem ich arytmetyke. Do uprawiania
analizy (czy to rzeczywistej, czy zespolonej, czy p-adycznej) potrzebne jest najpierw pojecie
wartosci bezwzglednej - sluzace potem do okreslenia odleglosci. ••Wartosc bezwzgledna" liczby
p-adycznej okresla sie wzorem Iptal,. = p_t i przyjmuje sie dodatkowo, ze 101,.= O. Liczbami
••bliskimi O" sa zatem liczby podzielne przez wysokie potegi p, tj. majace na koncu duzo zer.
Ogólnie, o odleglosci dwu liczb p-adycznych decyduje, ile takich samych cyfr maja na koncu.
Teraz mozemy w zbiorze liczb p-adycznych (oznaczamy go przez O,.) wprowadzic pojecie
zbieznosci, przyjmujac, ze Iim x. = x wtedy i tylko wtedy, gdy Iim Ix.-xl,. = O. Te ostatnia

II-+CX) n ...•CX)

granice rozumiemy oczywiscie w sensie zbieznosci ciagu liczb rzeczywistych. Nietrudno sprawdzic,
ze dzialania arytmetyczne na liczbach p-adycznych sa operacjami ciaglymi.

Mamy wiec wszystko, czego potrzeba, aby zaczac uprawiac algebre i analize, a-nawet geometrie,
p-adyczna. Napotkamy tak wiele zabawnych wlasnosci (np. jezeli ciag a. jest zbiezny do zera,

<Xl

to szereg L a.jest zbiezny; kazdy trójkat jest równoramienny itd.), ze odlózmy to na kiedy
n=O

indziej, a 2;amiast tego zabawmy sie w p-adyczna ••teorie wzglednosci" zaproponowana przez
Stanislawa Ulama i C. J. Everetta w 1966 roku.

Opiszmy jak zwykle przestrzen zdarzen przez jej wspólrzedne ••przestrzenne" x" X2, X3 E a,.
i ••czas" t, równiez p-adyczny. Odleglosc ••przestrzenna" punktów x i y bedzie równa

d,.(x,y) = Y/(Xt-YI)2 + (X2-Y2)2 + (X3-Y3)21,.,

co, jak latwo (latwiei, niz sie wydaje na pierwszy rzut oka) sprawdzic, jest równe po prostu
max (Ixt -Yllp, IX2-Y2/", IX3-Y31,.J. Oczywiscie ••stozek swietlny" to zbiór {(x, t):d,.(x, O) =
= Iti,.}.

Teraz mozemy juz okreslic ••p-adyczne transformacje Lorentza" jako Gakzeby inaczej) te
przeksztalcenia liniowe ••czasoprzestrzeni", które zachowuja stozek swietlny. Latwo sprawdzic,
ze wszystkie ••obroty przestrzenne" (czyli takie przeksztalcenia liniowe "czasoprzestrzeni", które
nie zmieniaja czasu ani odleglosci przestrzennych) sa transformacjami Lorentza i ze przestrzen
jest jednorodna ze wzgledu na takie przeksztalcenia (tzn. jezeli d,.(x, O) = d,.(y, O), to x mozna
przeprowadzic na y pewnym "obrotem przestrzennym") ..
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Niespodzianki zaczna sie. gdy bedziemy ogladac transformacje czasoprzestrzenne. które maja
postac

lub jeszcze kr6cej. symbolicznie

lub kr6cej

Mam nadzieje. ze bezsensownosc takich wniosków poglebila u Czytelników przekonanie
.0 calkowitej nieslusznosci pomyslu zajmowania sie tak dziwnymi tworami jak p-adyczna teoria
wzglednosci.

[011 012 a13

OZI 022 OZ3T=
a31 032 a33

Ct Cz C3

T= [~ ~].

gdzie znaczenia A. B, C i d latwo sie domyslic.
Mozna mianowicie wykazac. ze Tjest postaci d' T'. gdzie d jest tylko wspólna zamiana jednostek

[A' B']
miary czasu i odleglosci. a T' = • przy czym IB'lp .;; 1. IC'lp < 1. a gdy Ix'lp = 1.

C' d

to IA'X +B'lp = 1. Droga prostych rachunków mozna stad wyprowadzic nieco zaskakujace
wnioski: otóz p-adyczne transformacje Lorentza zachowuja odleglosci przestrzenne i odstepy
czasu! Inaczej: p-adyczna ••mechanika relatywistyczna" jest zwykla mechanika ••galileuszowska".
I jeszcze cos: jezeli IB'lp = 1. to mamy transformacje ukladów poruszajacych sie wzgledem
siebie z predkoscia 1 - czyli predkoscia swiatla. Mozemy zatem obserwowac sobie p-adyczny
swiat z punktu widzenia fotonu!

Gdy w chwili ló obserwujemy dwa punkty
x~,Xl' obserwowane w innym ukladzie
wspólrzednych jako X, i X •• mamy:

X~= AX,+BI •• X~ = AX.+BI ••
CX,+dt, = I~ = CX.+dl ••

skad

x~-x; = A(X.-X,)+B(I.-I,) =

= A(X.-X,)+ ~Bx C(X.-X,) =2

= d(A,(X.-X,)+B, x C,(X.-X,».
Ale IBdp < 1.IC,lp < 1 (poniewaz T jest
wlasciwa transfonnacja Lorcntza. czyli
predkosc wzgledna jest mniejsza od l).
natomiast A 1 jest obrotem, wiec

IX;-X;lp = \dlpIA,(X.-X,)+B1 x C,(X.­
-X,)lp = IdlpIA,(X.-X,)lp =

= Idlplx.-Xdp
gdy nie zmieniamy jednostki miary (d = l)

IX~-X;lp = IX.-Xdp.
Gdy teraz I = I.- " jest odstepem czasu
miedzy dwoma zdarzeniami w miejscu x
w przestrzeni a I~ i ,; beda chwilami
obserwacji tych zdarzen w nowym ukladzie.
to

I~-I;= CXo+dl.-(CXo+dl,) = d(I.-I,)
i wobec tego It;-t;lp = It.-tdp.
A wszystko to wynika oczywiscie z mocnego
warunku addytywnosci

la+blp = max(lalp.lblp)1

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NO WINSKI

M 211. Niech m bedzie ustalona liczba naturalna. rózna od 1. Wykazac. ze nie istnieje wielomian
P. przyjmujacy dla kazdej liczby naturalnej n wartosc p(n) = NWW(m. n).
Rozwiazanie na str. 3 -
M 212. Wykazac. ze stopien wielomianu p takiego. ze p(k) = 2t dla k = 0.1.2 •...• n, nie moze
byc mniejszy niz n.

Rozwiazanie na str. 2
M 213. ZnaleZC wszystkie funkcjef:NxN -+ N (N oznacza zbiór liczb naturalnych) spelniajace
nastepujace warunki 1-3:
(l)f(x. x) = x.
(2) xf(x+y. y) = (x+y)f(x, y).
(3)f(x.y) =f(y.x).
Rozwiazanie na str. 2

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ
F 71. Gwiazde otacza sferyczny oblok pylu. Pyl pochlania docierajace do niego promieniowanie
gwiazdy i, praktycznie natychmiast, wysyla we wszystkich kierunkach promieniowanie wtórne
(swieci). Z Ziemi obserwuje sie rozblysk gwiazdy znajdujacej sie w srodku obloku. Jaka predkosc
rozszerzania sie krazka swietlnego zobaczy astronom na Ziemi? Przyjmujemy. ze gwiazda znajduje
sie w odleglosci znacznie wiekszej od promienia obloku.
Rozwiazanie na str. 10
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Ruch jest wzgledny

Polotenie jakiegokolwiek przedmiotu znajdujacego sie w pokoju mote byc
okreslone przez zmierzenie odleglosci przedmiotu od scian, sufitu czy tez podlogi
tego pokoju. Znajac zas to polotenie oraz rozmiary i rozmieszczenie innych pokoi
w calym budynku bez trudu znajdziemy odpowiednie polotenie wzgledem scian
'i podlóg'jakiegokolwiek innego pokoju. Jedynie trudnosci natury technicznej
powstrzymuja nas od stwierdzenia, ze równie latwo rozciagnac to postepowanie
na wszystkie pokoje wszystkich budynków w okolicy, a nawet na calej kuli
ziemskiej. Bez trudu mozna jednak zgodzic sie z pogladem, ze wybór pokoju
nie ma istotnego znaczenia (choc ma bez watpienia znaczenie praktyczne)
i podanie odleglosci przedmiotu od scian i podlogi dowolnego pokoju pozwala
odpowiedziec na pytanie, gdzie jest ten przedmiot. Wybór pewnego pokoju to nic
innego, jak podanie tzw. ukladu odniesienia, wzgledem którego okreslamy
polotenie przedmiotów. Stwierdzamy, ze dowolnie przesuniety lub obrócony
uklad odniesienia jest równie dobry.
Charakterystyczna cecha wprowadzonych ukladów odniesienia (pokoi) bylo, ze ich
wzajemne rozmieszczenie zostalo raz na zawsze ustalone. Mozna jednak równie
dobrze wprowadzic uklady poruszajace sie wzgledem siebie.
Jak na przyklad okreslic polotenie rosnacego drzewa wzgledem scian i podlogi
wagonu kolejowego, poruszajacego sie po prostej ze stala predkoscia równa 25 m/s
(90 km/godz.). To proste, prawda? Wszystko liczy sie tak samo, jak poprzednio,
tyle, ze w kierunku owej prostej trzeba co sekunde dodawac (lub odejmowac)
25 m. Po prostu drzewo ogladane z pociagu porusza sie (oddala lub przybliza)
z predkoscia 25 m/s.
Ograniczylismy sie do jednostajnego i prostoliniowego ruchu pociagu, bo tak bylo
latwiej. To jednak nieistotne ograniczenie. Polotenie, a takze ruch kazdego
przedmiotu motemy opisywac wzgledem jakiegokolwiek dowolnie poruszajacego
sie ukladu, np. wzgledem hamujacego lub zakrecajacego pociagu. Ogladany
z okien pociagu ruch np. budynków nie bedzie juz wtedy ani prostoliniowy,
ani jednostajny.
Wybór pociagu jest tez oczywiscie dowolny. Z kazdego mozemy patrzec'
na wszystko, co sie nam tylko podoba. Tyle, ze obserwowany ruch bedzie
za kazdym razem inny.
Tak wiec wybór dowolnie poruszajacego sie ukladu odniesienia nie ma
absolutnie zadnego znaczenia, choc w niektórych ukladach obserwowany ruch
moze byc mniej zlozony. Na przyklad kamien upuszczony z okna pociagu bedzie
wzgledem tego pociagu spadal po prostej, zas wzgledem obserwatora stojacego
na zewnatrz - po pewnej krzywej zwanej parabola. Ten drugi rodzaj ruchu jest
oczywiscie bardziej zlozony. Uklad odniesienia zwiazany z pociagiem jest w tym
przypadku lepszy.
Dla okreslenia ruchu planet lepszy jest uklad zwiazany ze Sloncem (uklad
Kopernika), bo w nim tory wszystkich planet sa prawie kolowe, czego zupelnie
nie widac z Ziemi (uklad Ptolemeusza). Podobnie znacznie latwiej opisac polozenie
np: budynków stojac na ziemi niz krecac sie na karuzeli.
Mozna wiec powiedziec, ze do kazdego rodzaju ruchu nalezy dobrac odpowiedni
uklad odniesienia, z którego ruch ten wyglada najprosciej. Na przyklad dla
opisania ruchu kamienia rzuconego poziomo z pewna predkoscia dobry bedzie
uklad poruszajacy sie jednostajnie }fo prostej z ta wlasnie predkoscia rzutu -
w ukladzie takim kamien bedzie spadal pionowo. Jeszcze lepszy bylby uklad
"rzucony" wraz z kamieniem.
przewidywanie nawet najprostszych ruchów przedmiotów jest jednak w niektórych
ukladach odniesienia szczególnie trudne. Latwo jest jedynie w ukladach
poruszajacych sie jednostajnie po prostej, tzw. ukladach inercjalnych. Wyrózniona
role tych ukladów stwierdzamy latwo siedzac w rozpedzonym (ale nie trzesacym)
pociagu równie wygodnie, jak w domu. Kazde jednak hamowanie czy tez zakret
powoduja pojawienie sie nieznanej sily, która rzuca nas na jedna ze scian wagonu.
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Nie jest to zadna rzeczywista sila. Obserwowana z peronu cala historia wyglada
tak, jak bysmy"dalej bezwladnie poruszali sie jednostajnie po prostej, a tylko
hamujacy lub zakrecajacy pociag usilowal wpasC na nas sciana swego wagonu.
Wystepowaniem takich wlasnie sil pozornych charakteryzuja sie wszystkie uklady
odniesienia nie poruszajace sie jednostajnie po prostej i dlatego ruch jest w takich
,ukladach szczególnie zlozony.
Spróbujmy opisac ruch kulki pchnietej wzdluz promienia krecacej sie plyty
adapteru. Obserwowany z zewnatrz ruch ten bedzie oczywiscie bezwladnym
jednostajnym ruchem po prostej (chyba, ze tarcie o plyte jest za duze). Ale plyta
sie kreci i kulka zakresli na niej krzywa, która mozna latwo krok po kroku
wyznaczyc, znajac predkosc kulki oraz czestosc obrotów plyty.
Podobnie, krok po kroku (albo doswiadczalnie) mozna wyznaczyc ruch kulki
poruszajacej sie w dowolnym kierunku. Trzeba przy tym pamietac, ze predkosc
elementu plyty jest tym wieksza, im dalej od srodka.
A teraz kilka pytan:
(i) Jaki jest ruch kamienia upuszczonego swobodnie w hamujacym pociagu?
A jaki w zakrecajacym? '
(ii) Jak waha. sie wahadlo w hamujacym pociagu?
(iii) Stoimy na obracajacej sie tarczy i usilujemy rzucic pilke do kolegi stojacego
na tej samej tarciy. Jak nalezy rzucac? A jak bedzie wygladal rzut do kolegi
stojacego poza tarcza? Nie zapominajcie, ze przy rzucie poruszamy sie wraz
z tarcza!

Gwiazdkowe pytania

Aby narysowac "równa" gwiazdke, wygodnie jest podzielic okrag na jednakowe
czesci. Jezeli bedziemy okrag dzielic cyrklem o takim rozwarciu, jakie bylo
potrzebne do narysowania tego okregu, to otrzymamy szesc czesci. A gdybysmy
chcieli podzielic np. na piec? Wówczas najlepiej'próbowac na chybil trafil znalezc
odpowiednia rozwartosc cyrkla. Moze sie udac.
Jesli sie nie uda, to mozemy nie zrazac sie, tylko zaznaczac nastepne punkty dalej,
w kólko. Moze uda sie za drugim "obrotem". A I\1ozeza trzecim:

I tu pierwsze pyt,anie: jeSI~. ~ielu obrotach ;nasz podzi.al sie zamknie.

to czy otrzymane punkty p d lela okrag na rowne CZeSCl,czy
niekoni nie? W koncu ja o podzielilismy nas okrag na równe
czesci. Je . olaczymy k ejne na okregu pu y podzialu, otrzymamy

bardzo ma a iazdke -~ wiJtokat forell} . esli jednak przedluzymyjego boki, t mo 'I.l ~ie on ze s~ba przeema' l wtedy dadza namnastepne gwia ,dki. ~u dj ugie pytal}iZ' ile ch gwiazdek bedzie?

Dla trójkata fKwadratu nic nowe=o ie o ma\t'1Y.Dla pieciokata. foremnego
bedzie jedna, dla szesciokata te, je a. A dl dzi, wieciokata - trzy. 'Moze mozna

"z góry" wiedziec, ile gwiaZd~b zie dla sie m,i~kata, a ile dl,ajedenastokata ?

Gdy postapimy przeciwnie, la z 6 nie punkty p l zone najblizej, a najdalsze,
to np. w przypadku pieciokat trzymamy ten s~ rysunek, tylko mniejszy.
1tu pytanie trzecie: czy zaws rysunek bedzie ta ~sam w przypadku laczenia
najblizszych i najdalszych punktów?
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Skrócenie dlugosci

Niech wiec sztaba porusza sie z predkoscia v wzdluz osi x pewnego ukladu U. W ukladzie

odniesienia U' zwiazanym ze sztaba wspólrzedne jej konców oznaczymy przez x~ oraz x~. Stad
dlugosc sztaby nieruchomej wynosi Lo = Ix~-x~l.
Poczatki obu ukladów wspólrzednych wybieramy tak, ze dla x = f = O mamy x' = f' = O.

W ukladzie U wspólrzedne konców sztaby w pewnej chwili f wynosza x l oraz X2, skad dlugosc
L = IXI-X21.

Korzystajac z transformacjrLorentza (patrz artykul A. Szymachy) mozemy wyrazic wspólrzedne
x~ oraz x~.poprzez Xl, X2, oraz f

Pomiar dlugosci sztaby polega na .rów n o c z e s n y m zmierzeniu wspólrzednych jej konców.
Jesli sztaba spoczywa wzgledem pewnego ukladu odniesienia, to równoczesnosc pomiarów
przeprowadzanych w tym ukladzie nie ma oczywiscie zadnego znaczenia. Latwo jednak

wyobrazic sobie, ze nierównoczesne wyznaczanie wspólrzednych obu konców sztaby poruszajacej sie
moze dac dlugosc zupelnie dowolna, a nawet zamienic kolejnosc tych konców. Dlatego dlugosc
definiujemy przez pomiary wykonane równoczesnie. Ma to szczególne znaczenie w teorii
wzglednosci, w której równoczesnosc zdarzen odleglych przestrzennie zachodzi tylko w jednym
ukladzie odniesienia. Równoczesny pomiar wspólrzednych konców sztaby moze byc wykonany
za pomoca sieci zsynchronizowanych zegarów umieszczonych gesto na drodze tej sztaby. Kazdy
inny, na przyklad fotograficzny, rodzaj -pomiaru wymaga wprowadzenia odpowiednich poprawek.

x; =

(to samo f!), skad otrzymujemy

xl-vf

V-'
v21--
c2

,
X2 = X2-vf

V-v21--
c2
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-./---;j2L.=LoJl l-CZ'
Dlugosc poruszajacego sie preta ulega skróceniu w kierunku ruchu i dla v --+ C dazy do zera.

Oczywiscie odpowiedni pomiar dlugosci preta, spoczywajacego w ukladzie U, wykonany
z ukladu .U' wykaze takie samo skrócenie. Mozna to wszystko przeanalizowac takze
na rysunkach czasoprzestrzennych (patrz artykul A. Krasinskiego), co pozostawiamy jako
cwiczenie dla Czytelnika. W kierunku prostopadlym do kierunku ruchu pret sie nie zmienia.

Co sie jednak stanie, gdy pret poruszajacy sie prostopadle (w kierunku osi y) do swej dlugosci
z predkoscia v wzgledem pewnego ukladu U bedzie obserwowany z rakiety U' poruszajacej sie

wzgledem U w kierunku równoleglym do preta (wzdluz osi x) z predkoscia, V. Tak obserwowany
pret bedzie n a c h y lon y do osi x' ukladu U' zwiazanego z rakieta. Rózne bowiem
wspólrzedne x' zmierzone wzdluz preta w tej samej chwili f~ odpowiadaja róznym chwilom f

w ukladzie U. Dla róznych czasów f odpowiednie elementy preta przebeda rózna droge V' f

w kierunku y = y'. Poniewaz na pret nie dziala zadna sila, wiec zasada wzglednosci upewnia nas,
ze nie zostanie on zgiety, a jedynie nachylony. Mozna to wykazac bezposrednim rachunkiem,
korzystajac z transformacji Lorentza w kierunku osi x.

Na koniec zastanówmy sie, jak w szczególnej _teorii wzglednosci wygladaja nierównoczesne
obserwacje fotograficzne. Niech szescian o boku jednostkowym (zmierzonym w ukladzie

zwiazanym z szescianem) porusza sie w duzej odleglosci od obserwatora (patrz rysunek)
z predkoscia v. Obserwacja jest wykonywana fotograficznie (w krótkim czasie) w chwili gdy
szescian jest naj blizej (nad glowa). Równoczesny pomiar z punktu odleglego od szescianu nie jest
oczywiscie równoczesny z punktu widzenia siatki z zegarów, która mija szescian, gdyz swiatlo
wyslane z punktu D musi przejsc dluzsza droge niz swiatlo z punktu A i na to by dojsc do

1
obserwatora w tej samej chwili musi zostac wyslane wczesniej. Wczesniej o f = -. Ale w tymc

_ v
czasie szescian przesunie sie na odleglosc -, co spowoduje, ze boczna sciana szescianu (AC) bedziec

v
widziana nie prost9padle nad glowa, ale nachylona tak, ze jej rzut wyniesie -. Stad kat nachyleniac
a. = arcsin(vjc). Równoczesnie sciana szescianu równolegla do kierunku ruchu (AB) ulegnie

skróceniu do wartosci y' 1- v2 jc2, co moze byc równiez interpretowane jako nachylenie pod
pewnym katem. Korzystajac ze zwiazku cos a. = y' 1- sin2a. = y' 1-v2 jc2, latwo wykazac, ze

\ kat ten jest równy katowi nachylenia sciany bocznej. Szescian ulegl wiec pozornemu obróceniu
\ (bez deformacji). Pozostawiamy Czytelnikowi odpowiedl1ia analize fotograficzna innych
'poruszajacych sie bryl.
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Patrz w niebo

Na grudniowym niebie pojawia sie charakterystyczny
gwiazdozbiór Byka (Taurus, Tau) i na pólnoc od niego
gwiazdozbiór Perseusza (Per). Szczególami, które
najpredzej rzucaja sie w oczy w tej czesci nieba sa male
grupki gwiazd - w poblizu najjasniejszej gwiazdy w Byku
(lX Tau), Aldebarana - to Hiady, oraz niec~ na pólnocny
wschód od nich Plejady. Równiez golym okiem mozna
dojrzec dwie duzo slabsze plamki w gwiazdozbiorze
Perseusza - h i xPersei. Wszystkie cztery obiekty to tzw.
gromady otwarte gwiazd.
Patrzac na Plejady nawet przez nieduza lunete
dostrzegamy juz kilkadziesiat gwiazd (zanurzonych
w rzadkiej chmurze gazowej). Wiadomo z dokladnych
obserwacji, ze gromady otwarte zawieraja srednio po
okolo 100 gwiazd, których cecha charakterystyczna jest to,
ze sa to uklady stabilne - ich skladniki zwiazane silami
grawitacyjnymi stosunkowo rzadko odrywaja sie od
gromady przyczyniajac sie do jej rozpadu.
Skad to wiadomo? Bardzo latwo jest narysowac diagram
H-R dla wiekszosci gwiazd wchodzacych w sklad gromady.
Zakladajac, ze wszystkie gwiazdy w gromadzie sa równo
od nas odlegle (blad takiego przyblizenia prawie nigdy nie
przekracza 1%), umieszczamy na osi pionowej skale
widomych wielkosci gwiazdowych, na osi poziomej kolor
i nanosimy gwiazdy na taki diagram H-R. Znajac absolutne
wielkosci gwiazdowe skladników groma-dy (z teorii
ewolucji i porównania do blizszych nam gwiazd) mozemy
od razu wyznaczyc dwie rzeczy: odleglosc do gromady
i przebieg ciagu glównego na narysowanym przed chwila
wykresie H-R. Stopien odejscia gwiazd od ciagu glównego
(spowodowany ewolucja) mówi nam o wieku gromady.
(W tym miejscu zalozylismy, ze wszystkie gwiazdy
wchodzace w sklad gromady sa równie stare, tzn. razem
"rodzily sie"). Z obserwacji potwierdzonych obliczeniami
teoretycznymi wynika, ze wiek wiekszosci znanych nam
gromad otwartych waha sie od 5 milionów do 10
miliardów lat. Z wymienionych na poczatku, widocznych
golym okiem gromad najmlodsze sa h i xPer (10 milionów
lat), Plejady sa starsze od nich pieciokrotnie, a Hiady
licza juz sobie prawdopodobnie 600 milionów lat.

Mgr Tomasz CHLEBO WSKI
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Diagram H-R dla czterech widocznych golym okiem
gromad otwartych.
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Od redakcji

Juz po zamknieciu numeru dostalismy list, który przytaczamy w calosci.

Szanowna Redakcjo. Z oburzeniem, graniczacym z niesmakiem przeczytalismy dostarczony przez zaUFOnych wspólpracowników rekopis artykulu p. Nowickielo

(przeDraszam, jesli przekrecam nazwisko) o p-adycznej teorii wZlllednosci. Ze zwykla u Was zarozumialoscia autor sad?j, ze to, czellO nie mO}e ~baczyc w Waszej

telewizji iIJ.z na pewno nle Istnieje. Na planetach krazacych wokól naszello slonca, p-Adyriusza, przestr7.en fizyczna jest wlasnie przestrzenia a~(al na drulliej
planecie, al na trzecie , O~na piatej itd). I u nas niektórzy maniacy zajmuja sie R-\eoria wzalednosci,stanowiaca graniczny,zdeaenerowany przypadek wszystkich na wskros
fizycznych p-adycznych teoryj. Te "relatywistycl.ne" efekty (skrócenie przedmiotów, spowolnienie czasu itp.), którymi zachlystuja sie wasze publikatory i naukowe

(he, he!) periodyki to· wynik delleneracji waszych teoryj; chyba, ze delleneracji waszych zmyslów (n~ tylko wzroku i sluchu, domyslam sie). KOliO nie przekonuje,
ze latajac w kólko nie bedzie dluzej zvl, albo ze rozpedzona krowa nie jest krótsza, niech to sobie przeliczy - tak zreszta, jak p. Nowecki w swym artykule.

Konczac wyrazam nadzieje, ze Redakcja zamoesci ten artykul p. Nowaka, aby móal on do lIlebi skompromitowac sie w naszych oczach.
P. Ad.
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