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Rysunki techniczne
Boguslaw KRETKIEWICZ

W Malej Delcie 8/79 znalazl si~ przykry blad.
Wydrukowalismy: 6 = 2·3 = (l+Y7}(I-Y7).
co - po pierwsze nie jest prawda (ttzgubil sie"
minus). Po drugie zas nie swiadczy to o tym, ze
w pierscieniu Z [y'7] brak jednoznacznosci rozkladu.
bo 2 = (3-Y7)(3+Y'7) i 3 = (2+ y'7)(-2+ y7),
Oraz 1+Y7 = (3+yf)(-2+y7) i -1+y'7 =
= (2- y'7)(2+ y7); zatem elementy te sa
rozkladalne. Przepraszamy naszych Czytelników za
wprowadzenie ich w blad. Prosciej jest zobaczyc
niejedno~nacznosc rozkladu w pierscieniu Z [y=7l,
zlozonym z liczb (zespolonychi postaci m+ni Y7,
m, n - calkowite. Mamy bowiem:
8 = 2·2·2 = (l+iy7)(!~iY7); a tych czynników
nie mozna dalej rozlozyc.
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Kim byc (poradnik dla nie:zdecydowanych)
Jezeli nie wiesz dokladnie, Czytelniku, jakie masz predyspozycje i jakiej nauce sie poswiecic, nie przejmuj sie. Za chwile mozesz juz wiedziec.
Odpowiedz tylko na nasze Uniwersalne Pytanie.
Oto ono.

Normalny slon ma 4 nogi. Jezeli trabe policzymy takze jako noge, to ile nóg ma slon?
Wybierz jedna z odpowiedzi.

Jesli wybierzesz odpowiedz

Przy tym zalozeniu slon ma 5 nóg

powinienes zostac

I matematykiem

To jest nienormaIna sytuacja. Zwykle slon ma 4 nogi .. statystykiem

Odpowiem na to pytanie, jezeli zobacze, ze podpiera sie traba.

fizykiem

Traba nie jest noga, gdyz rózni sie od niej wygladem, budowa i przeznaczeniem.

zoologiem

lezeli policzymy trabe jako noge, to powinnismy takze uznac, ze ogon jest noga i wobec tego slon

!)ocjologiem, poniewaz umiesz w rozmai-
:na 6 nóg

ty sposób interpretowac dane liczbowe

)wiedziane bylo, ze normalny slon ma 4 nogi, ale kto moze zareczyc, ze slon, który stoi przed na-

prawnikiem
i jest normalny? Do czasu zajecia stanowiska przez bieglych powstrzymuje sie od wygloszenia >inii na ten temat.

0, swietne pytanie!

nauczycielem

m
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O

T,

T

wg "Mamfo/d" (1971)

Studia fizyczne
na Uniwersytecie

Doc. dr Piotr DECOWSK/

Studia te nie sa latwe. Poznaje sie na nich
przeciez zjawiska lezace u podstaw
wszystkiego, co obserwujemy w

otaczajacym nas swiecie, oraz rzadzace
nimi szczególne prawa swiata

elektronów, atomów, jader atomowych
czy czastek elementarnych. Aby je
zrozumiec, trzeba opanowac
skomplikowany aparat matematyczny
umozliwiajacy opis tych procesów.
Trzeba tez nauczyc sie, jak sie te
zjawiska bada. Sledzic zachowanie sie tak
mikroskopijnych obiektów, jak atomy
czy jeszcze mniejsze - jak jadra
atomowe i czastki elementarne mozna

tylko wtedy, gdy zastosuje sie wyjatkowo
finezyjne narzedzia i metody. Studiujac
fizyke trzeba zaznajomic sie z wieloma
czesto bardzo rózniacymi sie od siebie
dziedzinami fizyki, trzeba wglebic sie w
wiele problemów matematycznych
i opanowac rózne metody doswiadczalne.
Bardzo czesto wykorzystuje sie w nich
najnowsze osiagniecia elektroniki
i techniki komputerowej. Z tego tez

U wagi na temat
studiów astronomicznych

Dr Marcin KUB/AK

Astronomia jest chyba najbardziej
"artystyczna" dyscyplina wsród nauk
matematyczno-przyrodn iczych.
Fascynacja otaczajacym swiatem, lezaca
u podstaw wszystkich zainteresowan
przyrodniczych, w przypadku astronomii
oddzialuje szczególnie silnie na
emocjonalna strone natury ludzkiej,
a samo uprawianie astronomii, majace na
celu poznanie historii Wszechswiata
w oparciu o bierne obserwacje zjawisk
i obiektów odleglych w przestrzeni i w
czasie, wymaga odwolania sie do
wyobrazni w takim samym stopniu, jak
tworzenie dziela sztuki.

Ale - i to juz jest wlasciwosc wspólna
dla wszystkich skutecznych dzialan
twórczych - uprawianie astronomii musi
byc poprzedzone bieglym opanowaniem
jej warsztatu. Temu wlasnie celowi sluza
studia astronomiczne. Trwaja one piec lat.
Czas trwania studiów jest oczywiscie
okreslony przez zakres wiedzy, uznanej za
niezbedne minimum wyksztalcenia
absolwenta astronomii.

Czy studiowac matematyke?

Czy latwo dostac sie na studia
matematyczne? Latwo, bo przewaznie.
wystarczy zdac egzamin (matematyka,
fizyka, jezyk obcy), aby zostac JJtzyjet:vm-­
jedynie w Warszawie bywa. ze t[z.cba
miec choc dwie trójki z plusem. Trudno,
bo rokrocznie egzaminu nie zdaje okolo
polowy Zdajacych. 3. liczba ocen
niedostatecznych 2 egzaminu pisemnego
7. matematyki siega 75%.Pi:muje 7..aS

opinia, ze kandydat, który otrzymuje
dwójke z egzaminu pisemnego
z matematyki (nawet. jesli potem
wyciagnie sie na listnym i zostanie
przyjety na studia) ma juz minimalne
szaRse zosiania dobrym studentem.

Zalózmy, Czytelniku, ze znala.lles sie juz
w owej "górnej polówce", odbyles
praktyke wakacyjna i wreczono Ci
uroczyscie indeks. Nurtuje Cie pytanie:
jak bedzie? Czy studia pójda Ci dobrze?
Czy sa latwe, czy trudne? Latwe, bo
zajec jest stosunkowo niewiele (I rok:
3 przedmioty matematyczne, laboratorium
informatyczne, lektoraty, WF, ekonomia
polityczna, na kierunku nauczycielskim
psychologia), bo nie ma klopotów
z podrecmikami, bo wszystkiego mozna
nauczyc sie z ksiazek inotatek

I



powodu na fizyce dobrze czuja sie ci
studenci, którzy wykazuja wyraznie
uksztaltowane zdolnosci do nauk

scislych i których nurtuje ciekawosc i chec
poznania rzeczywistosci. Dla tych, którzy
przychodza na fizyke z prawdziwie
swiadomego wyboru, studia te beda
zródlem glebokiej satysfakcji i
niejednokrotnie dadza szanse na
spotkanie z porywajaca przygoda
intelektualna. Dla tych, którzy trafiaja
tu przypadkowo, studia fizyczne moga
stac sie powodem stresów, uczucia
zniechecenia i utraty wiary we wlasne
sily, szczególnie na pierwszych latach,
wypelnionych zasadniczo nowym i juz
dosc trudnym materialem.
Juz od pierwszego roku studia fizyczne
dziela sie na dwie specjalnosci: fizyke
i fizyke nauczycielska. Zadaniem
pierwszej specjalnosci jest wyksztalcenie
fizyka zdolnego do prowadzenia róznego
rodzaju badan w laboratoriach naukowych
i przemyslowych. Druga specjalnosc
ksztalci nauczycieli fizyki. Studia na
pierwszej i drugiej specjalnosci trwaja
5 lat.

Pierwsze dwa lata studiów przeznaczone
sa m.in. na opanowanie podstaw
matematyki wyzszej obszernie wylozonych
w kursach analizy matematycznej,
algebry z geometria oraz metod
matematycznych fizyki ."Jednoczesnie w
wykladzie ze "wstepu do fizyki" studenci
poznaja wszystkie glówne dzialy fizyki,
potraktowane w sposób znacznie bardziej
zaawansowany niz w' programie szkoly
sredniej. W tym czasie studenci ucza sie
równiez samodzielnego rozWiazywania
problemów doswiadczalnych w I
pracowni fizycznej i elektronicznej.
W koncu roku drugiego i na roku
trzecim pojawiaja sie pierwsze przedmioty
z "prawdziwej" fizyki teoretycznej ­
mechanika klasyczna i kwantowa,
elektrodynamika. Studenci doskonala
swoje umiejetosci doswiadczalne
w pracowni fizycznej dla zaawansowanych.
Tu juz musza samodzielnie rozwiazywac
zagadnienia wymagajace przygotowan
oraz wielu godzin pomiarów.
W wykladach ze wstepu do fizyki jadra
atomowego i czastek elementarnych oraz
fizyki atomu, czasteczki i ciala stalego
zaznajamiaja sie juz bardziej szczególowo
z problemami fizyki wspólczesnej.
Wiadomosci uzyskane w ciagu trzech
pierwszych lat studiów w zasadzie
umozliwiaja studentom swiadomy wybór
wezszej dziedziny, w której chca sie oni
specjalizowac. Podzial na specjalizacje
nastepuje na czwartym roku. Ci, którzy
maja wieksze sklonnosci do
matematycznego ujmowania problemów
fizycznych, wybieraja specjalizacje
teoretyczne, inni, lubiacy prace

z przyrzadem, jedna z kilku, specjalizacji
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Nie wdajac sie w szczególowe omawianie
planu i programu studiów
astronomicznych warto zwrócic uwage na
zasadnicze cechy procesu ksztalcenia
astronomów.
Pierwsze dwa lata studiów

to wspólne ze studentami fizyki
Zdobywanie podstawowej wiedzy
fizycznej i matematycznej.
Najwazniejszymiwykladami sa w tym
czasie "Wstep do fizyki", "Analiza
matematyczna" oraz - zeby nie
zapomniec calkowicie, ze sie jest
studentem astronomii - wyklad" Wstep
do astronomii". (Nawiasem mówiac, ten
ostatni wyklad odgrywa szczególna role:
Z tych czy innych wzgledÓW wiedza
astronomiczna przekazywana uczniom
przez szkole srednia jest tak bardzo
fragmentaryczna i w istocie tak
niereprezentatywna dla dzisiejszych
badan astronomicznych, ze studenci
pierwszego roku astronomii dopiero na
tym wykladzie zaczynaja rozumiec,
dlaczego zainteresowali sie ta nauka).
Tr.r:eci rok studiów jest okresem

stopniowego wnikania w problematyke
czysto astronomiczna: studenci sluchaja
wówczas wykladów z bardziej
zaawansowanych dziedzin fizyki (np.
"Mechanika kwantowa",

"Elektrodynamika"), a takze zapoznaja

si~ z najwazniejszymi metodami
i obiektami badan astronomiczn}ch (np.
"Wstep do astrofizyki", "Statystyka
astronomiczna"). Czwarty rok studiów
jest praktycznie caly wypelniony
przedmiotami astronomicznymi, wsród
których naj powazniejszy jest kurs
"Astrofizyki teoretycznej", poswiecony
teoretycznemu opisowi fizycznego stanu
i ewolucji najwazniejszych obiektów
niebieskich. Piaty, ostatni rok studiów
poswiecony jest przede wszystkim
wykonaniu pracy magisterskiej oraz
wysluchaniu wykladów z dziedziny
wybranej specjalizacji.

Oczywiscie zasadniczy nurt ksztalcenia
matematyczno-fizyczno-astronomicznego
jest uzupelniany przez wiele przedmiotów
pomocniczych, takich jak lektoraty,
pracownie (w tym pracownia
komputerowa) itp. Dzieki temu
absolwenci studiów astronomicznych
odznaczaja sie wszechstronnoscia, która­
jak na to wskazuje dotychczasowa
praktyka - czesto ulatwia im znalezienie
atrakcyjnej pracy równiez poza
astronomia·

Przypuszczam, ze powyzsze uwagi
wystarcza do zorientowania sie, co
studiuje sie na astronomii. Nie mniej
wazne wydaje sie pytanie o to, jak
studiuje sie na astronomii? W tym
miejscu pozwole so\>ie posluzyc sie tym

z wykladów, bo spotkasz sie z wieloma
ludzmi ze swiatowej czolówki naukowej
(dotyczy wszystkich wiekszych osrodków,
w pierwszym rzedzie Warszawy
i Wroclawia). Trudne, bo kazda godzina
wykladu czy cwiczen to co najmniej
drugie tyle nauki w domu, bo nie mozna
sobie pozwolic na niedokladne
opanowanie materialu i luki, bo
wszystkiego trzeba sie nauczyc z notatek
z wykladów lub z ksiazek, bo sledzenie

wykladu lub tekstu w ksiazce wymaga
znacznego wysilku umyslowego,
zaangazowania wyobrazni i stalego
korzystania z przerobionego juz materialu.
Postepy w rozumieniu matematyki sa
powolne i najczesciej (choc nie
wylacznie) bardzo uzaleznione od ilosci
posiadanej juz wiedzy: do zrozumienia

teorii T moze byc nadzwyczaj pomocne
rozumienie teorii S, W, X, Y, Z,
chocby z pozoru dotyczyly one rzeczy
dosc odleglych. Moze wlasnie dlatego
studia matematyczne potrafia dostarczyc
glebokich przezYc intelektualnych.
Fascynacja pieknem, harmonia i logiczna
spoistoscia matematyki potrafi przyslonic
wiele códziennych spraw, zwYkle

uznawanych za wazniejsze, a r.i!dosc
z poczynionych odkryc moze byc równa
radosci zdobywcy nowego szczytu (warto
moze zauwazYc, ze bardzo duzo

matematyków uprawia wspinaczke lub
turystyke górska).
Pora na konkrety. Studia matematyczne
trwaja 4 lub 4,5 roku (zaleznie od
specja1nosci), ale prawdopodobnie
zostana wszystkie przedluzone do 5 lat.
Na pierwszych dwóch latach studenci

wysluchuja wykladów z analizy
matematycznej, geometrii z algebra
liniowa, topologIi, logiki matematycznej,
algebry abstrakcyjnej, geometrii
rózniczkowej, wstepu do informatyki
i kilku przedmiotów niema tematycznych.

Po dwóch latach studenci przechodza pod
opieke poszczególnych zakladów. Jest to
równowazne z wyborem specjalizacji :
geometria, algebra, topologia, rachunek
prawdopodobienstwa, równania

rózniczkowe, analiza matematyczna,
podstawy matematyki, logika,
zastosowania matematyki, jej dydaktyka
i wiele innych. Studenci kierunku

informatycznego maja wlasne specjalizacje
(oprogramowanie maszyn
matematycznych, analiza numeryczna); to
samo dotyczy specjalnosci mechanicznej
(mechanika cieczy i gazów, mechanika
ciala stalego).

Dalszy ciag studiów odbywa sie pod
kierunkiem bezposredniego opiekuna ­

pracownika danego zakladu (choc nie we
wszystkich uczelniach panuje ten
zwyczaj). Student wybiera i uzgadnia
z opiekunem, na jakie wyklady i seminaria
bedzie chodzil. Na IV roku student



doswiadczalnych. Mozliwosci jest sporo.
Np. na Uniwersytecie Warszawskim
zarówno teoretycy jak i przyszli fizycy
doswiadczalni moga wybrac fizyke ciala
stalego, fizyke jadra atomowego, fizyke
czastek elementarnych, optyke kwantowa,

geofizyke· Teoretycy maja do 'fYboru
ponadto tak "teoretyczne" dziedziny, jak
fizyka statystyczna, teoria pola,
astrofizyka relatywistyczna, kosmologia,
ogólna teoria wzglednosci, metody
matematyczne fizyki, a ci, którzy wybrali
fizyke doswiadczalna, moga skierowac
sie na biofizyke lub fizyke medyczna. Na
czwartym roku studenci wysluchuja
zaawansowanych wykladów
specjalistycznych i uczestnicza
w fachowych seminariach. Rok piaty poza
tym poswiecony jest na zbieranie
materialów doswiadczalnych lub
opracowywanie zagadnien teoretycznych
dla pracy dyplomowej.
Ogólny przebieg studiów na sekcji
nauczycielskiej jest podobny. Studenci
i tu zapoznaja sie z podstawowymi
dzialami fizyki w ujeciu zarówno
doswiadczalnym jak i teoretycznym.
Róznica w porównaniu z sekcja
nienauczycielska polega na tym, ze studia
nauczycielskie nie stawiaja sobie za cel
nauczenia studenta specyficznych metod
i technik badawczych, a zorientowane sa
przede wszystkim na dobre opanowanie
przez niego strony pojeciowej fizyki.
Poza tym na sekcji nauczycielskiej
pojaWiaja sie zajecia z historii
i metodologii fizyki, z logiki, z filozofii

przyrodoznawstwa i socjologii grup
szkolnych, psychologii dzieci i mlodziezy,
a wreszcie pedagogiki i dydaktyki fizyki.
Nauczyciel opuszczajacy nasze piecioletnie
studia bedzie znal fizyke bez zarzutu,
a jego przygotowanie fachowe pozwoli mu
z zadowoleniem i w sposób kompetentny
pelnic swoja trudna lecz niezbedna role
spoleczna.

W zasadzie oczekuje sie, ze absolwent
wydzialu fizyki powinien byc
czlowiekiem o glebokiej ogólnej wiedzy
fizycznej, szczególowej znajomosci
dziedziny, w której sie specjalizuje,
o bieglej znajomosci podstawowego
warsztatu nowoczesnych badan ­
techniki obliczeniowej, znajacym co
najmniej dwa jezyki obce w zakresie
umozliwiajacym swobodne korzystanie
z literatury fachowej. I, co moze jest
jedna z najwazniejszych cech absolwenta,
biegle umiejacym szybko dostrzegac nowe
zagadnienia i twórczo podchodzic do
rozwiazywania napotkanych problemów.
Taki czlowiek jest przydatny w kazdej
galezi techniki i gospodarki i w kazdym
laboratorium badawczym. Rzeczywistosc
czasem, niestety, odbiega od tego idealu.
Uzasadniona jest jednak nadzieja, ze

3

samym porównaniem, co na wstepie:
Jezeli astronomia rzeczywIscie ma w
sobie cos ze sztuki, to owo "cos"
przedostaje sie równiez do atmosfery
studiów astronomicznych. Niewielka na
ogól liczebnosc grup studenckich sprzyja
"indywidualizacji" stosunków miedzy
studentami i nauczycielami, a rygory
administracyjne, konieczne niestety
w licznych grupach studenckich, staja sie
zazwyczaj zbyteczne w odniesieniu do
studentów astronomii.

Nie chcialbym, aby ktos odniósl
wrazenie, ze staram sie przedstawic
studia astronomiczne jako wyjatkowo
latwe i przyjemne. Wrecz przeciwnie,
studia naleza raczej do trudnych i nie
wszyscy wiencza je sukcesem. Natomiast
tych kandydatów na studia
astronomiczne, którzy sa juz na tyle
dojrzali, by zdawac sobie sprawe
z wartosci, jaka ma swoboda
intelektualna, moge zapewnic, ze jezeli na
egzaminie wstepnym wykaza wystarczajace
uzdolnienia do podjecia studiów
astronomicznych, to znajda sie w
atmosferze calkowicie róznej od tej, która
odczuwali dotychczas jako dokuczliwy
"przymus szkolny". Jak ja wykorzystaja
zalezec bedzie tylko od nich samych.

Studia astronomiczne prowadzone sa
w Uniwersytetach: Warszawskim, Wroclawskim,

Torunskim i 1agiellonskim. Szczególowe plany

studiów sa rózne w róznych osrodkach, zasadniczy

schemat jest jednak wszedzie taki sam.

Przytoczone wyzej nazwy wykladów obowiazuja

tylko w Uniwersytecie Warszawskim.

doskonalac system rekrutacji na studia
fizyczne oraz ulepszajac proces
ksztalcenia (np. przez rozwój studiów
indywidualnych, w trakcie których
studenci studiuja wedlug indywidualnie
przygotowanych programów) coraz
bardziej bedziemy sie zblizac do tego
idealu.

powinien juz byc zorientowany, jakie
zagadnienie obierze za temat swojej pracy
magisterskiej. Studia koncza sie
egzaminem magisterskim; przedtem
trzeba, rzecz jasna, pozdawac wszystkie

inne obowiazujace egzaminy i uzyskac
pozytywna ocene pracy magisterskiej.
Programy studiów uwzgledniaja specyfike
kierunku: na kierunku nauczycielskim

jest sporo przedmiotów pedagogicznych
i praktyki w szkolach, studenci kierunku
mechanicznego wysluchuja wiekszej liczby
wykladów z analizy i równan
rózniczkowych, a informatycy ucza sie
kilku jezyków programowania
i teoretycznych przedmiotów
informatycznych. Kazdy jednak student

powinien znac przynajmniej jeden jezyk
programowania, aby móc pracowac przy
maszynie matematycznej.
Pracy dla matematyków nie brak, choc
nie kazdy"znajduje sobie prace na miare
swoich ambicji. Najlepsi studenci

znajduja zatrudnienie na wyzszych
uczelniach jako pracownicy naukowi lub
zdaja na studia doktoranckie. Wielu
absolwentów wybiera prace w resortowych
instytutach badawczych, centrach
naukowo-prod~yjnych, instytutach
przemyslowych lub osrodkach
obliczeniowych, absolwenci kierunku
nauczycielskiego przewaznie w szkolach.
Niezaleznie jednak od miejsca pracy

kazdy magister matematyki powinien byc
"prawdziwym matematykiem", ale
wyjasnianie, co to znaczy, zajeloby zbyt
duzo miejsca i skierowalo uwage
Czytelnika w zupelnie inna strone.
A moze systematyczne czytanie Delty

pozwoli Wam to lepiej zrozumiec ... ?
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Zyjac w dobie komputeryzacji czesto zapominamy albo tez nie zauwazamy, jak bysmy mogli
sobie ulatwic prace i rozrywke stosujac do szybkiego wykonywania przyblizonych wyliczen stare,
proste metody graficzne. Metody te maja te zalete, ze stosujac je cwiczymy sie w szybkim
ocenianiu wyniku, uczymy sie przewidywac, gdzie na prostej liczbowej znajdzie sie interesujaca
nas wielkoSC. Prostym, a w wielu wypadkach niezastapionym przyrzadem ulatwiajacym nam
szybkie rachunki przyblizone,jest suwak logarytmiczny. Wprawdzie nie o logarytmicznym ma tu
byc mowa, ale na poczatek zastanówmy sie nad zasada mnozenia na suwaku. Mamy dwie
listewki, na kazdej z nich jest zaznaczona skala funkcji Xf-+ 10glOx, Skala ta powstaje w ten sposób,
ze na osi wartosci funkcji (osi y, przy czym y = loglox) zaznaczamy wartosci funkcji
Odpowiadajace pewnym wybranym wartosciom zmiennej i przy tych punktach wypisujemy
wartosci argumentu. Bardziej pogladowo rzecz ujmujac postepujemy tak: robimy wykres funkcji
logarytmicznej, powiedzmy, w przedziale [0,6; 1,1] a nastepnie rzutujemy na os wartosci funkcji
punkty wykresu Odpowiadajace wybranym wartosciom argumentu.
Przy otrzymanych rzutach wypisujemy odpowiednie wartosci argumentu. Logarytm iloczynu
dwóch danych liczb a i b otrzymamy, ustawiajac jedna skale funkcji logarytmicznej wzgledem
drugiej takiej skali tak, aby dodac dlugosci odcinków odpowiadajacych logarytmom tych liczb.
Taka jest zasada suwaka logarytmicznego, genialnego w swojej prostocie przyrzadu, który
ulatwiajac rachunki cwiczy zarazem w szybkim przewidywaniu wyniku, wykrywaniu bledów
rachunkowych, interpolowaniu wzrokiem i w tym wszystkim, co robimy na osi liczbowej.
Suwak logarytmiczny niejestjedynym suwakiem stosowanym w praktyce. Uogólnienia
i modyfikacja narzucaja sie same. Niech h i g beda dwiema funkcjami ciaglymi i monotonicznymi,
okreslonymi, powiedzmy, na pólprostej x ~ O i niech w oznacza funkcje odwrotna do h. Podamy
metode konstruowania suwaka do obliczania wartosci nastepujacej funkcji dwóch zmiennych

F(x, y) = w(h(x)+ g(y))

oraz zastosowania takiego suwaka do szybkiego oszacowania tzw. glebi ostrosci przy
fotografowaniu. Na jednej linijce zaznaczamy skale funkcji h, na drugiej skale funkcji g, obie
w interesujacych nas przedzialach. Wartosci funkcji F znajdujemy wedlug schematu, który
najlepiej odczytamy z rysunku-przykladu.
Modyfikacja b.,4zie polegala na tym, ze skale funkcyjne zaznaczamy na dwóch koncentrycznych
okregach lub pierscieniach obracajacych sie wokól wspólnej osi. Takie wlasnie suwaki mamy na
pierscieniach sluzacych do nastawiania odleglosci oraz wielkosci przyslony u wiekszosci
wspólczesnych aparatów fotograficznych. Azeby zapoznac sie z ich zasada dzialania warto
zapoznac SIe z kilkoma faktamI i wLorami z optyki fotograficznej. Wtedy lepiej zrozumiemy

przyczyne nieostrosci niektórych zdjec i bedziemy mogli konstruowac suwaki do szybkiego
oszacowywania glebi ostrosci w przypadkach, kiedy albo obiektyw, którym sie poslugujemy, nie
jest wyposazony w odpowiednie skale na pierscieniach, albo tez stawiamy sobie wymagania
wyzsze od "fabrycznych" odnosnie do ostrosci" negatywu.
Zacznijmy moze od pojecia glebi ostrosci. Jezeli obejrzymy zdjecie formatu 13 x 18, lub wiekszego,
przez szklo powi~kszajace, to zauwazymy, ze granice pomiedzy obszarami czarnym a bialym nie

. sa na ogól liniami "geometrycznymi", a smuzkami o róznych odcieniach szarosci. Wlasnie
szerokosc tych smuzek stanowi o ostrosci zdjecia. W praktyce amatorskiej przyjmuje sie, ze
odbitka (powiekszenie) jest ostra, jezeli szerokosc tych smuzek nie przekracza 1/10 mm. Obraz
swiecacego punktu rzucony na material negatywowy przez obiektyw aparatu nie jest punktem,
a krazkiem, tzw. krazkiem rozproszenia. Robiac z tego negatywu powiekszenie,
np. siedmiokrotne, tylokrotnie powiekszamy krazek rozproszenia. A wiec w tym przykladzie
negatyw bedziemy uwazac za praktycznie ostry, jezeli srednica krazka rozproszenia na nim nie

1 1
przekracza -. -- mm.7 10
Srednica p krazka rozproszenia na negatywie jest funkcja nastepujacych wielkosci:

odleglosci fotografowanego punktu od obiektywu,
odleglosci optycznego srodka obiektywu od kliszy,
czynnej srednicy d obiektywu,
ogniskowej f obiektywu,

no i wad aparatu. (Przeciez zaden obiektyw nie jest idealnie skorygowany na swiatlo biale i jego
ustawienie nigdy nie jest idealne. Te sprawy jednak tu pomijamy.)
Poprowadzmy wzdluz osi optycznej aparatu pólprosta od obiektywu w kierunku. w którym
fotografujemy. Punkty swiecace na tej pólprostej, których obrazami na negatywie sa krazki
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rozproszenia o wielkosci dostatecznie malej, tworza oczywiscie pewien przedzial. Przedzial ten
nazywamy przedzialem ostrosci. Wielkosc tego przedzialu zalezy od tego, jakimi
powiekszeniami zadowolimy sie. Inaczej mówiac, od tego, jakie dopuszczamy maksymalne krazki
rozproszenia na negatywie.
W celu funkcyjnego ujecia rozwazanych wielkosci wprowadzimy pojecie odleglosci nadogniskowej.
Tak nazywamy najmniejsza odleglosc H, ml~rzona wzdluz osi aparatu, taka, ze jezeli nastawimy
aparat na 00, to przedzialem ostrosci bedzie przedzial (H, 00). Jezeli przez p oznaczymy
dopuszczalna srednice krazka rozproszenia, przez f odleglosc ogniskowa obiektywu, a przez c
wzgledna wieJkosc przyslony, to odleglosc nadogniskowa wyraza sie wzoremrH=-+f·

cp

Poniewaz w praktyce zwyklej fotografii ogniskowa f jest wielkoscia bardzo mala w porównaniu
z H, wiec w rachunkach bedziemy odrzucac drugi skladnik prawej strony i bedziemy korzystac
u wzoru

H = kic,

gdzie k =r/p = 104r/krotnosc powiekszenia.

Przyklad: Fotografujemy aparatem formatu 6 x 6, odleglosc ogniskowa wynosi 80 mm, przyslona

c = 5,6 i bedziemy robic powiekszenia formatu 18 x 24 cm. Nalezy wiec przyjac krotnosc
. 1

powiekszenia l = 24: 6 = 4 i mamy p = - mm -1 = 25' 10-6 m-l. Wyrazajac wszystkie wielkosci40 '

w metrach mamy wiec k = 0,082:(25' 10-6) = 256 m. A teraz H = 256:5,6 = 45,7 m. A wiec
nastawiajac ap.lrat na 00 otrzymamy praktycznie ostre obrazy przedmiotów znajdujacych sie na
osi obiektywu w odleglosci co najmniej 45,7 m.
Z wzorów, które zaraz podamy, WYniknie. ze jezeli nastawimy aparat na odleglosc ogniskowa H,
to praktycznie ostre beda oblllZY przedmiotów w odleglosciach wiekszych od H/2.
Nastawmy aparat na odleglosc b. A wiec ten obiekt, który ma wypaSC najostrzej, znajduje sie
w odleglosci b od srodka optycznego obiektywu. Nastawienie polega na tym, ze przy pomocy
odpowiedniego pierscienia ustawiamy obiektyw w takiej odleglosci a od negatywu, ze
(a-f) (b-f) =p. Oznaczajac przez bl ib2 odpowiednio poczatek i koniec przedzialu ostrosci
obliczamy te wielkosci z nastepujacych wzorów:

Hb

hl = H+b

Hb

hz = H-b'
a wyrazajac odleglosc nadogniskowa przez wyzej wprowadzone wielkosci k i c mamy

skala odlegrosci

22 11 5,6 2fl I 2fl 5,6

·c!150 o_c/150'
skala przysfon

Jezeli stosujac powyzszy wzór otrzymamy wartosc ujemna lub zero na bz, to - oczywiscie ­
przedzial ostrosci bedJ.ie od hl do 00.

Dla szybkiego szacowania glebi ostrosci skonstruujemy wiec suwak tego typu, co rozwazany na
poczatku naszej czytanki dla funkcji F(x, y) = w(h(x)+ g(y», gdzie w i h sa wzajemnie
odwrotne. W naszym przypadku bedzie h(b) = l/b dla h> O, h(oo) = O, a wiec w(z) = l/z
i g(c) = c/k oraz g(c) = -c/k dla bz.

Wykonujac skale funkcji h zwrócmy uwage na nietrudny do sprawdzenia fakt, mianowicie, ze

odstepy na skali beda równomierne, jezeli dla trzech kolejny,·~ wartosci argumentu XI-!, X" .
X,+1 zachodzi równosc

:, = ~ (x,l_1 + x,l+!).

Inaczej: x,jest srednia harmoniczna li'czb X'-l i X,+1' A stad

x,+! = 2x'_I-X,

Przyjmujac np. Xo = 00, Xl = 60 m mamy wiec Xz = 30 m, a dalej X3 = 60, 30:(2' 60-30) =
= 20 m, X4 = 15 m, X5 = 12 m, X6 = 10 m, X, = 60:7 = 8,5 m, Xs = 7,5 m, X9 = 20:3 =
= 6,66 m, XIO = 6 m itd. Skale obu funkcji g i i umieszczamy na wspólnej listewce wzglednie na
tarczy. Ponizszy rysunek przedstawia fragment suwaka wykonanego przy nastepujacych
wymaganiach: odleglosc ogniskowa f = 50 mm i zadamy, azeby powiekszenia negatywów
maloobrazkowych do formatu 13 x 18 byly praktycznie ostre, czyli stopien powiekszenia l = 6.
Wyliczamy k = 150. (Wytwórnie aparatów zaopatrujace oprawy obiektywów amatorskich
w pierscien ze skala do szacowania glebi ostrosci przyjmuja nizsze wymagania, zwykle l = 3).
Z obrazka wynika, ze jezeli nastawimy aparat na b = 12 m i przyjmiemy liczbe przyslony c = 2,8,
to przedzial ostrosci bedzie - ostroznie szacujac - od 10 m do 22 m. Chcac miec horyzont
ostry, a wiec by 00 miescila sie w przedziale ostrosci, zastosujemy przyslone o liczbie 11.
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Drugie prawo mechaniki Newtona orzeka, ze dla dowolnego ciala C pochodna jego pedu,
traktowanego jako funkcja czasu, jest równa sumie sil dzialajacych na to cialo. Jezeli wiec
oznaczymy przezp(/) ped ciala C w chwili 1 (wektory bedziemy zaznaczac tlustym drukiem),
a przez F sume dzialajacych na nie sil, to otrzymamy nastepujaca postac matematyczna drugiego
prawa Newtona .

(1) p(/) = F.

(2)

(3)

Kropka nad symbolem funkcji oznacza - zgodnie z przyjeta w mechanice umowa - pochodna
wzgledem czasu. Równanie (1) jest równaniem rózniczkowym w postaci wektorowej,
tj. równaniem, w którym niewiadoma jest funkcja wektorowa wystepujaca wraz ze swa
pochodna. Przechodzac do wspólrzednych wektorów mozna je zapisac w postaci ukladu trzech
równan rózniczkowych skalarnych. Z równan tych mozna, znajac F oraz wartosc poczatkowa
pedu np. w chwili O, tzn. znajac p(O), wyznaczyc funkcje p, a wiec ped ciala C.
Równaniu (1) nadamy jeszcze inna postac, ale w tym celu wypada sprecyzowac pewne, istotne
w dalszym ciagu, wiadomosci z mechaniki.
Jako model matematyczny ciala fizycznego przyjmiemy skonczony uklad punktów materialnych.
Jak mozna wyobrazic sobie "realizacje" takiego modelu? Otóz, dzielac cialo fizyczne C na
skonczona ilosc malych brylek, mozna nastepnie przyjac, ze kazda taka brylka zostaje zastapio
przez punkt materialny o masie odnosnej brylki, i w ten sposób powstaje skonczony uklad
punktów materialnych, który aproksymuje cialo C. Intuicyjnie jest dosc oczywiste, ze

aproksymacja ta j~st tym lepsza, im ilosc brylek czesciowych jest wieksza, a ich objetosci sa
mniejsze.

Wezml,.pod uwage cialo C,zlozone z N punktów materialnych o masach mI, o o., mN o Masa
ciala C równa sie oczywiscie

N

m = L mJ'j= t

Oznaczmy przez 'J(t) wektor zaczepiony w poczatku ustalonego inercjalnego ukladu odniesienia,
którego koncem jest pozycjaj-tego punktu materialnego w chwili t. Wówczas wektor VJ(t) = ;J(t)

jest predkosciaj-tego punktu w chwili t. Pedem p (t) ciala C w chwili t jest suma pedów poszczególnych
punktów materialnych tzn.

N

p(t) = L mJ VJ(/).j=t

Jest widoczne, ze jesli cialo C potraktujemy jako zespól dwóch cial, np. ciala CI zlozonego
z punktów mi.' 0'0' m. i ciala Cz zlozonego z punktów m.+h ... , mN, to ped ciala C w dowolnej
chwili jest suma pedów cial skladowych Cli Cz. W dalszym ciagu kazde cialo zlozone z czesci
punktów ciala C bedziemy nazywali czescia ciala C.
Wsród sil dzialajacych na punkty ciala C, sily, które pochodza od wzajemnego oddzialywania

o miedzy punktami ciala C, nazywamy silami wewnetrznymi (ze wzgledU na cialo C). O tych
silach zakladamy, ze podlegaja trzeciemu prawu mechaniki Newtona (prawo akcji ireakcji),
skad wynika, ze suma sil wewnetrznych jest wektorem zerowym. Jesli wiec sily dzialajace na
punkty ciala C i nie bedace silami wewnetrznymi nazwiemy silami zewnetrznymi (wzgledem ciala

C), to suma wszystkich sil dzialajacych na cialo C jest równa sumie sil zewnetrznych.
W równaniu (1) wektor F jest zatem suma sil zewnetrznych.
Punkt materialny o masie m, danej wzorem (2), którego pozycja w chwili t jest koniec wektora

N

'(I) = m-l L mJ'J(t),
j=l

nazywamy srodkiem masy ciala C. Z definicji tej wynika, ze predkosc V(t) srodka masy w chwili t

jest dana wzorem

N N

V(t) = ;(1) = m-I L mJ;J(t) = m-l L mJ VJ(t).
j=l j=l

Stad i ze wzoru (3) dostajemy

(4) p(/) = mV(t).

Wzór (4) pozwala zapisac równanie (1) w postaci równowaznej

(5) mV(/) = F,

gdzie V(/) jest - jak pamietamy - predkoscia srodka masy ciala C w chwili t, a F jest suma sil

&



Rozwiazanie zadania M 106
Rozumujac podobnie, jak w przypadku M 20S,

przekonamy si~, ze p(x) + 1 musi byc
kwadratem pewnego trójmianu kwadratowego
o wspólczynnikach calkowitych q(x) =
= x'+mx+n, czyli p(x) = (q(x»2-1 =
= (q(x) + l) (q(x) - l), przy czym trójmiany
q,(x) = a(x)+ 1 i a,(x) = q(x)-I maja po
dwa rózne pierwiastki calkowite. Wynika
stad, ze ich wyrózniki <l, i <l, sa kwadratami
liczb calkowitych. Ale .0., = .0., + 8, jedyna
mozliwoscia jest wi~ .0., = l, .0., = 9.

P· . k' d -m-I . -m+ 1
,erwlast aml q, sa wte y --2-- J --2-- •

.. k' -m-3 . -m+3
plerwlast am. a, sa --2-- I --2-- •
Pierwiastki te sa calkowite, gdy m jest
postaci 2k + 1 i wtedy szukanym wielomianem
jestp(x) = (x+k-2)(x+k+I)(x+k-l)
(x + kl. Tak wj~cjedynymi wielomianami
spelniajacymi warunki zadania sa wielomiany,
których pierwiastkami sa cztery kolejne liczby
calkowite.

zewnetrznych dzialajacych na cialo C. V(t) jest oczywiscie przyspieszeniem srodka masy.
Równanie (5) rzadzi ruchem kazdego ciala, a wiec takze i ra~iety. Tymczasem - jak. zobaczymy ­
równanie, które nazywamy równaniem ruchu rakiety, jest w sposób istotny rózne od równania (5).
Otóz celem niniejszego artykulu jest wyprowadzenie wspomnianego równania i wyjasnienie jego
pozornej rozbieznosci z równaniem (5).
W dalszym ciagu przez rakiete rozumiec bedziemy cialo, które stanowi rakieta wlasciwa wraz
z paliwem w chwili startu oraz wraz z ewentualnym statkiem kosmicznym zawierajacym
pasazerów i cale wyposazenie. Równanie, które wyprowadzimy, obowiazuje tak dlugo, jak
dzialaja silniki odrzutowe, przy czym - jak sie okaze - w tej sytuacji istotna role odgrywa fakt,
ze ilosc paliwa zuzywana w jednostce czasu oraz predkosc wylotu gazów z silnika odrzutowego
sa bardzo duze.
Wprowadzimy teraz pewne definicje i oznaczenia. Przez czesc uzyteczna C(t) rakiety w chwili t
rozumiec bedziemy czesc rakiety zlozona z tych punktów, które nie wchodza w sklad paliwa
zuzytego od chwili startu do chwili t. Podkreslic wypada z naciskiem, ze czesc uzyteczna rakiety
C(t) mozemy obserwowac w dowolnej chwili róznej od chwili t, przy czym jest to stale ten sam
podzbiór punktów rakiety. Przy ustalonym t, C(t) nie zalezy wiec od chwili obserwacji,
natomiast zmienia sie wraz ze zmiana t.
Dla czesci uzytecznej C(t) oznaczmy predkosc jej srodka masy w chwili t przez v(t). Oznaczmy
dalej przez P(t, h), gdzie h > O, te czesc rakiety, która sklada sie z paliwa zuzytego od chwili t
do chwili t+h. Uwaga, która zrobilismy przed chwila w odniesieniu do C(t), przenosi sie na
P(t, h); mianowicie, zbiór punktów P(t, h) przy ustalonych wartosciach t i h nie zalezy od chwili
obserwacji i zmienia sie dopiero przy zmianie t lub h.
Przy powyzszych oznaczeniach jest widoczne, ze C(t) (czesc uzyteczna rakiety w chwili t) jest

zespolem dwóch cial, zlozonym z C(t+h) (czesc uzyteczna rakiety w chwili t+h) i z P(t, h)
(paliwo zuzyte od chwili t do chwili t+h). Jesli oznaczymy jeszcze przez m(t) mase C(t), to jest
oczywiste, ze masa czesci P(t, h) jest równa róznicy mas czesci C(t) i czesci C(t+h), tzn. masa
P(t, h) wynosi m(t)-m(t+h).
Oznaczmy wreszcie przez lI(t, h) predkosc w chwili t+h srodka masy czesci P(t, h) rakiety.
W dalszym ciagu zalozymy, ze funkcje v(t) i m(t) sa rózniczkowalne, oraz ze istnieje granica

(6) Iimu(t, h) = u(t).
h...•O

Skad ta rozbieznosc miedzy równaniem (5) i (8)7 Odpowiedz na to pytanie jest bardzo prosta.

gdzie F jest suma sil zewnetrznych wzgledem C(t).
Równanie (8) jest wlasnie równaniem, o którym mowa w tytule artykulu. Rózni sie ono formalnie
od równania (5) o skladnik

gdzie w(t) = u(t)-v(t) jest - zgodnie z okresleniem lI(t) - predkoscia w chwili t wylotu
gazów wzgledem srodka masy czesci uzytecznej C(t) rakiety.
Poniewaz równanie (l) obowiazuje w dowolnej chwili t dla dowolnego ciala, zatem stosujac je

w chwili t do ciala C(t) dostajemy na podstawie wzoru (7) okreslajacego pochodna w chwili t
pedu ciala C(t)

(8) m(t)iI(t)-w(t)m(t) = F(t),

-w(t)m(t).

m(t)v(t)-w(t)m(t),

(9)

Granice te nazywamy predkoscia w chwili t wylotu gazów z silnika odrzutowego. Powyzsze

zalozenia sa w przyjetym przez nas modelu rakiety (skonczony uklad punktów) spelnione z tym
lepszym przyblizeniem, im wiecej jest punktów wchodzacych w sklad rakiety i im mniejsze sa ich
masy.

Postaramy sie teraz obliczyc pochodna w chwili t pedu czesci C(t) rakiety. Utworzymy w tym
celu iloraz róznicowy pedu i przejdziemy do granicy O z przyrostem czasu h. Otóz ped czesci
C(t) w chwili t wynosi (zgodnie ze wzorem (4) i przy wprowadzonych przeL nas oznaczeniach)

m(t)v(t).

Ped tejze czesci C(t) w chwili t+h jest (zgodnie z poprzednio uczyniona uwaga) suma pedu
w chwili t+h czesci C(t+h) oraz pedu w chwili t+h czesci P(t, h), tzn. wynosi

m(t+ h)v(t+ h)+ (m(t )-m(t+h»)u(t, h,.

Wspomniany wyzej iloraz róznicowy mozna wiec zapisac w postaci

h-l [m(t+h)v(t+h)+ (m(t)-m(t+h»)u(t, h)-m(t)v(t)], lub po prostym przeksztalceniu

h-l [m(t+ h)v(t+ h)- m(t)v(t)] -h-l (m(t+ h)- m(t) )u(t, h).

Przy h •.• O dostajemy w granicy szukana pochodna w chwili t pedu czesci uzytecznej C(t) rakiety .
. d

Przy naszycp zalozeniach i oznaczeniu (6) granica ta równa sie dr [m(t)v(t)]-m(t)u(t),
lub po przeksztalceniu

(7)
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Rozwiazanie zadania M 107
Przyjmujac x = un, y = tm otrzymamy

(ponic",az Si01'''' = O wtedy i tylko wtedy,

.dy IX jest liczba calkowita) równowazny
uklad

2u+3v = k

3u +v = l, gdzie k i I sa dowolnymi

liczbami calkowitymi. Wynika stad, ze liczby

31-k = 3(3u+tI)-(2u + 31') = 7uoraz.
3k - 21 = 3(2u + 3v) - 2(3u +v) = 7v sa

calkowite, czyli u iv sa ulamkami
o mianowniku 7. Oznaczajac ich liczniki

odpowiednio przez m i II dochodzimy do

ukladu kongruencji
2m + JII = O (mod 7)

3m+1I = O (mod 1)

równowaznego ukladowi wyjsciowemu.
Ale 3(3m + II) = 9m + 311 '" 2m + 311 (mod 1),
czyli pie,w"", kongruencja wynika z drugiej.

Wystarczy WIec, aby 3m+n '" O (mod 1', czyli

n •• 4,., (mod 1), i przyjmujac za m dowolna

liczbe calkowita z przcdLi~lu [O, 6] otrzymam)'

7 serii rozwiazan ~

v(t) = wlog[mom(t)-l)-gt.

gdzie e jest podstawa logarytmów naturalnych, skad (mnozac przez m(l) i potem Odejmujac

m(t»:

m(t)V(I)+ wm(l) = F(t).

v(t) = -wm(l)m(t)-'-g.(11)

(10)

mo-m(l) ~ m(t) (ev(l)fw-l).

Przyjmujac v(t) = 12 kmfs i w = 1 kmfs otrzymujemy stad

mo-m(t) ~ 160000 m(t).

Z ostatniej nierównosci wynika, ze jezeli m(l) = 1 tona, to masa zuzytego paliwa mo-m(l) musi
wynosic co najmniej 160 000 ton.
Wynik tego rachunku tak zostal skomentowany przez Stefana Banacha w jego podreczniku
"Mechanika", wydanym w roku 1938, a wiec 41 lat temu: "Zeby wiec odbyc podróz

miedzyplanetarna w'wozie, majacym wraz z podróznymi mase 1 tony, nalezaloby zabrac z soba
160 000 ton materialów pednych, co jest oczywiscie niemozliwe. Dowodzi to, ze przy dzisiejszym
stanie techniki podróz taka jest niewykonalna. Sprawa posunelaby sie naprzód, gdybysmy mogli
wydatnie zwiekszyc w, tj. predkosc wyplywu gazów, która dzisiaj, praktycznie biorac, dochodzi
do 2 kmfsek".
Tyle cytatu z "Mechaniki" Banacha; natomiast zywiolowy rozwój techniki po II wojme sWiatowej
sprawil, ze w niespelna 30 lat po tej wypowiedzi Banacha rakiety kosmiczne zaczely penetrowac
uklad sloneczny, a czlowiek po raz pierwszy postawil stope na Ksiezycu. Ten fakt stal sie
mozliwy m.in. dzieki temu, ze znane bylo równanie, któremu poswiecony jest ten artykul.
Na zakonczenie nalezy podkreslic raz jeszcze, ze równanie (8) obowiazuje w czasie dzialania
silników odrzutowych, natomiast z chwila ich wylaczenia ruchem rakiety zaczyna rzadzic

równanie postaci (5), gdyz wtedy 11'(1) i m(t) staja sie zerami. Jesli wiec z chwila wylaczenia
silników pojazd kosmiczny wejdzie np. na orbite okoloziemska, to ruch po orbicie przebiega
zgodnie z równaniem (5), w którym F oznacza teraz sile majaca - wedlug prawa powszechnej
grawitacji - wartoSC proporcjonalna do iloczynu masy pojazdu i masy Ziemi oraz odwrotnie

proporcjonalna do kwadratu odleglosci pojazdu od srodka Ziemi.

Z równania tego mozemy sie dowiedziec bp., jaka ilosc paliwa musI zostac zuzyta do danej
chwili t, by przy: 10 zadanej predkosci wylotu gazów w oraz 20 danej masie m(I), predkosc V(I)
byla równa drugiej predkosci kosmicznej, tj. równala sie 11,2 kmfs. Istotnie z ostatniego równania
(wobec w> O, -gt < O) dostajemy nierównosc

eV(I)fw ~ mom(t)-l,

Zastanówmy sie, co w tym przypadku sklada sie na wielkosc F(I), która jest miara rzutu sumy sil
zewnetrznych ze wzgledu na czesc uzyteczna C(t) rakiety. Otóz, sila odrzutu w chwili 1jest sila
wewnetrzna ze wzgledu na C(t); jesli wiec pominiemy opór powietrza, to na F sklada sie
wylacznie sila przyciagania ziemskiego, tzn. F = -m(l)g, gdzie g jest skalarnym przyspieszeniem
ziemskim. Ostatecznie równanie (10) przyjmuje postac m(t)V(I)+ wm(t) = -m(t)g,
lub po podzieleniu przez m(t)

Zakladajac, ze w chwili startu t = O jest v(O) = O (predkosc poczatkowa równa O) oraz m(O) = mo
(masa rakiety lub inaczej masa czesci uzytecznej rakiety w chwili startu), i calkujac równanie (II)
w przedziale (O, t> dostajemy

W równaniu (5) wektor V(t) oznacza predkosc srodka masy stale tego samego ciala; natomiast
w równaniu (8) wektor v(t) oznacza pr~dkosc w chwili t srodka masy czesci uzytecznej C(t)
rakiety, a wiec wraz ze zmiana t coraz to innego ciala (innej czesci rakiety).
W tym miejscu powstaje jednak nastepne pitanie. W naszym rozumowaniu nigdzie nie
korzystalismy z tego, ze chodzi o rakiete poruszana silnikami odrzutowymi; rakieta mógl byc
równie dobrze np. samochód poruszany zwyklym silnikiem tlokowym. Dlaczego wiec w przypadku
rakiety kosmicznej poslugujemy sie równaniem (8), a w przypadku samochodu uzywamy
równania (5)1 Odpowiedz na to pytanie jest równiez latwa. Oba czynniki lI'(t), tj. predkosc
wylotu gazów z silnika, oraz m(t), tj. predkosc zuzycia paliwa, maja w sytuacji rakiety
kosmicznej bardzo duze wartosci bezwzgledne, wobec czego czlon (9) w równaniu (8) gra
istotna role; natomiast w przypadku samochodu wartosci bezwzgledne obu tych czynników sa
bardzo male i dlatego skladnik (9) mozna pominac i w ten sposób dostac równanie (5). Z uwagi
tej wynika nastepujacy wniosek: w przypadku samochodu równanie (8) stanowi lepsze przyblizenie
rzeczywistosci fizycznej, poniewaz jednak z punktu widzenia praktycznych zastosowan ta lepsza
aproksymacja nie ma istotnego znaczenia, dlatego poslugujemy sie prostszym równaniem (5).
Obecnie poswiecimy jeszcze troche uwagi szczególnej sytuacji, dla nas mieszkanców Ziemi bardzo

waznej, gdy chodzi o rakiete kosmiczna. wystrzelona z powierzchni Ziemi pionowo do góry.
Oznaczajac przez v(t), 11'(1) i F(t) miary rzutów wektorów V(I), 11'(1) i F(I) na os skierowana
pionowo do góry i zakladajac, ze III'(t)1 = w = const, dostajemy z (8) równanie skalarne
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Doc. dr Andrzej SZYMACHA
Przypomnijmy podstawowe prawa rzadzace niezaleznymi od czasu polami elektrycznymi
i magnetycznymi (Delta 8/1979).l
(1) Strumien E = - Q (obejmowany przez te powierzchnie)

(zamknieta powierzchnia) eo

(2) Strumien B = O
(zamknieta powierzchnia)

(3) Krazenie E = O
(zamkniety kontur)

(4) Krazenie B = /lo strumienj
(zamkniety kontur K) (przez plat rozpiety na K)

Naturalne pytanie, jakie nasuwa sfe w zwiazku z tymi prawami, brzmi: czy prawa te zachowuja
swa slusznosc, gdy sytuacja fizyczna nie jest ustalona, lecz zmienia sie w czasie? Przez zmiane
sytuacji mozemy tu rozumiec zwiekszanie lub zmniejszanie natezenia pradu wytwarzajacego pole
magnetyczne, lub zmiane konfiguracji ladunków wytwarzajacych pole elektryczne. Czesciowej
odpowiedzi na to pytanie udzielil juz Faraday w latach 30-ych XIX w., odkrywajac
doswiadczalnie zjawisko indukcji elektromagnetycznej. Zjawisko indukcji elektromagnetycznej
polega, jak wiadomo, na pojawieniu sie w obwodzie elektrycznym zamknietym dodatkowej sily
elektromotorycznej, ilekroc strumien magnetyczny obejmowany przez ten obwód jest zmienny
w czasie. llosciowo

e _ dtP
dt .

W przypadku pól zmiennych, trzecie z podanych na poczatku tego artykulu praw musimy zastapic
powyzszym. W podanym powyzej sformulowaniu nosi ono nazwe pierwszego prawa Maxwella.
Czy to jest jednak jedyna niezbedna zmiana w poznanych prawach, konieczna by dostosowac je
do najogólniejszej sytuacji, gdy wszystkie wielkosci zaleza od czasu? To wlasnie pytanie postawil
sobie Maxwell okolo roku 1864. W przeciwienstwie do Faradaya rozwiazal problem na drodze
czysto teoretycznej, bez prób doswiadczalnych w tym kierunku.
Zeby zrozumiec idee Maxwella, musimy najpierw omówic dwie sprawy. Pierwsza to· pewne
czysto matematyczne wlasnosci równania wiazacego krazenie pewnego pola wektorowego ze

strumieniem innego pola. Taka wlasnie strukture ma zarówno prawo Ampera (4), jak i
wyprowadzone przed chwila z prawa Faradaya I prawó Maxwella. Drugi potrzebny element to
prawo zachowania ladunku.
W równaniu-wiazacym krazenie ze strumieniem uderzyc moze pewna pozorna nielogicznosc.

Prawo Faradaya mozna stosowac dla dwóch zasadniczo odmiennych sytuacji. Po pierwsze,
strumien magn:tyczny obejmowany przez obwód moze sie zmieniac wskutek ruchu (lub
deformacji) przewodnika tworzacego ten obwód w niezmiennym polu magnetycznym. Po drugie,
strumien moze sie zmieniac nawet dla nieruchomego obwodu, jesli wartosc pola magnetycznego
w róznych punktach przestrzeni zalezy od czasu. Jest faktem doswiadczalnym, ze w obu tych

przypadkach obowiazuje ten sam wzór e = ~: . W dotychczas sformulowanym jezyku te dwa

przypadki musimy opisywac przy pomocy dwóch róznych mechanizmów.
Sytuacje pierwsza, gdy przewodnik porusza sie w polu magnetycznym nie zaleznym od czasu,
mozemy latwo zrozumiec uswiadamiajac sobie, ze ruch przewodnika nadaje pewna predkosc
elektronom w nim sie znajdujacym. Tym samym, zgodnie z wzorem Lorentza, na elektrony
zaczyna dzialac sila ev x B, gdzie v jest predkoscia przewodnika. Sila ta zmusza elektrony do
ruchu wokól obwodu wbrew silom oporu. Praca tej sily wzdluz calego obwodu wykonana nad
jednostkowym ladunkiem, to zgodnie z definicja sila elektromotofyczna. Latwo dowiesc, ze

równa sie ona wlasnie ~~ . Dowód mozna znalezc w standardowym podreczniku szkolnym.

Zatem w zastosowaniu do tych sytuacji prawo Faradaya nie jest niczym szczególnie nowym.
Mozna powiedziec, ze gdyby historia nieco inaczej sie potoczyla, prawo to latwo mogloby byc
przepowiedziane teoretycznie.
Przypadek drugi, pola zaleznego od czasu i nieruchomego obwodu, jest znacznie ciekawszy.
Poniewaz przewodnik jest nieruchomy, nie mozemy sily elektromotorycznej wiazac teraz z praca
sily Lorentza, czyli sily pochodzacej od pola magnetycznego. Praca jednak jest wykonywana, i nie

robia tego krasnoludki! Musimy przyjac, ze w przypadku nieruchomego przewodnika w zmiennym
polu magnetycznym sila elektromotoryczna jest praca (nad jednostkowym ladunkiem) sil pola
elektrycznego wzdluz obwodu.

d ( ~)
Krazenie E = - - strumien B = strumien - -- .

(wzdluz konturu K) dt (przez pIat rozpiety na K) dt
Zatem

Kacik filatelistyczny (11)

Jerzy BARTKE

GoltJried Wilhelm Leibniz (1646-1716) byl

niemieckim matematykiem i filozofem.

fltworzyl, niezaleznie od Newtona, podstawy
rachunku rózniczkowego i calkowego.

Wprowadzil matematyke do logiki, która

traktowal jako pewien rachunek. Byl takze

organizatorem zycia naukowego w Niemczech
- w 1700 r. zalozyl Akademie Nauk w Berlinie

Jako ciekawostke podamy, ze poza

matematyka i filozofia Lcibniz interesowal sie

równiez polityka i m.in. napisal traktat na
temat elekcji króla w Polsce w latach 1668-69.

Znaczki z podobizna G. W. Lcibniza wydano

w Niemczech w roku 1927, w NRD w roku

19S0 (w 2S0 rocznice zalozenia Niemieckiej

Akademii Nauk) i w RFN w roku 1966 (w 2S0

rocznice smierci uczonego). Reprodukujemy
ten ostatni znaczek.

9



Mówiac kontur mamy na mysli nie tylko

geometryczna krzywa, ale i okreslony jeden
z dwóch mozliwych kierunków jej obchodzenia

(orientacje).

Czytelnicy proponuja
Pan Andrzej MOJSKl z Sopotu przysial list,

w którym dowodzi, ze prawdziwa jest
nastepujaca zaleznosc

1+2'(1,1)+3'(1,1)'+ ... +9'(1,1)8+
+ 10· (1,1)" = lO'

. lub ogólniej

n

~-.. .( n+ I )J-lL.. J -- = n'.
j=1 n

Równosc te mozemy otrzymac, rózniczkujac
wzór na sume ciagu geometrycznego

n

'" .xft+l_XL.. xJ= ---
j= I x-I

l podstawiajac w otrzymanej równosci x I=
n+1

--n-o

Wszak przy zadanym polu krazenie zalezy. tylko i wylacznie od wybranego konturu. Natomiast

aby obliczyc strumien, nalezy wybrac okreslony plat. Istnieje jednak nieskonczenie wiele platów
rozpietych na danym konturze! Sprzecznosci unikniemy podjednym tylko warunkiem,jesli pole,
którego strumien nas interesuje, ma te szczególna wlasnosc, ze jego strumien przez rózne pIaty
rozpitte na tym samym konturze jest taki sam. Niezaleznosc strumienia od platu mozna sformulowac
inaczej. Wezmy bowiem kontur K i dwa jakiekolwiek rozpiete na nim platy. Wektor normalny
na kazdym z platów kierujemy w te sama strone wzgledem orientacji konturu. Platy P, i P2

ograniczaja pewien obszar przestrzeni. Wektor n na P2 skierowany jest na zewnatrz tego
obszaru, a wektor n na P, do wewnatrz. Oznaczmy strumien przez plat Pl litera tPl, a strumien
przez plat P2 litera tP2. Mamy tP2~tPl = O.

Ale -tPl to strumien przez plat Pl z wektorem - n (tez skierowanym na zewnatrz). tP2-tPl to
zatem nic innego, jak calkowity strumien wyplywajacy z obszaru zawartego miedzy P, i P2•

Niezaleznosc strumienia od platu rozpietego na danym konturze oznacza znikanie strumienia pola
wektorowego przez kazda powierzchnie zamknieta.

Patrzac z tego punktu widzenia na I prawo Maxwella, w którym wystepuje strumien pola
magnetycznego, widzimy, ze wszystko jest w porzadku, bowiem na mocy prawa (2) pole
magnetyczne ma te przyjemna wlasnoSC. Sprzecznosci nie ma, a zarazem zyskujemy sugestie,
ze prawo o znikaniu strumienia magnetycznego przez kazda zamknieta powierzchnie powinno
pozostac bez zmiany przy przejsciu do teorii pól zaleznych od czasu.

A co z prawem Ampera (4)? Wystepuje w nim strumien gestosci praduj. Czy i ten strumien
znika przez kazda zamknieta powierzchnie? W przypadku pradów stacjonarnych tak. Strumien

gestosci pradu przez zamknieta powierzchnie równy jest liczbowo ladunkowi, jaki w jednostce
czasu wyplywa z objetosci ograniczonej ta powierzchnia. Dla pradów stalych, plynacych dowolnie
dlugo, z danego obszaru tyle ladunku wyplywa, ile don wplywa - czyli strumien calkowity
wynosi wlasnie zero. Jest to nic innego, jak znane dobrze pierwsze prawo Kirchhoffa,
formulowane w szkole dla obszaru otaczajacego rozgalezienie przewodów. Znikanie strumienia

gestosci pradu wyraza prawo zachowania ladunku dla sytuacji stacjonarnej. Gdyby ladunek mógl
powstawac z niczego, to rodzac sie stale w pewnym obszarze móglby stale zen wypl'ywac, a jego
ilosc w rozpatrywanym obszarze nie zmienialaby sie. Wtedy mielibysmy klopot z prawem
Ampera. Na szczescie ladunek jest zachowany.

Ale co bedzie w przypadku sytuacji niestacjonarnej, jesli ilosc ladunku w danym obszarze
przestrzeni moze byc raz wieksza, raz mniejsza? Oczywiscie teraz calkowity strumienj przez
powierzchnie ograniczajaca ten obszar jest rózny od zera - kiedy ladunku ubywa, strumien jest
dodatni, kiedy go znów przybywa, strumien jest ujemny.
W powyzszym zdaniu zawarlismy znów tresc odpowiadajaca prawu zachowania ladunku. Skoro
ladunek nie ginie bez sladu, .ani nie powstaje z niczego, to wlasnie strumienj w danej chwili

równa sie szybkosci ubywania ladunku. Ladunek maleje tylko dzieki temu, ze dokladnie tylez go
wyplywa przez powierzchnie.

dQ

Strumienj = -d('
W sytuacji stacjonarnej wszystkie pochodne wzgledem czasu równaja sie zeru i powyzsze ogólne
prawo zachowania redukuje sie do znikania strumieniaj.

W ogólnosci jednak, gdy -~~ =I- 0, strumien j nie znika i prawo Ampera traci sens.
To wlasnie zauwazyl Maxwell.

Skoro prawo Ampera w podanej postaci traci sens, gdy ~~ =I: O, to trzeba je lliewatpliwie
zmienic.

Z .' . d . G (1 dQ t' . dEauwazaJac, ze zgo me z prawem aussa ) -- = Eo <; rumlen --,
dt dl

mozemy ogólne prawo zachowania ladunku zapisac w postaci strumien [i+EO ~~-] = O.
dE .

A zatem wektor j+Eo -- ma w najogólniejszym przypadku znikajacy strumien przez kazdadt

zamknieta powierzchnie. Innymi slowy, strumien tej sumy zalezy tylko od danego konturu, a nie
od platu, który na tym konturze rozepniemy. Wlasnosc ta, zasugerowala Maxwellowi, ze ten
wlasnie wektor powinien byc wstawiony do prawa Ampera w miejsce samego j, które tam

dotychczas wystepowalo: Krazenie B = Ilo strumien ~+EO ~~).

Powyzsze prawo nosi nazwe II prawa Maxwella i jest matematycznie najprostszym uogólnieniem
prawa Ampera usuwajacym sprzecznosc, o której wspominalismy.
Poniewaz w sformulowaniu prawa zachowania ladunku korzystalismy z prawa Gaussa, to znów
wydaje sie, ze prawo to nie powinno ulec zmianie dla sytuacji zaleznych od czasu (bez wywolania
calego lancucha kolejnej modyfikacji II prawa Maxwella itd.). Jest to znów argument
o charakterze prostoty matematycznej.
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Rozwiazanie' zadania M 205

PrzypuSCmy, ze p(x)-I = q(x)' r(x), gdzie

st q < st p, st r < st p i wspólczynniki

wielomianów q oraz r sa calkowite. Dla

wszystkich pierwiastków wielomianu p mamy

q(XI)' r(x/) = p(x/) - I = - I. Wynika stad, ze

q(x/) = - r(x/) = ± l, bo wartosci q(xtl,
r(x/) sa calkowite. Wielomian q(x) + rex)
stopnia mniejszego niz n ma wiec n róznych
pierwiastków, co jest mozliwe tylko, gdy jest

wielomianem 7.erowym. A zatem q(x) =
= -r(x);p(x)-I = - (q(x»2,cojest
niemozliwe, poniewaz najwyzszym
wspólczynnikiem wielomianu p jest J.

Przepiszemy jeszcze raz zaproponowany przez Maxwella zestaw kompletnych róWnan
elektromagnetyzmu

dB ' 1
I. Krazenie E = -strumien-- III. Strumien E =-Q

(kontur zamkn.) . dt (pow. zamkn.) Eo

n. Krazenie B = Po strumien (j+ Eo dE) IV. Strumien B = O.(kontur zamkn.) dr (pow. zamkn.)

Równania powyzsze nosza nazwe równan Maxwella. Sa to jedne z najwazniejszych równan
fizyki.
Najwazniejsza konsekwencja nowego czlonu dopisanego przez Maxwella na podstawie
argumentów teoretycznych jest to, ze teraz równania te dopuszczaja istnienie róznych od zera
rozwiazan nawet wtedy, gdy Q = O ij = O.

Jezeli na przyklad wlaczylismy na pewien czas prad zmienny w pewnym obwodzie (nazwijmy go
antena), a potem prad ten wylaczylismy, to od tego momentu rzeczywiscie Q = O i j = O. Gdyby

dE
nie bylo czlonu Maxwella EoPo--, to mielibysmy strumien B = O, krazenie B = O.

I dt
Mozna dowiesc, ze jesli zarówno krazenie jak i strumien pola (przez kazdy zamkniety kontur
i kazda zamknieta powierzchnie) sa równe zeru, to pole takie jest tozsamosciowo równe zeru. Bez
czlonu Maxwella dostalibysmy po wylaczeniu pradu w antenie: B = O. Wstawiajac te wartosc do
I prawa Maxwella i korzystajac z prawa Gaussa (no napisalibysmy strumien E = O,

krazenie E = O.

Zatem musialoby byc E = O. Nie istnialyby zadne fale. Z czlonem Maxwella sytuacja jest inna.
Nawet po polozeniu Q = O,j = O równania dopuszczaja rózne od zera rozwiazania opisujace
sytuacje np. po wylaczeniu pradu. Sprawdzmy to w pewnym szczególnym przypadku. Przekonamy
sie, ze moze istntec wedrujacy w przestrzeni obszar, gdzie zarówno pole E jak i pole B sa rózne od
zera. Wyznaczymy jednoczesnie szybkosc przesuwania sie tego obszaru. Rysunek przedstawia
dwie równolegle plaszczyzny poruszajace sie w kierunku do nich prostopadlym z predkoscia fi.
Wprowadzamy ponadto ustalony uklad odniesienia. Nasze wedrujace plaszczyzny sa równolegle
do plaszczyzny xy, a kierunek ich poruszania sie jest kierunkiem OSI z.
Twierdzimy, ze konfiguracja, w której pola E i B sa równe zeru na zewnatrz plaszczyzn,
a wewnatrz przyjmuja wartosci E = (Ex, O, O), B = (O, B" O)

E
spelnia wszystkie równania Maxwella, o ile predkosc v i stosunek ~ sa odpowiednio dobrane.

By

Ze strumieniami pól E i B przez zamknieta powierzchnie nie ma problemu. gdyz linie sil pól E

i B sa liniami prostymi i kazda zamknieta powierzchnie przecinaja parzysta ilosc razy­
wchodzac i wychodzac. Kluczowe sa pozostale dwa prawa, tj. I i n prawo Maxwella.
Rozpatrzmy' dwa nieruchome kontury KI i K2 zaznaczone na rysunku. Sa one tak usytuowane,
ze w danej chwili znajduja sie czesciowo w obszarze, gdzie pola sa rózne od zera, a czesciowo
w obszarze na zewnatrz plaszczyzn. Obliczmy krazenie pola B wzdluz konturu K2• Odczytujemy
z rysunku, ze wynosi ono +B,' a. Strumien pola E jest zalezny od czasu, gdyz w miare uplywu
czasu pole E przenika przez coraz wieksza czesc (zacieniowana na rysunku) prostokata K2•

Szybkosc zmian tego strumienia wynosi oczywiscie v . a' Ex.

Na mocy n prawa Maxwella musi byc aB, = EoPovaEx.
Podobnie dla konturu KI stosujemy I prawo Maxwella dostajac aEx = vaB,

(krazenie E wynosi -aEx, w I prawie jest jeszcze jeden znak minus).
Podstawiajac Ex z drugiego równania do pierwszego mamy

lv=---
VEopo .

Przypomnijmy w tym miejscu, ze w ukladzie SI amper Zdefiniowany jest przez wybór stalej Po

jako pewnej "okraglej" liczby, !to = 431' 10-7•

Stala Eo wystepujaca w prawie Gaussa (i Coulomba) musi byc wyznaczona z pomiarów sily miedzy
znanymi ladunkami wyrazonymi w kulombach. Jej wartosc wynosi

/';0 = 8,84' to-u.

Podstawiajac dostajemy v = 3 . 108 ~.s

Rachunek ten wykonal Maxwell (oczywiscie nie w ukladzie SI, ale nie zmienia to istoty rzeczy).
Zbieznosc otrzymanej liczby ze znana z zupelnie innych pomiarów predkoscia swiatla ma
oczywista interpretacje. Swiatlo, to tajemnicze swiatlo, którego natury nie mogly przeniknac
najtezsze umysly fizyków i filozofów zyjacych przed Maxwellem, to nic innego, tylko fale
elektromagnetyczne! Ale fale moga miec rózne dlugosci. W odróznieniu od swiatla, które jest
generowane drganiami ladunków wewnatrz atomów, fale o wiekszych dlugosciach moga byc i sa
generowane drganiami ladunków w obwodach makroskopowych (antenach). Uzyskal je
w pracowni po raz pi;:rwszy Hertz w 25 lat po ogloszeniu teorii Maxwella (Maxwell nie dozyl juz
tego triumfu swojej teorii). Sluchajac radia czy ogladajac telewizje nie mamy watpliwosci, ze
fale te istnieja.
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temperaturo pokojowo
ciekfy azot 177K)

{najwyzsza temperaturoprzeJseia do nadprzewodn.
ciekfy hel 14.2Kl
przestrzer'l kosmiczno (-3Kl

{ nadciekfose 4 He •punkt 1I12,2Kl

{ nadciekfo$e 3He.nowe fazy

{uporzadkowanie magnety­czne w zestalonym 3He

{najniZsza temperaturo
dotychczas oSiagnieto
1-0,3mK) •

Logarytmiczno skalo temperatur

Swiat prawdziwie niskich temperatur rozpoczyna sie dla fizyka gdzies okolo 1 kelwina. Nie
zawsze zdajemy sobie sprawe, iz obnizeme temperatury od 4,2 K (temperatura wrzenia cieklego
helu) do 10 mK to pod wzgledem trudnosci prawie to samo, co na przyklad ochlodzenie ciala
o temperaturze 1000 K do temperatury 4,2 K. Ilustruje to diagram temperatury wykreslony
w skali logarytmicznej. W ostatnich kilkunastu latach opanowano doswiadczalnie obszar
temperatur od 1 K do 0,3 mK, znaczni;: rozleglejszy w tej skali od obszaru zawartego miedzy
temperatura pokojowa a temperaturami helowymi, stanowiacego przez wiele ubieglych lat
domene fizyki niskich temperatur.
Praca w niskich temperaturach, juz ponizej ok. 3 K, stanowi dla fizyka olbrzymia atrakcje;
jest on wstanie zrealizowac w swoim laboratorium, w sposób sztuczny, warunki, których nie ma
nigdzie na zewnatrz. Temperatura przestrzeni kosmiczne} wynosi wlasnie ok. 3 K i nie sa nam
znane naturalne obiekty o temperaturze nizszej. Mamy tu zupelnie inna sytuacje niz na przyklad
w fizyce wysokich energii, gdzie w warunkach ziemskich, przy pomocy najwiekszych nawet

akceleratorów, jestesmy w statlie osiagnac energie stanowiaca jedynie czastke energii
promieniowania kosmicznego.
Najogólniej mówiac, fizyka niskich temperatur jest fizyka stanów uporzadkowanych; im

su~telniejszajest natura tego uporzadkowania, tym nizszej potrzebujemy temperatury, aby ja
zaobserwowac i zbadac. Nadprzewodnictwo, nadcieklosc, uporzadkowanie magnetyczne
i jadrowe - to kolejne szczeble osiagane przez fizyke niskich temperatur. Zjawiska te, czule na
temperature, odgrywaja zasadnicza role w jej pomiarze.

Pomiar niskich temperatur jest czesto równie skomplikowanym zadaniem jak ich otrzymywanie
i przekazywanie. Termometry rteciowe zamarzaja juz przy silnych mrozach i wcale nie'latwo
zbudowac termometr dzialajacy w temperaturze np. 1mK.
Do temperatury ok. 50 mK mozna z powodzeniem stosowac pólprzewodnikowe termometry
oporowe, wykorzystujac fakt silnej zaleznosci oporu elektrycznego pólprzewodników
(domieszkowany german) od temperatury. Ponizej tej temperatury opór krysztalu bardzo wzrasta,
jest on juz wlasciwie izolatorem l termometria jest juz niemozliwa. Dodatkowa trudnoscia jest

pojawianie sie oporu cieplnego na granicy dwóch osrodków (tzw. opór Kapicy), maskujacego
prawdziwa temperature badanej próbki.
Z kilku zjawisk fizycznych, zaleznych od temperatury w zakresie milike]winów, prawo
obywatelstwa w termometrii mili- i mikrokelwinów zyskaly sobie w ostatnich latach dwa:

orientacja jader atomowych (NO - nuclear orientation) oraz magnetyczny rezonans jadrowy
(NMR - nuclear magnetic resonance). Inne, mozliwe do wykorzystania zjawiska, takie jak
efekt Mossbauera, cisnienie osmotyczne w kapilarach laczacych ciekly 3He i ciekla mieszanine
3He+4He, zestalanie 3He, szum cieplny, paramagnetyzm soli CMN (azotan cerowo-magnezowy)
czy tez statyczna jadrowa podatnosc magnetyczna nie wytrzymuja konkurencji z wymienionymi
uprzednio najnowoczesniejszymi metodami. Metoda orientacjI jader pozwala na pomiar
temperatur w zakresie 100-;-2 mK, magnetyczny rezonans jadrowy sluzy do pomiaru najnizszych
uzyskiwanych obecnie temperatur siegajacych ok. 0,3 mK.

Termometria NO

W rozpadzie promieniotwórczym jader atomowych emitowane sa czastki oc lub {J oraz fotony".
W pewnych warunkach kierunek tej emisji niejest przypadkowy i zalezy wlasnie od temperatury.
Dokladniej, rozklad kierunkowy tego promieniowania zalezy od wzglednego obsadunia
tzw. nadsubtelnych podpoziomów jadrowych. W "wysokich" temperaturach (powyzej 100 mK)
wszystkie poziomy sa mniej wiecej tak samo obsadzone i rozklad kierunkowy emitowanego
promieniowania jest srednia rozkladów na kazdym z poziomów i wobec tego nie zalezy od
temperatury. Z kolei ponizej 2 mK kierunek promieniowania zalezy tylko od wlasnosci jader
atomowych i takze niejest czuly na temperature. Miedzy tymi granicami, w przedziale 100-;-
2 mK, dla okreslonych jader ato]l1ów o znanych schematach rozpadu promieniotwórczego,
pomiar niejednorodnosci kierunków promieniowania daje pojecie o obsadzeniach poziomów
i moze stanowic czuly termometr.
Wielka zaleta takiego termometru jest fakt, iz pomiar odbywa sie bez zadnych przewodów
i doprowadzen do "zimnej" czesci aparatury. Material promieniotwórczy umieszcza sie w
w bezposrednim kontakcie z obszarem, którego temperature chcemy zmierzyc, natomiast
detektor promieniowania znajduje sie na zewnatrz.
W termometrii NO najbardziej uzyteczny jest kobalt. StabilnY'izotop 59CO poddaje sie
dzialaniu niewielkiego strumienia neutronów w reaktorze, przeprowadzajac go w izotop 60CO.

Schemat rozpadu 60CO jest bardzo dobrze znany (emituje fotony" o energii 1,173 i 1,332 MeY
z okresem rozpadu 5,26 lat), stad stosunkowa latwosc pomiaru. Jedynym wymaganiem narzuconym
na próbke kobaltu jest jej monokrystalicznosc i heksagonalnosc struktury krystalograficznej.

t2



Sama aparatura jest w zasadzie bardzo prosta. poza niewielkim monokrysztalem kobaltu

(typowe wymiary 1 x 1 x 5 mm) sklada sie z licznika scyntylacyjnego i wielo- lub jednol5analowego
analizat~ra amplitudY. Dokladnosc wyznaczenia temperatury wynosi ok. 2% w 40 mK. a przy
2 mK jest nieco gorsza i wynosi ok. 7%.

Termometria NMR
Zastosowanie NMR do termometrii niskotemperaturowej pozwolilo przesunac granice pomiaru
temperatury ponizej 1 mK. Wszystkie przeprowadzone w ciagu ostatnich 2-3 lat eksperymenty.
w których osiagano temperatury 0.370,4 mK wykorzystywaly te wlasnie zasade pomiaru.
Metoda NMR wykorzystuje fakt istnienia nieskomplikowanej zaleznosci miedzy temperatura
a momentem magnetycznym jader atomowych. Wielkosci te sa odwrotnie proporcjonalne. Aby
zmierzyc temperature. trzeba zatem zmierzyc moment magnetyczny jader atomowych badanej
próbki. Mozna to osiagnac tak: Umieszczamy próbke w stalym i jednorodnym polu
magnetycznym. W tych warunkach wektor momentu magnetycznego kazdego z jader atomowych
wykonuje ruch precesyjny wokól kierWlku przylozonego zewnetrznego pola magnetycznego
z okreslona czestoscia (tzw. czestosc Larmora), a znajomosc jej pozwala na obliczenie
momentu magnetycznego jadra. Z kolei czestosc Larmora wyznaczamy tak: Poddajemy próbke
dzialaniw. fal elektromagnetycznych o czestosci radiowej. Gdy czestosc tych fal jest równa
czestosci Larmora. nastepuje rezonans: energia fal zamienia sie w energie ruchu precesyjnego.
Zatem. gdy bedziemy znac dlugoSC fali elektromagnetycznej w chwili wystapienia rezonansu,
bed.ziemy tez wiedziec, jaka jest czestosc Larmora. wiec i moment magnetyczny jader, zatem
i temperatura próbki.
Odwrotna proporcjonalnosc temperatury i momentu magnetycznego jader obowiazuje az do
obszaru mikrokelwinowego i do tej granicy moze sluzYc do wyznaczania temperatury. Próbkami
termometrycznymi sa sproszkowane metale. glównie miedz lub platyna.
Poza próbka nalezy w obszarze niskotemperaturowym umiescic takze miniaturowa cewke
zasilana falami o czestosci radiowej. bedaca jednoczesnie detektorem pochlaniania energii przez

próbke. Jest to duza niedogodnosc metody. same przewody elektryczne sa juz zródlem ciepla
doprowadzonego do obszaru "zimnego". Ponadto nalezy wytworzyc zewnetrzne pole magnetyczne
o duzej jednorodnosci istabilnosci. Jednakze wszystkie te mankamenty sa z nawiazka
skompensowane przez sam fakt wiarygodnego odczytu temperatUry w zakresie' mikrokelwinów.
Uparte dazenie fizyków do osiagniecia bezwzglednego zera przy pomocy coraz to bardziej
zaawansowanych technik doswiadczalnych nie jest rekordomania. Odkryte w ostatnich latach
fascynujace zjawiska fizyczne (nadcieklosc 3He, uporzadkowanie magnety::zne zestalonego 3He)
swiadcza o wielu nie zbadanych jeszcze mozliwosciach fizyki niskich tem!):eratur. Fascynujace

wydaje sie byc równiez i to. ze granica zera bezwzglednego nie moze byc ~siagnieta, fizyka
niskich temperatur nie ma wiec kresu ....

Redaguje mgr Krzysztof NO WINSKI

M 205. Wielomian p (x) = x"+a._Ix"-I+ ... +alx+aO ma n róznych pierwiastków calkowitych
Xl ••..•• x•. Wykazac. ze wielomianp(x)-l nie moze byc iloczynem dwóch wielomianów
nizszego stopnia o wspólczynnikach calkowitych.
Rozwiazanie na str. 11
M 206. ZnaleZC wszystkie wielomiany p(x) = x4+a3x3+a2x2+alx+aO. majace 4 rózne
pierwiastki calkowite i takie. ze p(x) + l rozklada sie na iloczyn dwóch wielomianów nizszego
stopnia o wspólczynnikach calkowitych.
Rozwiazanie na str. 7
M 207. Rozwiazac uklad równan sin(2x+3y) = O

sin(3x+y) = O

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje dr Halina Abramowicz
F 69. a. Jaka musi byc masa gazów wyplywajacych w jednostce czasu przez dysze rakiety. aby
rakieta mogla oderwac sie od Ziemi? Predkosc wyplywu gazów wynosI w = 2 km/s. a masa
startujacej rakiety mo = 2729 t (masa rakiety Saturn V z ksiezycowym statkiem Apollo).

b. W jakim czasie silniki rakiety startujacej z Ksiezyca (brak oporu atmosIery) powinny wyrzuci
okreslona ilosc gazów o stalej predkosci. na to by rakieta osiagnela maksymalna wysokoSC?
Rozwiazanie na str. 16
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mala delta

Przymocujmy wiec swobodny koniec nitki do duzego
klocka. Teraz wahadlo wisi na klocku, który trzymamy
w rece. Pozostaje tylko rozhustac i puscic
(bez rzucaniaf). Wahanie i tym razem ustaje, chociaz
teraz zadbalismy oto, by zawieszenie (klocek) spadalo
razem z wahadlem.
Najbardziej uparci powiedza, ze wahadlo wprawdzie wisi
na klocku, ale klocek przestal wisiec. Dla tych marny
jeszcze jedno doswiadczenie. Mocujemy nitke wewnatrz
duzego kartonowego pudelka tak, zeby bylo w nim
wystarczajaco duzo miejsca na swobodny ruch wahadla.
Znów po upuszczeniu nie waha sie, prawda? Wreszcie
mozemy poprosic starszego brata, zeby zeskoczyl (bez
odbijania sie) wraz z wahadlem z wysokosci okolo 1,5 m
(nizej nic nie zdazymy zobaczyc).

Pozbawieni ciezaru
upuszczone na ziemie rozhustane wahadlo przestaje si~
wahac w czasie spadania. Aby sie o tym przekonac,
przywiazujemy maly, ciezki przedmiot, np. nakretke do
sruby, na koncu nitki o dlugosci okolo 10 cm. chwytamy
za drugi koniec nitki, druga reka popychamy
przedmiot i, po zaobserwowaniu kilku równomiernych
wahniec, wypuszczamy nitke z palców z wysokosci co
najmniej 2 m. Zobaczymy wyraznie, ze w trakcie spadania
ruch wahadlowy ustaje. Nic w tym dziwnego, powiecie.
Przeciez ruch wahadlowy moze odbywac sie tylko wtedy,
gdy wahadlo na czyms wisi. Po upuszczeniu przestalo
wisiec, to i wahan nie ma.

~
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Po wykonaniu tych wszystkich doswiadczen latwo
uwierzymy, ze nie ma zupelnie zadnego znaczenia, na czym
wisi wahadlo: na klocku, rece, wewnatrz pudelka czy
rakiety kosmicznej. Jezeli tylko miejsce zawieszenia spada
bez przeszkód na ziemie razem z wahadlem, to nie ma
ruchu wahadlowego. I to zadnego rodzaju. Jaki stad
wniosek? Ano, ze podczas spadania nic na niczym nie
wisi. Ani wahadlo na klocku, ani klocek na wahadle.
Zastanówmy sie, co to znaczy, ze wahadlo na czyms wisi.
Oczywiscie nic innego jak to, ze napina nitke i usiluje
urwac sie z miejsca zawieszenia. A to z kolei znaczy, ze
ciezarek przywiazany do nitki wazy. Nic takiego nie
obserwujemy jednak podczas spadania. Nitka nie jest
w najmniejszym nawet stopniu napieta i ciezarek po prostu
nic nie wazy.



A poniewat stwierdzilismy, te
np. w spadajacej rakiecie kosmicznej nic nie wisi na
niczym, wiec wewnatrz tej rakiety nic nie ma wagi.
Znajdujacy sie w niej ludzie równiet nie odczuwaja swej
wagi. Latwo to zrozumiec, jeteli uprzytomnimy sobie, te
na Ziemi odczuwamy swój cietar tylko dlatego, ze
wszystkie czesci ciala wisza jedne na drugich. Reka wisi na
tulowiu i opuszczona swobodnie ciagnie do Ziemi;
a rozhustana takte przypomina wahadlo. Tulów z kolei
oparty jest poprzez nogi na podlodze. Gdyby ja usunac,
czego nikomu nie tycze, zniklyby wszystkie punkty
zawieszenia, nic by niczego nie ciagnelo i przestalibysmy
watyc. Odpowiednie doswiadczenie motna wykonac
równiet przy pomocy przygotowanego poprzednio
pudelka kartonowego z zawieszonym wewnatrz wahadlem.
Odwracamy pudelko "do góry nogami", prostujemy
wahadlo pionowo w góre i calosc upuszczamy (bez
kolegi nie damy sobie chyba rady). Cietarek nie spada na
podloge pudelka. Podobnie kosmonauta mote swobodnie
unosic sie wewnatrz spadajacej bez przeszkód rakiety.

Na zakonczenie dwa pytania:
(i) Znacie zabawke zwana Wanka-Wstanka? Jeteli nie, to
motecie ja zrobic: wystarcza dwie pileczki pingpongowe ­
jedna przecinamy i do uzyskanej pólkuli przymocowujemy
kawalek olowiu. Pileczke "nadziana" olowiem sklejamy
dokladnie za pomoca tasmy papierowej posmarowanej
dowolnym klejem acetonowym. Po sklejeniu obu pileczek
Wanka gotowa, polotona na podlodze zawsze wstaje.
Rzucajcie ja w góre na rótne sposoby nad czyms miekkim
(bo sie stlucze). Jak wyjasnicie jej zachowanie podczas
ruchu?
(ii) W wodzie watymy znacznie mniej, wlasciwie prawie
wcale. Dlaczego stan ten nie ma nic wspólnego ze stanem
niewatkosci? Czy wszystko jest wtedy niewatkie?
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A dlaczego odkryty przez nas stan niewazkosci wystepuje
równiet wewnatrz satelity krazacego dokola Ziemi?
Przeciet satelita ten nie spada.
Wykonajmy jeszcze jedno doswiadczenie. Powtórzmy lub
wyobrazmy sobie, te powtarzamy którekolwiek
z opisanych poprzednio doswiadczen (nie radze jednak
skakac z wysokosci 1,5 m), upuszczajac'wahadlo z okna
rozpedzonego pociagu. Wprawdzie silny wiatr zaklóci
wtedy obserwacje, ale latwo uwierzyc, te istota zjawiska
nie zmieni sie. Wahadlo przestanie sie wahac, tyle tylko,
te nie spadnie pionowo, ale po pewnej krzywej. Spadnie
tym dalej, im szybciej jechal pociag. Wiemy jednak, ze
Ziemia jest kula. Jeteli wiec rozpedzimy w jakis sposób
wahadlo do wiekszej predkosci, to spadnie ono dalej:
w odleglosci 20 m, 1 km, w Paryzu, Ameryce, Azji
i wreszcie okrazy kule ziemska. Opór powietrza (ten wiatr
w pociagu) bardzo to wszystko skomplikuje. Jednak
pozostaje faktem, te kazdy rzut wahadla z dowolna
predkoscia daje taki sam rezultat, jaki obserwowalismy
podczas zwyklego upuszczenia na ziemie. W kazdym
przypadku nic nie ma wagi. Po przekroczeniu zas pewnej
wartosci predkosci rzutu (okolo 8 km/s) przedmiot nie
powróci na Ziemie i bedzie krazyl wokól niej jako satelita.
Stan niewatkosci wcale wtedy nie ustanie.

Mala Delte opracowal: Michal Swiecki



Mgr Tomasz CHLEBO WSK]

Le :"If
51: : 5'0
$ : ,.,
F: 1••1t

Na pazdziernikowym niebie pojawiaja sie coraz ciekawsze
gwiazdozbiory: bardzo charakterystyczna Kasjopea (Cas).
Wieloryb (Cetus, Cet), zodiakalne Ryby (Pisces, Psc)
i Andromeda (And). W tym ostatnim gwiazdozbiorze
mozna dojrzec najdalszy obiekt Wszechswiata widzialny
golym okiem. Jest to Wielka Mglawica Andromedy ­
galjktyka M31-1edwo widoczna plamka kolo gwiazdy
'V And ..

Wydaje sie, ze galaktyka Andromedy i nasza Droga
Mleczna tworza uklad podwójny oddzialujacych Ze soba
duzych galaktyk spiralnych. Wokól nich mozna znalezc
kilkanascie trabantów (czyli satelitów) - malych
i karlowatych galaktyk eliptycznych i nieregularnych .
Droge Mleczna obiegaja takze Wielki i Maly Oblok
Magellana - dwie nieregularne galaktyki widoczne golym
okiem na niebie poludniowym, oraz galaktyki eliptyczne
w gwiazdozbiorach Rzezbiarza, Pieca, dwie w Lwie,
Smoku i w Malej Niedzwiedzicy. Wielka Mglawice
Andromedy obiega 8 odkrytych dotychczas karlowatych
galaktyk.
Te dwie duze galaktyki stanowia os t.zw. Ukladu
Lokalnego, do którego nalezy najprawdopodobniejduzo
wiecej obiektów, niz wymienione powyzej; wiemy
o bliskiej, dosc duzej galaktyce spiralnej M33
w gwiazdozbiorze Trójkata oraz dwóch nieregularnych

N'C.1~~ W' l b" S l,M" W te ory te t trze cu.

H32np,r.c.205'Wplaszczyznie Drogi Mlecznej gromadza sie duze ilosci
/ gazu i pylu, co bardzo utrudnia obserwacje obiektów

M 33 pozagalaktycznych w tych kierunkach. Tlumienie swiatla
jest tak silne, ze widzimy wyraznie mniej galaktyk
w okolicach równika galaktycznego. Nieswiadomi
przyczyny tego zjawiska astronomowie wprowadzili kiedy
nazwe "strefy unikania" dla okolic Drogi Mlecznej.
Mozliwe, ze w strefie tej istnieja bliskie galaktyki, nawet
gigantyczne, których swiatlo jest tak tlumione, ze
praktycznie do nas nie dociera.
W ostatnich latach, obserwujac plaszczyzne Drogi
Mlecznej w promieniach podczerwonych (w których lepiej
widac obiekty przesloniete-przez chmury gazu i pylu),
odkryto dwie bliskie, duze galaktyki, którym nadano
prowizoryczne nazwy Maffei-l i Maffei-2. Oceny
odleglosci do tych obiektów sa jednak na tyle niepewne, ze
kwestia ich przynaleznosci do Grupy Lokalnej pozostaje
otwarta,
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••• Rozwia'?'lnie zadania F 68~ Zmiana pedu rakiety dp w czasie dl zwiazana jest z popedem dzialajacych na rakiete sil (sila przyciagania grawitacyjnego mg oraz sila oporu powietrza proporcjonalna

do predkosci rakiety v dla malych wartosci v) F dt oraz ze zmiana masy wywolana wyplywem gazów. Ped wynoszony przez gazy w czasie dt jest równy dm (v + w)dt,
dt

gdzie {..l jest predkoScia rakiety, a (t) + w) predkoscia wyplywajacych gazów w ukladzie odniesienia zwiazanym z Ziemia. Z zasady zachowania pedu otrzymujemy równanie

-~p _ F + _d~ (v + w), gdzie p = mv. Mamy wiec ~ ~ ma + ~ v i równanie ruchu rakiety przyjmuje postac ma = F + ~ w.
dl dt. dt dt dt

a. W chwili slarlu vII = O) = O i dziala tylko sila ciezkosci. Oznaczajac _ddm (t = O) ~ - e(e > O) otrzymujemy dla t ~ O a = - g+ ~t . mo

i warunek konieczny startu (a > O) ma postac (J > mag. Po wstawieniu danych liczbowych: (J > 13,5 t/s.
w

b. W jak Iwjkrótszym. Przy braku sily oporu mamy F = mg (g ksiezycowe) w kazdej chwili. Wtedy dv = _g_ -'- _dm w i poniewaz ~ ~~ = ~Inm,
dt m dt m dt dt

to

dk S· .' l ' r dlnm d I mo d' , h 'I I '" ' ,a pre o c wyplywu gazow w Jest sta a, WieC v = -gl- w J - -- t, V = - gt+ w fi --(-' g Zle to Jest c WJa wy aczema 51 mkow (t·~ lo).
O dt m to)

Jak najezalo oczekiwac, od chwili wylaczenia silników rakieta porusza sie ruchem jednostajnie opóznionym z predkoscia "poczatkowa" (dla t = O < to!), która zalezy

tylko od calkowitej ilosci wyrzuconego gazu. Dla czasów t < to na ruch ten naklada sie pewien rodzaj spadku, gdyz v + gt- win ~(o < O dla t < to'. m~

Szybkosc tego spadku zalezy oczywiscie od postaci fl;1nkcji met), a nie wystepuje on jedynie wtedy, gdy to -.. O. Mozna powiedziec, ze najbardziej ekonomiczny sposób
odpalenia rakiety polega na jak najkrótszym przezwyciezaniu sily ciezkosci. Takie armatnie wystrzelenie rakiety jest niewlasciwe na Ziemi, gdzie sila oporu atmosfery

rosnie gwaltownie ze wzrostem szybkosci imaleje ze wzrostem wysokosci~
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63483524

3) i tak dalej ... Wyniki podpisz jeden pod drugim
w trójkat:

8149
+126

9409

Pan Mariusz PISZCZEK z Wieliczki proponuje
nastepujacy szybki sposób obliczania kwadratów liczb
dwucyfrowych. Szukany kwadrat jest mianowicie suma
dwu Odpowiednich liczb. Pierwsza z nich
otrzymujemy przez napisanie obok siebie kwadratów
cyfr liczby danej, druga zas liczba jest pOdwojonym
iloczynem tych cyfr. Liczbom jednocyfrowym nalezy
jednak dopisywac na poczatku zero: 01, 02•... ,09.
Przy dodawaniu druga liczbe podpisujemy w ten
sposób, ze przesuwamy ja o jedno miejsce w lewo.
Przyklady: 972 = 9409:

92 = 81
72 = 49

2· 9·7 = 126

7256423020
63483524
544028

, 4532
36

dodaj 7950553060
jeszcze raz to samo 7950553060

kwadraty cytr wyjsciowej liczby. 816449362516

Suma 975460423716.

Wynik gotowy: 9876542 = 975460423716.

(wg. Scripta Mathematica, 1952)

Od redakcji. Metode te oparta bezposrednio na wzorze
(a+b)2 = a2+2ab+b2 mpzna uogólnic tak, by
nadawala sie do obliczania kwadratów dowolnych
liczb. Wyjasnimy ja na przykladzie.
Zadanie. Obliczyc 9876542•

Rozwiazanie.

l) zaczynajac od lewej pomnóz kazda cyfre przez
nastepna, a wyniki zapisz jeden za drugim ~

7256423020

2) kazda c}fre pomnóz przez te stojaca o dwa miejsca od
niej:

kolory

!fiO.letowy

brekitny
ZIelony
zorty
czerwony

Pan Tadeusz BONCLER z Warszawy przyslal list, w którym m.in.
dowodzi nastepujacej nierównosci

(k_l)kI2+P/2 < (k+ l)kl2 dla naturalnych k > 4.

Przedstawiamy ten dowód po pewnych uproszczeniach. Wykazemy
najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej k > 4 prawdliwa jest
nierównosc

Dorota ZIELINSKA z Krakowa

Nawiazujac do artykulu na temat teczy z Delty 10/1978 proponuje
obserwacje tecz wyzszych rzedów. BeJziemy je obserwowac wokól
kropli wody zawieszonej na koncu drutu. Do nieduzego klocka
przyklejamy poziomo kawalek niegrubego preta, zaginajac go na
koncu pionowo w dól. Uprzednie pokrycie drutu czarnym woskiem
niejest konieczne, ale ulatwi obserwacje zjawiska. Zmniejszy bowiem
ilosc swiatla odbitego, nie padajaoego wprost ze zródla. Poza tym
kropla oczywiscie przybierze bardziej kulisty ksztalt, bedzie mniej
przylegac do preta. Przy pomocy rozpylacza z woda na pionowym
koncu drutu formujemy krople. (Jezeli nie dysponujemy rozpylaczem,
mozemy ja tez utworzyc maczajac drut bezposrednio w wodzie).
Nastepnie calosc wkladamy do ulozonego na boku otwartego
tekturowego pudelka. Teraz w scianie bocznej, mniej wiecej na
wysokosci kropli, robimy niewielki otwór. Przez niego bowiem
bedziemy oswietlac krople. Zapewnimy sobie w ten sposób strumien

swiatla o srednicy zblizonej do kropli. Jako zródla swiatla mozemy
uzyc rZutnika. Umieszczamy go tak, aby swiatlo wchodzace przez
otwór padalo na cala krople.
Glówna przyczyna uniemozliwiajaca obserwacje tecz wyzszych
rzedów jest ich zbyt male natezenie w stosunku do pozostalych
promieni slonecznych. Takze w naszym doswiadczeniu promienie
odbite beda utrudniac zauwazenie zjawiska. Mozna je w duzym
stopniu wyeliminowac przez dod4~owe zaslanianie otworu kawalkiem
kartor.u. Znalezienie i zidentyfikowanie szukanej teczy ulatwi kolo na

rysunku obok. Naniesione sa na nim katy, pod jakimi opuszczaja
krople po kolejnych odbiciach promienie tworzace odpowiednie
tecze. Warto przeprowadzic podobne doswiadczenie uzywajac innej
cieczy. Nalezy pamietac, ze zwiekszanie wymiarów kropli w kazdym
przypadku zwiekszy wyrazistosc zjawiska.

Oznaczmy prawa strone tej (jeszcze nie udowodnionej)
nierównosci przeL Pk, zas lewa strone przez Lk+ 1. Jak wiadomo,

ciag {Pk} jest rosnacy i zbiezny do liczby Ye = 1,6487... Natomiast

ciag {Lk} = {-V (1- ~f} jest tez rosnacy i zbiezny do ;e =
= 0,6065 Lewa strona nierównosci (.) jest wiec zawsze mniejsza
od 1,6065 .

Poniewaz {Pd jest ciagiem rosnacym, wiec dla kazdego k > 9

/( 1)9 ]1109 rIO 104'mamy Pk> P9• Ale P9 =l 1+- = -- =--'--=9 99 3 94

10000· rIO 31622
= 3. 6561 > 19683 > 1,6066.

Nierównosc (.) jest wiec spelniona dla wszystkich k;;. 9. Dla k =
= 5,6,7,8 mozna ja sprawdzic bezposrednio. Zauwazmy,ze
32+42 = 52, zatem (.) nie jest prawda dla k = 4. Przez pomnozenie
obu stron nierównosci (.) ,przez kkl2 otrzymujemy nierównosc

(k_l)kI2+kkI2 < (k+ l)k1z.

praWdziwa, jak poprzednia, dla k > 4.
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