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Liczby 1, — 1, i, —i 53 jedynymi elementami
odwracalnymi pierscienia Z[i], tj. takimi
liczbami x € Z[i], ze dla pewnego y € Z[i]
zachodzi xy = 1.

Jednoznacznos$¢ rozkladu i liczba klas

Prof. dr Wiadystaw NARKIEWICZ

1. Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze w zbiorze liczb naturalnych
wypowiada si¢ najprosciej w nastgpujacy sposob: kazda liczbe naturalng rézna od jednosci
mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu p, p; ... p, liczb pierwszych na jeden tylko sposéb,

o ile rozklady, rozniace si¢ kolejnoscia czynnikow, uwazaé bedziemy za réwne. Podobne
twierdzenie mozna wystowié takze i dla liczb catkowitych, niekoniecznie dodatnich: kazda liczbe
catkowita, 16zna od 0, 1, —1 mozemy przedstawi¢ na jeden sposob w postaci iloczynu ap...p,,
przy czym py, ..., pr 54 liczbami pierwszymi, a liczba a réwna jest 1 lub — 1. (Oczywiscie i w tym
wypadku nalezy utozsamia¢ rozklady, roZniace si¢ kolejnoscia czynnikéw). Nazwijmy pierscieniem
liczbowym kazdy zbiér zawarty w zbiorze liczb zespolonych, w ktérym wykonalne jest dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Oczywiscie zbior Z liczb calkowitych jest takim pierscieniem. Nasuwa
sig naturalne pytanie, czy w kazdym pierscieniu liczbowym zachodzi twierdzenie analogiczne

do wyslowionego przed chwila w przypadku pierscienia Z.

Rozpatrzmy dla przykladu pierscieni liczb calkowitych Gaussa, zlozony z wszystkich liczb
zespolonych postaci A+ Bi, przy czym A, B sa liczbami catkowitymi. O tym pierscieniu mozna
udowodni¢ nastgpujace twierdzenie, analogiczne do twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie

w Z: jesli z jest liczbg calkowita Gaussa, réZng od 0, 1, —1, i, —i, to mozemy ja przedstawié¢

w postaci

=P P

przy czym liczby P; sa liczbami pierwszymi Gaussa, tj. maja te wlasnosé, ze z rozkladu P; na
czynniki, P, = xy, gdzie x, y sa liczbami calkowitymi Gaussa, wynika, Ze jeden z tych czynnikow
jest rowny, 1 —1,i lub —i.
Jezeli

z=Pi-...- P}

jest innym rozkladem tego typu, to r = s, a przy tym po odpowiednim przenumerowaniu liczb
P, ..., P{ zachodza réwnosci: P{ = @, Py, ..., P; = a,P,, przy czym kazda z liczb a, jest rbwna
1, —1,i lub —i.

Dla przykladu roztozymy na czynniki pierwsze w pierscieniu Gaussa liczbe 2: mamy réwnosé

2 = (1+i)(1—1i), a rozklad ten jest rozkladem na czynniki pierwsze, bo jedli np.

1+i= (a+bi)e+di),to2 = [1+i|-|1—i]| = [14+i|*> = (@*+b*)(c*+d?) a zatem &*+b* = 1,
lub tez ¢ +d? = 1, co pokazuje, ze jedna z liczb a+ bi, ¢+ di jest rowna 1, —1, i lub —1i.
Mozemy przy tym takze napisa¢ 2 = i(1—i)? = (= DA +i)(—=14i) = —i(1+i)? co pokazuje,
ze mozliwosci podane w sformulowaniu twierdzenia rzeczywiscie wystgpuja.

By moc sensownie sformulowaé twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu dla dowolnego
pierscienia liczbowego, naleZy uprzednio okreslié, co bedziemy rozumieli przez liczby pierwsze
w takim pierscieniu i jakie liczby beda graly role liczb 1, —1 w pierscieniu liczb catkowitych,
czy tez liczb 1, —1, i, —i w pierscieniu Gaussa. W tym celu zauwazmy, ze odwrotnoéé¢ kazdej
zliczb 1, —1, i, —i réwniez lezy w pierScieniu Gaussa. To podsuwa nast¢pujace okreslenie:
jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to liczba a nalezaca do niego nazywa si¢ odwracalna

W R, jezeli @ # 0 oraz 1/a naleZy do R. (Oczywiscie liczby 1 i —1 sa odwracalne w kazdym
pierscieniu, a przykltad pierscienia Gaussa pokazuje, ze liczb odwracalnych moze byé wigcej).
Teraz mozemy okresli¢ liczby pierwsze w pierécieniu R: rozna od zera liczbe a pierécienia R
nazywamy liczba pierwsza w R, jezeli z rownoéci @ = xy (x € R, y € R) wynika, Ze jedna z liczb
x, y jest odwracalna w R.

Uzywajac tych definicji mozemy teraz sformulowaé dla dowolnego pierscienia liczbowego R
odpowiednik twierdzenia o jednoznacznodci rozkladu: méwimy, ze w R zachodzi twierdzenie

o0 jednoznacznosci rozkladu, jeZeli kazdo. liczba a € R, réina od zera i nieodwracalna da sig zapisaé
w postaci :

a=P, ... P,
przy czym liczby P, ..., P, sq liczbami pierwszymi w R, a przy tym jezelia = Py~ ... * P, jest

innym takim rozkiadem, io r = s i po odpowiednim ponumerowaniu liczb Py, ..., P} zachodzq
réwnosei Py = ¢, Py, ..., P, = ¢, P,, przy czym liczby ¢y, ..., ¢, 5q odwracalre.

2. Powstaje naturalne pytanie, w jakich pier§cieniach liczbowych sformulowane powyzej
twierdzenie jest prawdziwe. Nast¢pujacy przyklad swiadczy o tym, ze nie we wszystkich:

rozpatrzmy piersciei R zlozony z wszystkich liczb a+ bi }/ 5 przy a, b € Z. (Proponuje
Czytelnikowi sprawdzenie, ze R w istocie jest pierScieniem). Liczba 6 ma w R dwa rozne rozklady:

6 =23 = (1+i J/35)(1—i J/5). Nietrudno sprawdzi¢, ze wystgpujace tu czynniki sa liczbami
pierwszymi w rozwaZanym pierscieniu. Jezelinp. 2 = X ¥ = (x+yi ]/_5)(a+ bi ]/3) przy czym
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Czego mozna si¢ dowiedziec,
mierzac precyzyjnie dlugosc?

W ekspedycji wyslanej z planety Alfa na
Ziemig uczestniczyl Profesor Omega. Mimo,
2e wiedza techniczna Alfian stoi (w

Nord iu z ziemskq) bardzo wysok

w niemal wszystkich pozostalych dziedzinach
(szczegdlnie w zakresie nauk
humanistycznych) nie dostajq nam oni nawet
do pigt. Profesor Omega postanowil zabraé
na Alfe cale encyklopedie, leksykony, tomy
fefei i iki gazet. Zi iano sig,

w jaki sposob zmieici si¢ to wszystko do
niewielkiej rakietki, ktérg przybyli Alfianie,

% didkatki't tak Bordso oreiad d
Profesor Omega wyciggngl z kieszeni maly
kalkulator i dlugo cosé obliczal, wertujqc kartki
ksigzek i strony gazet. Nastepnie wyjal

£ rakiety diugq linijke z dziwnego metalu

i specjalnym widaé¢ noiykiem zrobil na niej
kreske. ,,To wszystko  powiedzial,
..moiecie zabraé z powrotem swoje ksigiki'.
Gdy Ziemiani eli sic domagaé bliiszych
wyjasnien, powiedzial:
— To bardzo proste. Kaidej literze waszego
alfabetu przypisalem liczbe (A = 1, B = 2 ird.),
kazde kowi pr k czy

P

specjalnemu symbolowi — liczbe miedzy 51 a 99.

Przepisalem na kalkulatorze wszystkie ksigiki
uzywajqc liczb zamiast liter. Litery
oddzielalem znakiem 000, slowa — 00000,

a 000000 znaczy, ie nastepujgee cyfry naleiy
czytaé jako liczbe. Otrzymalem w ten sposdb
pewngq liczbe. Dosé duiq, okolo 200 milionéw
cyfr, ale nie przesadnie. Postawilem przed nig
0 i przecinek dziesigtny, otrzymujqc liczbe
wymiernq alb z przedzialu (0, 1). Kreska,
ktorq zrobilem na mojej linijce, dzieli jq
wlasnie w stosunku afb. Gdy wrdce na Alfe,
w laboratorium zmierzymy dokladnie obie
czesci linijki, obliczymy alb, zapiszemy

w postaci dziesigtnej i oto mamy wszystko

Z powrolem.

X, 9,a,b€Z 104 =|x+yiyY512la+biy51? = (x2+5y*)(a®+5b%), a wiec x>+ 5)* = a®+5b* = 2

lub tez jedna z liczb x2+ 5y2, a 2+ 5b? jest rowna 1, a druga réwna 4. Poniewaz réwnanie

u?+5v? = 2 nie ma rozwigzan calkowitych, musi zachodzi¢ druga mozliwo$¢, a wowczas jedna

z liczb X, ¥ musi by¢ rowna 1 lub — 1. Podobnie sprawdzamy, ze pozostale czynniki naszych

rozkladéw sg pierwsze. Pozostaje sprawdzié, ze ilorazy czynnikow obu rozkladéw nie s

1£iY/5 1+iy5
STy

ostatecznie, ze w pierscieniu R twierdzenie o jednoznacznoéci rozkladu nie zachodzi.

odwracalne, ale to wynika z uwagi, Ze zadna z liczb nie lezy w R. Widzimy

3. Powyisze przyklady wskazuja, ze istniejg pierscienie z jednoznacznoécia rozktadu na czynniki
pierwsze, jak i bez tej jednoznacznosci. Okazuje si¢, Ze mozna w pewien sposdb mierzyé, jak
bardzo dany pierscien liczbowy odbiega od piericienia z jednoznacznoscia rozkltadu. Do tego
celu potrzebne nam bedzie poj¢cie ideatu.

Jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to niepusty podzbiér I < R nazywamy idealem, jesli jest w nim
wykonalne dodawanie i odejmowanie oraz mnozenie przez elementy z R (niekoniecznie nalezace
do I). Przykladem ideatu w pierscieniu liczb catkowitych jest zbior liczb parzystych (ale zbior

liczb ‘nieparzystych nie jest ideatem, gdyz suma liczb nieparzystych jest parzysta!), czy tez

zbior wszystkich liczb podzielnych przez zadana liczbe naturalna N. Przyklad ostatni moina
uogolnic: jezeli a jest dowolnym elementem pewnego pierscienia R, to zbior wszystkich liczb

X € R dajacych si¢ zapisa¢ w postaci x = ba, przy pewnym b € R jest ideatem. Ten ideal
oznaczamy przez I, i nazywamy idealem glownym, wyznaczonym przez a. (Czytelnik zechce
sprobowa¢ udowodnié, Ze w pierscieniu Z kazdy ideat jest idealem gléwnym, wyznaczonym

przez pewna liczbg naturalna).

Jezeli I jest idealem w R, a x jest pewna liczba z R, to przez xI oznacza¢ bedziemy zbior
wszystkich liczb y € R, dajacych si¢ zapisa¢ w postaci y = zx przy pewnym z nalezacym do I
I tak np. ideal I, mozemy zapisa¢ w postaci I, = aR.

Dwa idealy I, J nazywamy rownowaznymi, jezeli mozna znale#¢ niezerowe liczby a, b € R takie,
ze al = bJ. Zauwazmy, ze dowolne dwa idealy glowne, powiedzmy I, i I, przy a, b # 0sa
rownowazne, gdyz zachodzi réwnosé bl, = baR = abR = al,. Zauwazmy takze, ze jezeli idealy
I, J oraz I, J, sa rOwnowaine, to takze i idealy Ji J, beda rownowazne. To pozwala nam
podzieli¢ zbiér wszystkich idealéw, réznych od idealu zerowego {0} = I, na klasy, zaliczajac
dwa idealy do tej samej klasy wowczas, gdy sa rownowazne. Jezeli liczba takich klas jest
skoficzona, to nazywamy ja liczba klas pierScienia R i oznaczamy przez h(R). Liczba ta w wielu
wypadkach pozwala mierzy¢, jak bardzo wlasnoéci pierscienia R odbiegaja od wlasnosci
pierécienia z jednoznacznym rozkladem. By moc to sformulowaé precyzyjniej, ograniczymy
teraz klas¢ rozwazanych pierscieni. Rozpatrywaé bedziemy dwa typy piercieni liczbowych —
piericienie kwadratowe oraz pierscienie cyklotomiczne.

4. Piericienie kwadratowe okreslimy w nastgpujacy sposob: jezeli D jest liczba calkowita,
niepodzielng przez kwadrat liczby naturalnej, réznej od jednosci (tj. D = p, ... p, lub D

D = —p, ... p,, gdzie p,, ..., p, 53 rOznymi liczbami pierwszymi), a przy tym D daje reszig

2 lub 3 z dzielenia przez 4, to przez pierscien kwadratowy, wyznaczony przez D, bedziemy
rozumieli zbi6ér wszystkich liczb postaci a+b /D, przy czym a, b € Z. Jezeli za§ D daje z dzielenia
przez 4 resztg 1, to pierscieniem kwadratowym, wyznaczonym przez nia, bedziemy nazywali

a+b }/ D

zbior wszystkich liczb postaci 5

, gdzie a, b € Z i sa jednakowej parzystosci. Otrzymany

piericief oznaczamy przez Rp.

(Niejednolitos¢ podanej definicji moze wydaé si¢ dziwna. Naturalniej byloby podac¢ takze
i w przypadku drugim definicje taka samg jak w pierwszym. Okazuje si¢ jednak, ze takie
podejscie nie prowadzi do przejrzystej teorii.)

Pierscienie cyklotomiczne, ktore teraz wprowadzimy, zostaly zdefiniowane w polowie ubiegtego
wieku przez matematyka niemieckiego E. E. Kummera, ktory je wykorzystal przy badaniu
rozwiazalnosci stawnego rownania Fermata: x"+y" = 2" przy czym x, ¥, z sa liczbami calkowitymi
dodatnimi, a n = 3. (Do dzi$ zresztg nie wiemy, czy to rOwnanie ma rozwigzania).

Wybierzmy liczbe pierwsza nieparzysta p i oznaczmy przez z, liczbe zespolona cos (27/p)+

+i sin(2n/p). (Jest to p-ty pierwiastek z jednosci, gdyz wzor Moivre’a daje z} = 1). Przez R[p]
oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich liczb zespolorych dajacych sie¢ zapisa¢ w postaci

Qo+ ayzpt+aszi+ ... +ap_2zp" 4 a, 257,

Przy ¢zym do, dy,..., dp— 2 58 liczbami catkowitymi. Nietrudno sprawdzic, ze R[p] jest
pierScieniem. Bedzie to wlasnie pierscien cyklotomiczny wyznaczony przez p. (Stowo
..cyklotomia” oznacza podzial okregu, a uzyte jest tutaj z tego wzgledu, ze liczby 1, z,, 23, ..., 257"
leza na okregu jednostkowym i wyznaczaja podzial tego okregu na p rownych czgsci).
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Zmierzy¢ wysokos¢ wiezy
za pomocg barometru —
— takie zadanie dano przedstawicielom

réznych nauk. Oto jak je rozwigzywali:
Matematyk wykorzystal twierdzenie Talesa
(i to, ze dzien byl sloneczny): ustawil
barometr pionowo, zmierzyl jego dlugoié
oraz diugoié jego cienia i wiezy i szybko mial
odpowied:. Fizyk-teoretyk wykorzystal fakt,
Ze cisnienie maleje wraz z wysokoscig,
fizyk-doswiadczalnik przywiqzal barometr

do sznurka, spuscil z wiezy i potem zmierzyl
dlugosé sznurka. Chemik wylal rteé

z barometru do kolby, doprowadzil do stanu
wrzenia u stop i na szczycie wieiy i z rdinicy
tempemmr wrzenia obliczyl zqdanq w,wakaic
H za$ zapukal do stojq p
chatki. ,,Dostanie pan barometr, jesli

powie mi pan, ile ta wieza ma wysokosci”
powiedzial do siwego staruszka, ktsry
otworzyl mu drzwi.

5. Podamy teraz podstawowe twierdzenia dotyczace wprowadzonych pierscieni i wigzace sig

z liczbg klas oraz jednoznacznoscig roz«tadu.

Jednym z najwazniejszych i najstarszych rezultatdw w tej dziedzinie jest nastgpujace twierdzenie,

podajace zwigzek miedzy liczba klas a jednoznacznoscia rozkladu: W pierscieniu Rp lub R[p]

zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu wtedy i tylko wtedy, gdy jego liczba klas réwna

jest 1, tj. gdy wszystkie idealy sa rownowazne.

Twierdzenie to sprowadza zagadnienie jednoznacznosci rozktadu do obliczenia liczby klas.

Dla konkretnego pierscienia nie jest to zagadnienie trudne, szczegblnie przy uZyciu maszyn

cyfrowych. Znacznie trudniej jest wyznaczy¢ wszystkie pierscienie o tej wlasnodci. Okazuje sig,

e pierécieni Rp przy D ujemnym, oraz R[p] z jednoznaczno$cia rozkladu jest skoriczenie wiele.

Dla pierécieni Rp z D dodatnim tego nie wiemy. Obliczenia numeryczne sklaniajg do

przypuszczenia, ze takich D jest nieskoriczenie wiele, ale metody matematyki wspolczesnej nie sg

dostatecznie mocne na to, by problem ten rozstrzygnac.

_A oto lista ujemnych D, dla ktérych w Rp zachodzi twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie:
= —1,-2, -3, -7, —11, —19, —43, —67, —163. Pierwszy dowdd tego, Ze nie ma innych

D ujemnych o tej wlasnosci podat mlody matematyk amerykariski, H. M. Stark, w 1967 roku.

Dla pierscieni R[p] sytuacja jest podobna. Wiemy, dzigki badaniom K. Uchidy, J. Masleya

i H. Montgomery’ego, ze jednoznaczno$é rozkladu zachodzi w R[p] jedynie dla p = 3, 5, 7,

11, 13, 17 oraz 19.

Znane sa takze wszystkie pierscienie cyklotomiczne oraz pierscienie kwadratowe Rp z ujemnym

D, dla ktorych liczba klas rowna jest 2. Jak zauwazyt L. Carlitz, w takich pierscieniach zachodzi

‘nastepujacy fakt: w kazdym rozkiadzie liczby na czynniki pierwsze wystqpi ta sama ilosé

czynnikow pierwszych. Przy tym wlasno$¢ ta jest charakterystyczna dla pierécieni z liczba klas

rowng 2.

Byloby interesujaca rzecza znalezienie podobnych charakteryzacii dla pierscieni z liczba klas

réwna 3, 4, itd., jednakze nie otrzymano tu jeszcze definitywnych rezultatow.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 202. Wykazaé, ze dla dowolnego n > 0 istnieje taki m-kqt Ze n jego prz)ekatnych lezy
wewnatrz niego, a wszystkie pozostale — na zewnatrz.

Rozwiagzanie na str. 8

M 203. ,,Literg T” nazywamy sume prostopadlych odcinkéw AB i CD o dlugosci 1 kazdy, przy

czym C jest srodkiem odcinka AB. Wykazaé, ze w ograniczonym obszarze plaszczyzny nie mozna
pomuesci¢ nieskoiiczenie wielu rozigcznych ,,liter T”.

Rozwigzanie na str, 12
M 204. Czy szescian o wymiarach 6 x 6 X 6 moze by¢ zbudowany z 27 klockéw o rozmiarach
1x2x4? ; i

Rozwigzanie na str. §
(Zadanie to nadestala Malgorzata TOPER z Lubienia).

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

'F 68. Wiazka czastek o o strumieniu N czastek na jednostke powierzchni pada na folig¢ metalowa

o grubodci x i gestodci 7 atomodw na jednostke objetosci. W wyniku oddzialywania czastek

« z polem jader atomow folii nastepuje odchylenie czastek w stosunku do kierunku lotu
pierwotnego. Odchylenie to zalezy od tzw. parametru zderzenia — tzn. odleglosci miedzy torem
czastki daleko od centrum oddziatywania a prosta réwnolegla do tego toru przechodzacg przez
centrum sily (czyli przez jadro). Znalez¢ rozklad katowy czastek o po przejéciu przez folig,
zakladajac, ze folia jest na tyle cienka, ze jedna czastka « moze si¢,,zderzy¢” tylko z jednym
jadrem, oraz zakladajac, ze jadro pozostaje nieruchome w wyniku oddzialywania (bardzo duia
masa jadra w poroOwnaniu z masa czastki a).

Rozwigzanie na str. 6
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Gdyby
wszystkie zegary...

Mgr Ludwik ZAJDLER

W takim prostym zliczaniu tez mo#na sig

pomyli¢. Obowiazujacy w Etiopii kalendarz

ma wspolny poczatek z naszym (rok
narodzenia Chrystusa). Jednakie w Etiopii
jest dopiero rok 1972 — te 7 lat ,,zgubilo sie™
gdzies w mrokach éredniowiecza. Chyba ze

w Europie je dodano.

Kazdy pomiar polega na porownaniu dwoch wielkosci: tej mierzonej, z druga — ktoéra
przyjmujemy za wzorzec. W przypadku pomiaru czasu mamy do czynienia zawsze z metoda
posrednia. Mierzony odstep czasu pordwnujemy z czasem trwania jakiego$ zjawiska fizycznego,
co do ktorego mamy pewnosé, ze przebiega ono za kazdym powtorzeniem w ten sam sposob.
Sposrdd roznych zjawisk, ktére nadawalyby sie do mierzenia czasu, na czolo wysuwajq sie
zjawiska przebiegajace periodycznie, jako zZe odstepy czasu latwo zmierzy¢ przez zliczanie
okresow.

Poczucie biegu czasu wynika przede wszystkim z nastgpstwa dnia po nocy i z kolejnoéei pér
roku. Stad zwigzek miedzy rachuba czasu a astronomia, analiza ruchéw cial niebieskich,
szczegoblnie ruchow Slorica i Ksigezyca. Stad wyboér jednostki czasu jako pochodnej doby
stonecznej i roku zwrotnikowego.

Astronomowie $3 odpowiedzialni za utrzymywanie rachuby czasu od tysiacleci. I w staroZytnosci,
kiedy wystarczala tylko orientacja w porze dnia lub roku dla celéw rolnictwa, i w czasach
nowszych — dla ustanawiania rozkladéw jazdy srodkéw komunikacji, i dzi§ — kiedy przebiegi
réznych proceséw badamy z dokladnoscia wprost niewiarygodnych utamkow sekundy. Co
prawda, mozna by powiedzie¢, ze w procesach tych nie uciekamy si¢ juz od dawna do
obserwacji astronomicznyck, postugujemy si¢ dzi§ wylacznie zegarami. Od czasow Galileusza

i Huyghensa — wahadlowymi, a od piecdziesieciu lat — kwarcowymi lub tzw. atomowymi,
lepiej nawet realizujacymi zasadeg ruchu periodycznego niz ruch wirowy naszej planety czy ruch
po orbicie dokolaslonecznej. Nie zapominajmy jednak o tym, Ze za jednostke czasu uznajemy
wciaz sekunde, ktorej warto$¢ wynika z obserwowanego przez astronomoéw okresu ruchu Ziemi.
Whszelkie zegary, nawet te najdokladniejsze, musza by¢ systematycznie uzgadniane = Zegarem
Przyrody.

Zastapienie tego zegara przez przyrzady skonstruowane reka czlowieka stalo si¢ koniecznoscia

juz w starozytnoéci, przede wszystkim dlatego, by moc w sposob obiektywny tworzy¢ krotkie

odstepy czasu, a w czasach rozwoju techniki — by lepiej realizowac¢ ruchy periodyczne i to

o coraz krotszych okresach. I tak, ,,serce” dzisiejszego cezowego zegara atomowego drga

9 192 631 770 razy na sekundg. Trwajace od lat badania wykazaly, ze rytm ten odznacza sie tak
wielka stabilnoscia, ze w obowigzujacym od roku 1967 mi¢dzynarodowym ukladzie jednostek
SI postuzyt dla zdefiniowania jednostki czasu (zwanej sekundg uktadu SI). Stuzy on dotad jako
praktyczny wzorzec jednostki czasu we wszelkich pracach naukowych (z wyjatkiem niektorych -
astronomicznych) i technicznych.

Wzorcowa wartoéé sekundy moze byé latwo odtworzona w kazdej chwili i w kazdym laboratorium
dysponujacym cezowym zegarem atomowym. Przed 30 laty byly to modele niepowtarzalne, dzi$
produkowane sg seryjnie. Laboratorium pomiaréw czasu w Polskim Komitecie Normalizacji

i Miar w Warszawie posiada dzi$ trzy cezowe zegary atomowe. Posiadanie jednak nawet
najdokladniejszycn zegaréw nie moze zapewni¢ ciaglosci rachuby czasu.

W rachubie czasu wystepuje bowiem szczegélna trudnos$é, w ktorej nie da si¢ pominaé obserwacji
astronomicznych. Chodzi tu o odniesienie biegu czasu do pewnej chwili poczatkowej, jak gdyby
punktu zerowego skali czasu. Z wyborem tego punktu sa od dawna klopoty, o czym nizej.

I tu postawié sobie mozemy pytanie wymienione w tytule niniejszego artykutu: ,,Co by sig stalo,
gdyby wszystkie zegary zatrzymaly sig?”

Podobny wypadek zdarzy! sie — co prawda na ograniczonym obszarze — przed 50 laty.
Zegarow atomowych ani kwarcowych jeszcze nie bylo.

Byly natomiast precyzyjne zegary wahadlowe, niewiele ustepujace pod wzgledem doktadnosci
wspolczesnym. W czasie wielkiego trzesienia ziemi w 1927 roku w Chinach zatrzymaly sig
wszystkie zegary w obserwatorium astronomicznym Zi-ka-wei koto Szanghaju. Wypadek ten
uwiecznil pigknie grafik na czolowej stronie rocznika wydawanego przez obserwatorium

z podpisem ,,Astronomowie z Zi-ka-wei poszukujg sekundy”. Rysunek przedstawial wnetrze
laboratorium z otwartymi szafami, szufladami biurek, dokola ktérych krzatali si¢ pracownicy

w habitach (obserwatorium prowadzili ksi¢za-jezuici), jeden z nich zagladat pod 16zko.

Dzi$ uruchomienie zegaréw w zgodnosci ze wskazaniami czasu uniwersalnego nie napotkatoby
wigkszych trudnosci. Zegary kwarcowe i atomowe nie przerywaja ciaglosci wskazan, chyba ze
znalazlyby si¢ w poblizu epicentrum trzesienia, ale wtedy moglyby ulec raczej catkowitemu
zniszczeniu. Ustawienie zegarOw na czas wlasciwy nie stanowi problemu, gdyz mozna postuzyé¢
sie radiowymi sygnalami czasu. Szereg specjalnych radiostacji nadaje przez cala dobe bez
przerwy badz w okreslonych porach sygnaly w postaci krotkich impulsow w odstepach
sekundowych, z markowana sygnalem dluzszym pelna minuta. Pewien klopot stanowiloby
ustalenie numeru minuty. Ale i temu moZna latwo zaradzi¢, w kazdym razie poszukiwano by
nie sekundy lecz minuty. Natomiast sekunde sygnaly podajg z doktadnoscia do 0,0001 sekundy.

- Jak widaé, dzi$ zagubi¢ rachube czasu jest raczej trudno.

Inaczej by bylo, gdyby katastrofa spotkala cala Ziemig i gdyby sygnaly czasu w ogole ustaty.

W takim razie nalezaloby cala stuzbg czasu stworzyé od nowa, z nawigzaniem do poprzedniej
skali czasu. I tu wylania si¢ od razu sprawa wspomnianego juz punktu zerowego. Od czasow

najdawniejszych do ok. XVII w. za poczatek rachuby czasu przyjmowano chwilg potudnia,

_ pSinocy albo wschodu lub zachodu Stofica. Caly cykl dobowy dzielono na 24 albo 12
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Gdyby wiec system egipski utrzymal si¢ do
dzi$, w lecie pracowaliby$my diuiej niz

w zimie, lekcje szkolne w czerwcu trwalyby
dwukrotnie diuzej niz grudniowe, a co
dzialoby sig na kolei — strach pomyslec.

Ekliptyka jest torem, po ktérym porusza sie
Slorice w jego pozornej rocznej wedrdwee po
sferze niebieskiej.

Pojecie roku zwrotnikowego jest wyjadénione
w dalszej czesci artykulu.

Gaussa tez moina nazwac ,,jednym

z najwybitniejszych matematykéw,” jak

i njednym z najwybitniejszych fizykéw™ i nie

stoi to W spr sci z ok go jako
jed z najwybitniej méw”,

Rozwiazanie zadania M 204

Nie. Przypusémy, e jest to mozliwe

i podzielmy w mysli tak zbudowany

na 27 szescianikow o rozmiarach 2 x
Indéw w mysli, nasyémy te szescianiki na
przemian farba bialg i czarng. Musi by¢
zatem 14 bialych i 13 czarnych (lub na
odwrdt). Zauwazmy teraz, ze niezaleinie od
polozenia dowolnej cegietki 1 x 2 x 4 polowa
jej jednostkowych szescianikdw jest czarna,
a polowa biala, Jest to sprzeczne z faktem,
#e duzy szescian ma wiecej bialach

szescianikow niz czarnych — albo odwrotnie.

(podwojnych) godzin. Rozpowszechnily si¢ dwa systemy godzin: babilonski, powstaly przez
podziat calej doby na 24 réwne czgsci i egipski, w ktérym oddzielnie dzieri i noc liczyly po

12 godzin — a zatem dlugos¢ ich ulegala zmianie zaleznie od pory roku. Reliktem godzin
babiloriskich jest system utrzymany do dzi$. Wraz z udoskonaleniem zegar6w wyszto na jaw,

ze dlugoé¢ tak pojetej doby ulega zmianom (co prawda niewielkim) w ciagu roku.
Wprowadzono wigc pojecie czasu $redniego, w ten sposob wszystkie doby w roku uznano za
réwne, rOwnymi tez staly sie godziny (§rednie). Czas odmierzany byl zatem nie
nierébwnomiernym biegiem Slofica po sklepieniu niebieskim w ciagu roku, lecz biegiem
fikcyjnego punktu nazwanego storicem $rednim, ktory dokonuje pelnego obrotu wzdluz réwnika
niebieskiego w tym samym czasie co Storice prawdziwe po ekliptyce. Teraz wygodnie bylo
uwazaé poludnie (lub péinoc), czyli chwile przejécia tego punktu przez poludnik, za poczatek
doby. Poszczegélne doby numerowano systemem kalendarzowym i sprawa ciagtoéci rachuby
czasu wydawalaby sie uregulowana.

Tylko zegary stoneczne wskazywaly czas prawdziwy, ich wskazowki rzucaly najkrotszy cien

w chwili gérowania Slorfica prawdziwego. Wymyslono zreszta i zegary stoneczne, ktére
automatycznie lub za pomocg prostego rachunku uwzglednialy réznice miedzy czasem srednim
i prawdziwym (zwanga rownaniem czasu).

Obok rachuby czasu wedlug czasu sredniego stonecznego czesto (w astronomii, geodezji

i nawigacji) postugujemy si¢ czasem gwiazdowym. Tu za okres podstawowy, dobowy, przyjmuje
sig rzeczywisty czas obrotu Ziemi woko! osi, liczony nie wzgledem polozenia Slofica, lecz

w odniesieniu do kierunku niezmiennego w przestrzeni, okreslonego polozeniem wéréd gwiazd
punktu rownonocy wiosennej, tj. punktu, w ktérym przecina si¢ rownik niebieski z ekliptyka.
Doba gwiazdowa jest krotsza od $redniej stonecznej o prawie 4 minuty: w ciagu roku
zwrotnikowego 365-dniowego Ziemia obraca si¢ 366 razy. Zegar wyregulowany na czas
gwiazdowy bedzie sie spieszyt o 24 godziny w ciagu roku, ale to nie utrudnia w niczym
rachuby. Odpowiednie réznice uwzgledni¢ tatwo w rachunku. Uzycie zegara gwiazdowego jest
natomiast bardzo wygodne w obserwacjach astronomicznych, bowiem kazda gwiazda przekracza
potudnik miejsca obserwacji dokladnie co 24 godziny (gwiazdowe). Na tej zasadzie reguluje sie
wlasdnie wszystkie zegary: przejécie kaidej gwiazdy przez zaznaczona w lunecie o§ optyczna

(w ten spos6b w obserwatoriach wyznaczany bywa potudnik miejscowy) przewidziane jest

w katalogach gwiazd — w tzw. efemerydach — z dokladnoscia do 0,0001 sekundy. W praktyce
codziennej sprawa nie jest moze tak prosta, mamy bowiem do czynienia z licznymi bledami
instrumentalnymi i obserwacji, ktore ograniczaja zwykle do 0,01 sekundy dokladnoséé
wyznaczania dokladnego czasu, ale jako$¢ obserwacji kompensujemy iloscig. Na pojedyncza
obserwacje sklada si¢ seria kilkunastu gwiazd. Oprécz stuzby czasu w licznych obserwatoriach,
w problemie zapewnienia dokladnego czasu wzigla udzial miedzynarodowa organizacja
(Miedzynarodowe Biuro Czasu — Bureau International de 'Heure) z siedziba w Paryzu.
Wszystkie wyniki obserwacji astronomicznych sa tam przesylane, a zegary poréwnywane sa
droga odbioru radiosygnalow czasu.

Przed 150 laty, kiedy nie bylo podstaw do snucia domystéw na temat nierdwnomiernosci ruchu
wirowego Ziemi, na propozycje jednego z najwybitniejszych astronoméw — Karola Gaussa —
przyjeto sekunde (okreslona jako 1/86400 czesé sredniej doby stonecznej) do ustanowionego

w roku 1832 ukladu jednostek CGS (centymetr-gram-sekunda). Dokladnie w sto lat pozniej,

w roku 1932, dwaj astronomowie poczdamscy — A. Scheibe i U. Adelsberger — wykazali przy
uzyciu zegarow kwarcowych, ze Ziemia wiruje nierownomiernie! Spostrzezenie potwierdzono

w nastepnych latach i ustalono nawet przebieg tych zmian, a takie — przynajmniej cze$ciowo —
ich przyczyne¢: zmiany momentu bezwladnosci naszej planety, wywolane m.in. okresowym
spltywaniem lodowcdw z okolic podbiegunowych oraz mas powietrza, takze tarciem wod o dna
oceandw, opadaniem lisci jesienig (!) itp. Zmiany te badz o charakterze sezonowym, badz
systematyczne a takze nieregularne nie maja jednak zadnego wplywu na okres obiegu Ziemi po
orbicie dokotastonecznej. Nazwano je fluktuacjami i moga by¢ uwzgledniane w obliczeniach
efemeryd czyli pozycji cial niebieskich na niebie. Totez wkrotce (lata 1947—1954) opracowano
nowa definicje sekundy (tzw. sekunda efemerydalna), przyjmujac na jej wartos¢ ulamek

1: 31556925,9747 roku zwrotnikowego 1900. Uscislenie, Zze chodzi tu o rok, ktorego $rodek
przypada o pélnocy, od ktdrej zaczat si¢ 1900 r., bylo konieczne, poniewaz diugoéé roku
zwrotnikowego ulega systematycznemu skracaniu ($cislej mowigec — uktad wspolrzednych
astronomicznych ulega zmianie) o 0,00530320 sekundy w ciagu roku. Tak zdefiniowana
jednostka czasu jest wartodcia stala — jako zlokalizowana w okreslonej epoce 1900,0 — spelnia
warunki, by by¢ przyjeta za wzorzec. Z wyjatkiem jednego warunku: nie jest latwo odtwarzalna.
Dla odtworzania odstgpow czasu sekundowych (wzglednie ich wielokrotnosci) stuzg zegary.
Jednak nawet te najlepiej realizujace zasade periodycznosci elementu regulujacego ich chod sa
tylko wzorcami wtérnymi. Wymagaja porownywania systematycznego z prawzorcem, wedhug
ktorego obserwowane sa zjawiska astronomiczne.

Rozwdj fizyki i techniki doprowadzit do tego, Ze udalo si¢ skonstruowaé praktyczne wzorce
czestotliwosci — kwarcowe badz atomowe — realizujgce inne zjawiska periodyczne, ze $wiata
mikrokosmosu, z powodzeniem konkurujace ze zjawiskami makrokosmosu. Ich przewaga polega
gtownie na tym, Ze postugujemy sie latwo odtwarzalnymi krotkimi cyklami, rzedu 10~!2 sekundy



(lub krétszymi), o czym byla juz mowa. Realizuja wigc z wystarczajaca w fizyce i technice
doktadnoscia jednostke czasu, zwang takze sekundg atomowa w odroznieniu od sekundy
efemerydalnej. Jednak utworzona przez sumowanie odstepow sekundowych skala czasu
(atomowego) nie zawiera elementu umiejscawiajacego punkt zerowy — poczatek skali czasu.

Tu juz niezbedne sq obserwacje astronomiczne.

Co gorzej, przyjeta wspomniana juz relacja 9192631770 drgan na sekund¢ we wzorcu cezowym
wyznaczona zostala empirycznie, dla uzgodnienia wartosci sekundy atomowej (cezowej) z jednostka
astronomiczna. Ze nie jest to relacja icista, éwiadczy fakt, ze od czasu do czasu (mniej wigcej
raz w roku) zachodzi potrzeba korygowania skali czasu atomowego przez wprowadzanie tzw.
sekundy przestepnej.

Dla ujednolicenia wskazan wszystkich zegar6w na naszym globie wprowadzono system
miedzynarodowy sygnalow czasu. Liczne dzi$ specjalne radiostacje pokrywaja swym zasiegiem
caly obszar Ziemi, nadajac przez cala dobg lub w okreslonych porach sygnaly, slyszalne

w gloénikach niby sekundowe tykanie zegara. Wszystkie sygnaly sa zgodne ze sobg, gdyz
korelowane sa przez centrale miedzynarodowej stuzby czasu w Paryzu. Tak pomy$lana skala
czasu nie moze odchyli¢ si¢ od czasu astronomicznego wigcej niz o pot sekundy, bo w przypadku
zblizania sie do tej granicy Miedzynarodowe Biuro Czasu oglasza wprowadzenie sekundy
przestepnej. Moze to by¢ sekunda dodatnia albo ujemna, a polega to na dodaniu (albo odjeciu)
jednej sekundy w ostatniej minucie 31 grudnia (lub 30 czerwca), co praktycznie przejawia sig
przesunieciem o sekunde przedluZzonego impulsu sekundowego markujacego peing minute
(godzine), czyli wprowadza jedynie zmiang numeracji sekund. Od czasu, gdy system ten
wprowadzono (w 1971 r.), zaszla potrzeba dokonania tej operacji juz 8 razy; ostatnio (6sma
sekunda przestgpna) nastapilo to przez cofnigcie zegaréw o sekunde w nocy z 31 grudnia 1978 r.
na 1 stycznia 1979 r. Tak wigc ostatnia minuta 1978 r. liczyta nie 60 lecz 61 sekund.

Czas ustalony miedzynarodowymi sygnalami obowiazuje we wszystkich dziedzinach. Jego relacja
do czasu efemeryd interesuje w zasadzie tylko astronomoéw. Stuza temu celowi specjalne
wydawnictwa, w ktorych publikowane sa poprawki sygnalow czasu, ustalane droga obserwacji
astronomicznych.

Tak wiec w przypadku zatrzymania si¢ zegarow zwykli ludzie rie napotkajg szczegdlnych
trudnosci.

Rozwigzanie zadania F 69

Rozpatrzmy ruch czastki o tadunku ¢ w polu wytworzonym przez nieruchomy ladunck Q. Sila, z jaka ladunek Q

y dziala na tadunek ¢ jest skierowana wzdluz kierunku laczacego polozeme obu ladunkéw (tzw. promienia wodzacego)
i wynosi
qQ
P i
dmegrd

WliIdOmO. 2e w polu kulombowskim zachowana jest calkowita energia czastki oraz moment pedu (|| R) — to znaczy,

e w kazdej chwili czastka ma taka samg energig E i t¢ sama wartosé momentu pgdu L, co przed rozproszeniem,
mul

daleko od centrum dzialania sily, przy czym E = g L = mugb,

gdzie v, — predkosdé czastki daleko od centrum, b — tzw. parametr zderzenia (patrz rysunck).
Poza tym na rysunku wprowadzono oznaczenia:

vy — predkosé lranswersalna (p dle do promienia), vr — predkosé radialna (wzdluz promienia),
) — kat rozpre ienn wodzacy, a— droga katowa,
Interesuje nas zwigzek rm@dzy b i 6. Rozpatrzmy ruch wzdluz osi y.
do, : : . % Sl ;
L _d: = Fy = Fsina = i.vg:ﬂ sin a, mdoy = —4705% sin adr. W réwnaniu tym zaréwno a, jak i r zaleig od czasu,
Z zasady zachowania momentu pedu otrzymujemy L = my_. b= mry mria = mr? d_e: skad = L — = - v-‘-’ob-- - Wstawiajgc to do poprzedniego
4 @ o ar’ 4 m(dald)  (dw/dr) by
réwnania otr jemy mdyy = &nsf: 3 sin ada, gdzie nie wystepuje juz jawna zaleznosé od czasu. Predkosé vy zmienia sie od wartosci 0 4oy = Ugg sin 6,
akata —od 0 do n—0, Znalezienie inoscivy od a daje nam mozliwos¢ wyznaczenia zwigzku migdzy warunkami poczatkowymi i katem rozproszenia 6:
Uop Sind n—6
m s dyy = EQ_:_J, S sin ada,
0 il
skad mv,, sin 6 = . o (1+cos 6). Po przeksztalceniu otrzymujemy b = — Q¢ ctg E
" 4negv b 4megmu? 2
Przez rozklad katowy P(#) rc iemy p: zastek ze strumienia padajacego, ktdre poleca w kat brylowy df przy okreslonej wartosci kata 6 (ze wzgledu na symetrig

osiowa wynik rozpraszania nie zalezy od kata azymutalnego). P(0) = N aa’ gdzie d0 = 2z sin 646,

" 5 . s ; dN e . . z
Czynnik 2 jest wynikiem zsumowania po kacie azymutalnym. Aby wyznaczyé —— dla okreslonego kata 0 nalezy obliczyé, ile spoéréd padajacych czastek a bedzie

a0
mialo parametr zderzenia b w ku do jader r i zonych w folii,
Powierzchnia pokrywana przez czastki « 0 parametrze zderzenia b wynosi 2nbdb - nx, czyli dN(b) = 2abdb - nx - N, skad E‘%(-b) = 2nbnxN
ctg g
IdN 1 dN 1 1 dN db 1 db s 1 nx [ qQ \? 1
0} VLo o S — o e s g e Deplat i s oy PR T, (SRR = — =
R0 = d2 © N 2asin0dé N Zasin6 db do TN N g = v? ) sin 6 R =3 mu ) P
o 2 sin? 5 el sin® 5

Jest to stynny wzér Rutherforda.

W doswiadczeniu przeprowadzonym przez Geigera i Marsdena (rozpraszanie czastek a na cienkiej folii ze zlota) uzyskano rozkhd katowy bard:.o dobrze zgad:ajqcy sig
Z tym wzorem i to nawet dla taluej enerml czatek o, przy kt.érc; moga one zbll:yé si¢ do odpychajacego centrum kulomt 20 na odlegi rzedu 10-12

Dia wickszej energii ( i} dane dodwi pr ja by¢ zg ze v m Rutherforda. W opisanym doswiad iu rozpraszanie na ba.rdm lekkich
eleklronach nie ma lstmnego ia. Wyniki rozpr ia na pozbawionej elek loici atoméw zlota prowadzily do wniosku, Ze pozostalosé ta oddzialuje
kulomb ko az do odlegloici rzedu 10-'? ¢m, a potem wszystko si¢ psuje. w ten wlamw sposob zmierzono iary jadra atc g0, a powod owego psucia na
bardzo malych odlegloscnach nazwano oddzialywaniami silnymi (jadrowymi).




Mierzenie jest stare jak myslenie

Dr Wojciech WOJTYNSKI

W swojej najprostszej postaci mierzenie polega na ocenianiu jakosciowym przedmiotéow lub ich
zbioréw prowadzacych do okresler typu duzy-maly, lekki-cigZki, wysoki-niski, krotki-dlugi.

W bardziej zaawansowanej formie — kiedy chcemy poréwna¢ (,,zmierzy¢”) skoficzone podzbiory
Jjakiego$ zbioru o podobnych (,,identycznych™) elementach, jest liczeniem. Wprowadzamy
kryterium poréwnawcze : miarg zbioru, ktora jest liczbg jego elementow. Znacznie bardziej
zawila staje sie sytuacja dla zbiorow nieskoriczonych. Idea wszelkiego pomiaru pozostaje jednak
zawsze taka sama — pomiar polega na poréownywaniu ,,duzych” zbioréw przez ich podziat

na male (,,regularne’) przystajace czgsci.

Jedng z praktycznie najoczywistszych czynnoéci zwigzanych z mierzeniem jest pomiar dlugosci
odcinkow. Juz starozytni Grecy natrafili tu na znamienng trudnos¢ — istnienie odcinkow
niewspotmiernych — ktorej analiza doprowadzila migdzy innymi do sprecyzowania pojecia
liczby rzeczywistej (znowu mierzenie = liczenie), pojecia granicy ciggu liczbowego itp. Rzeczy
te s3 na ogol dobrze znane, a wlasciwe trudnosci zwigzane z mierzeniem jeszcze przed nami.
Zakladajac, ze umiemy mierzy¢ diugosci odcinkow, postaramy sie rozszerzy¢ pojecie ,,miary”
(czyli ,,dlugosci” odcinka) na wigksza klase podzbiorow prostej rzeczywistej. Zaczniemy od
sprecyzowania podstawowego naszego celu
CO CHCEMY MIERZYC 1 CO TO ZNACZY MIERZYC?

Jak to zwykle bywa, zamiast odpowiedzie¢ na powyisze pytania matematyk — po rozwazeniu
pewnej liczby przykiadoéw ,,wzigtych z zycia” odwraca sytuacje — wprowadza pewien schemat
formalny, a nast¢pnie usituje nagigé do niego inspirujace go przyklady.

W przypadku mierzenia jego refleksja wyglada tak. Mamy zbiér £ (np. prosta liczbowa R').
Obiektami, ktore chcemy mierzy¢, sa pewne podzbiory zbioru 2. Czynnosci mierzenia nie bedzie,
natomiast pewne zbiory beda mialy przyporzadkowane liczby okreslajace ich wielko$¢ — miarg
zbioru. Dopuscimy takze mozliwos¢ posiadania przez zbidr miary rownej + c0. Mowiac inaczej,
na pewnej rodzinie podzbiorow zbioru 2 okreslona bedzie funkcja x4 przyporzadkowujaca
zbiorowi A liczbe u(A4) — jego miarg. Wartosci funkcji z s3 wiec liczbami rzeczywistymi lub
,,nieskoficzonoscia”.

Jak zauwazylisSmy juz wczesniej — pomiar polega na ,,porownywaniu duzych zbioréw przez
podzial na mate”. W zwiazku z tym, jezeli jakis zbiér 4 przedstawimy jako sume rozlacznych
podzbiorow B, B, ..., B, oraz jezeli okreslone sa liczby u(B)), i = 1, ..., k, powinni$my mieé
(A) = p(B)+ ... +p(By). Na przyklad w przypadku zbioru skladajacego si¢ z odcinkow

[0, 1], [2, 3] i [4, 5] rozsgadne jest, aby jego miara (majaca by¢ uogoélnieniem ,,dlugosci’) bylta
rowna sumie diugosci tych odcinkow. Tego typu rozwazania prowadza do nastgpujacego
postulatu

k

) JezeliA=B,v..UB, oraz B, nB =9 dla i#j to w(A) = Z n(By),

i=1

zwanego warunkiem addytywnosci funkcji p. Oczywiscie zakladamy tu, ze A4, By, Bs, ..., By

nalezg do rodziny podzbiorow, na ktorych okreslona jest miara u.

Jak juz powiedzielismy, 1 ma byé¢ funkcjg. Co jest wiec jej dziedzing? Jest to najbardziej delikatna

cz¢$¢ sprawy. Patrzac na warunek (0) latwo si¢ domysli¢, Ze rodzina £ podzbioréw, na ktorych

okreslona jest u (,,rodzina zbioréw mierzalnych”), powinna mie¢ wlasnos¢:

(1) Jezeli Bie X, i=1,2,...,koraz A=B,v..uUB, totakie 4 € X,

Okazuje sig, ze dla uzyskania rozsadnej i interesujacej teorii trzeba narzuci¢ na X nastgpujace

naturalne warunki

(2) 2 oraz @ (zbidér pusty) naleza do Z.

() JezeliAec ZorazAUB=02,AnB=9,to Be Z.

Z warunkow (1), (2), (3) wynika, ze

Jezeli C,e X (i=1,2,...,k)orazD = C; nC; ... n Cy, to takie D e Z.

Rodzine podzbioréw ustalonego zbioru £2 spetniajaca warunki (1), (2), (3) nazywamy cialem

zbioréw. Schemat formalny, o ktéorym mowili$my, polega wigc na

1) wyrdznieniu ciala podzbioréw L zbioru £2,

2) okresleniu na X funkcji u przyjmujacej wartosci w zbiorze [0, + c0] i spelniajacej warunek (0).
CZY ISTNIEJA MIARY?

Mamy juz wigc poglad na to, co chcemy rozumie¢ przez miarg i mierzenie, ale to nie znaczy,

Ze umiemy jaka$ miarg¢ podad. O nie, przepraszam, jeden przyklad jest: niech cialo zbiorow

sklada si¢ tylko z @ i 2, oraz u(@) = 0, () = a, gdzie a jest pewna liczbg dodatnia,

dowolnie obrang. Nietrudno znaleZ¢ i drugi, mniej banalny przyklad miary: Z' sklada si¢ ze

wszystkich podzbioréw skonczonych ustalonego zbioru £2, oraz z ich uzupelnien, natomiast

miarg zbioru okreslamy jako liczbe jego elementéw (przyjmujac, rzecz jasna, + oo dla

zbiorow nieskoriczonych).

r 4
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Narysujmy dowolny tréjkat na plaszczyinie

i oznaczmy jego wierzcholki przez Ay, A
An 3. Wewnatrz tego trojksta

obierzmy punkty A, ..., Ax 3 tak, aby
wiclokat A1, As, ..., A3 byl wypukly,
Szukanym wielokatem jest Ay, ..., An;a.

Istotnie, przekatne 4,4, gdzie 2

< § <

2

n+2

lezg wewnatrz niego, a wszystkie pozostale

sg przekatnymi wypuklego wielokgta

Az, ...y Any3 | wobec tego leig na zewnatrz

wiclokata A,,

..... Anas-

Az

L)
Zamiast podawac coraz to inne przyklady takiego typu, przejdzmy jednak do postawionego na
poczatku zagadnienia, ktére obecnie mozemy juz precyzyjnie sformulowac:
Czy istnieje cialo podzbiorow Z prostej R! zawierajace wszystkie odcinki oraz miara # okreslona
na Z, ktéra dla odcinkéw przyjmuje warto$¢ réwna ich dhugosci?
Ciala podzbioréw o wymienionej wlasnoéci tatwo podaé (np. cialo wszystkich podzbioréw
prostej), aby jednak poradzi¢ sobie z druga czescia zadania, przezornosé nakazuje wybraé
mozliwie najmniejsze takie cialo (zeby nie mie¢ zbyt duzych klopotéw z istnieniem funkcji x).
Takie cialo beda tworzyly wszystkie podzbiory R%, jakie mozemy uzyska¢ za pomoca stosowania
skoriczone;j liczby dziatafi dodawania i tworzenia czeéci wspdlnej poczynajac od zbioru odcinkéw.
Nie podamy tu dowodu istnienia miary o powyzszych wlasnoéciach. Miara taka (zwana miarg
Peano-Jordana) istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona na opisanym najmniejszym ciele
zawierajacym odcinki. Zasygnalizujemy jedynie kilka trudnosci powstajacych przy tej
konstrukcji.

MIERZYMY ZBIORY: OD ZEWNATRZ CZY OD WEWNATRZ?

Podzielilismy zadanie okreslenia miary na dwie czeéci: okreélenie ciata zbiorow i konstrukeji
samej miary. Jest to droga naturalna, ale zwykle nie najprostsza. Okazuje si¢, ze lepiej jest
okresli¢ na rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru X dwie funkcje stanowigce razem pewne
»Przyblizenie” miary — pierwsza z nich mierzy zbiory ,,0d zewnatrz” i nazywa si¢ miara
zewnetrzna, druga mierzy zbiory ,,0d wewnatrz” i wobec tego nazywa si¢ miara wewnetrzna.
Okazuje sig, ze zbiory, dla ktorych miara wewngtrzna i zewngtrzna sa réwne, tworz cialo i na
nim obie funkcje s3 addytywne, wyznaczajac miarg. Zatem sama metoda konstrukcji miary
wyznacza tu jej dziedzing — cialo zbioréw. Zilustrujemy to na kilku przykladach:

Przyklad 1. Niech A bedzie zbiorem bedacym suma odcinkéw

1 1
[F’ Eiﬁ]’ e l’ 29 3, wes (rysunek)

Cheac zmierzy¢ zbiér 4 od wewnatrz, bedziemy si¢ starali znalez¢ skoriczong rodzing roziacznych
przedzialéw zawartych w 4 o mozliwie duzej sumie dlugosci. Mierzac zbior A od zewnatrz
bedziemy starali si¢ zawrze¢ zbior A w zbiorze bedacym suma (niekoniecznie skoriczona) odcinkow
o jak najmniejszej sumie dlugodci.
Bardziej precyzyjnie: w celu okreslenia miary zewnetrznej dowolnego zbioru B rozpatrzmy
rodzing P zbiorow zawierajacych B jako podzbior i bedacych skoriczonymi sumami przedzialow
posiadajacych co najwyzej wspolne konce. Dla zbioru C € P niech jego miara bedzie okreslona
jako suma dlugosci tworzacych go przedziatow.
Okredlmy teraz miar¢ zewnetrzng u,(B) zbioru B jako kres dolny miar zbioréw rodziny P.
Miarg wewnetrzng uw(B) zbioru B wygodnie bedzie teraz okresli¢ wzorem
Hw(B) = p:(C)— p.(C\ B), gdzie C jest dowolnym zbiorem rodziny P (trzeba w tym celu
wykazaé, ze u,(B) nie zalezy od wyboru C).
Wr6émy do przykladu 1. Dla znalezienia miary zewnetrznej opisanego tam zbioru 4 mozemy
pokrywac A kolejno zbiorami Cy postaci
1 1 1
[z =] V[0 ]

o N | = 1 1 =
SV ER] o

1 k
(e
S 1 1 (4) 1 1
Wtedy #(Cx)=7+ﬁ+ﬁ+ e b om o = 1 tamm
j PR
4
o : p 1
i jak latwo wykazaé pa(A) = khm n(Cy) = 3
—m

1 1
Podobnie obliczymy miarg wewnetrzng. Mamy bw(A) = pg ([ i ?]) — e ([0. ?] \4),

d'Ol\A [11 1 1]U[1 1]u
e aal =l——jul—,— e
e [2] 8 4] [16 ETY [l YT RN
Otrzymamy wigc (analogicznie jak dla zbioru A)
ol\A—li Vel g oy l)+ e
‘"‘[’?] )“,.ﬂ? 32 7 128 | U gmmei) U pmea T

i ll 1 l+ ll_ 1 i | l+ ) 1 4 1
= o s = v = — N = e ] = = = —
L (e g Jm (1 S

1 1 1 . . . :
i wobec tego py(A) = i s Widzimy zatem, Ze miara wewnetrzna zbioru A jest rowna

jego mierze zewngtrznej. Nie zawsze jednak tak jest. Oto

a8



Prxykind 2. Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych z odcinka [0, 1]. Jak wiadomo,
liczby wymierne leza ggsto na osi liczbowej — to znaczy pomigdzy dwiema liczbami rzeczywistymi
znajduje si¢ liczba wymierna (a nawet nieskoriczenie wiele). Rowniez liczby niewymierne leig
gesto na osi liczbowej (tak leza np. liczby 7+ w, gdzie w przebiega zbi6r wszystkich liczb
wymiernych). Wobec tego, chcac pokryé zbidr 4 skoficzona liczbg odcinkéw, musimy

zarazem pokry¢ tymi odcinkami przedziat [0, 1]. To samo dotyczy zbioru [0, 1] \ 4. Zatem
i“n(A).= 1, zas pu(4) = 1—p:([0, 1] N4 = 1-1 =0,

UWA&I KONCOWE

Podana definicja miary wewngtrznej i zewngtrznej okresla je dla dowolnych (a nie tylko
pewnych) podzbioréw prostej. Cena, jaka placimy za to rozszerzenie, sg stabsze (niz dla miar)
wlasnosci addytywnoséci miary wewnetrznej i zewnetrznej. Nietrudno sprawdzié, ze jezeli

A= By U ..U B, to p(A4) < pa(B)+ ... +pz(By), ale nie mozemy twierdzi¢, ze zawsze
zachodzi rownos¢, nawet gdy zbiory B, ..., By sa rozlaczne.

Jak juz stwierdzilisSmy, moina udowodni¢, Zze rodzina zbioréw, na ktorych miara wewnetrzna

i zewnetrzna majq t¢ sama wartosé, jest ciatem, a wsp6lna warto$é miar wewnetrznej i
zewngtrznej definiuje na tej rodzinie miar¢. Rodzina ta zawiera wszystkie przedzialy (odcinki)
prostej. Z przykladu 1 wynika, Ze rodzina ta jest bogatsza od najmniejszego ciala zbiorow
zawierajacego przedzialy. Istotnie, zbioru A z przykladu 1 ani R'\ A nie mozna otrzymaé przez
skoficzona ilo$¢ operacji dodawania, mnozenia i uzupelniania przedzialéw. Przyklad 2 pokazuje
tez, Ze istnieja stosunkowo proste zbiory nie nalezace do tej rodziny.

Okazuje sig, ze tak skonstruowana teoria miary jest dla celow praktycznych nie wystarczajaca.
,»Czujemy” bowiem, Ze zbior liczb wymiernych na odcinku [0, 1] powinien by¢ mierzalny i mieé
miarg 0. Tymczasem przykiad 2 pokazuje, Ze miara wewnetrzna jego jest réwna 0, a zewnetrzna 1.
Odpowiednie wzmocnienie teorii uzyskujemy przez zastapienie warunku skofczonoéci rodzin
przedzialéw pokrywajacych dany zbiér warunkiem ich przeliczalnoéci. Zatem zamiast (0)
piszemy warunek '

(0") Jeielid = () B, oraz B, r'\B‘;'_:::Jf B, to u(d) = Z p(By) = p(By)+ p(B2)+p(Ba)+ ...
n=1 n=1

Zmieniamy ponadto w oczywisty spos6b warunek (1).
Nie bedziemy tu szczegélowo dyskutowaé zagadnienia obliczania sum nieskoficzonych
a;+a;+as+ ..., skorzystamy tylko ze wzoru na sumg nieskoriczonego ciggu geometrycznego

a
b : ata gta ¢ +a¢*+ ... =i—lq' jezeli |q] < 1.
WykaZzemy mianowicie, Ze przy nowym (przeliczalnie addytywnym, jak si¢ mowi) rozumieniu
miary i miar wewnetrznej i zewnetrznej zbior A liczb wymiernych z przedziatu [0, 1] jest

mierzalny i jego miara jest rOwna zero.
Obliczmy miarg zewngtrzng zbioru 4. Obierzmy w tym celu dowolng liczbe dodatnia €. Dla

liczby wymiernej r € [0, 1] danej przez utamek nieskracalny B niech K, bedzie przedzialem
n

(r-- e 2%) Suma takich przedzialéw pokrywa zbiér 4.

L. 2 o |
Zatem p(A) < Y. e 2 Y =
1 m,u

m,n=
LI |
Sumg ieskoficzong § = Y. e moZemy latwo obliczyé:
m,n=1
m=1 ~E-+l+i+-l—+ =1
ERTT R T
) ity ol i 1
SR e (g | ey
m=i S TR na =%
T B
razem S=1+-§.-+T+?+ e = 2

(cho¢ nie przedyskutowali$my w sposob nalezyty kwestii mozliwo$ci dowolnego przestawiania
wyrazow naszego szeregu nieskoriczonego). Widzimy, ze dla kazdego ¢ > 0 mamy

pz(A) < 2- 2e = 4e, a to znaczy, ze u;(4) = 0. Poniewaz za$ miara wewnetrzna zbioru nie
przewyzsza jego miary zewnetrznej (i jest nieujemna), wigc i pw(A4) = 0, co wlasnie znaczy, ze
zbior liczb wymiernych z przedziatu [0, 1] jest mierzalny i ma miare 0.

=
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Pomiar krzywizny przestrzeni

Mgr Bozena MUCHOTRZEB

Na wierzcholkach trzech niemieckich szczytow: Brocken, Hohenhagen i Inselberg, odleglych

od siebie o kilkadziesigt kilometrow, ustawiono przyrzady geodezyjne, zmierzono trzy katy tak
utworzonego trojkata i dodano je. Po uwzglednieniu bledéw pomiaru otrzymano wartosé 180°,
W taki to sposob w latach 1821-23 wielki matematyk Karol Fryderyk Gauss doswiadczalnie
wyznaczal geometrig przestrzeni. Juz wtedy uwazal, Ze matematyka postugujac si¢ ogblnymi
prawami geometrii moze proponowac wiele roznych rozwigzan, a to, jaki wariant jest
realizowany w danym miejscu w przestrzeni, zalezy od lokalnych warunkow fizycznych. Ogélna
teoria wzglednosci sformulowana przez Alberta Einsteina zastapila intuicje Gaussa precyzyjnym
rozumowaniem. Koniecznym okazalo si¢ wprowadzenie pojecia czasoprzestrzeni, a rownania
Einsteina okreslily zwigzek geometrii czasoprzestrzeni z wypelniajaca t¢ czasoprzestrzen
materig. Tor czastki swobodnej, to znaczy nie podlegajacej dzialaniu innych sit oprocz pola
grawitacyjnego, wprowadzono jako wzorzec linii prostej, nazywanej tez linia geodezyjna.

W czasoprzestrzeni catkowicie pustej tak wprowadzona geometria odpowiada geom'etrii
euklidesowej. Wniosek taki podpowiada nam mechanika Newtona: jesli jako przyklad wezmiemy
dwie czastki, poruszajace si¢ w pewnym momencie rownolegle z jednakowymi predkosciami,

to w pustej przestrzeni beda si¢ porusza¢ ruchem jednostajnym, zawsze rownolegle i w tej samej
odleglosci od siebie (jesli zaniedba¢ ich wzajemne oddzialywanie). Rozpoznajemy natychmiast

w tym modelu dwie proste rownolegle nigdzie nie przecinajace si¢, znane z geometrii
euklidesowe;j. ;

Sprobujmy jednak wypehnié czasoprzestrzen czgéciowo materig. Wtedy nasze dwie czastki,
poruszajace si¢ poczatkowo, w duzej odleglosci od obszaru zajetego przez materig, rownolegle
do siebie, przy przechodzeniu przez rejon silnego niejednorodnego pola grawitacyjnego moga
zaczac si¢ wzajemnie oddalac lub zblizaé¢. Postugujac si¢ intuicja z mechaniki newtonowskiej
mozemy powiedzie¢, Zze czastka przechodzaca powiedzmy blizej jakiej$ duzej masy zostanie
silniej przyciagana, tory obu czastek zakrzywia si¢ w roznym stopniu — a wigc rozbiegng.
Poniewaz jednak w ramach teorii Einsteina tory ich nadal traktujemy jako geodezyjne

w czasoprzestrzeni, wigc efekt interpretujemy zakrzywieniem samej czasoprzestrzeni, a geometria
staje si¢ nieceuklidesowa.

Wiemy juz wiec, jak mierzyé krzywizne czasoprzestrzeni: wystarczy mie¢ dwie czastki poruszajace
si¢ poczatkowo dosé blisko siebie i rownolegle, z podobnymi predkosciami, i patrzeé, co si¢

z nimi dzieje. Wielko$¢, ktdra charakteryzuje tendencjg takich czastek do oddalania si¢ od siebie
lub zblizania czyli dewiacj¢ geodezyjnych, nazywamy krzywizna (tensorem krzywizny)
czasoprzestrzeni. Aby ja okresli¢, nie wystarcza jedna liczba, gdyz zachowanie dwoch czastek

w poblizu danego punktu czasoprzestrzeni zwykle bedzie zalezalo od ich wzajemnego polozZenia,
gdyz pole grawitacyjne nie musi by¢ jednorodne. W najbardziej ogdélnym przypadku konieczny
jest uklad az 20 liczb. Wyznaczyé krzywizng czasoprzestrzeni jest wicc w zasadzie bardzo latwo,
gdyz nawet spadanie rzuconego w gore kamienia jest jej efektem, ale typowe zjawiska spotykane
na Ziemi moZna wyjasni¢ na gruncie teorii grawitacji Newtona, bez odwolywania si¢ do
einsteinowskiej interpretacji geometrycznej, poniewaz sg to zjawiska dotyczace stabych-pél

i malych predkosci. Dopiero dla silnych pél i predkosci poréwnywalnych z predkosciami $wiatla
wynik pomiaru krzywizny czasoprzestrzeni moze by¢ naprawdg interesujacy, glownie ze wzgledu
na mozliwos¢ testowania ogolnej teorii wzglednosci. Dlatego wykorzystywano w tym celu tory
fotonow (predkosc Swiatla!) przechodzacych mozliwie blisko tarczy stonecznej (wystarczajaco
silne pole grawitacyjne). Porownanie obserwowanej odleglosci katowej na niebie Zrodta fotonow
i Zrodla wzorcowego w przypadku bliskosci Storica oraz w przypadku znacznego oddalenia
pozwala obserwowa¢ i mierzy¢ zjawisko dewiacji geodezyjnych.

Ugigcie promienia $wietlnego przy przejéciu w poblizu tarczy slonecznej moZna w zasadzie
przewidzie¢ i w ramach teorii newtonowskiej, jesli traktowac foton jako czastke materialna

o predkodci ¢ i energii % mc? (m jest dowolna masa, wielko$¢ ugicecia od niej nie zalezy). Wzor,
wyprowadzony juz w 1801 roku przez niemieckiego uczonego. J. Soldnera, podaje wartos¢

Ap = z—g?—. gdzie R — promieni Stofica, M — masa Slofica i G — stala grawitacji.

Takie traktowanie fotonu jest jednak bledne i dlatego wynik przewidywany przez ogodlna teorig
wzglednosci roézni sie o czynnik 2:

Czy jednak teoria wzglednosci ma racjg, to powinno wynikngé z obserwacji.
Najdokladniejszym z dotychczas wykonanych testow jest pomiar ugigcia mikrofal radiowych
przechodzacych w poblizu tarczy Slonca, wykonany przez E. B. Fomalonta i R. A. Sramka
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- onse1t  potozenie w obserwatorium w Green Bank (West Virginia, USA). Jako zrédta mikrofal wykorzystano trzy

-~

) e {asdéolfggder radiozrédia (oznaczone symbolami 0116+ 08, 0119411 i 0111402, okreslajacymi ich polozenie
Mot @Y ane0s na niebie), ktore leza prawie dokladnie na jednej prostej, a srodkowe wiosna kazdego roku jest
;"of"_"g@% za¢miewane przez Slofice. Eksperyment wymagal niezwykle diizej dokladnosci, poniewaz
£0rg,, G o przewidywana warto$¢ odchylenia jest rowna zaledwie 1”,749. Pomiar polozenia radiozrodet byt
10R o S@rﬁg;, 32 dokonywany za pomocg interferometru o bazie 35 km. Dwa skrajne radiozroédia stuzyly jako

punkt odniesienia oraz, dzigki dokonywaniu wylacznie pomiaréw wzglednych, pozwalaly usunaé
zaklocenia zwiazane z dzialaniem urzadzen elektronicznych, ruchami atmosfery ziemskiej oraz
nieregularnosciami ruchu obrotowego Ziemi. Duze trudnoéci sprawito usunigcie wplywu korony
stonecznej na wielko$¢ ugigcia mikrofal. W tym celu prowadzono obserwacje jednoczesnie na
dwdch czestotliwosciach: 2695 MHz i 8085 MHz, poniewaz wielko$¢ ugigcia pod wplywem
korony zalezy od dlugoéci fali, i to pozwalalo na wprowadzenie odpowiedniej poprawki, roéwnej
07,1 dla 2695 MHz. Zmieniajace si¢ niejednorodnoéci (oscylacje) korony usuwano przez
uérednianie wynikow w czasie, dzigki obserwowaniu kazdego radiozrodla przez 6 min. Pomiary
wykonano w ciaggu dwoch kolejnych wiosen: 1974 i 1975 roku. Wynik byt niezwykle dokladny

Ap = 17,761 +0”,016.

Zgodny z przewidywaniami ogoélnej teorii wzglednosci, stanowi jej potwierdzenie, a jednoczesnie
bardzo silne ograniczenie na inne, konkurencyine teorie grawitacji, proponowane po Einsteinie.

Przyjrzyjmy si¢ powierzchni

ale lokalnie. Oznacza to, ze interesowaé nas beda obserwacje dotyczace tylko ,,najblizszej
okolicy”, czyli otoczenia wybranych (zreszta dowolnie) punktéw. Wezmy wiec pod uwage kilka
réznych powierzchni — np. powierzchnie szklanki, stolu, szkietka od zegarka, kartki papieru,
kapelusza czy beretu, globusa, albo jakiej$ do niczego niepodobnej bryly ugniecionej

z plasteliny. Poczyni¢ nalezy tylko jedno ograniczenie — interesowaé nas beda wylacznie
powierzchnie bez kantéw i rogdbw (mozemy tam, gdzie sa kanty i rogi, obserwowac te czesé
powierzchni, ktora ich nie zawiera).

Latwo ustali¢, co to jest plaszczyzna styczna w obserwowanym punkcie — wystarczy przylozyé

Plaszczyzna styczna i prosta normalna plaska blaszke dotykajaca powierzchni w tym punkcie, lub wyobrazié sobie, ze ja

do powierzchni przylozyliSmy tam, gdzie jest to trudne do zrobienia lub niemozliwe (np. ,,w dotku”). Prosta
P prostopadia do plaszezyzny stycznej i przechodzaca przez punkt stycznosci nazywana jest
e

normalng do powierzchni. Ustalmy tez (dowolnie, ale jako$), po ktorej stronie plaszczyzny
stycznej bedzie ,,dodatnia” a po ktérej ,,ujemna” strona powierzchni. W tym miejscu potrzebna
jest owa lokalno$¢ — na wstedze Mobiusa ustalié sig tego dla calej powierzchni nie da, ale
lokalnie mozna zawsze. Wyposazeni w powyisze ustalenia teoretyczne przystgpujemy do badan.
Przetnijmy (w wyobrazni cho¢by) powierzchni¢ wszystkimi plaszczyznami zawierajacymi prostg
normalng i zajmijmy si¢ krzywiznami otrzymanych w przecigciu krzywych. A co to jest
krzywizna? — odwrotno$¢ promienia okregu najlepiej pasujacego do krzywej w obserwowanym
punkcie wzigta z takim znakiem, jaki ma ta strona krzywej, po ktorej lezy rodek tego okregu.
Co si¢ okaze (albo co si¢ juz okazalo)? Otoz jedli nie wszystkie krzywizny s3 rowne, to krzywe
Py majace najwieksza i najmniejsza krzywizng leza w plaszczyznach prostopadiych. OdpowiedZ na
pytanie, dlaczego tak jest, nie jest latwa do uzyskania, ale warto sprobowac.
Jezeli pomnoZymy najwieksza i najmniejsza z otrzymanych krzywizn, otrzymamy liczbe zwana
krzywizna Gaussa. Moina sprobowac sprawdzi¢ do$wiadczalnie, ze dla danego punktu jest ona
B oo kraywiths Gausss niezalezna od wyginania powierzchni (beret, kartka papieru), o ile tylko owej powierzchni nie
powierzchni jest dodatnia nazywa sig rozciggamy (ale w podanych przykladach raczej to nie grozi). Udowodnil to Gauss i mozna
7.‘{;':,”:;‘}{;,,’,’;‘,’ I:,1;;‘,«‘:gzn";:%m:ap;aboﬁcmy_ o tym przeczyta¢ w podrecznikach geometrii rozniczkowej powierzchni — dowod jest bardzo
rudny.
Ale nie trzeba tego dowodu zna¢, zeby korzystaé z twierdzenia. Mozemy tatwo wykazaé na
Jjego podstawie, Ze
— kazda mapa zmienia odleglosci nieproporcjonalnie (bo krzywizna sfery o promieniu R

1
wynosi =5 a kartki papieru 0 — musialo si¢ co$ rozciagnac),

— rynng czy rurke z cienkiej blachy moZna zgia¢ tylko tamiac blache (bo gdyby nie, to trzeba
by ja rozciagnad, a na to jeste$Smy za slabi).

Mozna tez wykona¢ demonstracjg: cienka kartke z zeszytu zwijamy w rurke (mozna nawet
nie sklejac), stawiamy pionowo na stole, a na wierzchu ustawiamy odwaznik 1/2 kg. Dopoki
kartka si¢ nie rozwinie, bedzie utrzymywala ten cigzar. Czemu? bo krzywizna kartki i przed
zwinigciem i po jest 0, aby si¢ wiec mogla ugiaé, nalezaloby rozciagna¢ papier, a na to 1/2 kg

Punty eliptyc paraboliczne i hiperboliczne .y W SApICEY:
iplyczne, il i hi
na powierzchni w ksztalcie dzwonu. dr Marek KORDOS
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Mierzenie paralaksy gwiazdy.

0o

Rozwiazanie zadania M 203
Niech P, Q, R beda punktami lezacymi
odpowiednio na odcinkach CA, CBi CD

el :
w odleglodci F3 od punktu C. Moina

sprawdzié, ze jezeli ,litery T ABU CD
i A'B’ U C’'D’ sa rozlgczne, to réwniek
odpowiadajace im trojkaty POR i P'O'R
sa rozlaczne. Trojkat POR ma pole Ill‘-i-

i w obszarze ograniczonym mozna zmiescié
tylko skonczenie wiele tréjkatéw z nim
izometrycznych i rozlacznych. Stad wynika,
Ze w tym obszarze moina pomiescié tylko
skorficzong liczbe rozlacznych , liter T*.
Widzimy te#, e liczba ta nie przekracza 16
pole danego obszaru, ale to oszacowanie jest
bardzo ,,grube™.

Latwo jest wyobrazi¢ sobie, jak mierzymy odlegtosci do gwiazd. Podstawowa metoda
wyznaczania tych odlegtosci, na ktorej oparte sa wszystkie inne metody, jest pomiar paralaksy
trygonometrycznej. Paralaksa gwiazdy jest to kat, pod ktérym widziany jest z gwiazdy éredni
promiefi orbity Ziemi (przy zalozeniu, Ze promieni ten jest prostopadly do linii widzenia).

Kat ten mierzymy w taki sposob, Zze wyznaczamy zmiang polozenia gwiazdy w ciggu pét roku
na tle obiektow, o ktérych wiemy, ze znajduja si¢ nieporéwnywalnie dalej (uznajemy, ze

w nieskoriczonosci). Jest to kat tak maly, Ze metoda ta pozwala na pomiar odleglosci tylko
kilku tysiecy najblizszych gwiazd. Odlegtosci duzo wigksze, do bliskich i dalekich galaktyk

i kwazaréw, wyznaczane s3 zupetnie innymi, przyblizonymi metodami. Ich dokladno$é ma
decydujace znaczenie dla konstruowania i weryfikowania modeli kosmologicznych.
Operowanie metrami czy parsekami przy tak ogromnych odlegtosciach nie jest wygodne.
Odleglos¢ do najblizszej gromady gwiazd — Hiad — wynosi 44 pc, odlegloéé do ogromnej
galaktyki M101 — 7,2 Mpc, do najdalszych obserwowanych obiektéw — niemal 3 Gpc.
Wprowadzmy wigc wygodniejsza wielko$¢ oparta na pojeciu wielkosci gwiazdowe;j.
Przypominamy, ze absolutna wielko$¢ gwiazdowa M jest to jasno$é gwiazdy m sprowadzonej
do standardowej odleglosci 10 pc. M = m+5—5log r.

Modutem odlegtosci nazywamy wielko$¢ m— M(= 5 log r—5). Jego sens fizyczny jest
nastepujacy: o tyle wielkosci gwiazdowych bedzie jasniejszy obiekt, jesli ustawimy go w odleglosci
10 pc. Modut odleglodci do Storica wynosi — 31,57, natomiast do gromady galaktyk Virgo +31,7.
Wyobrazmy sobie, ze wiemy, jaka jest wielko§¢ absolutna danej gwiazdy. Niech to bedzie bialy
karzet w Hiadach. Wszystkié jego parametry przemawiaja za tym, ze jego wielko$¢ absolutna
powinna byé M = +11™,00. Natomiast wielko$¢ widoma uzyskana z obserwacji wynosi

m = +14™,23. Stad modul odleglosci do tej gwiazdy +3,23.

Sprobujmy wyznaczy¢ teraz modut odleglosci do dalekiej gromady galaktyk w gwiazdozbiorze
Panny (pamigtajac o tym, Ze tonacy chwyta si¢ brzytwy).

Najwygodniejsza miarka pozwalajaca na wyznaczanie odleglosci galaktyk jest zalezno§¢ miedzy
okresem a jasnoscia dla cefeid. Cefeidy — bardzo jasne gwiazdy zmienne (M~ —2™ - —57)
maja t¢ wiasnodc, ze istnieje prosta zaleino$¢é migdzy okresem zmian i absolutng wielkoscig
gwiazdowa. Wyznaczajac okres i $rednig jasno$é widoma otrzymujemy modul odlegloici.
Gromada w Pannie jest jednak tak daleko, ze nie obserwujemy w niej cefeid. Poniewaz najstabsze
rejestrowane gwiazdy maja jasno$é m = +21™, wiec m—M > 26,

Najjasniejsze czerwone nadolbrzymy — jedne z najjasniejszych gwiazd w galaktykach — sg
réwniez dobrymi wskaznikami odlegtosci. Maja one absolutng wielko$¢ M ~ — 8™, Takich
czerwonych gigantéw réwniez w gromadzie Panny nie znaleziono, wiec m— M > 29.
Najjasniejsze niebieskie gwiazdy zmienne maja absolutng jasnoéé do M~ —10™, wiec gdybysmy
zaobserwowali takie gwiazdy w ktorej$ z galaktyk, to mozna by wyciagna¢ wniosek, Ze modul
odlegtosci jest mniejszy niz 32. Niebieskie zmienne nadolbrzymy nie wystepuja jednak we
wszystkich galaktykach, wiec z faktu, Ze nie widzimy ich w Pannie, nie mozemy wyciagnac¢
zadnego wniosku.

W o6gble najjasniejszymi gwiazdami, jakie istnieja w przyrodzie, sg zélte nadolbrzymy typu F.
Najjasniejsze z najjaéniejszych maja wielko$§¢ M~ —11™,0. W jednej z galaktyk wchodzacych

w sklad gromady w Pannie zaobserwowano takie gwiazdy. Najjasniejsza z nich ma jasno$¢

m = 20",8. A wigc jest to pierwsza ocena modulu odlegloéci. Wynosi on 31,7 z do$é duzym
blgdem 0,5. Kolejna metoda wyznaczania duzych odleglosci sa pomiary jasnosci gwiazd nowych
i supernowych w maksimum blasku. Badana gromada jest tak daleko, ze wybuchow nowych nie
obserwujemy, natomiast wybuchy supernowych obserwowano w ciagu ostatnich 60 lat
o$miokrotnie. Najjasniejsze z supernowych osiagaja w maksimum blasku wielko$¢ M = —20™ 8
(czyli tyle, co cala galaktyka). Znajac wlasnosci supernowych z blizszych galaktyk i rejestrujac
jasno$¢ supernowych w Pannie na poziomie m = +12™ = + 14™, mozemy wyznaczy¢ modut
odlegtosci do gromady na m— M = 32,2+0,6, co nie jest sprzeczne z poprzednim wynikiem.
Badajac bliskie galaktyki mozemy analizowaé¢ rowniez inne zaleznosci, np. zalezno$é jasnosci

i promieni oblokéw zjonizowanego wodoru od widm oéwietlajacych je gwiazd.

Z obserwacji jednego takiego obloku, ktéry udalo si¢ odnalezé w gromadzie Panny, otrzymujemy
m—M = 31,9+0,3.

Galaktyki wchodzace w sklad gromady zawieraja duza liczbe kulistych gromad gwiazd.
Przebieg zaleznosci jasnosci gromad kulistych od czestosci ich wystepowania skalibrowany na
bliskich obiektach daje modut odlegloéci 31,65 +0,5.

Wyciagajac Srednia z wszystkich tych i jeszcze kilku innych rezultatéw wazona ich doktadnoscia

otrzymujemy ostatecznie modut odlegloéci do gromady galaktyk w Pannie:
m—M = 31,7+0,08 czyli r=21,94+0,9 Mpc.

Srednia predkosé radialna uktadu 102 galaktyk wchodzacych w sklad tej gromady wynosi
Ve = 1100 km/s z predko$ciami wzglednymi $rednio 6Vx = 68 km/s.
A wigc z powyzszych danych mozemy wyznaczyé stala Hubble’a

V -
Hy=— = (50,3 +4,2) kms~* Mpc>.
r
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Przy pomiarach def rodia 4
poslugujemy si¢ metoda poréwnawcza.
Najprostszym przyrzadem jest fotometr
Dunwna. w poctacl kartkl z thustg plamka.

Przy réwnym osw lamka znika.
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Ziemia
Slofce

W kaidej minucie Slofice traci wskutek
promieniowania okolo 255 min ton masy.

Pomiar, ktéry mozna
(a nawet nalezy)
wykonac

z zamknigtymi oczami

Gromada w Pannie jest jednym z najdalszych uktadow, ktorych odleglo$¢ wyznaczono kilkoma
niezaleznymi metodami. Odlegloéci bardziej oddalonych obiektéw mozemy wyznaczaé jedynie

po dokonaniu karkotomnych zalozefi, np. Zze wszystkie galaktyki spiralne maja te sama $rednice,
lub ze wszystkie galaktyki maja t¢ sama jasnosé!

Natomiast korzystajac z prawa Hubble’a mozemy wyznacza¢ odleglosci jeszcze dalszych obiektow
(wszystkich jasnych na tyle, Ze moZzemy zmierzy¢ przesunigcie linii widmowych ku czerwieni)

az do momentu, kiedy krzywizna przestrzeni spowoduje, Ze prawo to nie be¢dzie juz liniowe.
Wtedy musimy zdecydowa¢ sie na okreslona geometri¢ Wszechswiata, aby dalej stosowa¢ prawo
Hubble’a dostosowane do geometrii nieeuklidesowe;.

Tym razem za obiekt pomiaréw wybierzemy Slorice. Postaramy si¢ wyznaczy¢ ilo§é energii
emitowanej w przestrzef oraz temperature¢ powierzchniowa Stofica. Nasz cel bedziemy starali
si¢ osiagna¢ najprostszymi metodami, stad konieczno$¢ dokonania podczas pracy rozmaitych
uproszczefi, co w efekcie obwaruje wynik pewnymi zastrzezeniami.

Cze$¢ pomiarowa sprowadza si¢ do wyznaczenia stalej stonecznej, czyli iloci energii, jaka
otrzymuje jednostka powierzchni (prostopadia do padajacych promieni) w sredniej odleglosci
Ziemi od Slorica, poza atmosfera, w jednostce czasu.

Pomiar polega na poréwnaniu promieniowania Stofica z promieniowaniem zaroéwki (np.
200-watowej) o barice ze szkla przezroczystego.

Jako fotometru uzyj zamknigtych oczu. W stoneczny dzien zapal zaréwke, odczekaj az sig
nagrzeje, a nastepnie zamknij oczy i zbliz do niej twarz (nie oparz nosa). Twoje oczy dostrzega
czerwien, oraz odczujesz cieplo (promieniowanie podczerwone). Nie otwierajac oczu obroé twarz
do Slorica, doznasz podobnych wrazen. Postaraj si¢ teraz umiesci¢ twarz w takiej odleglosci
od zarowki, by odcieri czerwonego $wiatla, widziany przez powieki, byl taki sam, jak

w przypadku ,,patrzenia” na Storice. Zgodno$¢ odcieni bedzie oznaczala réwnos$¢ natezenia
promieniowania Stonca i zaréwki. ROwnos¢ ta dotyczy oczywiscie zakresu $wiatla widzialnego
i czgsciowo podczerwieni przy dodatkowym zaltozZeniu, ze widmo $wiatla zaréwki jest zblizone
do stonecznego i ze rozklad tego promieniowania jest, podobnie jak w przypadku Slorica,
rownomierny we wszystkich kierunkach.

Pomiar odleglosci powiek od zaréwki (d), przy ktorej stwierdzisz zgodno$¢ natezen
promieniowania, koficzy cze$¢ doswiadczalna.

Przyst¢pujemy do obliczen

a) Stala stoneczna (S)

Znajac moc zarOwki (P) i wyznaczona odleglo$¢ (d) mozesz obliczy¢ ilos¢ energii (E)
wydzielong przez zarowke na jednostke czasu () i powierzchni (u) w poblizu powiek ",%
Wielko$¢ ta, po uwzglednieniu podanych powyzej zastrzezeni, bedzie poszukiwang stala

.

P
= Znd? *

stoneczna (S) = -4;:-; [;”‘;-] . Wynik poréwnaj z danymi tablicowymi. Najczesciej jest on
cal 4,18) w
podany w cal-cm~%-min~', 1 = = 696,67 —-.
% s cm? * min 10~*m? - 60s m?2

Uwaga: bardziej poprawny wynik otrzymasz po uwzglednieniu faktu, ze okolo 237

strumienia energii jest pochtaniane przez ziemska atmosfere i nie dociera do powierzchni Ziemi.
b) Energia

Znajac stalg stoneczng w prosty sposob obliczysz ilo$é energii wypromieniowywanej przez Slofice
z jednostki powierzchni w jednostce czasu.

Stosunek R/r (rysunek) ma warto$¢ 215, wiec stosunek powierzchni kul o promieniu Rir
wynosi 2152 = 46 225. Jezeli 1 cm? kuli o promieniu rownym $redniej odlegtosci Ziemia-Stofice

cal
otrzymuje 1,99 ol to kazdy cm? powierzchni Stofica wysyla w ciagu minuty 46 225 razy

n
wigcej energii. :
Mnozac stalg stoneczng przez powierzchni¢ kuli o promieniu R otrzymasz ilos¢ energii
emitowanej przez Storfice w ciggu minuty (R = 149,5 mln km).
¢) Temperatura
W celu obliczenia temperatury powierzchniowej Storica mozesz zastosowac prawo
Stefana-Boltzmanna: E = oT*, _

w
gdzie E — moc promieniowania z jednostki powierzchni Storica o
w

.

o — stala Stefana, w ukladzie SI ¢ = 5,6697- 10-%

T — temperatura w kelvinach.
(Wiadomoéci na temat tego prawa zaczerpniesz z podrecznika fizyki dla szkoly $redniej.)
Jezeli zechcesz poglebi¢ swe wiadomosci z astronomii, polecam ksiazke P. G. Kulikowskiego
»» Poradnik milosnika astroromii”, PWN, Warszawa 1976.
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TECHNIK A

Pomiary

w podczerwieni

Mgr Roman
STEPNIEWSKI

Fale elektromagnetyczne o réznej dlugosci fali sa wytwarzane i wykrywane calkiem réznymi
metodami. WiaZa si¢ z tym zresztg nazwy tych fal.
Fale radiowe moga by¢ wykrywane np. za pomoca radioodbiornika. Jego antena jest zasadniczym
elementem wykrywajacym te fale. Pozostala czg$¢ stuzy jedynie wzmocnieniu i odpowiedniemu
przetworzeniu odebranego sygnatu.
Najbardziej cennym i jednoczesnie bardzo precyzyjnym detektorem éwiatla widzialnego jest
oczywilcie oko, w ktérym elementem bezposrednio reagujacym na padajace $wiatlo sa komérki
Swiatloczute. Uklad nerwowy odpowiednio przetwarza te reakcje. Innym sposobem wykrywania
Swiatla jest uzycie kliszy fotograficznej. W tym przypadku padajace $wiatlo zapoczatkowuje
przemiany chemiczne, ktore sa nastepnie ,,wzmacniane” w procesie wywolywania.
W srodku (nie jest to zbyt precyzyjne okreslenie) pomiedzy falami radiowymi i $wiatlem
widzialnym znajduje si¢ obszar promieniowania elektromagnetycznego o dlugosci fal od
50 do 1000 mikrometrow, okreslany jako daleka podczerwien. Ze wzgledu na ten posredni
charakter wykrywanie takiego promieniowania sprawiato duze klopoty. Detekcja w sposob
typowy dla zakresu radiowego jest niemozliwa, gdyz odpowiednia antena musiataby mie¢ dlugoéé
rzgdu setek mikrometrow (poréwnywalna z dlugoscia fali). Z drugiej strony czestotliwoéé a co za
tym idzie energia pojedynczego kwantu tego promieniowania jest zbyt mala, by wywolaé
procesy fotochemiczne (np. w emulsji fotograficznej); promieniowanie elektromagnetyczne o tak
niskiej czgstotliwosci jest za stabe. Najczgéciej stosowane metody detekcji promieniowania
dalekiej podczerwieni opierajq sig na fakcie wzrostu temperatury ciala, na ktére ono pada.
Bardzo prostym urzadzeniem tego typu jest termopara. Jedno z jej zlacz wystawione na
dziatanie promieniowania ogrzewa si¢ i pojawia sie napiecie termoelektryczne, ktore jest miarg
nateZenia padajacej wigzki. W celu zapewnienia duzej czulosci, termopary sa wykonywane
z bardzo cienkiej folii. Jest to przyczyna malej wytrzymatoéci mechanicznej tych urzadzen.
Nie ma tego mankamentu tzw. komérka Golaya czyli detektor cisnieniowy.
Stanowi ona wypelniona gazem komore zakoficzona z obu stron bardzo cienkimi membranami.
Na jedna z nich, pokrytg specjalna warstwa pochlaniajaca, pada badane promieniowanie
powodujac ogrzewanie i podwyzszenie cisnienia gazu. Druga membrana jest o$wietlona
z zewnatrz $wiatlem zwyklej Zarowki. Zmiany jej ksztaltu sa obserwowane za pomoca bardzo
czulego uktadu optycznego i nastepnie przetwarzane na sygnat elektryczny dzieki uzyciu
fotokomorki. Napiecie wyjiciowe otrzymywane z komorki Golaya jest na tyle duze, ze moze
by¢ bez wigkszych trudnoéci wzmacniane za pomoca wzmacniaczy elektronicznych.
Najmniejsza moc promieniowania, jaka potrafi wykryé taki detektor, wynosi ok. 10-1° W,
Moze on np. ,,zobaczy¢” zapalony papieros z odleglosci ok. 100 m. Gdyby mozna w prosty
spos6b zamieni¢ energi¢ mechniczng w calosci na promieniowanie podczerwone, to upadek
tebka zapalki z wysokosci 1 cm odbierany bylby jako bardzo silny sygnal.
Gléwnym ograniczeniem czulosci takiego detektora jest tzw. szum termiczny. Jest to dodatkowy
sygnal, ktory pojawia si¢ wskutek statystycznej fluktuacji temperatury gazu w komorze.
Dla zbyt stabego natgZenia promieniowania niemozliwe jest odroznienie sygnatu od szumu.
Znaczng poprawg warunkow pracy detektoréw termicznych uzyskuje si¢ obnizajac ich temperature
np. za pomoca cieklego helu.
Wykorzystuje si¢ przy tym szereg substancji, ktérych opér silnie zalezy od temperatury.
Detektory wykonane z takich materialéw nazywane sa bolometrami. Do najbardziej czulych
nalezy bolometr nadprzewodzacy. Dzialanie jego opiera si¢ na zjawisku gwaltownego spadku
oporu niektérych metali i stopéw w czasie obniZania ich temperatury, ktore wystgpuje w poblizu
temperatury przejscia w tzw. stan nadprzewodzacy.
Zmiana oporu bolometru wskutek padajacego promieniowania jest tatwo mierzalna, a jego
czulo$¢ jest ok. 100 razy wigksza niz czuloéé detektora Golaya (bolometr ,,widzi” papieros
Z odlegtosci 1 km). Najwigkszym utrudnieniem przy jego stosowaniu jest konieczno$é bardzo
doktadnej stabilizacji temperatury.
Catkowicie odmienna klasa sa detektory wykorzystujace zjawisko fotoprzewodnictwa. Wykonuje
si¢ je najczgsciej ze zwigzku polprzewodnikowego InSb, w ktérym istnicja atomy innych
pierwiastkow, ktére moga bardzo stabo wigzaé elektrony. Energia wigzania jest tak staba, ze
nawet promieniowanie'dalekiej podczerwieni moze uwolni¢ takie elektrony, wskutek czego
stajg si¢ one nosnikami pradu, a to powoduje wzrost przewodnictwa. I w tym przypadku
detektor musi by¢ chtodzony cieklym helem, gdyz juz dla temperatury ok. 20 K drgania
termiczne sieci krystalicznej spowodowalyby uwolnienie wszystkich zwiazanych elektronéw.
Nalezy przy tym jeszcze raz podkresli¢, ze jest to efekt calkowicie rézny od efektu
bolometrycznego, w ktérym zmiana oporu bezpoérednio zwiazana jest ze zmiang temperatury
detektora. Tutaj bezposrednim skutkiem padajacego promieniowania jest zmiana ilosci nonikow
radu.
gV:zystkie te urzadzenia maja szerokie zastosowanie w nauce i technice. Pozwalaja nam widzie¢
to, czego oko ludzkie zobaczy¢ nie potrafi. Sa one uzywane np. w astrofizyce przy analizie
promieniowania termicznego gwiazd i planet. Promieniowanie dalekiej podczerwieni ze wzgledu
na malg energi¢ pojedynczego kwantu jest uzywane w celu precyzyjnego okreslenia wlasciwosci
elektrondéw w polprzewodnikach i metalach. W eksperymentach takich dokladny pomiar mocy
promieniowania jest oczywiscie bardzo wazny.
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Wigkszoi¢ przytoczonych jednostek przeszla
Jjuz do historii, chociaz do dzi$ jeszcze wielu
sprzedawcow zrozumie, e gdy prosi sie o funt
owocdw — nalezy odwaiyé 12 kg. Nie do

wyobrazenia jest bal Jaki wywolaloby
stosowanie tych jednostek w nauce lub
Reice. Cry & A L

w tytule podstawowq stalq fizyki kwantowej ?

Patrz w niebo

We wrzeéniu gwiazdozbiory tworzace Wielki Trojkat Letni
wschodza tak wcze$nie ze juz niedlugo po zmroku
zaczynaja chyli¢ si¢ ku zachodowi. W zenicie pojawiaja si¢
jesienne gwiazdozbiory Pegaza (Pegasus, Peg), Wodnika
(Agquarius, Agr), Cefeusza (Cepheus, Cep) i Jaszczurki
(Lacerta, Lac).

W gwiazdozbiorze Jaszczurki odkryto obiekt, ktéry coraz
bardziej intryguje astronomow — jest nim BL Lacertae
staba gwiazdka, ktéra po zbadaniu w 1929 r. okazala si¢
zmienng nieregularng. Amplituda zmian jasnosci jest
duza — zmienia si¢ ona o 1009 w ciggu tygodnia, a
czasami nawet 15-krotnie w ciggu kilku miesigcy. Bylo to
niezrozumiale, lecz oczywiscie nie wyjatkowe.

Dziesigé lat temu stwierdzono, ze polozenie BL Lac
pokrywa si¢ z poloZeniem Zrédla promieniowania radiowego
VRO 42.22.01, o ktérym to Zrédle juz wczeéniej byto
wiadomo, Ze nie jest gwiazda. Co wigcej, zaraz potem
odkryto, ze jest ono bardzo odlegle — najprawdopodobniej
lezy poza Galaktyka. Widma BL Lac i trzydziestu
pOzniej znalezionych obiektow tego typu nie zawieraja
prawie zadnych szczegéléw; jednak nieliczne i stabe linie
pozwolily na pomiar pregdkosci oddalania si¢ niektérych
lacertyd. Sama BL Lac oddala si¢ z predkoscia 21000
km/s, czyli 7% predkosci §wiatla, co §wiadczy o tym, Ze
jest ona 20 razy bardziej od nas oddalona niz gromada
galaktyk w Pannie! (patrz artykut O odleglosciach
astronomicznych)

Skoro jest to obiekt tak daleki, a mimo to ciagle
obserwowany (jedno z jasniejszych Zrédel na radiowym
niebie), to moc jego promieniowania musi by¢
niewyobrazalnie duza — wielokrotnie wigksza od jasno$ci
zwyklej galaktyki. Jednak na zdjgciach jego obraz jest
prawie punktowy — co wigcej — szybka zmienno$§é
obiektu $wiadczy o jego minimalnych rozmiarach.
Srednica jego podzielona przez predkosé $wiatta musi byé
mniejsza niz czasowa skala zmiennoéci, aby przyczynki
do zmian jasno$ci pochodzace od réznych (blizszych

i dalszych) czeéci obiektu nie tlumily si¢ wzajemnie.
Wynika z tego, Zze wielko$¢ aktywnej czgéci lacertyd nie
przekracza rozmiaréw ukladu stonecznego. Dzisiaj nie
wiemy jeszcze, co jest tak wydajnym a jednocze$nie tak
malym Zrédlem energii emitowanej przez lacertydy. Moze
pochlanianie materii przez szybko rotujace czarne dziury,
moze hipotetyczne ,,biale dziury”, zapadajace si¢ jadra
galaktyk, wielokrotne supernowe lub zderzenia duzej
liczby gwiazd?

Mpgr Tomasz CHLEBOWSKI



Pewnego lata jechalem w nocy zatloczonym pociagiem. O miejscu w przedziale

moglem tylko marzyé i wraz z kilkudziesigcioma innymi pasazerami kiwalem sie
na korytarzu w takt uderzen két o zlacza. Gdy pociag zwalnial, stukot stawat sie
wolniejszy, a gdy przyspieszal — kola stukaly w szybszym rytmie. Wiedzialem,

ze szyny maja dlugo$¢ 15 m. Gdy bede znat czgstotliwo$é stuknigé, to oblicze
predko$é pociagu; ale te proste obliczenia, jakie mnie czekaly, wydawaly sie
beznadziejnie trudne. Zaczalem, pél $piac, rozmyslaé na ogdlne tematy: jezeli
zaczng liczy¢ stuknigcia k6t o zlacza i w czasie ¢ naliczg ich n, to bedzie to znaczyé,
Ze pociag przejechal w tym czasie okolo 151 metréw, a zatem jego predkoéé

- 15 2 ,
wynosi Tn metréw na sekunde. Metr na sekunde — to 3600 metréw na 3600

sekund, czyli jedna godzing. A wigc predko$é pociagu w kilometrach na godzing
wyniesie 3,6 - 15 - - kilometra na godzing, czyli 54 - = km/godz. ,,Zaraz, zaraz —
pomyslalem. Co§ dziwnego wychodzi. Podstawmy ¢ = 54 (jak gdybym liczyt
stuki przez 54 sekundy), to predkos§é pociagu bedzie wynosié n kilometréw na
godzing, ale n bylo liczba tych stuknigé”. Sprawdzilem: zgadza si¢. Przy
pig¢tnastometrowych szynach liczba stuknigé kot o zlacza w ciagu 54 sekund jest
réwna predkosci pociagu w kilometrach na godzine.

Przez resztg nocy cieszylem si¢ tym odkryciem i bezustannie mierzylem predkosé,
z jaka zblizalem si¢ do Zakopanego. Dobrze, Ze mam zegarek z fosforyzowanym
sekundnikiem.

'Od kilku lat dojezdzam do pracy pociagiem. Niestety, na mojej linii sa tory
bezstykowe. Ale ,,na szczeScie™ linia jest zelektryfikowana i przy torach stoja

w réwnych odleglosciach stupy trakcyjne. Jest ich 16 lub 17 na kilometr (nie mam
pojecia dlaczego tyle). Ale to wystarczylo mi na znalezienie sposobu na obliczanie
predkosci pociagu, jakim jade — bez koniecznosci klopotliwego (a czgsto bardzo
utrudnionego) $ledzenia shupéw kilometrowych. Moja robota w pewnym sensie
poszia na marne: okazalo sig, Ze pociagi moje jezdza po prostu z predkoscia

60 km/godz.

Czgsto jezdze kolejka WKD, kursujaca z Warszawy do Podkowy Lesnej,
Grodziska i Milandwka. Jej szyny maja catkiem nieregularne dlugosci, a metoda
»,liczenia stupéw trakcyjnych” tez si¢ nie nadaje do obliczania predkosci kolejki.
Zbyt dlugo nalezaloby liczy¢ te stupy, w tym czasie kolejka zdola przejechaé
prawie caly przystanek, z ruszaniem i hamowaniem. Nie umiem mierzyé
szybkoSci takiej kolejki inaczej niz ,,tradycyjnym” sposobem patrzenia na stupy
rozstawione co 200 metréw i mierzenia czasu przejazdu kolejki migdzy nimi.
Dojazdy do pracy podsunely mi jeszcze jedno zadanie. Na mojej linii pociagi
towarowe maja osobny tor i czasami pociag, ktérym jade, wyprzedza jadacy po
sasiednim torze zaladowany pociag towarowy, ktéry z kolei mija nas, gdy stoimy
na stacji — potem my go wyprzedzamy i tak dalej. Gdy zdarzy si¢ taka sytuacja,
czgsto ,,z nudéw” obliczam sobie dtugosé pociagu towarowego (wagony
towarowe sg réznych dlugodci i policzenie ich nic mi nie da). Jak sie rzeklo, wiem,
2e mdj pociag osobowy jedzie z predkosciag 60 km/godz. Mierze czas t w jakim
mijamy towarowy. Potem mierze czas u, w jakim towarowy mija nas, gdy stoimy
na stacji. Rozumuje teraz tak: jezeli / jest dlugoécia pociagu towarowego, a v —
jego predkoscia (w km/godz), to 60-v jest predkoscia wzgledna pociagu osobowego
wzgledem towarowego. Mam oto réwnanie (60 —v) t=/. Musze¢ ulozy¢ jeszcze
jedno. Na stacji towarowy mija nas w u sekund. Zatem vu = /. Z tych dwéch

réwnan mamy v = , b= i

. T jezeli jednak chcg otrzymaé dlugoéé

t
pociagu w metrach, muszg czas wyrazi¢ w sekundach, a 60 km/godz przeliczyé

na metry na sekunde (60 km/godz = 5—3? m/sek).

A czy mozecie rozwiazaé to zadanie bez uZycia réwnan?



Trzy procesy

Czesto si¢ zdarza, Ze rézne zjawiska fizyczne mozna tak samo opisa¢ w jezyku matematyki. Nie oznacza to jeszcze,
Ze s3 one istotnie ze soba zwiazane. Podobny opis moze by¢ sprawa przypadku, ale moga tez istnieé glgbsze
przyczyny podobienstwa. Proponujemy Wam zajecie si¢ trzema procesami. To, co zaobserwujemy w dwéch
pierwszych, jest wynikiem nalozenia si¢ bardzo wielu przypadkowych czynnikéw. Te trzy procesy to przypadkowe
bladzenie po lesie, dyfuzja w cieczy oraz wedrowka fotonu z wnetrza Stonica do obserwatora na Ziemi.

Bladzenie po lesie, potraktowane jako do$wiadczenie,
powinno by¢ zabawa. Najlepiej bawi¢ si¢ w grupie, ale
mozna przeprowadzié badania réwniez samemu. Spod
wybranego drzewa rosnacego niezbyt blisko skraju lasu
startuja kolejno uczestnicy gry. Kierunek marszurkazdy
wybiera przypadkowo i idzie po prostej, aZz napotka
nastgpne drzewo. Przy nim zmienia kierunek znowu
calkiem przypadkowo i idzie do kolejnego drzewa. Po
dokonaniu 10 zmian kierunku marszu uczestnicy zabawy
zatrzymuja si¢ i oceniaja, jak bardzo grupa sig
rozproszyla. Na dany sygnal podejmujemy marsz do
naste¢pnego zatrzymania si¢ po dalszych dziesieciu
spotkaniach z drzewem i znowu oceniamy rozproszenie
S1g¢ grupy..

Rozproszenie grupy mozna oczywiscie odpowiednio
zdefiniowa¢ i za kazdym razem zmierzy¢, ale ma to
przeciez by¢ zabawa, wigc poprzestanmy na ocenie

,.na oko”, czy rozproszenie grupy roénie proporcjonalnie
do ilosci spotkan z drzewami, czy tez wolniej. Jest to
bardzo wazne zagadnienie, bo proces przypadkowego
bladzenia napotykamy w wielu dziatach fizyki. Mozna
oczywiscie odtworzy¢ zabawe w bladzenie na kartce
papieru, kre§lac odcinki o przypadkowo dobranej
dlugosci, skierowane przypadkowo w réznych kierunkach.
Wykonalem rysunek takiego bladzenia, losujac kierunek

Wyboru przypadkowego kierunku mozna dokonaé i odlegloé¢ do przebycia. Korzystajac z wedréwek po
kreege si¢ w kolo i zatrzymujac na czyj$ sygnal. lesie lub z rysunku wprowadzimy dwa pojecia. Srednia
Kierunek, w ktorym w chwili zatrzymania patrzymy dhugos¢ wszystkich przebytych odcinkow (od drzewa do
bedzie wybranym kierunkiem. drzewa) nazywamy $rednia droga swobodna. Sredni czas
Srednia warto$¢ kwadratu przesunigcia z bladzacego Potrz&_‘,bny na przebycie jednego odcinka hazywamy
obiektu wzdhiz dowolnie wybranej osi zalezy od czasu $rednim czasem swobodnym. Jestem pewien, ze
1, $redniej wartosci kwadratu predkosci v , przekonacie sig, Ze rozchodzenie si¢ uczestnikow gry po
obicktu i $redniego czasu swobodnego 7. lesie przy bladzeniu przypadkowym jest bar_dzo powolne.
i Przeszedlszy do rzadszego lasu, gdzie §rednia droga
2= (—-- v? r) 1. swobodna jest dluzsza, mozna zbadaé jak zmieni si¢
Ao bladzenie.

Drugie zaproponowane do$wiadczenie nalezy wykonaé w domu, wyszukujac miejsce, gdzie mogliby§my postawié
stoik mozliwie waski i wysoki na okres kilku tygodni do kilku miesiecy w absolutnym spokoju. Na dno nalewamy
nieco stezonego roztworu nadmanganianu potasu (mozZna kupi¢ w aptece) i dopelniamy stoik ostroznie wodg tak,
aby ciecze nie pomieszaly si¢. Pozostawiamy stoik w spokoju, obserwujac jak z tygodnia na tydzien podnosi sig
granica pomiedzy ciecza a roztworem nadmanganianu potasu. Przebieg procesu rozchodzenia si¢ barwnika mozemy
wytlumaczy¢ tym, ze czasteczki jego bladza przypadkowo wérdd czasteczek wody. To, ze czasteczki wody sa réwnieZ
w ruchu, nie powinno nam zaciemnia¢ obrazu. To tak, jakby drzewa réwniez bigkaly sie po lesie. Spotkania z nimi
bylyby dalej przypadkowe, zmianie moglaby ulec tylko $rednia droga swobodna. '

Przedstawiony obraz ruchu czasteczek w cieczy jest bardzo uproszczony. Ruchy te przypominaja bardziej gre

w komorki do wynajecia: podskakiwanie w swoim polu i przeskok na inne wolne miejsce. Nasz uproszczony obraz
pozwala jednak zrozumie¢, dlaczego samorzutne mieszanie si¢ cieczy, czyli dyfuzja, zachodzi tak powoli.

Czas teraz na trzeci problem. Jak ocenic czas, jakiego potrzebuje §wiatlo zrodzone we wnetrzu Slonica na dotarcie
do Ziemi. Z duzg doza prawdopodobienstwa mozemy zalozyé, Zze §wiatlo biegnie w bardzo gestej materii wnetrza
Stonica co chwila zmieniajac kierunek. MozZna oszacowaé, Ze $rednia droga swobodna miedzy zmianami kierunku
jest rzedu kilku centymetréw. Okazuje si¢ wtedy, Ze Sredni czas potrzebny na wydostanie si¢ fotonu z wnetrza na
powierzchni¢ moze by¢ rzedu tysigey lat. Dotarcie do Ziemi zabiera juz tylko kilka minut.

Nasuwa si¢ wigc zaskakujacy wniosek. Ta cze§¢ promieniowania, ktdra zrodzita si¢ we wnetrzu Storica i dociera
teraz do nas, niesie informacje sprzed tysigey lat.

A teraz pytanie: czy opisane zjawiska maja co$ wspdlnego, czy tylko tak samo je opisujemy?

Malq Delte opracowali: Tomasz HOFMOKL i Michal SZUREK.
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