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Liczby l, -I, l, -I sa jedynymi elementami

odwracalnymi pierscienia Z[/l, tj. takimi
liczbami x e Z[iJ, ze dla pewnego y e Z[iJ

zachodzi xy = l.

Jednoznacznosc rozkladu i liczba klas

Pro! dr Wladyslaw NARKIEWICZ
1. Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze w zbiorze liczb naturalnych
wypowiada sie naj prosciej w nastepujacy sposób: kazda liczbe naturalna rózna od jednosci
mozemy przedstawic w postaci iloczynu PIPZ ... Pr liczb pierwszych na jeden tylko sposób,
o ile rozklady, rózniace sie kolejnoscia czynników, uwazac bedziemy za równe. Podobne

twierdzenie mozna wyslowic takze i dla liczb calkowitych, niekoniecznie dodatnich: kazda liczbe
calkowita, rózna od O, l, -1 mozemy przedstawic na jeden sposób w postaci iloczynu apI"'p"
przy czym Ph ...,Pr sa liczbami pierwszymi, a liczba a równa jest 1 lub -1. (Oczywiscie i w tym
wypadku nalezy utozsamiac rozklady, rózniace sie kolejnoscia czynników). Nazwijmy pierscieniem
liczbowym kazdy zbiór zawarty w zbiorze liczb zespolonych, w którym wykonalne jest dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Oczywiscie zbiór Z liczb calkowitych jest takim pierscieniem. Nasuwa
sie naturalne pytanie, czy w kazdym pierscieniu liczbowym zachodzi twierdzenie analogiczne
do wyslowionego przed chwila w przypadku pierscienia Z.
Rozpatrzmy dla przykladu pierscien liczb calkowitych Gaussa, zlozony z wszystkich liczb
zespolonych postaci A +Bi, przy czym A, B sa liczbami calkowitymi. O tym pierscieniu mozna
udowodnic nastepujace twierdzenie, analogiczne do twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie
w Z: jesli z jest liczba calkowita Gaussa, rózna od O, 1, -1, i, - i, to mozemy ja przedstawic
w postaci

przy cz)m liczby PI sa liczbami pierwszymi Gaussa, tj. maja te wlasnosc, ze z rozkladu PI na
czynniki, PI = xy, gdzie x, y sa liczbami calkowitymi Gaussa, wynika, ze jeden z tych czynników
jest równy, 1 -l,i lub -i.
Jezeli

z = p~..... p;

jest innym rozkladem tego typu, to r = s, a przy tym po odpowiednim pr~enumerowaniu liczb
P~, ... , P; zachodza równosci: P~ = (lIPh •••, P; = arP., przy czym kazda z liczb al jest równa
1, -1, i lub -i.
Dla przykladu rozlozymy na czynniki pierwsze w pierscieniu Gaussa liczbe 2: mamy równosc
2 = (1+ i)(1- i), a rozklad ten jest rozkladem na czynniki pierwsze, bo jesli np.
1+i = (a+bi)(c+di), to 2 = 11+il' II-ii = 11+i/z = (az+bZ)(cz+dZ) a zatem aZ+bz = 1,
lub tez cZ+dz = 1, co pokazuje, ze jedna z liczb a+bi, c+di jest równa 1, -1, i lub - i.
Mozem) przy ~ym takze napisac 2 = i(l-i)Z = (-1)(1 +i)( -1 +i) = -i(l +i)Z co pokazuje,
ze mozliwosci podane w sformulowaniu twierdzenia rzeczywiscie wystepuja.
By móc sensownie sformulowac twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu dla dowolnego
pierscienia liczbowego, nalezy uprzednio okreslic, co bedziemy rozumieli przez liczby pierwsze
w takim pierscieniu i jakie liczby beda graly role liczb 1, -1 w pierscieniu liczb calkowitych,
czy tez liczb 1, -1, i,-i w pierscieniu Gaussa. W tym celu zauwazmy, ze odwrotnosc kazdej
z liczb 1, -1, i,-i równiez lezy w pierscieniu Gaussa. To podsuwa nastepujace okreslenie:
jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to liczba a nalezaca do niego nazywa sie odwracalna
w R, jezeli a # O oraz l/a nalezy do R. (Oczywiscie liczby 1 i -1 sa odwracalne w kazdym
pierscieniu, a przyklad pierscienia Gaussa pokazuje, ze liczb odwracalnych moze byc wiecej).
Teraz mozemy okreslic liczby pierwsze w pierscieniu R: rózna od zera liczbe a pierscienia R
nazywamy liczba pierwsza w R, jezeli z równosci a = xy (x e R, y e R) wynika, ze jedna z liczb
x, y jest odwracalna w R.
Uzywajac tych definicji mozemy teraz sformulowac dla dowolnego pierscienia liczbowego R

odpowiednik twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu: mówimy, ze w R zachodzi twierdzenie

o jednoznacznosci rozkladu, jezeli kazth.liczba a e R, rózna od zera i lIieodwracalna da sie zapisac

w postaci

a = Pl' ...• Pr

przy czym liczby Pl> ••• , Pr sa liczbami pierwszymi w R, a przy tym jezeli a = P~ •.... P; jest

innym takim rozkladem, to r = s ipo odpowiednim ponumerowaniu liczb P~, .. " P: zachodza
równosci P~ = CIPh •••, P: = crPr, przy czym liczby Ch •••, Cr sa odwracalne.

2. Powstaje naturalne pytanie, w jakich pierscieniach liczbowych sformulowane powyzej
twierdzenie jest prawdziwe. Nastepujacy przyklad swiadczy o tym, ze nie we wszystkich:

rozpatrzmy pierscien R zlozony z wszystkich liczb a+bi {s przy a, b e Z. (Proponuje
Czytelnikowi sprawdzenie, ze R w istocie jest pierscieniem). Liczba 6 ma w R dwa rózne rozklady:

6 = 2· 3 = (1+i y'S)(l- i y'S).Nietrudno sprawdzic, ze wystepujace tu czynniki sa liczbami

pierwszymi w rozWazanym pierscieniu. Jezeli np. 2 = x· y = (x+ yi y5)(a+bi VS) przy czym

t



Czego mozna si~ dowiedziec,
mierzac precyzyjnie dlugosc?

W ekspedycji wyslanej z planety Al/a na
Ziem~ uczestniczyl Profesor Omega. Mimo.
ze wiedza techniczna A /f"UJ/I stoi (w
porównaniu z zlemslcq) bardzo wysoko.

w niemal wszystkich pozostalych dziedzinach

(szczególnie w zakresie nauk

humanistycznych) nie dostaja nam oni nawet

do pltt. Profesor Omega postanowil zabrac

na Al/t cale encyklopedie. leksykony. tomy

powiesci i roczniki gazet. Zastanawillno sit.
w jaki sposób zmiesci sit to wszystko do

niewiellciej rakietki. która przybyli Al/ianie.

w dodotku i tak bardzo przeladowanej.

Profesor Omega wyciagnal z kieszeni maly
kalkulator i dlugo cos obliczal. wertujac kartki

ksiazek i strony gazet, Nasttpnle wyjal
z rokiety dluga lin/jkt z dziwnego metalu

i specjalnym widoc nozykiem zrobil na niej

beskt ••• To wszystko" powiedzial.
••mozecie zabrac z powrotem swoje ksiqzkju.
Gdy Ziemhmie zacztli sit domagac blizszych

wyjasnien. powiedzilll:
- To bardzo proste. Kazdej literze waszego

alfabetu przypisalem liczbt (A = 1. B = 2 itd.).
kazdemu znakowi przestQllkowemu czy

specjalnemu symbolowi -liczbt ,;,itdzy 51 a 99.

Przepisalem na kalkulatorze wszystkie ksiazki

uzywajac liczb zamiDst liter. Litery
oddzielalem znakiem 000. slowa - 00000.

a ()()()(}()()znaczy. ze nasttPujace cyfry nalezy

czytac jako liczbt. Otrzymalem w ten sposób

pewna liczbt. Dosc duza, okolo 200 milionów

cyfr. ale nie przesadnie, Postawilem przed nia

O iprzecinek dzies~tny. otrzymujac liczbt

wymierna alb z przedzialu. (O. 1), Kreska.
która zrobilem na mojej linijce. dzieli ja
wlasnie w stosunku alb. Gdy wróct na Al/t,

w labaratorlum zmierzymy dokladnie obie

cztsci linijki. obliczymy alb, zapiszemy
w postaci dziesittnej i oto mamy wszystko

z powrotem.

x,y, a, b e Z, to 4 = Ix+ yi Y512ja+biY512 = (x2+Sy2)(a2+Sb2), a wiec X2+Sy2 = a2+Sb2 = 2
lub tez jedna z liczb X2+Sy2, a 2+Sb2 jest równa l, a druga równa 4, Poniewaz równanie
u2 +Sv2 = 2 nie ma rozwiazan calkowitych. musi zachodzic druga mozliwosc, a wówczas jedna
z liczb X, Y musi byc równa 1lub -1. Podobnie sprawdzamy, ze pozostale czynniki naszych
rozkladów sa pierwsze. Pozostaje sprawdzic, ze ilorazy czynników obu rozkladów nie sa

od I I 'k . , . dna l' b Hi ys 1±i yS , I' R W'd '
wraca ne, a e to WynJ a z uwagi, ze za z lCZ 2 '--3--J1le ezy w . l Zimy

ostatecznie, ze w pierscieniu R twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu nie zachodLi.

3. Powyzsze przyklady wskazuja, ze istnieja pierscienie z jednoznacznoscia rozkladu na czynniki
pierwsze. jak i bez tej jednoznacznosci. Okazuje sie, ze mozna w pewien sposób mierzyc, jak
bardzo dany pierscien liczbowy odbiega od pierscienia z jednoznacznoscia rozkladu. Do tego
celu potrzebne nam bedzie pojecie idealu.

Jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to niepusty podzbiór I c R nazywamy idealem, jesli jest w nim
wykonalne dodawanie i odejmowanie oraz mnozenie przez elementy z R (niekoniecznie nalezace
do I). Przykladem idealu w pierscieniu liczb calkowitych jest zbiór liczb parzystych (ale zbiór
liczb 'nieparzystych nie jest idealem, gdyz suma liczb nieparzystych jest parzysta l), czy tez
zbiór wszystkich liczb podzielnych przez zadana liczbe naturalna N. Przyklad ostatni mozna
uogólnic: jezeli a jest dowolnym elementem pewnego pierscienia R, to zbiór wszystkich liczb
x e R dajacych sie zapisac w postaci x = ba, przy pewnym b e R jest idealem, Ten ideal
oznaczamy przez I. i nazywamy idealem glównym, wyznaczonym przez a. (Czytelnik zechce
spróbowac udowodnic, ze w pierscieniu Z kazdy ideal jest idealem glównym, wyznaczonym
przez pewna liczbe naturalna).

Jezeli I jest idealem w R, a x jest pewna liczba z R, to przez xl oznaczac bedziemy zbiór
wszystkich liczb y e R, dajacych sie zapisac w postaci y = zx przy pewnym z nalezacym do I.
I tak np. ideal I. mozemy zapisac w postaci I. = aR.

Dwa idealy I, J nazywamy równowaznymi, jezeli mozna znalezc niezerowe liczby a, b e R takie,
ze al = bJ. Zauwazmy, ze dowolne dwa idealy glówne, powiedzmy I. i I. przy a, b -F O sa
równowazne, gdyz zachodzi równosc bIG = baR = abR = al •. Zauwazmy takze, ze jezeli idealy
I, J oraz l, J1 sa równowazne, to takze i idealy J i J1 beda równowazne. To pozwala nam
podzielic zbiór wszystkich idealów, róznych od idealu zerowego {O} = lo na klasy, zaliczajac
dwa idealy do tej samej klasy wówczas, gdy sa równowazne. Jezeli liczba takich klas jest
skonczona, to nazywamy ja liczba klas pierscienia R i oznaczamy przez h(R). Liczba ta w wielu
wypadkach pozwala mierzyc, jak bardzo wlasnosci pierscienia R odbiegaja od wlasnosci
pierscienia z jednoznacznym rozkladem. By móc to sformulowac precyzyjniej, ograniczymy
teraz klase rozwazanych pierscieni. Rozpatrywac bedziemy dwa typy pierscieni liczbowych ­
pierscienie kwadratowe oraz pierscienie cyklotomiczne.

4. Pierscienie kwadratowe okreslimy w nastepujacy sposób: jezeli D jest liczba calkowita,
niepodzielna przez kwadrat liczby naturalnej, róznej od jednosci ltj. D = Pl'" Pr lub D

D = -Pl'" Pr, gdzie Plo ••• ,pr sa róznymi liczbami pierwszymi), a przy tym D daje reszte
2 lub 3 z dZielenia przez 4, to przez pierscien kwadratowy, wyznaczony przez D, bedziemy

rozumieli zbiór wszystkich liczb postaci a+b yD, przy czym a, b e Z. Jezeli zas D daje z dzielenia
przez 4 reszte 1, to pierscieniem kwadratowym, wyznaczonym przez nia, bedziemy nazywali

zbiór wszystkich liczb postaci a+b iD ,gdzie a, b e Z i sa jednakowej parzystosci. Otrzymany
2

pierscien oznaczamy przez RD•

(Niejednolitosc podanej definicji moze wydac sie dziwna. Naturalniej byloby podac takze

i w przypadku drugim definicje taka sama jak w pierwszym. Okazuje sie jednak, ze takie
podejscie nie prowadzi do przejrzystej teorii.)

Pierscienie cyklotomiczne, które teraz wprowadzimy, zostaly zdefiniowane w polowie ubieglego
wieku przez matematyka niemieckiego E. E. Kummera, który je wykorzystal przy badaniu
rozwiazalnosci slawnego równania Fermata: x" +y. = z" przy czym x, y, z sa liczbami calkowitymi
dodatnimi, a n ;;l: 3. (Do dzis zreszta nie wiemy, czy to równanie ma rozwiazania).
Wybierzmy liczbe pierwsza nieparzysta P i oznaczmy przez z, liczbe zespolona cos (21tlp)+
+ i sin(21tlp). (Jest to p-ty pierwiastek z jeanosci, gdyz wzór Moivre'a daje z: = l). Przez R(p)
oznaczac bedziemy zbiór wszystkich liczb zespolol'ych dajacych sie zapisac w postaci

aO+alz,+a2z~+ ... +a,_2z:-2+o'_lZ:-1,

przy czym ao. ah"" a,_2 sa liczbami calkowitymi. Nietrudno sprawdzic, ze R[p) jest

pierscieniem. Bedzie to wlasnie pierscien cyklotomiczny wyznaczony przez p. (Slowo
;,cyklotomia" oznacza podzial okregu, a uzyte jest tutaj z tego wzgledu, ze liczby I, z" z;, ... , Z:-I
leza na okregu jednostkowym iwyznaczaja podzial tego okregu na P równych czesci).

2



Zmierzyc wysokosc wiezy
za pomoca barometru-
- takie zadanie dano przedstawicielom

róznych nauk. Oto jak je rozwiazywali:

Matematyk wykorzystal twierdzenie Talesa

(i to, ze dzien byl sloneczny): ustawil

barometr pionowo, zmierzyl jego dlugosc
oraz dlugosc jego cienia i wiezy i szybko mial

odpowiedz. Fizyk-teoretyk wykorzystal fakt,

ze cisnienie maleje wraz z wysokoscia.

fizyk-doswiadczalnik przywiazal barometr

do sznurka, spuscil z wiezy i potem zmierzyl

dlugosc sznurka. Chemik wylal rtec
z barometru do kolby. doprowadzil do stanu

wrzenia u stóp i na szczycie wiezy i z róznicy

temperatur wrzenia obliczyl zadana wysokosc.
Humanista zas zapukal do stojacej nieopodal

chatki .•• Dostanie pan barometr. jesli

powie mi ptlII. ile ta wieza ma wysokosci"

powiedzia/-do siwego staruszka. który

otworzyl mu drzwi.

5. Podamy teraz podstawowe twierdzenia dotyczace wprowadzonych pierscieni i wiazace sie
z liczba klas oraz jednoznacznoscia rou:ladu.
Jednym z najwazniejszych i naj starszych rezultatów w tej dziedzinie jest nastepujace twierdzenie,
podajace zwiazek miedzy liczba klas a jednoznacznoscia rozkladu: W pierscieniu RD lub R[P]

zachodzi twierdzenie o jednoznaczr.osci rozklad.u wtedy i tylko wtedy, gdy jego liczba klas równa
jest l, tj. gdy wszystkie idealy sa równowazne.
Twierdzenie to sprowadza zagadnienie jednoznacznosci rozkladu do obliczenia liczby klas.
Dla konkretnego pierscienia nie jest to zagadnienie trudne, szczególnie przy uzyciu maszyn
cyfrowych. Znacmie trudniej jest wyznaczyc wszystkie pierscienie o tej wlasnosci. Okazuje sie,
ze pierscieni RD przy D ujemnym, oraz R[p] z jednoznacznoscia rozkladu jest skonczenie wiele.
Dla pierscieni RD z D dodatnim tego nie wiemy. Obliczenia numeryczne sklaniaja do
przypuszczenia, ze takich D jest nieskonczenie wiele, ale metody matematyki wspólczesnej nie sa
dostatecznie mocne na to, by problem ten rozstrzygnac.
A oto lista ujemnych D, dla których w RD zachodzi twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie:
D = -l, -2, -3, -7, -lI, -19, -43, -67, -163. Pierwszy dowód tego, ze nie ma innych
D ujemnych o tej wlasnosci podal mlody matematyk amerykanski, H. M. Stark, w 1967roku.
Dla pierscieni R[p] sytuacja jest podobna. Wiemy, dzieki badaniom K. Uchidy, J. Masleya
i H. Montgomery'ego, ze jednoznacznosc rozkladu zachodzi w R[p]jedynie dlap = 3,5,7,
lI, 13,17oraz 19.
Znane sa takze wszystkie pierscienie cyklotomiczne oraz pierscienie kwadratowe RD z ujemnym
D, dla których liczba klas równa jest 2. Jak zauwazyl L. Carlit'1:, w takich pierscieniach zachodzi
-nastepujacy fakt: w kazdym rozkladzie liczby na czynniki pierwsze wystapi ta sama ilosc
czynników pierwszych. Przy tym wlasnosc ta jest charakterystyczna dla pierscieni z;liczba klas

równa 2.
Bylob)' interesujaca rzecza znalezienie podobnych charakteryzacji dla pierscieni z Iiczba klas
równa 3, 4, itd., jednakze nie otrzymano tu jeszcze definitywnych rezultatów.

__ Zadania
Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 202. Wykazac, ze dla dowolnego n > O istnieje taki m-kat, ze njego przekatnych lezy
wewnatrz niego, a wszystkie pozostale - na zewnatrz.

Rozwiazanie na str. 8

M 203. ,;Litera T" nazywamy sume prostopadlych odcinków AB i CD o dlugosci l kazdy, przy
cz;ym C jest srodkiem odcinka AB. Wykazac, ze w ograniczonym obszarze plaszczyzny nie mozna

ponuescic nieskonczenie wielu rozlacznych "liter T".

R-ozwiazanie na str. 12

M 204. Czy szescian o wymiarach 6 x 6 x 6 moze byc zbudowany z 27 klocków o rozmiarach
l x2x4?

Rozwiazanie na str. 5
(Zadanie to nadeslala Malgorzata TOPER z Lubienia).

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

. F 68. Wiazka czastek ~ o strumieniu N czastek na jednostke powierzchni pada na folie metalowa
o grubosci x i gestosci n atomów na jednostke objetosci. W wyniku oddzialywania czastek

~ z polem jader atomów folii nastepuje odchylenie czastek w stosunku do kierunku lotu
pierwotnego. Odchylenie to zalezy od tzw. parametru zderzenia - tzn. odleglosci miedzy torem
czastki daleko od centrum oddzialywania a prosta równolegla do tego toru przechodzaca przez;
centrum sily (czyli przez jadro). Znalezc rozklad katowy czastek ~ po przejsciu przez; folie,
zakladajac, ze folia jest na tyle cienka, ze jedna czastka ~ moze sie "zderzyc" tylko z jednym
jadrem, oraz zakladajac, ze jadro pozostaje nieruchome w wyniku oddzialywania (bardzo duza
masa jadra w porównaniu z masa czastki ~).

Rozwiazanie na str. 6
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Gdyby
wszystkie zegary ...

Mgr Ludwik ZAJDLER

W takim prostym zliczaniu tez mozna sie

pomylic. Obowiazujacy w Etiopii kalendarz

ma wspólny poczatek z naszym (rok

narodzenia Chrystusa). Jednakze w Etiopii

jest dopiero rok 1972 - te 7 lat "zgubilo sie"
gdzies w mrokach sredniowiecza. Chyba ze

w Europie je dodano.

~

Kazdy pomiar polega na porównaniu dwóch wielkosci: tej mierzonej, z druga - która
przyjmujemy za wzorzoc. W przypadku pomiaru czasu mamy do czynienia zawsze z metoda
posrednia. Mierzony odstep czasu porównujemy z czasem trwania jakiegos zjawiska fizycznego,
co do którego mamy pewnoSC, ze przebiega ono za kazdym powtórzeniem w ten sam sposób.
Sposród róznych zjawisk, które nadawalyby sie do mierzenia czasu, na czolo wysuwaja sie
zjawiska przebiegajace penodycznie, jako ze odstepy czasu latwo zmierzyc przez zliczanie
okresów.

Poczucie biegu czasu wynika przede wszystkim z nastepstwa dnia po nocy i z kolejnosci pór
roku. Stad zwiazek miedzy rachuba czasu a astronomia, analiza ruchów cial niebieskich,
szczególnie ruchów Slonca i Ksiezyca. Stad wybór jednostki czasu jako pochodnej doby

slonecznej i roku zwrotnikowego.

Astronomowie sa odpowiedzialni za utrzymywanie rachuby czasu od tysiacleci. I w starozytnosci,
kiedy wystarczala tylko orientacja w porze dnia lub roku dla celów rolnictwa, i w czasach
nowszych - dla ustanawiania rozkladów jazdy srodków komunikacji, i dzis - kiedy przebiegi
róznych procesów badamy z dokladnoscia wprost niewiarygodnych ulamków sekundy. Co
prawda, mozna by powiedziec, ze w procesach tych nie uciekamy sie juz od dawna do
obserwacji astronomicznycl>, poslugujemy sie dzis wylacznie ze.garami. Od czasów Galileusza
i Huyghensa - wahadlowymi, a od piecdziesieciu lat - kwarcowymi lub tzw. atomowymi,
lepiej nawet realizujacymi zasade ruchu periodycznego niz ruch wirowy naszej planety czy ruch
po orbicie dokolaslonecznej. Nie zapominajmy jednak o tym, ze za jednostke czasu uznajemy
wciaz sekunde, której wartosc wynika z obserwowanego przez astronomów okresu ruchu Ziemi.
Wszelkie zegary, nawet te najdokladniejsze, musza byc systematycznie uzgadniane z ZeJarem
Przyrody.

Zastapienie tego zegara przez przyrzady skonstruowane reka czlowieka stalo sie koniecznoscia
juz w starozytnosci, przede wszystkim dlatego, by móc w sposób obiektywny tworzyc krótkie
odstepy czasu, a w czasach rozwoju techniki - by lepiej realizowac ruchy periodyczne i to
o coraz krótszych okresach. I tak, "serce" dzisiejszego cezowego zegara atomowego drga
9 192631 770 razy na sekunde. Trwajace od lat badania wykazaly, ze rytm ten odznacza sie tak
wielka stabilnoscia, ze w obowiazujacym od roku 1967 miedzynarodowym ukladzie jednostek
SI posluzyl dla zdefiniowania jednostki czasu (zwanej sekunda ukladu SD. Sluzy on dotad jako
praktyczny wzorzec jednostki czasu we wszelkich pracach naukowych (z wyjatkiem niektórych
astronomicznych) i technicznych.

Wzorcowa wartosc sekundy moze byc latwo odtworzona w kazdej chwili i w kazdym hiboratorium
dysponujacym cezowym zegarem atomowym. Przed 30 laty byly to modele niepowtarzalne, dzis
produkowane sa seryjnie. Laboratorium pomiarów czasu w Polskim Komitecie Normalizacji
i Miar w Warszawie posiada dzis trzy cezowe zegary atomowe. Posiadanie jednak nawet
najdokladniejszycn zegarów nie moze zapewnic ciaglosci rachuby czasu.
W rachubie czasu wystepuje bowiem szczególna trudnosc. w której nie da sie pominac obserwacji
astronomicznych. Chodzi tu o odniesienie biegu czasu do pewnej chwili poczatkowej, jak gdyby
punktu zerowego skali czasu. Z wyborem tego punktu sa od dawna klopoty, o czym nizej.
I tu postawic sobie mozemy pytanie wymienione w tytule niniejszego artykulu: "Co by sie stalo,
gdyby wszystkie zegary zatrzymaly sie?"

Podobny wypadek zdarzyl sie - co prawda na ograniczonym obszarze - przed 50 laty.
Zegarów atomowych ani kwarcowych jeszcze nie bylo.

Byly natomiast precyzyjne zegary wahadlowe, niewiele ustepujace pod wzgledem dokladnosci
wspólczesnym. W czasie wielkiego trzesienia ziemi w 1927 roku w Chinach zatrzymaly sie
wszystkie zegary w obserwatorium astronomicznym Zi-ka-wei kolo Szanghaju. Wypadek ten
uwiecznil pieknie grafik na czolowej stronie rocznika wydawanego przez obserwatonum
z podpisem "Astronomowie z Zi-ka-wei poszukuja sekundy". Rysunek przedstawial wnetne
laboratorium z otwartymi szafami, szufladami biurek, dokola których krzatali sie pracownicy
w habitach (obserwatorium prowadzili ksieza-jezuici), jeden z nich zagladal pod lózko.
Dzis uruchomienie zegarów w zgodnosci ze wskazaniami czasu uniwersalnego nie napotkaloby
wiekszych trudnosci. Zegary kwarcowe i atomowe nie przerywaja ciaglosci wskazan, chyba ze
znalazlyby sie w poblizu epicentrum trzesienia, ale wtedy moglyby ulec raczej calkowitemu
zniszczeniu. Ustawienie zegarów na czas wlasciwy nie stanowi problemu, gdyz mozna posluzyc
sie radiowymi sygnalami czasu. Szereg specjalnych radiostacji nadaje przez cala dobe bez
przerwy badz w okreslonych porach sygnaly w postaci krótkich impulsów w odstepach
sekundowych, z markowana sygnalem dluzszym pelna minuta. Pewien klopot stanowiloby
ustalenie numeru minuty. Ale i temu mozna latwo zaradzic, w kazdym razie poszukiwano by
nie sekundy lecz minuty. Natomiast sekunde sygnaly podaja z dokladnoscia do 0,0001 sekundy.
Jak widac, dzis zagubic rachube czasu jest raczej trudno.
Inaczej by bylo, gdyby katastrofa spotkala cala Ziemie i gdyby sygnaly czasu w ogóle ustaly.
W takim razie nalezaloby cala sluzbe czasu stworzyc od nowa, z nawiazaniem do poprzedniej
skali czasu. I tu wylania sie od razu sprawa wspomnianego juz punktu zerowego. Od czasów

najdawniejszycn do ok. XVII w. za poczatek rachuby czasu przyjmowano chwile poludnia"
pólnocy albo wschodu lub zachodu Slonca. Caly cykl dobowy dzielono na 24 albo 12
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Gdyby wiec system egipski utrzymal sie do

dzis, w lecie pracowalibysmy dluzej niz
w zimie, lekcje szkolne w czerwcu trwalyby

dwukrotnie dluzej niz grudniowe, a co

dzialoby sie na kolei - strach pomyslec.

Ekliptyka jest torem, po którym porusza sie

Slonce w jego pozornej rocznej wedrówce po

sferze niebieskiej.
Pojecie roku zwrotnikowego jest wyjasnione

w dalszej czesci artykulu.

Gaussa tez mozna nazwac "jednym
z najwybitniejszych matematyków," jak

i "jednym z najwybitniejszych fizyków" i nie
stoi to w sprzecznosci z okresleniem go jako

"jednego z najwybitniejszych astronomów".

Rozwiazanie zadania M 204
Nie. Przypuscmy, ze jest to mozliwe
i podzielmy w mysli tak zbudowany szescian
na 27 szescianików O rozmiarach 2 x 2 x 2

Znów w mysli, nasycmy te szescianiki na
przemian farba biala i czarna. Musi byc
zatem 14 bialych i 13 czarnych (lub na

odwrót). Zauwazmy teraz, ze niezaleznie od
polozenia dowolnej cegielki I x 2 x 4 polowa

jej jednostkowych szescianików jest czarna,
a polowa biala. Jest to sprzeczne z faktem,
ze duzy szescian ma wiecej bialach

szescianików niz czarnych - albo odwrotnie.

(podwójnych) godzin. Rozpowszechnily sie dwa systemy godzin: babilonski, powstaly przez
podzial calej doby na 24 równe czesci i egipski, w którym oddzielnie dzien i noc liczyly po
12 godzin - a zatem dlugosc ich ulegala zmianie zaleznie od pory roku. Reliktem godzin

babilonskich jest system utrzymany do dzis. Wraz z udoskonaleniem zegarów wyszlo na jaw,
ze dlugoSC tak pojetej doby ulega zmianom (co prawda niewielkim) w ciagu roku.
Wprowadzono wiec pojecie czasu sredniego, w ten sposób wszystkie doby w roku uznano za
równe, równymi tez staly sie godziny (srednie). Czas odmierzany byl zatem nie

nierównomiernym biegiem Slonca po sklepieniu niebieskim w ciagu roku, lecz biegiem
fikcyjnego punktu nazwanego sloncem srednim, który dokonuje pelnego obrotu wzdluz równika

niebieskiego w tym samym czasie co Sloóce prawdziwe po ekliptyce. Teraz wygodnie bylo
uwazac poludnie (lub pólnoc), czyli chwile przejscia tego punktu przez poludnik, za poczatek
doby. Poszczególne doby numerowano systemem kalendarzowym i sprawa ciaglosci rachuby
czasu wydawalaby sie uregulowana.

Tylko zegary sloneczne wskazywaly czas prawdziwy, ich wskazówki rzucaly najkrótszy cien
w chwili górowania Slonca prawdziwego. Wymyslono zreszta i zegary sloneczne, które

automatycznie lub za pomoca prostego rachunku uwzglednialy róznice miedzy czasem srednim
i prawdziwym (zwana równaniem czasu).
Obok rachuby czasu wedlug czasu sredniego slonecznego czesto (w astronomii, geodezji

i nawigacji) poslugujemy sie czasem gwiazdowym. Tu za okres podstawowy, dobowy, przyjmuje
sie rzeczywisty czas obrotu Ziemi wokól osi, liczony nie wzgledem polozenia Slonca, lecz
w odniesieniu do kierunku niezmiennego w przestrzeni, okreslonego polozeniem wsród gwiazd

punktu równonocy wiosennej, tj. punktu, w którym przecina sie równik niebieski z ekliptyka.
Doba gwiazdowa jest krótsza od sredniej slonecznej o prawie 4 minuty: w ciagu roku
zwrotnikowego 365-dniowego Ziemia obraca sie 366 razy. Zegar wyregulowany na czas
gwiazdowy bedzie sie spieszyl o 24 godziny w ciagu roku, ale to nie utrudnia w niczym
rachuby. Odpowiednie róznice uwzglednic latwo w rachunku. Uzycie zegara gwiazdowego jest
natomiast bardzo wygodne w obserwacjach astronomicznych, bowiem kazda gwiazda przekracza
poludnik miejsca obserwacji dokladnie co 24 godziny (gwiazdowe). Na tej zasadzie reguluje sie
wlasnie wszystkie zegary: przejscie kazdej gwiazdy przez zaznaczona w lunecie os optyczna
(w ten sposób w obserwatoriach wyznaczany bywa poludnik miejscowy) przewidziane jest
w katalogach gwiazd - w tzw. efemerydach - z dokladnoscia do 0,0001 sekundy. W praktyce
codziennej sprawa nie jest moze tak prosta, mamy bowiem do czynienia z ficznymi bledami
instrumentalnymi i obserwacji, które ograniczaja zwykle do 0,01 sekundy dokladnosc

wyznaczania dokladnego czasu, ale jakosc obserwacji kompensujemy iloscia. Na pojedyncza
obserwacje sklada sie seria kilkunastu gwiazd. Oprócz sluzby czasu w licznych obserwatoriach,
w problemie zapewnienia dokladnego czasu wziela udzial miedzynarodowa organizacja
(Miedzynarodowe Biuro Czasu - Bureau International de I'Heure) z siedziba w Paryzu.
Wszystkie wyniki obserwacji astronomicznych sa tam przesylane, a zegary porównywane sa
droga odbioru radiosygnalów czasu.
Przed 150 laty, kiedy nie bylo podstaw do snucia domyslów na temat nierównomiernosci ruchu
wirowego Ziemi, na propozycje jednego z najwybitniejszych astronomów - Karola Gaussa ­
przyjeto sekunde (okreslona jako 1/86400 czesc sredniej doby slonecznej) do ustanowionego
w roku 1832 ukladu jednostek CGS (centymetr-gram-sekunda). Dokladnie w sto lat pózniej,
w roku 1932, dwaj astronomowie poczdamscy - A. Scheibe i U. Adelsberger - wykazali przy
uzyciu zegarów kwarcowych, ze Ziemia wiruje nierównomiernie! Spostrzezenie potwierdzono
w nastepnych latach i ustalono nawet przebieg tych zmian, a takze - przynajmniej czesciowo ­
ich przyczyne: zmiany momentu bezwladnosci naszej planety, wywolane m.in. okresowym
splywaniem lodowców z okolic podbiegunowych oraz mas powietrza, takze tarciem wód o dna
oceanów, opadaniem lisci jesienia (!) itp. Zmiany te badz o charakterze sezonowym, badz
systematyczne a takze nieregularne nie maja jednak zadnego wplywu na okres obiegu Ziemi po
orbicie dokolaslonecznej. Nazwano je fluktuacjami i moga byc uwzgledniane w obliczeniach

efemeryd czyli pozycji cial niebieskich na niebie. Totez wkrótce (lata 1947-1954) opracowano
nowa definicje sekundy (tzw. sekunda efemerydalna), przyjmujac na jej wartosc ulamek
1: 31556925,9747 roku zwrotnikowego 1900. Uscislenie, ze chodzi tu o rok, którego srodek

przypada o pólnocy, od której zaczal sie 1900 r., bylo konieczne, poniewaz dlugosc roku
zwrotnikowego ulega systematycznemu skracaniu (scislej mówiac - uklad wspólrzednych
astronomicznych ulega zmianie) o 0,00530320 sekundy w ciagu roku. Tak zdefiniowana
jednostka czasu jest wartoscia stala - jako zlokalizowana w okreslonej epoce 1900,0 - spelnia
warunki, by byc przyjeta za wzorzec. Z wyjatkiem jednego warunku: nie jest latwo odtwarzalna.
Dla odtworzania odstepów czasu sekundowych (wzglednie ich wielokrotnosci) sluza zegary.
Jednak nawet te najlepiej realizujace zasade periodycznosci elementu regulujacego ich chód sa
tylko wzorcami wtórnymi. Wymagaja porównywania systematycznego z prawzorcem, wedlug
którego obserwowane sa zjawiska astronomiczne.
Rozwój fizyki i techniki doprowadzil do tego, ze udalo sie skonstruowac praktyczne wzorce
czestotliwosci - kwarcowe badz atomowe - realizujace inne zjawiska periodyczne, ze swiata
mikrokosmosu, z powodzeniem konkurujace ze zjawiskami makrokosmosu. Ich przewaga polega
glównie na tym, ze poslugujemy sie latwo odtwarzalnymi krótkimi cyklami, rzedu 10-12 sekundy
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(lub krótszymi), o czym byla juz mowa. Realizuja wiec z wystarczajaca w fizyce i technice
dokladnoscia jednostke czasu, zwana takze sekunda atomowa w odróznieniu od sekundy
efemerydalnej. Jednak utworzona przez sumowanie odstepów sekundowych skala czasu
(atomowego) nie zawiera elementu umiejscawiajacego punkt zerowy - poczatek skali czasu.
Tu juz niezbedne sa obserwacje astronomiczne.

Co gorzej, przyjeta wspomniana juz relacja 9192631770 drgan na sekunde we wzorcu cezowym
wyznaczona zostala empirycznie, cj.lauzgodnienia wartosci sekundy atomowej (cezowej) z jednostka
astronomiczna. Ze nie jest to relacja scisla, swiadczy fakt, ze od czasu do czasu (mniej wiecej
raz w roku) zachodzi potrzeba korygowania skali czasu atomowego przez wprowadzanie tzw.
sekundy przestepnej.
Dla ujednolicenia wskazan wszystkich zegarów na naszym globie wprowadzono system
miedzynarodowy sygnalów czasu. Liczne dzis specjalne radiostacje pokrywaja swym zasiegiem
caly obszar Ziemi, nadajac przez cala dobe lub w okreslonych porach sygnaly, slyszalne
w glosnikach niby sekundowe tykanie zegara. Wszystkie sygnaly sa zgodne ze soba, gdyz
korelowane sa przez centrale miedzynarodowej sluzby czasu w Paryzu. Tak pomyslana skala
czasu nie moze odchylic sie od czasu astronomicznego wiecej niz o pól sekundy, bo w przypadku
zblizania sie do tej granicy Miedzynarodowe Biuro Czasu oglasza wprowadzenie sekundy
przestepnej. Moze to byc sekunda dodatnia albo ujemna, a polega to na dodaniu (albo odjeciu)
jednej sekundy w ostatniej minucie 31 grudnia (lub 30 czerwca), co praktycznie przejawia sie
przesunieciem o sekunde przedluzonego impulsu sekundowego markujacego pelna minute
(godzine), czyli wprowadza jedynie zmiane numeracji sekund. Od czasu, gdy system ten
wprowadzono (w 1971 r.), zaszla potrzeba dokonania tej operacji juz 8 razy; ostatnio (ósma
sekunda przestepna) nastapilo to przez cofniecie zegaró •.••.o sekunde w nocy z 31 grudnia 1978 r.
na l stycznia 1979 r. Tak wiec ostatnia minuta 1978 r. liczyla nie 60 lecz 61 sekund.
Czas ustalony miedzynarodowymi sygnalami obowiazuje we wszystkich dziedzinach. Jego relacja
do czasu efemeryd interesuje w zasadzie tylko as{ronomów. Sluza temu celowi specjalne
wydawnictwa, w których publikowane sa poprawki sygnalów czasu, ustalane droga obserwacji
astronomicznych.
Tak wiec w przypadku zatrzymania sie zegarów zwykli ludzie r.ie napotkaja szczególnych
trudnosci.

Rozwiazanie zadania F 69

m

Rozpatrzmy ruch czastki o ladunku q w polu wytworzonym przez nieruchomy ladunek Q. Sila, z jaka ladunek Q
dziala na ladunek q jest skierowana wzdluz kierunku laczacego polozcnie obu ladunków (tzw. promienia wodzacego)i wynosi

F= __{!SL.
4nEor2

Wiadomo, zc w polu kulombowskim zachowana jest calkowita energia czastki oraz moment pedu ('liR) - to znaczy,
zc w kazdej chwili czastka ma taka sama energie E i te sama wartoSCmomentu pedu L, co przed rozproszeniem,
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Z zasady zachowania momentu pedu otrzymujemy

gdziev", - predkosc czastki daleko od centrum, b - tzw. parametr zderzenia (patrz rysunek).
Poza tym na rysunku wprowadwno oznaczenia:
Va. - predkosc transwersalna (prostopadle do promienia), v, - predkosc radialna (wzdluz promienia),
O - kat rozproszenia, , - promien wodzacy, (X - droga katowa.
Interesuje nas zwiazek miedzy b i /J. Rozpatrzmy ruch wzdluz osi y.

dv. F F' Qq. d Qq. d W ó' ó . k . I' od
m (lt =o , = sm (l = 41u-;r2 SIR CX, m Vy = 411"60,2 sin IX t. r wnarou tym zar WDa a, )3 . l r za eza czasu.

L = mv",b = m,va. = m,2", = mr2 ~, skad r2 = __ L_-/d) = v",b_ .. Wstawiajac to do poprzedniegodt m(da. t (da./dt)

równania otrzymujemy mdv. = Qq b sin a.da.,lidzie nie wystepuje juz jawna zaleznosc od cmsu. Predkoscv. zmienia sie od wartosci Odo v.'" = v", sin /J,
41l"ovCQ.a kat a. - od Odo n-/J. Znalezienie zateznosciv. od a. daje nam mozliwosc wyznaczenia zwiazku miedzy warunkami poczatkowymi i katem rozproszenia /J:

tJoosin8 n-6

) dv. = 4 Qq b ) sin a.da,
O ""ov", O

2 1

nx (~) -/J-.
P(/J) = '""4 mv~ sin. '2

skad mv", sin /J = 4 Qq b (I +cos /J). Po przeksztalceniu otrzymujemy b = 4 Qq 2 ctg -2/J •
1IEoVOO 1J€omtJ 00

przez rozklad katowy P(/J) rozumiemy procent czastek ze strumienia padajacego, które poleca w kat brylowy <IDprzy okreslonej wartosci kata /J(ze wzgledu na symetrie

osiowa wynik rozpraszania nie zalezy od kata azymutalnego). P(/J) = ~ d:': , lidzie <ID= 2•• sin /Jd/J.N d••

Czynnik 210 jest wynikiem zsumowania po kacie azymutalnym. Aby wyznaczyc :~ dla okreslonello kata /J nalezy obliczyc, ile sposród padajacych czastek a bedzie
mialo parametr zderzenia b w stosunku do jader rozmieszczonych w folii.

Powierzchnia pokrywana przez czastki a o parametrze zderzenia b wynosi 2"bdb . nx, czyli dN(b) = 2nbdb' nx' N, skad d~~) = 2nbnxN
/J

1 dN 1 dN I 1 dN db 1 db (qQ)2Ctg'2 1P(/J) = li -<lD- = li ~2~n-s-i-n-/J-d-O= li -2-n-s-in-/J--db- dO = -2-n-N-S1-'n-O-2"bnxN d8 = nx \;;;-(1-2- --si-n-/J-----/J '
'" 2 sin2 '2

Jest to slynny wzór Rutherforda.
W doswiadczeniu przeprowadzonym przez Geigera i Marsdena (rozpraszanie czastek a na cienkiej folii ze zlota) uzyskano rozklad katowy bardzo dobrze zgadzajacy sie
z tym wzorem i to nawet dla takiej energii czatek a, przy której moga one zblizyc sie do odpychajacego centrum kulombowskiego na odleglosc rzedu lO-U cm.
Dla wiekszej energii (mniejsze odleglosci) dane doswiadczalne przestaja byc zgodne ze wzorem Rutherforda. W opisanym doswiadczeniu rozpraszanie na bardzo lekkich
elektronach nie ma istotnego znaczenia. Wyniki rozpraszania na pozbawionej elektronów pozostalosci atomów zlota prowadzily do wniosku, zc pozostalosc ta oddzialuje
kulombowsko az do odleglosci rzedu 10- 12 cm, a potem wszystko sie psuje. W ten wlasnie sposób zmierzono rozmiary jadra atomowego, a powód owelO psucia na
bardzo malych odlqlosciach nazwano oddzialywaniami silnymi (jadrowymi).
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Mierzenie jest stare jak myslenie

Dr Wojciech WOJTYNSKI

W swojej najprostszej postaci mierzenie polega na ocenianiu jakosciowym przedmiotów lub ich
zbiorów prowadzacych do okreslen typu duzy-maly. lekki-ciezki. wysoki-niski. krótki-dlugi.
W bardziej zaawansowanej formie - kiedy chcemy porównac ("zmierzyc") skonczone podzbiory
jakiegos zbioru o podobnych ("identycznych") elementach. jest liczeniem. Wprowadzamy
kryterium porównawcze: miare zbioru, która jest liczba jego elementów. Znacznie bardziej
zawila staje sie sytuacja dla zbiorów nieskonczonych. Idea wszelkiego pomiaru pozostaje jednak
zawsze taka sama - pomiar polega na porównywaniu "duzych" zbiorów przez ich podzial
na male ("regularne") przystajace czesci.
Jedna z praktycznie najoczywistszych czynnosci zwiazanych z mierzeniem jest pomiar dlugosci
odcinków. Juz starozytni Grecy natrafili tu na znamienna trudnosc - istnienie odcinków
niewspólmiemych - której analiza doprowadzila miedzy innymi do sprecyzowania pojecia
liczby rzeczywistej (znowu mierzenie = liczenie), pojecia granicy ciagu liczbowego itp. Rzeczy
te sa na ogól dobrze znane. a wlasciwe trudnosci zwiazane z mierzeniem jeszcze przed nami.
Zakladajac. ze umiemy mierzyc dlugosci odcinków, postaramy sie rozszerzyc pojecie "miary"
(czyli "dlugosci" odcinka) na wieksza klase podzbiorów prostej rzeczywistej. Zaczniemy od
sprecyzowania podstawowego naszego celu

CO CHCEMY MIERZYC I CO TO ZNACZY MIERZYC?
Jak to zwykle bywa, zamiast odpowiedziec na powyzsze pytania matematyk - po rozwazeniu
pewnej liczby przykladów "wzietych z zycia" odwraca sytuacje - wprowadza pewien schemat
formalny, a nastepnie usiluje nagiac do niego inspirujace go przyklady.
W przypadku mierzenia jego refleksja wyglada tak. Mamy zbiór D (np. prosta liczbowa RJ).

Obiektami, które chcemy mierzyc, sa 'pewne podzbiory zbioru D. Czynnosci mierzenia nie bedzie.
natomiast pewne zbiory beda mialy przyporzadkowane liczby okreslajace ich wielkosc - miare
zbioru. Dopuscimy takze mozliwosc posiadania przez zbiór miary równej + 00. Mówiac inaczej.
na pewnej rodzinie podzbiorów zbioru D okreslona bedzie funkcja p. przyporzadkowujaca
zbiorowi A liczbe p.(A) - jego miare. Wartosci funkcji p. sa wiec liczbamI rzeczywistymi lub
•,nieskonczonoscia".
Jak zauwazylismy juz wczesniej - pomiar polega na "porównywaniu duzych zbiorów przez
podzial na male". W zwiazku z tym, jezeli jakis zbIór A przedstawimy jako sume rozlacznych
podzbiorów Bl> Bz •.•.• Bl oraz jezeli okreslone sa liczby p.(B,). i = 1•... , k. powinnismy miec
p.(A) = p.(BI)+ '" +p.(Bl). Na przyklad w przypadku zbioru skladajacego sie z odcinków
[O. 1], [2. 3] i [4, 5] rozsadne jest. aby jego miara (majaca byc uogólnieniem "dlugosci") byla

równa sumie dlugosci tych odcinków. Tego typu rozwazania prowadza do nastepujacego
postulatu

(O) Jezeli A = BI V ... v Bt oraz B, () BJ = 0 dla i#; j to

k

p.(A) = L p.(B,).;=1

zwanego warunkiem addytywnosci funkcji p.. Oczywiscie zakladamy tu. ze A. Bl> Bz, ...• Bt
naleza do rodziny podzbiorów, na których okreslona jest miara p..
Jak juz powiedzielismy, p. ma byc funkcja. Co jest wiec jej dziedzina? Jest to najbardziej delikatna
czesc sprawy. Patrzac na warunek (O) latwo sie domyslic. ze rodzina:1: podzbiorów. na których
okreslona jest p. ("rodzina zbiorów mierzalnych"). powinna miec wlasnosc:
(1) Jezeli B, E:1:. i = 1.2 •...• k oraz A = BI V ... v Bt. to takze A E:1:.
Okazuje sie. ze dla uzyskania rozsadnej i interesujacej teorii trzeba narzucic na :1:nastepujace
naturalne warunki

(2) D oraz 0 (zbiór pusty) naleza do :1:.
(3) Jezeli A E :1:oraz A v B = D, A () B = 0. to B E :1:.
Z warunków (1). (2), (3) wynika. ze
Jezeli C, E:1: (i = 1.2 •...• k) oraz D = CI () Cz ..• () Ct• to takze D E:1:.
Rodzine podzbiorów ustalonego zbioru D spelniajaca warunki (1). (2). (3) nazywamy cialem

zbiorów. Schemat formalny. o którym mówilismy, polega wiec na
1) wyróznieniu ciala podzbiorów :1:zbioru D•.
2) okresleniu na :1:funkcji p. przyjmujacej wartosci w zbiorze [O. + 00] i spelniajacej warunek (O).

CZY ISTNIEJA MIARY?
Mamy juz wiec poglad na to. co chcemy rozumiec przez miare i mierzenie. ale to nie znaczy.
ze umiemy jakas miare podac. O nie. przepraszam. jeden przyklad jest: niech cialo zbiorów
sklada sie tylko z 0 i D. oraz p.(0) = O. p.(D) = a. gdzie a jest pewna liczba dodatnia.
dowolnie obrana. Nietrudno znalezc i drugi, mniej banalny przyklad miary: :1:sklada sie ze
wszystkich podzbiorów skonczonych ustalonego zbioru D. oraz z ich uzupelnien. natomiast
miare zbioru okreslamy jako liczbe jego elementów (przyjmujac. rzecz jasna. + 00 dla
zbiorów nieskonczonych).
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Zamiast podawac coraz to iJme przyklady takiego typu. przejdzmy jednak do postawionego na
poczatku zagadnienia. które obecnie mozemy juz precyzyjnie sformulowac:

Czy istnieje cialo podzbiorów E prostej R 1 zawierajace wszystkie odcinki oraz miara p okreslona
na E. która dla odcinków przyjmuje wartosc równa ich dlugosci?
Ciala podzbiorów o wymienionej wlasnosci latwo podac (np. cialo wszystkich podzbiorów
prostej). aby jednak poradzic sobie z druga czescia zadania, przezornosc nakazuje wybrac

mozliwie najmniejsze takie cialo (zeby nie miec z~yt duzych klopotów z istnieniem funkcji p).
Takie cialo beda tworzyly wszystkie podzbiory R; jakie mozemy uzyskac za pomoca stosowania
skonczonej liczby dzialan dodawania i tworzenia czesci wspÓinej poczynajac od zbioru odcinków.

Nie podamy tu dowodu istnienia miary o powyzszych wlasnosciach. Miara taka (zwana miara
Peano-Jordana) istnieje i jest jednoznacznie wyznaczona na opisanym najmniejszym ciele
zawierajacym odcinki. Zasygnalizujemy jedynie kilka trudnosci powstajacych przy tej
konstrukcji.

MIERZYMY ZBIORY: OD ZEWNATRZ CZY OD WEWNATRZ?
Podzielilismy zadanie okreslenia miary na dwie czesci: okreslenie ciala zbiorów i konstrukcji
samej miary. Jest to droga naturalna. ale zwykle nie najprostsza. Okazuje sie. ze lepiej jest
okreslic na rodzinie wszystkich podzbiorów zbioru E dwie funkcje stanowiace razem pewne
"przyblizenie" miary - pierwsza z nich mierzy zbiory "od zewnatrz" i nazywa sie miara
zewnetrzna. druga mierzy zbiory "od wewnatrz" i wobec tego nazywa sie miara wewnetrzna.
Okazuje sie. ze zbiory, dla których miara wewnetrzna i zewnetrzna sa równe, tworza cialo i na
nim obie funkcje sa addytywne. wyznaczajac miare. Zatem sama metoda konstrukcji miary
w}'znacza tu jej dziedzine - cialo zbiorów. Zilustrujemy to na kilku przykladach:
Przyklad 1. Niech A bedzie zbiorem bedacym suma odcinków

IM .....---... I

O.1~ ~ ~
168 4 2 [2120' 22~_1]. n=I.2.3 •...

(rysunek)

Chcac zmierzyc zbiór A od wewnatrz. bedziemy sie starali znalezc skonczona rodzine rozlacznych
przedzialów zawartych w A o mozliwie duzej sumie dlugosci. Mierzac zbiór A od zewnatrz
bedziemy starali sie zawrzec zbiór A w zbiorze bedacym suma (niekoniecznie skonczona) odcinków
o jak najnmiejszej sumie dlugosci.

Bardziej precyzyjnie: w celu okreslenia miary zewnetrznej dowolnego zbioru B rozpatrzmy
rodzine P zbiorów zawierajacych B jako podzbiór i bedacych skonczonymi sumami przedzialów
posiadajacych co najwyzej wspólne konce. Dla zbioru C e P niech jego miara bedzie okreslona
jako suma dlugosci tworzacych go przedzialów.
Okreslmy teraz miare zewnetrzna pz(B) zbioru B jako kres dolny miar zbiorów rodziny P.
Miare wewnetrzna Pw(B) zbioru B wygodnie bedzie teraz okreslic wzorem

Pw(B) = Pz(C)-/~z(C"B). gdzie C jest dowolnym zbiorem rodziny P (trzeba w tym celu
wykazac. ze Pw(B) nie zalezy od wyboru C).

WrÓCmy do przykladu l. Dla znalezienia miary zewnetrznej opisanego tam zbioru A mozemy
pokrywac A kolejno zbiorami Ck postaci

Ck = [~. ~] vL~. ~lv ... v L:k' '22~-1]v [o. 22~+1l

1 1
. 4+ 2U+1

1-(~r
l1-­
4

. 1
pz(A) = hm P(Ck) = -.

k-+oo 3

l l l l l
Wtedy P(Ck) = 4 + 16+ 64 + ... + 2u + 2U+1=

i jak latwo wykazac

Podobnie obliczymy miare wewnetrzna. Mamy

. [ l ] Pw(A) = pz ([o 1l) ([gdZie 0'2 "'A=[~.~]v[_l ._1 lu 1 1 " -p. O, ~]"A),16 32 L28 '64] v ...

Rozwiazanie zadania M 101
Narysujmy dowolny trójkat na plaszczyznie
j oznaczmy jego wierzcholki przez Alt A2,

Ao ••• Wewnatrz tego trójkata
obierzmy punkty A3 ••••• AoHtak. aby
wielokat A2• A3 ••••• AO.3 byl wypukly .
Szukanym wielokatem jest Ato •..• Ao •••
Istotnie. przekatne AlA I. gdzie 2 < i < n + 2
leza wewnatrz niego. a wszystkie pozostale
sa przekatnymi wypuklego wielokata
A2' .•.• AO.3 i wobce tego leza na zewnatrz
wietokl\ta A ••...• A'HJ.

*

... + 22~+1)+ 22~+2=

A1

,
\
\
\

\
\\

\
\ \
\

\\
As \

"",~ An+2 \,

'Ar;+3

Otrzymamy wiec (analogicznie jak dla zbioru A)

pz ([o.~]"'A) = Iim (~+ _1 + _1_ +2 n•..•oo 8 32 128

= Iim ~ (1+~+_1_+ ...) = ~ lim (1+~+-~+ ...) = ~. ~ = ~n-+oo 8 4 16 8 n-+oo 4 16 8 3 6

l l l
i wobec tego Pw(A) = - - - = -. Widzimy zatem, ze miara wewnetrzna zbioru A jest równa

2 6 3
jego mierze zewnetrznej. Nie zawsze jednak tak jest. Oto

8



PrzyJJ'ad 2. Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych z odcinka [O. 1]. Jak wiadomo.
liczby wymierne leza gesto na osi liczbowej - to znaczy pomiedzy dwiema liczbami rzeczywistymi
znajduje sie liczba wymierna (a nawet nieskonczenie wiele). Równiez liczby niewymierne leza
gesto na osi liczbowej (tak leza np. liczby n+w. gdzie w przebiega zbiór wszystkich liczb

wymiernych). Wobec tego. chcac pokryc zbiór A skonczona liczba odcinków. musimy
zarazem pokryc tymi odcinkami przedzial [O.1].To samo dotyczy zbioru [0.1]"-.A. Zatem
p.(A) = 1.zas p••(A) = 1-1'.([0.1]"-.A) = 1-1 = O.•
UWMH KONCOWE

Podana definicja miary wewnetrznej i zewnetrznej okresla je dla dowolnych (a nie tylko
pewnych) podzbiorów prostej. Cena. jaka placimy za to rozszerzenie. sa 'slabsze (niz dla miar)
wlasnosci addytywnosci miary wewnetrznej i zewnetrznej. Nietrudno sprawdzic, ze jezeli
A = B1 u ...U Bt. to p.(A) ~ p.(B1)+ ... +p.(Bt). ale nie mozemY twierdzic, ze zawsze
zachodzi równosc. nawet gdy zbiory Bh ...• Bt sa rozlaczne.
Jak juz stwierdzilismY. mozna udowodnic. ze rodzina zbiorów. na których miara wewnetrzna
i zewnetrzna maja te sama wartoSC. jest cialem. a wspólna wartosc miar wewnetrznej i
zewnetrznej definiuje na tej rodzinie miare. Rodzina ta zawiera wszystkie przedzialy (odcinki)
prostej. Z przykladu 1 wynika. ze rodzina ta jest bogatsza od najmniejszego ciala zbiorów

zawierajacego przedzialy. Istotnie. zbioru A z przykladu 1 ani R1 "'-.A nie mozna otrzymac przez
skonczona ilosc operacji dodawania, mnozenia i uzupelniania przedzialów. Przyklad 2 pokazuje
tez. ze istnieja stosunkowo proste zbiory nie nalezace do tej rodziny.
Okazuje sie. ze tak skonstruowana teoria miary jest dla celów praktycznych nie wystarczajaca .
••CzujemY" bowiem. ze zbiór liczb wymiernych na odcinku [O, 1] powinien byc mierzalny i miec
miare O. Tymczasem przyklad 2 pokazuje. ze miara wewnetrzna jego jest równa O. a zewnetrzna 1.
Odpowiednie wzmocnienie teorii uzyskujemy przez zastapienie warunku skonczonosci rodzin

przedzialów pokrywajacych dany zbiór warunkiem ich przeliczalnosci. Zatem zamiast (O)

piszemY warunek

00 00

(O') Jezeli A = U B. oraz Bl ('\ BJ/;j 0, to p(A) = :L: p(B.) = p(B1)+p(B2)+p(B3)+ ...n=l n=l

Zmieniamy ponadto w oczywisty sposób warunek (I).
Nie bedziemy tu szczególowo dyskutowac zagadnienia obliczania sum nieskonczonych
al +a2+a3+ ...• skorzystamy tylko ze wzoru na sume nieskonczonego ciagu geometrycznego

2 3 al .. l' I I 1al+alq+alq +alq + ... = --t Jezel q < .l-q
WykazemY mianowicie. ze przy nowym (przeliczalni e addytywnym. jak sie mówi) rozumieniu

miary i miar wewnetrznej i zewnetrznej zbiór A liczb wymiernych z przedzialu [O. 1] jest
mierzalny i jego miara jest równa zero.
Obliczmy miare zewnetrzna zbioru A. Obierzmy w tym celu dowolna liczbe dodatnia e. Dla

m
liczby wymiernej t e [O. 1] danej przez ulamek nieskracalny - niech K, bedzie przedzialemn

(r- _e_. r+_e_). Suma takich przedzialów pokrywa zbiór A.2m• 2m•

00 2e 001

Zatem p.(A) ~ :L: --.;;;- = 2e :L: -...-.
m,n=l 2 m,u 2

00 1
Sume nieskonczona S = L -- mozemy latwo obliczyc:

m,n=l 2m••

m= 1

m=3

1 1 1 1
-+-+-+- + ...
2 4 8 16
1 1 1 1

4+8+ 16+32 + ...
1 1 1 1

8+16+ 32 +64 + ...

= 1

1
2

1=-
4

1 1 1
razem S = 1+-+-+--+ ... = 2

248

(choc nie przedyskutowalismy w sposób nalezyty kwestii mozliwosci dowolnego przestawiania
wyrazów naszego szeregu nieskonczonego). Widzimy. ze dla kazdego e> O mamY
p.(A) ~ 2' 2e = 4e. a to znaczy. ze p.(A) = O. Poniewaz zas miara wewnetrzna zbioru nie
przewyzsza jego miary zewnetrznej (i jest nieujemna). wiec i p ••(A) = O, co wlasnie znaczy, ze
zbiór liczb wymiernych z przedzialu [O. 1] jest mierzalny i ma miare O.
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Pomiar krzywizny przestrzeni

Mgr Bozena MUCHOTRZEB

dewiacjo geodezyjnych

11.IV.

Na wierzcholkach trzech niemieckich szczytów: Brocken, Hohenhagen i Jnselberg, odleglych
od siebie o kilkadziesiat kilometrów, ustawiono przyrzady geodezyjne, zmierzono trzy katy tak
utworzonego trójkata i dodano je. Po uwzglednieniu bledów pomiaru otrzymano wartosc 180Q,

W taki to sposób w latach 1821-23 wielki matematyk Karol Fryderyk Gauss doswiadczalnie
wyznaczal geometrie przestrzeni. Juz wtedy uwazal, ze matematyka poslugujac sie ogólnymi
prawami geometrii moze proponowac wiele róznych rozwiazan, a to, jaki wariant jest
realizowany w danym miejscu w przestrzeni, zalezy od lokalnych warunków fizycznych. Ogólna
teoria wzglednosci sformulowana przez Alberta Einsteina zastapila intuicje Gaussa precyzyjnym
rozumowaniem. Koniecznym okazalo sie wprowadzenie pojecia czasoprzestrzeni, a równania
Einsteina okreslily zwiazek geometrii czasoprzestrzeni z wypelniajaca te czasoprzestrzen
materia. Tor czastki swobodnej, to znaczy nie podlegajacej dzialaniu innych sil oprócz pola
grawitacyjnego, wprowadzono jako wzorzec linii prostej, nazywanej tez linia geodezyjna.
W czasoprzestrzeni calkowicie pustej tak wprowadzona geometria odpowiada geom~trii
euklidesowej. Wniosek taki podpowiada nam mechanika Newtona: jesli jako przyklad wezmiemy
dwie czastki, poruszajace sie w pewnym momencie równolegle z jednakowymi predkosciami,
to w pustej przestrzeni beda sie poruszac ruchem jednostajnym, zawsze równolegle i w tej samej
odleglosci od siebie Oesli zaniedbac ich wzajemne oddzialywanie). Rozpoznajemy natychmiast
w tym modelu dwie proste równolegle nigdzie nie przecinajace sie, znane z geometni
euklidesowej.
Spróbujmy jednak wypelnic czasoprzestrzen czesciowo materia. Wtedy nasze dwie czastki,
poruszajace sie poczatkowo, w duzej odleglosci od obszaru zajetego przez matene, równolegle
do siebie, przy przechodzeniu przez rejon silnego niejednorodnego pola grawitacyjnego moga
zaczac sie wzajemnie oddalac lub zblizac. Poslugujac sie intuicja z mechaniki newtonowskiej
mozemy powiedziec, ze czastka przechodzaca powiedzmy blizej jakiejs duzej masy zostanie
silniej przyciagana, tory obu czastek zakrzywia sie w róznym stopniu - a wiec rozbiegna.
Poniewaz jednak w ramach teorii Einsteina tory ich nadal traktujemy jako geodezyjne
w czasoprzestrzeni, wiec efekt interpretujemy zakrzywieniem samej czasoprzestrzeni, a geometria
staje sie nieeuklidesowa.
Wiemy juz wiec, jak mierzyc krzywizne czasoprzestrzeni: wystarczy miec dwie czastki poruszajace
sie poczatkowo dosc blisko siebie i równolegle, z podobnymi predkosciami, i patrzec, co sie
z nimi dzieje. Wielkosc, która charakteryzuje tendencje takich czastek do oddalania sie od siebie
lub zblizania czyli dewiacje geodezyjnych, nazywamy krzywizna (tensorsm krzywizny)
czasoprzestrzeni. Aby ja okreslic, nie wystarcza jedna liczba, gdyz zachowanie dwóch czastek
w poblizu danego punktu czasoprzestrzeni zwykle bedzie zalezalo od ich wzajemnego polozenia,
gdyz pole grawitacyjne nie musi byc jednorodne. W najbardziej ogólnym przypadku konieczny
jest uklad az 20 liczb. Wyznaczyc krzywizne czasoprzestrzeni jest wicte w zasadzie bardzo latwo,
gdyz nawet spadanie rzuconego w góre kamienia jest jej efektem, ale typowe zjawiska spotykane
na Ziemi mozna wyjasnic na gruncie teorii grawitacji Newtona, bez odwolywania sie do
einsteinowskiej interpretacji geometrycznej, poniewaz sa to zjawiska dotyczace slabych' pól
i malych predkosci. Dopiero dla silnych pól i predkosci porównywalnych z predkosciami swiatla
wynik pomiaru krzywizny czasoprzestrzeni moze byc naprawde interesujacy, glównie ze wzgledu
na mozliwosc testowania ogólnej teorii wzglednosci. Dlatego wykorzystywano w tym celu tory
fotonów (predkosc swiatla!) przechodzacych mozliwie blisko tarczy slonecznej (wystarczajaco
silne pole grawitacyjne). Porównanie obserwowanej odleglosci katowej na niebie zródla fotonów
i zródla wzorcowego w przypadku bliskosci Slonca oraz w przypadku znacznego oddalenia
pozwala obserwowac i mierzyc zjawisko dewiacji geodezyjnych.
Ugiecie promienia swietlnego przy przejsciu w poblizu tarczy slonecznej mozna w zasadzie
przewidziec i w ramach teorii newtonowskiej, jesli traktowac foton jako czastke materialna

o predkosci c i energii -} mcl (m jest dowolna masa, wielkosc ugiecia od niej nie zalezy). Wzór,

wyprowadzony juz w 1801 roku przez niemieckiego uczonego. J. Soldnera, podaje wartosc

.• 2MG d' R .. Sl' M Sl" G l ...uf{J = ---, g ZJe - pronuen onca, - masa onca I - sta a grawItacJI.
Rcl

Takie traktowanie fotonu jest jednak bledne i dlatego wynik przewidywany przez ogólna teorie
wzglednosci rózni sie o czynnik 2:

4MG
af{J=-- .Rcl

Czy jednak teoria wzglednosci ma racje, to powinno wyniknac z obserwacji.
Najdokladniejszym z dotychczas wykonanych testów jest pomiar ugiecia mikrofal radiowych
przechodzacych w poblizu tarczy Slonca, wykonany przez E. B. Fomalonta i R. A. Sramka
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w obserwatorium w Green Bank (West Virginia, USA). Jako zródla mikrofal wykorzystano trzy
radiozródla (oznaczone symbolami 0116+08, 0119+ 11 i 0111 +02, okreslajacymi ich polozenie
na niebie), które leza prawie dokladnie na jednej prostej, a srodkowe wiosna kazdego roku jest
zacmiewane przez Slonce. Eksperyment wymagal niezwykle duzej dokladnosci, poniewaz

przewidywana wartosc odchylenia jest równa zaledwie 1",749. Pomiar polozenia radiozródel byl
dokonywany za pomoca interferometru o bazie 35 km. Dwa skrajne radiozródla sluzyly jako
punkt odniesienia oraz, dzieki dokonywaniu wylacznie pomiarów wzglednych, pozwalaly usunac
zaklócenia zwiazane z dzialaniem urzadzen elektronicznych, ruchami atmosfery ziemskiej oraz
nieregularnosciami ruchu obrotowego Ziemi. Duze trudnosci sprawilo usuniecie wplywu korony
<;lonecznej na wielkosc ugiecia mikrofal. W tym celu prowadzono obserwacje jednoczesnie na
dwóch czestotliwosciach: 2695 MHz i 8085 MHz, poniewaz wielkosc ugiecia pod wplywem
korony zalezy od dlugosci fali, i to pozwalalo na wprowadzenie odpowiedniej poprawki, równej
0",1 dla 2695 MHz. Zmieniajace sie niejednorodnosci (oscylacje) korony usuwano przez
usrednianie wyników w czasie, dzieki obserwowaniu kazdego radiozródla przez 6 min. Pomiary
wykonano w ciagu dwóch kolejnych wiosen: 1974 i ,1975 roku. Wynik byl niezwykle dokladny

t:..rp = 1",761 ±0",0l6.

Zgodny z przewidywaniami ogólnej teorii wzglednosci, stanowi jej potwierdzenie, a jednoczesnie
bardzo silne ograniczenie na inne, konkurencyjne teorie grawitacji, proponowane po Einsteinie.

Przyjrzyjmy sie powierzchni

Plaszczyzna styczna i prosta normalna
do powierzchni

Punkt, w którym krzywizna Gaussa
powierzchni jest dodatnia nazywa si~
eliptyczny, je'li jest ona ujemna­
hiperboliczny, a gdy równa O- paraboliczny.

Punty eliptyczne, paraboliczne i hiperboliczne
na powierzchni w ksztalcie dzwonue

ale lokalnie. Oznacza to, ze interesowac nas beda obserwacje dotyczace tylko "najblizszej
okolicy", czyli otoczenia wybranych (zreszta dowolnie) punktów. Wezmy wiec pod uwage kilka
róznych powierzchni - np. powierzchnie szklanki, stolu, szkielka od zegarka, kartki papieru,
kapelusza czy beretu, globusa, albo jakiejs do niczego niepodobnej bryly ugniecionej
z plasteliny. Poczynic nalezy tylko jedno ograniczenie - interesowac nas beda wylacznie
powierzchnie bez kantów i rogów (mozemy tam, gdzie sa kanty i rogi, obserwowac te czesc
powierzchni, która ich nie zawiera).

Latwo ustalic, co to jest plaszczyzna styczna w obserwowanym punkcie - wystarczy przylozyc
plaska blaszke dotykajaca powierzchni w tym punkcie, lub wyobrazic sobie, ze ja
przylozylismy tam, gdzie jest to trudne do zrobienia lub niemozliwe (np. "w dolku"). Prosta
prostopadla do plaszczyzny stycznej i przechodzaca przez punkt stycznosci nazywana jest
normalna do powierzchni. Ustalmy tez (dowolnie, ale jakos), po której stronie plaszczyzny
stycznej bedzie "dodatnia" a po której "ujemna" strona powierzchni. W tym miejscu potrzebna
jest owa lokalnosc - na wstedze Mi:ibiusa ustalic sie tego dla calej powierzchni nie da, ale
lokalnie mozna zawsze. Wyposazeni w powyzsze ustalenia teoretyczne przystepujemy do badan.
Przetnijmy (w wyobrazni chOCby) powierzchnie wszystkimi plaszczyznami zawierajacymi prosta
normalna i zajmijmy sie krzywiznami otrzymanych w przecieciu krzywych. A co to jest
krzywizna? - odwrotnosc promienia okregu najlepiej'pasujacego do krzywej w obserwowanym
punkcie wzieta z takim znakiem, jaki ma ta strona krzywej, po której lezy srodek tego okregu.
Co sie okaze (albo co sie juz okazalo)? Otóz jesli nie wszystkie krzywizny sa równe, to krzywe
majace najwieksza i najmniejsza krzywizne leza w plaszczyznach prostopadlych. Odpowiedz na
pytanie, dlaczego tak jest, nie jest latwa do uzyskania, ale warto spróbowac.
Jezeli pomnozymy najwieksza i najmniejsza z otrzymanych krzywizn, otrzymamy liczbe zwana
krzywizna Gaussa. Mozna spróbowac sprawdzic doswiadczalnie, ze dla danego punktu jest ona
niezalezna od wyginania powierzchni (beret, kartka papieru), o ile tylko owej powierzchni nie
rozciagamy (ale w podanych przykladach raczej to nie grozi). Udowodnil to Gauss i mozna

o tym przeczytac w podrecznikach geometrii rózniczkowej powierzchni - dowód jest bardzo
Tudny.

Ale nie trzeba tego dowodu znac, zeby korzystac z twierdzenia. Mozemy latwo wykazac na
jego podstawie, ze

- kazda mapa zmienia odleglosci nieproporcjonalnie (bo krzywizna sfery o promieniu Rl
wynosi -, a kartki papieru O - musialo sie cos rozciagnac),R2

- rynne czy rurke z cienkiej blachy mozna zgiac. tylko lamiac blache (bo gdyby nie, to trzeba
by ja rozciagnac, a na to jestesmy za slabi).
Mozna tez wykonac demonstracje: cienka kartke z zeszytu zwijamy w rurke (mozna nawet

nie sklejac), stawiamy pionowo na stole, a na wierzchu ustawiamy odwaznik 1/2 kg. Dopóki
kartka sie nie rozwinie, bedzie utrzymywala ten ciezar. Czemu? bo krzywizna kartki i przed
zwinieciem i po jest O, aby sie wiec mogla ugiac, nalezaloby rozciagnac papier, a-na to 1/2 kg
nie wystarczy.

dr Marek KORDOS

II



o odleglosciach

astronomicznych

Rozwiazanie zadania M 103
Niech p. Q, R beda punktami lezacymi
odpowiednio na odcinkach CA, CB i CD

w odleglosci ~ od punktu C. Mozna4

sprawdzic, ze jezeli "litery T" AB U CD
iA'B' U C'D' sa rozlaczncy to równiez

odpowiadajace im trójkaty PQR i P'Q'R'

sa rozlaczne. Trójkat PQR ma pole *
iw obszarze ograniczonym mozna zmiescic
tylko skonczenie wiele trójkatów z nim
izometrycznych i rozlacznych. Stad wynika,
ze w tym obszarze mozna pomiescic tylko
skonczona liczbe rozlacznych "liter T".
Widzimy tez, ze liczba ta nie przekracza J 6 x

pole danego obszaru, ale to oszacowanie jest
bardzo "grube".

Latwo jest wyobrazic sobie, jak mierzymy odleglosci do gwiazd. Podstawowa metoda
wymaczania tych odleglosci, na kt6rej oparte sa wszystkie inne metody, jest pomiar paralaksy
trygonometrycmej. Paralaksa gwiazdy jest to kat, pod kt6rym widziany jest z gwiazdy sredni
promien orbity Ziemi (przy zalozeniu, ze promien ten jest prostopadly do linii widzenia).
Kat ten mierzymy w taki spos6b, ze wymaczamy zmiane polozenia gwiazdy w ciagu p6l roku
na tle obiekt6w, o kt6rych wiemy, ze znajduja sie niepor6wnywalnie dalej (uznajemy, ze
w nieskonczonosci). Jest to kat tak maly, ze metoda ta pozwala na pomiar odleglosci tylko
kilku tysiecy najblizszych gwiazd. Odleglosci duzo wieksze, do bliskich i dalekich galaktyk
i kwazar6w, wyznaczane sa zupelnie innymi, przyblizonymi metodami. Ich dokladnosc ma
decydujace znaczenie dla konstruowania i weryfikowania modeli kosmologicmych.
Operowanie metrami czy parsekami przy tak ogromnych odleglosciach nie jest wygodne.
Odleglosc do najblizszej gromady gwiazd - Hiad - wynosi 44 pc, odleglosc do ogromnej
galaktyki M101 - 7,2 Mpc, do najdalszych obserwowanych obiekt6w - niemal 3 Gpc.
Wprowadzmy wiec wygodniejsza wielkosc oparta na pojeciu wielkosci gwiazdowej.
Przypominamy, ze absolutna wielkosc gwiazdowa M jest to jasnosc gwiazdy m sprowadzonej
do standardowej odleglosci 10 pc. M = m+5-510g r.
Modulem odleglosci nazywamy wielkosc m- M( = 5 log r- 5). Jego sens fizycmy jest

nastepujacy: o tyle wielkosci gwiazdowych bedzie jasniejszy obiekt, jesli ustawimy go w odleglosci
10 pc. Modul odleglosci do Slonca wynosi -31,57, natomiast do gromady galaktyk Virgo +31,7.
Wyobrazmy sobie, ze wiemy, jaka jest wielkosc absolutna danej gwiazdy. Niech to bedzie bialy
karzel w Hiadach. Wszystkie jego parametry przemawiaja za tym, ze jego wielkosc absolutna

powinna byc M = + 11m,00. Natomiast wielkosc widoma uzyskana z obserwacji wynosi
m = + 14m,23. Stad modul odleglosci do tej gwiazdy +3,23.

Spr6bujmy wymaczyc teraz modul odleglosci do dalekiej gromady galaktyk w gwiazdozbiorze
Panny (pamietajac o tym, ze tonacy chwyta sie brzytwy).
Najwygodniejsza miarka pozwalajaca na wyznaczanie odleglosci galaktyk jest zalemosc miedzy
okresem a jasnoscia dla cefeid. Cefeidy - bardzo jasne gwiazdy zmienne (M~ - 2m..;-.- sm)
maja te wlasnosc, ze istnieje prosta. zalemosc miedzy okresem zmian i absolutna wielkoscia
gwiazdowa. Wymaczajac okres i srednia jasnosc widoma otrzymujemy modul odleglosci.
Gromada w Pannie jest jednak tak daleko, ze nie obserwujemy w niej cefeid. Poniewaz najslabsze
rejestrowane gwiazdy maja jasnosc m = +21m, wiec m-M> 26.
Najjasniejsze czerwone nadolbrzymy - jedne z najjasniejszych gwiazd w galaktykach - sa
r6wniez dobrymi wskaznikami odleglosci. Maja one absolutna wielkosc M ~ - sm. Takich
czerwonych gigant6w r6wniez w gromadzie Panny nie znaleziono, wiec m-M> 29.
Najjasniejsze niebieskie gwiazdy zmienne maja absolutna jasnoSC do M - - 10m, wiec gdybysmy
zaobserwowali takie gwiazdy w kt6rejs z galaktyk, to moma by wyciagnac wniosek, ze modul
odleglosci jest mniejszy niz 32. Niebieskie zmienne nadolbrzymy nie wystepuja jednak we
wszystkich galaktykach, wiec z faktu, ze nie widzimy ich w Pannie, nie mozemy wyciagnac
zadnego wniosku.

W óg61e najjasniejszymi gwiazdami, jakie istnieja w przyrodzie, sa z6lte nadolbrzymy typu F.
Najjasniejsze z najjasniejszych maja wielkosc M ~ -11m ,O. W jednej z galaktyk wchodzacych
w sklad gromady w Pannie zaobserwowano takie gwiazdy. Najjasniejsza z nich ma jasnosc
m = 2om,S. A wiec jest to pierwsza ocena modulu odleglosci. Wynosi on 31,7 z dosc duzym
bledem 0,5. Kolejna metoda wymacza~ia duzych odleglosci sa pomiary jasnosci gwiazd nowych
i supernowych w maksimum blasku. Badana gromada jest tak daleko, ze wybuch6w nowych nie
obserwujemy, natomiast wybuchy supernowych obserwowano w ciagu ostatnich 60 lat
osmiokrotnie. Najjasniejsze z supernowych osiagaja w maksimum blasku wielkosc M = -2om,S
(czyli tyle, co cala galaktyka). Znajac wlasnosci supernowych z blizszych galaktyk i rejestrujac
jasnosc supernowych w Pannie na poziomie m = + 12m..;-.+ 14m, mozemy wyznaczyc modul
odleglosci do gromady na m-M = 32,2±0,6, co nie jest sprzecme z poprzednim wynikiem.
Badajac bliskie galaktyki mozemy analizowac r6wniez inne zaleznosci, np. zaleznosc jasnosci
i promieni oblok6w ~onizowanego wodoru od widm oswietlajacych je gwiazd.
Z obserwacji jednego takiego obloku, kt6ry udalo sie odnalezc w gromadzie Panny, otrzymujemy
m-M = 31,9±O,3.

Galaktyki wchodzace w sklad gromady 7.awieraja duza liczbe kulistych gromad gwiazd.
Przebieg zaleznosci jasnosci gromad kulistych od czestosci ich wystepowania skalibrowany na
bliskich obiektach daje modul odleglosci 31,65 ±0,5.
Wyciagajac srednia z wszystkich tych i jeszcze kilku innych rezultat6w wazona ich dokladnoscia
otrzymujemy ostatecznie modul odleglosci do gromady galaktyk w Pannie:
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m-M = 3l,7±O,OS czyli r = 21,9±0,9 Mpc.

Srednia predkosc radialna ukladu 102 galaktyk wchodzacych w sklad tej gromady wynosi
VR = 1100 km/s z predkosciami wzglednymi srednio bVR = 6S km/s.
A wiec z powyzszych danych mozemy wymaczyc stala Hubble'a

VR
Ho = - = (50,3 ±4,2)kms-t Mpc-l.

r

12



Laboratorium
w domu

Mgr Janusz GASINSKI

przy pomiarach natezcn zródla swiatla

poslugujemy sie metoda porównawcza.

Najprostszym przyrzadem jest fotometr

Bunsena, w postaci kartki z tlusta plamka.

Przy równym oswietleniu plamka znika.

Wynik tablicowy: S = 1,99 ,cal .•cm ·mlD

R

sror'lce

W kazdej minucie Slonce traci wskutek

promieniowania okolo 255 mln ton masy.

Pomiar, który mozna
(a nawet nalezy)
wykonac
z zamknietymi oczamI

Gromada W Pannie jest jednym z najdalszych ukladów, których odleglosc wyznaczono kilkoma

niezaleZ11ymi metodami. Odleglosci bardziej oddalonych obiektów mozemy wyznaczac jedynie
po dokonaniu karkolomnych zalozen, np. ze w~stkie galaktyki spiralne maja te sama srednice,
lub ze wszystkie galaktyki maja te sama jasnosc!
Natomiast korzystajac :zprawa Hubble'a mozemy wyznaczac odleglosci jeszcze dalszych obiektów
(wszystkich jasnych na tyle, ze mozemy zmierzyc przesuniecie linii widmowych ku czerwieni)
az do momentu, kiedy krzywizna przestrzeni spowoduje, ze prawo to nie bedzie juz liniowe.
Wtedy musimy zdecydowac sie na okreslona geometrie Wszechswiata, aby dalej stosowac prawo
Hubble'a dostosowane do geometrii nieeuklidesowej.

Tym razem za obiekt pomiarów wybierzemy Slonce. Postaramy sie wyznaczyc ilosc energii
emitowanej w przestrzen oraz temperature powierzchniowa Slonca. Nasz cel bedziemy starali
sie osiagnac naj prostszymi metodami, stad koniecznosc dokonania podczas pracy rozmaitych
uproszczen, co w efekcie obwaruje wynik pewnymi zastrzezeniami.
Czesc pomiarowa sprowadza sie do wyznaczenia stalej slonecznej, czyli ilosci energii, jaka
otrzYmuje jednostka powierzchni (prostopadla do padajacych promieni) w sredniej odleglosci
Ziemi od Slonca, poza atmosfera, w jednostce czasu.
Pomiar polega na porównaniu promieniowania Slonca z promieniowaniem zarówki (np.
200-watowej) o bance ze szkla przezroczystego.
Jako fotometru uzyj zamknietych oczu. W sloneczny dzien zapal zarówke, odczekaj az sie
nagrzeje, a nastepnie zamknij oczy i zbliz do niej twarz (nie oparz nosa). Twoje oczy dostrzega
czerwien, oraz odczujesz cieplo (promieniowanie podc'lerwone). Nie otwierajac oczu obróc tVlarz
do Slonca, doznasz podobnych wrazen. Postaraj sie teraz umiescic twarz w takiej odleglosci
od zarówki, by odcien czerwonego swiatla, widziany przez powieki, byl taki sam, jak
w przypadku "patrzenia" na Slonce. Zgodnosc odcieni bedzie oznaczala równosc natezenia
promieniowania Slonca i zarówki. Równosc ta dotyczy oczywiscie zakresu swiatla widzialnego

i czesciowo podczerwieni przy dodatkowym zalozeniu, ze widmo swiatla zarówki jest zblizone
do slonecznego i ze rozklad tego promieniowania jest, podobnie jak w przypadku Slonca,
równomierny we wszystkich kierunkach.
Pomiar odleglosci powiek od zarówki (d), przy której stwierdzisz :zgodnosc natezen
promieniowania, konczy czesc doswiadczalna.

Przystepujemy do obliczen

a) Stala sloneczna (S)
Znajac moc zarówki (P) i wyznaczona odleglosc (d) mozesz obliczyc ilosc energii (E)

wydzielona przez zarówke na jednostke czasu (t) i powierzchni (u) ~ poblizu powiek t~u = ~,.
Wielkosc ta, po uwzglednieniu podanych powyzej zastrzezen, bedzie poszukiwana stala

sloneczna (S) = ~, ['::]. Wynik porównaj z danymi tablicowymi. Najczesciej jest on
. cal 4,18J W

podany w cal' cm-2• mlD-l. 1 ---- = ----- = 696,67-.
cm2 • min lO-4m2• 60s m2

Uwaga: bardziej poprawny wyt1ik otrzymasz po uwzglednieniu faktu, ze okolo 23%
strumienia energii jest pochlaniane przez ziemska atmosfere i nie dociera do powierzchni Ziemi.
b) Energia
Znajac stala sloneczna w prosty sposób obliczysz ilosC energii wypromieniowywanej przez Slonce
z jednostki powierzchni w jednostce czasu.
Stosunek RJr (rysunek) ma wartosc 215, wiec stosunek powierzchni kulo promieniu R i r

wynosi 2152 = 46225. Jezeli 1 cm2 kuli o promieniu równ:rm sredniej odleglosci Ziemia-Slonce
cal

otrzymuje 1,99 -.- , to kazdy cm2 powierzchni Slonca wysyla w ciagu minuty 46 225 razy
nun

wiecej energii.
Mnozac stala sloneczna przez powierzchnie kuli o promieniu R otrzymasz ilosc energii
emitowanej przez Slonce w ciagu minuty (R = 149,5 mln km).
c) Temperatura

W celu obliczenia temperatury powierzchniowej Slonca mozesz zastosowac prawo

Stefana-Boltzmanna: E = eJT4, .
W

gdzie' E - moc promieniowania z jednostki powierzchni Slonca -2m -
W

eJ- stala Stefana, w ukladzie SI eJ = 5,6697' 10:-8 -2-­m'K
T - temperatura w kelvinach.

(Wiadomosci na temat tego prawa zaczerpniesz z podrecznika fizyki dla szkoly sredniej.)
Jezeli zechcesz poglebic swe wiadomosci z astronomii, polecam ksiazke P. G. Kulikowskiego
••Poradnik milosnika astro1tOmii", PWN, Warszawa 1976.
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Pomiary

w podczerwieni

Mgr Roman

STEPNIEWSKI

Fale elektromagnetyczne o róznej dlugosci fali sa wytwarzane i wykrywane calkiem róznymi
metodami. Wiaza sie z tym zreszta nazwy tych fal.

Fale radiowe moga byc wykrywane np. za pomoca radioodbiornika. Jego antena jest zasadniczym
elementem wykrywajacym te fale. Pozostala czesc sluzy jedynie wzmocnieniu i odpowiedniemu
przetworzeniu odebranego sygnalu.

Najbardziej cennym i jednoczesnie bardzo precyzyjnym detektorem swiatla widzialnego jest
oczywiscie oko, w którym elementem bezposrednio reagujacym na padajace swiatlo sa komórki
swiatloczule. Uklad nerwowy odpowiednio przetwarza te reakcje. Innym sposobem wykrywania
swiatla jest uzycie kliszy fotograficznej. W tym przypadku padajace swiatlo zapoczatkowuje
przemiany chemiczne, które sa nastepnie "wzmacniane" w procesie wywolywania.
W srodku (nie jest to zbyt precyzyjne okreslenie) pomiedzy falami radiowymi i swiatlem
widzialnym znajduje sie obszar promieniowania elektromagnetycznego o dlugosci fal od

50 do 1000 mikrometrów, okreslany jako daleka podczerwien. Ze wzgledu na ten posredni
charakter wykrywanie takiego promieniowania sprawialo duze klopoty. Detekcja w sposób
typowy dla zakresu radiowego jest niemozliwa, gdyz odpowiednia antena musialaby miec dlugoSC
rzedu setek mikrometrów (porównywalna z dlugoscia fali). Z drugiej strony czestotliwosc a co za

tym idzie energia pojedynczego kwantu tego promieniowania jest zbyt mala, by wywolac
procesy fotochemiczne (np. w emulsji fotograficznej); promieniowanie elektromagnetyczne o tak
niskiej czestotliwosci jest za slabe. Najczesciej stosowane metody detekcji promieniowania
dalekiej podczerwieni opieraja sie na fakcie wzrostu temperatury ciala, na które ono pada.
Bardzo prostym urzadzeniem tego typu jest termopara. Jedno zjej zlacz wystawione na
dzialanie promieniowania ogrzewa sie i pojawia sie napiecie termoelektryczne, które jest miara
natezenia padajacej wiazki. W celu zapewnienia duzej czulosci, termopary sa wykonywane
z bardzo cienkiej folii. Jest to przyczyna malej wytrzymalosci mechanicznej tych urzadzen.
Nie ma tego mankamentu tzw. komórka Golaya czyli detektor cisnieniowy.
Stanowi ona wypelniona gazem komore zakonczona z obu stron bardzo cienkimi membranami.
Na jedna z nich, pokryta specjalna warstwa pochlaniajaca, pada badane promieniowanie
powodujac ogrzewal'ie i podwyzszenie cisnienia gazu. Druga membrana jest oswietlona
z zewnatrz swiatlem zwyklej zarówki. Zmiany jej ksztaltu sa obserwowane za pomoca bardzo
czulego ukladu optycznego i nastepnie przetwarzane na sygnal elektryczny dzieki uzyciu
fotokomórki. Napiecie wyjsciowe otrzymywane z komórki Golaya jest na tyle duze, ze moze
byc bez wiekszych trudnosci wzmacniane za pomoca wzmacniaczy elektronicznych.
Najmniejsza moc promieniowania, jaka potrafi wykryc taki detektor, wynosi ok. 10-10 W.
Moze on np. "zobaczyc" zapalony papieros z odleglosci ok. 100 m. Gdyby mozna w prosty
sposób zamienic energie mechniczna w calosci na promieniowanie podczerwone, to upadek
leb~~ zapalki z wysokosci 1 cm odbierany bylby jako bardzo silny sygnal.
Glównym ograniczeniem czulosci takiego detektora jest tzw. szum termiczny. Jest to dodatkowy
sygnal, który pojawia sie wskutek statystycznej fluktuacji temperatury gazu w komorze.
Dla zbyt slabego natezenia promieniowania niemozliwe jest odróznienie sygnalu od szumu.
Znaczna poprawe warunków pracy detektorów termicznych uzyskuje sie obnizajac ich temperature
np. za pomoca cieklego helu.

Wykorzystuje sie przy tym szereg substancji, których opór silnie zalezy od temperatury.
Detektory wykonane z takich materialów nazywane sa bolometrami. Do najbardziej czulych
nalezy bolometr nadprzewodzacy. Dzialanie jego opiera sie na zjawisku gwaltownego spadku
oporu niektórych metali i stopów w czasie obnizania ich temperatury, które wystepuje w poblizu
temperatury przejscia w tzw. stan nadprzewodzacy.

Zmiana oporu bolometru wskutek padajacego promieniowania jest latwo mierzalna, a jego
czulosc jest ok. 100 razy wieksza niz czulosc detektora Golaya (bolometr "widzi" papieros
z odleglosci 1 km). Najwiekszym utrudnieniem przy jego stosowaniu jest koniecznosc bardzo
dokladnej stabilizacji temperatury.
Calkowicie odmienna klasa sa detektory wykorzystujace 2;iawisko fotoprzewodnictwa. Wykonuje
sie je najczesciej ze zwiazku pólprzewodnikowego InSb, w którym istnieja atomy innych
pierwiastków, które moga bardzo slabo wiazac elektrony. Energia wiazania jest tak slaba, ze
nawet promieniowanie'dalekiej podczerwieni moze uwolnic takie elektrony, wskutek czego

staja sie one nosnikami pradu, a to powoduje wzrost przewodnictwa~ I w tym przypadku
detektor musi byc chlodzony cieklym helem, gdyz juz dla temperatury ok. 20 K drgania
termiczne sieci krystalicznej spowodowalyby uwolnienie wszystkich zwiazanych elektronów.
Nalezy przy tym jeszcze raz podkreslic, ze jest to efekt calkowicie rózny od efektu
bolometrycznego, w którym mriana oporu bezposrednio zwiazana jest ze zmiana temperatury

detektora. Tutaj bezposrednim skutkiem padajacego promieniowania jest zmiana ilosci nosników
pradu.
Wszystkie te urzadzenia maja szerokie zastosowanie w nauce i technice. Pozwalaja nam widziec
to, czego oko ludzkie zobaczyc nie potrafi. Sa one uzywane np. w astrofizyce przy analizie
promieniowania termicznego gwiazd i planet. Promieniowanie dalekiej podczerwieni ze wzgledu
na mala energie pojedynczego kwantu jest uzywane w celu precyzyjnego okreslenia wlasciwosci

elektronów w pólprzewodnikach i metalach. W eksperymentach takich dokladny pomiar mocy
promieniowania jest oczywiscie bardzo wazny.
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We wrzesniu gwiazdozbiory tworzace Wielki Trójkat Letni
wschodza tak wczesnie ze juz niedlugo po zmroku
zaczynaja chylic sie ku-?:achodowi. W zenicie pojawiaja sie
jesienne gwiazdozbiory Pegaza (Pegasus, Peg), Wodnika
(Aquarius, Aqr), Cefeusza (Cepheus, Cep) i Jaszczurki
(Lacerta, Lac).
W gwiazdozbiorze Jaszczurki odkryto obiekt, który coraz
bardziej intryguje astronomów - jest nim BL Lacertae
slaba gwiazdka, która po zbadaniu w 1929 r. okazala sie
zmienna nieregularna. Amplituda zmian jasnosci jest
duza - zmienia sie ona o 100% w ciagu tygodnia, a
czasami nawet 1S-krotnie w ciagu kilku miesiecy. Bylo to
niezrozumiale, lecz oczywiscie nie wyjatkowe.
Dziesiec lat temu stwierdzono, ze polozenie BL Lac
pokrywa sie z polozeniem zródla promieniowania radiowego
VRO 42.22.01, o którym to zródle juz wczesniej bylo
wiadomo, ze nie jest gwiazda. Co wiecej, zaraz potem
odkryto, ze jest ono bardZo odlegle - najprawdopodobniej
lezy poza Galaktyka. Widma BL Lac i trzydziestu
pózniej znalezionych obiektów tego typu nie zawieraja
prawie zadnych szczególów; jednak nieliczne i slabe linie
pozwolily na pomiar predkosci oddalania sie niektórych
lacertyd. Sama BL Lac oddala sie z predkoscia 21000
km/s, czyli 7% predkosci swiatla, co swiadczy o tym, ze
jest ona 20 razy bardziej od nas oddalona niz gromada
galaktyk w Pannie! (patrz artykul O odleglosciach
astronomicznych)
Skoro jest to obiekt tak daleki, a mimo to ciagle
obserwowany Uedno z jasniejszych zródel na radiowym
niebie), to moc jego promieniowania musi byc
niewyobrazalnie duza - wielokrotnie wieksza od jasnosci
zwyklej galaktyki. Jednak na zdjeciach jego obraz jest
prawie punktowy - co wiecej - szybka zmiennosc
obiektu swiadczy o jego minimalnych rozmiarach.
Srednica jego podzielona przez predkosc swiatla musi byc
mniejsza niz czasowa skala zmiennosci, aby przyczynki
do zmian jasnosci pochodzace od róznych (blizszych
i dalszych) czesci obiektu nie tlumily sie wzajemnie.
Wynika z tego, ze wielkosc aktywnej czesci lacertyd nie
przekracza rozmiarów ukladu slonecznego. Dzisiaj nie
wiemy jeszcze, co jest tak wydajnym a jednoczesnie tak
malym zródlem energii emitowanej przez lacertydy. Moze
pochlanianie materii przez szybko rotujace czarne dziury,
moze hipotetyczne "biale dziury", zapadajace sie jadra
galaktyk, wielokrotne supernowe lub zderzenia duzej
liczby gwiazd?

Patrz w niebo

Mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Uklad jednostek jest sprawa umowna. Inna

rzecz, ze u padstaw kazdej umowy leza pewne

przesianki merytoryczne uzasadniajace taki.

a nie inny wybór. Niezaleznie ad wagi

argumentów za przyjeciem jednego

a odrzuceniem Innego ukladu jednostek.

ogromna role odgrywa sila przyzwyczajenia

tych. którzy sie tymi jednostkami posluguja

na co dzien. Na XI Generalnej Konferencji

Miar w 1960 r. przyjeto Mledzynaradowy

Uklad Jednostek Miar (Systeme

International d' Unites). zwany w skrócie
ukladem SI (Delta 211977). Proces

wprowadzania w zycie jednostek ukladu

SI powinien byc zakonczony do 31 grudnia

biezacego roku .•. Stare" jednostki. jak uczy

zycie. beda jednak z pewnoscia jeszcze

pokutowac w wielu dziedzinych, tak jak to bylo
przy wprowadzaniu systemu metrycznego.

Uklad metryczny wprowadzono podczas

Wielkiej Rewolucji Francuskiej ustawa z dn.
7 kwietnia 1795 r. Trzydziesci dwa lata

póiniej w podreczniku •.Chemia
z zastosowaniem do Sztuk i Rzemiosl ulozona

przez Ignacego Fonberga" (Wilno 1827)
znajdujemy:

Wiekszosc przytoczonych jednostek przeszla

juz do historii, chociaz do dzis jeszcze wielu
sprzedawców zrozumie. ze gdy prosi si~ o funt

owoców - nalezy odwazyc 112 kg. Nie do

wyobrazenia jest balagan. jaki wywolaloby
stosowanie tych jednostek w nauce lub

technice. Czy latwo bawlem rozpoznac

w tytule padstawowa 8tala fizyki kwantowej?
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Pewnego lata jechalem w nocy zatloczonym pociagiem. O miejscu w przedziale
moglem tylko marzyc i wraz z kilkudziesiecioma innymi pasazerami kiwalem sie
na korytarzu w takt uderzen kól o zlacza. Gdy pociag zwalnial, stukot stawal sie
wolniejszy, a gdy przyspieszal - kola stukaly w szybszym rytmie. Wiedzialem,
ze szyny maja dlugosc 15 m. Gdy bede znal czestotliwosc stukniec, to oblicze
predkosc pociagu; ale te proste obliczenia, jakie mnie czekaly, wydawaly sie
beznadziejnie trudne. Zaczalem, pól spiac, rozmyslac na ogólne tematy: jezeli
zaczne liczyc stukniecia kól o zlacza i w czasie t nalicze ich n, to bedzie to znaczyc,
ze pociag przejechal w tym czasie okolo 15n metrów, a zatem jego predkosc

. 15n • k d M k d .wynosI -- metrow na se un e. etr na se un e - to 3600 metrow na 3600t
sekund, czyli jedna godzine. A wiec predkosc pociagu w kilometrach na godzine•

wyniesie 3,6' 15 . ~ kilometra na godzine, czyli 54 . ~ km/godz. "Zaraz, zaraz-
pomyslalem. Cos dziwnego wychodzi. Podstawmy t = 54 Uak gdybym liczyl
stuki przez 54 sekundy), to predkosc pociagu bedzie wynosic n kilometrów na
godzine, ale n bylo liczba tych stukniec". Sprawdzilem: zgadza sie. Przy
pietnastometrowych szynach liczba stukniec kól o zlacza w ciagu 54 sekund jest
równa predkosci pociagu w kilometrach na godzine.
Przez reszte nocy cieszylem sie tym odkryciem i bezustannie m!erzylem predkosc,
z jaka zblizalem sie do Zakopanego. Dobrze, ze mam zegarek z fosforyzowanym
sekundnikiem.
Od kilku lat dojezdzam do pracy pociagiem. Niestety, na mojej linii sa tory
bezstykowe. Ale "na szczescie" linia jest zelektryfikowana i przy torach stoja
w równych odleglosciach slupy trakcyjne. Jest ich 16 lub 17 na kilometr (nie mam
pojecia dlaczego tyle). Ale to wystarczylo mi na znalezienie sposobu_na obliczanie
predkosci pociagu, jakim jade - bez koniecznosci klopotliwego (a czesto bardzo
utrudnionego) sledzenia slupów kilometrowych. Moja robota w pewnym sensie
poszla na marne: okazalo sie, ze pociagi moje jezdza po prostu z predkoscia
60 km/godz.
Czesto jezdze kolejka WKD, kursujaca z Warszawy do Podkowy Lesnej,
Grodziska i Milanówka. Jej szyny maja calkiem nieregularne dlugosci, a metoda
"liczenia slupów trakcyjnych" tez sie nie nadaje do obliczania predkosci kolejki.
Zbyt dlugo nalezaloby liczyc te slupy, w tym czasie kolejka zdola przejechac
prawie caly przystanek, z ruszaniem i hamowaniem. Nie umiem mierzyc
szybkosci takiej kolejki inaczej niz "tradycyjnym" sposobem patrzenia na slupy
rozstawione co 200 metrów i mierzenia czasu przejazdu kolejki miedzy nimi.
Dojazdy do pracy podsunely mi jeszcze jedno zadanie. Na mojej linii pociagi
towarowe maja osobny tor i czasami pociag, którym jade, wyprzedza jadacy po
sasiednim torze zaladowany pociag towarowy, który z kolei mija nas, gdy stoimy
na stacji - potem my go wyprzedzamy i tak dalej. Gdy zdarzy sie taka sytuacja,
czesto "z nudów" obliczam sobie dlugosc pociagu towarowego (wagony
towarowe sa róznych dlugosci i policzenie ich nic mi nie da). Jak sie rzeklo, wiem,
ze mój pociag osobowy jedzie z predkoscia 60 km/godz. Mierze czas t w jakim
mijamy towarowy. Potem mierze czas u, w jakim towarowy mija nas, gdy stoimy
na stacji. Rozumuje teraz tak: jezeli l jest dlugoscia pociagu towarowego, a v ­
jego predkoscia (w km/godz), to 60-v jest predkoscia wzgledna pociagu osobowego
wzgledem towarowego. Mam oto równanie (60-v) t=l. Musze ulozyc jeszcze
jedno. Na stacji towarowy mija nas w u sekund. Zatem vu = l. Z tych dwóch

" 60 l 60 . l" d k h • d-l •.rownan mamy v= --u' = 1 1 ; Jeze I Je na c ce otrzymac ugosc1+- -+-
t u t

pociagu w metrach, musze czas wyrazic w sekundach, a 60 km/godz przeliczyc
50

na metry na sekunde (60 km/godz = Tmisek).

A czy mozecie rozwiazac to zadanie bez uzycia równan?

1&



Trzy procesy

Srednia wartosc kwadratu przesuniecia z bladzacego
obiektu wzdluz dowolnie wybranej osi zalezy od czasu
t, sredniej wartosci kwadratu predkosci v
obiektu i sredniego czasu swobodnego T.
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Wyboru przypadkowego kierunku mozna dokonac
krecac sie w kolo i 'latrzymujac na czyjs sygnal.
Kierunek, w którym w chwili zatrzymania patrzymy
bedzie wybranym kierunkiem.

Czesto sie zdarza, ze rózne zjawiska fizyczne mozna tak samo opisac w jezyku matematyki. Nie oznacza to jeszcze,
ze sa one istotnie ze soba zwiazane. Podobny opis moze byc sprawa przypadku, ale moga tez istniec glebsze
przyczyny podobienstwa. Proponujemy Wam zajecie sie trzema procesami. To, co zaobserwujemy w dwóch
pierwszych, jest wynikiem nalozenia sie bardzo wielu przypadkowych czynników, Te trzy procesy to przypadkowe
bladzenie po lesie, dyfuzja w cieczy oraz wedrówka fotonu z wnetrza Slonca do obserwatora na Ziemi.

Bladzenie po lesie, potraktowane jako doswiadczenie,
powinno byc zabawa. Najlepiej bawic sie w grupie, ale
mozna przeprowadzic badania równiez samemu. Spod
wybranego drzewa rosnacego niezbyt l}lisko skraju lasu

startuja ~6lejno uczestnicy gry. Kierunek marsZU"kazdywybiera przypadkowo i idzie po prostej, az napotka
nastepne drzewo. Przy nim zmienia kierunek znowu
calkiem przypadkowo i idzie do kolejnego drzewa. Po
dokon.!lniu 10 zmian kierunku marszu uczestnicy zabawy
zatrzymuja sie i oceniaja, jak bardzo grupa sie
rozproszyla. Na dany sygnal podejmujemy marsz do
nastepnego zatrzymania sie po dalszych dziesieciu
spotkaniach z drzewem i znowu oceniamy rozproszenie
sie grupy ..
Rozproszenie grupy mozna oczywiscie odpowiednio
zdefiniowac i za kazdym razem zmierzyc, ale ma to
przeciez byc zabawa, wiec poprzestanmy na ocenie
"na oko", czy rozproszenie grupy rosnie proporcjonalnie
do ilosci spotkan z drzewami, czy tez wolniej. Jest to
bardzo wazne zagadnienie, bo proces przypadkowego
bladzenia napotykamy w wielu dzialach fizyki. Mozna
oczywiscie odtworzyc zabawe w bladzenie na kartce
papieru, kreslac odcinki o przypadkowo dobranej
dlugosci, skierowane przypadkowo w ,róznych kierunkach.
Wykonalem rysunek takiego bladzenia, losujac kierunek
i odleglosc do przebycia. Korzystajac z wedrówek po
lesie.lub z rysunku wprowadzimy dwa 'pojecia. Srednia
dlugosc wszystkich przebytych odcinków (od drzewa do
drzewa) nazywamy srednia droga swobodna. Sredni czas
potrzebny na przebycie jednego odcinka nazywamy
srednim czasem swobodnym. Jestem pewien, ze

, przekonacie sie, ze rozchodzenie sie uczestników gry po
lesie przy bladzeniu przypadkowym jest bardzo powolne.
Przeszedlszy do rzadszego lasu, gdzie srednia droga
swobodna jest dluzsza, mozna zbadac jak zmieni sie
bladzenie.

Drugie zaproponowane doswiadczenie nalezy wykonac w domu, wyszukujac miejsce, gdzie moglibysmy postawic
sloik mozliwie waski i wysoki na okres kilku tygodni do kilku miesiecy w absolutnym spokoju. Na dno nalewamy
nieco stezonego roztworu nadmanganianu potasu (mozna kupic w aptece) i dopelniamy sloik ostroznie woda tak,
aby ciecze nie pomieszaly sie. Pozostawiamy sloik w spokoju, obserwujac jak z tygodnia na tydzien podnosi sie
granica pomiedzy ciecza a roztworem nadmanganianu potasu. Przebieg procesu rozchodzenia sie barwnika mozemy
wytlumaczyc tym, ze czasteczki jego bladza przypadkowo wsród czasteczek wody. To, ze czasteczki wody sa równiez
w ruchu, nie powinno nam zaciemniac obrazu. To tak, jakby drzewa równiez blakaly sie po lesie. Spotkania z nimi
bylyby dalej przypadkowe, zmianie moglaby ulec tylko srednia droga swobodna. '
Przedstawiony obraz ruchu czasteczek w cieczy jest bardzo uproszczony. Ruchy te przypominaja bardziej gre
w komórki do wynajecia: podskakiwanie w swoim polu i przeskok na inne wolne miejsce. Nasz uproszczony obraz
pozwala jednak zrozumiec, dlaczego samorzutne mieszanie sie cieczy, czyli dyfuzja, zachodzi tak powoli.
Czas teraz na trzeci problem. Jak ocenic czas, jakiego potrzebuje swiatlo zrodzone we wnetrzu Slonca na dotarcie
do Ziemi. Z duza doza prawdopodobienstwa mozemy zalozyc, ze swiatlo biegnie w bardzo gestej materii wnetrza
Slonca co chwila zmieniajac kierunek. Mozna oszacowac, ze srednia droga swobodna miedzy zmianami kierunku
jest rzedu kilku centymetrów. Okazuje sie wtedy, ze sredni czas potrzebny na wydostanie sie fotonu z wnetrza na
powierzchnie moze byc rzedu tysiecy lat. Dotarcie do Ziemi zabiera juz tylko kilka minut.
Nasuwa sie wiec zaskakujacy wniosek. Ta czesc promieniowania, która zrodzila sie we wnetrzu Slonca i dociera
teraz do nas, niesie informacje sprzed tysiecy lat.
A teraz pytanie: czy opisane zjawiska maja cos wspólnego, czy tylko tak samo je opisujemy?

Mala Delte opracowali: Tomasz HOFMOKL i Michal SZUREK.
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