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Jesli liczby calkowite polozy¢ na zbiorze Cantora...
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Nanoszenie liczb dwojkowych na zbide
Cantora.

Prof. dr Jerzy MIODUSZEW SKI

Aby doda¢ dwie liczby naturalne zapisane w ukladzie dwojkowym, np. 0+0-2+1-22+1- 2
il+1-2+1-22% podpisujemy ich symboliczne zapisy jeden pod drugim i dodajemy tak, jak to
robimy na co dzien (kierunek zapisu zalezy od przyzwyczajen):

0011

111

11001
Wynik oznacza liczbe 1+1-2+40-22+0-2%+1 - 2% To formalne dodawanie zgadza si¢ z doda-
waniem prawdziwym: dodawali$my 12 i 7 i dostali$my 19.
Wyrazenia nieskoficzone xo+x, * 2+xz - 2%+ ... nie s3 juz liczbami, ale dodawa¢ je mozna: jak
poprzednio, ich symboliczne zapisy x = xgx; x; ... podpisujemy jeden pod drugim dodajac na
kazdym miejscu tak, ze jesli np. mieliby$my dostaé 2, to piszemy na tym miejscu 0, pamigtajac
o dodaniu na nastepnym miejscu 1.
To dodawanie (przemienne) czyni ze zbioru liczb dwojkowych, bo tak nazwiemy rozpatrywane
wyrazenia, grup¢; element 0 = 000 ... jest neutralny przy tym dodawaniu.
O matematykach mowia, ze biorg zbiér, na nim dzialanie, sprawdzaja, Ze to jest grupa, a potem
sig cieszg. Ta uszczypliwo$¢ moze tyczy¢ zamieszczonego wyzej fragmentu: fakt, ze liczby
dwojkowe tworza grupe, moglby by¢ zatajony bez szkody dla rozumienia dalszego ciggu. Aby
unikna¢ zarzutéw, autor postara sig ten fakt wykorzystywaé.

Zbior liczb dwojkowych mozna zobaczyé na prostej, przypisujac liczbie dwojkowej xox; x5 ...
liczbe rzeczywista 2x0/3+ 2x, /3% +2x,/3*+ ... Liczby te mieszcza si¢ na odcinku [0, 1] prostej:
najmniejsza jest 0, a najwicksza jest 2/3+2/32+2/3*+ ... = 1. W licznikach ulamkéw brak jest
jedynek (sa tylko zera i dwdjki). Brak jedynki przy 1/3 znaczy brak liczb z przedziatu (1/3, 2/3);
brak jedynki przy 1/32 znaczy brak liczb z przedzialow (1/32, 2/3%) i (7/32, 8/3%). Rozpatrywane
liczby tworza wiec (by¢ moze dobrze znany) zbior Cantora, ktory stanowi pozostalo$¢ odcinka
[0, 1] po usunieciu przedzialéw, ktére zaczeliémy wypisywaé, a ktérych brak (oraz brak czworki
nastepnych) pokazany jest na rysunku.

Przedzialy dopelniajace zbior Cantora do odcinka [0, 1] wazne s3 jedynie dla pogladowosci.
Naprawde wazne jest to, co po usunigciu tych przedzialow zostaje. Po usunigciu przedzialu

(1/3, 2/3) zostaja dwie porcje skladajace sie, jedna, z liczb dwojkowych Ox, x; ... i, druga,

z liczb dwojkowych 1x;x; ... Po usunigciu dwu nast¢pnych przedzialow zostaja cztery porcje,
kazda zlozona z liczb dwéjkowych 00x; x5 ..., 01x2x3 ..., 10x2 x5 ... i (czwarta) z liczb 11x,x; ...
Ogolnie, porcja n-tego rzedu to zbiodr liczb dwdjkowych ag ... Gy y XpXayy ..., gdZie pierwszych

n cyfr jest ustalonych. Niech zapis ag ... @,- 1 bedzie symbolem porcji.

Liczby naturalne to wielokrotnosci liczby dwojkowej e = 1000 ... Oto zapisy dwojkowe kilku
pierwszych z nich:

e =1000...

2e = 01000 ... 3e=1100...

4e = 001000 ... 5e = 101000 ... 6e = 011000 ... 7e = 111000 ...

A oto liczby przeciwne do wypisanych wyzej:

—e =1111 ..,

—2e = 01111 ... —3e = 10111 ...

—4e = 001111 ... —5e = 110111 ... —6e = 010111 ... —7e = 100111 ...

Dla obliczenia np. liczby dwojkowej —e szukalismy liczby dwojkowej xgx; x5 ..., ktora dodana
do e = 1000 ... dawalaby 0000 ... Dostaliémy liczbe dwojkowa 1111 ..., ktéra juz nie jest liczba
w zwyklym sensie, majac w zapisie dowolnie daleko jedynki. Jesli kto$ probowal odejmowaé na
arytmometrze od zera jedynke, dostajac serig dziewiatek od korica, ten zdaje sobie sprawg z tego,
co wyszlo.

Liczby dwoéjkowe ze zbioru E = {... —2e, —e, 0, ¢, 2e, ...} powstaja kolejno jedna z drugiej
przez dodawanie e, co si¢ na przykladzie wypisanych liczb latwo sprawdza, a co w ogdlnosci
wynika z faktu, ze liczby dwojkowe tworza grupe. Zbior E jest wigc orbita punktu e, jak sig
mowi.,

Przez przyporzadkowanie n — ne, liczby calkowite zostaly polozone na zbiorze Cantora

z zachowaniem dzialan. Ale teraz ich polozenie geometryczne niczym nie przypomina polozenia
liczb catkowitych na prostej. Na rysunku (obok) naniesione zostaly polozenia liczb dwojkowych
ze zbioru E od —8e do 7e; strzalki pokazuja przejécia do liczby nastgpnej.



Podzbidr A przestrzeni metrycznej X nazywa
si¢ gesty w X, gdy w kazdym otoczeniu
dowolnego punktu p € X sg punkty zbioru A
(np. zbiér liczb wymiernych na prostej).
Przestrzefi metryczna X jest spojna, gdy nie
da sig podzieli¢ na dwa zbiory otwarte,
niepuste i rozlaczne. Przestrzen metryczna

X nazywa sig zwarta, gdy kaidy ciag punktow
tej przestrzeni zawiera podcigg zbiezny.
Odcinek z koricami jest przestrzenig zwartg

i spdina. Pojecia te s3 dokladnie omawiane
w kaidej ksigice z elementami topologii

{np. we wzmiankowej w koncu artykuly
ksigice A. Lelka).

C i €’ sq przeciwleglymi tworzacymi
wpowierzchni walcowej™ powstalej w opisany
obok sposob.

Igta gramofonowa, biegnac po rowku
dochodzacym do x, przeskakuje na rowek
wychodzacy z x +e.

Solenoid = zwojnica.

Termin ,kontinuum” oznacza tu przestrzen
metryczng zwartg i spojna. ,,Continuum"
to tzw. liczba kardynalna, wyratajaca ilodé
wszystkich liczb rzeczywistych.

Nanoszenie liczb dwdjkowych na odcinek objasnijmy na przykladzie liczby 3e = 11 000...:
lezy ona w porcji 11, na jej lewym koricu, majac w zapisie zera do korca.

Orbita E jest rowna zbiorowi wszystkich punktow skrajnych w porcjach, punkty # - e sa lewymi
koficami porgji, jesli n > 0; sa prawymi konficami porcji, jesli n < 0 (wtedy zamiast zer do
korica wystepuja jedynki); nietrudny rachunek pokazuje, Ze wszystkie korice porcji beda
wyczerpane przez liczby ne. Orbita E jest wigc gesta w zbiorze Cantora, majae punkty w kazdej
porcji, jakkolwiek malej.

Czy to cickawe, ze orbita pewnego punktu jest gesta? Na okregu, jesli odkladaé od zera stale
kat np. jednego radiana (a jest on niewspdlmierny z katem pelnym), to otrzymane punkty
pokryja gesto okrag (mozna sprobowac dowies¢ tego samemu, albo zajrzeé do ksiazki

J. F. Koksmy, Diophantische Approximationen, Springer, Ergebnisse der Mathematik 4, 1936,
str. 10). Czy wigc podobna rzecz na zbiorze Cantora miataby juz nas nie interesowac?
Dodajmy, ze do uzyskania orbity gestej nie potrzebowaliémy liczb niewymiernych.

*

Za odleglos¢ liczb dwodjkowych mozna przyja¢ np. ich odleglo$é jako punktoéw zbioru Cantora.
Nie zmienimy istoty rzeczy, jesli za odleglosé liczb dwojkowych przyjmiemy liczbe 1/, gdzie

7 jest numerem miejsca, na ktérym cyfry w zapisach tych liczb zaczynaja si¢ rozni¢ w sposéb
istotny: za nieistotne uznajemy zaokraglenia w rodzaju 0,...100111111. ... ~ 0,...10100000 ....
Dodawanie i przypisywanie elementowi elementu przeciwnego sa operacjami ciaglymi: jesli
zmienimy skfadniki mniej niz o 1/n, to suma zmieni si¢ mniej niz o 1/n—1 (podobnie jest

dla operacji —).

Majac element a w zbiorze Cantora, wezmy pod uwage odwzorowanie, nazywane przesunieciem
0 a, przypisujace elementowi x zbioru Cantora element x+ a. Jest to homeomorfizm zbioru
Cantora na siebie: ciagglos¢ byla wyjasniona,a przesuniecie 0 —a jest odwzorowaniem odwrotnyn
cigglym w mys! poprzedniej uwagi.

Przesunigcie E+a zbioru E o a (tak ten zbior przesunigty oznaczymy i nazwiemy) jest zbiorem
homeomorficznym z E. Je$lia € E, to E+a = E. Jesli a ¢ E, to E+a jest rozlaczne z E.

Wigcej, roZne przesunigeia zbioru E s rozlaczne. Sprawdza sie to prostym rachunkiem
robionym w kazdym systematycznym wykladzie o grupach; np. w ksiaZzce B. Gleichgewichta,
Algebra, rozdzial X1I, twierdzenie 12.4.

Zbiory E+a s3 przeliczalne. Wszystkie razem pokrywaja zbiér Cantora. Roznych od siebie
przesunigé zbioru E jest wigc continuum.

Jesli zbior E+a przesunaé o e, to dostanie si¢ znowu zbiér E+a, co sie latwo sprawdza.

*

Z liczb dwojkowych zrobimy teraz uzytek, co przy okazji pozwoli zobaczyé wszystko jeszcze raz
inaczej i, by¢ moze, wyrazniej.

Przez punkty zbioru Cantora przeprowadzmy jednakowej wielkosci okregi w plaszczyznach
prostopadiych do osi x-6w, na ktorej zbidr Cantora lezy, i majacych srodki na prostej
rownoleglej do osi x-6w. Bardziej formalnie: utworzmy produkt zbioru Cantora przez okrag.
Ale teraz rozetnijmy tak powstala wiazke okregéw wzdluz zbioru Cantora, ktéry rozwazamy.
Na miejscu zbioru Cantora powstaly dwa zbiory Cantora, C” i C”. Sprobujmy teraz sklei¢ cala
TZecz z powrotem, ale inaczej, a mianowicie tak, by punkt x na C’ skleil si¢ z punktem x+e

na C”,

To, co powstalo, nie jest juz niespojng wiazka okrygow. Odcinki powstale po rozcieciu okregow,
przechodzace przez punkty orbity E punktu e, polaczyly sie w lanicuch odcinkéw {... I_,,I_,,
Iy, I, I, ...} : jesli odcinkom wiazki nadaé¢ zwrot od C’ do C”, to wyglada to tak, e koniec ne
odcinka I, skleil si¢ z poczatkiem (n+ 1)e odcinka I, . Wspomniane odcinki daja w sumie
linig, ktéra jest obrazem ciaglym i wzajemnie jednoznacznym prostej i ktora jest gesta w calosci,
bo powstaje z sumy okregdw przechodzacych przez punkty orbity E, gestej w zbiorze Cantora.
Caloé¢, zawierajac podzbidr gesty i spojny, jest spojna. Jest tez zwarta, bo wiazka odcinkéw,

z ktorej powstala, byla zwarta. Calosé jest wiec kontinuum.

Kontinuum to nazywane jest solenoidem. Bylo odkryte przez Vietorisa (1927) i dokladnie zbadan
przez van Dantziga (Uber topologisch homogene Kontinua, Fundamenta Mathematicae 15(1930),
str. 104-125).

Opis solenoidu moina bardziej unaocznic.

W pierwszym przyblizeniu, zbiér Cantora to dwa odcinki rozlaczne, oba o dlugosci 1/3, w ktérych
lezq porcje pierwszego rzedu. Pierwsze przyblizenie solenoidu to sklejenie brzegami dwu pasm
nad tymi odcinkami. Przy przesunigciu o e porcja 0 przechodzi na porcjg 1 i na odwrét. Rysunek
dalej przedstawia sklejanie pasm pierwszego rzedu wedlug tego przyblizonego przepisu. Przy
sklejaniu, majagc pasma polozone tak, ze mialyby sie zwina¢ na powierzchnie walca, przekladamy
Je miejscami, wiaénie tak jak na rysunku. Jednakze po takim sklejeniu pasma drugiego rzedu

nie sklejg si¢ w sposéb odpowiadajacy sklejaniu sig porcji drugiego rzedu: porcja 00 ma pizejsc



Pasma pierwszego rz¢du dajg w sumic wstgge
3pdjna (zakreskowana). Pasma drugiego rzedu

daja w sumie dwie wstegi (czarna i czerwong)

Teraz pasma drugiego rzedu daja w sumie
wstege spoing.

Inny opis polaczen pasm drugiego rzedu
{sklej paski, doklejajac 4 do 4, B do B itd.).

na porcj¢ 10, porcje 10 na porcjg 01, porcja 01 na porcje 11, a porcja 11 znow na porcje 00.
Aby uczyni¢ zadoé¢ tym warunkom, wystarczy na jednym ze sklejeft przelozy¢ miejscami pasma
tak, aby 11 przeszlo na 00, tak jak na rysunku nizej. Otrzymujemy znowu wstege spojng.

W przekroju wszystkich budowanych kolejno wsteg dostaje sig linie. Mogly one réwnie dobrze
powstac jako przekroj kabli (torusow) biegnacych tak samo, jak przedtem wstegi. Mozna by
pomyslec, ze po tych kablach plynie wkolo prad.

W interpretacjach fizycznych nie warto i$¢ za daleko: jedli chcielibyémy pomysleé, ze i po liniach
solenoidu plynie prad, to stwierdziliby$my, Ze jego strumieri rozpadi si¢ na continuum czeéci
(mimo ze w przyblizeniach byl zawsze tylko jeden strumieri). Jedna z tych czeci to linia, o ktérej
byla juz mowa, powstala z odcinkow przechodzacych przez punkty orbity E. Reszte linii
dostaniemy przesuwajac orbite E (Pamietamy, Ze zbiory E+a przechodzg kazdy na siebie przy
przesunieciu o e). To zapewnia sklejanie si¢ ze sobg dwu egzemplarzy zbioru E+ a, jednego na C’
i drugiego na C”, i polgczenia si¢ wszystkich odcinkoéw przechodzacych przez punkty zbioru E+a
w jedng linig, taka sama jak ta, ktora przechodzi przez punkty zbioru E.

Paradoks z rozpadem strumienia pradu jest, jak wiele tzw. paradokséw nieskoficzonosci, pozorny:
dotyczy nie zjawiska, lecz wyobrazen, ktore w sytuacjach granicznych przestaja pelni¢ swoja
poprzednig role.

L

Kazde kontinuum zawarte w solenoidzie, rozne od caloéci, jest odcinkiem jednej z continuum
linii, na ktére rozpada sig solenoid; wydaje sig to na tyle widocznym (czyzby?), Zeby opuscié
dowdd (watpliwosci te mozna poglebi¢: jesliby w przeprowadzonej konstrukcji postuzy¢ sie nie
zbiorem Cantora, lecz okregiem, na ktérym obrét o jeden radian spelnialby rolg przesuniecia o e,
to dostaliby$my rowniez continuum linii rozlacznych, ktére wszakze daja w sumie powierzchnig
torusa, i wypowiedziane zdanie przestaje byé prawdziwe). Taki odcinek jest polozony w sumie
skoniczonej ilosci odcinkéw wiazki odcinkéw przechodzacych przez punkty zbioru Cantora,

z ktdrej solenoid powstal. Jest wigc rzadki w solenoidzie (bo wspomniana suma skoficzona jest
rzadka w wiazce; rzadka — znaczy nigdzie (nie) gesta). Kontinua takie, ze kontinua w nich
zawarte, roine od caloici, sa zawsze rzadkie, nazywane sg nierozkladalnymi. Nazwa bierze sie
stad, Ze nie mozna przedstawi¢ takiego kontinuum jako sumy dwu kontinuéw réznych od caloci;
nie mozna, bo suma dwu zbiorow rzadkich jest zbiorem rzadkim. Solenoid jest wlaénie takim
kontinuum nierozkladalnym.

™

A oto inne kontinuum nierozkladalne, ktorego konstrukcja moze byé podpowiedziana przez
budowe zbioru liczb dwojkowych, jesli przyjrze¢ sie wzajemnemu polozeniu liczb dwojkowych
xi—x

Majac na uwadze kolejnos¢ 0, —e, e, —2e, 2e, ... punktéw orbity E, polaczmy punkty 0i —e
g0rg polokregiem, punkty —e i e dolem polokregiem, a potem znéw gora polokregiem punkty e
i —2e, i podobnie dalsze, jak na rysunku. Dostaniemy laficuch tukéw, A, 4;, A5, ... (p. rysunek
obok), ktorych suma jest obrazem ciaglym i wzajemnie jednoznacznym polprostej [0, o).
Rozszerzmy ten sposob taczenia polokregami dolem na wszystkie pary zlozone z punktéow x

i —x, i polokr¢gami gora na wszystkie pary ztozone z punktow x i —(x+ €), symetrycznych
wzgledem srodka zbioru Cantora. Powstaje kontinuum nierozkladalne, ktérego opis tu podany
pochodzi od Bronistawa Knastera.

£

Trudno bylo tu powiedzie¢ wiele o liczbach dwéjkowych, o solenoidzie, czy tez o opisanym

tu kontinuum Knastera. Liczby dwojkowe to inaczej liczby 2-adyczne, szczegdiny przypadek liczb
p-adycznych (p. artykul Krystyny Wojtkow, Delta nr 9/1978; systematyczny wyklad mozna znalezé
w ksigzce W. Narkiewicza, Teoria liczb, Biblioteka Matematyczna 50, PWN, Warszawa 1977,

na str. 327-339). Pokazali§my z grubsza, jak zobaczy¢ liczby p-adyczne. Przypadek p = 2 oddaje
w duzym stopniu istot¢ rzeczy. Dodajmy jednak, ze byla tu mowa jedynie o tzw. liczbach
2-adycznych catkowitych (rozwinigcia rozciggaja si¢ w jedna strone, a mozna by pomysle¢,

ze w obie).

Najlepsza poczatkowa lekturg na temat kontinuéw nierozkladalnych jest odpowiedni rozdzial

(str. 82-96) ksiazki A. Lelka, Zbiory, Biblioteczka Matematyczna 26, PZWS, Warszawa 1966.
Solenoid jest grupa, czego nie zobaczylismy, ale od czego nie byliémy daleko (p. ksigzka

D. Montgomery’ego i L. Zippina, Topological transformation groups, New York 1955, str. 66;

na str. 48 jest tam mowa o liczbach dwdjkowych).

Kontinuum Knastera powstaje z solenoidu przez utozsamienie punktow p i —p, gdzie —p oznacza
element przeciwny do p w solenoidzie jako grupie. Kontinuum to, poza obrazem polprostej,
sklada si¢ z continuum linii, ktore s obrazami ciaglymi i wzajemnie jednoznacznymi catej

prostej. Nie wiadomo, czy wszystkie te pozostale linie sa homeomorficzne, chociaz David Bellamy
(ktérego praca sprzed kilku lat, nie opublikowana, inspirowala autora do napisania tego artykutu)
dowiod! homeomorficznosci niektorych z nich.
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Podstawowe
prawa
elektrodynamiki

Doc. dr Andrzej
SZYMACHA

W programie szkolnym bardzo duzo uwagi poswigca si¢ nauce o elektrycznosci i magnetyzmie.
Jest to zrozumiale, Bez znajomosci praw elektromagnetyzmu nie moze si¢ obejéé nie tylko badacz
czy inzynier, ale wrecz zaden czlowiek otoczony wspolczesng cywilizacja. Tzw. elektrodynamika
klasyczna (to znaczy nie rozpatrujaca zjawisk kwantowych) jest dyscypling fizyki teoretycznej
uksztaltowang w niemal ostatecznej postaci juz ponad 100 lat temu. Mimo ogromnej wagi
elektrodynamiki oraz jej ,,klasycznosci”, w szkole éredniej nie wyklada si¢ w pelni jej wszystkich
fundamentalnych praw w sformulowaniu ilo§ciowym. Panuje do$¢ powszechny poglad, ze nie da
si¢ tego zrobi¢ bez nadmiernie — ponad mozliwosci programu — rozbudowanej matematyki.
Oczywiscie, bez zaawansowanej matematyki nie da si¢ korzysta¢ z praw elektrodynamiki
w wigkszodci jej zastosowan do konkretnych problemow, ale samo sformulowanie podstawowych
praw i ich zrozumienie jest w pelni mozliwe przy uzyciu niezbyt skomplikowanych pojeé
matematycznych,
Obraz $wiata materialnego wytworzony przez elektrodynamike klasyczng jest taki, ze przestrzen
wypelniona jest poruszajacymi si¢ czastkami (z ktérych przynajmniej pewne sa obdarzone cecha
zwang ladunkiem elektrycznym) oraz polem elektromagnetycznym. Abstrahujac od wszelkich
subtelnosci filozoficznych (oraz od efektéw kwantowych) powiemy, ze w kazdym punkcie
przestrzeni, w kazdej chwili czasu okreslone jest pole elektromagnetyczne, jesli wyznaczymy
badz teoretecznie, badz droga pomiardw, wartosci dwoch wektoréw — pola elektrycznego E
i tzw. indukcji magnetycznej B. Prawa elektrodynamiki (wraz z prawami mechaniki) powinny
okreslié, jak zalezy pole od rozmieszczenia i stanu ruchu czastek naladowanych, oraz jak wartosé
pola wplywa na ruch czastek znajdujacych si¢ w tym polu. Druga cz¢$¢ zadania jest stosunkowo
prosta. Z mechaniki wiemy, ze pochodna pedu czastki wzgledem czasu rowna sig sile
dzialajacej na tg czastke. Nalezy wigc okresli¢ postac sily dzialajacej na czastke o ladunku ¢
w zaleznosci od pol E i B w punkcie przestrzeni, w ktorym w danej chwili zriajduje si¢ czastka.
Ostateczny wzor na sil¢ w polu elektromagnetycznym. zostal podany przez Lorentza w postaci
F=gE+qoxB,
gdzie g jest ladunkiem, a o predkoscia czastki. Wzor ten moze stuzy¢ do pomiaru pél Ei B
w danym punkcie. Wystarczy zmierzy¢ sile dzialajaca na spoczywajacy ladunek, by po podzieleniu
przez g mie¢ wartos¢ pola elektrycznego. Kierunek E pokrywa si¢ z kierunkiem sily, wystarczy
wiec jeden pomiar. Nastepnie mierzymy dodatkowa sile pojawiajaca si¢ po nadaniu czastce
predkosci ». W celu wyznaczenia B potrzeba znalezé sil¢ przy co najmniej dwoch predkosciach
o roznych kierunkach. Poniewaz sila pochodzaca od pola magnetycznego jest prostopadia do B,
to po pierwszym pomiarze sily, wiemy, ze B musi leze¢ w plaszczyznie prostopadiej do
wyznaczonej sily. Przy innym kierunku predkosci znajdujemy nowa sile i nowa plaszczyzne do
niej prostopadia. Krawedz przecigcia tych plaszczyzn wyznacza kierunek B.
Poniewaz w okre$leniu E i B wystepuje pojecie spoczynku i predkosci, ktore maja sens tylko
wtedy, gdy wskazemy jakis$ inercjalny ukiad odniesienia, to jasne jest, ze same wektory Ei B
maja sens tez tylko po ustaleniu ukladu odniesienia. W tej samej sytuacji fizycznej, wzgledem
innego ukladu odniesienia, wartosci E’i B’ s3 na ogo6l rozne od Ei B.
Wzoru na sile Lorentza nie wolno oczywiscie traktowac wylacznie jako definicji pol E i B.
Np. to, Ze sila magnetyczna w danej chwili, w danym punkcie przestrzeni jest wprost
proporcjonalna do wartosci predkosci, jest prawem przyrody, a nie konsekwencja definicji.
Natomiast wspolczynniki liczbowe w tym wzorze zaleza od wyboru jednostek. Podany wzor
obowigzuje w ukladzie SI.
Pozostaje teraz okresli¢, jak pola E i B zaleza od polozen i predkosci ladunkow bedacych
Zrodlami tych pol. Ze wzgledow dydaktycznych, a takze wzorujac si¢ na rozwoju historycznym
elektrodynamiki zadanie to rozwiazuje si¢ w trzech etapach: 1. pole elektryczne wytworzone przez
spoczywajace tadunki, 2. pole magnetyczne wytworzone przez stacjonarne (to znaczy stale
w czasie) prady i wreszcie 3. w najogolniejszym przypadku, kiedy wszystko jest zmienne w czasie.
Postaé pola E wytworzonego przez spoczywajace fadunki ustala znane prawo Coulomba wraz
Z tzw. zasada superpozycji mowiaca, ze pole wytworzone przez wiele ladunkow punktowych jest
wektorowa suma pdl, jakie wytworzyiby w danym punkcie kazdy z tadunkow. Jednakie
sformulowanie podstawowego prawa elektrostatyki w postaci prawa Coulomba
1 o r
dme, r: r
nie jest jedynym mozliwym. Do uogolnieni na przypadki pola zmiennego w czasie oraz jako
wzorzec stuzacy do sformulowania podstawowego prawa magnetyzmu o wiele przydatniejsza
jest inna postac tego samego prawa. Po to by ja podaé, musimy poshuzy¢ si¢ dwoma waznymi
pojeciami krazz=nia (cyrkulacji) i strumienia. Do pojecia krazenia po pewnej zamknigtej krzywej
najlatwiej doj$¢ rozpatrujac prace pola elektrycznego. Poniewaz wzdluz dowolnej krzywej pole E
jest na ogol coraz to inne, i coraz inny kat tworzy z krzywa, musimy w celu obliczenia pracy
podzizli¢ rozpatrywana krzywa na wiele (w granicy nieskoficzenie wiele) fragmentow. Przy
odpowiednio drobnym podziale, prace na kazdym z odcinkéw mozemy obliczy¢ jako iloczyn
dlugosci tego odcinka przez skladowa styczng sily Al; = Al;- qEs (na i-tym odcinku),
B
a prace catkowita jako sume tych prac Lz = g ; - Al - Eg(i).

E =
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Interesujaca jest wartosé tej pracy przypadajaca na jednostkowy ladunek

T =~
—— =9 Al Es(i).
q A
Korzystajac z prawa Coulomba mozna obliczy¢ t¢ wartos¢ dla pola wytworzonego przez
ladunek Q, a w szczegélnosci wykazaé, ze jesli punkty A i B si¢ pokrywaja (krzywa jest zamknieta),
to catkowita praca wynosi zero. Ze wzglgdu na zasade superpozycji jest to stuszne i dla pola
bedacego sumg pol od dowolnej liczby tadunkéw punktowych.
0= ) AL E).
wzdiuz
zamknigtej
krzywej
Warto$¢ powyzszej sumy dla dowolnego pola nazywa si¢ wlasnie krazeniem tego pola wzdluz
danej zamknigtej krzywej. Dla pola elektrostatycznego

i Krazenie pola E =0 :
(po dowolnej krzywej zamknietej) |

Pojecie strumienia pola okresla si¢ dla dowolnej powierzchni rozpigtej na pewnym konturze.
Powierzchnig dzielimy na wiele malych fragmentow (w przyblizeniu plaskich) i okreslamy
strumien dla takiego fragmentu jako iloczyn skladowej pola w kierunku prostopadiym do tego
fragmentu, E,, przez pole powierzchni fragmentu AS,.

Strumier catkowity D= Z AS; - Eq(i).
i
Latwo obliczy¢ taki strumien dla pola elektrycznego fadunku punktowego przez powierzchnie
kuli o érodku pokrywajacym si¢ z tadunkiem. W tym przypadku E, = E = 4hgTR’ , gdzie R —
TTEg
staly promien kuli.

¢=Z i | T Z&S;.
i‘“EORz 4?‘80.R2£ :

Ale Z AS; = 4nR? jest calkowita powierzchnig kuli. Zatem
i

D(kuli) = 2 - 2 = 2
4meo R? £g

Moina wykaza¢, ze wynik ten shuszny jest nie tylko dla kuli, ale dla dowolnej powierzchni
otaczajacej ladunek Q, niezaleznie od wielkosci i ksztaltu powierzchni.
Rozwazmy ladunek Q, koncentryczna z nim kule¢ X i dowolna powierzchnig S. Podzielmy S na
fragmenty i poprowadzmy stozek odpowiadajacy danemu fragmentowi AS,. Oznaczmy przez o,
kat miedzy kierunkiem E a prostopadia do fragmentu AS;. I wreszcie narysujmy rzut platka AS:
na plaszczyzne prostopadia do E. Mozemy sobie wyobrazac, ze rzut ten o polu AS; - cosw; lezy
na powierzchni pewnej kuli o promieniu 7. Stozek nasz na powierzchni kuli o promieniu R
odcina pewien platek As;, przy czym zachodzi

AS,-cosay ri Asy

Bs' — = -F = AS;cosa; = -—kﬂi- ri.

Strumien pola przez AS; wynosi

AP, = AS;- E,(i) = AS;- E(r)cose; = E(r) —- ’12

Q
== zatem
4regri

As As
AP, = - 0 = =k rf = _Q._ _‘
4negr; R* 4me, R*

Z prawa Coulomba E(r)) = -

Strumien ten jest identyczny ze strumieniem pola przez fragment As; kuli o promieniu R. Zatem
po Zsumowaniu istotnie dostajemy

Denikomite (przez §) = Z AD, = _.__

Istotna role w tym wyprowadzeniu odgrywa zaleznos¢ pola E od odwrotnosci kwadratu
diugosci. Mowiac pogladowo, wzrost powierzchni fragmentu na § kompensowany jest
Zmniejszeniem wartosci pola o ten sam czynnik. Podobnie pochylenie fragmentu AS; w stosunku
do R zwigksza jego powierzchni¢ przy danym kacie brylowym, ale tylez razy zmniejsza skladowa
normalng E. W efekcie iloczyn powierzchni i skladowej normalnej pola nie ulega zmianie przy
ustalonym waskim stozku (kacie brylowym). W podobny sposob wykazuje sig, ze strumien

S



przez powierzchnig lezaca calkowicie na zewnatrz tadunku wynosi 0. Dzieki zasadzie
superpozycji wynik stuszny jest tez dla wielu ladunkow

Q(przez dowolng zam-) = l_ _Suma fadunkow obejmowanych
knigta powierzchnig Eg przez t¢ powierzchnie

s " |

] D = S—Qcalkowiu r

o |

Dwa podane prawa ujgte w ramke sa rownowazne prawu Coulomba i zasadzie superpozycji.

W celu sformutowania praw magnetyzmu trzeba wprowadzi¢ gestos¢ pradu. Jesli prad I plynie
»ToOwnomiernie” wzdluz przewodu o przekroju S, to wektorem gestosci pradu nazywamy

oo J
J=-“‘E' j

skad g
I=js.

Jesli rozklad jest nierbwnomierny, to gesto$é pradu okreslamy dla malego fragmentu przewodu
tak, by tadunek przeplywajacy na sekundg przez ten fragment wynosit j. AS;. W rezultacie
catkowite nate¢zenie pradu plynacego przez duzy plat wynosi

I = Strumien j (przez ten plat)
A oto podstawowe prawa magnetyzmu

l _Strumicﬁ B ‘

=0
(przez dowolna zamknigta powierzchnig) \ j A
Krazenie B = o x Strumien j I \ @ e
(wzdhuz konturu K) ¢ (przez plat rozpiety na K) .

Pierwsze z powyZszych praw nazywa si¢ cz¢sto prawem niewystepowania ,, fadunkow™
magnetycznych, drugie nazywa si¢ prawaem Ampere’a. Podstawa tych praw sq oczywiscie badania
eksperymentalne. Analogiczne prawa elektrostatyki robig wrazenie udowodnionych, a to dlatego,
Ze istnieje inne rdwnowazne, wczesniej odkryte sformulowanie Coulomba, wzigte wprost

z doswiadczenia. Nie zmienia to jednak istoty rzeczy.

Cztery podane w ramkach prawa sa podsumowaniem badan doswiadczalnych dotyczacych
niezaleznych od czasu pol elektrycznych i magnetycznych.
Polami zaleznymi od czasu zajmiemy si¢ w nast¢gpnym artykule.

Laboratorium w domu

Do czego moga stuzy¢ zyletki, czyli rzecz o interferenc;i

Mgr Andrzej GOLEBIEWSKI

NIECO TEORII

Swiatlo ma nature falows. Takie kategoryczne stwierdzenie musi wywolaé odruch niewiary

w kazdym wnikliwym umysle.

Bo jakie sa dowody?

Zeby rozwia¢ Wasze watpliwosci, proponuje powtorzyé doswiadczenie, ktoére w 1807 roku opisal
Tomasz Young. Wykazal on wowczas, ze $wiatlo wywoluje takie same efekty, jak fale mechaniczn
obserwowane na przyklad na wodzie. Chodzi mianowicie o zjawisko interferencji, ktorej
mechanizm krotko przypomng.

Jezeli dwa ciagi fal pochodzace z dwdch roznych Zrodel punktowych Z, i Z2 na rys. [ spotykaja
Rys. | sig, to w pewnych miejscach nastgpuje wzmocnienie 2 w innych wygaszenie ich amplitud. Miejsca

2~

Z;
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. S .

@

Rys. 2
Z — #rddlo rozciggle
8o — szczelina oswietlajaca

S8, S; — przesiona z dwiema szczelinami

E — ekran

Rys. 4

te nazywamy odpowiednio maksimami, gdy spotykaja si¢ dwa grzbiety, i minimami, gdy spotyka
si¢ grzbiet z dolina. Regularny rozkiad maksimow i miniméw wzdluz przeszkody-ekranu (E)
nosi nazwe obrazu interferencyjnego. Widzimy wowczas seri¢ powtarzajacych si¢ ciemnych

i jasnych prazkow.

Warunkiem powstania takiego obrazu jest spdjnosé obu ciggow fal, to znaczy zgodnosé w kazdej
chwili czasu roznicy faz wynikajacej z roznicy drog. Innymi slowy, jezeli chcemy, aby interferencje
powtarzaly sie zawsze w tych samych miejscach, to odstepy czasu miedzy nadejsciami jednej

i drugiej grupy fal musza by¢ zawsze takie same.

Stosujac dwa Zrodla, nawet punktowe, nie spelnimy powyzszego warunku, gdyz wysylaja one
niezaleZne ciagi fal. Zreszta optyka nie dysponuje punktowymi Zrodlami swiatla. Zrodia sa
zawsze rozciggle, skladajg si¢ z wielu mikrozrodel.

Dodatkowo sytuacje komplikuje fakt, ze w warunkach domowych nie mozecie stosowa¢ $wiatla
monochromatycznego, czyli o jednej tylko dlugosci fali, i zdani jestescie na $wiatlo biale
zawierajace fale o roznych diugosciach. W obrazie interferencyjnym prazki sa wowczas barwne

a liczba ich jest niewielka.

Czy w takim razie nie nalezy zrezygnowac z doswiadczenia?

PORA NA ZYLETKI

Aby spelni¢ warunek spéjnosci mozna postuzy¢ sie specjalng szczeling o$wietlajaca. Popatrzcie
na rys. 2. W przedstawionym ukiadzie rolg Zrodia swiatia spojnego speia szczelina S,
wydzielajaca waska wiazke $wiatla. Szczeliny S, i S, sa tym bardziej zrédlami spojnymi. Wlasnie
do wykonania tych szczelin potrzebne Wam beda zyletki przelamane wzdluz dluzszej osi.

W grubym kartonie lub tekturze o wymiarach 150 x 80 mm wytnijcie w srodku otwor

20 x 10 mm. Poloéwke zyletki przyklejcie do kartonu uzywajac tasmy samoklejacej tak, aby
zakrywala otwor do polowy i ostrzem byla zwrocona ku srodkowi. Tak samo postapcie z druga
polowka, pozostawiajac miedzy ostrzami szczeline o szerokosci okolo 0,1 mm. Dla ustalenia tego
ostatniego wymiaru mozna postuzy¢ si¢ inna zyletka wsuwajac ja miedzy krawegdzie przyklejanych
polowek. Od tej chwili jestescie posiadaczami szczeliny oswietlajacej.

Potrzebna jest teraz przeslona z dwiema szczelinami. Jej wykonanie jest bardziej skomplikowane.
Nalezy wyciac jeszcze jeden kartonik i sporzadzié jeszcze jedna szczeline o$wietlajaca, taka jak
opisana wyzej. Przez jej §rodek trzeba przeprowadzi¢ rownolegle do krawedzi zyletek cienki
drucik miedziany o grubosci okolo 0,05 mm Iub po prostu wlos, ktory po naciagnigciu musi by¢
przyklejony. Wios dzieli szczeling wzdhiz na dwie czgsci. Ta operacja wymaga pewnej Zrecznosci
i cierpliwosci. Do kontroli rownoleglego ustawienia krawedzi zyletek i wiosa przydatna jest lupa.
Przygotowanie szczelin przedstawia rys. 3.

I WRESZCIE DOSWIADCZENIE

Schemat rozmieszczenia czesci skladowych ukladu dodwiadczalnego przedstawia rys. 4.

Jako Zrodia $wiatla Z najlepiej uzy¢ rzutnika do przezroczy lub innej odpowiednio silnej lampy
naswietlajacej. Jezeli nie jest to mozliwe, musi wystarczy¢ zwykia lampa biurowa z zarowka
100—150 W, na ktora nakladamy stozek z nieprzezroczystego kartonu wierzchotkiem w kierunku
szczelin. Wierzcholek obcinamy tak, aby powstal otwér o srednicy okolo 10 mm. Zrodlo $wiatla,
szczelina o$wietlajaca S, i przesiona z dwiema szczelinami .S powinny znajdowaé si¢ na jednakowej
wysokosci mierzac od stolu, na ktérym je ustawiamy. Jako podstawek mozecie uzy¢ na przykiad
kostek styropianu z nacigciami zrobionymi pitka do metalu. Wiazka $wiatla powinna biec od
Zrodla przez szczeliny wzdluz linii prostej. Odlegios¢ migdzy czgsciami zestawu nalezy dobrac
doswiadczalnie.

Arkusz kartonu z bloku technicznego moze stanowié¢ ekran E. Jezeli uklad bedzie dobrze
ustawiony, zobaczycie na nim kilka jednakowej jasnosci prazkow interferencyjnych. Znacznie
lepigj jest zastosowacé jako ekran matowa szybke. Obserwacje przeprowadza si¢ wowczas patrzac
w strong Zrodia $wiatla.

UWAGI KONCOWE

Jestem pewien, ze wszyscy, ktorzy podjeli trud przygotowania i przeprowadzenia eksperymentu,
spokojnie spojrza na pierwsze zdanie niniejszego artykulu.

Nie spoczywajcie jednak na laurach!

Proponuj¢ rozszerzy¢ wiadomosci z tego zakresu.

A oto problemy do rozgryzienia:

1. Ustawcie na drodze promieni biegngcych w zestawie filtr barwny np. od aparatu
fotograficznego lub powigkszalnika. Jakie widzicie zmiany w widmie? Jak wyjaéni¢ to zjawisko!
2. Wykonajcie jeszcze jedna szczeling o$wietlajaca. Ustawcie ja w miejscu przestony z dwiema
szczelinami. Zobaczycie na ekranie tzw. obraz dyfrakcyjny. Czym rodini si¢ on od obrazu
interferencyjnego? Obserwacji moina takze dokonaé patrzac przez szczeling w kierunku Zrodia
swiatla.

3. Dlaczego w doswiadczeniu szeroko$¢ szczelin musi by¢ taka mala?

4. Czy $wiatlo wywoluje zjawiska charakterystyczne tylko dla fal?

Siggnijcie do literatury!
Zycze powodzenia.
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Gazy doskonale

Dr Marek CIEPLAK

1. W poprzednim artykule (Delta 5/1979) zorientowaliSmy sig, z jakim aparatem pojeciowym
zabiera sig fizyk-statystyk do kontemplowania wody w stawie. Duma¢ roOwniez mozna nad ruchem
kawalkow lisci naparzanej herbaty. Dzialalnosé taka prowadzil Einstein, co zaowocowalo

w postaci statystycznej teorii ruchow Browna, sformulowanej niezaleznie takze przez
Smoluchowskiego.

2. Statystyczng analize¢ ukladow wielu czastek dobrze jest rozpoczaé od badania ukladow
najprostszych, a wigc takich, dla ktérych

N
M E=Y sw.
a=1

Przypomnijmy, ze rozpatrujemy wszelkie sytuacje, jakie mogg by¢ realizowane w pewnym duzym
podukladzie uktadu makroskopowego. Jesli w podukladzie jest akurat N czastek, a a-ta czastka
ma jakas$ energi¢ £(a), to catkowita energia podukiadu rowna si¢ w ukladach prostych sumie E,.
Jezeli

z
@) t@ = S,
gdzie p(a) 0znacza ped a-tej czastki, a m jej mase, to wzor (1) definiuje model gazu doskonalego.
Stowo ,,doskonaly” w istocie rzeczy za¢miewa ulomnos¢ modelu, polegajaca na zaniedbaniu
oddziatywan (zderzen) czastek ze swymi partnerami. W wypadku gazow takich, jak hel, tlen,
wodor, para rteci, zaniedbanie energii oddzialywan w pordOwnaniu ze $rednig energia kinetyczna
czastek jest bardzo dobrym przyblizeniem, gdy srednia gestosc czastek w podukiadzie jest
niewielka, a temperatura dostatecznie wysoka.
3. Okazuje sie, ze pojecie gazu doskonalego mozna uogdlni¢ na inne, niz gazy zwykle, uklady
fizyczne. Wainym przykladem jest uklad elektrondéw przewodnictwa. Wiemy, e elektrony w metalu
mozna podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich zlozona jest z elektronéw zewnetrznych powlok
atomow, tworzacych metal. Elektrony z tej grupy nosza nazwe elektronéw przewodnictwa, gdyz
moga si¢ one przemieszczac prawie swobodnie i dzigki temu przewodzic¢ prad. Na druga
za$ grupe skladaja si¢ elektrony silnie zwiazane z jadrami atomow. Elektrony przewodnictwa
poruszajg si¢ zatem w polu dodatnio naladowanych jondw, ustawionych periodycznie w sieci
krystalicznej. Srednia odlegloé¢é miedzy dwoma elektronami przewodnictwa jest rzedu ulamka
nanometra, totez energia ich wzajemnego oddzialywania jest poréwnywalna z ich energia
kinetyczna. Poglad, iz uklad elektronéw przewodnictwa mozna uwazaé za gaz doskonaly, wydaje
si¢ wigc na pierwszy rzut oka zwariowany. W rzeczywistosci jest on stuszny. Otoz elektrony
przewodnictwa oddzialujg ze sobg tak silnie, Zze w rezultacie pojedynczy elektron porusza si¢
w wypadkowym polu elektrycznym wytwarzanym przez wszystkie pozostale elektrony. Pole to
jest w dodatku silnie kompensowane przez pole dodatnich jonow sieci. Kazdy z elektronow
zachowuje sig¢ wiec jak czastka prawie swobodna. Nie jest to jednak ,,prawdziwa’ czastka,
cho¢ dziala jak ona. Za Landauem fizyk uzywa tu nazwy ,,quasiczastka™. Z uwagi na
periodycznosé pola elektrycznego sieci owa quasiczastka ma tez inng mase niz elektron swobodny.
W metalach masy te sa jednak tego samego rzedu, totez analiza gazu doskonalego zwyklych
elektronéw prowadzi do zrozumienia wielu wlasciwosci metali.
4. Podzielmy w mysli obszar zajmowany przez gaz doskonaly na prostopadiosciany o krawedziach
L., L,, L.. Niech L., L,, L, bgda duze w porOwnaniu ze $rednia odlegloscia migdzy czastkami.
Zgodnie z mechanika kwantowa kazdej czastce mozna przyporzadkowac fale, czy bardziej
fachowo: funkcje falowa, ktorej kwadrat wartosci bezwzglednej okresla gestosc
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w punkcie (x, y, z). Funkcja falowa dla czastki z pedem
(Px,p;,px) okazuje si¢ byé kombinacja wyrazow proporcjonalnych do cosinusa i sinusa liczby

2:— (pxx+pyy+p:2), gdzie h jest stala Plancka, réwna 6,6 x 10~3* J - s. Skoro zaden z

prostopadloéciandw nie jest wyrdzniony, nalozmy na funkcje falowg warunek powtarzania si¢
od prostopadloscianu do prostopadloscianu, co odpowiada zamianie x na x+ L, itd. Widzimy,
ze wartosci pedu, ktdre czgstka moze przyjmowac, nie sg dowolne. Musza one wynosic
3) h h h
= —— Mg, == MMy, =

Px L = pPs L y Ps T
gdzie mx, my, m; sa dowolnymi liczbami calkowitymi. Mowimy, ze ped, a w zwiazku z tym
i energia, sa skwantowane. Dwie sasiadujace wartosci p, roinia si¢ o h/L.. Stosunek ten jest
niezwykle maly z uwagi na znikomg wartos¢ stalej Plancka, kt6ra jeszcze dzielimy przez spora
diugoéé L,. Ped przyjmuje wiec wartosci ze zbioru praktycznie cigglego. Piszac rownanie Newtona
nie klopoczemy sie zatem kwantowaniem pedu. Jednak w naszym wypadku wiasnos¢ skwantowania
wykorzystamy do numerowania energii czastki.

L
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Wybieramy prosta p i znajdujemy na niej
punkty X i Y odlegle odpowiednio o di m

od punktu 4 polozonego w odleglosci & od tej
prostej. Ponadto punkty te winny lezeé po

tej samej stronie rzutu prostopadiego A na

p. Niech M bedzie punktem przecigcia prostej
AX z prosty ¢ prostopadiy do p i przechodzaca
przez Y. Z zadania M 199 wynika, z¢ punkt
M lezy na okregu opisanym na szukanym
trdjkacie ABC. Prowadzac symetralna

odcinka AM znajdujemy w jej przecieciu

Z prosta g punkt O, bedacy Srodkiem
- wspomnianego okregu. Wierzcholki Bi C
trojkata znajdujemy w przecigciu okregu

o srodku w O i promieniu OA z prosta p.

5. Ped nie jest jedyna wielkoscia, ktora charakteryzuje stan czastki. Wiele czastek ma wlasny
niezerowy wektor momentu pgdu, zwany spinem, i proporcjonalny do niego wlasny moment
magnetyczny. Takie czastki zachowuja si¢ zatem jak wirujacy bak i jednoczesnie jak petelka

z pradem. Zgodnie z mechanika kwantowa spin o wartosci s moze ustawiac si¢ wzgledem
dowolnie wybranej osi tylko na 2s+ 1 sposobow, ktére nazywamy stanami spinowymi czastki.
Np. czastki o spinie s = 1/2, jak elektron, neutron, proton, atomy izotopu *He helu, moga by¢
tylko w dwoch stanach spinowych: ,,do gory” i,,do dolu”. Pod nieobecnos¢ pola magnetycznego
ustawienie spinu nie ma wplywu na energie czastki.

6. Czastki o spinie polowkowym (s = 1/2, 3/2, 5/2 itd.) nazywa si¢ fermionami. Okazuje sie,
ze fermiony obowiazuje regula Pauliego: w danym stanie jednoczastkowym moze znajdowac si¢
co najwyzej jedna czastka. W naszym wypadku /-ty stan jednoczastkowy okreslony jest przez
podanie wartosci pedu czastki, tj. przez wybor liczb m., my, m., i numer stanu spinowego. Jesli
przez n; oznaczy¢ liczbe czastek obsadzajacych /-ty stan, to rcgulq Pauliego mozna zapisaé

w nastepujacy sposob: .

C)) n =0 lub 1.

Bozonow, czyli czastek o spinie calkowitym (s = 0, 1, 2 itd.) regula Pauliego nie obowiazuje
i wowczas

(6] n=0, lubl, Iub2, Iub3, Iubd4,

Bozonami 0 zerowym spinie s3 np. atomy gazow szlachetnych, a o spinie 1 — czasteczki
wodoru 'H.

7. Przypu$émy, ze bozonowy lub fermionowy gaz doskonaly wewnatrz prostopadloscianu jest
w stanie o N czastkach i o catkowitej energii E;. Wielkodci N i E; dogodnie jest zapisaé

za pomoca liczb obsadzen n,:

(6) NZERM
]

(W) E = Zsml,
i

gdzie &, oznacza energig, odpowiadajaca /-temu stanowi pojedynczej czastki, a £n, — wypadkowa
energie wszystkich czastek, ktérym zdarzylo si¢ by¢ w I-tym stanie. Widzimy, ze zbior liczb
obsadzent {n;} wyznacza stan ukladu. Dla zadanego N istnieje wiele zbioréw {m }, spelniajacych
warunek (6), a stad — wiele dopuszczalnych E,. Srednie wartosci (N i (E) otrzymuje si¢,
zastepujac n; §rednimi liczbami obsadzen {n;)>.
8. Wykazemy teraz, Ze jesli ukiad ma temperaturg T i potencjal chemiczny u, to

1
(8) iy = P

eknril

Gorny znak dotyczy fermionow, a dolny — bozonodw, przy czym u jest funkcjg temperatury.
Postuzymy sig¢ rozkladem wielkim kanonicznym, zdefiniowanym wzorem

e(uN—-E)/ksT
) P =

g
Obliczmy najpierw stala =, normujacq rozkiad do jednosci. Otéz
o0 11 o Leull s it e Y
(10) - Z knT 2 KRl > 2~ BT, Er Lt
N=0 {m}

Symbol £’ oznacza sumowanie po takich zbiorach liczb obsadzen, ktore odpowiadaja catkowitej
liczbie czastek rownej N. Zsumowanie po wszystkich N pozwala pomina¢ warunek na {m, }. Stad

an “Z i:,r _HZ kT

{m}

Podstawmy (11) do (9) i zapiszmy wystgpujace tam N i E; zgodnie z (6) i (7). Stwierdzamy, Ze
prawdopodobienstwo wystapienia stanu o N czastkach i o energii E; jest nastepujacym iloczynem:

X (n—emy (—ep)my

12) ' Pu,i =[] P
1
gdzie
-k[—.r(.u“s:)"l
(13) P; = o
- (u—epm

Zkl"

Czynnik P; ma zatem interpretacje prawdopodoblenstwa realizacji /-tego stanu jednoczastkowego.
Wnioskujemy stad, Ze srednia liczba czastek w tym stanie wynosi

(14) (H;} = Z PIJP;.
n
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Rozpatrzmy plk zng ABCDEF
przechodzacy przez srodki przeciwleglych
krawedzi A°A” i D’D” szeicianu. Niech
A’'B = D'C = A"F = D"E = a. Mamy
BC = EF = }/2(1—a). Niech G i H beda
rzutami prostopadlymi punktu B na proste
A'D’ i AD. Z réjkata prostokatnego BCH

CH ]/ BV rvibe
wyznaczymy = = | +{—=] iwol
(z) +(7

tego BE = 2+ CH = y/1+2a%. W szesciokat
ABCDEF moiemy wigc wpisaé kwadrat

o boku b = min (BC, CH) = min (2(1-a),
¥1+2a?), Funkcja f(a) = V2 (1—a) jest
funkcja malejaca parametru a; zaé g(a) =

= |/| + 2a? rosngcq. Wynika stad, e wartosé b
bedzie najwicksza, gdy V' 1+2a% = YZ(1-a),

czyli gdy a = % Dlugoéé boku kwadratu

wyniesie wowczas % )’5 = 1,0607. Moina

udowodnié, 2e jest to najwickszy kwadrat
mieszczacy si¢ w naszym szescianie,

Srednia liczba wszystkich czastek (N> rowna jest ; {ny, a $rednia energia <E>—2; glny. W

wypadku fermionow n, spelnia warunek (4), totez

1 1
0- eﬁ (#"H)‘c_'_l .e'-i‘;“f.‘ (p—gp)- 1 1
(15) <y = + =
1+e kT ¢ ekl 44
W wypadku bozonow
1
i EpT (p=er)ny
ne
(16) WD o LD I S
N b
Z e kaT Lt e kT _|
n=0

H—e

(] 1
gdyz mianownik w (16) jest sumg postepu geometrycznego an" ailorazieg = e ks T i pierwszym
n=

wyrazie rownym 1, licznik za$ jest pochodna sumy postepu wzgledem g. Szereg ten jest zbiezny,
jeslig < 1, tzn. u—e, < 0. Skoro minimalng wartoscia energii kinetycznej jest zero, potencjat
chemiczny doskonalego gazu bozonéw powinien by¢ ujemny. [Przekonamy si¢ jednak, ze dla
temperatur bliskich zera bezwzglednego p# musi znikaé¢. W wypadku stanow, odpowiadajacych
energii & = 0, wzor (16) bedzie wymagal modyfikacji].

I dla fermionow i dla bozondw im wyisza energia stanu, tym slabiej jest on obsadzony.

9. Rozpatrzmy gaz Fermiego w obszarze temperatur bliskich zera bezwzglednego. Jaki znak ma
#(T = 0)? Gdyby u(T = 0) bylo ujemne, to {n,> dla kazdego / dazyloby do zera wrazz T.
Prowadziloby to do absurdalnego wniosku o nieistnieniu czastek. Znikajaca wartos¢ u(T = 0)
dawalaby dla odmiany {n,> = 1/2 dla &, = 01 {n,> = 0 dla kazdej innej energii, co nie
wyczerpywaloby zbioru (N czastek, jesli (N> > 1. Stwierdzamy, ze (T = 0) musi by¢ dodatnie.
Wielkos¢ te oznacza sig rOwniez symbolem &g i nazywa energia Fermiego. W T = 0 zatem

1 & <egp

an 0 &> ¢

Mpr=0 = {
a wiec wszystkie poziomy o energii mniejszej od ¢r sg zajete, a o wigkszej sa puste. Energia
Fermiego to maksymalna dozwolona energia pojedynczej czastki w stanie podstawowym gazu.
Interpretacja fizyczna wzoru (17) jest jasna. Przypusémy bowiem, Ze w prostopadloscianie jest
$rednio {N) czastek. W temperaturze zera bezwzglednego uklad musi by¢ w stanie o najnizszej
energii (co wynika z samej definicji temperatury). W kategoriach stanéw jednoczastkowych znaczy
to, ze pierwszych (2s5+ 1) sposrod (N czastek musi mie¢ energi¢ zerowa. Zgodnie z regula
Pauliego nastepnych 3(2s+ 1) czastek obsadzi stany o energii, odpowiadajacej liczbom (my, m;,
m:) = (1,0,0), (0, 1, 0)i (0, 0, 1). Kolejne czastki ,,usadzamy”w stanach o coraz wigkszych
liczbach m,, my, m: az do wyczerpania zbioru {N) czastek. Zauwazmy, Ze dozwolone wartosci

pedbéw umieszczone sa w punktach wezlowych sieci prostopadlosciennej o stalych sieci -h—.
X

-I—lf— i -I-I:—. Pedy odpowiadajace energiom mniejszym od er zawieraja si¢ w pewnym obszarze
» T

wykrojonym z tej sieci. Dla duzych {N) obszar ten jest w przyblizeniu kulg, ktorej promien
o 4
wynosi pr = )/ 2meg. Poniewaz a) objetos¢ kuli rowna jest 3 7p¢, b) objetosé przypadajaca na

jeden dopuszczalny ped wynosi -Ll ety -Ih: i ¢) kazdy ze stanow pedowych moze pomiescic
X

Ly
(254 1) czastek, gdyz tyle jest standw spinowych, wiec wewnatrz kuli istnieje
4 Ll L
(18) 5 (2meg)*’? % (@2s+1)

dozwolonych stanéw. Przyrownanie (18) do <N pozwala wyznaczyé er jako funkcje gestosci,
czyli wielkosci bezposrednio mierzonej doswiadczalnie:

hl - 3 /3
(9 S (4:r(23'+ 1)) .
gdzie
N> <N
b e s

przy czym ¥V oznacza objeto$¢ podukladu. Zwroé¢my uwage, Zze wynik ten nie zalezy od wyboru
dlugosci krawedzi prostopadlioscianu i ze £y, jako zwiazane z (N, jest w istocie wielkoécia
jrednia.

10. Zastosujmy wzor (19) do gazu elektronow przewodnictwa w metalach. Srednia gestosé
elektrondéw przewodnictwa jest rzedu 10%® na cm® (cez: 0,91 x 10?2 cm—3, beryl: 2,4 x 10** cm™?),
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Poni ¥ promien 1ki jest maly

W poréwnaniu z rozmiarami trawnika,
mozemy zaniedbaé rozmiary nasadki i zaloZyé,
Ze zasieg strugi wylatujacej pod katem a do
pionu jest w przyblizeniu rowny odleglosci R
od srodka nasadki. Zaniedbamy rdéwniez

roinice poziomow miedzy elementem nasadki
a trawnikiem. Wtedy ruch strugi wody opisany
jest przez rzut ukoiny, w ktorym zasicg
Wynosi
visin2a
1 ol
(1)) =

gdzie v jest predkoscia wyplywu.
lloéé wody padajgca na obszar trawnika
zawarty mi¢cdzy R i R+ dR powinna, zgodnis
Z trescia zadania, wynosi¢ C - 2nRdR, gdzie
C jest pewngq stalg gestoscia powierzchniowg
wody (ilo$¢ wody nie zalezy od polozenia
R na trawniku). Z drugiej strony, jesli gestosc
otworow na nasadce wynosi g(x), to ilosé
wody polewajacej obszar trawnika znajdujacy
si¢ w odleglosci R(x) (patrz wzor (1)) wynosi
o(x)d = 2asinapo{x)da, gdzie d2 = 2nsinx
da jest elementern kata brylowego zawartym
migdzy katami o i @+ da. Musi byé zatem
spelniony warunek
2nsinag(ayda = C- 2aRdR.

Stad, wykorzystujac wzor (1), dostajemy

CR dR

= o o

C oisinla
sina g i
~ Co*sinda

czyli

Masa elektronu przewodnictwa jest rzedu masy elektronu swobodnego: m = 9x 10-2% g, a spin

5 = 1/2. Wnioskujemy stad, Ze energia Fermiego jest rzedu 10~7 J. Jesli mierzy¢ t¢ energie

w jednostkach temperatury (er = k5 T%), to odpowiada ona temperaturze Fermiego Ty rzedu 10°
(i predkosci rzedu 0,01 predkosci $wiatia). Widzimy zatem, Ze w temperaturze pokojowej elektrony
przewodnictwa zachowujg sig tak, jak w temperaturze 0 K, tzn. znajduja si¢ w stanie
podstawowym ukiadu. Dostarczenie do ukladu energii, odpowiadajacej temperaturze pokojowej,
nie jest wigc praktycznie w stanie ,,wybi¢"” elektronu z kuli Fermiego, totez cieplo wiasciwe gazu
elektronowego jest zaniedbywalnie male. W wypadku gwiazd zwanych bialymi karlami, ktére
zbudowane sg z jader helowych i ruchliwych elektronéw (zasoby wodoru ulegly wyczerpaniu

w wyniku ewolucji gwiazdy), gesto$¢ elektronow jest rzedu 10°° na cm?, co odpowiada
temperaturze Fermiego réwnej 10" K. Temperatura wewnatrz bialego karla jest dziesigé tysiecy
razy nizsza (107 K). Z punktu widzenia gazu elektronowego wewnatrz gwiazdy panuje trzaskajacy
mréz. Rozwazmy dla odmiany gaz zlozony z czasteczek helu *He. Przypusémy, Ze temperatura
ukfadu nieco przewyzsza 3,35 K, a cisnienie wynosi 1,18 atm. Obnizenie temperatury ponizej
podanej wartosci spowodowaloby przejicie z fazy gazowej do cieklej (uwzglednienie w teorii
energii oddzialywan byloby wéwczas niezbedne). W takich warunkach g = 3 x 10! czasteczek/
Jem?, ep = 2,21 x1072* J, T¢ = 1,6 K (m = 3 x 1,67 x 10~2* g). W poréwnaniu z hipotetycznym
doskonalym gazem helowym, istniejacym w temperaturze 0 K, jego kula Fermiego opustoszala,
ostry schodek funkcji <n,> wygladzit si¢ w zjezdzalnig dla dzieci, a potencjat chemiczny u bardzo
zmalal i stal si¢ ujemny (rzgdu — 6 x 10-23 J). Odwilz,

11. Jak si¢ zachowuje gaz elektronow przewodnictwa w polu magnetycznym? Zauwazmy, ze
energie &,, oprocz energii kinetycznej czastki, w obecnosci pola magnetycznego musza uwzgledniaé
energi¢ oddzialywania wlasnego momentu magnetycznego elektronu z polem. Momenty
magnetyczne moga ustawia¢ si¢ tylko na dwa sposoby, przy czym moment réwnolegly do pola
jest faworyzowany energetycznie. Dla kazdego stanu pedowego $rednie liczby obsadzen dla
czastek z momentem ,,do gory” sa wigksze niz $rednie liczby obsadzen dla czastek z momentem
»» do dolu”. W ukiadzie pojawia si¢ wigc pewien wypadkowy moment magnetyczny, czyli
namagnesowanie. Zjawisko to nosi nazwe paramagnetyzmu Pauliego. Nie jest to jednak jedyny
wplyw pola magnetycznego na uklad elektron6w przewodnictwa. Pole magnetyczne wywiera na
elektrony jeszcze sil¢ Lorentza, pod wplywem ktorej elektrony poruszaja sie po spiralach.

W ukladzie zostaje indukowany prad wirowy. Zgodnie z reguta Lenza pole magnetyczne
wytworzone przez indukowane prady ma zwrot przeciwny do pola, ktére je wywolalo. Zjawisko
ma zatem charakter diamagnetyczny i nosi nazwe diamagnetyzmu Landaua. Zwrot wypadkowego
namagnesowania probki uzalezniony jest od tego, ktore z dwoch zjawisk przewaza. Najczesciej
jest on réwnolegly do pola.

12. Wiasciwoéci doskonalych gazoéw — bozonowego i fermionowego — sa zupelnie odmienne.
Stan podstawowy ukiadu bozonéw nie jest wyznaczony przez kule Fermiego. W temperaturze
zera stopni nie stosuje si¢ regula Pauliego i wszystkie bozony znajduja si¢ w stanie o najnizszej,

- czyli zerowej, energii kinetycznej. Gaz bozonow, w odréznieniu od gazu fermionéw, w stanie

podstawowym nie wywiera cisnienia. W T = 0 potencjal chemiczny gazu bozonéw musi znikaé,
gdyz dodanie do ukiadu dowolnej liczby czastek nie jest w stanie zmieni¢ calkowitej energii gazu.
Stosowanie wzoru (16) nie jest wowczas poprawne. Prawidlowe érednie liczby obsadzefi dane 53
przez

Sulis
25+1
0 dla & # 0.

(N>, dla (2s+1) stanéw o0 ¢ =0

(21) {my =

[Wzér (16) prowadzitby do niefizycznego zastapienia (N przez nieskoficzonoéé.] Zwiekszenie
temperatury powoduje stopniowe malenie gigantycznego obsadzenia stanu o Zerowej energii

i wzbudzanie coraz wigkszej liczby czastek do stanéw o energiach wyzszych. Obsadzenie stanu
najnizszego pozostaje makroskopowo duze do pewnej temperatury krytycznej, ktora jest rzedu
kilku kelvinow. Powyzej tej temperatury wzor (16) moze by¢ stosowany do wszystkich stanow.
Male energie pozostaja faworyzowane, ale w stanie o zerowej energii jest niewielka liczba
czastek. Potencjal chemiczny staje si¢ wtedy ujemny. Ochlodzenie gazu ponizej temperatury
krytycznej prowadzi do przemiany fazowej, zwanej kondensacja Bosego-Einsteina. Sadzi sig, ze
przejicie fazowe cieklego helu “He w stan nadciekly ma zwiazek z kondensacja Bosego-Einsteina.
Zwigzek ten nie moze by¢ prosty, gdyz w sensownej analizie nie sposob jest poming¢ energii
wzajemnych oddzialywan atoméw cieklego helu. W tak niskich temperaturach (2,19 K)

z pewnoscia nie jest to gaz doskonaly.

13. Jesli temperatura gazu fermionowego lub bozonowego jest dostatecznie wysoka, to (N>
czastek rozcieficzy sig po wszystkich stanach jednoczastkowych. Srednie obsadzenie kazdego
Jednoczastkowego stanu bedzie wtedy niewielkie. Wnioskujemy stad, ze w takiej sytuacji e”#/kaT,
wystepujace we wzorze (8), musi miec tak duzg wartodé, a wiec u/ksT ma tak duia wartodé
bezwzgledng, Ze dodanie lub odjecie jedynki w mianowniku wyrazenia (8) staje sie bez znaczenia,
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M

Niech M bedzie punktem przecigcia dwusieczne;)
kata ACB z okregiem opisanym na tréjkacie
ABC. Poniewaz katy ACN i NCB sa rowne,
réwne sg wige i luki AN oraz NB, a zatem

i dlugosci cigciw AN i NB. Punkt N lety wige
na symetralnej boku A B, jest on zatem
punktem wspéinym dwusiecznej kata ACB

i symetralnej boku AB oraz lezy na okrggu
opisanym na trojkacie ABC.

Rozroznienie miedzy fermionami i bozonami zanika. Srednie liczby obsadzen przyjmuja wartosci

s o
22) oy =e®T = #

gdzie Z = e~ n/ks T, [Wzbr (22) uzyskuje si¢ takie w granicy malych ggstosci: zanik efektow
kwantowych.] Mowimy wowczas o klasycznym gazie doskonalym. ZnajdZzmy Z z warunku

(N> = 2:(:!;}:

Z = -—l—- Ze‘cn’hf =
(N> 7

(23) h2mi hinty him}
i 2s5+1 Ze' ZmL,k.f_‘Ye_ 2mlykp T Ze' ImLkpT
my my mz

Dla duzych L, sum¢ po m, pomnozong przez h/L,, czyli przez szerokos$¢ odstgpu migdzy
sgsiadujacymi wartosciami x-owej skiadowej pedu, $wietnie daje si¢ przyblizyé przez calke
wzgledem p;,:

him 2 hinr
Z'H Lt LN BT
h L
(24) hx L
L o - pf L + @
~ -—l-li S e mkaT g5 =T‘-}/2m'f{._T S e dr.
-0 -0

Calka wzgledem  okazuje si¢ mie¢ warto$¢ )/ 7. Stad

LiLyL; 2s5+1 25+1
(25) b st 2mky T)*/? = p -~
TS R e o 5 Sl
W wypadku tlenu w 0°C pod cisnieniem 1 atm Z jest rzedu 10, Jest to wiec wiedy wspanialy
gaz klasyczny. Natomiast dla elektronéw przewodnictwa Z jest rzgdu 10~* w temperaturze
pokojowej. Wyrazenie (22) traci wowczas stosowalnosé.

- (2mkg T)*/2,

14. Obliczmy teraz ci$nienie wywierane przez klasyczny gaz doskonaly. Niech f; oznacza wartosé
sily wywieranej przez czastke w /-tym stanie na $ciane x = L. prostopadloscianu. Powierzchnia
tej $ciany wynosi Ly - L,. Przypus¢my, Ze $ciana ulegla powolnemu przesunigciu o odcinek dL;,
przy czym (N pozostalo nie zmienione. Praca f;dL;, ktora wykonuje czastka na tej Scianie,
musi byé rowna ubytkowi energii — de, czgstki. Stad

de;

26 =mhe
o f dL.

Srednia sila wywierana przez wszystkie czastki dana jest wiec wzorem

de
(F) = Z {npfy = ;_ Z e‘m’knT(— _d_LI:) =

en ’ :

Il

ksT d {N>kaT dZ Nk T
Z e—e/kaT = i
4 dL. Ly

Z .4
Cisnienie P jest stosunkiem {F> dc powierzchni $:iany. Uzyskujemy znajomy i czesto stosowany
wynik

Jest to prawo klasycznego gazu doskonalego. Dokladniejsze obliczenia, oparte o pelny wzor (8),
prowadzilyby do wniosku, ze w wysokich temperaturach doskonaly gaz fermionowy wywieralby
nieco wi¢ksze, a bozonowy nieco mniejsze ci$nienie.

Gdyby$my w tym artykule zamiast 1/ks T uzywali symbolu f, wprowadzonego poprzednio
(Delta 5/1979) wzor (28) identyfikowalby fkg z odwrotnoscia temperatury. Gdybysmy wreszcie
rozpatrywali ukiad o scile okreslonej liczbie czastek N i postugiwali si¢ zespolem kanonicznym,
uzyskalibysmy wynik (28) z tym, ze <N zostaloby zastapione przez N. Jest to przyklad
termodynamicznej rownowaznosci zespolow statystycznych.

Niech Czytelnik nie obawia si¢, ze zaproponuje mu si¢ teraz badanie ukiadow bardziej
skomplikowanych niz gazy doskonale. Wystarczy stwierdzi¢, ze teoria statystyczna prowadzi do
Zrozumienia wiasciwosci np. tak intrygujacych ukladow, jak zbior momentow magnetycznych
ferromagnetyka.



Patrz w niebo

Cztery lata temu, w ostatnim-dniu sierpnia 1975 roku,
gwiazdozbiér Labedzia zupelnie nie przypominal
szybujqcego pta.ka Bylo to spowodowane tym,

Ze 29 sierpnia w nocy pojawila sie w tej konstelacji
»nowa gwiazda”. Zostala ona dostrzeZona najwcze$niej

w Japonii, poniewaz stala si¢ widoczna wtedy, gdy

na Dalekim Wschodzie zapadal wlasnie zmierzch.
Powiadomieni telegraficznie astronomowie rozpoczeli

jej intensywne badania optyczne, radiowe i rentgenowskie
Jjeszcze przed osiggnigciem maksymalnej jasnosci.

Nowa Labegdzia 1975 nalezy do klasy gwiazd znanych
nam juz od staroZytno$ci. Wtedy to nagle
pojawiajgcym sie gwnazdom nadawano nazwe gw:azd
nowych. DZ!Slaj wiemy, Ze wybuch gw1a.zdy nowej

jest jakby jej ,,ostatnim tchnieniem” w koricowych
etapach ewolucji. Wszystkie znane nam gwiazdy nowe
s3 skiadnikami ukiadéw podwdjnych. Wybuch
wyobrazamy sobie w sposob nastepujacy: bogata

w wodor materia przeplywa z siasiedniej, wzglednie
zimnej gwiazdy i opadajac na powierzchnig bialego karla
gromadzi si¢ tam i ogrzewa sie do tak wysokiej
temperatury, Ze w pewnym momencie nast¢puje zaplon
reakcji termojadrowych i wybuch.

W zaleznodci od szybkosci przeplywu materii, geometrii
uktadu, warunkéw w okolicy powierzchni bialego karta
prébujemy dzieli¢ takie uklady na podklasy. Niektdre
Z nich charakteryzuja si¢ tym, Ze wybuchy powatrzajg
si¢ mniej lub bardziej regularnie. Istnieje taki uklad,
o nazwie WZ Sge, ktory wybucha mniej wiecej co
Wyglad gwiazdozbioru Labedzia 1 wrzesnia 1975 r. 33 lata, ostatni jego wybuch obserwowany byt pod
koniec zeszlego roku przez warszawskich studentéw
astronomii. Z tego, co dotychczas zostalo napisane,
wynika, Ze dysponujac dostatecznie silnym teleskopem
mozna by dostrzec przed wybuchem gwiazde, ktéra
potem stala si¢ nowa. I rzeczywiscie, po wybuchu
przeglada si¢ archiwalne zdjecia dancj okohcy nieba,
zrobione wezesniej, i przewaznie w miejscu eksplozji
znajduje si¢ gwiazde kilkadziesigt tysigcy razy slabsza
niz w momencie najwigkszej jasnosci. W przypadku
Nowej Labedzia nie znaleziono Zadnego obiektu w
w miejscu wybuchu. Najbardziej czule kamery
zarejestrowalyby gwiazde¢ nawet sto miliondéw razy
slabsza. A wiec musiala to by¢ wyjatkowo silna
mie - emfoysles eksplozja, jednak nie mozna jeszcze zaliczyé jej do
10— wybuchéw supernowych, kiedy to jasno§é gwiazdy
Bt M 4 44 24 3 10 wzrasta ponad miliard razy w wyniku dziatania
A En pridzierinik zupelnie innego mechanizmu, po czym maleje
wielokrotnie wolniej i spokojnie;j.
Krzywa zmian blasku Nowej Labedzia 1975 mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Mierzymy ciSnienie atmosferyczne

Wiesz na pewno, Ze na kazdy przedmiot w twoim
otoczeniu dziala ciSnienie atmosferyczne. Dzieje sig tak
dlatego, ze szybko poruszajace si¢ czasteczki powietrza
bezustannie ,,bombarduja” powierzchni¢ kazdego ciala.
A jednak cisnienia tego prawie nie zauwaZamy.

Jezeli wyobraziliémy sobie, Ze w powietrzu znajduje si¢
na przyklad blaszka metalowa, to czasteczki uderzaja
w nig z obu stron, a wig¢ Srednia dziatajaca sila réwna
jest zeru (rys. 1a). Gdyby$my jednak potrafili z lewej
strony blaszki usunaé czasteczki, czyli wytworzyé
proznig (rys. 1b), wtedy ,,bombardowanie™
zachodziloby tylko z prawej strony i powinni$my

moc zaobserwowac i zmierzy€ dzialanie sily.

Aby zrobi¢ doswiadczenie, ktére to wykaig,

potrzebne sa:

1. Strzykawka, najlepiej zuzyta plastykowa do
jednorazowego uZycia (inng tatwo stluc).

2. Sznurek. ‘

3. Plastelina.

4. Odwazniki (do kilku kg).

Doswiadczenie najtatwiej wykona¢ w dwie osoby.

1. Zatkajcie szczelnie: wlot strzykawki kawatkiem
plasteliny (rys. 2a).

2. Do tloczka strzykawki przywiaicie sznurek (rys. 2b).
3. Jedno z was niech trzyma strzykawke pionowo,
wylotem ku gérze (rys. 2¢), a drugie niech przywiazuje
kolejno do sznurka odwazniki. Przy jakiej ich masie
uda si¢ tlok odciagnaé?



Rozklady liczb na czynnikt

Mam trzy corki. Iloczyn liczb wyrazajacych ich wiek jest rowny 90. Najstarsza
jest o cztery lata starsza od sSredniej. Czy mozecie obliczy¢, ile lat ma kazda
z moich cérek?
Szanse na jednoznaczne rozwigzanie tak postawionego problemu mamy tylko,
jezeli przypuscimy, ze lata moich dzieci wyrazaja sig liczbami catkowitymi (cho¢
przeciez 7/12 to tez liczba!). Wtedy rozwiazanie jest proste: przedstawmy liczbe
90 w postaci iloczynu trzech czynnikéw. W zakresie liczb naturalnych mozna
to zrobié tylko na dziesig¢ sposobow:90 =1-2:45=1-3-30=1-5-18 =
=1:6-15=1:9-10=1-1-90=2-5-9=2-3-15=3-5-6=13-3-10.
Tylko rozklad 90 = 2- 5-9 ma t¢ wlasnos¢, Zze réznica dwu najwigkszych
czynnikéw wynosi 4. A zatem moje corki maja 2, 5i 9 lat. :
Gdyby$my nie zakladali, Ze szukane wielkosci sa liczbami naturalnymi,
mogliby$my otrzyma¢ jeszcze inne rozwiazania. Oto najprostsze z nich: Beatka
ma péltora roczku, Karolina 6 lat, a Agnieszka 10.
Jakie wlasnosci liczb naturalnych decyduja o tym, Zze zadanie nasze jest
jednoznaczne i latwo rozwiazalne? Zastanéwmy si¢ najpierw, w jaki sposob
mozna najlatwiej stwierdzi¢, ze liczbg 90 mozna tylko dziesigcioma sposobami
rozlozyé na iloczyn trzech czynnikéw naturalnych. Najprosciej to bedzie tak:
rozlozy¢ ja na czynniki pierwsze. To si¢ robi tak. Dzielimy 90 przez ...
cokolwiek, przez co mozna. Na przyklad przez 2. Dostajemy 45. Dzielimy 45
przez co si¢ da. Niech bedzie 3. Wynik jest rowny 15. A 15to 5- 3. Stad 90 =
= 2-+3+5-3, po uporzadkowaniu mamy 90 = 2-3- 3 - 5. Kombinujac liczby 2, 3,
5 (przy czym trojk¢ mozemy braé dwukrotnie), otrzymujemy wymienione rozklady.
~ A wigc korzystamy z mozliwoéci rozloZenia kazdej liczby naturalnej na iloczyn
liczb, ktérych juz ... dalej rozlozy¢ nie mozna, chyba 2e jednym z czynnikéw
bedzie jedynka. Takie liczby nazywamy pierwszymi. Co wigcej, dla kazdej liczby
naturalnej taki rozklad jest tylko jeden, jezeli nie bedziemy zwracaé uwagi na
uporzadkowanie czynnikéw. Jezeli dopuscimy do rozwazan i liczby ujemne (to
znaczy wezmiemy pod uwage zbidr liczb catkowitych), to bedzie podobnie:
kazdg liczbe catkowita mozna roztozy¢ na iloczyn liczb, ktérych juz dalej roztozyé
nie mozna i kazde dwa rozklady tej samej liczby réznia si¢ co najwyzej porzadkiem
i znakami czynnikow.
Suma liczb calkowitych jest liczba catkowita, ich iloczyn tez. Matematycy nazywaja
pierscieniami liczbowymi te zbiory liczb, dla ktérych i suma, i réznica i iloczyn
liczb z danego zbioru znéw do tego zbioru nalezy. Pierscieniem jest zbi6r
wszystkich liczb catkowitych, a nie jest nim zbidr liczb naturalnych.
Mozemy powiedzieé: w pierScieniu zlozonym z wszystkich liczb catkowitych
zachodzi prawo jednoznacznosci rozkladu i dlatego moglismy latwo i stosunkowo
szybko rozwiazaé¢ zadanie o moich corkach. Wydawaé by si¢ moglo, ze takie
prawo winno obowiazywaé¢ w kazdym pierscieniu liczbowym — przeciez dziatania
arytmetyczne na wszystkich liczbach polegaja na tym samym. Sa jednak proste
przykiady pierscieni, w ktérych to prawo nie obowiazuje. W pierscieniu ztozonym
z liczb postaci m+n})'7 (gdzie m, n — catkowite) mamy 6 = (l +V7)- (1 —|/7) =
=23 =(2+0)/7)- (3+0y/7), a liczb 2, 3, 1+ /7, 1— /7 juz dalej roztozyé
nie mozna w tym pier$cieniu. _
Interesujace, ze gdybysmy zamiast 7 wzieli 2 (to_ znaczy rozpatrywali pierScien
liczbowy ztozony z liczb postaci m+n})/ 2), to wlasnosé jednoznacznosei rozkiadu
znéw miataby miejsce. Nie dla wszystkich pierécieni umiemy odpowiedziec,
czy obowiazuje w nich prawo jednoznacznosci rozkladu. Niekiedy to zagadnienie
jest tak trudne, Ze rozstrzygnigcie go przyniostoby autorowi znaczne zaszczyty.

Malq Delte opracowali Jerzy GINTER i Michal SZUREK



Bajka o tréjkacie

Czyz zawsze o lwie, wilku i liszce hultajce?

Nie, nic o nich nie powiem w mojej pierwszej bajce.
Choc¢ si¢ w pierwszym mym kroku nowoscig zalece:
Powiem bajk¢ o zacnym tréjkacie ABC.

Raz wielki matematyk, nad ludzi wzniesiony,
Mierzac gwiazdy, planety, liczac milijony,

Trojkat rozwartokqtny na swistku nakryshl,
Spojrzal w niebo — i nie wiem o czym sie zamyslit.
Wtem halas i krzyk wielki. Co znaczg te wrzaski?
W tréjkacie zakreslonym wszczely sig niesnaski:
Kat C byl szeroki i wielce rozwarty,

Wigc jak magnat, zwyczajnie dumny i uparty,

Z pogarda na dwa inne kaciki spogladat.

Kosztem ich jeszcze wigcej rozszerzy¢ sie zadal.
Fuknat: ,,Po co te chude i liche stworzenia
Wygladaja tam nedznie spod mego ramienia?”’
Wtem kat ostry: ,,Nasza nam nie wyrzucaj malosé,
Na niej si¢ to opiera twoja okazalosé:

Im my mniejsi, tymes ty wiekszy, Mosci Kacie;
Lecz nikt si¢ nie obejdzie i bez nas w tréjkacie.
Niech kto jak chce podobnych wam katéw namnozy,
Z samych katéw rozwartych trdjkat sig nie zlozy,

A my si¢ bez was, wielkich, latwo obejdziemy —

— Sami go sobie zrobiemy”.

(Wiktor LENKIEWICZ, 1816, r.

cytat wg ,,Cicer cum caule czyli groch z kapustq” Juliana TUWIMA)

Rys. 1. Jezeli AC i AB maja si¢ do siebie
w stosunku zlotym, to AX i 4O tez,

A B

Rys. 2. Przekatne pigciokata foremnego dzieig
si¢ w stosunku zlotym,

Rozstrzygnigcie konkursu o tréjkacie

W numerze 12/78 oglosiliSmy konkurs pod hastem ,,Znale#é nowe twierdzenie o trojkacie”.
OtrzymaliSmy prace 24 Czytelnikow, wiele os6b nadeslalo po kilka twierdzen. Oto lista
uczestnikéw konkursu: Grzegorz Banaszak z Gostynia, Grzegorz Dziewecki ze Swiecia nad Wisla,
Ewa Florko z Matomic, Tadeusz Gawski z Tarnowa, Maciej Jozefczuk z Wroclawia, Jacek Kulik
z Nowego Sacza, Tomasz Kwinta ze Szczawna Zdroju, Tomasz Maszczyk z Olsztyna, Adam

i Mirostaw Matiggowie ze Skoczowa, Boguslaw Miszczyk z Kielc, Waldemar Lewandowski

z Befchatowa, Stefan Pietrzak z Przemysla, Stawomir Prochocki z Etku, Krzysztof Przewlocki

z Opola, Grazyna Rewiriska z Limanowej, Jerzy Siwek z Rozana, Romuald Szoka z Lodzi,
Malgorzata Toper z Lubienia, Ryszard Wojtkiewicz z Sieradza, Andrzej Zadroiny z Wroclawia,
Krzysztof Zawadzki z Gdanska. Dwa listy nie zawieraly nazwiska nadawcy.

Za najciekawsze z nadestanych uznali§my nastepujace

Twierdzenie. Jezeli w tréjkqcie réwnoramiennym dlugosc boku ma sie do dlugosci podstawy

5
w stosunku ,,zlotym” (t £ b2 I/ ) to dwusieczne katéw przy podstawie tez dzielg sig w ,,zlotym"

stosunku (rys. 1).
Autorem tego twierdzenia jest Miroslaw MATLEGA ze Skoczowa.
Jest to w zasadzie ,,twierdzenie o jednym trojkacie,, (bo wszystkie trojkaty
spetniajace powyzsze zalozenia sa podobne), ale wlasnosé, ktora dostrzegt
i udowodnit autor, jest oryginalna i bardzo cickawa (dlaczego akurat dwusieczne?).
Dowod autora opiera si¢ na obliczeniu dtugosci wszystkich potrzebnych odcinkéw
i jest zmudny. Po obliczeniu, ze kat przy podstawie danego tréjkata wynosi 72°, mozna bylo
skorzystac z podobienstwa odpowiednich trojkatow (4XB, ABC, i BOX na rysunku 1). Mozna
bylo takze sprowadzi¢ dowod twierdzenia do wniosku z niego: przekatne pieciokata foremnego
dziela si¢ w stosunku zlotym (rys. 2). Takie twierdzenie jest spotykane w literaturze doéé czesto.
Na drugim miejscu postawili§my twierdzenie brzmiace jak nastepuje:
Na przediuzeniach bokdéw dowolnego trdjkata ABC odkladamy odcinki AX, AY, CZ, CT, BU, BW
rak, by ich dlugosci byly proporcjonalne do dlugosci bokéw, na ktérych przediuzeniach lezq:

AX| _|ay] |cz| _ |cT| _ |BU| _ [BW|

|4aC] ~ [4B] _ |BC] - |4c| = |4B] = BC|

Wéwczas punkty X, Y, Z, T, U, W lezq na jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy trdjkqt jest
rownoboczny.



Autorem tego twierdzenia jest Grregorz BANASZAK z Gostynia. UznaliSmy, e pewna skazg na
elegancji tego interesujgcego twierdzenia jest jego ,,oczywisto$c” (,,jesli si¢ dobrze przyjrzed,

G to musi tak by¢”). Przyslany przez autora dowod jest takze zbyt zawily. Wy_korzystujqc fakt,

Ze kazdy trojkat mozna otrzymac z trojkata rownobocznego przez rzutowanie, dowdd mogiby
by¢ napisany w kilku linijkach.

Na ,,brazowy medal’ zasluzylo naszym zdaniem

Twierdzenie. Trdjkqt mozina na co najwyzej jeden sposéb podzieli¢ na trzy trdjkaty o réwnych
obwodach (rys. 4) nadeslane przez Waldemara LEW ANDOW SKIEGO z Belchatowa. Dokladniej

h U / istnieje co najwyzej jeden punkt X taki, ze trojkaty ABX, ACX, BCX maja rowne obwody.
A B To twierdzenie zdobyloby wyzsza lokate, gdyby autor zadbal o precyzyjne uzasadnienie, dlaczego
X W (i czy w ogodle) punkt o zadanych wilasnosciach istnieje. Jest to bowiem nieco trudniejsze zadanie.

Przyznali$my tez dwa ,,wyrdznienia™ dla miodszych uczniow Adama M ATLEGI ze Skoczowa
Rys. 3 i Ewy FLORKO z Malomic. Przyslane przez nich prace zawieraly twierdzenia znane (i spotykane
nawet w niektoérych podrecznikach), jednak przyslane przez autoréow sformulowania, dowody

i wnioski $wiadcza o samodzielnosci i pewnych ,,zdolnosciach badawezych” autoréw. Dzigkujemy

wszystkim uczestnikom, a zwyci¢zcom wysylamy nagrody.

A oto kilka spostrzezeni dotyczacych konkursu

1. Nie nadeszia zadna praca z Warszawy (gdyby konkurs dotyczyl filozofii matematyki, to
z samego XIV Liceum im. Klementa Gottwalda otrzymalibySmy pewnie kilkanascie listow).

2. Autorzy popelniali duzo bledow logicznych, polegajacych przewainie na tym samym: zakladali,
ze ich twierdzenie jest prawdziwe, i opierajac si¢ na tym dochodzili do jakiego$ znanego
twierdzenia i konkludowali,,doszli$my do zdania prawdziwego, wiec i wyjsciowe twierdzenie

; jest prawdziwe, c.b.d.0.” (nic dziwnego, skoro na poczatku przyjelo sie, Ze tak jest!). :
A B

Bledow tego typu bylo zbyt wiele.
Rys. 4 3. Sporo dowoddw mozna bylo uproscic i zdecydowanie lezalo to w zasiegu mozliwosci autorow.
4. Kilka twierdzen stanowilo inng wersje dobrze znanych podrecznikowych wilasnosei. Kto
z Czytelnikow dostrzeze od razu zwigzek twierdzenia
Jezeli boki dowolnego trdjkqta stanowiq srednice okregdw, to odcinki laczqce punkty
przecigcia bokdw lub ich przediuier tymi okregami z przeciwleglymi wierzchotkami tego trdjkqta
przecinajq sie w jednym punkcie,
z
Wysokosci trdjkqta przecinajg sie w jednym punkcie? -
§. Otrzymali$my 3 uogoélnienia twierdzenia Pitagorasa, wszystkie sprowadzajace sie do
nastepujacego
Jezeli na bokach trdjkata prostokqtnego zbudujemy figury podobne, to pole figury zbudowanej
na przeciwprostokqinej jest sumaq pdl dwu pozostalych figur,
Zamieszczonego np. w ksiazce ,,Czy umiecie sig dziwi¢”” (Ossolineum 1978). Takiego
twierdzenia Pitagorasa uczyli si¢ m.in. Kodciuszko i Mickiewicz.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 199. Niech w trojkacie ABC bedzie CA4 # CB. Wykazaé, ze punkt przecigcia symetralnej
odcinka 4B z dwusieczna kata ACB leiy na okregu opisanym na trojkacie ABC.

Rozwiazanie na str. 12

M 200. Zbudowac trojkat majac dane diugosci h, d, m odpowiednio: wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka A, dwusiecznej kata CAB i srodkowej odcinka BC., Zakladamy, ze h < d < m.
Rozwiagzanie na str. 9

M 201. Czy w szescianie o krawedzi dlugodci 1 mozna zmiesci¢ kwadrat o boku dluzszym niz 1?7
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

F 67. Rozpryskiwacz do polewania trawnika ma nasadke sferyczng (kat rozwarcia 2a, = 90°,
patrz rysunek) z duza liczba jednakowych otwordw. Jesli otwory sg rozmieszczone réownomiernie,

A e — to trawnik nie bedzie polewany rownomiernie. Jaki powinien by¢ rozklad liczby otwordéw na
i //’ & \‘\ powierzchni nasadki, aby trawnik by} polewany réwnomiemie. Zakladamy, ze promien nasadki
ﬂ \ > jest maly w poréwnaniu z rozmiarami trawnika i ze nasadka jest polozona na jednym poziomie
B0t 7 z powierzchnia trawnika.
v Rozwiazanie na str. 11
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