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Ulamki

laricuchowe

Prof. dr Andrzej
SCHINZEL

Ulamkiem laficachowym skoriczonym lub nieskoficzonym nazywamy wyrazenie typu odpowiednio
a,
+— a bo+ —
5 by, + = : b, +
) = lub (2) e =
+
+ b, +

gdzie a;, b, s3 elementami dowolnego ciala. Ulamki takie zapisujemy prosciej w postaci

a |

a a ;
0 ’|+ + a lub  bo+ Gl gt
1

3 e (5, Cad e
W niniejszym artykule ograniczymy si¢ do omowienia ulamkoéw laficuchowych, ktérych liczniki a;
i mianowniki b, (obejmowane niekiedy wspolng nazwa wyrazéw ulamka laficuchowego) sa
liczbami rzeczywistymi. Takim utamkom skoriczonym mozna przypisa¢ wartos¢ liczbows, jezeli
wszystkie zaznaczone dzielenia sa wykonalne, tzn. wszystkie wyrazy ciagu okreslonego
rekurencyjnie wzorami

bo+

+

[
a=bh asb.d—= (<k<®
Cp-i
a 2
s3 rézne od zera. Liczbe ¢, = bo+ = z nazywamy wowczas wartoscia utamka (1) i piszemy
a—1
ali anl
+ + .t =c
o | by | ba

Inny sposéb obliczania wartosci utamka lafcuchowego podaje twierdzenie nastepujace.
Twierdzenie 1. Polozmy P_, =1, Q_; =0, Py = by, Q, = 1 oraz

Py= Py b+ Pi_ra
O = Qs 1 b+ Qi_2a:
Jezeli ulamek lancuchowy (1) ma oznaczong wartosé w, to
Pn

k=1,2.73..)

W=

Liczbe bo+ ig_ll oty ‘;: | jebti jest okreslona, nazywamy k-tym reduktem ulamka
1
fanicuchowego (2), a dla k < # rowniez utamka lancuchowego (1). Jesli dla utamka laficuchowego
(2) redukty R, sa okreslone dla prawie wszystkich k i ciag R, jest zbiezny, to ulamek
laficuchowy nazywamy zbieznym, a granice klirn R, = w nazywamy jego wartoscia i piszemy
—+00

bt Ll 4

: *" by | bn

Zapis ten nie jest calkiem konsekwentny (wlasciwie nalezaloby odroznia¢ utamek lancuchowy od
jego wartosci), ale jest uswigcony tradycja i nie doprowadza w praktyce do nieporozumieri.

a0
Podobnie symbol Z a, oznacza zarazem szereg nieskoriczony i jego sumeg.
n=1

Na temat ulamkéw laficuchowych o wyrazach dodatnich mamy dwa nastgpujace twierdzenia.
Twierdzenie 2. Jezeli liczby a,, by sq dodatnie dla k = 1, a ulamek (2) jest zbiezny, to redukty
rzedu parzystego przyblizajq jego wartosé¢ z niedomiarem, a redukty rzedu nieparzystego

z nadmiarem.

Twierdzenie 3. Jezeli a. = 1 i by > Odla k > 1, to ulamek (2) jest zbieiny wtedy i tylko wtedy.

+ .= W

oo
gdy szereg kEI by jest rozbieiny.
Szczegblnie waine s tzw. ulamki laficuchowe arytmetyczne, tj. takie, ktorych liczniki a, sa
wszystkie rowne 1, a mianowniki b; dla k = 1 sa liczbami naturalnymi oraz b, jest liczba
catkowita. Na mocy twierdzenia 3 ulamki laficuchowe arytmetyczne nieskoriczone sa zbiezne.
Wartos$¢ kazdego ulamka laficuchowego arytmetycznego skoriczonego jest liczbq wymierna.
Odwrotnie, latwo dowies¢, ze kazda liczba wymierna rézna od 1 ma dokladnie jedno
rozwinigcie na ultamek laficuchowy arytmetyczny, normaine, tj. z ostatnim mianownikiem
réznym od 1. Rozwinigcie to moZna otrzymad przy pomocy algorytmu Fuklidesa. Na przyktad
celem rozwiniecia na ulamek lasicuchowy liczby 96/65 znajdujemy kolejno

9% =1-65+31, 65=2-31+3, 31=10-3+1, 3=3-1,

9% S DE B e

Mamy dalej

Zim g
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Rozwiazanie zadania M 194.

Nietrudno zauwazyé, #e n-1 mnozei a-a = a2,

a-a*=ad, ..,a-a"! = a" jest
rozwigzaniem bardzo nieekonomicznym.
Jezeli bowiem 2% < n < 2k+1, to wystarczy
znalezé potegia® = a-a,a* = a?-a?, ...,
a?k = gk - gk, a nastepnie pomnoiyé te

ze znalezionych poteg, ktérym odpowiadajg
jedynki w rozwinigciu dwéjkowym n = co+
+2¢;+2%;+ ... +2%c;. W ten sposdb
znajdziemy a® po wykonaniu najwyiej

2k = 2 [log ;n] mnozen.

Uwaga: W pewnych wypadkach (Jaluch —
) i ta strategia nie

wiamy Czytelnik
jest optymalna,

Euler zauwazyl, e jeden z pierwiastkow
réwnania kwadratowego
x2—ax—b =0 jest nﬁwny

b| b

+1_a+1a [

Twierdzenie 4. Wartosé kazdego ulamka laficuchowego arytmetycznego tieskoriczonego jest liczbg
niewymierng. Kazda liczba niewymierna ma dokladnie jedno rozwiniecie na ulamek laricuchowy
arytmetyczny nieskoriczony.
Rozwiniecie liczby niewymiernej w, o ktérym mowa w twierdzeniu, znajdujemy jak nastepuije.
Kladziemy xo = w, bo = [xo] (caloé¢ z x,) i dalej stosujemy wzory zwrotne

1
Xg— bg 2
Dla utamkéw taficuchowych arytmetycznych zachodzi wazny wzor

P Q—Qi P = (— 1)~

Poniewaz liczby Py i O sa catkowite, wynika stad, ze ulamki P,/Q, sa nieskracalne. Ulamki te
przyblizaja warto$¢ utamka taficuchowego, ktérego sg redukta.m: z duza dokladnosciag. Mamy
istotnie

Twierdzenie 5. Jezeli w jest wartoéciq, zas Py|Q: (k = 0,1
lancuchowego arytmetycznego, to

Xk+1 = bery = [Xesal:

s ---) kolejnymi reduktami ulamka

P
w— S0 B = dla wszystkich k = 1, :
O Qi 1
P, 1 .
We— | < — dla co najmniej jednego z dwéch kolejnych k = 1
O 20
. : dla co najmniej jednego z trzech kolejnych k = 1
W——| < —=—— mniej jednego z trzech kolejnyc. :
O V'S o
Stalej /5 wystepujacej w twierdzeniu nie mozna juz poprawié. Istotnie dla rozwiniecia
541 fi
3 J/ = s L L
3 3 1+ | i T +

liczby P, Qi sa odpowiednio réwne (k+2)-emu i (k-l,- 1)-emu wyrazowi ciggu Fibonacciego
; 541 B
lim | i . 2102 =y5.

(o)}
Przyblizenie wartosci utamka faficuchowego przez jego redukty jest nie tylko dobre, ale rowniez
najlepsze mozliwe, w sensie sprecyzowanym przez nastgpujace
Twierdzenie 6. Jezeli liczba wymierna r|s o mianowniku naturalnym jest lepszym przyblizeniem
liczby w niz redukt R, (n = 1) rozwiniecia w na ulamek lancuchowy arytmetyczny, to mmnowmk s
Jjest wiekszy od mianownika reduktu R, .

a mamy

k— o0

I
Ulamek laficuchowy arytmetyczny bo+ | ; | ; I + ... nazywamy okresowym, jezeli ciag b,

jest okresowy poczynajac od pewnego miejsca.

Jak widac ze wzoru (3) rozwinigcie liczby —ij-ﬂ jest okresowe. Nie jest to przypadek. Mamy
Twierdzenie 7. Kazdy ulamek laficuchowy arytmetyczny okresowy przedstawia pewnq
niewymiernosé¢ kwadratowq, tzn. niewymierny pierwiastek réwnania kwadratowego o
wspolezynnikach calkowitych. Kazda niewymiernosé kwadratowa rozwija sie na ulamek laficuchowy
arytmetyczny okresowy.

Pierwsza cze$é tego twierdzenia pochodzi od Eulera, druga, znacznie trudniejsza, od
Lagrange’a.

Mato wiadomo o rozwinieciach na utamki laficuchowe liczb algebraicznych niewymiernych
roznych od niewymiernosci kwadratowych. W szczegélnosci zagadka jest, czy mianowniki
takich rozwinig¢é moga tworzyé ciagi ograniczone. Ze mianowniki te nie moga rosna¢ zbyt
szybko, wynika z nastgpujacego twierdzenia K. F. Rotha.

Twierdzenie 8. Jezeli Pi[/Qy jest k-tym reduktem rozwinigcia liczby algebraicznej niewymiernej na
ulamek laricuchowy arytmetyczity, to

2 In Qiy,y
lim —— =
kswo In Q.
Znane s3 rozwinigcia na utamki lanicuchowe niektorych waznych liczb przestepnych, np.

" liczby e, podstawy logarytméw naturalnych. Zachodzi mianowicie wzor Eulera

e=2+ l|+ l+ I r+-—|+LI+ +L|+ 11 -1—I+
5 3y ¢ B Y Y i X PR s
Odpowiednie rozwiniecie liczby 7 nie jest znane, zachodzi natomiast wzor Brounckera
e e Bl e (2k+1)* |
e F T +rz— A e g

Na ostatnim Miedzynarodowym Kongresie Matematykow, ktéry odbyt si¢ w Helsinkach
w sierpniu 1978 r., wielka sensacja wzbudzilo znalezione przez R. Apéry’ego rozwinigcie liczby



oo
Suma szeregu 3, X jest slynng funkejg &
n=1 1

(dzeta) Riemanna, majaca duie znaczenie
w teorii liczb i jeszcze kilku galeziach
matematyki

= o
1

E e utamek laficuchowy niearytmetyczny:

n=1 7

o
ZJ_ R g hemae (n—1)° f=
L 5 [T 7 [34n’-51n+21n-3
Z rozwinigcia tego wynika, Ze liczba E = jest niewymierna. Dla liczby 2 —; fakt taki
: n=1 M =]

znany byl juz od 1770 r., na wynik Apery’ego czekano zatem ponad 200 lat.

Dowody wigkszosci podanych tu twierdzen Czytelnik znajdzie w ksigzkach W. Sierpiniskiego
,»»Dzialania nieskoficzone”, rozdziat XI i ,,Teoria liczb”, rozdzial XII, a wiele innych ciekawych
informacji w ksigzeczce A. Xunvun, Iennusie dpodu.

Zastosowania utamkéw tarficuchowych

Podamy tylko kilka przykladow tych zastosowan. Pelniejsza teorie¢ moze Czytelnik znalezé

w ksiazkach: A4.J. Banarski ,,Rownania nieoznaczone™, A.O. easond ,,Pewsernue ypasuenuti 8 yeasx
wucaax” i W. Sierpiniski ,, Dzialania nieskoriczone”. Opisane przyklady pochodza z tych

ksiazek. :

1. Rozwigzywanie rownan w liczbach calkowitych. Rozpatrzmy réwnanie 127x—52y+1 = 0,

ktére chcemy rozwiazaé w liczbach catkowitych. Rozwijamy najpierw 1—5221 na ulamek

taficuchowy (np. metoda opisang w artykule A. Schinzla):

127 1

L ay ——
52 24
3.

14— -
5

1
W tak otrzymanym wyraZeniu skreSlamy ostatni utamek, tj. = i obliczamy wartos¢

otrzymanego nowego ulamka laficuchowego (bezposrednio lub korzystajac z twierdzenia 1

. 1 1 1 22
artykulu A. Schinzla): 24 : =2+ : =2+T=T'
2+ 2+ .=
1 4 4
3+ i
127 22 1
Obli nastepnie réznice —— — — = — ——,
iczamy nastepnie roznice = 3 =

Po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika otrzymujemy
89— i,

a zatem otrzymaliSmy rozwiazanie rébwnania: x = 9, y = 22. Wiadomo, ze gdy dane jest jedno
catkowitoliczbowe (xo, yo) rozwigzanie rownania Ax+ By+C = 0, gdzie 4 i B s3 wzglednie
pierwsze, to wszystkie pozostale wyrazaja si¢ wzorami x = xo— Bt, y = yo+ At, gdzie ¢ jest
dowolng liczba catkowita. :
y 18

2. Rozpatrzmy rownanie 25x+ 18y = 970. Jak poprzednio, zacznijmy od rozwiniecia TS na

: 18 1
utamek laficuchowy: —_—=

" 1
Odrzucamy 5 i obliczamy: =

18 > 1 -
Poniewaz zas ET R e wigc (mnozac przez wspolny mianownik) otrzymijemy



Rozwigzanie zadania M 195,

Katy BDC i BEC sg wpisane w okrag o

i oparte na jego Srednicy BC, sa wiec

katami prostymi. Wynika stad, ze odcinki

BE i CD sa wysokosciami trojkata ABC.
Prosta AF przechodzi przez trzeci

wierzcholek tego trojkata i punkt przeciecia
dwdch jego wysokosci, jest wiec jego
wysokoscig prostopadiy do boku BC, czyli do
prostej p.

18-7—5-25 =1, a inaczej 25- (—5)+18-7 = 1.
Pomnoézmy tg¢ ostatnig rownos¢ przez 970:
25-(—5-970) + 18- (7- 970) = 970.

Mamy zatem juZ jedno rozwigzanie xg = —5-970 = —4850, yo = 970 7 = 6790.
Rozwiazaniem ogolnym bedzie wobec tego

= —48501-!3:_
y = 6790—25¢.

~ Mozemy nieco uprosci¢ te wzory, mianowicie podstawiajac £+ 270 zamiast 7. Dostaniemy

x = —4850+18¢+4860 = 10+18r, y = 6790—25/—6750 = 40— 251.
3. Wyciaganie plerwiastka kwadratowego. Obliczymy )/ﬁ, znajac jego wartos$¢ przyblizong 4,8
= i
(a w zasadzie wiedzac tylko, ze 4,5 < Y23 < 5,0). Mamy najpierw }23 = 4+ —, gdzie
Xy

S

1 23+4 i
Aby obliczy¢ x;, napiszemy — = y23—4, stad x; = —— = -——,{—--+— =14+—,
V23—4 7 X3

gdzie x, > 1. Obliczamy teraz x, metoda podobng do obliczania x, :

1 23+4 V23-3 2343 i
__=_l/ * =1 = 2=£_-+—:3,9, zatem x;=3+L.
X2 7 7 2 X3

gdzie jak i poprzednio x3 > 1. Wyznaczamy nastg¢pnie x;, otrzymujgc

1
x3 =14+ —.
Xa

; 1 234 = = :
Da]ejmamy-)-(-:..'/_? ,astqu4=]/23+4=8+x—:mdz1my,zcdalszex,bgdasxq
4 1

powtarzaé (por. twierdzenie 7 artykulu A_ Schinzla). Otrzymujemy nieskoriczony okresowy -
cigg rownoéci

= 1 1 1 - 1 . 1
YBedt— =11 =3t =01, x;= 81— ifd,
. Xz X3 X X,
Po podstawieniach otrzynnﬁemy
e s S s IS e e
Y23 B T R AT AR T RRAE RS RR AT e
5 (=% I S |

4. W podobny sposéb mozna otrzymywaé rozwiniecia innych liczb niewymiernych. Rzecz jasna,
tylko dla niewymiernoéci kwadratowych beda to utamki okresowe. Przykladowo:
1} 1

+—+ S o +...,

|3 |9

lm;S—!l

Vi+l+f;|+|:i+——l-+“ +t:|
5. Rozwijanie funkcji na ulamki lascuchowe. Rozpatrzmy funkcje wymierna
M+ 12x3 + 13x% 4+ 10x+ 1
6x3+12x2+7x+1

Jej rozwinigcie na utamek lasicuchowy mozemy otrzyma¢ stosujac algorytm Euklidesa (por.
uwagi migdzy twierdzeniem 3 a twierdzeniem 4 w artykule A. Schinzla):

+ ...

f(x) =

dzielimy e S SN
-iloraz ! i resztg

6x*+12x*+13x>+
+10x+4 6x>+12x*+7x+1 6x2+9x+4
6x>+12x2+Tx+1 6x*+9x+4 3x243x+1
6x2+9x+4 3Ix*+3x+1 3x+2
3x2+3x+1 3x+2 x+1
3x+2 x+1 = &)
x+1 x 1
x 1 :




Czytelnicy proponuja

Scisle rzecz biorac w miejscu zaznaczonym (*) odeszlismy od algorytmu Euklidesa, w ktorym
reszta powinna mie¢ mmiejszy stopieni niz dzielnik. Znalezione rozwinigcie jest nieco
,»Zgrabniejsze™ od otrzymanego wtedy, gdy postepowaliby$my konsekwentnie do kofica. Mamy
zatem ' "

f(.t)=:nc+—-+——+—~|~~-+—i it
x | |1 | x

Dr Michal SZUREK

Pawel PASZKO z Krakowa, student inZynierii chemicznej, pokazal, jak oblicza¢ wartosci
logarytméw oraz wyraZeri postaci x” na kalkulatorach, ktére tych funkcji nie maja.

Zaczynamy od tego, Ze, jak wiadomo, e* = lim (1 L ) Zatem, dla bardzo duzych N bedzie

A= 00
2 N
zachodzié przyblizona réwnodé e*:(:-;-%) i

Stad, uwzgledniajac, ze x = e'**, obliczymy szybko, ze
(1 Inx =~ N(Yx-1).

Przyjmijmy np. N = 1024 = 2'°®. Zauwazmy, Ze wyciagni¢cie pierwiastka stopnia 1024 — to
10-krotne wyciagniecie pierwiastka kwadratowego, a nawet najprostsze kalkulatory maja
funkcje ,.pierwiastek kwadratowy”. Wzér (1) nadaje sie do praktycznych obliczen

inzynierskich: na 8-cyfrowym kalkulatorze przy N = 2'° mozemy obliczy¢ logarytmy naturalne
liczb mmiejszych niz 10 z dokladnoscig do 34 miejsc znaczacych, a przy N = 2!% i 11-cyfrowym
kalkulatorze dokladno$¢ wzrasta do 5-6 miejsc. Niestety maleje przy wiekszych liczbach, choé np.
przy N = 2'°, In 100 otrzymujemy jeszcze z doktadnoscia do ok. 1%.

Ze wzoru (1), pamietajac Zze x* = €’ ™%, prosto otrzymujemy

@ * = [1+(Vx-1)]" -

i wzor (2) w pelni nadaje si¢ do obliczeri na kalkulatorach, majacych operacje ,,.x*” i ,,J/x";

jak poprzednio, nalezy za N przyja¢ potege 2. :
Ciekawe, ze oba wzory (1)i (2) daja dokfadniejsze wyniki, niz mozna by si¢ spodziewaé, sadzac
ze sposobu ich wyprowadzenia. Przykladowo przy N = 2'° obliczamy z nich

2% ~ 7,9987, (1,5)*3 ~ 2,5404 (wobec dokladnego 2,54103 ...),

*'¥/2 ~ 1,07179 (wobec dokladnego 1,0717735...), €™ ~ 23,07.(a dokladnie jest €% = 23,14 ...)

i szczegélnie przy niewielkich wyktadnikach wzor ten w pelni nadaje sie do praktycznych
obliczen inzynierskich. Gdy N = 2'%, to na 11-cyfrowym kalkulatorze mozna otrzymywaé bardzo
doktadne wyniki (ale takie kalkulatory juz przewaznie maja funkcje x*).

Logarytmy mozna bardzo dokladnie obliczaé, wykorzystujac rozwiniecie

n+1 2 e e
I = 1)—1 = 14— e = e B
= “eii-ka Zn+l,( It @ T )

Na przykiad przyimujac n = 1 otrzymujemy rozwiniecie liczby In 2
1,,2_£(1+_‘__L+L._I_+i.i+i._‘_+_1_._1_+
30 502 —7 93 0 911 9
1 i 1 1 1 1 3
TEI M T LT T )
i ograniczajac si¢ do wypisanych powyzej wyrazo6w mozna na kartce papieru obliczyé In 2
z dokladnoscia do 9 cyfr po przecinku: In 2 = 0, 693147180.... Podstawiajac n = 4, otrzymujemy

In5—21n2+21 L : l+ )
mERC S via Ty WP

potem mozemy obliczy¢ np. In 10 = In 2+In 5 i w podobny sposéb logarytmy innych liczb.
Wyciaganie pierwiastkéw réwniez mozemy robié bardzo dokladnie korzystajac z szeregu

dwumiennego (1+x)" = 14+ mx+ (2) +(3)x’+ x| < 1.

Przypusémy mianowicie, ze trzeba obliczy¢ /4, przy czym znamy juz jego wartos¢ przyblizons a.
", i =

Jesdli przyjmiemy = = 1+x, gdzie |x] jest bardzo male, to mozna pierwiastek przeksztalci¢

W sposéb nastepujacy VA = a(+x)'*

1 skorzysta¢ ze wzoru dwumiennego dla m = 1/k. Wyniki beda bardzo dokladne.



Uklady wielu
czastek —

—Opis statystyczny
Dr Marek CIEPLAK

1. Sprobujmy opisac stan wody w stawie napotkanym w parku. Jezeli w stawie tym zanurzymy
kubek, to woda, kiora si¢ dori wdarla, stanowi oczywiscie cze$¢ (podukiad) wody w stawie.

W kubku znajduije si¢ kolosalna ilo$¢ czasteczek wody. Srednio jest tam okolo 1023 czasteczek.
Jak opisaé wode w kubku? Scistego opisu z pewnoscig dostarczyloby sprecyzowanie liczby
czasteczek wody, ich polozeri, pedéw i kierunké6w momentow dipolowych w zadanym
przedziale czasu. Parametry te bowiem okreslajg stan poduktadu. Sporzadzenie takiego
mikroskopowego opisu jest jednak niemozliwe, nawet gdyby$my polaczyli moce wszystkich
komputerow na Ziemi. W dodatku niewiele znaczacej treéci z takiego opisu by wynikato.
Rozsadny opis wody daje si¢ jednak sformutowaé w kategoriach prawdopodobiefistw. Opis
statystyczny pozwala wyznaczyé¢ Srednie wartosci pomiarow liczby czasteczek w kubku, ich
catkowitej energii, wypadkowego momentu dipolowego, oraz wnioskowaé o ci$nieniu, cieple
wlasciwym czy tez stalej dielektrycznej podukladu. Wazne jest przy tym, Zeby wielokrotne
realizowanie podukiadu (zanurzanie kubka) nie wptywalo na stan catego ukladu (wody w
stawie).

2. Jak obliczy¢ érednig {4 pewnej makroskopowej wielkosci 4? Najpierw trzeba znalezé
warto$¢ 4 w kazdym z mikroskopowych stanéw podukiadu, a wigc np. znalez¢ energie dla
okreslonej liczby czasteczek N, ich okreslonych potozen, pedéw, kierunkéw momentow
dipolowych itd. Jedli dla zadanego N stany mikroskopowe podukiadu numerowane sg
wskaznikiem 7, to odpowiadajace im wartosci wielkosci 4 oznaczymy przez Ay, ;. Nastepnie
mnozymy kazde Ay, przez prawdopodobiefistwo Py, ; znalezienia i-tego stanu N-czasteczkowego
(zbiér zdarzen elementarnych konstruuje si¢ nabierajac wodg do kubka wielokrotnie).
Obserwowana warto$¢ ¢4) dana jest wzorem

o0

) Ay = Z Z Py, i An,i.

N=0"1
W wypadku ukladow takich jak woda, ktérych dynamika daje si¢ w zadowalajacy sposob

- analizowa¢ w ramach mechaniki klasycznej, symbol Z w rownaniu (1) nalezy rozumieé jako
7

catke po stanach mikroskopowych. Zgodnie z teoria kwantowa zbior dozwolonych standw
ukladu jest w rzeczywistosci dyskretny (przynajmniej dla uktadéw skoriczonych) i wtedy

w réwnaniu (1) calki nie pojawiaja sie.

3. Jak znale¢ prawdopodobieristwo Py, ,;? Problem ten jest prosty w sytuacji, gdy érednie
warto$ci wszystkich mierzalnych wielkosci nie zaleza od czasu. Méwimy wowczas, ze poduklad
znajduje si¢ w stanie rownowagi termodynamicznej (jesli jest to stan trwaly). W stanie réwnowagi
prawdopodobieristwo Py,,; moze zaleze¢ wylacznie od niezaleznych stalych ruchu dia plynu

w kubku. Statymi ruchu z pewnoscia nie sa predkosci czasteczek. Ulegaja one bowiem zmianom
w wyniku zderzen. Z dobrym przyblizeniem statymi ruchu sa natomiast liczba czasteczek N
ienergia E;. Przyblizenie polega na zaniedbaniu energii oddzialywania wody w kubku z woda
W stawie oraz na pominigciu zmian liczb czasteczek w kubku w poréwnaniu ze $rednia ich
liczbg. Przyblizenie to zalamuje si¢, gdy w kubku jest §rednio niewiele czasteczek.

4. Py,: powinno zatem zaleze¢ wylacznie od N oraz E; (N oraz E, s3 zmiennymi niezaleznymi —
zadana wartoS¢ energii moze by¢ zrealizowana dla réznych N). Ksztalt tej zaleznosci mozna
ustali¢ na podstawie nastgpujacego rozumowania. Przypusémy, Ze w stawie zanurzamy drugi
identyczny kubek. Niech Py, (;(E;+ E;, N+ N’) oznacza prawdopodobienstwo wystapienia
stanu o N+ N’ czasteczkach i o energii E,+ Ej, przy czym N czasteczek ma sig¢ znajdowaé

w pierwszym kubku i by¢ w stanie o energii E;, a N w drugim kubku i by¢ w stanie o energii
E}. Z uwagi na olbrzymia liczbe czasteczek wody w stawie, realizacja jakiegokolwiek stanu

w jednym kubku nie wplywa na stan stawu i w rezultacie nie wplywa na stan wody w drugim
kubku. A zatem

2 Pyin,ij(E;+Ej, N+N) = P, (E;, N)- Py, (E;, N)
lub
3 : InPyyne,i(Es+E}, N+N') = In Py, (E,, N)+In Py, (E},N").

Logarytm prawdopodobieristwa realizacji stanu jest wiec wielkoscia addytywna. Powinien on
zatem zaleze¢ od E i N w nastepujacy sposob:

@ InPy, (E;,N) = a—PE+u-f-N

gdyz zaréwno energia jak i liczba czasteczek sq wielkosciami addytywnymi. Parametry «, fi 4 sa
pewnymi stalymi charakteryzujacymi stan wody. Wz6r (4) przepisujemy w konwencjonalnej
postaci

e—FE;—puN)

T

®) ' o

Rozkiad prawdopodobieristwa dany wzorem (5) znany jest pod nagwa wielkiego rozkladu
kanonicznego. Stalg £, badZ stalg «, mozna wyznaczy¢, gdyz musi byé

o
©® > 2 Pui=1
N=0 i



= ii b
Rozwiazanie zadania M 193,
Zaléimy, 2e rébwnanie x*—27 x+¢ = O ma
trzy pierwiastki calkowite u, v, w. Beda
wtedy zachodzily réwnosdei:
X327 x4¢ = (x—u)(x— v)(x W) = x3—
= (u+v+wixi+ (uv+uw+ W) x—uvw,
skad wynika, ze u+v+w = 0,
uv+uw+vw = — 27, Jedna z liczb u, v, w
musi by¢ nieujemna. Mozemy zalozyé, ze
u = 0. Podstawiajac do drugiej z tych
réwnodci w = — (u+ v) otrzymujemy
u+uv+v2 = 27, skad po pomnozeniu
obydwu stron przez 4 otrzymujemy
3?4+ (u+2v)2 = 108,
Wprowadzimy nows niewiadoma r = u+ 2v.
Ma wigc byé Ju® +¢* = 108, czyli 12 = 108—
3u. Widzimy, 2e musi byé 108 - 3u? = 0,
czyli u* < 36,0 < » < 6. Ponadto 1 jest
podzielne przez 3; t = 35, skad 952 = 108—
—3u3, a wige i u d7ieli sie przez 3: u = 3r.
Zatem 952 = 108—-27r2,0< r < 2,52 =

= 12-3r2. Ale i s musi byé podzielne przez 3.

§ = 3p, skad 3p2 = 4—r3; zatem r = |p| =
= llubr = 2, p = 0. Otrzymujemy wiec
[t| =9, u=31ubt =0, u=6,czyli
U+2v= 3% u=3lubu+2v =0, u = 6,
W pierwszym przypadku otrzymujemy

(, ¥) = (3, —6), (3,3), w drugim (u, ¥) =
= (6, — 3). Odpowiednimi tréjkatami

(e, v, w) sa (3, =6, 3), (3.3,
Zawsze wiec dwa pierwiastki catkowite
danego réwnania sg réwne.

-6), (6, -3, -3).

Stad

oo

) Z

efuN V e~PE;

Warto zwroci¢ uwage, ze Z oznacza sumowanie (ewentualnie catkowanie) po mozliwych stanach,
i

a nie tylko po réznych wartosciach energii. Czesto sie bowiem zdarza, ze wiele stanéw ma te
sama energie.

5. Jaka interpretacje fizyczng maja state § i u? Przypusémy, ze woda w kubku moze
wymienia¢ energi¢ z otoczeniem, a nie moze wymienia¢ czasteczek. Taka sytuacje otrzymujemy,
przykrywajac kubek cienkg folig, ktéra przewodzi cieplo (przekazuje energie zderzen czasteczek
osrodka z folia do kubka i na odwrét). Wowezas w rozkladzie (5) oraz w sumie (7) wystepuje
tylko jedna okreslona warto$¢ N = N, i czynnik ef#No sie redukuje. Otrzymujemy tzw. rozklad
kanoniczny:

e BE;
N W e N = Ng
(8) PN.I = ;e—ﬂﬁ-‘ ;
0 N# Np.

Zauwazmy, ze gdybySmy powtorzyli doswiadczenie nabierania w kubek tej samej iloéci wody na
$rodku stawu, to rozklad (8) bylby doktadnie taki sam (po ustaleniu sie stanu réwnowagi) —
bytby tam doktadnie ten sam parametr . Parametr ten charakteryzuje wiec cala wode w stawie
i jest jednakowy dla wszystkich jej poduktadéw. Jesli folia jest w sztywny sposob zamocowana
na kubku (nieruchomy ttok), to ci$nienia wody w kubku i wody w stawie moglyby by¢ rozne,
natomiast temperatury bylyby jednakowe. Wnioskujemy stad, ze § jest w jaki$ sposéb

zwigzane z temperaturg. W jaki? Zamiast rozpatrywaé tak skomplikowany uklad jak woda, dla
ktorej energia potencjalna oddzialywan czasteczek jest istotna, rozwazmy znacznie prostszy
uktad: rzadki jednoatomowy gaz o N czasteczkach. Jeéli gaz jest rzadki, to jedyny wazny wklad:
do energii wnosi energia kinetyczna

2

p,
&) E; = Z £y, E@) = 2; 5

a=1

gdzie wskaznik « oznacza numer czasteczki.
Jest to tzw. model gazu doskonalego. W nastepnym artykule pokazemy, Ze rozklad (8) prowadzi
do nast¢pujacego wyraZenia na cisnienie gazu doskonalego zawartego w naczyniu o objetosci V:

10) - pV = NJB.

Wzér (10) pokrywa si¢ z prawem gazu doskonatego, jesli przyja¢, ze f = 1/kT, gdzie k oznacza
stala Boltzmanna, a T temperature absolutng. W nastepnym artykule sprobuje przekonaé
Czytelnika, Ze utozsamienie parametru 8 z odwrotnoscia temperatury jest zawsze zgodne

z fenomenologiczna definicjg temperatury.

6. Rozpatrzmy z kolei wielko$¢ p. Jest to rowniez wielkos¢, ktéra charakteryzuje wszystkie
poduklady wody w stawie. Nosi ona nazwe potencjatu chemicznego. Zauwazmy, Ze u ma
wymiar energii i wystepuje we wzorze (5) w postaci E;— uN. Skoro tak, to przeprowadzenie
Jjednej czasteczki ze stawu do kubka zwieksza §rednia energie podukiadu o g. W odréznieniu od
B parametr x moze przyjmowaé dowolna (réwniez ujemna) warto$é rzeczywista. Gdyby
potencjaly chemiczne wody w kubku i wody w stawie byly réine, to w ukladzie pojawilyby sie
przeplywy, wyréwnujace potencjaly chemiczne i ustalajgce $rednia liczbe czasteczek w kubku na
pewnej warto$ci (N'>. Owa $rednia warto$¢ (N>, jesli jest znana, pozwala obliczyé¢
odpowiadajgce jej p.

7. Przypus$émy wreszcie, ze zamiast kubka uzyjemy termosu. Woda w termosie jest izolowana
termicznie od otoczenia. Uklad ma zadang energie, ktora jest cisle zachowywana. W rozkladzie
(8) wystepuje tylko jedna energia E = ¢E). Prawdopodob:enslwo wystapienia stanu o tej
wlasnie energii jest stala rowna

i
an Piu={"® ™ %
0 E # E, N# N,,

gdzie W(E) = Z 1 jest liczbg mikroskopowych stanow o energii E. Zwiazek (11) oznacza, Ze
7

wszystkie stany o zadanej energii i liczbie czasteczek sa jednakowo prawdopodobne. Rozklad
(11) znany jest pod nazwa rozktadu mikrokanonicznego.

8. W fizyce statystycznej wprowadza sie wielko$é S, zwana entropig. Definiuje sie ja

W nastepujacy sposob:

o0
(12) §=-k 3 3 PulnPy,.
N=0 i

Dla rozkladu mikrokanonicznego (o ustalonej energii i liczbie czasteczek) definicja (12) sprowadza

7



si¢ do wyrazenia
(13) " S=klIn W(E),

postulowanego przez Boltzmanna. Im wicksze W(E), tym wigksze S. Entropia stanowi wiec
miarg ,,nieporzadku”™ w ukladzie. Statystyczne okreslenie entropii jest wazne, gdyz ustala ono
zwiazek pomigdzy prawdopodobiefistwami wystgpienia stanéw a makroskopowymi
(termodynamicznymi) wiasciwosciami ukladu, czy tez podukiadu.
Okazuje sig, Ze entropia ,,statystyczna”™ ma wszystkie cechy entropii wprowadzanej w
termodynamice. Rozwazmy na poczatek pierwszg zasadg termodynamiki. Stwierdza ona, ze jedli
przeprowadzi¢ uklad (quasistatycznie) od stanu rownowagi odpowiadajacego energii (E> do
stanu rébwnowagi o energii (E) + d (E>, to
a4 d(E>= TdS,
pod warunkiem, Ze objeto$¢ ukladu i liczba zawartych w nim czasteczek nie ulega zmianie
(patrz artykut B. Cichockiego w Delcie 8/1978).
Prawg strone réwnania (14) interpretuje si¢ jako cieplo pobrane przez uklad. Jesli rozwazamy
uklad izolowany (z punktu widzenia mozliwosci prakiycznego wykonania procesu jest to
idealizacja), dla kt6rego wilasciwy jest rozklad mikrokanoniczny, to omawiany proces odpowiada
przejéciu od W(E)do W(E+dE). Przyrost entropii
din W(E)
——————dE

dE
jest proporcjonalny do dE. Zgodnosc z pierwsza zasada termodynamiki uzyskuje sie,
utozsamiajac wspblczynnik proporcjonainosci z odwrotnoscig temperatury.

ds dInW(E) 1

16 e Tuoia SRR
4o dE dE T

as _ ds =k

Pojegcie temperatury mozna wigc wprowadzi¢ rowniez dla uktadu izolowanego.

9. Dlaczego w definicji (12) wystepuje logarytm? Jesli podzieli¢ uklad izolowany na dwa
podukiady: jeden o energii E,, drugi o energii E— E,, to liczba realizacji stanu o energii E
jest iloczynem odpowiednich liczb dla podukiadow.

a7 W(E) = W(E)W(E—E,).
Logarytm iloczynu jest zas suma logarytmow
(18) S(E) = S(E,) + S(E—E)).

Logarytm w (12) prowadzi zatem do addytywnosci entropii.
10. Zauwazmy wreszcie, Zze dla E = const mamy S = const. A wiec

19 o ISB) _dSE)  dS(E-E) HE-E,) dS(E,) dS(E-E)

+ = _—,
dE, dE, d(E—-E,) dE, dE, d(E-E,)

Zwigzek ten wraz z réwnoscia (16) pozwalaja stwierdzi¢, Zze warunkiem réwnowagi (E = const)
jest rowno$¢ temperatur podukiadow. Obserwacja ta potwierdza wewngtrzng spojnosé
statystycznych definicji entropii i temperatury.

11. Czym wiasciwie jest temperatura? Ot6z stwierdziliSmy, Ze entropia jest wielkoscia
addytywna. Stad In W(E) musi by¢ proporcjonalny do liczby czasteczek Np, a nie np. do N§.
Wspélczynnik proporcjonalnosci jest wielkoscig bezwymiarowsa, ktéra oznaczymy przez w.
Wspblczynnik @, odpowiadajacy stanowi ukladu o najnizszej energii E,, tj. stanowi
podstawowemu ukladu, oznaczymy przez wo,. Rozwazmy uklady o réznych energiach, ale

o okreslonej liczbie czgsteczek N, . Energia jest rowniez proporcjonalna do No: E = (&) Ny,

E ; :
gdzie (&) = e jest Srednig energia, przypadajaca na jedng czasteczke. Jesli pochodng w (16)
L]

przyblizy¢ ilorazem réznicowym, to
20) Fo o W

T  4arF No-({e)—<20))
Wielkoé¢ k T jest zatem miara odchylenia $redniej energii (¢) pojedynczej czasteczki od
odpowiadajacej Sredniej {£,) W stanie podstawowym.
12. Okazuje sig, ze dla ukladéw o duzej liczbie czasteczek wszystkie trzy rozkiady:
mikrokanoniczny, kanoniczny i wielki kanoniczny prowadza do réwnowaznych wyraZen na
wielkosci termodynamiczne. (N obliczane przy pomocy rozkladu (5) nalezy tylko uzna¢ za
odpowiadajace Np, a <E) obliczane dla rozkladéw (5) i (8) — za odpowiadajace E. Dzieje si¢
tak dlatego, Ze wspomniane rozklady sa silnie skupione wokot srednich wartosci (N i (E},
a oddzialywania z otoczeniem sa przewaznie stabe. Wybér wiasciwego rozkladu w praktyce
dyktowany jest wigc dogodnoscia obliczedi.
W nastepnym artykule zbadamy wiasciwosci najprostszych ukladow wielu czgstek, mianowicie
gazdéw doskonalych. Teraz lepiej jest p6js¢ do parku.
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Akustyka — :
— alez to bardzo proste

Rys. 1

Rys. 2 G — glosnik odbiornika
Gd — gloénik dodatkowy
M — mikrofon

O falach stojacych

Jezeli jeden koniec weza gumowego zostanie pobudzony do drgan, to wzdluz niego beda biec
fale ku drugiemu koncowi. PobudZmy teraz drugi kon‘iec do drgan z ta sama czgstotliwoscia.
Powstana dwa ciagi fal: jeden biegnacy w lewo, drugi — w prawo, ktore nakladaja sie na siebie.
Zauwazymy, Zze waZ podzieli si¢ na odcinki drgajace przedzielone punktami nieruchomymi. Tak
powstaja fale stojace. Punkty, ktére maja najwigksze amplitudy, nazywamy strzatkami, za$
nieruchome — weztami (rys. 1).
Sprobujcie sprawdzi¢ to zjawisko do$wiadczalnie. Zamiast weza gumowego mozecie uzyé np.
sznura od bielizny. Dwoch eksperymentatoréw powinno pobudza¢ jego korice do drgan z tg
samg czestotliwoscia,
Fale okresla okres T i dlugos¢ A. Polozcma miejsc odpomadancych strzatkom fali stojacej muszg
spetnia¢ warunek:

InY = 1 sked 2w li :
S N8 — = nm, 1 X=n—.

Odleglos¢ sasiednich strzatek réwna jest wiec polowie dhugosci fali. Réwniez odstep pomiedzy
dwoma wezlami wynosi 4/2.

W wezu gumowym obserwujemy fale poprzeczne, to jest takie, w ktorych drgania czasteczek sa
prostopadle do kierunku rozchodzenia sig fali.

Fale akustyczne odbierane przez nas w postaci wrazen stuchowych rozchodza si¢ w powietrzu
w postaci zggszczen i rozrzedzen czasteczek, czyli zmian ci$nienia. Jest to charakterystyczne dla
fal podtuznych. Warto doda¢, ze w fali stojacej w powietrzu wezlom drgan cz;;sleczek
odpowiadaja strzatki fali zmian cisnienia i odwrotnie.

A teraz eksperyment

Wykorzystujac wiadomosci o falach stojacych mozna dos$wiadczalnie wyznaczy¢ czestotliwosé
drgan Zrodia dZwigku. I to chcialem Wam wiasnie zaproponowac.
Zaktadamy, ze predkos¢ v fali akustycznej jest stala, wtedy 4 = o7’

1 v
Pomiedzy okresem a czestotliwoscia f zachodzi zalezno$é T = 7 wiec f = 5

Predkos¢ fali akustycznej w powietrzu mozemy przyjac rowng 340 m/s.

Ale jak znalez¢é dlugo$c fali? Oczywiscie eksperymentalnie.

Schemat ideowy doswiadczenia przedstawia rys. 2. Role dwoch zrodet dzwieku spetniaja odbiornik
radiowy i potaczony z nim gloénik dodatkowy, ustawione w odleglosci 1,5-2 m. Czy jednak taki
uktad moze generowac wyraZny sygnal o stalej czgstotliwosci? Okazuje sig, ze tak. Rozpoczecie
programu telewizyjnego jest poprzedzone przez okres 10-15 minut emisja nieprzyjemnego dla
ucha sygnatu, potrzebnego do strojenia odbiornikéw w punktach serwisowych. Bedzie to wlasnie
nasz generator akustyczny.

Woystarczy ustali¢ czas rozpoczecia emisji programu, wlaczyé nieco wczesniej odbiornik na
zakresie fal UKF, ustawi¢ dodatkowy glosnik i przeprowadzi¢ doéwiadczenie.

Jako detektora-odbiornika sygnatu uzyjemy mikrofonu polaczonego z magnetofonem, ktory
wigczamy na ,,zapis”; taSma nie jest potrzebna. Przesuwajac mikrofon wzdiuz linii faczacej
glosniki i obserwujac wskaZnik wysterowania zapisu znajdziemy strzatki i wezly fali stojace;.
Nalezy zmierzy¢, uzywajac linijki z podziatka, odleglo$¢ miedzy dwoma weztami lub strzatkami.
Odlegtoéé ta rowna jest polowie dlugosci fali.

I na tym mozna by zakonczy¢ opis doswiadczenia. Ale ...

Uwagi praktyczne

W magnetofonach szpulowych podczas pomiaréw przelacznik powinien by¢ ustawiony :

W pozycji ,,zapis ustawiony”, za§ w magnetofonach kasetowych nalezy wylaczy¢ automatyczne
wysterowanie poziomu zapisu. Dopiero wowczas wskaznik bedzie wyraznie reagowal na

zmiany amplitudy fali stojacej.

Potencjometr regulujgcy glo$no$é nalezy ustawié tak, aby przy maksymalnym sygnale wskaZnik
nie wykazywal przestrojenia.

Przymiar powinien by¢ dos¢ dlugi, okolo 1 m, i ustawiony na osi faczacej gloéniki.

Podczas obliczania czestotliwosci sygnatu akustycznego telewizji nie zapomnijcie wiasciwie

ustali¢ jednostki wielkosci danych i mierzonych. Zastanowcie sie, od czego zalezy blad pomiaru

i sprobujcie go oszacowaé. Dla ulatwienia dodam, ze wynik pomiaru powinien by¢,,okragta liczba™.

Czy mozna zobaczyé diwiek?

W fizyce doswiadczalnej stosowane sa przyrzady do optycznego ,,zapisu’ drgaf diwtqkowych
Nosza one nazwe fonograféw optycznych. -

Zapoznajcie si¢ z odpowiednig literatura, np. Tadeusza Dryniskiego Doswiadczenia pokazowe

z fizyki, i sprobujcie zaprojektowac fonograf optyczny. Dowcip polega na tym, aby przyrzad mégt
zrobié¢ kazdy w przecigtnych warunkach domowych.

Przyilijcie swoje pomysly. Nie zapomnijcie sprawdzi¢ ich praktycznie. Jezeli okazg sig

rewelacyjne, to opublikujemy, a Redakcja pomyséli o nagrodach. Zachecam do eksperymentowania'
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Mgr inz. Jacek CHLIPALSKI

Przypomnijmy na wstepie, ze hydraulika zajmuje si¢ przeplywem cieczy odbywajacym si¢ na
skutek dzialania sily ciezkoéci lub réznych urzadzen (zwykle pomp). Przeplywy moga dotyczyé
przewodow otwartych (rzeki, kanaly, rowy), jak tez i zamknigtych (rury). W 1775 roku

de Chézy odkryl, ze szybkos$¢ przeplywu cieczy jest w przyblizeniu proporcjonalna do
pierwiastka kwadratowego tzw. promienia hydraulicznego. W koricu XIX wieku okazalo sig, ze
zaleZzno$¢ ta jest bardziej skomplikowana i dokladniej jest

v=kyT VRE gdze
v — Srednia szybkos¢ cieczy w danym przewodzie,
k — wspolczynnik proporcjonalnosci, zalezny od rodzaju przewodu, jego chropowatosci, stopnia
zabrudzema a takze ksztaltu itp.,

— spadek hydrauliczny; gdy przeplyw odbywa si¢ wylacznie pod dziataniem sily cigzkosci,
mozna go okresli¢ jako nachylenie przewodu do poziomu;

F
Ry — promien hydrauliczny, rowny o5’ gdzie F jest polem przekroju poprzecznego, przez

ktory plynie ciecz, a Ob jest dlugoscia tej czesci przekroju poprzecznego, ktora styka sie z ciecza.
Wielko$¢ Ob nazywana jest obwodem zwilzonym.
Ten zmodyfikowany wzor de Chézy stosowany jest powszechnie w hydraulice zaréwno do
obliczen przeplywdéw w przewodach otwartych jak i zamknietych.
Nasze rozwazania dotyczy¢ beda jednego przewodu, zatem wielkoéci k i J bedg niezmienne,
przyjmiemy zatem, Ze sg rowne 1. Zalozenie to usprawiedliwia zreszta praktyka hydrauliczna.

2

Wzoér de Chézy przyimuje zatem postaé v = R3.

Jezeli v jest $rednig szybkoscia cieczy w przewodzie, to objetos¢ cieczy przeplywajacej przez ten
przewOd w jednostce czasu jest rowna

g=v-F,
gdzie F jest polem przekroju poprzecznego tej czesci przewodu, przez ktora plynie ciecz.
Wyobrazmy sobie teraz, ze ciecz plynie rura o przekroju kotowym (rys. 1). Oznaczmy przez h
wysoko$¢ warstwy wody w rurze. Zapytajmy, przy jakim A wielko$¢ g jest najwigksza, tzn. przy
jakim napelnieniu rury odplywowej basen oproznia si¢ najszybciej? Wydaje sig, ze aby przez rurg
w jednostce czasu plynelo jak najwiecej wody, rura powinna by¢ calkowicie napetniona (bo i po
co marnowac kawalek rury?). A wiasnie to nieprawda! Obliczmy bowiem wielkosci Fi Ob, za
pomoca ktérych wyraza sie promiefi hydrauliczny (rys. 1):

. o i 1
F = pole wycinka % + poletrojkata 7 = r?- 5 <X 5 r?-sin(360°—a) = = r?(a—sina);

o .
Ob = 2nr- = = ret, zatem promiefi hydrauliczny jest réwny

1 sino
R,. = '—-r(l— ).
2 o

Widzimy, ze $rednia szybkos¢ liniowa przeplywu i szybko$é ,,objetosciowa’ wyrazaja si¢

wzorami
1 sine \ %72
e H’- )]
2 o

. 5/3

B L85 u-(l— smcr.)
2y4 «

Aby obliczyé np. maksimum funkcji v, mozemy ja zrézniczkowa¢ i przyréwnac pierwsza

pochodng do zera (zwracamy uwage, Ze « jest katem wiekszym niz 7, a wiec funkcja v(a) jest

rozniczkowalna). Funkcja v ma oczywiscie maksimum w tym samym punkcie, w ktérym ma

g=v-F=

sine e e .
maksimum funkcja g(«) = 1 — —— . Zwykla metoda (przyrownanie pierwszej pochodnej do
o

zera + ew. dyskusja) mozna sie przekonaé, ze w przedziale (7, 27r) maksimum bedzie w punkcie
« takim, Ze & = tg o. ROwnanie « = tg o moZzemy rozwigzaé tylko w sposob przyblizony (rys. 2),
otrzymamy o = 257°27°15"”. Odpowiada to wartosci & = 0,81 4. Znacznie gorzej jest z maksimum
funkcji g. Przyréwnanie do zera pochodnej prowadzi do réwnania

2 sin o — 50t cos o+ 3 = 0,
ktore trudno rozwigza¢ nawet w przyblizeniu. Mozemy jednak latwo przekona¢ sig, Ze maksimum
znajduje sie gdzie§ pomiedzy = i 2 7 (czyli gdy przewdd nie jest calkowicie napelniony).
Mamy bowiem (opuszczajac nieistotny wspoélczynnik)
sinm

5/3
q(:r)=n-(1— ) =a, q27)=2=x
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Nie do wiary
Liczba

1234567891234567891234567891234567891

jest pierwsza, podobnie zresztg jak
23456789 i 1234567891,

To sa przyklady liczb pierwszych,

w ktorych cyfry wystepuja w tzw.
rosnacym porzadku cyklicznym (tzn.
po kolei, tyle ze po 9 moze by¢ 0
albo 1). Takich liczb znamy tylko 19,
nie liczac jednocyfrowych.

- Nie wiadomo dlaczego, ale trudniej
trafi¢ na liczby pierwsze z malejgcym
porzadkiem cyklicznym. Znamy ich
tylko 4: 43, 109, 10987, i 76543; jezeli
‘uznamy, ze 0 jest gorsza cyfra niz
inne (cho¢ wilasciwie dlaczego?
czyzby dlatego, ze wynaleZli je
Arabowie?), to mamy jeszcze 1987.

13 dzien miesigca przypada w piatek
czeSciej niz w jakikolwiek inny dzien
tygodnia i tak bedzie az do korica
przyszlego stulecia!

*
Fibonacci na drodze: 8 km = 5 mil
angielskich (w przyblizeniu, niestety),
13 km = 8 mil, 21 km = 13 mil, itd.
Dopiero 89 mil jest znacznie blizsze
143 km niz 144 km.

: > L ; 10
z drugiej strony, z uwagi na oszacowanie 21 [/3 > 107 i 3 > 5 otrzymujemy przy o = == m,

tj. 300°:
; 5.3
sSin—™ .
RN s e 0 =10n1+;/3__6_1”’_
3 3 10 S e e B
6
10 131 1 ( 1}"’3 10 ( e
_=T“(‘+W) e tea e Rt

a zatem maksimum funkcji znajduje si¢ rzeczywiscie gdzie$ we wnetrzu przedzialu (m, 27).

W praktyce hydraulicznej korzysta si¢ z tablic funkcji v i ¢ i z nich mozna sie dowiedziec, ze
Gmax Otrzymujemy dla & = 302° czyli A = 0,94 d (gdzie d jest $rednicg przewodu).

Warto zauwazyc, ze dla przewodow o przekroju prostokatnym (o dwoch scianach poziomych)
najwiekszy przeplyw bedzie osiggany przy catkowitym napzinieniu. Mozna to latwo obliczy¢.

Rozwiazanie zadania F 65.

= gy x
(a) Przyjmujac uproszezony model, w ktérym Srednio 3 czasteczek gazu porusza sig réwnolegle do v z tym samym

i— zez przeciwnym, stwierdzamy, Ze ich pedy zmienig si¢ o
o
App =12 m {w+u)
dla czgsteczki padajacej z przodu poruszajgcego si¢ przedmiotu i o
Apr = -2m(w—-u)

dla padajacej z tylu (m — masa czasteczki gazu).
Liczba czgsteczek uderzajacych z przodu i z tylu w przedziale czasu Ar wyniesie odpowiednio

Np=-L_ .S (wiv):-At, Np=-T_-5:-(w-v)-Ar,

am «am
gdzie g — gestosé gazu, § — powierzchnia przedmiotu. .
Zmiana pedu przedmiotu (suma pedéw przekazanych przez uderzajace czasteczki) wyniesie
Ap = —AppNp—AprNr,

a poniewat sila oporu F to stosunek zmiany pgdu do czasu, wigc

A

D e O o HECETRE S A = s
F = 2mmS((w+u) (w=u)?) uquv.

(b) Przyjmujac zgodnie z (a), e sila oporu F jest proporcjonaina do predkosci v

= —kv
otrzymujemy réwnanie ruchu (zakladamy, e spadek jest pionowy)
do
1 Ror oot ot . Vel S, ook '
0] o m-g v
gdzie m — masa pr u, g — przy ie grawitacyjne.

Osiggnawszy predkodt v, = — —”k—'g- cialo porusza¢ sig bedzie ruchem jednostajnym, bo w myél (1) bedzie -‘_;: — '

Dia swobodnego spadku {v(0) = 0) predkosé taka jest jednak nie do uzyskania. Catkujac bowiem réwnanie (1)

otrzymujemy
v t m
vt —g
do
.__.':S = -Sd:, czyli ——.l'u( mk )=r. skad
0 v+ 7 o 4 0 e g
. P
v= "2 me-1).
(€) Zaldimy, Ze orbita statku jest w przyblizeniu kolowa o pr iu r. Wowczas energia calkowita statku wyniesie
m- M
s

gdzie m — masa statku, M — masa Ziemi, G — stala grawitacji.
Straty energii s3 proporcjonalne do oporu i do predkosci, a wigc, postugujac sig wynikiem (a), mamy

. it
= kv,
Stad -
dE dE .dr m-M dr

g Y o e B e o S Wl U e

@ e " e ke S
: 2
Obliczajac sile odérodkowa otrzymujemy D =G ﬁ . co wraz z (2) daje —k (ﬁ' = _Gnﬂ - _dr_ ’
P ra r 2pd dr

= %

o : dr
Sily oporu proporcjonalne do predkosci moga mieé inne przyczyny (np. lepkoié) nit oddzialywanie szybkich

w stosunku do rozpatrywanego ruchu czasteczek bardzo rozrzedzonego gazu. W gazie natomiast nie spelniajgcym takich

zalozen (np. powietrze blisko powierzchni Ziemi) opdr nie jest proporcjonalny do predkosci (juz raczej do jej
kwadratu) i aby go wyznaczyé, nalezy uciec si¢ do réwnan hydrodynamiki, w ktérych uwzglednia sig rowniez ksztalt
poruszajgcego si¢ przedmiotu.

1"



Mechanika, komputer, cziowiek (VIII)

Prof. dr Dominik ROGULA

Uzycie jezyka naturalriego w komunikacji czlowiek-komputer wymaga catkowicie odmiennego
podejécia niz jezyki formalne. Wynika to z istotnych réznic miedzy jezykiem naturalnym

i formalnymi systemami komunikacji. Najwazniejsze z tych roznic to

(1) W jezykach formalnych mamy icisle okres§long skladnig i tylko poprzez skladnie jezyki te
interpretujemy. W jezyku naturalnym rola skladni jest stosunkowo mata — komunikacja

w jezyku naturalnym jest raczej znaczeniowo-pragmatyczna. .

(2) Znaczenia elementow leksykalnych i struktur jezyka naturalnego nie sa ostro zdefiniowane.
(3) Interpretacja jezyka naturalnego bardzo istotnie zalezy od kontekstu i konsytuacji.

Na przeszkodzie w zastosowaniu jezyka naturalnego w komunikacji z maszyna stoi glownie
ogromna jego zloZzonos¢, ktorej latwiej nie doceni¢ niz przecenié¢. Dlatego tez nalezy od razu zda¢
sobie sprawe, ze realizowane obecnie i w najblizszej przyszlosci maszynowe implementacje nie
moga obejmowac ,,calego™ jezyka naturalnego.

W dotychczasowych podejéciach mozna wyr6zni¢ nastepujace sposoby wykorzystywania
elementow jezyka naturalnego.

(a) Uzycie pewnych slow jezyka naturalnego jako cegielek jezyka formalnego. Przykladem moga
by¢ wyrazenia ALGOLu ,,go to”, ,.,if ... then”, , begin”, ,,end” itp. Wyrazenia takie
interpretowane w jezyku programowania czy w jakims systemie maja specjalne i Sciéle okreslone
znaczenie. Ich skojarzenie ze znaczeniem w jezyku naturalnym jest czysto mnemotechniczne.
Oczywiscie w Zzadnym sensie nie mamy tutaj do czynienia z komunikacja w jezyku naturalnym.
(b) Symulacja jezyka naturalnego, w ktorej wyrdznia si¢ stowa kluczowe i slowa puste.
Uzytkownik ma znaczng swobode wyrazania sie, lecz maszyna interpretuje tylko stowa
kluczowe, ignorujac stowa puste. Przykladami takich programéw moga by¢ ELIZA
Weizenbauma, konwersujaca w jezyku naturalnym i STUDENT Bobrova, rozwigzujacy
s,zadania z trescig”.

W tym przypadku mamy juz rzeczywiscie do czynienia z jezykiem naturalnym, ale w sposéb
bardzo powierzchowny, oparty na formalizacji stosunkowo niewielkiego zbioru stow
kluczowych. Sposob ten pozwala czasem osiggnac efektowne tricki, lecz nie mozna go uznac za
rozwigzanie problemu: maszyna ,,rozumie” j¢zyk w zupelnie inny sposob niz jej uzytkownik, co
moze prowadzi¢ do gigantycznych nieporozumien.

(c) Wykorzystanie podzbioru wyrazen i struktur jezyka naturalnego, z pelnym ,,zrozumieniem”
tego ograniczonego zbioru przez maszyne. W razie uzycia wyrazenia czy struktury spoza tego
zbioru, maszyna przyznaje, Ze nie rozumie.

W celu skutecznego porozumiewania si¢ z maszyna, czlowiek musi zna¢ te ograniczenia. Jest to
utrudnienie bardzo ucigzliwe w prostszych systemach, ale tym mniej odczuwalne im szerszy jest
zakres dopuszczalnych wyrazen i struktur.

W podejsciu tym mozna wyrdzni¢ dwa warianty:

(c 1) Taki dob6r wyrazen i struktur, by w wyniku skonstruowa¢ jezyk formalny. Wowczas
znaczenie komunikatu jest jednoznacznie okreslone przez znaczenie elementow leksykalnych

i skiadnie.

(c 2) Dopuszczenie wieloznacznosci i niejasnosci wyrazen i struktur. Interpretacja

komunikatéw oparta na aspektach semantycznych i pragmatycznych.

Wariant (c 1), aczkolwiek wygoda moze przewyzszac calkowicie sztuczne jezyki, nie jest jeszcze
,.Wystarczajaco naturalny™, mimo Ze mozliwe sg zaskakujaco dobre rozwigzania, takie jak FASE
(Fundamentally Analyzable Simplified English). Czlowiek musi umie¢ selekcjonowaé wyrazenia
pod grozba nieporozumienia, a im pelniejszy i bardziej naturalny jest podzbiér, tym subtelniejsze
i trudniejsze moga okazaé si¢ reguly selekcji.

Zastrzezenia te odnosza si¢ tylko do komunikatow formutowanych przez cziowieka dla maszyny.
Jesli chodzi o komunikacje w kierunku odwrotnym, gdy syntezy komunikatu dokonuje maszyna,
a odbiorcg jest czlowiek , wariant (c 1) moze okazaé si¢ zupelnie dobrym rozwigzaniem.

. W najbardziej zblizonym do naturalnego wariancie (c 2) maszyna musi dziala¢ doé¢
inteligentnie. Musi stawia¢ hipotezy znaczeniowe i oceniac¢ ich wiarygodnos¢ w danych
warunkach. Z zasady, informacja wprowadzana jest niejasna i niepelna i maszyna musi si¢
..domyslac¢” o co chodzi, a w razie potrzeby pytac i wyjasniac.

Pamietac tez nalezy, ze komunikacja w jezyku naturalnym ma nie tylko zalety. Do jej
zasadniczych wad naleza: (i) mozliwo$¢ nieporozumien, ktérej mozna zapobiegaé, ale nie mozna
catkowicie uniknaé. Wydaje sig, ze tkwi ona inherentnie w samym jezyku; (ii) nadmierna
rozwleklo$¢ w pewnych sytuacjach. Zagadnienia naukowe i techniczne najlepiej jednak formuluje
si¢ przy uzyciu specjalnych systemow skrétowych symboli.

Do najwazniejszych czynnikéw zapobiegajacych nieporozumieniom nalezy konwersacyjny sposob
wspolpracy z maszyna. Natomiast co do kwestii unikania nadmiernej rozwleklosci wydaje sig, ze
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w systemach jezyka naturalnego nalezy zapewni¢ mozliwo$é definiowania nowych wyrazen,
skrotow, specjalnej symboliki czy nawet jezykow formalnych i pelnego honorowania tych
definicji przez maszyne w trakcie konwersacji. Powinno by¢ mozliwe swobodne przechodzenie od
jezyka naturalnego do sztucznej symboliki i vice versa.

Dotychczasowe doéwiadczenia z programami ,,sztucznej inteligencji” pokazaly jednak, ze
programy te z reguly s3 niezmiernie czasochlonne.

W czesci wynika to z niedoskonalosci stosowanych metod, ktora z kolei jest odbiciem slabego
rozwoju podstaw teoretycznych.

Ogolnie widoczna jest mata sprawnos$¢ procesow dedukeyinych, ktore w sformllmwanym
wydaniu sg bardzo diugie, nawet gdy chodzi o sprawy dla czlowieka proste. Mimo postepow

w maszynowej realizacji proceséw dedukcyjnych wydaje sie, ze duzo sprawniejsze moze okaza¢ sie
wnioskowanie oparte nie na teorii dedukcji lecz na teorii modeli. Wnioskowanie ,,mode[owc“
jest duzo krotsze, a w niektorych sytuacjach daje wyniki tak samo pewne jak dedukcja.

Sytuacja taka wystepuje np. w arytmetyce, ktdra jest teorig kategoryczna, co oznacza, ze
wszystkie jej modele sg izomorficzne. Wnioski arytmetyczne wyciagniete (np. na palcach)

z jakiego$ jednego modelu majg wobec tego moc powszechnie obowigzujaca.

Inna, chyba wazniejsza przyczyna malej sprawnosci ,,inteligentnych” programéw jest
niecodpowiednia konstrukcja dzisiejszego komputera. Zasada dzialania tego urzadzenia jest
bowiem sekwencyjne wykonywanie operacji za operacja, odpowiadajace klasycznemu wyobrazeniu
algorytmu. Tymczasem myslenie inteligentne to myslenie skojarzeniowe, w ktorym jeden obiekt
myslowy jest rownoczesnie badany pod wieloma wzgledami. Tego typu procesy przetwarzania nie
moga by¢ sekwencyjne, lecz wieloprocesorowe, i to o wysokim stopniu wspotbieznosci. Chyba
wlasnie wskutek takiego wysokiego stopnia wspolbieznoéci przetwarzania ,,powolny” mézg
sprawniej wnioskuje niz dzisiejszy ,,szybki” komputer.

Maszyny nowej generacji s3 juz niekoniecznie Sci$le sekwencyjne: czesto maja one 2 lub wiecej
procesorow. Jednakze dopdki liczba procesordw jest niewielka, cala sprawa sprowadza sig
wlasciwie do technicznego usprawnienia maszyny sekwencyjnej. Interesujace mozliwosci daje juz
ILLTIAC IV, wyposaZony w 64 procesory. Dalsze znaczne podwyzszenie stopnia wsp6lbieznosci
moze przynies¢ rewolucje w dziedzinie budowy maszyn inteligentnych.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 193. Wykaza¢, ze wielomian p(x) = x*—27x+ ¢ nie moze mie¢ trzech roznych pierwiastkow
catkowitych.

Rozwiazanie na str. 7

M 194. Ile mnozen wystarcza dla znalezienia n-tej potegi danej I:czby a?

Rozwigzanie na str. 2

M 195. Uzasadni¢ nastgpujaca konstrukcje prostej prostopadlej do danej prostej p

i przechodzacej przez punkt A4 nie lezacy na p i nie lezacy na danym okregu o o $rodku
poloZonym na prostej p:

Przez punkt A i punkty B i C przecigcia okregu o z prosta p prowadzimy proste ABi AC
przecinajace okrag ¢ w punktach D i E. Proste BE i CD przecinaja si¢ w punkcie F. Szukang
prosta jest prosta AF.

Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

F 65. Na ciala poruszajace si¢ w oSrodku gazowym dzialajq sily oporu skierowane przeciwnie do
kierunku ruchu. Sila ta jest wynikiem zderzen powierzchni ciala z czasteczkami gazu.

(a) Zakladajac, ze predkosc¢ czasteczek ma rozklad izotropowy (zaden kierunek nie jest
wyrbzniony) o $rednim module w, oraz Ze cialo poruszajace si¢ nie zaburza tego rozkladu

w sposob istotny (model gazu bardzo rozrzedzonego — $rednia droga swobodna duza

w pordwnaniu z rozmiarami ciala), okresli¢ w przyblizeniu sile oporu dzialajaca na plaski
przedmiot (deske) poruszajacy si¢ z predkoscig v prostopadia do jego powierzchni.

(b) Okresli¢ zaleznos¢ predkosci od czasu dla spadajacego w polu grawitacyjnym przedmiotu
podlegajacego sile oporu powietrza.

(¢) Okresli¢ zmnigjszanie si¢ orbity statku kosmicznego krazacego w zewnetrznych warstwach
atmosfery przy zalozeniu, e straty energii sa male w poréwnaniu z jego energia kinetyczna.
Rozwiazanie na str. 11
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Krzywa zmian jasnosci ukladu 8 Lib.
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Poniewaz nachylenie orbity (i = 81,5°) jest duze, to
mozliwe sq zaémienia.

LL

Patrz w niebo

W maju, wieczorami géruja prawie w zenicie dwie typowo
wiosenne konstelacje: Korony Péinocnej (Corona
Borealis, CrB) i Wolarza (Bootes, Boo). Na poludniowej
czgsci nieba wyglada zza horyzontu gwiazdozbiér Wagi
(Libra, Lib). Sprobujmy odnalezé gotym okiem gwiazde
0 Lib (delta Librae) wedlug zamieszczonej obok, dla
ulatwienia identyfikacji, mapki tej cze$ci nieba. § Lib jest
gwiazda zmiennga — co 2 dni 7 godzin i 50 minut staje si¢
ledwo widoczna. Dzieje si¢ tak dlatego, Ze jest to uklad
podwojny, w ktérym oba skladniki za¢miewaja sie.

W 1909 roku astronom amerykanski Schlesinger tak
opisywat ten uklad: ,,Jasna gwiazda ma $rednice 4,5 min
km, ciemna 4 mln km, czyli 3,2 i 2,9 razy wiecej niZz nasze
wlasne Stonce. Ich objetosci sg odpowiednio 33 i 24,
suma ich mas — 1,5 razy wigksza niz masa Slonca. Jesli
ich gestosci sa réwne, to stanowia tylko 0,026 gestosci
Stonica, a obie masy wynosza 0,87 i 0,63 masy Storca.
Jasna gwiazda obiega $rodek cigzkoéci ukladu po prawie
kolowej orbicie w $redniej odlegltosei 2,5 min km. Ciemna
gwiazda opisuje podobna orbite w $redniej odleglosci

3,4 min km od $rodka masy ukladu. Plaszczyzny orbit sa
nachylone do kierunku widzenia pod katem 81,5°,

W czasie jednej czwartej okresu obiegu jasna gwiazda jest
bardziej lub mniej zacmiewana przez towarzyszke, jednak
w minimum jasnoSci ciagle jedna trzecia jej tarczy
pozostaje nie zakryta. Odlegtoé¢ migdzy powierzchniami
gwiazd jest zadziwiajgco mala w poréwnaniu z ich
srednicami i zmienia si¢ od 1,3 mIn km w periastronie do
2 min km w apoastronie.”

Dzisiaj wiemy duzo wigcej o uktadzie é Lib niz 70 lat
temu, jednak nasze ogdlne wyobrazenie o nim nie
zmienito si¢. Masy sa wigksze (5 i 1,7 masy Stonca),

a ponadto ciemny skiadnik okazal sie wiekszy od
Jjasnego, co pozwala wyciggna¢ wniosek, Ze jego jasnosé
powierzchniowa (a wigc i temperatura) jest znacznie
mniejsza niz skladnika jasnego.

Nie jest to ukiad nietypowy, znamy setki podobnych,
najbardziej stynnym jest Algol (8 Per). Poina jesienia,
przy okazji omawiania gwiazdozbioru Perseusza, wrécimy
do zmiennych za¢mieniowych typu Algola.

Mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Centrum Astronomiczne im. M. Kopernika,
Obserwatorium Astronomiczne Uniwersytetu
Warszawskiego oraz Polskie Towarzystwo
Mitosnikow Astronomii zapraszaja na cykl odczytow
popularnonaukowych.. Oto najblizsze z nich:
17.V.1979, Gromady kuliste, doc. dr J. Stodolkiewicz
21.V.1979, Krzywe blasku gwiazd zmiennych
zacmieniowych, doc. dr W. Krzeminski

24.V.1979, Gromady otwarte i asocjacje,

dr J. Juchniewicz

28.V.1979, Jak promieniowanie oddzialuje z materia,
mgr B. Rudak

W poniedzialki odczyty odbywaja sie w Centrum
Astronomicznym im. M. Kopernika, Warszawa, ul.
Bartycka 18 o godz. 17.

W czwartki — w Obserwatorium Astronomicznym
UW, Warszawa, Al. Ujazdowskie 4 o godz. 17.
Wstep wolny.
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Ztudzenia wzrokowe

Kilkanascie lat temu jechalem autobusem 116 ulicg
Miodowa w Warszawie. W dole po prawej stronie, ulica
Swierczewskiego jechala cigzaréwka, chyba Star 20.
Ulica Swierczewskiego chowa si¢ pod Miodowa do tunelu
i na Miodowe;j jest kamienna balustradka. Zobaczylem,
ze kotla cigzaréwki, ktore widzialem miedzy
kolumienkami balustradki, nie poruszaja si¢ wcale.
Moglem to dobrze widzie¢, bo kotla te mialy co§ jakby
szprychy. Potem zaczely si¢ powolutku obraca¢ —

w przeciwng strone. Cale zjawisko trwato kilka sekund

i juz nigdy potem nie zobaczylem ,,w naturze” tego
zjawiska, ktére znane jest kazdemu, kto choé raz ... byt
w kinie. Nieruchome obrazki na klatkach filmowych
zlewaja sie dla naszego oka w jeden ruchomy obraz.
Nasze oczy i umyst maja sklonnos$¢ do dopatrywania sig
ruchu tam, gdzie go nie ma. A jeszcze bardziej niz kino
,,nabiera nas” telewizja.

Gdy przez dluiszy czas wygladamy przez okno jadacego
pociagu, to po zatrzymaniu odnosimy wraZenie, ze
pociagg powolutku jedzie do tylu. To zjawisko nazywamy
»,powidokiem wstecznym”.

Precyzyjne urzadzenie, jakim jest nasze oko, nietrudno
oszukac i za pomoca sprytnie dobranych rysunkéw. Na
rysunku 1 i 2 widzimy odcinki réznej dlugoéci, choé

w rzeczywistosci sa rowne. Na rysunku 3 tuk dolny
wydaje si¢ bardziej zakrzywiony, a na rysunku 4 bardzo
trudno jest uwierzy¢, ze tuki po lewej stronie pionowego
stupa spotkaja si¢ z lukami po prawej dokfadnie na
brzegu shupka.

Rysunki 5, 6 i 7 pokazuja, dlaczego ludzie, ktérzy chca si¢
wyda¢ mniej otyli niz sa, powinni nosi¢ ubrania w pionowe
pasy.

- —
Rys. 6
A
\J
Rys. 7
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Widzenie — to nie tylko fotograficzne rejestrowanie obrazu
‘na siatkowce oka. Zawsze w proces widzenia
zaangazowany jest mozg, ktory przetwarza §wiadomie lub
nieswiadomie naplywajace informacje. Rys. 12 moze byé
widziany albo jako schody — wtedy biaty dolny obszar
wydaje si¢ by¢ blizej niz biala gérna $ciana, albo jako
nisza pod schodami. Co zobaczymy zalezy od

Rys. 9

Rys. 11

przypadku albo od naszej $wiadomosci: co chcemy

zobaczy¢.

Bardzo ciekawym zjawiskiem jest widzenie konturéw na
rysunku. W najprostszym przypadku widzimy kontur,

jezeli istnieje na rysunku réznica jasnoéci lub réznica
koloru. Okazuje si¢ jednak, ze mozna widzie¢ kontur

tam, gdzie go w ogodle nie ma. Na pokazanej serii rysunkéw
mozemy przesledzi¢ nasza zdolno$¢ postrzegania tego

zjawiska. Rys. 13 pokazuje bialy tréjkat. Blizsze

przyjrzenie si¢ konturom tego tréjkata wykazuje, ze po
prostu on nie istnieje. Ten sam efekt mozna uzyskaé na
czarnym tle, jak to pokazuje rys. 14. Kontury moga by¢

nie tylko liniami prostymi, jak ma to miejsce w

przypadku tréjkata. Rys. 15 pokazuje dwie biale figury

utworzone przez luki wklgsle i wypukle. Rys. 16

wykazuje, ze mozemy uzyska¢ omawiany efekt rowniez

w przypadku figur nieregularnych.

Rys. 13 Rys. 14

16

Ciekawe zludzenia daja tzw. figury gwiazdziste Heringa
(rys. 8 1 9). Proste rownolegle wydaja si¢ wygigte.
Wystarczy jednak spojrze¢ na te figury przez mocno
zmruzone oczy, a efekt zniknie.

Wiele zludzen powstaje przy ogladaniu przedmiotéw
roznokolorowych — przedmioty zmieniajg kolory

w zaleznosci od tla i oSwietlenia.

Na rysunku 11 widzimy prosta przecinajacg dwa
prostokaty i dopiero przylozenie linijki (albo spojrzenie

z boku) wykazuje, ze prosta zostala ,,ztamana’.
Odwrotnie, jedna prosta zobaczyliby$my jako ,,polamang’
Dlatego dla uzyskania efektu estetycznego trzeba niekiedy
odej$¢ od kanonéw geometrii. Wiele greckich budowli (na
przyklad $wiatynia Ateny na Akropolu) jest zbudowanych
wedlug Scislych prawidet geometrycznych z poprawka na
,,wywolanie efektu”.

*




‘ ' Te nie istniejace kontury istnieja w naszym mézgu na tyle
/ realnie, Ze mozemy je wykorzystywaé do innych zludzen
optycznych. Dwie pionowe kreski na lewej czgéci rys. 17

‘ ‘ sq W rzeczywistosci réwne wbrew temu, co nam sie
' wydaje. Odcinki na prawej czeéci rysunku leza na jednej

proste;j.
‘ /‘ B Na pytanie, jak to si¢ dzieje, ze widzimy kontury tam,
Rys. 17 gdzie ich nie ma, nie umiemy daé¢ doktadnej odpowiedzi.
Tym bardziej nie umiemy modelowaé tego procesu
Rysunki na podstawie 1. 1. ApraunoB, Hasro3uu spenusn; matematycznie. W wielu urzadzeniach prébujemy
Scientific American, kwiecienn 1976; W. Lietzmann rozwigza¢ zagadnienie rozpoznawania obrazu, ale jest to
»Gdzie thwi blqd?” tylko nieudolne nasladownictwo naszego organu widzenia.

Umiemy oglada¢ obrazy skladajace si¢ z kropek, kotek, krzyzykow, linii prostych i falistych; umiemy skladaé
najsubtelniejsze odcienie z réznych mieszanek trzech podstawowych barw, widzie¢ wklestosci i wypukloéci na
plaskiej kartce papieru i obserwowa¢ ruch na nieruchomych obrazkach; umiemy dostosowywaé nasze oczy do
rdznego natezenia $wiatla i roZznych jego zabarwien i jedynie $wiatto zdecydowanie jednobarwne uniemozliwia

- nam rzeczywiscie rozréznianie koloréw ogladanych przedmiotdw. :

Sprobuj zastoni¢ oczy ciemng, jedwabna chustka, azurowym, lecz grubym szalem, sprobuj ogladac
przedmioty w $wietle dziennym, ,,zmierzchowym”, elektrycznym, czy w $wietle ksiezyca — fakt, ze widzimy

- mniej wigcej normalnie we wszystkich wymienionych warunkach zdaje si¢ uzasadnia¢ tatwos¢, z jaka dajemy sie
- ,05zukac” widziac nie to, co widzimy naprawdg, lecz to, co spodziewamy sie zobaczy¢.
- Oko jest bowiem sygnalizatorem, ktory, dokladnie czy niedokladnie, ma nas informowa¢ przede wszystkim

0 niebezpieczefistwie, a jego historyczng funkcja jest — ,,uciekaj (ew. atakuj) — potem bedziesz sie

- zastanawial”.

Wiele z tego, co widzimy jest po prostu rezultatem nauki,
cho¢ nauka przyszta do nas z mniej lub bardziej
zamierzchlej przesziosci.

Konie umieja w sylwetkowym rysunku rozpoznaé swoich
pobratymcow (rzecz jasna, je$li zachowane zostang
prawdziwe rozmiary). Ptaki rozrdézniaja na obrazku nie
tylko siebie, ,,zbierajg” z kartek ksigzki namalowane tam
owady czy jagody, pod warunkiem, Ze kolory na rysunku
czy zdjeciu sa mniej wigcej naturalne.

Pewna malpa zaprzyjazniona z kotem umiata odrézniaé
w ksiazeczkach dziecigcych przerdzne stylizowane kotki.
Tak, ze w rezultacie najtrudniejsze i najbardziej
»hienaturalne” jest chyba to, co uwazamy za rzecz
zwykla — umiejgtnosé zobaczenia przedmiotu w rysunku
konturowym. Postugiwanie si¢ kreska dla wyrazenia
rzeczy, w ktorej tak naprawde Zadna kreska nie istnieje,
jest istotnie naszym, na wskro$§ ludzkim wynalazkiem.

Sa ludzie pozbawieni moznoéci rozrézniania pewnych
koloréw i sg tacy, ktérzy dysponuja swego rodzaju
»wzrokiem absolutnym”, czyli umiejetno$cia zapamigtania
danej barwy niezaleznie od otoczenia, w jakim ja ogladali,
cho¢ wiadomo, ze barwa otoczenia ma tu znaczenie
decydujace itd. To, co widzimy ma bowiem gleboki
zwiazek z tym, co rozumiemy.

Przyklad: Szary prazek na zéttym tle moze zostaé
zakwalifikowany jako niebieski przez cztowieka
niezainteresowanego profesjonalnie tym zagadnieniem.
Malarz zakwalifikuje go jako czarny prazek, ktérego
wzgledne niebieskawe zabarwienie bierze si¢ z z6ltego
otoczenia, na jakim go obserwuje.

I ptak, i malpa moga czerpa¢ wzruszenia estetyczne

z ogladania kolorowych obrazkéw, choé¢ nie wiemy
doktadnie, co z tego rozumieja. Grafika — w szczegdlnosci
jednobarwna, jest zamknigta dla nich, zupelnie niepojeta
dziedzina.

Malq Delte przygotowali: Tomasz HOFMOKL i Michal SZUREK



