SPIS TRESCI

NUMERU 3 (63)

Co to jest teoria retraktow
Prof. dr Karol Borsuk

Fizyka wzrostu krysztalow
Dr Marian A. H erman

O poczatkach metody
aksjomatycznej

Dr Jan Waszkiewicz
Drobiazgi

Mala Delta

Zadania

Mechanika, komputer,
czlowiek (VII)
Prof. dr Dominik Rogula

W nastepnym numerze:
Ochrona §rodowiska

str.

str.

str.

str.
str.

str.

str.

10

12
13

15

16

»Delta”

matematyczno-fizyczny miesigcznik
popularny

Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i Polskiego
Towarzystwa Fizycznego

wydawany przy poparciu
Ministerstwa Os$wiaty i Wychowania
Komitet Redakcyjny

doc. dr J. Bartke

doc. dr A, Baczyfski
doc. dr B. Gleichgewicht
prof. dr K. Goebel

doc. dr B.Iwaszkiewicz
doc. dr T. Iwinski

doc. dr A. Januszajtis
prof. dr L. Je$manowicz
mgr H. Kaczorek

prof. dr M. Kuczma
mgr A. Makowski

prof. dr Z. Pawlak

prof. dr A. Piekara

prof. dr Z. Semadeni
prof. dr J. Stankowski
prof. dr M. Subotowicz
doc. dr S. Turnau

doc. dr J. Wdowczyk

prof. dr Janusz Zakrzewski —
wiceprzewodniczacy

prof. dr Wojciech Zakowski —
przewodniczgcy

Redaguje Kolegium w skladzie:
doc. dr T. Hofmokl z-ca red. nacz.
B. Jaworska-Kordos —- ilustracje

dr M. Kordos —red. nacz.

dr K. Prazmowski — red. techn. graf,
mgr K. Szypcio — sekr. red.

dr M. Szurek

doc. dr M. Swiecki

Adres Redakcji

ul. Hoza 69 pok. 151,

00-681 Warszawa

Zakiad Narodowy im.

Ossolifiskich — Wydawnictwo
Wroclaw, Oddziat w Warszawie
Nakiad 20000 egz. Objeto$¢ 2 ark.
wyd.; 2,50 ark. druk.;

papier offsetowy III kl. 80 g. 61x86
Wydrukowano w Drukarni im.
Rewolucji PaZdziernikowej
Warszawa ul. Minska 65,

Nr zam. 1664/78 C-36

Wydano z pomocg finansowa Polskiej Akdemii Nauk
X%RUNKI PRENUMERATY Cena prenumeraty rocznej zl 60, — cena prenumeraty podlroczne,

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW ,,Prasa—Ksigzka—Ruch’ oraz urzedy pocztowe

i doreczyciele — w terminach:

— do 25 listopada na stymﬁ I kwartal 1 pélrocze roku nastgpnego i caly rok nastgpny

— do dnia 10 mi okres p

Jednostki gospodarki uspoleczmonej mst,ymcje ior

raty na pomstnle okresy roku bledf.chso

polityczne sk aja

w miejscowych Oddziatach RSW ,,Prasa—Ksigzka—Ruch”,

Zaklady pracy i instytucje w miejscowosciach, w ktérych nie ma Oddzialéw RSW, oraz prenumeratorzy
mdywudunlm zamaw:m prenumeratg w urzedach pocztowych lub u dorgczycieli.

Pr iemn wysylki za granice, ktdra jest o 50% drozsza od prenumeraty krajowej,
przyimuje RSW ,,Prasa—Ksigzka—Ruch”, Centrala Kolportatu Prasy i Wydawnictw,

ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO ar 1531-71 w terminach podanych dla

prenumeraty kraiowej
Spraedas o etk P

Instytucje psdstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni mogg nabywaé

»DELTE™:

w Ksiegarni Osrodka Rozpowszechniania Wydnwmctw Nnukuwych P'A.

Sprzedaz gotdwkowa i wysylkowa, numerbw 1
lub za zaliczeniem poczt

ch i archiwal plntnoéé gotdwks, przelewem

owym,
Adres: ORPAN 00-901 Warszawa, Palac Kultury i Nauki, Konto PKO 1 OM W-wa 1531-912

w Ksiggarni Ossolineum, Rynek 8, 50-106 Wrocalw
w Gléwnej Ksiegarni Naukowej, Krakowskie Pr

ie 7, 00-068 Warszawa

w Ksiegarni Naukowej, ul. Podwale 6, 31-118 Krakdéw
Orders for this periodical from abroad can be placed with ,,Ars Polona” Krakowskie Przedmieicie 7

00-068 Warszawa, Poland or with
— Kubon 8 haber Otto S:
n 4 "]lk Thi 4

D8 Munchen 34, Postfach 68,

— Earlscourt Pubhcat.lons le. 130 Shephard Bush Centre, London W 12, Great Britain,

— Licosa C
Cena 1 egzemplarza zl 5—

Via Lamarmora 45, 50 121 Firenze, Italia
nr indeksu 35723/35550



Informacje historyczne i bibliograficzne. o 3 Rk . - g
Pojci retrakei, retrakta i etrakiu Co to jest teoria retraktow:
absolutnego (czyli przestrzeni AR) zostalo

wprowadzone w roku 1931 w pracy:

K. Borsuk, Sur les rétractes, Fund. Math. 17.

Pojecie absolutnego retraktu otoczenioweso —— Prof. dr Karol BORSUK, czionek rzeczywisty PAN
(czyli przestrzeni ANR) zostalo wprowadzone

w pracy K. Bomka, Uber eine Klasse von

e haesdcn Rissas: Pou. 1. Pojecie przestrzeni. Przez przestrzeri rozumiemy zbior X, ktérego elementy

Mﬂ*-::; Literatura po§wigcona W:f:i nazywamy punktami i w ktérym okreslone jest pojecie granicy, a wigc ustalone

retraktéw i jej zastosowaniom jest do: . = J . B - =1

- i 200 posi). S jest kiedy punkt x € X jest granica ciaggu punktéw x,, x;, ... € X, czyli kiedy

Wakiad tcs teori dany jest w keigtkach: lim x;, = x. Pojecie granicy ma przy tym spelnia¢ pewne proste warunki, ktérych
Th P k-

f;‘;;‘;‘;f,‘;, ¥ of Retracts, Detwoit 1965, 4 oktadne formulowanie nie bedzie nam potrzebne. Ograniczamy si¢ tu bowiem

K. Borsuk, Theory of Retracts, Monografie do bardziej specjalnej (choé tez bardzo ogdlnej) klasy tzw. przestrzeni

Matematyczne 44, Warszawa 1967, stron 251.  metryzowalnych, w ktérych mozna wprowadzi¢ pojecie odlegloéci, a wigc okreslié
Spoéréd nowszych prac badawezych z zakresu g, e przyporzadkowujaca kazdej parze punktéw x, x' € X liczbg o(x, x') = 0
teorii retraktéw na sp uwage guj % e = =2

E i spelniajaca nastepujace warunki:

L.E. West, Mapping Hilbert cube manifolds 12 0(x, x7) = p(x, %),

to ANR's: A solution of a conjecture of Borsuk,  ° Q(x’ x’) =0 Wtedy i t)’IkO Wted}' gdy x=x,

Annals of Math. 106 (1977), pp. 1—18, . s I - ’ ro: 1" I I )
wkw::j et el 3° dla kazdej trojki punktow x, x’, x'’ jest o(x, x'') < o(x, x")+o(x’, x"') .

B ANR e typ homotopli pewnegs oraz takg, Ze wyznaczone przez t¢ odleglos¢ pojecie zbieznosci jest identyczne
wielodcianu. z danym pojeciem zbieznosci w X.

wm‘““"‘f’:‘f‘f‘:““‘?’“ “;;:" el Nie kazda przestrzen jest metryzowalna, w dalszym jednak ciagu rozwazaé

B ok wine wb s~ bedziemy jedynie przestrzenie metryzowalne. Jasne jest, ze kazdy podzbior
Armentrouta, Binga, Singha i innych). przestrzeni jest przestrzenig.

Klasycznym przykladem przestrzeni jest tzw. n-wymiarowa przestrzen
euklidesowa E™, ktérej punktami sa wszystkie uklady liczb rzeczywistych
(X3, X5 .o , X»), Z odlegloécia dana przez wzoér

e((x1s oy Xa), (X1, -5 Xn) =l/ i‘(x —xi)%
( ) k; % — Xk

Naturalnym odpowiednikiem przestrzeni E” jest nieskonczenie-wymiarowa
przestrzeri Hilberta E®, ktérej punktami sa wszystkie ciagi liczb rzeczywistych
o0

(x1, X2, ...) takie, ze 2 xf < oo i gdzie odlegtos¢ dana jest przez wzor
- k=1

o 9((x1’ X2, '")’ (x;’ x;’ )) ik I/Z(xk'_x;c)z- .
k=1

2 jest symbolem sumy szeregu

nieskoriczonego. Jezeli cigg S; = ay,

e s, S aimin, 2. Najprostsze pojecia toplogicme._ﬁuplgt a przestrzeni X nazywa si¢ punktem
S4=a,+08;+as+as, ... sum pewnego ciggu skupienia zbioru A < X, jezeli w A istnieja rézne od a punkty a,, a,, ... takie,
Bt 1o pranios Dt S0 = Ze lim a, = a. Zbidr A, ktéry zawiera wszystkie swe punkty skupienia nazywa si¢
. k—o0

e e o e dombknietym. Podzbiér B przestrzeni X nazywa sie orwartym, jezeli zbiér X\ B
sumgq szeregu @, +a@; +as+ ... i oznaczamy jest domkmt;ty
przez E ax. Mowimy, Ze przestrzen jest spdjna, jezeli nie jest sumg dwoch niepustych

k=1 : 1 rozlagcznych zbioréw domknigtych. Przez przestrzen zwartg rozumiemy

przestrzen, w ktorej kazdy zbiér nieskonczony ma punkty skupienia. Przestrzenie
(metryzowalne) zwarte nazywamy kompaktami, a kompakta spdjne — continuami.

B soleci spbjniodel pis Latwo okaza¢, ze podzbiér Q" (zwany kostkq n-wymiarowq) przestrzeni E” ztoZzony
w or 1/1979 ze wszystkich takich punktéow (x;, ..., x,), 22 0 < x, < 1 dlak = 1, ..., n jest
continuum i podobnie continuum jest tez tzw. kostka podstawowa Hilberta,
czyli zbiér Q= zlozony ze wszystkich takich punktéw (x;, x,....) € E®, Ze

0< x < %dlak: 152 5

Funkcja f: X — Y przyporzadkowujaca kazdemu punktowi x przestrzeni X
punkt f(x) przestrzeni Y nazywa si¢ przeksztalceniem X w Y jezeli jest ciggla,
tj. jezeli dla kazdego ciagu punktéw x,, x,, ... € X relacja x = lim x; pociaga

k—w
za soba relacje f(x) = lim f(x;). Zbi6r f(X) wszystkich punktéw postaci f(x),
k—oo

gdzie x € X, nazywa si¢ obrazem przestrzeni X przy przeksztalceniu f.
W przypadku, gdy f(X) = Y, méwimy, 2e f przeksztalca X na Y.

]



gfo tu zlozenie funkcji fi g, ti.
&N (x) = g(f(x)).

Rys. 1. Przestrzenie homeomorficzne

il g

Rys. 3. r-przeksztalcenie :
_—

Rys. 4. Okrag latwo przeksztalcié na siebie

tak, by zaden punkt nie zostal na

swoim miejscu. Twierdzenie Brouwera
méwi, ze dla tarczy kola tak zrobié sig

nie da B

Rys. 5. Brzeg kola nie jest jego retraktem

b8 |7

Jezeli f przeksztalca X na Y oraz istnieje przeksztalcenie g : ¥ — X takie, 2e
(gf)(x) = x dla kazdego x € X (przeksztalcenie g nazywamy wéwczas
odwréceniem przeksztalcenia fi piszemy g = 1), to mowimy, Ze f jest
homeomorfizmem X na Y. Jezeli istnieje homeomorfizm przeksztalcajacy X na Y,
to mowimy, Ze przestrzenie X i Y sq homeomorficzne (rys. 11 2).

Rys. 2. Te przestrzenie nie s3 homeomorficzne

Korzysta¢ bedziemy z nast¢pujacego twierdzenia (Urysohna):

Kazide kompaktum jest homeomorficzne z pewnym podzbiorem domknigtym
kostki Q%,

Rezygnujac z dokladnej definicji wymiaru, przyjmijmy jedynie, ze kompaktum A4
ma wymiar skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest homeomorficzne z podzbiorem
pewnej kostki Q".

Topologia jest naukg o tych wlasnosciach przestrzeni, ktére sa niezmiennikami
homeomorfizméw, a wigc ktére zachowuja si¢, gdy dana przestrzen zastapimy
przez dowolng przestrzeri z nig homeomorficzng. Latwo okazaé, Ze np. spéjnosé
lub zwarto$¢ sa niezmiennikami homeomorfizméw.

3. Refrakcje. Ogélniejsza od klasy homeomorfizméw jest klasa tzw. r-przeksztalcesi.
Méwimy, Ze przeksztalcenie f: X — Y jest r-przeksztalceniem X na Y, jezeli

istnieje przeksztalcenie g : ¥ — X prawostronnie odwrotne wzgledem f, tj. takie,

Ze (rys. 3)

/2(»)) = y dla kazdego yeV.

Jezeli takie r-przeksztalcenie f: X — Y istnieje, to méwimy, e Y jest r-obrazem
przestrzeni X. Nie Zadamy przy tym, by g przeksztalcalo Y na X; latwo jednak
okazaé, ze zbiér g(Y) jest homeomorficzny z Y. Zauwazmy, Ze jezelif; : X —» Y

if; : Y = Z s r-przeksztalceniami, to ich zlozenie f,f; : X — Z jest tez
r-przeksztalceniem. A zatem kazdy r-obraz r-obrazu przestrzeni X jest tez r-obrazem
przestrzeni X.

Przykladem r-przeksztalcenia jest rzutowanie f (prostopadle) okregu X na jego
Srednicg Y. Istotnie, jezeli Z jest jednym z pSlokregéw, na ktére srednica ¥
rozcina X, to przyporzadkowujac kazdemu punktowi y € Y taki punkt z € Z,
ze f(z) = y, otrzymamy przeksztalcenie g : Z — Y prawostronnie odwrotne
wzgledem f (rys. 3).

Jezeli przestrzen Y jest podzbiorem przestrzeni X, to przeksztalcenie f: X — ¥
(Jezeli istnieje) nazywamy retrakcjq, jezeli f(y) = y dla kazdego y € Y. M6wimy
wowczas, Ze Y jest retraktem przestrzeni X. Jasne jest, Ze ktadac g(y) = y dla
kazdego y € Y otrzymamy przeksztalcenie g : ¥ — X prawostronnie odwrotne
wzgledem f. A wigc kazda retrakcja jest r-przeksztalceniem.

Zauwazmy, ze brzeg B tarczy kola K nie jest jej retraktem (rys. 4, 5). Istotnie,
gdyby istniala retrakcja r:K — B, to oznaczajgc dla kazdego y € B przez s(y)
rézny od y koniec $rednicy przechodzacej przez y, otrzymamy takie
przeksztalcenie s:B — K, Ze przeksztalcenie ¢ = sr:K — K spelnia warunek
@(x) # x dla kazdego x € K. Wiadomo jednak (tw. Brouwera), Ze tarcza kota K
nalezy do klasy przestrzeni X majacych tzw. wlasnoéé punktu stalego, tzn. dla
kazdego przeksztalcenia ¢:X — X istnieje co najmniej jeden taki punkt x, € X,
ze @(xo) = xo.

4. r-niezmienniki. Wlasno$¢ przestrzeni, ktéra zachowuje sie, gdy przestrzen
zastgpimy przez dowolny jej r-obraz, nazywamy r-niezmiennikiem. Poniewaz
kazdy homeomorfizm jest r-przeksztalceniem, wigc r-niezmienniki sa
szczeg6lnym przypadkiem niezmiennikéw homeomorfizméw. Wynika stad, ze ich
teoria, czyli teoria retraktéw, jest dzialem topologii.
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Rys. 6. Scigganie przestrzeni do punktu

Rys. 7. Tej przestrzeni nie da sig éciggnaé
do punktu

Yatwo zauwazy¢, ze spdjnos¢ i zwarto$é sa r-niezmiennikami (a nawet sa one
niezmiennikami wszelkich przeksztalcen). Innym przykiadem r-niezmiennika jest
posiadanie punktu stalego. Istotnie, jezeli f:X — Y jest r-przeksztalceniem,

a g:¥ — X jego prawostronnym odwrdceniem i jeZeli X ma wlasno$é punktu
stalego, to dla kazdego przeksztalcenia y:¥ — Y wzér ¢ = gyf:X — X okresla
przeksztalcenie dla ktérego istnieje punkt x, € X taki, ze ¢ (xo) = x,. Wéwczas
S(xo) = fayf(xo) = 9f(x0), a wigc punkt y, = f(x,) € Y spelnia warunek
p(Yo) = Yo.

Natomiast zaprzeczenie wlasnosci punktu stalego nie jest juz r-niezmiennikiem,
bowiem okrag nie ma wlasnosci punktu stalego, ale przestrzen zlozona z jednego
tylko punktu (bgdaca oczywiscie r-obrazem okregu) ma wiasno$é punktu stalego.

Okazuje sig, Ze do r-niezmiennikéw nalezy wiele wlasnosci bardzo istotnych dla
budowy przestrzeni, jak np. $ciagalno$é i lokalna $ciagalnosé.

Aby wyjasni¢ sens tych pojeé, oznaczmy dla kazdej pary przestrzeni X, X’ przez
X X X" ich iloczyn kartezjariski, tj. przestrzen, ktérej punktami s pary (x, x’),
gdzie x e X, x' € X' i gdzie odleglo$é okresla wzor

e((x, x), (%, %)) = Veolx, X)*+o(x, ¥)?.

Powiemy, Ze dwa przeksztalcenia fo, f; : X — Y sa homotopijne (oznaczenie:

Jo = f1), jezeli istnieje takie przeksztalcenie ¢: X x <0,1) — Y, gdzie ¢0,1)> oznacza
przedziat liczbowy 0 < # < 1, Ze fo (x) = @(x, 0)if; (x) = @(x, 1) dla kazdego
xeX.

Powiemy, Ze podzbiér A przestrzeni X jest sciqgalny w X, jezeli przeksztalcenie
i:A — X dane przez wzor i(x) = x dla kazdego x € 4 jest homotopijne ze stala,
tj. z przeksztalceniem e:4 — X przeksztalcajacym 4 w jeden punkt przestrzeni X.

Przez przestrzeri Sciqgalng rozumie¢ bedziemy przestrzen $ciagalng w sobie (rys. 6, 7).

Powiemy, Ze przestrzen X jest lokalnie Sciggalna, jezeli dla kazdego jej punktu x,
i kazdego zbioru otwartego G < X zawierajacego punkt x, istnieje zbiér otwarty
G, = G zawierajacy punkt x, i Sciagalny w G.

Okrag kola stanowi prosty przyklad continuum, ktére nie jest $ciagalne, lecz jest
lokalnie $ciggalne. Aby otrzymaé przyklad continuum, ktére jest Sciagalne, lecz
nie jest lokalnie $ciagalne, weZmy na plaszczyZnie E2 punkty a, = (0,0)

ia= (% . 0) dlak=1,2,... oraz b = (0,1). Niech L, oznacza odcinek o koficach

a i b. Wéwczas suma wszystkich odcinkéw L, a wiec zbiér X = J Lgjest
k=0

continuum $ciagalnym, ale nie lokalnie $ciagalnym, latwo bowiem zauwazyé,
Ze w zbiorze G = X' \{b}, ktory jest w X otwarty i zawiera punkt a,, nie istnieje
podzbiér otwarty G, zawierajacy punkt a, i Sciggalny w G.

Latwo okaza¢, Ze zaréwno $ciagalno$é jak i lokalna sciagalno$é przestrzeni
sg r-niezmiennikami.

S. Przestrzenie AR i ANR. Wyodrebnienie w klasie wszystkich niezmiennikéw
homeomorfizméw specjalnie waznej klasy r-niezmiennikéw stanowi istote teorii
retraktéw. Teoria ta pozwala teZz na wyodrgbnienie w naturalny sposéb w klasie
wszystkich przestrzeni klasy przestrzeni o specjalnie prostych topologicznych
wiasnosciach, a mianowicie klasy tzw. retraktéw absolutnych (czyli przestrzeni
AR) oraz ogélniejszej od niej klasy tzw. retraktéw absolutnych otoczeniowych
(czyli przestrzeni ANR). Poprzestang tu na podaniu ich definicji i podstawowych
ich wlasnosci, ograniczajac si¢ do zakresu kompaktéw.

Kompaktum 4 nazywa si¢ retraktem absolutnym (co zapisujemy: A € AR),
Jezeli dla kazdego homeomorfizmu A przeksztalcajacego 4 na podzbiér h(4)
dowolnej przestrzeni X, zbi6r h(A) jest retraktem przestrzeni X.

Kompaktum 4 nazywa sig retraktem absolutnym otoczeniowym (co zapisujemy:
A € ANR), jezeli dla kazdego homeomorfizmu # przeksztalcajacego 4 na
podzbiér h(A4) dowolnej przestrzeni X, zbidr h(4) jest retraktem pewnego
zbioru G otwartego w X.



Rys. 8. Podstawa walca jest jego retraktem
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Rys. 9. Brzeg wstegi Mobiusa nie jest jej
retraktem (Scisly dowdd jest trudny)

Przestrzenie ANR stanowia do$¢ obszerna klasg przestrzeni, zawierajaca

w szczegllnosci wszystkie wielosciany (pojecie wieloscianu, w zakresie
podzbioréw przestrzeni euklidesowej 3-wymiarowej E3, jest dobrze znane

z geometrii elementarnej, w spos6b naturalny definiuje si¢ tez wielosciany
wymiaréw wyzszych). Réwniez znaczna czg$¢ przestrzeni rozpatrywanych

w innych dziatach matematyki nalezy do klasy przestrzeni ANR.

W szczegolnosci przestrzenia ANR jest kazda rozmaitosé, tj. kazde takie
continuum X, Ze dla kazdego punktu x, € X istnieje w X zbi6r otwarty
zawierajacy x, i homeomorficzny z przestrzenia E". Latwo tez okaza¢, Ze iloczyn
kartezjafiski dwéch przestrzeni ANR jest tez przestrzenia ANR i jezeli zbiory
X, X, iich czes¢ wspélna X; n X, sa przestrzeniami ANR, to ich suma

X, U X, jest tez przestrzeniag ANR.

Udowodnijmy teraz nastgpujace

Twierdzenie. Aby A € AR potrzeba i wystarcza, by A bylo r-obrazem kostki
Hilberta Q®.

Zacznijmy od dowodu pewnego lematu, w dowodzie ktérego skorzystamy
Z nast¢pujacego twierdzenia Tietzego:

Jezeli kompaktum B jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdego przeksztalcenia «
zbioru B w przedzial liczbowy I: 0 < t < c, gdzie ¢ > 0, istnieje takie
przeksztaicenie a: X — I, ze a(x) = a(x) dla kazdego punktu x € B.

Lemat. JezZeli kompaktum B jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdego
przeksztalcenia o.:B — Q istnieje takie przeksztalcenie u:X — Q, ze
a(x) = a(x) dla kazdego punktu x € B.

Istotnie, wartoSciami przeksztalcenia a s punkty (a, (x), a, (%), ...) € @®.

Wowczas oy jest przeksztalceniem zbioru B w przedziat I, :0 < 1 < %, a wiec

istnieje takie przeksztalcenie ay: X — Iy, Ze o, (x) = o, (x) dla kazdego x € B.
Kladac

o(x) = (o (x), 3 (x), ...) dla kazdego x € X,

otrzymamy (jak latwo zauwazy¢) przeksztalcenie a: X — Q® spelniajace teze
lematu.

Dowéd twierdzenia. JeZeli 4 € AR, to na mocy twierdzenia Urysohna istnieje
homeomorfizm 4 przeksztalcajacy 4 na pewne kompaktum B = Q®. Wobec

4 € AR, istnieje retrakcja r: 0° — B. Kladac f(x) = h~'r(x) dla kazdego x € 0=,
otrzymamy przeksztalcenie f: 0 — 4, dla ktérego prawostronnym odwréceniem
jest h:4 — Q. A wigc fjest r-przeksztalceniem i A jest r-obrazem kostki Q.

Z drugiej strony, jezeli istnieje przeksztalcenie f:Q® — 4 majace prawostronne
odwrécenie g: 4 — Q% i jezeli h jest homeomorfizmem przeksztalcajacym A

na podzbiér B przestrzeni X, to na mocy lematu, dla przeksztalcenia

a = gh~':B — Q istnieje przeksztalcenie p: X — Q® takie, Ze p(x) = @(x) dla
kazdego x € B. Kladac

r(x) = hfp(x) dla kazdego x € X,
otrzymamy takie przeksztalcenie r:X — B, ze dla kazdego x € B jest
r(x) = hfp(x) = hfgh™(x) = hh~'(x) = x.
A wigc r jest retrakcja i dowdd jest zakoficzony.
W podobny sposéb mozna udowodnié

Twierdzenie. Aby A € ANR potrzeba i wystarcza, by A bylo r-obrazem pewnego
podzbioru otwartego kostki Hilberta Q%.

Biorac pod uwagg, Ze ztoZenie dwéch r-przeksztalcen jest r-przeksztalceniem,
otrzymujemy z tych twierdzen nastgpujacy

Whiosek. Pojecia przestrzeni AR i ANR sq r-niezmiennikami.

Zauwazmy, Ze kostka Hilberta O jest Sciagalna w sobie.

Istotnie, ktadac

@ ((x15 X2, ...), £) = (tx4, tx;, ...) dla kazdego punktu (x4, x,, ...) eQ®idla
0 < 7 < 1, otrzymamy przeksztalcenie ¢ :0® X <0,1) — Q* takie, Ze

.
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Rys. 10. To nie jest retrakt absolutny, bo
#adne male otoczenie punktu a
(rys. 10a) nie jest spbjne, a wigc i nie
jest dciggalne

¢(x,0) = (0,0, ...) i ¢(x, 1) = x dla kazdego x € Q*. Podobnie latwo okazaé,
ze kazdy podzbioér otwarty kostki O jest lokalnie $ciagalny. Poniewaz
$ciagalnosé i lokalna $ciagalnos¢ sa r-niezmiennikami, wnosimy stad, Ze kazda
przestrzeni AR jest éciggalna w sobie, a kazda przestrzefi ANR jest lokalnie
$ciggalna.

Mozna okazaé, ze w zakresie kompaktéw wymiaru skorficzonego, lokalna
$ciggalnoéé charakteryzuje przestrzenie ANR (rys. 10). Natomiast istnieja
kompakta wymiaru nieskonczonego, ktére sg lokalnie sciagalne, lecz nie sa
przestrzeniami ANR. Pozostaje nierozstrzygnigte, jak nalezy wzmocni¢ warunek
lokalnej $ciagalnosci, by uzyskaé scharakteryzowanie wszystkich przestrzeni ANR.

Teoria przestrzeni ANR gra podstawowa rol¢ w badaniach topologicznych
wlasnosci tzw. rozmaito$ci wymiaru nieskoniczonego. Rozmaitosci te s3 ostatnio
przedmiotem intensywnych badan, zwlaszcza w USA (prace R. D. Andersona,
T. A. Chapmana, J. E. Westa i innych) oraz w Polsce (prace C. Bessagi,

A. Pelczynskiego, H. Toruficzyka i innych). Warto teZ wspomnie¢, Ze nowy
dzial topologii, zwany teorig ksztaltu, w istotny sposob opiera si¢ na teorii
przestrzeni ANR.

6. Uwagi koncowe. Przestrzenie ANR wyrézniajg si¢ wérod innych przestrzeni
duza regularnoscia swych wlasnosci topologicznych, przypominajacych

w znacznym stopniu wlasnosci wielo$cianéw. W tzw. topologii algebraicznej
rozpatruje si¢ rozmaite niezmienniki homeomorfizméw o charakterze
algebraicznym (w szczegdlnosci przyporzadkowuje si¢ przestrzeniom rozmaite
grupy: homologii, kohomologii, homotopii, kohomotopii). Okazuje sig, Ze grupy
te zachowuja si¢ w sposdb specjalnie prosty, gdy od przestrzeni przechodzimy

do jej r-obrazu, a w przypadku przestrzeni ANR, grupy te maja budowe podobna
jak w przypadku wieloScian6w. RéwnieZ twierdzenie dotyczace istnienia punktow
stalych dla przeksztalceri (w szczegélnosci tzw. twierdzenie Lefschetza) pozostaje
prawdziwe w zakresie przestrzeni ANR, lecz przestaje by¢ prawdziwe w zakresie

* dowolnych kompaktéw. Mimo to wsrod przestrzeni ANR wystepuja zjawiska

o do$¢ zaskakujacym charakterze, nie pojawiajace si¢ wéroéd wieloécianéw. Tak
np. istnieja wielopunktowe continua X bedace przestrzeniami ANR, ktore nie
daja si¢ przedstawi¢ w postaci sumy skornczenie wielu zbior6w ANR o $rednicach
mniejszych od $rednicy zbioru X. Inna osobliwoscia jest istnienie wéréd

zbioréw ANR polozonych w przestrzeni E* continuéw, ktére sg wsp6lnym
brzegiem trzech obszaréw (tj. zbioréw otwartych w E? i spdjnych).

Mowimy, 2e przestrzenie X i Y sg r-réwne (oznaczenie: X = Y) Jetell kazda

z nich jest r-obrazem drugiej. Jezeli Y jest r-obrazem przestrzenl X, leoz X nie
jest r-obrazem przestrzeni Y, to méwimy, Ze X jest r-wieksze od Y (oznaczenie:
X > Y). Np. okrag jest r-wigkszy od odcinka, a odcinek jest r-wigkszy od
przestrzeni zlozonej tylko z jednego punktu. Istnieje wiele prac poswigconych
badaniu relacji =, ale tematyka ta jest ciagle daleka od wyczerpania.

Wazniejsza od klasyfikacji przestrzeni ANR opartej na relacji - jest

klasyfikacja homotopijna. Méwimy mianowicie, Zze dwa kompakta X, ¥ maja
ten sam typ homotopii, jeZeli istnieja przeksztalcenia

fX-Y i g¥Y-X

takie, Ze przeksztalcenie gf: X — X jest homotopijne z przeksztalceniem iy : X — X
danym przez wzor ix(x) = x dla kazdego x € X, a przeksztalcenie fg:Y —» Y

jest homotopijne z przeksztalceniem iy: Y — Y danym przez wzér iy(y) = y dla
kazdego y e Y.

Bardzo istotne dla teorii przestrzeni ANR zagadnienie, czy kazda taka

przestrzeni ma typ homotopii pewnego wieloscianu, postawione juz przed
kilkudziesieciu laty, zostalo ostatnio rozwiazane pozytywnie przez amerykariskiego
matematyka J. E. Westa. Wynik ten ustala daleko idacy zwigzek mig¢dzy czysto
topologicznym pojeciem przestrzeni ANR, a elementarno-geometrycznym pojeciem
wieloscianu.

Zwigzki miedzy homotopuna klasyfikacja przestrzeni ANR, a ich klasyfikacja
wedlug relacji = nie s catkowicie wyjasnione. Nie wiadomo np., czy kazde dwie
r-réwne przestrzeme ANR majg jednakowy typ homotopii. Podobne zagadmeme
w zakresie wszystkich kompaktéw ma odpowiedZ negatywna.
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Rys. 1. a. Komérka elementarna struktury
diamentu.
b. Struktura diamentu widziana
z innej strony.
K orka el na jest
linig przerywang.

Rys. 2. a. Komérka elementarna struktury
blendy cynkowej (ZnS)
b. Struktura blendy cynkowej
widziana z innej strony.
Komérka elementarna jest zaznaczona
linig przerywang.

TECHNIKA

Fizyka wzrostu krysztalow

Dr Marian A. HERMAN

Co nazywamy krysztalem?

Z wielu do$wiadczen i uogolnien teoretycznych wiadomo, Ze otaczajace nas substancje

skladaja sie z atomoéw znajdujacych si¢ w nieustannym chaotycznym ruchu cieplnym

i oddzialywajacych ze soba réznymi sitami migdzyatomowymi. Energia ruchéw chaotycznych
okresla temperature ciala, a sily migdzyatomowe okreslaja ksztalt i strukture wewnetrzna tego
ciala. W zaleznosci od tego, ktory z dwéch wymienionych czynnikéw i w jakim stopniu przewaza
nad drugim, substancja przyjmuje jeden z trzech najczeciej na Ziemi spotykanych stan6w skupienia:
gazowy, ciekly lub staly. Atomy sa obok siebie najggéciej ulozone w cialach stalych. Oznacza to,
ze w cialach stalych energia oddzialywan migdzyatomowych znacznie przewyzsza energie
kinetyczna chaotycznych ruchow cieplnych. Gdy przeanalizujemy ulozenie atoméw w ciele
stalym, stwierdzimy wystapienie dwoch przeciwnych tendencji. W jednych cialach stalych atomy
ulozone sa w scifle okre$lony spos6b wedtug okreslonych regul symetrii, tworzac okreslony
porzadek lub strukture wewngtrzng. Charakterystyczne jest przy tym to, ze porzadek ten
rozciaga si¢ w przestrzeni na odlegloéci znacznie przekraczajace zasieg dzialania sit
wystepujacych pomiedzy sasiednimi atomami i Ze powtarza sie on w przestrzeni w sposob
okresowy. Mowimy, Ze istnieje uporzadkowanie dalekiego zasiggu (rys. 1 i 2). Cialo stale,

w ktorym wystepuje uporzadkowanie dalekiego zasiegu, nazywamy cialem krystalicznym lub
krystalizowanym, a substancje o takiej strukturze wewnetrznej nazywamy krysztalami. W innych
cialach stalych atomy ulozone sa chaotycznie, nie wykazujac zadnego uporzadkowania dalekiego
zasiegu. Takie ciala stale nazywamy cialami amorficznymi lub szklistymi. 3

0Od wielu wiekéw ludzkosé fascynowala sie i do dzisiaj fascynuje si¢ krysztalami. Nazwa
»-Krysztal” pochodzi od starogreckiego slowa ,,krystalloss™, ktore oznaczalo mréz i 16d. Slowo to
stosowano rowniez do okreélenia przezroczystego krysztalu gorskiego, o ktérym starozytni
mysleli, Ze wysoko w gérach tak silnie zamarzl, Ze nie moze juz stopnie¢. Z czasem slowa tego
zaczeto uzywac do okreslenia roznorodnych krysztalow, ktore nieraz czgéciej, a nieraz bardzo
rzadko, znajdowano na powierzchni Ziemi lub w jej glebi, i «tore nast¢pnie przechowywano

w muzeach mineralogicznych lub zbiorach prywatnych kolekcjoneréw. Obzcnie stowo to
stosowane jest do okreslenia wszystkich materialow krystalicznych, niezaleznie od tego czy sa one
pochodzenia naturalnego, czy tez zostaly wytworzone w sposob sztuczny.

Ksztalt zewnetrzny krysztatu

Wewnetrzny porzadek ulozenia atoméw w krysztale odzwierciedlony jest w ksztalcie
zewnetrznym krysztahu. Krysztal zlozony z atoméw ulozonych tak, ze tworza miniaturowe
sze$ciany, powinien mie¢ regularny, kubiczny ksztalt zewnetrzny. W teorii jest to prawda,

w praktyce realizowane jest bardzo rzadko. Dzieje sig tak dlatego, ze tylko wowczas, gdy
krysztal wzrasta swobodnie (bez ograniczajacego dzialania otoczenia), jego ksztalt zewnetrzny
odzwierciedla uporzgdkowanie wewngtrzne. Poniewaz wszystkie krysztaly w naturze muszg na
czym§ leze¢, poniewaz zwykle rosng w kontakcie z innymi materiatami bezposrednio je
otaczajacymi, wiec ksztalt zewnetrzny krysztalu czgsto odzwierciedla tylko czgéciowo jego
wewnetrzne uporzadkowanie. Dopiero analiza, wykonana przy uzyciu promieni Roentgena, czy
odpowiednie trawienie chemiczne lub lupanie ujawniaja wewngtrzng strukture krysztatu.
Krysztaly otrzymane sztucznie w laboratorium prawie nigdy nie przypominajg swym ksztaltem
struktury wewnetrznej. Dzieje sie tak dlatego, Ze sa one zwykle hodowane w tyglach,

i ze gotowy krysztal ma ksztalt tygla. W ten sposOb krysztal o strukturze kubicznej moze mie¢
ksztalt walca, za$ krysztal o strukturze heksagonalnej moze mieé ksztalt szescianu.
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Poniewaz 44444444 < 100004444 = (017776,
zatem 44444444 ma < 17776 cyfr. Gdyby nawet
wszystkie byly dziewigtkami, to ich suma
bylaby réwna 159984. Suma cyfr liczby nie
wigeej niz szesciocyfrowej mniejszej niz 159984
nie jest na pewno wigksza niz [ +5-9 = 46,

a suma cyfr liczby nie wigkszej od 46 jest

< 12. Zatem korficowa suma jest < 12.

Z drugiej strony, widzimy, Ze

4444 = T(mod 9)

(tzn. daje z dzielenia przez 9 resztg 7). Inaczej
4444 = —2 (mod 9).
Stad
444410 = (=2)12 = -2 (mod 9)
4444100 = -2 (mod 9)
44441000 = —2 (mod 9)

i stgd mozemy latwo obliczyé, ze 44444444 =

= —2 (mod 9), a wigc z dzielenia

przez 9 resztg 7. Jedyng liczbg = 12 dajacy
z dzielenia przez 9 reszig 7 jest 7.
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Rys. 3. Wykres charakterystyczny dla wody
we wspdélrzednych o skali
logarytmicznej. W punkcie potréjnym
wszystkie trzy stany skupienia
znajduja si¢ w rownowadze
termodynamicznej.

Poziom kondensacji wody

Rys. 4. Proces tworzenia si¢ krysztalkow
$niegu w atmosferze.

Czym zajmuje si¢ fizyka wzrostu krysztalow?

Krysztaly charakteryzuja sie szeregiem unikalnych wiasciwosci elektrycznych, optycznych czy
mechanicznych, ktérych nie maja substancje amorficzne. Wlasciwosci te warunkuja ich liczne
praktyczne zastosowania np. w elektronice, w mechanice precyzyjnej czy w przemysle
jubilerskim. Istotna cecha krysztalow jest przy tym fakt, ze ich wlasciwosci fizyczne zaleza

w bardzo wielu przypadkach od stopnia niedoskonaloéci struktury wewngtrznej. Na wlasciwosci
krysztaléow wplywaja takie niedoskonalosci ich struktury, jak domieszki atomoéw obcych, nie
wchodzacych w sklad sieci krystalicznej danego krysztalu, dyslokacje sieciowe, mechaniczne
naprezenia wewnetrzne czy znieksztalcenia formy zewngtrzne;j.

Zawarto$¢ wymienionych defektow strukturalnych w krysztale moze by¢ dokladnie kontrolowana
i sterowana przez odpowiednie prowadzenie procesu krystalizacji. Sterowanie defektami
struktury krysztaléw lub otrzymywanie idealnej bezdefektowej struktury krysztalow w czasie
krystalizacji nie jest mozliwe bez poznania mechanizméw fizycznych wystgpujacych w procesie
krystalizacji.

Poznanie tych mechanizméw, badanie mozliwosci ich modyfikowania przez odpowiednie
wplywanie na proces krystalizacji, wreszcie poszukiwanie warunkow, w jakich istnieje mozliwoéé
krystalizacji w sposob zapewniajacy otrzymanie zaplanowanych z gory wlasciwosci krysztalow,
to gléwne problemy stanowigce przedmiot fizyki wzrostu krysztalow. Osobnym i bardzo waznym
problemem nalezacym do fizyki wzrostu krysztalow jest optymalizacja metody krystalizacji.
Chodzi przy tym o czas krystalizacji okre$lonej masy krysztalu, o zuZywana w tym procesie
energi¢, o dokladng powtarzalno$¢ procesdw krystalizacji i o latwos¢ sterowania wlasciwosciami
krystalizowanych substancji.

Sposoby krystalizacji

Proces krystalizacji polega na przejéciu jakiejs substancji w stan krystaliczny. Biorac pod uwage
trzy stany skupienia materii: gazowy, ciekly i staly nalezy stwierdzi¢, ze najczeéciej realizowanym
w praktyce przejéciem w stan krystaliczny jest przejécie ze stanu cieklego w staly. Przejécie to
moze sie odbywa¢ albo przez stygniecie roztopionej substancji, ktéra ma przej$¢ w stan
krystaliczny — jest to wowczas krystalizacja z roztopu, lub moze si¢ odbywa¢é przez zmiane
stezenia albo stopnia nasycenia roztworu substancji krystalizowanej w innej substancji, zwanej
rozpuszczalnikiem — wowczas mamy do czynienia z krystalizacjg z roztworu.

Krystalizacja z roztworu moze by¢ realizowana np. przez stopniowe obnizanie temperatury
roztworu (zmienia si¢ wowczas stopien nasycenia roztworu), albo tez przez stopniowe
zmniejszanie ilosci rozpuszczalnika w roztworze np. przez jego odparowanie, czy tez przez zmiang
stopnia rozpuszczalnosci krystalizowanej substancji w rozpuszczalniku, np. przez dodanie innej
substancji do roztworu. Poniewaz rozpus.czalno$¢ substancji w rozpuszczalniku na ogé! silnie
zalezy od temperatury, krystalizacja z roztworu moze by¢ realizowana zwykle przy nizszych
temperaturach niz te, jakie sa wymagane przy krystalizacji z roztopu.

W okreslonych warunkach przejécie do stanu krystalicznego moze si¢ rowniez odby¢
bezposrednio ze stanu gazowego z pominigciem stanu cieklego. Dla przykladu rozwazmy wykres
charakterystyczny wody przedstawiony na rys. 3. Wykres ten sklada si¢ z trzech krzywych
rownowagi oddzielajacych obszary wartosci ci$nienia i temperatury, w ktoérych moga wystepowaé
poszczegdlne stany skupienia wody (analogiczne wykresy mozna wykona¢ rowniez dla innych
substancji). Pod normalnym ci$nieniem woda przechodzi w 16d w temperaturze 0°C, za$§ wrze

w temperaturze 100°C. Pod ciénieniem 6,1048 hPa i w temperaturze 0,0099°C woda, 16d i para
znajduja si¢ w rownowadze termodynamicznej (jest to punkt potréjny). Gdy cisnienie obnizy si¢
ponizej tej wartosci, ochlodzenie pary wodnej ponizej 0,0099°C spowoduje przejscie pary w 16d,
z pominieciem wody. Krystalizacja, ktéra wystepuje w tym przypadku, nazywa si¢ krystalizacja
z pary. Na tej drodze powstaja np. platki $niegu. Znajdujaca si¢ w gornych partiach atmosfery
para wodna ma tak niskie ci$nienie, ze przy ozig¢bieniu atmosfery pada $nieg (rys. 4).

Krystalizacja z fazy gazowej moze rowniez wystepowaé wtedy, gdy w wyniku reakcji chemicznych
zachodzacych pomigdzy réznymi substancjami gazowymi powstaje krysztal. Proces krystalizacji
zachodzacy w ten sposob nazywa si¢ krystalizacja z wykorzystaniem transportu chemicznego,
gdyz zawsze reakcjom chemicznym towarzyszy transport masy reagentéw. Mozliwe jest rowniez
krystalizowanie roznych substancji w bardzo wysokiej prozni, np. przez wykorzystywanie techniki
wigzek molekularnych lub techniki reaktywnego rozpylania w procesie wyladowania plazmowego.

Mechanizmy krystalizacji
Sposéb, w jaki dana substancja jest krystalizowana, okresla mechanizm krystalizacji. Aby
zrozumieé¢ ten mechanizm, nalezy poznaé¢ zachowanie si¢ atomow krystalizowanej substancji
na granicy rozdziahu faz, to znaczy na granicy miedzy stanem krystalicznym ciala a stanem
cieklym lub gazowym, z ktorego zachodzi krystalizacja.

7
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Do bieguna péinocnego, po krzywej zwanej
loksofiromg (p. rysunek).

Rys. 5. Model krystalizacji
Kossela-Stranskiego.

Przy wzroscie krysztatu granica miedzyfazowa przesuwa si¢ w przestrzeni z okreslong predkoscia,
gdyz wzrost ten polega na dolaczaniu si¢ poszczegélnych atoméw do sieci krystalicznej krysztahu,
czyli do uporzadkowanej struktury krysztatu, z obszaru, w ktérym substancja znajduje sie

w stanie lotnym lub cieklym. Proces ten zachodzi na powierzchni krysztatu, zatem w kazdym
momencie tylko bardzo mata czgs¢ calego ukladu masy uczestniczy w procesie krystalizacji.
Zmiana stanu skupienia przy krystalizacji zachodzi wiec w skali atomowej w procesie skokowym —
przez dotgczanie do sieci krystalicznej poszczeg6lnych atoméw substancii.

Atom zajmuje w krysztale objeto$¢ rowna okolo 10~ m?®. Przy predkoséci wzrostu krysztalu
réwnej 10~* m/s (3,6 cm/godz ), co stanowi przecietng wartos¢ dla krystalizacji krzemu

w warunkach przemyslowych, 10'® atoméw musi zostaé wbudowanych do sieci krystalicznej na
powierzchni 1 mm* w kazdej sekundzie. Mozna sobie wyobrazi¢, Ze nie jest to proces ani prosty,
ani fatwy do precyzyjnego badania.

Proces ten skiada si¢ przy tym z réznych etapow. Najpierw krystalizujace atomy muszg sie
zetkna¢ z powierzchnig krysztatu (musza do niej dotrzes). Przy krystalizacji z roztopu nie stanowi
to problemu. Krysztat styka si¢ tylko z tymi atomami, ktére wbudowuja si¢ w jego sieé (ktore
krystalizuja). Przy krystalizacji z roztworu lub z fazy gazowej krysztat styka si¢ nie tylko

z atomami krystalizujacymi, ale réwniez z atomami rozpuszczalnika lub gazu no$nego. Woéwczas
istotnym czynnikiem wplywajacym na proces krystalizacji moze by¢ dyfuzja w strone
powierzchni krysztalu substancji zawierajacej krystalizujace atomy.

Na powierzchni krysztalu atomy krystalizujace nie moga sie od razu wbudowaé we whasciwe
miejsca w sieci krystalicznej — przylepiaja si¢ one najpierw do powierzchni krysztalu wraz

z innymi atomami, a potem pod wplywem réinych oddzialywar ze swym otoczeniem dyfunduja
po powierzchni krysztalu do momentu, gdy zostang wbudowane do sieci krystaliczne;.

Powierzchnia krysztalu nie jest przy tym fizycznie obojetna. Atomy znajdujace si¢ na niej maja
od strony roztworu lub gazu otaczajacego krysztal niewysycone wiazania chemiczne. Powoduje to
wytworzenie si¢ lokalnych pél elektrycznych, mogacych wigzaé na powierzchni atomy
zanieczyszczer lub powodowaé wystepowanie innych oddziatywan utrudniajacych wbudowanie sie
atoméw krystalizujacych do sieci krystalicznej. Poza tym proces krystalizacji jest procesem
dynamicznym. Oznacza to, Ze poszczegélne wbudowane do krysztalu atomy moga sie

z powierzchni krysztalu oderwaé, wracajac do warstwy przypowierzchniowej. znajdujacej sie

w innym stanie skupienia. Proces wzrostu krysztah jest wiec wynikiem rywalizacji pomiedzy
procesami wbudowywania si¢ atoméw do sieci krystalicznej i oddzielania si¢ atoméw od
powierzchni krysztalu, Zrozumialym jest, ze dla tak skomplikowanego procesu, zaleinego od tak
wielu czynniké6w, jest bardzo trudno opracowaé dokladng teorig fizyczna opisujaca
jednoznacznie proces wzrostu krysztatu. Do dzisiaj istnieja jeszcze liczne niewyjasnione problemy
dotyczace mechanizmu krystalizacji r6znych substancji, jace dalszych badan fizycznych.

Przesledzimy pokrotce jeden z dawniejszych modeli podany przez Kossela i Stranskiego.
Rozwazamy krysztat jonowy o strukturze soli kuchennej. Jony tego krysztah traktujemy jako
dwa rodzaje drobnych kostek o tej samej wielkosci i réznym ladunku elektrycznym, ktére
wbudowane s na przemian w sie¢ krystaliczng, jak to pokazuje rys. 5. W $rodku tej struktury
krystalicznej kazdy jon jest otoczony 6 jonami drugiego rodzaju. Energia wigzania jonu w sieci
krystalicznej wynika z elektrycznych sit przyciagania wywolanych przez sasiednie jony (najblizsi
sasiedzi). Dalsi sasiedzi, 12 jonéw o tym samym znaku co jon rozwazany, dzialaja silami
odpychajacymi, ktére jednak ze wzgledu na zwigkszong odleglo$é sg znacznie mniejsze niz sily
przyciggajace najblizszych sasiadéw. Dla jonu, ktéry ma zosta¢ wbudowany do sieci krystalicznej
na gladkiej powierzchni krysztahy (pozycja 1 na rys. 5), sytuacja jest znacznie mniej korzystna,
z punktu widzenia wielkoéci sit wiazacych z krysztalem, niz dla jonu znajdujacego si¢ wewnatrz
krysztatu. Jon z pozycji 1 jest przyciagany tylko przez 1 jon bedacy najblizszym sasiadem, jest
natomiast odpychany przez 4 jony bedace dalszymi sasiadami — energia wigzania tego jonu jest
wigc mala. Po przyciggnigciu do sieci zostanie on szybko uwolniony w wyniku swej energii
kinetycznej ruchéw cieplnych. Rozwazmy inne mozliwe pozycje jonéw na powierzchni krysztah,
w ktérym rozpoczela si¢ zabudowa nowej warstwy atomowej (rys. 5). W pozycji 2,
najkorzystniejszej dla wbudowania si¢ jonu w sie¢ krystaliczna, przyciagaja go 3 jony bedace
najblizszymi sasiadami, za$ 6 dalszych sasiadéw go odpycha. W pozycjach 3 i 4 jon jest
przyciagany przez 2 najblizszych sasiadow i odpychany przez 6 dalszych sasiadéw, co jest
korzystniejsze niz oddzialywanie w pozycji 1. W ten spos6b te proste rozwazania pozwalaja
wysnu¢ wniosek, Ze krysztaly jonowe w strukturze soli kuchennej krystalizuja zgodnie

z mechanizmem, w ktérym najpierw wypeniaja si¢ rzedy jon6w na plaszczy#nie krysztalu
(pozycja 2), potem wypelniajg si¢ warstwy atomowe przez narastanie kolejnych rzedéw
(pozycja 3, 4), a dopiero na koricu zaczyna si¢ wzrost kolejnej warstwy atomowej (pozycja 1).
Konkretne obliczenia teoretyczne oparte o przedstawiony model daja predkoécl wzrostu
krysztaléw jonowych pokrywajace si¢ z do§wiadczeniem.

Dla innych krysztaléw realizowane sa w praktyce inne mechanizmy wzrostu. W modelu podanym
np. dla krystalizacji siarczku kadmu (CdS) z fazy gazowej podstawowymi elementami
wbudowujgcymi si¢ w sie¢ krystaliczna sq zespoly atoméw (kompleksy) o réznym skladzie,
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Rys, 6. Rozpuszczalnoéé alunu w wodzie
destylowanej.

Rys. 7. Naczynie z rozitworem i zarodkiem
do krystalizacji alunu metody
odparowania roztworu.

np. (CdS), (Cd,S) lub (CdsS). W zaleznosci od tego, ktére z tych komplekséw przewazaja
w fazie gazowej, atrzymuje si¢ krysztaly w ksztalcie pryzmat6w, piramid, igiel, plytek lub wasow.
Roizne kompleksy tworzgq bowiem w rozny sposob sieé krystaliczna.

Zarodkowanie

To, co napisano wyzej, dotyczy przebiegu procesu krystalizacji. Powstaje jednak pytanie, jak
ten proces si¢ zaczyna, jak tworzg si¢ te najmniejsze krysztalki, zwane zarodkami
krystalizacyjnymi. Tworzenie si¢ zarodk6w krystalizacyjnych jest procesem energetycznie
niekorzystnym (poréwnaj sytuacj¢ jonu w pozycji 1 na rys. 5). Dlatego moze on zachodzi¢ tylko
z bardzo malg predkoscia. Oznacza to konieczno$¢ wigkszego przechiodzenia roztopu lub
wigkszego przesycenia roztworu, z ktérego wyrastaja krysztaly, nizZ ma to miejsce przy
krystalizacji rozwinigtej na wigkszych powierzchniach krysztalu. Z tego tez powodu moze si¢
zdarzy¢ taka sytuacja, w ktorej dana subst#ncja zostanie ochlodzona ponizej temperatury
topnienia lub gdy roztwor bedzie znacznie przesycony, za$ proces krystalizacji jeszcze si¢ nie
Zaczme.

Najczesciej zarodki krystalizacyjne nie powstaja samoistnie, np. przez zgromadzenie si¢

obok siebie dostatecznie duzej liczby atoméw w przechlodzonej lub przesyconej fazie cieklej.
Powstaja one na pylkach kurzu lub na czasteczkach zanieczyszczen znajdujacych sig

w krystalizowanej substancji. Moga one tez powstaé¢ na $ciankach naczynia, lub ich powstanie
moze by¢ wywolane przez wstrzasy, przez zewng¢trzne pole elektryczne lub przez dzialanie fali
diwigkowej. To, Ze tworzenie si¢ zarodkow krystalizacyjnych jest energetycznie procesem
niekorzystnym, ma ogromne znaczenie w procesie krystalizacji, gdyz umozliwia otrzymywanie
duzych krysztaléw, ktore wyrosly na jednym zarodku. Gdyby byl to proces korzystny
energetycznie, otrzymalibySmy zamiast jednego duzego krysztalu cale agregaty malych
krystalitow wyrostych z duzej liczby przypadkowo powstalych zarodkéw krystalizacyjnych.

Jak wykrystalizowa¢ krysztal w domu?

Pozostawiajac opisane wyzej problemy fizykom zajmujacym si¢ problematyka wzrostu
krysztalow zastanoéwmy si¢ nad tym, jak wykonac prostymi domowymi metodami eksperyment
krystalizacyjny. Sprobujemy krystalizowaé krysztal alunu przez odparowanie roztworu wodnego.
Alun, uwodniony siarczan glinowo-potasowy, KAI(SO,); - 12H,0 moZna naby¢ w drogerii lub
w aptece. Najpierw wybieramy wlasciwe miejsce w domu, gdzie moglibySmy ustawié nasze
naczynie krystalizacyjne (naczynie szklane o objetosci okolo 0,5 litra). Miejsce to powinno sig¢
charakteryzowac w dziefi i w nocy mozliwie stalg temperatura, a wigc nie moze znajdowac si¢

W pomieszczeniu, gdzie panuja przeciggi. Powinno ono tez by¢ chronione przed wstrzasami.
Oznacza to, ze w czasie eksperymentu nie wolno przenosi¢ naszego naczynia z miejsca na miejsce.
Najlepszy wydaje si¢ by¢ kat w piwnicy. Z kolei wykonujemy roztwoér nasycony alunu w wodzie
destylowanej (ktora réwniez mozna kupi¢ w aptece). Rozpuszczalnoéé¢ alunu w wodzie zalezy od
temperatury. W 400 ml wody — taka ilo$¢ roztworu przygotowujemy — rozpuszcza sig¢

w temperaturze 10°C 16 g alunu, w temperaturze 20°C — 24 g, przy 30°C — 33,6 g (rys. 6).

Po zmierzeniu termometrem temperatury w miejscu, gdzie postawimy naczynie, odwazamy
odpowiednig ilo$¢ alunu i rozpuszczamy go w wodzie. Rozpuszczamy przy tym ilos¢
odpowiadajaca temperaturze o 10°C wyiszej od zmierzonej, podgrzewajac uprzednio nieco
naczynie Z wodg na piecyku w kuchni. Oczywistym jest, ze wszystkie naczynia i przedmioty

z jakimi stykamy roztwér musza byé bardzo czyste, gdyz kazdy pylek kurzu, jaki znajdzie sie
w roztworze, moze dziala¢ jak zarodek krystalizacyjny zaklocajacy proces krystalizacji.

Nastepnie naczynie z roztworem zamykamy przykrywka (najlepiej ze szkta lub z tworzywa)

i ustawiamy w przewidzianym miejscu. Po pewnym czasie (dwa do trzech dni) wytrgca si¢

z roztworu pewna iloé¢ alunu, ktora stanowi nadmiar w stosunku do rozpuszczalnosci alunu

w wodzie, przy temperaturze w jakiej znajduje si¢ naczynie z roztworem. Otrzymali$my roztwor
nasycony w temperaturze panujacej w miejscu krystalizacji. Nastepnie zlewamy ostroznie ten
roztwér do drugiego analogicznego naczynia szklanego uwazajac na to, aby zaden z wytraconych
z roztworu krystalitow nie dostat si¢ do drugiego naczynia. Wybieramy nastepnie jeden z tych
wytraconych krystalitow (mozliwie o najwyrazniejszych ksztaltach), ktory bedzie stuzyt jako
zarodek krystalizacyjny, i przywiazujemy go na cienkiej Zylce do stojaczka wykonanego ze szkla
lub z aluminium. Cala t¢ operacje wykonujemy czystymi, odtluszczonymi rekoma. Stojak wraz

z zarodkiem umieszczamy nastepnie w naczyniu, w sposob pokazany na rys. 7. Naczynie
przykrywamy lekkq chusteczka, ktora bedzie chronié roztwér przed zakurzeniem, ale kt6ra nie
moze utrudnia¢ odparowywania cieczy. Przez odparowanie cieczy roztwor staje si¢ przesycony,
w wyniku czego na zarodku zaczyna si¢ proces krystalizacji. Po dwoch, trzech tygodniach —
zaleznie od tego jaka jest temperatura i wilgotno$¢ powietrza w pomieszczeniu, gdzie
prowadzimy eksperyment — zauwazymy piekny krysztal alunu. Po wyjeciu krysztatu z roztworu
osuszamy go szybko bibulg lub szmatka wchlaniajaca wode i umieszczamy go w sloiku szczelnie
zamknietym, gdzie mozemy go przechowywa¢ dowolnie dlugo, cieszac si¢ udanym eksperymentem.
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O poczatkach metody aksjomatyczne;j

Zz zyé w teorig goéci nie motna tzw.

teorii kategorii, ktéra operuje szerszym niz
zbi6r pojeciem , klasy”. Na przyklad zbi6r
wszystkich zbioréw nie istnieje, jednakze
wszystkie zbiory tworza klasg.

Dr Jan WASZKIEWICZ

Kazdy, kto dostatecznie dlugo styka si¢ z matematyka, oswaja si¢ ze stosowana w niej metoda
dedukcyjng. Polega ona na tym, ze wszystkie wprowadzane pojecia opatruje sie precyzyjnymi
okresleniami, za§ wszystkie wypowiadane twierdzenia sg $ci§le dowodzone.

No, moze w tym szkicowym obrazie nieco przesadzilismy. Kazdy uczen potrafi podaé

przyklady poznanych na lekcjach matematyki pojeé, ktorych definicji mu nie podano, potrafi tez
wskaza¢ twierdzenia, ktorych dowodu nie przedstawil mu ani nauczyciel, ani podrecznik
matematyki. Dzia¢ sig¢ tak moze z kilku powodéw. Czasem przytaczane twierdzenie ma dowod
tak latwy, ze mozna $mialo przyja¢, iz kaidy zainteresowany tym uczen potrafi go
przeprowadzi¢ samodzielnie. Czasem jest wrecz przeciwnie — dowod twierdzenia jest tak zlozony,
Ze nie ma sensu przytacza¢ go w calosci. Mozna wowczas podaé co$, co nazywa sie szkicem
dowodu lub w ogole poprzesta¢ na samym wyslowieniu twierdzenia. Moze tez zdarzy¢ sie, ze
przeprowadzenie dowodu wymaga wprowadzenia dodatkowych poje¢ i udowodnienia pewnych -
twierdzen pomocniczych, ktore cho¢ dostgpne dla ucznia (czy czytelnika) zbytnio wydluzylyby
wyklad. W kazdym z tych przypadkoéw twierdzenie mozna przyjaé za prawdziwe: ma ono bowiem
dowdd, cho¢ dowod ten nie zostal przedstawiony. Podobnie rzecz przedstawia si¢ z definicjami
pojec...

Jednakze, oprocz takich uchybien przedstawionej zasadzie, sg tez znacznie istotniejsze. Kazda
definicja jest odpowiedzia na pytanie ,,a c6z to takiego?”, ktére moze, a nawet wrecz powinien,
zadaé nauczycielowi (czy tez autorowi pracy matematycznej) stuchacz (czy tez czytelnik) z chwila,
gdy uslyszy nazwe nowego pojecia. Jednakze w odpowiedzi na to pytanie pojawic si¢ muszg
nazwy pojec, ktore powinny tez by¢ zdefiniowane. Mozna wigc powtorzy¢ to samo pytanie —
tym razem odnoszac je do pojeé, za pomocg ktoérych wyjasniano pojecie poprzednie. Proceder
taki mozna kontynuowa¢ w nieskoriczonos¢. Zarowno w takiej rozmowie, jak i w kazdej teorii
matematycznej musza pojawié¢ sie pojecia, ktérych definicji nie podaje sie.

Na przyklad, pojecie okregu definiuje si¢ w matematyce jako ,,zbior punktow plaszczyzny
rownooddalonych od ustalonego punktu”. Na pytanie ,,a co to jest zbior?"” odpowiedzi juz si¢
nie uslyszy — jest to pojecie, ktore przyjmuje si¢ bez definicji, co najwyzej ulatwiajac kilkoma
przykladami zrozumienie go temu, kto slyszy o nim po raz pierwszy.

Podobnie przedstawia si¢ sprawa z twierdzeniami. Dowodzac twierdzen, odpowiadamy na
pytanie ,,a dlaczego?”, ktore powinno pas¢ z ust stuchacza (czy czytelnika). Ten laficuszek tez
trzeba przerwac¢ w jakim$ miejscu. W kazdej teorii matematycznej, b2z wzgledu na to jak
precyzyjnie jest ona zbudowana, muszg pojawi¢ si¢ — te najbardziej podstawowe — pojecia,
ktorych si¢ nie definiuje, i twierdzenia przyjmowane bez dowodu.

Totez maksymalnie mozemy zblizy¢ sie¢ do idealu precyzji matematycznej, sformulowanego na
wstepie, w nastepujacy sposob. Przystepujac do budowania (czy tez przekazywania) teorii
sporzadzamy liste tych poje¢ — tzw. poje¢ pierwotnych, ktére przyjmujemy bez definicji, oraz
twierdzen przyjmowanych bez dowodu — tzw. aksjomatow. Wszystkie inne pojecia, ktore
pojawiac si¢ beda w dalszym ciggu — be¢da juz dokladnie okreslone, wszystkie pozostale
twierdzenia bgda mialy porzadne dowody. Tak zbudowana teori¢ nazywa si¢ teoria aksjomatyczng.
Moina wigc przyjac, ze teorie aksjomatyczne, jako najblizsze idealu matematycznej cistosci,

sg dla matematyki czym$ naturalnym. Powinny tez by¢ czyms$ na jej gruncie pospolitym. Tak jest
na pewno w tej chwili. Operowanie teoriami aksjomatycznymi jest czym$ w matematyce
codziennym, a prawie wszystkie teorie, nawet jesli sa uprawiane nie w sposob aksjomatyczny,
daja si¢ odtworzy¢ w pewnej uniwersalnej teorii zaksjomatyzowanej (teorii mnogosci).

Nie zawsze jednak tak bylo. Jesli dzieje matematyki wyprowadzaé — jak to si¢ obecnie czyni —
z odleglej starozytnosci (najstarsze Zrodla do dziejéw matematyki — pewne mezopotamskie
tabliczki klinowe — pochodza z okolo 2000 r. p.n.e.), to okaze sig, ze wynalazek teorii
aksjomatycznych jest wzglednie nowy: pierwszy aksjomatyczny system geometrii datuje si¢ na
ok. 350 r. p.n.e., a nastgpne teorie aksjomatyczne pojawily si¢ dopiero w wieku XIX n.e. (inne
systemy geometrii, teoria liczb rzeczywistych, teoria liczb naturalnych). Przez przeszlo 2000 lat,
wszystkie teorie matematyczne — oprocz geometrii, nie byly teoriami aksjomatycznymi! Nie
oznacza to jednak, ze w tym czasie nie stosowano metody dedukcyjnej. Uprawiano rozne teorie
matematyczne bez ustalania listy aksjomatow, opierajac si¢ czegsto na intuicji — ale zawsze od
pewnego poziomu poczawszy, twierdzenia byly dowodzone w mozliwie fcisly sposob!

Jaka jest geneza metody aksjomatycznej? Postaramy si¢ naszkicowa¢ odpowiedZ na to pytanie

w nadziei, ze nie tylko pozwoli to zrozumiec istot¢ waznego w dziejach matematyki faktu, ale
réwniez rzuci $wiatlo zarébwno na sama metode, jak i jej wspolczesne zastosowania.

Najstarszym znanym wykladem teorii aksjomatycznej sg ,,Elementy” Euklidesa napisane przez
niego okoto 300 r. p.n.e. Stanowily one aksjomatyczny wyklad caloéci wiedzy geometrycznej
znanej w czasach Euklidesa, pomy$lany prawdopodobnie jako podrecznik. Te tez funkcje pelnily
»Elementy”, lub ich niezbyt daleko idace przerobki, jeszcze w XIX wieku. Bertrand Russel
wspominal, e jeszcze w czasach jego miodosci (okolo roku 1880) byt to jedyny powszechnie
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Objetosé zanurzonej czesci klocka nie ulegnie
zmianie. W stanie réwnowagi bowiem sila
wyporu réwnowaty cigtar klocka. W ukladzie
zwigzanym z windg rolg cigzaru klocka
spelnia wielkosé
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Poréwnujac te wielkodci otrzymujemy
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niezaleznie od przyspieszenia windy a.
Zachowanie klocka moze ulec zmianie jedynie
2. Wiedy
bowiem zaczynaja graé istotng rolg sily

wtedy, gdy wartoéé a jest bliska -

napigcia powierzchniowego i przylegania.

Powodem tego jest wieloznacznosé slow,

nieprecyzyjnos¢ termindw jezyka pot

pelnego przenoéni, poréwnati, gry stéw

i ukrytych znaczen, Czlowiek, ktory nie jest
h nie jest,,nieglupi”, z kolei

katdy chyba wolalby byé, ,glupi’” niz

vglupawy”.

To tez z powodu zamierzonego braku
precyzji: czy wirus jest organizmem Zywym?,
czy dawniej bylo lepiej, czy gorzej?, czy
elektron jest falg?

Jeieli nasze zdanie jest rzeczywiscie
zaprzeczeniem zdania przeciwnika, taka
sytuacja nie moze si¢ zdarzyé. Tyle, Ze
czasami trudno jest zdemaskowad taka

de: i 1 i€ ... 5,2 Zatem
widzimy, 2e zabdjca nie mégl mieé bialego
kapelusza. Oskarzony mial czarny kapelusz,
a zatem to on zabil

akceptowany podrecznik geometrii w Anglii. Tak dluga aktualnoéé podrecznika Euklidesa
$wiadczy, ze udalo mu si¢ stworzy¢ dzielo niemal doskonale. Wprawdzie przy obecnych
standardach écisto$ci matematycznej poprawnos¢ jego musi budzié liczne watpliwosci

i zastrzezenia, nie zmienia to jednak faktu, ze przez wspolczesnych jak i przez dlugie
pbiniejsze stulecia bylo uwazane za wzorzec matematycznej precyzji.

Jednakze doskonalo$¢ ta ma dla nas pewne ujemne skutki. ,,Elementy” wyparly bowiem z obiegu
wszystkie poprzednie proby usystematyzowania wiedzy matematycznej, totez jedynie z nazwiska
znamy ich autoréw. Pierwszym, zgodnie ze starozytnymi Zrédiami, byt Hippokrates (V w. p.n.e.);
uczen Platona, Leon, swoje ,,Elementy” napisal okolo 375 r. p.n.e. Wyklad geometrii spisal tez
najwybitniejszy geometra tamtej epoki, Eudoksos... Fakt, Ze nie znamy dziel tych w oryginalach,
powoduje, ze nie mozna przesledzi¢ ewolucji metody aksjomatycznej od jej poczatku do niemal
doskonalej postaci. Mozna wprawdzie, co czynig historycy matematyki, szuka¢ w ,,Elementach”
Euklidesa, poprzez subtelna analize¢ tekstu, $ladoéw opracowan, na ktorych opieral sie piszac

'swoje dzielo, jednakze jest to metoda dostarczajaca watlych i bardzo watpliwych danych.

Powstaje przede wszystkim pytanie: czy poprzedzajace euklidesowy podreczniki geometrii mialy
budowe aksjomatyczna? Moze nie wszystkie, ale prawie na pewno niektére z nich tak wlasnie
prowadzily swoj wyklad. O ile bowiem Platon, Zyjgcy w latach 428—347 p.n.e., piszac wiele

o potrzebie uprawiania i nauczania geometrii nie méwi nic o metodzie aksjomatycznej, o tyle
Arystoteles w swoich dzietach pisanych niedlugo po $mierci Platona opisuje te¢ metode jako co$
dobrze i powszechnie znanego. Daty te pozwalaja na zakre§lenie ram czasowych calkowitej
ewolucji metody aksjomatycznej. Od pierwszych prob jej zastosowania do powstania jej wzorca
minglo niewiele ponad 50 lat... Tyle czasu potrzeba bylo na dokonanie ogromnej rewolucji

w sposobie uprawiania matematyki i na powszechng akceptacje jej wynikow! Znowu rodzi sig
pytanie o przyczyny tak niezwyklego zjawiska.

Odpowiedzi na postawione pytania poszukamy idac §ladem historyka geometrii i komentatora
Euklidesa — Proklosa. Stwierdzil on, ze ,,kazdy podziwia ,,Elementy” dla porzadku i wyboru
twierdzen, albowiem nie wszystko w nich umiescil, co mogt zgromadzié, lecz wszystko co
wprowadza w pierwsze zasady geometrii”. Po czym chwali Euklidesa za szeroki wachlarz
stosowanych rozumowai i dodaje: ,,W dodatku uzywat on wszystkich metod dialektycznych...”
Stownik wyrazéw obcych wyjaséni nam w tym miejscu, Ze w starozytnosci dialektyka byla to
,,sztuka dyskutowania, umiejetnosé dotarcia do prawdy przez ujawnienie sprzecznosci w sadach
przeciwnika” (W. Kopalifiski).

A wigc spor, dyskusja... Metoda dedukcyjna i jej szczeg6lna aksjomatyczna postaé bylaby wiec
jedynie wysubtelnieniem metod prowadzenia dyskusji? Przypomnijmy obraz, ktéry przedstawiliémy
na poczatku: autora pracy matematycznej czy tez podrecznika dyskutujacego z czytelnikiem,
zadajacym bez przerwy pytanie ,,dlaczego?”, a czasem sprzeciwiajgcego sie komunikowanemu
stwierdzeniu. Tak wigc metoda stosowana w matematyce nie tylko wywodzilaby si¢ z dyskusji,
ale nigdy nie przestawala by¢ sama dyskusja. Tyle, ze zapisany zawsze jest tylko jeden glos,
autora. Role drugiego dyskutanta powinni$my odgrywa¢ sami ...

Wyprowadzenie z dialektyki (czy tez po prostu — sztuki dyskutowania) metody dedukcyjnej
pozwala wytlumaczy¢ kilka jej osobliwosci. Wezmy dla przykiadu tzw. zasade wylaczonego
$rodka, ktora stwierdza, Ze sposrod dwoch zdan — danego zdania ,,p” i jego zaprzeczenia

,,nie p”’ — dokladnie jedno musi byé prawdziwe. Zasada ta, ustawicznie stosowana

w rozumowaniach matematycznych i niemal powszechnie zaakceptowana przez matematykow,
budzi powaine zastrzezenia logikow i filozoféw. W jezyku potocznym, jak rowniez w naukach
innych niZz matematyka, mozna poda¢ przyklady zdan, ktore przecza zasadnosci tego prawa.
Skad wigc bierze si¢ jego uznanie przez matematykow?

Latwo mozna zauwazy¢, Ze zasada ta wynika z samych zasad gry, jaka byla (a i bywa czasami)
dyskusja. Przypusémy bowiem, Zze dwie osoby postanowily przedyskutowac jakie$ zagadnienie.

W greckiej tradycji dyskusja taka z reguly miala narzucony nie tylko temat, ale i teze, ktorg
podejmowal si¢ udowodnié inicjator sporu. Dalej — rowniez reguly gry kazaly, by kazde zdanie
wypowiadane przez dyskutanta zyskiwalo badzZ akceptacj¢ przeciwnika, badz tez zadanie dalszych
wyjasnieni (polaczone z domniemaniem falszywosci wyrazonego sadu). Jeéli za§ dyskutant nie
potwierdzalby akceptacji sadu przeciwnika, ani tez go nie kwestionowal, oznaczaloby to po prostu
brak zainteresowania kwestig. Spor stawalby si¢ niemozliwy.

I na zakoriczenie jeszcze jeden przyklad — dowéd nie wprost. Przypu$émy, ze w trakcie sporu
chcemy przekona¢ przeciwnika do wiasnego zdania, on za$ broni zdania przeciwnego. Mozna
wowczas uzyé nastepujacego wybiegu. Zamiast dowodzié, Ze racja jest po naszej stronie, wykazac,
ze nasz przeciwnik nie ma racji. (Zauwazmy, Ze nie zawsze musi to oznaczaé to samo, ale reguly
dyskusji dopuszczaly takie postgpowanie). Tak wigc, aby obali¢ sad przeciwnika, mozemy
przyzna¢ mu racj¢ po to tylko, by pokaza¢ do jak absurdalnych wnioskow prowadzi jego
stanowisko. Tak tez postepuje si¢ przy dowodzie nie wprost twierdzenia matematycznego. Totez
kazdemu czytelnikowi takiego dowodu, ktoéry ma klopoty ze zrozumieniem go, lub choéby tylko
z zanegowaniem dowodzonego twierdzenia, radzimy, by wyobrazil sobie t¢ sytuacj¢ w bardziej
dramatycznej postaci: sporu dwoch dyskutantow. Jeszcze lepiej, niech poprobuje odegraé roleg
przeciwnika autora dowodu. To pomaga...
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Rys. 2. Uklad podwojny typu UMa

J’a snosc

Rys. 3. Krzywa zmian jasnosci ukladu W UMa

12

czas

Patrz w niebo

Otwieramy dzi§ nowy kacik pt. Patrz w niebo. Bedziemy
w nim opisywac zjawiska codzienne i niecodzienne, ktére
mozna, albo nie mozna zobaczy¢, ale ktore dzieja si¢ na
niebie. Co miesigc pod pretekstem zapoznawania Was

z wygladem najlepiej widocznych gwiazdozbioréw,
bedziemy wprowadzaé Was w najnowsze zdobycze
astrofizyki. : -

W ciggu najbliZszego miesigca wieczorami prawie w zenicie
(zenit to punkt dokiadnie nad glowa) znajduje si¢ dobrze
znany gwiazdozbiér Wielkiej NiedZwiedzicy (Ursa Major,
UMa) natomiast nad potudniowym horyzontem typowo
wiosenna konstelacja Lwa (Leo).

Jesli dobrze przyjrzeé sig Wielkiej NiedZwiedzicy, mozna
zauwazy¢ w poblizu jednej z gwiazd slabszego towarzysza
(sprébujcie go zobaczyé sami). To Mizar i Alkor (po
arabsku Kon i Jezdziec). Rzeczywiscie sg bardzo blisko
siebie, ale mozZe jedna z tych gwiazd jest duzo dalej niz
druga, moze jest to tylko efekt projekcji na sfere niebieskq.
Wieloletnie obserwacje wykazaly, Ze jest to uklad
fizycznie podwéjny. Obie gwiazdy obiegaja wspdlny
srodek masy. Jesli macie chociaz niewielka lunetg

(np. lornetke), zwroéeie ja na Mizara — zobaczycie,

ze gwiazda ta sktada si¢ z dwéch skladnikéw (A i B).

Jest to pierwsza gwiazda podwdjna odkryta za pomoca
lunety (Riccoli ok. 1650 r.). W 1889 r. astronom
amerykanski, E. C. Pickering, analizujgc $wiatlo skladnika A
stwierdzil, ze jest to znowu uklad podwdjny, jednak
skladniki jego s tak blisko siebie, Zze nawet najwigkszymi
teleskopami nie uda si¢ nam ich rozdzieli¢. Obecnie
wydaje sig, Ze jest to uktad potrdjny! Sktadnik B Mizara
tez jest uktadem podwéjnym. A wigc w sumie jest to
uklad szesciokrotny i nie jest to przypadek wyjatkowy,
wrecz przeciwnie: w sasiedztwie Slonica prawie co druga
gwiazda nalezy do jakiego$ ukladu podwdjnego lub
wielokrotnego.

Uklady gwiazd moga byé¢ tak ciasne, Ze ich skladniki
prawie stykaja si¢ swymi powierzchniami. Jedna

z najciekawszych gwiazd tej klasy jest stynna W Ursae
Majoris, réwniez lezaca w Wielkiej Niedzwiedzicy. Oba jej
sktadniki zaémiewajg si¢ nawzajem co 4 godziny, co
powoduje okresowe stabniecie blasku ukladu. Jak widaé

Z rysunku, gwiazdy stykaja si¢ ,,brzuchami”, nastgpuje
wymiana materii, wzajemne oéwietlanie sig, splaszczenie
na skutek ruchu dookota wspélnej osi i inne zjawiska,
ktore stajg si¢ zrédtami wielu ciekawych efektow, o ktérych

napiszemy w najblizszych numerach. .
mgr Tomasz CHLEBOWSKI

Centrum Astronomiczne im. M. Kopernika, Obserwatorium
Astronomiczne Uniwersytetu Warszawskiego oraz Polskie
Towarzystwo Miloénikéw Astronomii zapraszajg na cykl odczytéw
popularno-naukowych.

Oto najblizsze z nich:

15.111.1979, Lacertydy, mgr T. Chlebowski,

19.111.1979, Gwiazdy rentgenowskie, dr J. Ziolkowski,

22.111.1979, Kieszonkowe planety, mgr M. Czerny,

26.111.1979, Histor czne supernowe, dr M. Kozlowski,

29,111.1979, Gdzie w kosmosie sg kwarki?, mgr Z. Otwinowski,
02.1V.1979, Najtwardsze $wiatlo, mgr W. Kluzniak,

05.1V.1979, Plazma kosmiczna, dr M. Sroczyriska-Kozuchowska,
09.1V.1979, Czy kwazar to supergwiazda z dziura? prof. B. Paczynski,
W poniedzialki odczyty odbywaja si¢ w Centrum Astronomicznym
im. M. Kopernika, Warszawa, ul. Bartycka 18 o godz. 17.

W czwartki — w Obserwatorium Astronomicznym UW, Warszawa,
Al. Ujazdowskie 4 o godz. 17. Wstep wolny.



Mata delld

1) Opisane ponizej do$wiadczenie wymyslit Kartezjusz,
L 1, ' wybitny francuski fizyk, matematyk i filozof, ktéry zyt
w pierwszej potowie XVII wieku. Mozna je przeprowadzié
postugujac si¢ bardzo prostymi §rodkami. Potrzebne sa:
1. Wypisany plastikowy wklad od dtugopisu.
2. Swieca, zapalki.
3. Plastelina.
4. Sloik od dZemu z nakretka ,,twist™,
5
6

Rys.1

. Duzy garnek.
. Woda, najlepiej przegotowana i ostudzona.
Doswiadczenie wykonujemy nastepujaco:
1. Rozciggamy nad plomieniem $wiecy wklad od
dlugopisu (rys. 1), aby uzyskaé szczelnie zatopiong na
= konicu rurke o dtugosci ok. 3 cm. ! /
= 2. Obcigzamy rurke na otwartym koricu plasteling tak,
“aby plywala w wodzie pionowo. Ponad powierzchnig
powinien wystawaé koniec na ok. 2 mm (rys. 2).
3. Umieszczamy w duzym garnku wypelnionym woda
stoik i nakretke.
4. Do stoika wsuwamy plywak; stoik przykrywamy
z gory nakretka i szczelnie zakrecamy pod woda (rys. 3).
Trzeba uwazaé, zeby do sloika nie dostalo si¢ powietrze.
5. Stoik wyjmujemy z wody i osuszamy szmatka.
6. Przyciskamy silnie od géry r¢ka powierzchnie nakretki
(rys. 4). Przy odpowiednim nacisku plywak powinien
opas¢ na dno. Po usunigciu reki — wyplynie do géry.
Czy potraficie wyjasni¢, dlaczego tak sie dzieje?

Rys.2

s.4
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Jedna z rozrywek matematycznych XVII i XVIII wieku byto odgadywanie
pomyslanej liczby — oparte na prostych, a zlosliwie ,,zagmatwanych” wlasnosciach
liczb i dziataf. Dzi§ mogliby$my opracowaé np. taka zgadywanke: ,,pomysl
dowolng funkcj¢ kwadratowa (to znaczy funkcje postaci ax?+bx+c) i powiedz
mwi, jakie warto$ci przyjmuje ona dla 0, 1 oraz 2, a natychmiast powiem ci, jaka

to funkcja”.

Odgadnienie jest bardzo proste. Przypu$émy, Ze podano ci liczby —5, 1, 9. Napisz
(albo oblicz w pamigci) réznice migdzy tymi liczbami, a potem réznice réZnic.
Powstanie taka tabelka

Wspdlczynnik przy x* pomyslanej funkcji jest rowny polowie najnizej stojacej
liczby. Wspolczynnik przy x jest réwny pierwszej liczbie §rodkowego wiersza,
zmniejszonej o potowg liczby dolnej. Wyraz wolny pomyslanej funkcji jest
pierwsza liczba gérnego wiersza. W naszym przyktadzie obliczymy od razu, ze
kolega pomyslat o funkcji x2+ 5x—S5.

Takie obliczanki maja wiele wspélnego z ... calkowaniem i maja zastosowanie
przy rozwiazywaniu powazniejszych probleméw. Wezmy funkcje x — x*—3x3+
+7x*—x+12. Obliczmy jej wartoéci w punktach 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, nastgpnie
réznice tych wartosci, réZnice réznic i tak dalej. Otrzymamy taka tabele:

Kolejnelliczhy =00 1=="095 -3 4 = 5 &=6 U

wartosci 12 16 30 72 184 432 906 1720
I réznice 4 14 42 112 248 474 814

II réznice 10 28 70 136 226 340

IIT réznice 18 42 66 90 134

IV réznice 24 24 24 24

Mozna wykazaé, Ze dla kazdej funkcji czwartego stopnia czwarte réznice beda
zawsze takie same. Odwrotnie, jezeli funkcja wielomianowa ma wszystkie czwarte
réznice takie same, to musi by¢ czwartego stopnia. To samo dotyczy oczywiscie

i innych stopni. Na tym polega ,,zgadywanie” wzoru okreslajacego funkcje,

gdy dane sa jej wartosci:

Gdyby dano nam zagadke: ,,jaka to funkcja, ktéra dla O jest réwna 12,

dla 1—16, dla 2—30, dla 3—72, dla 4—184, dla 5—432, dla 6—906, dla 7—17207”
to rozwigzaliby$my ja tak. Ustaliliby$my, Ze jest ona najprawdopodobniej
czwartego stopnia. OznaczylibySmy jej wspélczynniki powiedzmy przez a, b, ¢, d, e.

J(x) = ax*+bx3+cx?+dx+12

(skad wiemy, Zze e = 127). Podstawiajac za x kolejno 1, 2, 3, 4 otrzymaliby$my
uklad czterech réwnan liniowych z czterema niewiadomymi; no i trzeba by bylo
go rozwigzaé.

Kroimy tort. Na ile (najwyzej) kawatkéw mozemy pokroié go za pomoca n cigé?
Ukladamy tabele

0l 23 -4 =50
liczba kawatkow 1 2.4 7.11 16 2}
I réznice 20w 506
II réznice e e R e |



Jezeli drugie réznice sa stale, funkcja najprawdopodobniej jest kwadratowa

5 > ; ==
i metoda opisana na poczatku mozemy znaleZé, Ze jest to funkcja = n?+ % n+1.
Dlaczego tylko ,,najprawdopodobniej” a nie ,,na pewno” ? Po pierwsze dlatego,
ze szukana funkcja nie musi przeciez by¢ wielomianem (bo i niby dlaczego?).
Po drugie zas, nie wiemy, czy naprawde wszystkie drugie roznice sa takie same
(zbadali$my tylko pig¢). Nasz wynik mozna tylko sformulowaé tak: najprostsza
funkcja, przyjmujaca w punktach 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 wartosci 1, 2, 4, 7, 11, 16, 21
jest % n?+ %u+ 1. Ale s i inne. Czy wobec tego nasz wynik jest bezwartosciowy?
Nic podobnego. Wprawdzie wzor trzeba jeszcze udowodnié, ale juz wiadomo, jaki.

Opisana metoda daje si¢ zastosowaé i do zgadywania funkcji wyzszych stopni.
Do funkcji drugiego stopnia prowadzg za$ na przyklad nastepujace zadania:

1) znalez¢ najwigksza liczbg obszaréw, ktére moga powstaé przez przecigcie n k6t
na plaszczyznie,

2) znalez¢ najwieksza liczbe obszar6w powstatych przez przeciecie n elips na
plaszczyzZnie,

3) znalez¢ najwigksza liczbg obszaréw tréjkatnych utworzonych przez
n przecinajacych si¢ prostych.

4) znalez¢ sume liczb od 1 do n.

5) maksymalne liczby elektronéw w poszczeg6lnych powlokach atomu sa kolejno
réwne (idac od jadra atomowego) 2, 8, 18, 32, 50, .... ZnaleZ¢é funkcje okreslajaca
te liczby. ;

Malq Delte opracowali: Jerzy GINTER
i Michal SZUREK

...}

Redaguje dr Michal SZUREK

M 187. Dokad dojdziemy, gdy bedziemy stale szli na pélnocny zach6d?

Rozwigzanie na str. 8

M 188. Dana jest liczba 4444*444, Obliczamy jej sume cyfr, potem sume cyfr powstalej liczby

i jeszcze raz sume cyfr. Co otrzymamy? (MOM 1975)
Rozwigzanie na str. 7

M 189. Ile najwiecej koni szachowych (skoczkéw) moina ustawié na szachownicy tak, by sie¢
nie szachowaly?

Rozwigzanie na str. 16

Redaguje dr Waldemar GORZKOW SKI

F 63. W windzie umieszczono naczynie z woda, w ktérym plywa drewniany klocek.
Nastgpnie wind¢ wprawiono w ruch jednostajnie przyspieszony do gory z przyspieszeniem
rownym a. Czy zanurzenie klocka w czasie ruchu windy bedzie inne niz w czasie spoczynku?
Jezeli nie ulegnie ono zmianie, to dlaczego? Jezeli za$ ulegnie zmianie, to jak?

Objetos¢ klocka V, gestosé wody oy, gestodé klocka .

Rozwigzanie na str. 11



?‘1,1 t‘h_; '{\J%

191N

(59

ika,

Prof. dr Dominik

ROGULA

Umiejetno$¢ realizacji zadan na podstawie ich treéci, to umiejetnosé osiggania pewnych celow.
Sposab realizacji zadania to sposob osiagnigecia odpowiedniego celu.

Czy maszyna moze dziala¢ celowo? Aby moc uzyskac jasniejszy poglad, problem ten musimy
uscisli¢. Uscislenia tego dokonamy przede wszystkim z punktu widzenia ,,normalnego™ stawiania
zadan komputerowi, polegajacego na zakomunikowaniu mu tresci zadania, bez podawania
sposobu realizacji w postaci programu.

1. Dany jest $wiat, ktory moze znajdowac si¢ w réznych stanach, i w ktérym mozliwe sg
okreslone dzialania elementarne zmieniajace w pewien sposob stan §wiata. Cel to pewien warunek
logiczny orzekajacy co$ o stanie §wiata. Osiagniecie celu, to przeksztalcenie $wiata do stanu,

w ktorym cel jest spelniony. Dzialanie to larficuch dzialan elementarnych. Dzialanie celowe,

to dzialanie zmierzajace skutecznie do osiagnigcia celu.

2. Hipotetyczna na razie maszyn¢ dzialajaca w sposob celowy nazwiemy w skrocie robotem.
Jezeli robot ma skutecznie wykonywa¢ swe zadania, to w kazdym przypadku mamy dwie
mozliwosci: alba (1) robot z gory ,,zna” sposéb osiagnigcia postawionego celu, albo (2) jest

w stanie taki sposob ,,wynaleZc”.

Juz tradycyjne programowanie daje na postawione wyzej pytanie odpowiedZ pozytywna w zakresie
nadajacych sie do tego celéw: odpowiednio oprogramowany komputer ,,zna” przeciez algorytmy
wykonywania zadan pewnej klasy i moze wobzc tego dziala¢ zgodnie z pierwsza mozliwoscia.
Istotnie nowym elementem postawionego pytania jest wiec mozliwo$¢ druga (2).

Mozna by zatem zwezi¢ pojecie dzialania celowego, ograniczajac je do sytuacji, kiedy nie jest

z gory znany algorytm osiagania celu. Nie uczynimy tak, majac na wzgledzie praktyczng strong
tego pojecia: stawiajac robotowi zadanie interesujemy si¢ wynikiem, a nie kwestig czy wynik byt
osiagnigty w drodze zastosowania algorytmu, czy inaczej.

Z punktu widzenia teorii wazny jest natomiast jedynie ,,trudny” przypadek, gdy algorytm
osiagania celu nie jest znany.

3. Mozliwosc¢ celowego dzialania w tym istotnym sensie sprowadza si¢ do mozliwosci
wykonywania zadaf w sytuacji, gdy odpowiedni algorytm nie jest znany. Rozwigzanie problemu
stanowi wspomniane juZ programowanie heurystyczne. Mozna nawet powiedzie¢ wigcej: istota
programowania (i w og6le postepowania) heurystycznego sa proby osiggania pewnych celow.

4. Jakiego rodzaju ulatwieri mozna oczekiwa¢ od dziatajacych celowo maszyn? Przede wszystkim
byloby mozliwe tak wazne dla nas ,,normalne” stawianie zadan. Ponadto réznorodnos¢
wykonywanych zadan moglaby byé nieporéwnywalnie wigksza niz dzi§, a to ze wzgledu na fakt,
ze algorytmy nie odgrywaja w dzialaniu robota roli decydujacej. Procedury heurystyczne moga
by¢ duzo bardziej uniwersalne niz algorytmy.

Mozliwe sa rozmaite interpretacje robota. Jezeli zadaniem robota jest faktyczne osiaganie
postawionego celu, to jest to robot-wykonawca. Mozliwy jest takze robot-planista, ktorego
zadaniem jest sporzadzenie planéw. Plan to opis sekwencji dopuszczalnych dzialah
prowadzacych od dowolnego stanu §wiata o spehiajacego pewien warunek P do pewnego stanu
spelniajacego warunek (cel) K. Robot-planista moze planowa¢ zaréwno dzialania wiasne, jak

i cudze, pod warunkiem znajomosci dopuszczalnych dzialan elementarnych.

Jezeli,,dwiat” to pamieé i rejestry komputera, a dopuszczalne dzialania to operacje komputera,
robot-planista staje sie robotem-programistq. Jest on zdolny do ukladania programow
rozwiazywania zadan na danej EMC.

5. Przedstawione wyzej uscislenia pojecia dziatania celowego mozna jeszcze uogdlni¢, opisujac
cel nie za pomoca warunku logicznego, lecz ogdlniej — za pomoca relacji preferencji, bedacej
relacjg czesciowego uporzadkowania zbioru stanow §wiata. Jezeli @ < B w sensie relacji '
preferencji, to stan B jest bardziej pozadany niz stan «. Cel w postaci warunku logicznego K
odpowiada szczegdlnej relacji preferenciji

«< B2 (nie K@) A KB) v @=P.
Tak uogdlnione dzialanie celowe lezy calkowicie w mozliwoéciach programowania
heurystycznego.
6. Stopien trudnoéci dzialania celowego zalezy od wielu okolicznosci. Milczaco przyjmowali$my,
7e stan $wiata moze ulega¢ zmianie wylacznie wskutek dzialan podmiotu. MozZna jednakze
dopusci¢ zarébwno spontaniczne transformacje $wiata zachodzace wedlug pewnych regut (,,praw
przyrody”), jak i zmiany wynikle z dzialafi innych podmiotow. Te inne dzialania tez moga
by¢ celowe, co w zaleznosci od relacji pomigdzy celami prowadzi do problemow wspéldziatania,
przeciwdzialania, konkurencji itp. W tych warunkach plan zastepuje strategia, a skutaczne
osiaganie celow staje sie sprawa trudniejsza.
Osiaganie celow ,,odleglych”, tzn. wymagajacych dlugich faficuchow dztalaﬁ moze dla robot()w
najblizszej przyszloici okazaé sig trudne. Jest ono trudne rowniez dla czlowicka. Wydaje sig, Ze
w najblizszej przyszlosci najwigkszy pozytek przyniosa komputery zaprogramowane na realizacje
celow stosunkowo prostych, niezbyt odleglych, lecz bardzo réznorodnych. Zwolni to czlowieka
od wielu uciazliwych drobiazgéw, pozwalajac mu skoncentrowaé swa inteligencje na sprawach
skrojonych na jej miare.



Uzupekione algorytmami osiagania ,,odleglych” celéw specjalnych programy takie moga sig
okaza¢ nadzwyczaj pozyteczne. Budowa systemow laczacych podejscie algorytmiczne

z heurystycznym nie nastre¢cza koncepcyjnie wigkszych trudnoéci: zasadniczo wystarczy dolaczyé
algorytmicznie wykonywane makrooperacje do listy dostepnych dzialan elementarnych.

7. Wykonywanie zadan niejasno postawionych, niemozliwe w podejéciu algorytmicznym, jest
zupelnie naturalne w dzialaniu celowym opartym na zasadach heurystycznych. Nie jest
wykluczone, Ze takie zadania beda nawet pod pewnymi wzgledami sprawniej realizowane.

W poprzednim numerze podali$my sposéb konstrukcji dziewieciopolowych kwadratow
magicznych, w ktérych suma magiczna jest dang liczba naturalna podzielng przez 3 i wicksza lub
réwng 15. A oto inny spos6b takiej konstrukcji, dajacy kwadrat o sumie magicznej 3(5+ M):

4+M | 9+M | 24+ M

3+M | 5+M | T+M

8+M | 1+M | 6+ M

Mozna zapytac o istnienie kwadratéw magicznych zlozonych z réinych liczb pierwszych.
Zauwazmy, ze jezeli liczby a+kr (k = 1, 2, ..., 8, 9) sa liczbami pierwszymi, to

atd4k | a+9% | a+2k

a+3k | a+5k | a+Tk

a+8k | at+k a+ 6k

Jest dziewigciopolowym kwadratem magicznym zlozonym z liczb pierwszych. Liczby a+kr (k =
=1,2,...,8,9 sapierwszenp. dlar =210ia= —11,a=199. .
"~ W roku 1961 opublikowano kwadrat magiczny zlozony ze 169 réznych liczb pierwszych, nie
tworzgcych jednak ciggu arytmetycznego. Skonstruowal go anonimowy pensjonariusz jednego

z wiezieni amerykanskich. Oto ten kwadrat;

1153 | 8923 | 1093 | 9127 | 1327 | 9277 | 1063 | 9133 | 9661 | 1693 | 991 | 8887 | 8353

9967 | 8161 | 3253 | 2857 | 6823 | 2143 | 4447 | 8821 | 8713 | 8317 | 3001 |3271| 907

1831 | 8167 | 4093 | 7561 | 3631 | 3457 | 7573 | 3907 | 7411 | 3967 | 7333 | 2707 | 9043
9907 | 7687 | 7237 | 6367 | 4597 | 4723 | 6577 | 4513 | 4831 | 6451 | 3637 | 3187 | 967
1723 | 7753 | 2347 | 4603 | 5527 | 4993 | 5641 | 6073 | 4951 | 6271 | 8527 | 3121 | 9151

9421 | 2293 | 6763 | 4663 | 4657 | 9007 | 1861 | 5443 | 6217 | 6211 | 4111 | 8581 | 1453
2011 | 2683 | 6871 | 6547 | 5227 | 1873 | 5437 | 9001 | 5647 | 4327 | 4003 | 8191 | 8863

9403 | 8761 | 3877 | 4783 | 5851 | 5431 | 9013 | 1867 | 5023 | 6091 | 6997 | 2113 | 1471

1531 | 2137 | 7177 | 6673 | 5923 | 5881 | 5233 | 4801 | 5347 | 4201 | 3697 | 8737 | 9343
9643 | 2251 | 7027 | 4423 | 6277 | 6151 | 4297 | 6361 | 6043 | 4507 | 3847 | 8623 | 1231
1783 | 2311 | 3541 | 3313 | 7243 | 7417 | 3301 | 6967 | 3463 | 6907 | 6781 | 8563 | 9091

9787 | 7603 | 7621 | 8017 | 4051 | 8731 | 6427 | 2053 | 2161 | 2557 | 7873 | 2713 | 1087

2521 | 1951 | 9781 | 1747 | 9547 | 1597 | 9811 | 1741 | 1213 | 9181 | 9883 | 1987 | 9721

Kwadrat ten ma interesujaca wlasnos¢: powstaly zen przez usuniecie skrajnych kolumn i wierszy
kwadrat o 121 polach jest magiczny, gdy usuniemy znowu z tego kwadratu skrajne kolumny

i wiersze, otrzymany kwadrat o 81 polach bedzie znéw magiczny itd.

Zauwazmy na marginesie, Ze najdluzszy znany rosngcy ciagg arytmetyczny zlozony z liczb
pierwszych ma 17 wyrazéw. Jest to cigg

ag = 3430751 869+ 87 297 210 k, 0< k<16
Znalazl go w roku 1977 przy pomocy maszyny matematycznej Amerykanin Sol Weintraub.
Andrzej M AKOWSKI
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