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Rys. 1. Kawalek spdjny. Jeili podzielimy go
na dwie czgséci, to musza si¢ one stykaé.

Rys, 2. lustracja do aksjomatu 1: dwa
kawalki spojne majace czesé wspolng tworza
razem jeden spojny kawalek.

Rys. 3. Cztery skladowe niespéjnego A.

Rozwazania o topologii spéjnosci

Prof. dr Andrzef GRZEGORCZYK

W rozwazaniach tych chcg zwrécié uwage na kilka latwych spostrzezen

z pogranicza topologii i logiki, ktdre nie byly do tej pory wykorzystane,
chociaz trudnosci techniczne z nimi zwiazane s3 tego rzedu, ze mozna by je
traktowaé jako ¢wiczenia dla poczatkujacych logikéw i topologéw. Beda tez
postawione zwiazane z tymi spostrzezeniami trudniejsze problemy.

Spéjnosé. Topologie mozna rozumieé jako najogdlniejsza geometrig, ktéra zajmuje
sie¢ dowolnymi brylami, nie muszacymi podlega¢ wymaganiom zadnego rodzaju
regularnosci. Dla laika moze wydawa¢ si¢ dziwne, ze mozna jednak co$
powiedzie¢ o tak ogélnie pojetych brylach. To, Ze istnieja takie bardzo ogdlne
prawdy, najtatwiej zilustrowaé na pojeciu spéjnosci. Pojecie spéjnosci, jak
potwierdzaja to niektérzy psychologowie, powstaje bardzo wczesnie w umysle
dziecka jako pojecie ,,jednego kawalka”. Okreslenie potoczne mogtoby wigc
brzmiec:

Twdr geometryczny jest spdjny, gdy sklada sie z jednego kawalka, czyli gdy nie
mozna go podzieli¢ na dwa kawalki, kidre nie stykalyby si¢ bezposrednio.

Ta intuicja znalazla swéj wyraz w definicji pojecia spéjnosci na gruncie topologii
startujacej od pojecia domknigcia:

X spéjne <> /\ (X = AU BAA #0#B — (AnB#0vBnA#0)),
A.B
gdzie ~ oznacza domknigcie, a 0 — zbidr pusty.

Spostrzezenie bezposredniej intuicyjnoéci pojecia spéjnosei i wigkszej
elementarnoéci tego pojecia w poréwnaniu z pojeciem domknigcia nasuwa mysl,
7e w aksjomatycznym traktowaniu tego dzialu matematyki powinni$my si¢
pokusi¢ o zbudowanie aksjomatycznej teorii spdjnosci, jako (by¢ moze) bardziej
podstawowej anizeli algebra domknig¢. Teoria taka, jak si¢ zdaje, nie byla do tej
pory przedmiotem publikowanych badan. !

Od razu nasuwaja si¢ dwa aksjomaty:

Al A i Bsaspojne A AnB#0 —» AUB spdjne
A2 X spéjne A C jest sktadowa ¥ A X— C niespéjne — X —Y niespdjne.

A1l méwi, Ze jesli A i B sa pojedynczymi kawatkami i maja one jaki$ punkt
wspolny, to ich suma tez jest jednokawaltkowa.

A2 trudniej jest wypowiedzie¢ i uzasadni¢ bez pewnych doswiadczen wyobrazni.
Najpierw trzeba wprowadzié pojecie sktadowej. Jesli zajmujemy si¢ dowolnymi
tworami (réwniez takimi, ktére skladaja si¢ z wielu kawatkéw nie dotykajacych
do siebie), to:

C jest skladowq Y, gdy C jest takim kawalkiem Y, ktory jest spdjny, oraz
pozostale kawalki Y nie stykajq sie z C.

Intuicyjnie jest to zrozumiale: cztery kola narysowane daleko jedno od drugiego
sa czterema osobnymi skladowymi tworu geometrycznego ztozonego z tych
czterech kol

Formalnie na gruncie algebry Boole’a skladowe okreslamy jako

najwigksze czesci spojne zawarte w danym tworze geometrycznym:

C jest sktadowa Y < C spéjne A CcY A /’A\_‘ (D spéjne ACc=DcY - C = D).
D

Dombknigcie, wnetrze i ograniczenie zbioru, zbiory otwarte i domknigte — to pojecia tradycyjnie

przyimowane w topologii jako podstawowe. Na prostej (rys. 1) punkty A i B stanowig ograniczenie S K
odcinka AB zaréwno, jezeli zaliczamy je do odcinka, jak i w przeciwnym przypadku. Na plaszczyZnie

(rys. I1) okrag O jest ograniczeniem kola K, a wnetrze W tego kola — to kolo bez ograniczajgcego

je okregu. Jeieli rozwazamy kolo wraz z niektorymi tylko punktami na okrggu, to wngtrze

i ograniczenie pozostana bez zmian. Domknigeie zbioru sklada sig z niego samego i wszystkich W

punktéw granicznych, tj. granic ciggdw punktéw zbioru, w szezegolnosci kaidy zbidr jest podzbiorem

swojego domknigcia. Zbioér réwny swojemu domknieciu jest domknigty. Zbidr réwny swojemu

wnetrzu jest otwarty. Sa zbiory, ktére nie sa ani otwarte, ani domknigte, np. wnetrze kofa plus kilka A B

punktdw z ograniczajacego je okregu. Mamy zawsze: wngtrze = zbi6ér minus ograniczenie,

domknigeie = zbior plus ograniczenie.

Rys. I Rys. 11



Po tych wyjasnieniach sens A2 mozna wypowiedzieé¢ potocznie: jesli X jest
spojne, a Y skiada si¢ z kilku kawalkéw, to jesli ktérys z kawatkéw Y-ka
(ktéra$ ze sktadowych — nazwali$my ja C) rozcina X (czyli czyni réznice X —C
niespdjng), to wowczas cale Y te rozcina X. Np. jesli mamy dziesigé odleglych
od siebie (np. réwnoleglych) tarcz pitujacych i zblizymy do nich X spéjne, i jesli
jedna z tarcz odpituje od X jaki§ osobny kawalek, to w wyniku pitowania calym
zespolem tarcz na pewno podzielimy X na jakie§ kawalki. Gdyby, po
potraktowaniu calym zespolem pil, przedmiot X pozostat spéjny, znaczyloby to,
ze Zadna pila (Zadna sktadowa) go nie przecigta. W tej wersji pozytywne;j,
brzmiacej formalnie: '

T1 X spdjne A C jest sktadowa ¥ AX—Y spéjne — X— C spéjne

Rys. 4. Tlustracja do aksjomatu 2: jedna ze

kiad h ¥ ina X, i % i g e . .
srmiam sl b wymieniona przez K. Kuratowskiego w jego fundamentalnej Topologie I, s. 88.

aksjomat A2 mozna uwazaé za prawie identyczny z wlasnoscia 5 pojecia spéjnosci

Nie jest fatwo wskaza¢ wigcej réwnie ogdlnych i intuicyjnych aksjomatéw pojecia
spojnosci. Mozna oczywiscie powiedzieé, ze twor jednopunktowy jest spdjny,

a zlozony z kilku osobnych punktéw jest niespéjny. Mielibysmy wtedy cztery
oczywiste aksjomaty. Warto moze zaznaczy¢, Ze przy boolowskim, a nie
mnogosciowym traktowaniu tworéw geometrycznych, te dwa ostatnie aksjomaty
nie przesadzaja wcale punktowego charakteru przestrzeni, mozna je bowiem ujaé
jako zdania warunkowe:

A3 X jest atomem — X jest spojne
A4’ X, Ysaatomami A X # Y — X U Y niespéjne.

Algebra Boole'a — to teoria relacji zawierania papET A _
rozumianego jako bycia czedcia (nie za$ bycia Atomem nazywamy cos, czego pOleCllC S1¢ JuZ nie da:

elementem). Aksjomaty algebry Boole'a v

mowig o wlasnosciach relacji = oraz XJCSt atomem < X 7& 0A /\ (Y '-’éOA YCX) +X=Y

o istnieniu czesci wspdlinej dla dwaoch obiektédw - . 5 ; Y : o i o .
X i Y (oznaczanej przez XAY), oraz sumy Przyjmujac A3 i A4’ wcale nie zakladamy, Ze istnieja atomy. Natomiast jak sie

XUY i rétnicy X - Y. Aksjomaty te sq bardzo zdaje, z tego, Zze twor dwuatomowy jest niespdjny, wcale nie wynika, ze

SR S renda kel tréjatomowy réwniez musi byé¢ niespdjny (formalny dowdd niezalezno$ci moze
sytuacji, w ktorej wyobrazamy sobie, ze

intaiefy rajmuicise prosdmioty nispodzielne by¢ trudny). Stad by¢ moze istnieje potrzeba przyjecia (zamiast Ad’) aksjomatu
zwane W tej teorii atomami. Formalnie nieelementarnego:

aksjomat F3 isac nastgpujaco: : 5 e ; : e x =

A = A?: ’:_.m;: ;aﬂrs;c_f':‘:pf}fw A4 X sklada sig ze skoriczonej ilo$ci atomdw, przy tym co najmniej z dwoch —
ASBABC A+A = B,0<C A;Ad < 1; — X nie jest spdjne.

A< AUB; B < AUB,; ‘ - e ; e a . o
ACXABS X AUB< X; (A mozZe jest prawdziwe jakies zdanie, ktére mogloby stuzy¢ za krok indukcyjny
ANB < 4 ANB < B pozwalajacy dowodzi¢, ze wigksze zbiory skoficzone sa niespdjne, jesli niespéjne
ﬁ":s-“__f\ L' BaX e dnm,; sq mniejsze?) Przy szukaniu aksjomatéw uzupelniajacych warto pamigtaé

(A_— BB H;_.ﬁ;-nﬂ e o istnieniu pewnych bardzo dziwnych zbioréw spéjnych, jak np. tzw. miotetka
AN(BUC) — (ANB)UI(ANC). Knastera-Kuratowskiego (Topologie 11, s. 85), ktdra jest zbiorem spéjnym, ale po

odjeciu jednego specjalnego punktu p rozpada si¢ na poszczegdlne punkty, w tym
sensie, ze skladowymi réznicy: miotetka — {p} sa poszczegdlne punkty.

Niedefiniowalno$¢ domknigcia. Proponujac nowg teorig trzeba przede wszystkim
rozwazyc, czy jest ona rzeczywiscie nowa, czy tez stanowi¢ bedzie tylko inna
wersjg teorii dawno znanej. W naszym przypadku teoriag dawno znang jest algebra
domknig¢, bedaca systemem aksjomatycznym, najbardziej rozpowszechnionym

w wersji pochodzacej od K. Kuratowskiego. Ma ona jako swoje terminy pierwotne
pozalogiczne: 17 terminy algebry Boole’a (np. relacje inkluzji boolowskiej <,
ktérag mozna czytac jako ,,bycie kawatkiem™ czego$, aby uniknaé sugestii
atomicznodci, ktéra na poczatku nie jest zalozona), 2 pojecie domknigcia,
spetniajace aksjomaty: XUY = XUY, X = X, XX, 0 = 0. Latwo mozna wykaza¢,
Ze zamiast pojecia domknigcia terminem pierwotnym specyficznie topologicznym
moze by¢ réwnie dobrze pojecie wnetrza, albo pojecie ograniczenia, pojecie
elementu otwartego, lub pojecie elementu domknigtego. Powstaje wiec
przypuszczenie, ze dla tej teorii, lub dla teorii nieco mocniejszej (przestrzeni
topologicznych, dla ktérych zaklada si¢ atomiczno$é i domknigto$é atoméw),
spdjno$¢ jest po prostu jednym z mozliwych terminéw pierwotnych. Otéz tak nie
jest, poniewaz prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:

Na gruncie twierdzen algebry domknieé¢ domknigcie nie jest definiowalne przy
pomocy spdjnosci.

Znaczy to, ze nie mozna wyprowadzi¢ w algebrze domknie¢ ani w algebrze
przestrzeni topologicznych twierdzenia, ktére mogloby by¢ definicja domkniecia
i w definiensie mialoby wylacznie terminy algebry Boole’a i pojecie spdjnosci.



Dowdd powyzszego twierdzenia jest bardzo prosty. Wystarczy pokaza¢ model,
w ktorym przy dwéch réznych interpretacjach domknigcia pojecie spéjnosci
byloby takie samo. Modelem takim sg liczby naturalne, o ktorych mozna
zalozy¢ zaréwno, Ze kazda jest izolowana (czyli Ze stanowia tzw. topologig
dyskretng), jak i ze liczba O jest granicg ciggu dyskretnego pozostatych liczb.
Dla kogo$, kto chce operowa¢ wyobraZnia geometryczng, musimy skonstruowaé
dwa modele zloZone z liczb rzeczywistych (rysunek 5):

- {g}uiz_ % (dla naéﬁ)},

0 1 1 1
s ¥ 1:" ?.f M, = {2— — (da nam)} v{2}.
G I B A
5 1 T
| iy W modelu M, zaden punkt nie jest granica ciagu pozostalych, w modelu M,
@ @ @% punkt 2 jest granicg ciggu pozostaltych. Punkty obu modeli moZna ponumerowa¢
| 1 1 | .
“~~~------'r-_-__4;._;. ‘L -, przyjmujac, ze dla n#0 liczba 7 jest numerem punktu 2— -ln— Numer 0 w modelu
Mal - LI
1 R D . dajemy liczbie rzeczywistej 0, a w miodelu M, liczbie rzeczywistej 2. W ten
Rys. 5. Na gruncie algebry domknigé sposob zamiast o liczbach rzeczymstych mozemy mowié o ich numerach. Otéz
domkniecie nie jest definiowalne przy pomocy istota argumentacji jest ta, z¢ mamy dwa rézne pojecia domknigcia, a Zbiory
spojnosci.

spdjne sa w obu przypadkach takie same, bowiem w obu modelach zbiorami
spojnymi sg wylacznie zbiory jednopunktowe. W takim przypadku ogélne
twierdzenia logiki mowia, ze to pojecie, ktore mozna interpretowac na dwa rozne
sposoby, nie jest definiowalne za pomoca pojecia, ktére w obu interpretacjach
zachowuje ten sam sens.

Tak wigc startujac od pojecia spéjnosci mamy do czynienia z teoriami zasadniczo
innymi niz algebra domknigé. Stad np. powstaje otwarte zagadnienie, czy zbidr
twierdzen zawierajacych wylacznie pojecie spdjnosci oraz pojecia boolowskie
(czyli takich twierdzen jak A1—Ad), oraz wyprowadzalnych w algebrze domknigé
jest skonczenie aksjomatyzowalny, lub aksjomatyzowalny za pomoca pewnych
ogoblnych schematéw, czy nie?

Rzecza doéé¢ naturalng jest poszukiwanie definicji domknigcia za pomoca
spojnosci w przestrzeniach, w ktérych spdjnosé gra jaka$ istotng rolg — takimi
sa przestrzenie spdjne i lokalnie spdjne. Otéz mozna dowiesé, ze:

Na gruncie topologii przestrzeni spdjnych i lokalnie spdjnych domknigcie nie jest
definiowalne przez spdjnosc.

W dowodzie podaje si¢ dwa modele, w ktérych zbiory spdjne s3 izomorficzne,

ale izomorfizm, ktéry dobrze przenosi spojnosé, nie przenosi domknigcia

(rysunek 6). Oba modele skladajg si¢ z ciggu odcinkéw promieniscie
wychodzacych z tego samego punktu centralnego 0 w okreslonych kierunkach.
Kierunki te niech maja np. kqty o mierze lukowej rownej 1/n+1 w stosunku do
osi x-6w. Natomiast na osi x-Ow nie ma odcinka ani w jednym modelu, ani

w drugim. W modelu M, wszystkie te promienie maja t¢ sama dlugo$é. W modelu
M, sg coraz krétsze i daza do zera. Izomorfizm polega na proporcjonalnym

M2 skracaniu promieni. W ten sposéb zachowuje on sp6jnosé, a nie zachowuje
Rys. 6. Na gruncie topologii przestrzeni domknigcia, bowiem w modelu M, punkt centralny jest granica koncéw promieni,
spéjnych i lokalnie spéjnych domkniccie nie a w modelu M, oczywiscie nie jest.
jest definiowalne przez spbjnosé

Lokalna spbjnoéé. Zbior (przestrzen) jest

lokalnie xpd}ny ( a), gdy w kazdym otoa:emu
kazd ieje takie of tego
punktu, ktore jest spojne. Or.ocz.eme punktu p

to kazdy zbiér G, ktdrego wnetrze zawiera

punkt p. Tzw. sinusoida zageszczona: y = sin 1/x
wraz z odcinkiem [4, B] jest zbiorem

spojnym, lecz nie lokalme spbjnym, poniewa

,,male” ot odcinka [4, B] nie

53 spdjne (rys. !I[} Zbiory, ktore sq spdjne,

ale nie lokalnie spojne, przeczg niektérym 1) . B0

potocznym intuicjom spdjnosci, moga na A ~ A401) 'fi:\]

przyklad przechodzié przez siebie nie |ﬂ'-. g N

przecinajac si¢ (rys. IV). j Y7 /

Zadani J'ak ,’ ",.llun Inie" fakt BI \'/ S

.,przechodzenia jednej krzywej przez drugy”,

pokazany na rysunku IV? Rys. 111, Sinusoida zageszczona. Rys. IV. Te krzywe sig nie przecinajy.



Rys. 7. Ciag {pa} dazy do p, suma AUB
musi byé wige spojna.

Prrestrzen euklidesowa to zbiér R® (n = 1),
tj. produkt kartezjanski skoriczonej liczby
przestrzeni liczb  eczywistych R.

klad
%zgmwogp%lnej LinA

Rys. 8. ldac po dowolnej drodize spojnej
idziemy zawsze jakis czas po A, a zatem p
lezy wewnatrz A.

Definicja domknigcia w przestrzeniach lokalnie skoriczenie podzielnych. Ta nazwa
oznaczam przestrzenie, w ktorych w kazdym otoczeniu dowolnego punktu istnieje
takie otoczenie G tegoz punktu, ze skladowych uzupeinienia otoczenia G jest
skoriczenie wiele. Dla takich przestrzeni nasuwa si¢ do$¢ intuicyjna definicja
domkniegcia:

p € X <> istnieje taki ciag {p,} punktéw zbioru X, ze /\ (41 B saspdjne A
4,8

A p € A A nieskoniczenie wiele p, nalezy do B — AUB spdjne).

Takie okreslenie zgodne jest ze znana do tej pory definicja domkniecia.
Wynikanie (—) jest do$¢ oczywiste. Dowodzac wynikania odwrotnego
zakladamy, ze p € X i rozwazamy dowolny ciag p, punktéw zbioru X. Wszystkie
P» 0d pewnego miejsca musza leze¢ poza pewnym otoczeniem (zbiorem otwartym)
G. Skoro przestrzen jest lokalnie skoficzenie podzielna, to dla G’ = G istnieje
skoniczona ilo$¢ skladowych uzupelnienia G’. A wigc nieskoniczenie wiele p, musi
naleze¢ do ktorej$ sktadowej tego uzupelnienia. Skladowa ta jest wiec takim
zbiorem B, a zbidr jednopunktowy {p} zbiorem A, dla ktérych prawa strona
powyzszej rownowaznosci jest falszywa.

Interesujace wydaje si¢ poszukac takiej definicji domknigcia, ktéra nie
operowalaby ciggami i skoriczonoécia, ani nawet punktami, a wiec ktéra mozna
by przyja¢ nie zakladajac atomicznosci przestrzeni. Podstawowe i pierwotne
wyobraZenia geometryczne s3 bowiem makroskopowe, stad interesujace wydaje
si¢ pytanie, jak wiele z topologicznych rozwazai mozna przeprowadzié¢ nie
przyjmujac, Ze istnieja jakies takie niestwierdzalne najmniejsze twory
»nieskonczenie male” zwane punktami. Otéz istotnie, na podstawie nieco innych
intuicji mozna sformutowaé definicje nie odwolujaca si¢ do punktéw. Natomiast
W oparciu o intuicje zwiazane z powyZej podang definicja i dla tak ogdlnej
kategorii przestrzeni nie potrafi¢ podaé prostszej lub bardziej boolowskiej definicji
domknigcia, ktdra by nie operowata punktami lub pojeciem nieskosiczonosci.

Definicja domknigcia w przestrzeniach euklidesowych. Podstawowe wyobrazenia
przestrzenne wiaza sig¢ z przestrzeniami euklidesowymi. Na gruncie tych przestrzeni
majac intuicj¢ spéjnosci mozna okresli¢ domkniecie. Nadto prosciej w tym
przypadku przedstawia si¢ definicja wnetrza. Podam najpierw definicje wnetrza
operujac punktami:

pelnt A< /\ (Lspéine A geL A g # p—
Lg
— /\ (p € CAC jest skladowa LnAA C# {P}).
C

Intuicj¢ tej definicji mozna opisa¢ nastepujaco (zob. rys. 8). Punkt p nalezy do
wnetrza zbioru A, jesli idac od punktu p w dowolnym kierunku (wyznaczonym
przez pewna dowolng droge spéjna L) ku pewnemu innemu dowolnemu punktowi
g, bedziemy zawsze szli przez pewien czas po punktach ze zbioru 4. Wynikanie —
Jjest mniej wigcej oczywiste. Dowodzac odwrotnego, gdy p ¢ Int 4, ale pe 4
bierzemy pewien ciag {a,} punktéw spoza A taki, ze p = lim {a,} i faczymy
punkty tego ciggu czym$ w rodzaju lamanej z punktem p na koncu. Taka lamana
L falsyfikuje prawg strong réwnowaznosci.

Przegjscie do definicji nie operujacej punktami mozna zrobié¢ nastepujaco.
Najpierw okreslamy, kiedy pewien element X jest ,.kawaltkiem” wnetrza

elementu A4:

X < Int A%/\ (Y#0AY<X > \/ Z#0AZcYA /\ (L spojne ALNZ # A
Y z L
A L # 0 - \/(Cjest skladowa LAAACNZ # OAC—Z # 0))).
: G

Whetrze okre§lamy teraz jako sume boolowska wszystkich jego kawatkéw.
Przyjmujac, ze F(X, A) jest formula zdaniowa z prawej strony powyzszej
réwnowaznosci, element S bedacy suma takich X, dla ktérych F(X, A), jest
jedynym spelniajacym warunki:

/Y\ (F(X, A) » X<S)

/> (/} (F(X, A) » X<Y) - SCY).

Usprawiedliwieniem tej definicji jest wykazanie jej prawdziwosci

w przestrzeniach euklidesowych rozumianych punktowo. Jesli co$ jest prawdziwe
przy punktowym wyobrazeniu przestrzeni, to znaczy, Ze jest niesprzeczne, jak

na to wskazuje kilkusetletnie dos§wiadczenie matematyczne operujace punktami.
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Mozna mie¢ jednak watpliwosci, czy punktowe wyobrazenie przestrzeni jest
najwlasciwsze.

Zakonczenie. Ogdlny sens tych uwag polega na zachecie do mys$lenia na gruncie
topologii w sposob uruchomiajgcy pewne elementy wyobraZni, ktére moze nie
byly dos¢ wykorzystane:

1. Rozpoczecie rozwazan od intuicji spdjnosci. Znalezienie tadnej aksjomatyki
minimalnej i stopniowych jej wzmocnien. Podanie szeregu poj¢¢ definiowalnych
za pomoca spojnosci, ktérych rozwazanie wydaje si¢ naturalne jako pierwszy
etap rozwoju teorii startujacej od spojnosci, poprzedzajacy nawet definicje
domkniecia, lub po prostu zmierzajacy w innym kierunku, nie korzystajacym

z pojecia domknigcia.

2. Nie operowanie wyobraZeniem punktu, a wigc rozwijanie teorii na gruncie
algebry Boole’a bez zaloZenia atomicznosci.

Jeden kawalek, czy nie?

W teoriach matematycznych spotyka sie wiele realizacji idei ,,spojnosci”, rozumianej jako
..skladanie sie z jednego kawalka™. Zacznijmy od jednego z prostszych przykladow. Czy dwie
przecinajace si¢ proste stanowig (z intuicyjnego punktu widzenia) zbior jednokawalkowy, czy nie?
Poglad, Ze ten zbior sklada si¢ z dwu oddzielnych prostych, ,,luzno, niejako przypadkiem,

o siebie zaczepionych™ — jest chyba zupeinie do przyjecia?

I rzeczywiscie, w pawnych teoriach matematycznych taki zbior jest wyraznie ,,niespojny”, ma
dwie ,,skladowe”. Aby wyrazic to scifle i b2z cudzystowow, ograniczmy si¢ moze do zbiorow
algebraicznych na plaszczyZznie. Tak nazywamy zbiory, ktore mozna opisa¢ uktadem rownan
filx,») =0, ..., fi(x,») = 0, w ktorym # jest pzwna liczba, a f; ..., f, — wielomianami. Gdy
rozpatrujemy plaszczyzne kartezjanska R?, to zamiast ukladu jaki napisaliSmy mozna wziaé
tylko jedno rownanie: f}+ ... +f3 = 0. Albowiém suma kwadratow liczb rzeczywistych jest
zerem witedy i tylko wtedy, gdy wszystkie one sa rowne 0. Ale np. nad cialem liczb zespolonych
to juz nie to samo.

Definicja. Zbior algebraiczny X nazywamy algebraicznie spdjnym (czeSciej uzywa sie terminu:
nieprzywiedlny lub nieredukowalny) jeizeli nie da si¢ przedstawié¢ jako suma X, U X;, gdzie X;, X
s niepuste, rozne od X i tez algebraiczne.

Twierdzenie (latwe, ale nie dowiedziemy). Kazdy zbior algebraiczny jest sumq skonczonej liczby
zbioréw nieprzywiedinych (zwanych jego skladowymi).

Przyklad. Suma dwu przecinajacych sig prostych jest oczywiscie algebraicznie niespéjna
(przywiedlna). Z drugiej strony, hipsrbola jest nieprzywiedIna. Dlaczego?

Wiele innych spojnosci rozwazanych w matematyce mozna ujaé w taki schemat:

Dane sa dwie klasy zbiorow, pierwsza nazwijmy zbiorami Lepszymi, druga — Gorszymi, przy
czym zbior pusty jest Gorszy (przyklad 1: L = zbiory nieskonczone, G = zbiory skorczone,
przyklad 2: L = wieloéciany, G = lamane w przestrzeni). Zbior X nazywamy niespojnym, gdy
da si¢ przedstawic¢ w postaci X = X, U X, gdzie X,, X, sa Lepsze, rozne od X, a X, nX; jest
zbiorem Gorszym (zob. rysunki).

Jeszcze inne spojrzenie na ,,spojno$¢” mozna otrzymaé rozumujac jako$ tak. Obszar X uznamy
za ,,spoiny”, jezeli z kazdego jego punktu mozna ,,dostac si¢”” do dowolnego innego. Gdyby
zniszczy¢ wszystkie mosty (oraz lodki itp.) w kraju poci¢gtym kanalami, to dla os6b umiejacych
plywac pozostalby on spojny, a dla nieplywajacych — rozpadlby si¢ na oddzielne ,,skladowe”
(wyspy, mowigc po prostu). W topologii rozpatruje si¢ czesto zbiory lukowo spojne, to jest
takie, ze od kazdego punktu mozna dosta¢ si¢ do drugiego po luku. Z pozoru banalns pojecie
..spojnego kawalka™ okazuje si¢ po blizszym spojrzeniu bardzo interesujace i z pewnoscig
bedziemy don wracac.

M. Sz.



Konkurs prac maturalnych—i co dalej?

Jak informowali$my w 8(56) numerze Delty z sierpnia ub r, konkurs na najlepszg prace maturalng
z matematyki zakoficzyl si¢ w czerwcu 1978 r., w Poznan'u finalem oraz wreczeniem przyznanych
medali, nagrod i dyplomow.

Jaki byt przebieg konkursu? Wziglo w nim udzial 26 uczestnikow, ktoérzy nadeslali 25 prac
(jedna z prac miala dwu autoréw). Byl to zapewne dos¢ nikly procent ogdlnej iloci prac
maturalnych z matematyki, jakie powstaly w r. szk. 1977/78, co chyba po czeéci wynikalo z dosé
pbZnego ogloszenia konkursu (pziny regulamin — w Delcie 2/1978, notatki w Trybunie Ludu

i Sztandarze Mlodych — w kwietniu 1978).

Ocena nadestanych prac prowadzona byla przez Komisj¢ Konkursu na poczatku maja. Kazda
prace oceniato wstepnie dwoch czlonkow Komisji — matematykow pracujacych w uczelniach lub
instytutach naukowych. Cz¢é¢ opracowarn zostala wyeliminowana juz w tej fazie: byly to
prace-nieporozumienia, sprowadzajace si¢ do zreferowania pewnych partii podrecznika
szkolnegol ub do rozwiazania pewnej ilosci zupzinie typowych zadan. Nad pozostalymi pracami
przeprowadzono bardziej szczegolowa dyskusje w pelnym sktadzie Komisji, ktorej
przewodniczgcym byl prof. dr Leon Jeémanowicz.

W wyniku dyskusji Komisja zakwalifikowala do finalu 6 prac, ktore zostaly przekazane do
szczegolowych recenzji, z zaleceniem przeanalizowania oryginalnosci ujecia i poprawnosci
uzyskanych wynikow. Autorzy prac zakwalifikowanych do finatu otrzymali zawiadomienia,
zawierajace zaproszenia do udzialu w dorocznej Sesji Naukowej i Walnym Zgromadzeniu
Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz prosbe o przygotowanie sie do krotkiego (15 min.)
referatu na temat pracy i udzialu w dyskusji.

W wystapieniu nalezalo m.in. wyeksponowa¢ to, co Autor uwazal za najciekawsze,
najwazniejsze lub najtrudniejsze w pracy, oraz wyjasni¢, na czym polegal wklad Autora

W opracowanie tematu i czym praca roznila sie od wykorzystanych zrodel. Zaproszenia do
udziatu otrzymali réwniez nauczyciele — opickunowie prac finalowych.

Final odbyl sig 5 czerwca w czasie Sesji Naukowej PTM w Poznaniu. Po wystapieniu kazdego

z finalistow odbywala si¢ publiczna dyskusja, w ktorej wzigli udzial uczestnicy Sesji i Walnzgo
Zgromadzenia PTM oraz goscie. Szczegolng uwage w dyskusji zwracano na oryginalnosé wynikow
lub ujecia.

Recenzje, referaty i przebieg dyskusji staly si¢ podstawa do podjecia ostatecznych decyzji przez
Komisj¢ Konkursu. Z protokolu posizdzenia Komisji:

++[...] Komisja na zamkni¢tym posiedzeniu postanowila przyznaé zloty medal Pawlowi Domarnskiemu za prace
«Liczby Fibonacciego». Praca pana Pawla Domanskiego oraz wygloszony przez niego referat wyroznialy sig
dojrzaloicia matematyczng, glowne przedstawione wyniki byly wlasnymi wynikami autora pracy.

Srebrny medal postanowiono przyznaé pani Urszuli Lach za prace «Réwnania rozniczkowe i ich niektére zastosowania
w fizycen. Praca byla referatowa, ale opracowanie wlasne, dokladnie i metodycznie przedstawiona, ciekawe ujecie,
Brazowy medal Komisja postanowila przyznaé pani Boguslawie Grzywacz za prace «Przeksztalcenie afiniczne
plaszczyzny na plaszezyzng w ujeciu analitycznym», Ta praca w zasadzie referatowa miala pewne cechy oryginalnosci
w ujeciu tematu. Autorka bardzo ladnie bronita swojego punktu widzenia i wykazala duze zrozumienie i sporg ilosé
wiedzy.

Komisja postanowila przyzna¢ jedng pierwsza nagrode Ministerstwa O$wiaty i Wychowania panu Pawlowi
Domarskiemu, dwie drugie nagrody MOiW paniom Urszuli Lach i Boguslawie Grzywacz.

Komisja postanowila nie przyznawa¢ trzeciej nagrody, natomiast przyznaé wyrdznienie pani Irenie Kranc za prace
«Rachunek zdan i nicktére jego zastosowania w dowodzeniu». Praca ta — przy wielu mankamentach — byla wlasna
proba opracowania tematu. Po referacie i dyskusji, niektére usterki pracy zostaly wyjasnione na korzyéé autorki.
[...] Biorac to wszystko pod uwage postanowiono przyznanym wyréznieniem podkreslié duzy wkiad pracy i inwencie
pani Ireny Kranc.

Pozostale dwie prace [...] nie zastuguja zdaniem Komisji na zadne wyréznienie. Obie te prace zbyt mocno oparte sa
o popularne opracowania i nie posiadaja w ujeciu tematu cienia oryginalnosci,

Ponadto Komisja postanowila przyznaé nagrody Ministerstwa O$wiaty i Wychowania nauczycielom — opiekunom
prac medalistéw.

S3 to: pani mgr D. Wisniewska, pan mgr Alfons Hajok, pani mgr Cecylia Terlikowska. [...]"

Specjalnie wybite medale oraz dyplomy zostaly uroczyscie wreczone — obok tzw. Wielkich
Nagrod PTM i Nagrod dla mlodych matematykow — na otwarciu Waln=go Zgromadzenia
PTM przez Prezesa Towarzystwa, prof. dr Wiadystawa Orlicza. Nagrody i wyroznienie wreczyl
uczestniczacy w pracach Komisji Konkursu przedstawiciel Ministerstwa O$wiaty i Wychowania,
dr Waclaw Wierzbicki.

Przebieg konkursu 1978 nasunal szereg wnioskow i refleksji. Po pierwsze — na temat samych
prac. Charakter ich byl bardzo zroznicowany.

Autorzy czedci prac podjeli za zadanie zebranie i usystematyzowanie wiadomosci, nie
wykraczajacych w zasadzie poza program szkolny, ale pojawiajacych si¢ w roznych kontekstach
i w roznych klasach lub na réznych przedmiotach (do tej kategorii naleza prace, ktore uzyskaly
medale srebrny i brazowy). ;
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Rozwigzanie zadania M 181,

Tylko dwa razy: w poludnie i o p&inocy.
Duia wskazdéwka pokrywa sie z malg 11 razy
na dobeg: pierwszy raz 5 5/11 minuty po
pierwszej. Wiedy sekundnik dochodzi do 6,
nastgpnie 10 minut i 10/11 po drugiej, ale
wiedy sekundnik dochodzi do 12. Po
sprawdzeniu wszystkich polozen dojdziemy
do sformulowanego na wstegpie wniosku.

Skrét pracy nag j zlotym
w konkursie Polskiego Towarzystwa

Matematycznego i redakcji Delty na najlepsza

prace maturalng z matematyki w roku 1978.

{m, n) — najwigkszy wspdiny dzielnik liczb
min.

e

Rozwigzanic zadania M 182,

MNiech N = ap+a;10+ ... +aal0".
Modulo 45 mamy

gg+a, 10 = ag+a; - 10

a;-10* = a;- 10, bo 100 = 10(mod 45)
a3 10° = ay - 10, bo 1000 = 10(mod 45)
ag- 10" = ax- 10.

Dodajgc, mamy N = ap+ 10(a; + ... +an).

Czes¢ autorow poszla dalej — zaproponowane przez nich przeglady wybranych informacji

z jakiej$ dziedziny wymagaly operowania wiadomosciami znacznie wykraczajacymi poza program
szkolny (co na ogol okazywalo sig zadaniem przekraczajacym sity i mozliwosci autorow).

W niektorych — stosunkowo nielicznych — opracowaniach autorzy pokusili sie o uzyskanie
samodzielnego wkladu w matematyke, rozstrzygni¢cie pewnych probleméw, ktorych
rozwigzania nie byly im znane (do tej kategorii nalezala zaréwno praca nagrodzona zlotym
medalem, jak i prace, ktérym nie udalo si¢ zakwalifikowa¢ do finatu).

Nie jest chyba przypadkiem, ze wszystkie nagrodzone prace podejmowaly problemy, do
omowienia ktorych wystarczala w zasadzie poglebiona znajomos¢ programu szkolnego.
Wynikaloby stad, ze warto inwestowad czas i wysilek w oryginalno$¢ ujecia znanego materialu
lub rozwigzywanie problemow dajacych si¢ na tym gruncie sformulowad, a nie w uczenie sie
teorii bardzo zaawansowanych, wchodzacych w zakres nauczania na wyzszych uczelniach.

W trakcie swych prac Komisja odniosta rowniez wrazenie, ze w wielu przypadkach opieka
nauczyciela byla zbyt watla: autorzy podejmowali zadania albo zbyt ambitne, albo zbyt
uproszczone — w obu przypadkach praca byla skazana na niepowodzenie.

Druga grupa refleksji dotyczyla samego konkursu. Zostal on zgodnie oceniony jako udany
i Walne Zgromadzenie PTM zalecilo organizowanie go w latach nastgpnych. Konkurs
ubiegloroczny przyniost wiele doswiadczen, ktore wykorzystane zostang w tegorocznym. Zostanie
zapswne nieznacznie zmodyfikowany regulamin Konkursu i jego organizacja, jednak podstawowe
zaloZenia zostang zachowane. Regulamin Konkursu 1979 opublikujemy w lutowym numerze
Delty, ale juz teraz zapraszamy tegorocznych maturzystoéw i ich nauczycieli do wzigcia w nim
udzialu.
Tadeusz B. IWINSKI
Z-ca Przewodniczacego Komisji Konkursu 1978

Uogodlnione ciggi Fibonacciego

Pawel DOMANSKI

Przypomnijmy sobie definicj¢ zwyklego ciagu Fibonacciego; jest to taki ciag {U,}, ze
Uy=0, Uy =1 oraz Uu+1 = Upsr1+ U,

Jak moina uogdlnié to pojecie? Oczywiscie cigg Fibonacciego jest przedstawicielem zbioru
ciggéw {B,} spelniajacych warunki:

B, =a, B; = b, B,y = SB,ﬂ.;‘f’fB”

gdzie a, b, 5 1eCy 5t %0,
Pokazemy pOZniej, ze dla badania podzielnosci wygodniejsze bedzie inne, nieco wezsze
uogodlnienie. Umowmy si¢ mianowicie, ze uogdinionym ciqgiem Fibonacciego nazwiemy kazdy
taki ciqgg {A,}, w ktérym

Ao=0; A4, =1 oraz

gdzie (k,c) =1; k,ce C—{0}.

Agsz = k-"’n-& 1 +CAm

Istnieje takize wzor, ktory daje wartos¢ A, jako funkcje numeru wyrazu. Dla zwyklego ciggu
Fibonacciego nosi on nazwg wzoru Bineta od nazwiska Francuza, ktory go po raz pierwszy
dowiod! w 1843 roku. 2

Indukcyjnie dowodzi sig, ze jezeli x,, x, sa pierwiastkami réwnania

x*—kx—c =0,
_ xi—x}

gdy  xi#x3, A,
to: X —X3
gdy xi=x;=2x, A,=nx""1,

Przy dowodzie tych wzoréw nie odgrywa zadnej roli warunek (&, ¢) = 1. Doé¢ trudne jest
znalezienie powyzszych wzordw i cickawe byloby przedstawienie ogdlnych metod znajdowania
takich wzorow.



A. I. Markuszewicz, Ciggi rekurencyjne, Indukcyjny dowod znalezionych wzordw jak réwniez dowody przedstawionych

Wanzwx 1935 nizej interesujacych oszacowan dotyczacych zwyklego ciagu Fibonacciego nie przedstawiaja juz
wigkszych trudnosci.
Dla zwyklego ciagu Fibonacciego prawdziwe s3 ponadto nastgpujace oszacowania:

Upis 1+y/5

=a, gdzie «=
R+ 1] 2

oraz

Poréwnaj zadanie M 156 w Delcie 4/1978 et |1
Uym—— < —,
Vil 2
ktére pozwalajg latwo znalei¢ wyrazy ciagu {U,}. Wiaza one tez w ciekawy sposéb ciag {U,}
z liczbg a, ktora jest stosunkiem tzw. zlotego podziahu.

Roéwnosé ta byla kluczem do rozwigzania jednego z zadan ostatniej Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Zadanie brzmialo: dane r3 funkcje rosnaec f(n), g(n) takie,
ze {f(1);(2); f(3); ...} i {&(1); 2(2); £(3); ...} sa rozlacznymi zbiorami, ktére w sumie daja caly zbiér liczb calkowitych dodatnich oraz zacl dzi g(m) = f(f(im)+1.

Obliczy¢ f(240). Mozna bylo zauwazyé, ze coraz lepszymi przyblizeniami funkeji f byly funkcj [% n] X [g-« l'l]. [-% n]. a zatem funkcje ostaci [U;—“ n] . Stad na
m

podstawie omawianej réwnosci mozna bylo postawié hipotezg f(n) = [an], co okazywalo si¢ prawda. Analogicznie g(n) = [x2n). Dowdd obu réwnosci byl stosunkowo prosty.

Wrd¢my jednak do podzielnoéci. Wypiszmy kilka (mozliwie wolno rosnacych) ciagéw, aby
przekona¢ si¢ o pewnych prawidiowosciach:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ustk=1,c=1) 1 1 2 3 ) 8“ 13 21 34
Antk =3, ¢c=-2) 1 3 7 15 31 63 = w12'»" 255 511
Aulk=1,¢c=6) 1 1 7 13 55 133 463 1261 4039

Najpierw zajmijmy si¢ pytaniem, jakie liczby naturalne sa dzielnikami wyrazéw uogélnionych
ciggow Fibonacciego. Mozemy przypuszczaé, ze bedzie to w jakis sposéb zaleze¢ od k i od c.
Sprébujmy uchwycic te zaleznoéci na podanych przykladach. Doéé latwo dostrzegamy, ze

w drugim z podanych ciggdw sg same liczby nieparzyste, ale sa liczby podzielne przez 3, za$

W trzecim ciggu wszystkie wyrazy sa nieparzyste, niepodzielne przez 3. Nie jest to przypadkiem,
gdyz prawdziwe jest twierdzenie:

Kazdy wyraz ciggu {A,} (oprécz Ao) jest wzglednie pierwszy z c.

Gdyby np. A, nie byl wzglednie pierwszy z ¢, to ze wzoru A, = kA, +cA,-; oraz

(k, ¢) = 1 wynika, Ze A4, -, nie jest wzglednie pierwszy z c.

Powtarzajac powyisze rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze

A, i c majg wspolny dzielnik wigkszy od 1, czyli uzyskujemy sprzeczno$¢ z zalozeniem A4, = 1.
Obserwujac pierwszy z wypisanych ciagéw mozna dostrzec jeszcze jedna wlasnoéé. Zachodzi

) nastepujace twierdzenie:
H. H. Bopobues, Jucsa Pubonayyu. Mocksa

1964 dla kazidej liczby naturalnej wzglednie pierwszej z ¢ moina znalezé w ciqgu {A,} wyraz o numerze
niezerowym, niewigkszym od kwadratu rozpatrywanej liczby naturalnej, podzielny przez te liczbe.
W celu wykazania tego przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej n uporzadkowana pare liczb
naturalnych f(n) = {ry, r;) taka, ze r, jest reszta z dzielenia A4, , a r; reszta z dzielenia A,
przez p. Roznych par moze by¢ najwyzej p?, a zatem wirod par £(0), £(1), f(2), ..., f(p?) istnieja
dwie identyczne. Latwo zauwazyé¢, ze jezeli f(x) i f(¥) (x# ) sa identyczne, to takze f(x—1)

i f(y—1) sa identyczne. Powtarzajac to rozumowanie dojdziemy do wniosku, Ze ktoras z par
S, f(2), ..., f(p?) jest identyczna z f(0), a wiec reszta z dzielenia ktorejs z liczb Ay, Aa, ..., Ay
przez p jest zerem.

W nieco bardziej skomplikowany sposéb dowodzi sie, ze gdy p jest pierwsze, to dla zwyklego
ciggu Fibonacciego mozna w powyzszym twierdzeniu liczbe p? zastapi¢ przez p+ 1. Pozostaje
otwartym problemem, czy zachodzi to tez dla uogodlnionych ciagéw Fibonacciego.
Proponujemy teraz Czytelnikom, aby przyjrzeli si¢ wypisanym ciagom i sprobowali postawié
jeszcze jakies inne hipotezy dotyczace podzielnoéci, a moze takze je udowodnié¢ lub obalié.
Okazuje si¢, Zze uogodlnione ciagi Fibonacciego zachowuja najwiekszy wspolny dzielnik, tzn.
zachodzi:

(An. Ap) = 11‘(&. n)i-

Inaczej mowiac najwiekszy wspolny dzielnik wyrazéw o numerach n i m jest rowny wartosci
bezwzglednej z wyrazu o numerze bedqcym najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb n i m.
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Rozwiazanie zadania M 183,

Dla ustalenia uwagi niech 4B bedzie diuiszg
z cigciw. Oznaczmy przez D srodek luku
ABC i przez F punkt symetryczny do B
wigledem prostej DO. Wowezas katy

% FAD i < DAB 33 réwne jako oparte na
réwnych lukach. Z punktu D zakreslamy
okrag o promieniu DB przecinajacy 4B

w punkcie G. Poniewaz DF = DG, wigc
AFAD = ADAG, a zatem

AG = AF = CB.

Pozostaje do wykazania, e prostopadia do
AB z punktu D dzieli GB na polowy, ale
to wynika z DG = DB.

(Opracowane na podstawie listu Jaroslawa
CELA z Konskich.)

Rozwigzanie zadania F 61
Oprécz sily F na cialo dziala sila cigzkodci.
Skladowa sily cigzkosci w kierunku
prostopadlym do powierzchni (nacisk N)
wynosi mg cos a. Natomiast skladowa
w kierunku stycznym do plaszczyzny
i prostopadlym do F jest réwna mg sina.
Aby cialo poruszyc, nalezy przylozy¢ sile F
o wartosci co najmniej takiej, aby wypadkowa
F; tej sily i skladowej sily ciezkosci byla
rowna fN (zob. rys.). Mamy wigc

VFi+ migisinia > fmg cos a.
Stad

F 2 mg V7 cos?a—sin’a.

Warto zwréci¢ uwage, e najmaiejsza sila F
niezbedna do poruszenia ciala jest mniejsza
niz fN.

E
mcr}air'l/d-{/t e I:Z:

Przeprowadzenie dokladnego dowodu pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom,

ograniczajyc si¢ tylko do naszkicowania jego glownych etapow:

a) Prawdziwy jest Wzor: Anym = Apy 1 Am+cApAny -1,

b) A, dzieli wyrazy o numerach bedacych wielokrotnosciami m. Wynika to z zastosowania
poprzedniego wzoru do Amg.m.

c) Dwa kolejne wyrazy ciagu {A4,} sa wzglednie pierwsze.

d) Gdy zastosujemy algorytm Euklidesa do liczb n i m i uzyskamy ponizsze rownosci

m = ng;+ry,
n=ryg,+tra,

Ty = Fp=1:

to zachodzi (Am, 4,) = (4, 4,) = ... = (Ar,_,»4r).
Wynika to z réwnosci 4, = A4,q, ., | wzoru a).
Ostatnie stwierdzenie koriczy dowod.
Na wstepie obiecali$my wyjasni¢, dlaczego przyjeli$my akurat takie uogdlnienie pojecia ciggu
Fibonacciego. Uczynilismy to z dwoch wzgledow. Po pierwsze, jak widaé¢ z przedstawionego
wyéej szkicu dowodu, kluczowe znaczenic ma wzér oznaczony literg a). Okazuje sig, e

{pomijajgc malo interesujace ze wzgledu na podzielnosé ciqgi zawierajqce nieskornczong liczbe zer,
jedynek lub minus jedynek oraz ciqgi geometryczne) warunkiem koniecznym na to, aby ciqg liczb
calkowitych {a,} speinial wzdr a) jest, by byl on uogdlnionym ciagiem Fibonacciego.

A zatem mozna powiedzie¢, Ze wzor a) w jakis sposédb definiuje uogdlnione ciagi Fibonacciego.
Jest jeszcze jedna racja sklaniajaca do przyjecia takiej, a nie innsj definicji ciagu uogélnionago.
Weimy pod uwage ciagi {B,} zdefiniowanz na poczatku niniejszego artykulu. Okazuje sie, ze

cigg {B,} zachownje najwigkszy wspélny podzielnik wtedy i tylko wtedy gdy spelnia nastepujqcy
warunek: B, = zA,, gdzie z jest liczbq calkowitq rézinqg od zera jednakowaq dla wszystkich n.

Mozemy wigc powiedziec, Ze w pewnym sensie zbior uogélnionych ciagow Fibonacciego, wedlug
przyjetej przez nas definicji, jest ,,najszerszym” zbiorem ciggdéw majacych ze wzgledu na
podzielnos¢ te same wlasnosci co zwykly ciag Fibonacciego i to wlasnie zadecydowalo

o przyjeciu odpowiedniej definicji, chociaz oczywiscie stanowi to samo w sobie bardzo
interesujacy fakt. Sprobujmy jeszcze naszkicowaé dowdd drugiego z zacytowanych twierdzen.
Zalozmy, ze B, zachowuje NWD, a wtedy B, dzieli wszystkie wyrazy ciggu {B,}.

Mozemy zastapi¢ ciag {B,} ciagiem {b,} takim, ze b,B, = B,. Ciag {b,} rowniez zachowuje
najwigkszy wspélny dzielnik oraz spetia warunki b, = 1, b, = d, byy2 = sb,., + b, gdzie

d, s, te C—{0}.

Zauwazmy, e gdyby s i t mialy wspélny dzielnik wiekszy od jednosci, to wchodzilby on w coraz
wyzszej potedze do rozkladu liczb by, bs, bs, ..., b, i przeczyloby to warunkowi (b, b,. ) =

=8 =1.

Wykazalismy, Ze (s, 1} = 1, a podobnie jak dla ciagéw {4, } mozemy wykazaé, ze (b,, 1) = 1,
oraz 2e byym = Ambps1tcAn-1 by, gdy s = kit = c.

Przepisujac ostatni wzor w postaci bz, = Ay b+ cAmbm -1 widzimy, ze b, dzieli lewsg strong,
jak rowniez pierwszy skladnik prawej strony. czyli dzieli tez drugi skladnik prawej strony
powyzszego wzoru. Wobezc tego b, dzieli 4, a w szczegdlnosci b,, = k. Zajmijmy sie teraz
liczbami nieparzystymi p. Przedstawiajac za pomoca wzoréw 4, = A4, -, +cA; A, oraz

by, = by A, -y +cby A, -, wyrazenie A,—nb,, uzyskujemy rownosé:

Ap—nb, = cAy-12(1—n).

Z drugiej strony b, dzieli A,—nb,, wigc b, dzieli 1 —n dla dowolnego nieparzystego p.
Udowodnili$my, Ze 1 —n jest zerem, co koniczy dowod naszego twierdzenia.

Bardzo ciekawe sg zastosowania poznanych twierdzen. Proponujemy Czytelnikom zapoznanie
si¢ z tymi zastosowaniami przez rozwiazanie kilku ponizszych zadan.

Zadanie 1. Dowie$¢ z zastosowaniem podanych wiadomosci twierdzenia o nieskonczonosci
zbioru liczb pierwszych.

Zadanie 2. Udowodni¢, ze w przynajmniej jednym z uogélnionych ciagdbw Fibonacciego istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Zadanle 3. Udowodnic, Ze nastgpujace ciagi zachowuja najwickssy wspolny dzielnik:

(S) + ("T l) + (”“2‘2) oty

b) Py = Z aq' gdzie a,qe C— {0}.
i=0

a) Sa+1 =

Zadanle 4. Dowiesc, ze (a—b) - NWW(I, 2, 3, 4, ..., n) dzieli liczbe a* —b*, gdzie
k=NWW (1,2,3,4,..,n, abeC—{0}, (a, b) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a, b nie sa
podzielne przez zadng z liczb 1, 2, 3, 4, ..., n.
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Dlaczego rubin jest czerwony, siarka zo6lta, a diament
przezroczysty, czyli
kolorowy swiat krysztalow

Dr Andrzej HENNEL

1. Wprowadzenie

Wszyscy doskonale wiedza, ze w przyrodzie istnieje wiele barwnych krysztalow. Wystarczy
wspomnie¢ tylko niebieski siarczan miedzi czy pomaranczowy dwuchromian potasu sposrod
znanych zwiazkow chemicznych, zo6lta siarke i czerwony selen sposrod krysztalow atomowych
oraz wiele kamieni szlachetnych, np. czerwony rubin, niebieski szafir i zielony szmaragd.
Kolorowe sg rowniez mniej znane na co dziefi zwiazki pdlprzewodnikowe, takie jak zolty siarczek
kadmu, zielony selenek kadmu czy pomararniczowy fosforek galu. Wiele spoéréd wymienionych
krysztalow mozna obsjrze¢ na okladce czytanego wlasnie numeru Delty.

Warto zastanowi¢ si¢ nad problemem, jakie wlasnosci krysztaléw odpowiedzialne sg za ich kolor
oraz czy na podstawie koloru krysztalu mozna przewidywa¢ jego wlasnosci. Okazuje sie, Ze
rozstrzygnigcie tak postawionego problemu nie jest latwe, gdyz istnieje kilka niezaleznych zrodel
zabarwiznia krysztalow.

Ogolnie rzecz biorac, barwa krysztalu wywolana jest przez absorpcj¢ promieniowania widzialnego
o pewnych dlugosciach fal przez atomy krysztalu. Charakter tej absorpcji moze by¢ jednak
catkiem odmienny w réznych typach krysztalow. W dalszej czesci artykulu omoéwimy dokladnie
trzy podstawowe rodzaje absorpcji $wiatla w krysztalach.

2. Absorpcja Swiatla przez pojedyncze atomy krysztalu

Najlatwiejszym do zrozumienia rodzajem absorpcji promieniowania w krysztalach jest absorpcja
wewnatrzatomowa. Polega ona na wzbudzaniu elektronéw znajdujacych si¢ na atomowych
poziomach energetycznych bez odrywania elektronéw od atomu macierzystego. Elektronami
tymi nie moga by¢ elektrony walencyjne, ktore tworza wigzania w ciele stalym, ani tez elektrony

ABSORPCJA z powlok catkowicie zapzinionych. W zwigzku z tym najpopularniejszymi pierwiastkami, ktore
wchodzac w sklad krysztalu moga w taki sposob absorbowaé promieniowanie, sa metale
przejsciowe takie jak zelazo, miedZ, chrom czy nikiel. Wszystkie te pierwiastki maja niezapelniona
powloke (n = 3) ponizej powloki elektronow walencyjnych (n = 4). Warto zwrdci¢ uwage, ze
sposrod znanych zwigzkow chemicznych z reguly sole metali przejsciowych sa kolorowe.
Wywolane jest to wlasnie przez absorpcje promieniowania wewnatrz powloki atomowej.
Klasycznym przykladem takiej absorpcji jest krysztal rubinu. Rubin jest to tlenek glinu Al,O,

4 % 4 [i(' z domieszkami kilku procent chromu. Czyste krysztaly Al,O; sa bezbarwne. Po dodaniu

Kolor: czerwory =zofty niebieski chromu pojawia si¢ ich charakterystyczne rubinowe zabarwienie. Widmo absorpcyjne rubinu

Kys i jest przedstawione na rys. 1. Widac¢, ze maksimum absorpcji przypada w obszarze swiatla
z6ltego. Krysztal przepuszcza natomiast promieniowanie czerwone i czg$¢ niebieskiego.
Mieszanina tych barw daje specyficzny kolor rubinu. Dalsze pasma absorpcji wystepuja
w nadfiolecie. Obserwowana na rys. 1 struktura absorpcji nie przypomina oczywiscie waskich
linii z widm swobodnych atoméw. Wywolane jest to oddzialywaniem otoczenia w krysztale na
absorbujacy atom. Warto doda¢, ze zabarwienie innych znanych kamieni szlachetnych takich
jak szafir, topaz czy szmaragd wywolane jest rowniez przez domieszki z grupy metali
przejsciowych.

3. Absorpcja migdzypasmowa

W krysztalach wykazujacych wlasnosci polprzewodnikowe wystgpuje tzw. przerwa energetyczna

oddzielajaca zapelnione pasmo walencyjne od praktycznie pustego pasma przewodnictwa.

(Bardziej szczegdlowe informacje na ten temat mozna znalez¢ w Delcie z wrzesnia 1978 roku
ABSORPCJA w artykule po§wigconym przewodnictwu cial stalych.)

Podstawowym rodzajem absorpcji w takich krysztalach sa w zwiazku z tym przejscia optyczne

elektronéw z pasma walencyjnsgo do pasma przewodnictwa. Przejscia te zaczynaja si¢ bardzo

gwaltownie od energii fotonéw réownej wartosci przerwy energetycznej

hv = AE
i tworza tzw. krawedz absorpcji.
. ) . Przykladowy przebieg absorpcji $wiatla jako funkcji dlugosci fali dla krysztalow CdS
07 06 s 04 A(Am) przedstawiony jest na rys. 2. Jak widaé na rysunku promieniowanie czerwone, zolte i zielone
Kolor:  czrwony 2oty  niebieski przechodzi swobodnie przez krysztal, natomiast barwy niebieska i fioletowa sg silnie absorbowane.
Rys. 2 Dlatego tez krysztaly CdS sa pomaraiiczowo-zolte.
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Typowe polprzewodniki, takie jak german i krzem, maja przerwy energetyczne ponad
dwukrotnie mniejsze niz CdS. Ich krawedzZ absorpcji przypada w zwiazku z tym w bliskiej
podczerwieni, natomiast w swietle widzialnym sa one nieprzezroczyste. Odwrotnie, diament ma
bardzo duzg przerwg energetyczna, ktora daje krawedz absorpcji dopiero w nadfiolecie

(420,2 um). Dlatego wlasnie diamenty sa przezroczyste (ich ewentualne slabe zabarwienie
wywolane jest przez domieszki). _

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze jednoczeénie z wystepowaniem krawegdzi absorpcji

w polprzewodnikach, dla energii fotonow hr= AE pojawia si¢ bardzo silnie fotoprzewodnictwo.
Przeniesione do pasma przewodnictwa elektrony jak i dziury z pasma walencyjnego moga
bowiem poruszaé si¢ swobodnie przez pewien czas po krysztale. Powoduje to bardzo silng zmiang
przewodnictwa krysztalu (czasami o wiele rzedow wielkosci), ktora znika po zaprzestaniu
o$wietlania. Pojawianie sie i znikanie fotoprzewodnictwa w obszarze, w ktorym dany krysztal
silnie absorbuje promieniowanie, dowodzi tego, ze mamy do czynienia z potprzewodnikiem.

4. Absorpcja $wiatla przez czasteczki w krysztale

W niektérych krysztalach zaobserwowano istnienie krawedzi absorpcji podobnie jak

w polprzewodnikach, jednak#: w krysztalach tych nie pojawialo sie fotoprzewodnictwo, tzn.

ich opdr nie zmienial sie pod wplywem oswietlenia. Do krysztalow takich zaliczamy m.in. siarke,
bialy fosfor i jod. KrawedZ absorpcji zoltych krysztalow siarki wyglada niemal identycznie jak
krawedz absorpcji CdS przedstawiona na rys. 2. JednakZe okazuje sie, Zze zaabsorbowane $wiatlo
nie powoduje pojawienia si¢ swobodnych nosnikow pradu elektrycznego. Siarka tworzy bowiem
zamkniete pierscienie Sg, ktore majg wlasng strukture energetyczna. Przejscie czasteczki Sg na
poziom wzbudzony nastepuje po absorpcji $wiatla z niebieskiej czgéci widma. Analogiczna
sytuacja wystepuje w innych nieprzewodzacych kolorowych krysztalach, np. bialy fosfor
zbudowany jest z czasteczek Ps a jod z czasteczek J,.

5. Zakonczenie

Jak wida¢ z tego krotkiego przegladu, kolorowy $wiat krysztaléw kryje w sobie wiele roznych,
bardzo nieraz zlozonych zjawisk. Ich zrozumienie umozliwito konstrukcje przyrzadow

i elementow optycznych, takich jak roznego rodzaju fotokomorki i fotooporniki, lasery
e krystaliczne, diody $wiecace i wiele innych.

, Jezeli po przeczytaniu tego artykutu Czytelnik inaczej bedzie patrzy! na kolorowe zwiazki
chemiczne i kamienie szlachetne, to zadanie, ktore postawil sobie autor, b¢dzie wykonane.
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m Zadania

Redaguje dr Michal SZUREK

M 181. Mamy zegarek z dwiema wskazowkami i centralnym sekundnikiem. Ile razy w ciagu
doby te wszystkie trzy wskazowki pokryja sig?
Rozwiazanie na str. 8

M 182. Udowodni¢ nastepujaca ceche podzielnosci przez 45: do ostatniej cyfry danej liczby
dodajemy sume cyfr pozostalych pomnozong przez 10. Jezeli ta liczba dzieli si¢ przez 45, to

i wyjsciowa dzieli si¢ przez 45.

Ponadto, gdy po kilkakrotnym powtodrzeniu takiego procesu dojdziemy do liczby mniejszej niz
45, to bedzie ona reszta z dzielenia wyjsciowe] liczby przez 45.

Rozwigzanie na str. 8

M 183. Jezeli w luk ABC okregu wpiszemy lini¢ lamana zloZona z cigciw AB i BC, to
prostopadla opuszczona na dhuzszg cigciwe ze §rodka luku dzieli lamana 4BC na polowy.

(to twierdzenie znal juz podobno Archimedes)

Rozwigzanie na str. 10

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

”'L"D F 61. Na plaszczyZnie nachylonej pod katem o spoczywa cialo o masie m. Wspolczynnik tarcia
statycznego ciala o t¢ plaszczyzng jest rowny f (f> tge). Jaka najmniejsza sil¢ F nalezy przylozy¢
do ciala w kierunku pokazanym na rysunku, aby je poruszyc?

Rozwiazanie na str. 10




Czy potrafisz
+ak wpisac brakujoce

) liczby w kwadratach
|

: 4%’\ aby zawsze liczba

g) }Cﬁd w kwadracie b;‘Ta sumg,
liczb w Kolach po obu

Jeqe stronach?

Alez to zupelnie
proste. Wystarczy tylko

dodac odpowiednie

Ja mam dla ciebie ciekawsze zadanie — odpowiedzial Grzela
L Sprobuj teraz znalezc
(/L"'\' liczby w Kolach. Tylko
g pamigtay  ze zasada
ma Bqt: ta sama:
liczba w kwadracie
Jest suma, liczb w Kolach,

po obu €90 stronach

To rzeczywiscie
Trudniegsze zadanie,
ale.... mam pomysT
~sprobyje odqqdnqc'!

Jaka liczba jest
w qovhym Kole, Moze 30? ﬂ

i Bednarski zaczal sprawdzaé swoje przypuszczenie...

Widzisz,

Sprobuj
nie vdalo POy

Jesicze raz
np. 2 liczbo, 29

Ha, ha, ha. I teraz nie miale$ szczescia! Ale teraz juz wiem, Ze to musi byé 28,

chcz\iwi scie ‘
ale skad miales
pewnosc ze tak
musi byc?

dziwieniem zapytal Grzela
GH—80—® s

A czy Ty potralisz wyjasni¢, skad Bednarski wiedzial, ze to ma by¢ liczba 287 ¢

Bednarski zwierzy! si¢ Bednarskiej: wychodzac od liczby 30 w gérnym kétku ,,obszedtem tréjkat” wkolo tak, jak
wskazuja strzalki, stosujac oczywiscie zasadg. Wéwczas wrécitem do punktu startu z liczba 26. Gdy zaczalem od 29,
otrzymalem 27. Spostrzeglem, Ze zmniejszenie o 1 liczby wyjsciowej powoduje zwigkszenie o 1 liczby otrzymanej na
koncu. Wystarczylo wigc wziag¢ $rednia arytmetyczna liczby wyjéciowej i otrzymane;.

Rolnicy postanowili sprawdzi¢, jak Soltys poradzi sobie z takim zadaniem. A oto jak prébowat

Sprébuj wyjasni¢ rozumowanie Soltysa.
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Grzela pomilczat chwile i rzekl

j&qkbq tak wzige
inne liczby

v \lw kwadratach?

To byloby nvdne.

Mam lepszy pomysl m
Zamiast {-réjkq’ra
wezmy czworokgt!

I w dalszym ciagu obowigzuje ta sama zasada — zastrzegl Bednarski

: Juz mam. Zaczglem Jatez juz mam, A jawziglem 4
> od wszystko sie 4'3 a zaczgTemod Z _ @ i tez zqodzilo sie.
zqadza. A miaTo byc ?@ i+ez dobrze! Mawmy wige roine
. s "

rozwigzania,
Ciekawe ile ich moze

Czy i Tobie za pierwszym razem udatlo sie znalezé wlasciwg liczbe? lle rozwigzan tego zadania mozesz znalez¢?

JZoBar.zmq,czq przy)
innych liczbach
&;e tak Tatwo!

Probuje i probuje
inic nie chee 2-‘
5i¢ zqodzic

8
NJ

A moze takich liczb wcale nie ma? A co begdzie z pigciokatem, sze§ciokatem? Bednarski, Grzela i Soltys postanowili
zwroci¢ sig z tym do Magistra, ktory spedzal tu urlop z Zona.

Ztrojkatem to vobiliscie tak: ozn o
= - _j liczb przez x mieliscie Aex9jne Jednn

stgd x=56-x
*=28

Weicie teraz czworokat, taki jak narysuje.

Widzicie, ze x = d—c+b—a+x, zatem a+c¢ = b+d. Nie otrzymali§my rozwiazania, lecz warunek jego istnienia.
Jesli jest spelniony, wyjSciowa liczba moze byé dowolna.

LR



~ j?rzeprowad:‘ciz podobne
2% Zobliczenia dla innych
wielokatéw. (o wawm
sig masvwa?

Mdwie ci, Bedmarski,
s/, wiedza jest jak
AT, ogromne morze.
Im wigcey pijesz,
(Yym bardzie;
jestes spragniony!

qospodarstwie!

v~ o
E; o O

Gdy gospodarze wracali do domu, Bednarski krzyknat:
— A to ci heca. OdkryliSmy nowy sposéb wpisywania okregu w tréjkat!
Grzela i Soltys juz, juz unosili reke ze zgigtym palcem w kierunku czota, gdy Bednarski szybko zrobit rysunek

— No, to tylko wyznaczysz punkty stycznosci — zauwazyl Soltys. Ale i tak to ciekawe!
Czy Ty tez zrozumiale§ my$l Bednarskiego? Opisz konstrukcje. A jakie konstrukcje geometryczne odpowiadaja
pigciokatom, szesciokatom i innym wielokatom liczbowym? Czyzby tez co$ z wpisywaniem?

Malq Delte opracowali Marianna KLAKLA i Michal SZUREK

Gra w cialo stale

Dr Stanistaw DYMUS

6

% Proponujemy Ci przeprowadzenie ciekawej gry. Cho¢ nie bedziesz miat tu
przeciwnika, mozesz ja ,,wygra¢”. Wygrasz za$ wtedy, gdy potrafisz dobrze

A zrozumie¢ wyplywajace z tej gry wnioski. Odpowiednio zinterpretowana gra

3

2

pozwoli Ci wnikna¢ w mikroskopowe procesy wymiany energii pomigdzy atomami
ciala stalego i stwierdzi¢, jak rozklada si¢ energia drgan cieplnych pomiedzy te
atomy.

: Na poczatku opiszemy, na czym polega sama gra, i postaramy si¢ wsp6lnie
zrozumiec jej rezultaty. Do przeprowadzenia gry potrzebna jest ,,szachownica”

Rys. 1 6x6 (rys. 1). Wspdtrzedne kazdego z pdl ,,szachownicy” wyznaczaja odpowiednie
pary liczb (np. (2, 6), (4, 1) itp.). Dodatkowo musisz postaraé si¢ o 36 jednakowych
Zetonéw (moga by¢ pionki od warcabdw), ktére w sytuacji poczatkowej mozesz
rozmie$ci¢ w dowolny sposéb na polach planszy, oraz dwie kostki. Oczka jednej

z kostek powiniene$ pokolorowac, by moc odréznié, ktéra z nich wskaze Ci
rzedna, a ktéra odcigta wylosowanego pola planszy. Radzimy Ci rozpoczaé gre

w sytuacji, gdy na kazdym polu znajduje si¢ jeden zeton.

Gre przeprowadzasz rzucajgc dwukrotnie dwiema kostkami. Pierwszy rzut losuje
wspolrzedne pola, ktdre traci jeden Zeton, drugi rzut — wspoéltrzedne pola, ktére
ten zeton zyskuje (rys. 2). Jesli losujac trafisz w pierwszym rzucie na pole puste,
Ryaz to ponawiasz rzut dotad, az wylosujesz pole, ktére moze ,,wyemitowaé” Zzeton.
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(1 | 3 & 5 liczba Zetondw k
Rys. 3
liczba pathsg
N
1=
0 1 2 3 4 5 liczba pionkew k
Rys. 4

Grajac notuj co 10 podwdjnych rzutéw liczby pdl o okreslonej liczbie Zetondw.
Stwierdzisz ciekawa prawidlowo$¢ — otdz liczba pét pustych bedzie systematycznie
rosta. Dopiero po 80—100 podwdéjnych losowaniach ustali si¢ pewien stan
réwnowagi. Od tej chwili liczba pdl o okreslonej liczbie zetonéw bedzie ulegaé
jedynie stosunkowo niewielkim wahaniom. Jezeli wykonasz wykres przedstawiajacy
zalezno$¢ liczby pdl planszy N, od liczby Zzetonéw k obsadzajacych te pola

w ,,stanie rOwnowagi”, to otrzymasz wynik niewiele odbiegajacy od wykresu

na rys. 3.

Interesujace, ze konicowy rozkiad (pomingwszy wspomniane wyzej wahania —
,.fluktuacje’) jest niezalezny od poczatkowego rozmieszczenia zetondw (dla
sprawdzenia mozesz powtorzy¢ gre, obsadzajac np. polowe pdl planszy dwoma
zetonami i pozostawiajac pozostale pola puste). Analizujac rozkliad na rys. 3
stwierdzamy, ze stosunek liczby pdl planszy majacych o 1 Zzeton wigcej do liczby
pol o danej liczbie zetonéw waha si¢ wokot liczby 2. W idealnym przypadku
stosunek ten powinien mie¢ dokladnie wartos¢ 2, za$ idealny rozklad — postaé
przedstawiong na rys. 4. Rozklad taki moglbys uzyska¢ powtarzajac gre
wielokrotnie i obliczajac érednia liczbg pdl o danej liczbie zetonéw (jezeli rzucisz
1 raz 10 monet, to mozesz otrzyma¢ znaczne odchylenia od idealnego rozkladu

5 ortéw 1 5 reszek, jesli natomiast powtdrzysz taki rzut wielokrotnie i obliczysz
srednia Iiczbq ortéw i reszek we wszystkich rzutach, to uzyskasz rezultat bliski
,,idealnemu” wynikowi 5 orféw i 5 reszek). Podobnie rozkiad blizszy idealnego
otrzymalby$ uzywajac wagksze) planszy, np. 30 x 30 pél i 900 zetonow
(analogicznie do rzutu tysiacem monet zamiast 10 monetami) — losowanie
bytoby wtedy jednak bardzu:J skomplikowane, za§ sama gra- zbyt czasochtonna.
Co stanie si¢, gdy zmniejszysz lub zwigkszysz liczbg Zetondw nie zmieniajac
planszy? Otdz uzyskany w wyniku gry rozkfad Zzetonéw pomiedzy polami planszy
bedzie cechowala podobna prawidlowos$¢ jak poprzednio: najwigcej pol bedzie
pustych, liczba pdl z jednym Zetonem bedzie wigksza od liczby pdél z dwoma
Zetonami itd. Mozna wykazaé, ze dla planszy o N polach obsadzonych g Zetonami
idealny rozklad opisany jest przez nastgpujaca zalezno$¢: stosunek liczby Ny pol
o k zetonach do liczby N, pdl o k+1 zetonach nie zalezy od k:

* =1+—.
(*) T

Dla przeprowadzonej przez Ciebie gry N = 36 i ¢ = 36, zatem stosunek (%)
rowny jest doktadnie 2. Przy N> q stosunek Ny /Ny, >2 i rozklad jest bardziej
stromy od rozkladu na rys. 4. Jesli N <gq, wtedy Ny/Ny,, <2 i rozktad staje si¢
bardziej ,,}agodny” w poréwnaniu z rozkladem na rys. 4.

Sprobujmy teraz nada¢ naszej grze interpretacje fizyczna. Ot6z pola planszy
mozna traktowa¢ jako atomy ciala staiego zlokalizowane w qu{ach sieci
krystalicznej. Kazdy taki atom moze mieé pewng liczbe porcji energii —
,»kwantow”, ktdra charakteryzuje intensywnos¢ jego drgan cieplnych. Porcje te
reprezentuja zetony. W ten sposob liczba zetondw na danym polu okreéla energig
drgan odpowiedniego atomu. Losowanie modeluje przypadkowy charakter
wymiany energii pomiedzy atomami. W rezultacie tej wymiany kwantow energii
ustala sie, jak to wynika z przeprowadzonej gry, okre§lony rozklad energii pomigdzy
atomami ciala stalego. Rozktad ten ma, z grubsza biorgc, charakter rozktadu
przedstawionego na rys. 4. W kazdym ukltadzie N atomow ciala stalego

o ustalonej liczbie ¢ porcji (,,kwantow”™) energii zawsze najwiecej jest atomoéw

o energii najnizszej, za$ liczba atoméw o coraz to wyzszych energiach
systematycznie maleje. Zwrd¢ uwage, Ze liczba g oznacza liczbg porcji energii
catego uktadu, okresla wigc jego energie¢ wewnetrzng. Jesli dane cialo stale
ogrzejemy, to wzroénie jego temperatura i jego energia wewngtrzna (czyli liczba
,,kwantow” g). Stosunek N/q stanie si¢ wtedy mniejszy i jak to wynika ze wzoru
(1) rozktad energii bedzie bardziej ,,réwnomierny™. Ozigbienie ciala i zmniejszenie
jego energii wewnetrznej powoduje wzrost stosunku N/q i rozklad energii staje

si¢ bardziej ,,stromy”’.

Nalezy zwrdci¢ uwage, Ze statystyczna tendencja — ,,che¢é” atoméw czy molekut
do posiadania najmniejszej mozliwie energii odnosi si¢ nie tylko do cial stalych,
lecz do dowolnych uktadow cial makroskopowych nie oddzialujacych z otoczeniem.
Znanym zjawiskiem jest np. zmniejszanie si¢ gesto$ci powietrza wraz z wysokoscig
nad powierzchnig Ziemi. Czasteczki powietrza ,,wolg”” przebywa¢ najnizej, tak

by ich energia potencjalna byla jak najmniejsza. Zmniejszanie si¢ gestosci
powietrza ze wzrostem energii potencjalnej (wysokosci) ma taki sam charakter,
jak zmniejszanie si¢ liczby atoméw przy wzroécie energii w oméwionym powyzej
modelu ciala stalego.



Zadania z ,,Malej Delty” sa szczeg6lnymi przypadkami nastepujacego problemu:
Dany jest n-wyrazowy ciag (a, aj, ..., a,). Znalezé ciag (x,, x,, ..., X,) taki, ze

X1 +x2 =d;
X2 +x3 = a3

Xpt+X; = a,

Aby rozwiazaé to zadanie (a wigc powyzszy uklad réwnar), pomnézmy co drugie
rownanie przez —1 i dodajmy wszystkie stronami. Gdy # jest liczbg nieparzysta,

otrzymujemy x, = 5 (a,—a,+as— ... —a,_,+a,). Wyznaczenie x, wystarcza

do jednoznacznego wyznaczenia wszystkich pozostalych wyrazéw. Mamy zatem
ogolne rozwigzanie.

Jezeli jednak n jest parzyste, sytuacja zmienia si¢. Opisana procedura daje
a,—a,+a— ... +a,_,—a, = 01 nie mamy juz rozwigzania, ale warunek jego
istnienia. W tym przypadku jezZeli jakie§ rozwiazanie istnieje, to istnieje ich
nieskoriczenie wiele (jeZeli tylko nasze liczby pochodza z ciala nieskoriczonego).
Analogiczne rozumowanie pozwala rozstrzygna¢ problem znalezienia wielokata
o danych $rodkach jego bokdéw:

Niech bedzie dany uktad punktéw 4,, 4,, ..., 4,. Wyznaczyé punkty X, X,, ..., X,
takie, aby A, 4,, ..., A, byly odpowiednio §rodkami odcinkéw X, .X,, XX, ...,
XoX.. -

Zadanie to mozna bowiem interpretowaé nastgpujaco:

Dany jest cigg wektordéw (a,, a,, ..., a,) takich, ze a, +a,+ ... +a, = 0. Znalezé
ciag wektoréw (xy, x3, ..., x,) takich, ze

X +x, = 2\‘11
x3+x3 = 233

Rozwiazujac ten uklad jak i przedtem, otrzymujemy analogiczne rezultaty, ktore
teraz majg juz przejrzysta tre$¢ geometryczng. W szczegdlnoéci mozemy wnioskowac
ze wielokat o nieparzystej liczbie wierzchotkéw jest jednoznacznie wyznaczony
przez $rodki swoich bokéw (przy okazji dowiadujemy sig, jak go znalez¢). Jezeli
liczba bokdw jest parzysta, to §rodki bokéw wielokata nie okreflaja go
jednoznacznie.

Marianna KLAKLA

Kacik filatelistyczny (9)

Blaise Pascal (1623—1662) byt stawnym francuskim
matematykiem, fizykiem, filozofem i pisarzem. Juz od
dziecinistwa interesowat si¢ naukami $cistymi

i majac lat osiemnascie zbudowat

jedna z pierwszych maszyn do liczenia. Pascalowi
zawdzigczamy podstawowe pojecia rachunku
prawdopodobienstwa, kryteria podzielnoéci liczb, oraz
sposdb obliczania wspdtczynnikéw w rozwinigciu
dwumianu (tzw. tréjkat Pascala), a w fizyce podstawowe
prawo hydrostatyki oraz pierwsze badania zjawisk
ciénienia atmosferycznego (dokonane wraz z Torricellim).
Wszystkie te osiagnigcia sa plonem niedlugiego okresu
pracy, bowiem w wieku zaledwie 30 lat Pascal zajat sig
filozofia i religia, ktérym poswigcil reszte swego Zycia.
Reprodukujemy znaczek z podobizna Pascala wydany
przez poczte Francji w roku 1962, w trzechsetna rocznicg
jego $mierci. Portret uczonego znalezliSmy takZe na
znaczkach: Francji z roku 1944 i Monaco z roku 1973.

Jerzy BARTKE
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