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Rozwazania o topologii spójnosci

Prof. dr Andrzej GRZEGORCZYK

W rozwazaniach tych chce zwrócic uwage na kilka latwych spostrzezen
z pogranicza topologii i logiki, które nie byly do tej pory wykorzystane,
chociaz trudnosci techniczne z nimi zwiazane sa tego rzedu, ze mozna by je
traktowac jako cWiczenia dla poczatkujacych logików i topologów. Beda tez
postawione zwiazane z tymi spostrzezeniami trudniejsze problemy.

,.
Rys. t. Kawalek spójny. Jesli podzielimy go

na dwie czesci,to musza sie one stykac.

Rys. 2. Ilustracja do aksjomatu I: dwa

kawalki spójne majace czesc wspólna tworza
razem jeden spójny kawalek.

A··••
Rys. J. Cztery skladowe niespójnego A.

Spójnosc. Topologie mozna rozumiec jako naj ogólniejsza geometrie, która zajmuje
sie dowolnymi brylami, nie muszacymi podlegac wymaganiom zadnego rodzaju
regularnosci. Dla laika moze wydawac sie dziwne, ze mozna jednak cos
powiedziec o tak ogólnie pojetych brylach. To, ze istnieja takie bardzo ogólne
prawdy, najlatwiej zilustrowac na pojeciu spójnosci. Pojecie spójnosci, jak
potwierdzaja to niektórzy psychologowie, powstaje bardzo wczesnie w umysle
dziecka jako pojecie "jednego kawalka". Okreslenie potoczne mogloby wiec
brzmiec:

Tw6r geometryczny jest sp6jny, gdy sklada sie z jednego kawalka, czyli gdy nie
mozna go podzielic na dwa kawalki, kt6renie stykalyby sie bezposrednio.

Ta intuicja znalazla swój wyraz w definicji pojecia spójnosci na gruncie topologii
startujacej od pojecia domkniecia:

X spójne..;;. A (X = A u B/\A :t=O:t=B-. (AnB-:t=OvBnX:t=O)),
A,B

gdzie - oznacza domkniecie, a O - zbiór pusty.

Spostrzezenie bezposredniej intuicyjnosci pojecia spójnosci i wiekszej
elementarnosci tego pojecia w porównaniu z pojeciem domkniecia nasuwa mysl,
ze w aksjomatycznym traktowaniu tego dzialu matematyki powinnismy sie
pokusic o zbudowanie aksjomatycznej teorii spójnosci, jako (byc moze) bardziej
podstawowej anizeli algebra domkniec. Teoria taka, jak sie zdaje, nie byla do tej
pory przedmiotem publikowanych badan.
Od razu nasuwaja sie dwa aksjomaty:

Al A i B sa spójne /\ AnB:t=O -. AuB spójne
A2 X spójne /\ C jest skladowa Y /\ X-C niespójne -. X-Y niespójne.

Al mówi, ze jesli A i B sa pojedynczymi kawalkami i maja one jakis punkt
wspólny, to ich suma tez jest jednokawalkowa.
A2 trudniej jest wypowiedziec i uzasadnic bez pewnych doswiadczen wyobrazni.
Najpierw trzeba wprowadzic pojecie skladowej. Jesli zajmujemy sie dowolnymi
tworami (równiez takimi, które skladaja sie z wielu kawalków nie dotykajacych
do siebie), to:

C jest skladowa Y, gdy C jest takim kawalkiem Y, kt6ry jest sp6jny, oraz
pozostale kawalki Y nie stykaja sie z C.

Intuicyjnie jest to zrozumiale: cztery kola narysowane daleko jedno od drugiego
sa czterema osobnymi skladowymi tworu geometrycznego zlozonego z tych
czterech kól.
Formalnie na gruncie algebry Boole'a skladowe okreslamy jako

najwieksze czesci spój~e zawarte w danym tworze geometrycznym:

C jest skladowa y..;;. C spójne /\ C cY /\ !\ (D spójne /\ C cD cY -t C = D).
D

Domkniecie, wnetrze i ograniczenie zbioru, zbiory otwarte i domkniete - to pojecia tradycyjnie

przyjmowane w topologii jako podstawowe. Na prostej (rys. I) punkty A i B stanowia ograniczenie
odcinka AS zarówno, jezeli zaliczamy je do odcinka, jak i w przeciwnym przypadku. Na plaszczyznie

(rys. II) okrag O jest ograniczeniem kola K, a wnetrze W tego kola - to kolo bez ograniczajacego
je okregu. Jezeli rozwazamy kolo wraz z niektórym i tylko punktami na okregu, to wnetrze

i ograniczenie pozostana bez zmian. Domkniecie zbioru sklada sie z niego samego i wszystkich

punktów granicznych, tj. granic ciagów punktów zbioru, w szczególnosci kazdy zbiór jest podzbiorem
swojego domkniecia. Zbiór równy swojemu domknieciu jest domkniety. Zbiór równy swojemu

wnetrzu jest otwarty. Sa zbiory, które nie sa ani otwarte, ani domkniete. np. wnetrze kola plus kilka A
punktów z ograniczajacego je okregu. Mamy zawsze: wnetrze = zbiór minus ograniczenie"

domkniecie· = zbiór plus ograniczenie. Rys. l
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Rys. 4. Ilustracja do aksjomatu 2: jedna ze

skladowych Y rozcina X. a wiec cale Y
rozcinaX.

Algebra Boo/eta - to teoria relacji zawierania

rozumianego jako bycia czescia (nie zas bycia
elementem). Aksjomaty algebry Boole'a
mówia o wlasnosciach relacji c oraz

o istnieniu czesci wspólnej dla dwóch obiektów

X i Y (oznaczanej przez Xr.Y), oraz sumy

XuY i róznicy X-Y. Aksjomaty te sa bardzo

ogólne, tak ze pasuja do takiej

sytuacji, w której wyobrazamy sobie,:ze

istnieja najmniejsze przedmioty niepodzielne
zwane w tej teorii atomami. _Formalnie

aksjomaty mozna zapisac nastepujaco:
A eA;A e BI\Be C->A c C;
A e BI\B e A··.A ~ B;O e A;A e I;
A e AuB; B e AU B;
AeXI\BeX··. AUBeX;
AnB e A: AnB e B:
X e A I\X c B -. X e Ar.B;
A-BcA (j··B)nB=O;
(A-BluB AUB;
An(BuC) ~ (AnB)u(AnC).

Po tych wyjasnieniach sens A2 mozna wypowiedziec potocznie: jesli X jest
spójne, a Y sklada sie z kilku kawalków, to jesli którys z kawalków Y-ka
(któras ze skladowych - nazwalismy ja C) rozcina X (czyli czyni róznice X-C
niespójna), to wówczas cale Y tez rozcina X. Np. jesli mamy dziesiec odleglych
od siebie (np. równoleglych) tarcz pilujacych i zblizymy do nich X spójne, i jesli
jedna z tarcz odpiluje od X jakis osobny kawalek, to w wyniku pilowania calym
zespolem tarcz na pewno podzielimy X na jakies kawalki. Gdyby, po
potraktowaniu calym zespolem pil, przedmiot X pozostal spójny, znaczyloby to,
ze zadna pila (zadna skladowa) go nie przeciela. W tej wersji pozytywnej,
brzmiacej formalnie:

Tl X spójne 1\ C jest skladowa Y 1\ X-y spójne -+ X-C spójne

aksjomat A2 mozna uwazac za prawie identyczny z wlasnoscia 5 pojecia spójnosci
wymieniona przez K. Kuratowskiego w jego fundamentalnej Topologie II, s. 88,

Nie jest latwo wskazac wiecej równie ogólnych i intuicyjnych aksjomatów pojecia
spójnosci. Mozna oczywiscie powiedziec, ze twór jednopunktowy jest spójny,
a zlozony z kilku osobnych punktów jest niespójny. Mielibysmy wtedyatery
oczywiste aksjomaty. Warto moze zaznaczyc, ze przy boolowskim, a nie
mnogosciowym traktowaniu tworów geometrycznych, te dwa ostatnie aksjomaty
nie przesadzaja wcale punktowego charakteru przestrzeni, mozna je bowiem ujac
jako zdania warunkowe:

A3 X jest atomem -+ X jest spójne
A4' X, Y sa atomami 1\ X '# Y -+ X u Y niespójne.

Atomem nazywamy cos, czego podzielic sie juz nie da:

Xjestatomem~X'# O I\!\ (Y '#OI\YcX)-+ X = Y.
y

Przyjmujac A3 i A4' wcale nie zakladamy, ze istnieja atomy. Natomiast jak sie
zdaje, z tego, ze twór dwuatomowy jest niespójny, wcale nie 'wynika, ze
trójatomowy równiez musi byc niespójny (formalny dowód niezaleznosci moze
byc trudny). Stad byc moze istnieje potrzeba przyjecia (zamiast A4') aksjomatu
nieelementarnego :

A4 X sklada sie ze skonczonej ilosci atomów, przy tym co najmniej z dwóch -+
-+ X nie jest spójne.

(A moze jest prawdziwe jakies zdanie, które mogloby sluzyc za krok indukcyjny
pozwalajacy dowodzic, ze wieksze zbiory skonczone sa niespójne, jesli niespójne
sa mniejsze?) Przy szukaniu aksjomatów uzupelniajacych warto pamietac
o istnieniu pewnych bardzo dziwnych zbiorów spójnych, jak np. tzw. miotelka
Knastera-Kuratowskiego (Topologie II, s. 85), która jest zbiorem spójnym, ale po
odjeciu jednego specjalnego punktu p rozpada sie na poszczególne punkty, w tym
sensie, ze skladowymi róznicy: miotelka - {p} sa poszczególne punkty.

Niedefiniowalnosc domkniecia. Proponujac nowa teorie trzeba przede wszystkim
rozwazyc, czy jest ona rzeczywiscie nowa, czy tez stanowic bedzie tylko inna
wersje teorii dawno znanej. W naszym przypadku teoria dawno znana jest algebra
domkniec, bedaca systemem aksjomatycznym, najbardziej rozpowszechnionym
w wersji pochodzacej od K. Kuratowskiego. Ma ona jako swoje terminy pierwotne
pozalogiczne: l" terminy algebry Boole'a (np. relacje inkluzji boolowskiej c,
która mozna czytac jako "bycie kawalkiem" czegos, aby uniknac sugestii
atomicznosci, która na p_ocz~tk~nie je~t za!9zona)2-2~ pojecie domkniecia,
spelniajace aksjomaty: XuY = XuY, X = X, XcX, 0= O. Latwo mozna wykazac,
ze zamiast pojecia domkniecia terminem pierwotnym specyficznie topologicznym
moze byc równie dobrze pojecie wnetrza, albo pojecie ograniczenia, pojecie
elementu otwartego, lub pojecie elementu domknietego. Powstaje wiec
przypuszczenie, ze dla tej teorii, lub dla teorii nieco mocniejszej (przestrzeni
topologicznych, dla których zaklada sie atomicznosc i domknietosc atomów),
spójnosc jest po prostu jednym z mozliwych terminów pierwotnych. Otóz tak nie
jest, poniewaz prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Na gruncie twierdzen algebry domkniec domkniecie nie jest deJiniowalne przy
pomocy spójnosci.

Znaczy to, ze nie mozna wyprowadzic w algebrze domkniec ani w algebrze
przestrzeni topologicznych twierdzenia, które mogloby byc definicja domkniecia
i w definiensie mialoby wylacznie terminy algebry Boole'a i pojecie spójnosci.
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Dowód powyzszego twierdzenia jest bardzo prosty. Wystarczy pokazac model,
w którym przy dwóch róznych interpretacjach domkniecia pojecie spójnosci
byloby takie samo. Modelem takim sa liczby naturalne, o których mozna
zalozyc zarówno, ze kazda jest izolowana (czyli ze stanowia tzw. topologie
dyskretna), jak i ze liczba O jest granica ciagu dyskretnego pozostalych liczb.
Dla kogos, kto chce operowac wyobraznia geometryczna, musimy skonstruowac
dwa modele zlozone z liczb rzeczywistych (rysunek 5):

M.I

MI = {O}u {2- ~ (dla n=FO)}'

° 1!Z 1+ {l}Ml.~~__ Ot: Ot 'f M2= 2- n (dla n=FO) u{2}..•- I l I Il l I M W modelu MI zaden punkt nie jest granica ciagu pozostalych, w modelu M2~ ~ ®~n punkt 2 jest granica ciagu pozostalych. Punkty obu modeli mozna ponumerowac
l" l :: : .... 1

--------;ln-----l--'--L--~ przYJmuJac, ze dla n=FOliczba n Jest numerem punktu 2- -. Numer O w modelu(' " '~JlII n
1 1J 11- . 2 MI dajemy liczbie rzeczywistej O, a w modelu M2 liczbie rzeczywistej 2. W ten

Rys. S. Na gruncie algebry domkniec sposób zamiast o liczbach rzeczywistych mozemy mówic o ich numerach. Otóz
domkniecie nie jest definiowalne przy pomocy istota argumentacji jest ta, ze mamy dwa rózne pojecia domkniecia, a ibiory
spójnosci. spójne sa w obu przypadkach takie same, bowiem w obu modelach zbiorami

spójnymi sa wylacznie zbiory jednopunktowe. W takim przypadku ogólne
twierdzenia logiki mówia, ze to pojecie, które mozna interpretowac na dwa rózne
sposoby, nie jest definiowalne za pomoca pojecia, które w obu interpretacjach
zachowuje ten sam sens.

Rzecza dosc naturalna jest poszukiwanie definicji domkniecia za pomoca
spójnosci w przestrzeniach, w których spójnosc gra jakas istotna role - takimi
sa przestrzenie spójne i lokalnie spójne. Otóz mozna dowiesc, ze:

Na gruncie topologii przestrzeni spójnych i lokalnie spójnych domkniecie nie jest
def(niowalne przez spójnosc.

W dowodzie podaje sie dwa modele, w których zbiory spójne sa izomorficzne,
ale izomorfizm, który dobrze przenosi spójnosc, nie przenosi domkniecia
(rysunek 6). Oba modele skladaja sie z ciagu odcinków promieniscie
wychodzacych z tego samego punktu centralnego O w okreslonych kierunkach.
Kierunki te niech maja np. katy o mierze lukowej równej l/n+ Iw stosunku do
osi x-ów. Natomiast na osi x-ów nie ma odcinka ani w jednym modelu, ani
w drugim. W modelu MI wszystkie te promienie maja te sama dlugosc. W modelu
M2 sa coraz krótsze i daza do zera. Izomorfizm polega na proporcjonalnym
skracaniu promieni. W ten sposób zachowuje on spójnosc, a nie zachowuje
domkniecia, bowiem w modelu M2 punkt centralny jest granica 'konców promieni,
a w modelu MI oczywiscie nie jest.

Tak wiec startujac od pojecia spójnosci mamy do czynienia z teoriami zasadniczo
innymi niz algebra domkniec. Stad np. powstaje otwarte zagadnienie, czy zbiór
twierdzen zawierajacych wylacznie pojecie spójnosci oraz pojecia boolowskie
(czyli takich twierdzen jak Al-A4), oraz wyprowadzalnych w algebrze domkniec
jest skonczenie aksjomatyzowalny, lub aksjomatyzowalny za pomoca pewnych
ogólnych schematów, czy nie?

Rys. 6. Na gruncie topologii przestrzeni
spójnych i lokalnie spójnych domkniecie nie
jest definiowalne przez spójnosc.

,,,,
.

Jl :
, r la I

o~~-------_l.._>x

Mz

o

M1

Lokalna spójnosc. Zbiór (przestrzen) jest
lokalnie spójny (- a). gdy w kazdym otoczeniu
kazdego punktu istnieje takie otoczenie tego
punktu. które jest spójne. Otoczenie punktu p
to kazdy zbiór G. którego wnetrze zawiera
punkt p. Tzw. sinusoida zageszczona: y = sin lix
wraz z odcinkiem lA. BI jest zbiorem
spójnym, lecz nie lokalnie spójnym, poniewaz
"male" otoczenia punktów odcinka lA. BI nie
sa spójne (rys. III). Zbiory. które sa spójne.
ale nie lokalnie spójne, przecza niektórym
potocznym intuicjom spójnosci, moga na
przyklad przechodzic przez siebie nie
przecinajac sie (rys. IV).

Zadanie: jak opisac, ,normalnie" fakt
"przechodzenia jednej krzywej przez drulll".
pokazany na rysunku IV?

A A.{O,1)i B.{O,-1)f f\ ~xV \.J ..
B

Rys. III. Sinusoida zageszczona. Rys. IV. Te krzywe sie nie przecinaill.
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Rys. 7. Ciag {p"} dazy do p, suma AuB
musi byc wiec spójna.

Przestrzen euklidesowa to zbiór R" (n;o O,

tj. produkt kartezjanski skonczonej liczby

przestrzeni liczb eczywistych R.

R)'s. 8. Idac po dowolnej drodze spójnej
idziemy zawsze jakis czas po A, a zatem p

lezy wewnatrz A.

Definicja domkniecia w przestrzeniach lokalnie skonczenie podzielnych. Ta nazwa
oznaczam przestrzenie, w których w kazdym otoczeniu dowolnego punktu istnieje
takie otoczenie G tegoz punktu, ze skladowych uzupelnienia otoczenia G jest
skonczenie wiele. Dla takich przestrzeni nasuwa sie dosc intuicyjna definicja
domkniecia:

p E X ~ istnieje taki ciag {Pn} punktów zbioru X, ze A (A i B sa spójne A
A,B

A P E A A nieskonczenie wiele pn nalezy do B -. AuB spójne).

Takie okreslenie zgodne jest ze znana do tej pory definicja domkniecia.
Wynikanie (-.) jest dosc oczywiste. Dowodzac wynikania odwrotnego
zakladamy, ze p E X i rozwazamy dowolny ciag Pn punktów zbioru X. Wszystkie
pn od pewnego miejsca musza lezec poza pewnym otoczeniem (zbiorem otwartym)
G. Skoro przestrzen jest lokalnie skonczenie podzielna, to dla G' c G istnieje
skonczona ilosc skladowych uzupelnienia G'. A wiec nieskonczenie wiele Pn musi
nalezec do którejs skladowej tego uzupelnienia. Skladowa ta jest wiec takim
zbiorem B, a zbiór jednopunktowy {p} zbiorem A, dla których prawa strona
powyzszej równowaznosci jest falszywa.
Interesujace wydaje sie poszukac takiej definicji domkniecia, która nie
operowalaby ciagami i skonczonoscia, ani nawet punktami, a wiec która mozna
by przyjac nie zakladajacatomicznosci przestrzeni. Podstawowe i pierwotne
wyobrazenia geometryczne sa bowiem makroskopowe, stad interesujace wydaje
sie pytanie, jak wiele z topologicznych rozwazan mozna przeprowadzic nie
przyjmujac, ze istnieja jakies takie niestwierdzalne najmniejsze twory
"nieskonczenie male" zwane punktami. Otóz istotnie, na podstawie nieco innych
intuicji mozna sformulowac definicje nie odwolujaca sie do punktów. Natomiast
w oparciu o intuicje zwiazane z powyzej podana definicja i dla tak ogólnej
kategorii przestrzeni nie potrafie podac prostszej lub bardziej boolowskiej definicji
domkniecia, która by nic operowala punktami lub pojeciem nieskonczonosci.

Definicja domkniecia w przestrzeniach euklidesowych. Podstawowe wyobrazenia
przestrzenne wiaza sie z przestrzeniami euklidesowymi. Na gruncie tych przestrzeni
majac intuicje spójnosci mozna okreslic domkniecie. Nadto prosciej w tym
przypadku przedstawia sie definicja wnetrza. Podam najpierw definicje wnetrza
operujac punktami:

p E Int A ~ A (L spójne A q E L A q i= p -.
L,q

-. A (p E C A C jest skladowa LnA A C i= {p}».c
Intuicje tej definicji mozna opisac nastepujaco (zob. rys. 8). Punkt p nalezy do
wnetrza zbioru A, jesli idac od punktu p w dowolnym kierunku (wyznaczonym
przez pewna dowolna droge spójna L) ku pewnemu innemu dowolnemu punktowi
q, bedziemy zawsze szli przez pewien czas po punktach ze zbioru A. Wynikanie -.
jest mniej wiecej oczywiste. Dowodzac odwrotnego, gdy p rt Int A, ale p E A
bierzemy pewien ciag {on} punktów spoza A taki, ze p = lim {On} i laczymy
punkty tego ciagu czyms w rodzaju lamanej z punktem p na koncu. Taka lamana
L falsyfikuje prawa strone równowaznosci.
Przejscie do definicji nie operujacej punktami mozna zrobic nastepujaco.
Najpierw okreslamy, kiedy pewien element X jest "kawalkiem" wnetrza
elementu A:

X c Int A ~ A {Yi=OA YcX -. V Z i= O"ZCYA A {L spójne ALnZ i= A
Y Z L

A L i= O -. V (C jest skladowa LnAA CnZ i= OA C-Z i= O»).. c
Wnetrze okreslamy teraz jako sume boolowska wszystkich jego kawalków.
Przyjmujac, ze F(X, A) jest formula zdaniowa z prawej strony powyzszej
równowaznosci, element S bedacy suma takich X, dla których F(X, A), jest
jedynym spelniajacym warunki:

A (F(X, A) -. XcS)
y

A (A (F(X, A) -. XcY) -. ScY).y x

Usprawiedliwieniem tej definicji jest wykazanie jej prawdziwosci
w przestrzeniach euklidesowych rozumianych punktowo. Jesli cos jest prawdziwe
przy punktowym wyobrazeniu przestrzeni, to znaczy, ze jest niesprzeczne, jak
na to wskazuje kilkusetletnie doswiadczenie matematyczne operujace punktami.
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X~ {(x,y):(2y-.d(y-x-ll=O)=

= {(x.y):2y- ,. (I'\'·f. ,J: 1'- x-l = Ol.

~\ 1 I .\ l ole :roa l.blor.1fl\1 ~lgchralC1.nymi.

a X = X,uX, tak ..

7 ilu .. la\\alk\')\\" ••U.ld,l 'd~ ten l.blór?

\ len filII'>

Zbiory: luk.owo spój n)' i lukowo nil:$póJn~.

Mozna miec jednak watpliwosci, czy punktowe wyobrazenie przestrzeni jest
najwlasci wsze.
Zakonczenie. Ogólny sens tych uwag polega na zachecie do myslenia na gruncie
topologii w sposób uruchomiajacy pewne elementy wyobrazni, które moze nie
byly dosc wykorzystane:
1. Rozpoczecie rozwazan od intuicji spójnosci. Znalezienie ladnej aksjomatyki
minimalnej i stopniowych jej wzmocnien. Podanie szeregu pojec definiowalnych
za pomoca spójnosci, których rozwazanie wydaje sie naturalne jako pierwszy
etap rozwoju teorii startujacej od spójnosci, poprzedzajacy nawet definicje
domkniecia, lub po prostu zmierzajacy w innym kierunku, nie korzystajacym
z pojecia domkniecia.
2. Nie operowanie wyobrazeniem punktu, a wiec rozwijanie teorii na gruncie
algebry Boole'a bez zalozenia atomicznosci.

Jeden kawalek, czy nie?

W teonacn matematycznych spotyka sie wiele realizacji idei "spójnosci". rozumianej jako
..skladanie sie z jednego kawalka". Zacznijmy od jednego z prostszych przykladów. Czy dwie
przecinajace sie proste stanowia (z intuicyjnego punktu widzenia) zbiór jednokawalkowy. czy nie?
Poglad. ze ten zbiór sklada sie z dwu oddzielnych prostych. "luzno. niejako przypadkiem.
o siebie zaczepionych" - jest chyba zupelnie do przyjecia?

I rzeczywiscie. w pewnych teoriach matematycznych taki zbiór jest wyraznie "niespójny". ma
dwie "skladowe". Aby wyrazic to scisle i bez cudzyslowów. ograniczmy sie moze do zbiorów
algebraicznych na plaszczyznie. Tak nazywamy zbiory. które mozna opisac ukladem równan
fI (x. y) = o ....• I.(x. y) = o. w którym n jest pewna liczba. aft ... ,1. - wielomianami. Gdy
rozpatrujemy plaszczyzne kartezjanska R2• to zamiast ukladu jaki napisalismy mozna wziac
tylko jedno równanie: n+ ... +f~= O. Albowiem suma kwadratów liczb rzeczywistych jest
zerem wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie one sa równe O. Ale np. nad cialem liczb zespolonych
to juz nie to samo.
Definicja. Zbiór algebraiczny X nazywamy algebraicznie spójnym (czesciej uzywa sie terminu:
nieprzywiedlny lub nieredukowalny) jezeli nie da sie przedstawic jako suma Xl v X2, gdzie Xl. X2

sa niepuste. rózne od X i tez algebraiczne.
Twierdzenie (latwe, ale nie dowiedziemy). Kazdy zbiór algebraiczny jest suma skonczonej liczby
zbiorów nieprzywiedlnych (zwanych jego skladowymi).
Przyklad. Suma dwu przecinajacych sie prostych jest oczywiscie algebraicznie niespójna
(przywiedlna). Z drugiej strony, hiperbola jest nieprzywiedlna. Dlaczego?

Wiele innych spójnosci rozwazanych w matematyce mozna ujac w taki schemat:
Dane sa dwie klasy zbiorów. pierwsza nazwijmy zbiorami Lepszymi. druga - Gorszymi. przy
czym zbiór pusty jest Gorszy (przyklad 1: L = zbiory nieskonczone. G = zbiory skonczone.
przyklad 2: L = wielosciany. G = lamane w przestrzeni). Zbiór X nazywamy niespójnym. gdy
da sie przedstawic w postaci X = Xl vX2• gdzie X •• X2 sa Lepsze, rózne od X, a XlIIX2 jest
zbiorem Gorszym (zob. rysunki).

Jeszcze inne spojrzenie na "spójnosc" mozna otrzymac rozumujac jakos tak. Obszar X uznamy
za "spójny". jezeli z kazdego jego punktu mozna "dostac sie" do dowolnego innego. Gdyby
zniszczyc wszystkie mosty (oraz lódki itp.) w kraju pocietym kanalami. to dla osób umiejacych
plywac pozostalby on spójny. a dla nieplywajacych - rozpadlby sie na oddzielne "skladowe"
(wyspy. mówiac po prostu). W topologii rozpatruje sie czesto zbiory lukowo spójne. to jest
takie. ze od kazdego punktu mozna dostac sie do drugiego po luku. Z pozoru banalne pojecie
,.spójnego kawalka" okazuje sie po blizszym spojrzeniu bardzo interesujace i z pewnoscia
oedziemy don wracac.

M. Sz.
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Konkurs prac maturalnych-i co dalej?
Jak iriformowalismy w 8(56) numerze Delty z sierpnia ub r, konkurs na najlepsza prace maturalna
z matematyki zakonczyl sie w czerwcu 1978 L, W Poznan'u finalem oraz wreczeniem przyznanych
medali, nagród i dyplomów.

Jaki byl przebieg konkursu? Wzielo w nim udzial 26 uczestników, którzy nadeslali 25 prac
(jedna z prac miala dwu autorów). Byl to zapewne dosc nikly procent ogólnej ilosci prac
maturalnych z matematyki, jakie powstaly w L szk. 1977/78, co chyba po czesci wynikalo z dosc
póznego ogloszenia konkursu (p~lny regulamin - w Delcie 2/1978, notatki w Trybunie Ludu
i Sztandarze Mlodych - w kwietniu 1978).

Ocena nadeslanych prac prowadzona byla przez Komisje Konkursu na poczatku maja. Kazda
prace ocenialo wstepnie dwóch czlonków Komisji - matematyków pracujacych w uczelniach lub
instytutach naukowych. Czesc opracowan zostala wyeliminowana juz w tej fazie: byly to
prace-nieporozumienia, sprowadzajace sie do zreferowania pewnych partii podrecznika
szkolnego l ub do rozwiazania pewnej ilosci zup~lnie typowych zadan. Nad pozostalymi pracami
przeprowadzono bardziej szczególowa dyskusje w pelnym skladzie Komisji, której
przewodniczacym byl prof. dr Leon JeSmanowicz.

W wyniku dyskusji Komisja zakwalifikowala do finalu 6 prac, które zostaly przekazane do
szczególowych recenzji, z zaleceniem przeanalizowania oryginalnosci ujecia i poprawnosci
uzyskanych wyników. Autorzy prac zakwalifikowanych do finalu otrzymali zawiadomienia,
zawierajace zaproszenia do udzialu w dorocznej Sesji Naukowej i Walnym Zgromadzeniu
Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz prosbe o przygotowanie sie do krótkiego (15 min.)
referatu na temat pracy i udzialu w dyskusji.

W wystapieniu nalezalo m.in. wyeksponowac to, co Autor uwazal za najciekawsze,
najwazniejsze lub najtrudniejsze w pracy, oraz wyjasnic, na czym polegal wklad Autora
w opracowanie tematu i czym praca róznila sie od wykorzystanych zródel. Zaproszenia do

udzialu otrzymali równiez nauczyciele - opkkunowie prac finalowych.

Final odbyl sie 5 czerwca w czasie Sesji Naukowej PTM w Poznaniu. Po wystapieniu kazdego
z finalistów odbywala sie publiczna dyskusja, w której wzieli udzial uczestnicy Sesji i Waln:go
Zgromadzenia PTM oraz goscie. Szczególna uwage w dysku'sji zwracano na oryginalnosc wyników
lub ujecia.

Recenzje, referaty i przebieg dyskusji staly sie podstawa do podjecia ostatecznych decyzji przez
Komisje Konkursu. Z protokolu posiedzenia Komisji:

,,[ ... ] Komisja na zamknietym posiedzeniu postanowila przyznac zloty medal Pawiowi Domanskiemu za prac~
«Liczby Fibonacciego». Praca pana Pawla Domanskiego oraz wygloszony przez niego referat wyróznialy sie
dojrzaloscia matematyczna, glówne przedstawione wyniki byly wlasnymi wynikami autora pracy.
Srebrny medal postanowiono przyznac pani Urszuli Lach za prace «Równania rózniczkowe i ich niektóre zastosowania

w fizyce». Praca byla referatowa, ale opracowanie wlasne, dokladnie i metodycznie przedstawiona, ciekawe ujecie.
Brazowy medal Komisja postanowila przyznac pani Boguslawie Grzywacz za prace «Przeksztalcenie afiniczne
plaszczyzny na plaszczyzne w ujeciu analitycznym». Ta praca w zasadzie referatowa miala pewne cechy oryginalnosci

w ujeciu tematu. Autorka bardzo ladnie bronila swojego punktu widzenia i wykazala duze zrozumienie i spora ilosc
wiedzy.

Komisja postanowila przyznac jedna pierwsza nagrode Ministerstwa Oswiaty i Wychowania panu PawIowi
Domanskiemu, dwie drugie nagrody MOiW paniom Urszuli Lach i Boguslawie Grzywacz.

Komisja postanowila nie przyznawac trzeciej nagrody, natomiast przyznac wyróznienie pani Irenie Kranc za prace

«Rachunek zdan i niektóre jego zastosowania w dowodzeniu». Praca ta - przy wielu mankamentach - byla wlasna
próba opracowania tematu. Po referacie i dyskusji, niektóre usterki pracy zostaly wyjasnione na korzysc autorki.
[... ] Biorac to wszystko pod uwage postanowiono przyznanym wyróznieniem podkreslic duzy wklad pracy i inwencje
pani Ireny Kranc.

Pozostale dwie prace [... ] nie zasluguja zdaniem Komisji na zadne wyróznienie. Obie te prace zbyt mocno oparte sa
o popularne opracowania i nie posiadaja w ujeciu tematu cienia oryginalnosci.
Ponadto Komisja postanowila przyznac nagrody Ministerstwa Oswiaty i Wychowania nauczycielom - opiekunom
prac medalistów.

Sa to: pani mgr D. Wisniewska, pan mgr Alfons Hajok, pani mgr Cecylia Terlikowska. [... l"

Specjalnie wybite medale oraz dyplomy zostaly uroczyscie wreczone - obok tzw. Wielkich
Nagród PTM i Nagród dla mlodych matematyków - na otwarciu Walnego Zgromadzenia
PTM przez Prezesa Towarzystwa, prof. dr Wladyslawa Orlicza. Nagrody i wyróznienie wreczyl
uczestniczacy w pracach Komisji Konkursu przedstawiciel Ministerstwa Oswiaty i Wychowania,
dr Waclaw Wierzbicki.

Przebieg konkursu 1978 nasunal szereg wniosków i refleksji. Po pierwsze - na temat samych
prac. Charakter ich byl bardzo zróznicowany.
Autorzy czesci prac podjeli za zadanie zebranie i usystematyzowanie wiadomosci, nie
wykraczajacych w zasadzie poza program szkolny, ale pojawiajacych sie w róznych kontekstach
i w róznych klasach lub na róznych przedmiotach (do tej kategorii naleza prace, które uzyskaly
medale srebrny i brazowy).
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Rozwiazanie zadania M t8t,
Tylko dwa razy: w poludnic i o p61nocy.
Duza wskazówka pokrywa sie z mala II razy
na dobe: pierwszy raz 5 5/11 minuty po
pierwszej. Wtedy sekundnik dochodzi do 6,
nastepnie lO minut i lO/II po drugiej, ale
wtedy ackundnik dochodzi do 12. Po
sprawdzeniu wszystkich polozcn dojdziemy
do srormulowanca:o na wstepie wniosku.

~~®

Czesc autoróW poszla dalej - zaproponowane przez nich przeglady wybranych informacji
z jakiejs dziedziny wymagaly operowania wiadomosciami znacznie wykraczajacymi poza program
szkolny (co na ogól okazywalo sie zadaniem przekraczajacym sily i mozliwosci autorów).
W niektórych - stosunkowo nielicznych - opracowaniach autorzy pokusili sie o uzyskanie
samodzielnego wkladu w matematyke, rozstrzygniecie pewnych problemów, których
rozwiazania nie byly im znane (do tej kategorii nalezala zarówno praca nagrodzona zlotym
medalem, jak i prace, którym nie udalo sie zakwalifikowac do finalu).
Nie jest chyba przypadkiem, ze wszystkie nagrodzone prace podejmowaly problemy, do
omówienia których wystarczala w zasadzie poglebiona znajomosc programu szkolnego.
Wynikaloby stad, ze warto inwestowac czas i wysilek w oryginalnosc ujecia znanego materialu
lub rozwiazywanie problemów dajacych sie na tym gruncie sformulowac, a nie w uczenie sie
teorii bardzo zaawansowanych, wchodzacych w zakres nauczania na wyzszych uczelniach.
W trakcie swych prac Komisja odniosla równiez wrazenie, ze w wielu przypadkach opieka
nauczyciela byla zbyt watla: autorzy podejmowali zadania albo zbyt ambitne, albo zbyt
uproszczone - w obu przypadkach praca byla skazana na niepowodzenie.

Druga grupa refleksji dotyczyla samego konkursu. Zostal on zgodnie oceniony jako udany
i Walne Zgromadzenie PTM zalecilo organizowanie go w latach nastepnych. Konkurs
ubiegloroczny przyniósl wiele doswiadczen, które wykorzystane zostana w tegorocznym. Zostanie
zapewne nieznacznie zmodyfikowany regulamin Konkursu i jego organizacja, jednak podstawowe
zalozenia zostana zachowane. Regulamin Konkursu 1979 opublikujemy w lutowym numerze
Delty, ale juz teraz zapraszamy tegorocznych maturzystów i ich nauczycieli do wziecia w nim
udzialu.

Tadeusz B. IWINSKI

Z-ca Przewodnic~acego Komisji Konkursu 1978

Uogólnione ciagi Fibonacciego

Pawel DOMANSKI

Skr6t pracy nagrodzonej zlotym medalem
w konkursie Polski_ao Towarzystwa
Matemacycznego i redakcji Delty na najlepsza
prace maturalna z matematyki w roku 1978.

Przypomnijmy sobie definicje zwyklego ciagu Fibonacciego; jest to taki ciag {u.}, ze

Uo = O, Ul = l oraz u.+z = U.+1+ U•.

Jak mozna uogólnic to pojecie? Oczywiscie ciag Fibonacciego jest przedstawicielem zbioru
ciagów {B.} spelniajacych warunki:

BI = a, Bz = b, B.+z = sB. + l +tB.,

gdzie a, b, s, t E C; s, t ~O.

Pokazemy pózniej, ze dla badania podzielnosci wygodniejsze bedzie inne, nieco wezsze
uogólnienie. Umówmy sie mianowicie, ze uogólnionym ciagiem Fibonacciego nazwiemy kazdy
taki ciag {A.}, w którym

Ao = O; Al = l oraz A.H = kA'+1 +cA.,
(m, n) - najwiekszy wsp61nydzielnik liczb
min. gdzie (k, c) = 1; k, c E C- {O}.

Przy dowodzie tych wzorów nie odgrywa zadnej roli warunek (k, c) = 1. Dosc trudne jest
znalezienie powyzszych wzorów i ciekawe byloby przedstawienie ogólnych metod znajdowania
takich wzorów.

Istnieje takze wzór, który daje wartosc A. jako funkcje numeru wyrazu. Dla zwyklego ciagu
Fibonacciego nosi on nazwe wzoru Bineta od nazwiska Francuza, który go po raz pierwszy
dowiódl w 1843 roku.

Indukcyjnie dowodzi sie, ze jezeli x" Xz sa pierwiastkami równania

xZ-kx-c = O,

Xl = Xz = X, A. = nx"-l.

A. = x~-x'1
XI-XZ

XI~XZ'

/gdY

to:
gdy

Rozwiazanie zadania M 182.
Niech N = a.+a.1O+ ... +a.IO·.
Modulo 45 mamy
a.+a,· 10 '" a.+a,· 10
a, . lO' '" a, . lO, bo 100 •• 100mod 45)
a, . lO' '" a,' lO, bo 1000 '" 100mod 45)
a.' 10" '" a.' 10.
Dodajac,mamyN •• ao+IO(a,+ ... +a.).
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A. I. Markuszewicz, Ciagi rekurencyjne,
Warszawa 19S5

Indukcyjny dowód znalezionych wzorów jak równiez dowody przedstawionych
nizej interesujacych oszacowan dotyczacych zwyklego ciagu Fibonacciego nie przedstawiaja juz
wiekszych trudnosci.

Dla zwyklego ciagu Fibonacciego prawdziwe sa ponadto nastepujace oszacowania:

oraz

lim U.H
n_oo --u:- = cx, gdzie

CX = l+yS
2

Porównaj zadanie M 156 w Delcie 4/1978

I cx' I 1
u--- <-

• ./- 2 'y 5 I

które pozwalaja latwo znalezc wyrazy ciagu {U.}. Wiaza one tez w ciekawy sposób ciag {U.}
z liczba 0(, która jest stosunkiem tzw. zlotego podzialu.

Równosc ta byla kluczem do rozwiazania jednego z zadan ostatniej Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Zadanie brzmialo: dane ra funkcjerosnaecf(n),g(n) takie.
ze {f(I);/(2);f(3); ... } i {g(l); g(2); g(3); ..• } sa rozlacznymi zbiorami, które w sumie daja caly zbiór liczb calkowitych dodatnich oraz zac! ·>dzigen) = f(f(n» + I.

Obliczycf(240). Mozna bylo zauwazyc, ze coraz lepszymi przyblizeniami funkcji f byly funkcje [f n l, [f n]. [~n l, a zatem funkcje ""aci [ u~:l n]. Stad na
podstawie omawianej równosci mozna bylo postawic bipotezef(n)= [anI, co okazywalo sie prawda. Analogicznie gen) = [a>nl. Dowód obu równosci byl stosunkowo prosty.

Wrócmy jednak do podzielnosci. Wypiszmy kilka (mozliwie wolno rosnacych) ciagów, aby
przekonac sie o pewnych prawidlowosciach:

n

U. (k = 1, c = l)

A. (k = 3, c = - 2)

A. (k = 1, c = 6)

l
l
l

2

3

3

2

7

7

4

3

15

13

5

5

31

55

6

8

63

133

7

13

127

463

8

21

255

1261

9

34

511

4039

H. H. Bop06beB, f/uC/ItJ <1>u6oHa••••u. MOCKBa
1964

Najpierw zajmijmy sie pytaniem, jakie liczby naturalne sa dzielnikami wyrazów uogólnionych
ciagów Fibonacciego. Mozemy przypuszczac, ze bedzie to w jakis sposób zalezec od k i od c.
Spróbujmy uchwycic te zaleznosci na podanych przykladach. Dosc latwo dostrzegamy, ze
w drugim z podanych ciagów sa same liczby nieparzyste, ale sa liczby podzielne przez 3, zas
w trzecim ciagu wszystkie wyrazy sa nieparzyste, niepodzielne przez 3. Nie jest to przypadkiem,
gdyz prawdziwe jest twierdzenie:

Kazdy wyraz ciagu {A.} (oprócz Ao) jest wzglednie pierwszy z c.

Gdyby np. A. nie byl wzglednie pierwszy z c, to ze wzoru A. = kA.-1 +cA.-1 oraz
(k, c) = 1 wynika, ze A'-l nie jest wzglednie pierwszy z c.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze
Al i c maja wspólny dzielnik wiekszy od 1, czyli uzyskujemy sprzecznosc z zalozeniem Al = l.
Obserwujac pierwszy z wypisanych ciagów mozna dostrzec jeszcze jedna wlasnosc. Zachodzi
nastepujace twierdzenie:

dla kazdej liczby naturalnej wzglednie pierwszej z c mozna znalezc w ciagu {A.} wyraz o numerze
niezerowym, niewiekszym od kwadratu rozpatrywanej liczby naturalnej, podzielny przez te liczbe.

W celu wykazania tego przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej n uporzadkowana pare liczb
naturalnychf(n) = <rlorl> taka, ze rl jest reszta z dzielenia A.+ l> a rl reszta z dzielenia A.
przez p. Róznych par moze byc najwyzej pl, a zatem wsród par f(0),/(1),/(2), H' .J(pl) istnieja
dwie identyczne. Latwo zauwazyc, zejezelif(x) if(y) (x#y) sa identyczne, to takzef(x-l)
if(y-l) sa identyczne. Powtarzajac to rozumowanie dojdziemy do wniosku, ze któras z par
f(1),/(2), H.,/(pl) jest identyczna zf(O), a wiec reszta z dzielenia którejs z liczb Al> Al, H" A,>
przez p jest zerem.

W nieco bardziej skomplikowany sposób dowodzi sie, ze gdy p jest pierwsze, to dla zwyklego
ciagu Fibonacciego mozna w powyzszym twierdzeniu liczbe pl zastapic przez p + 1. Pozostaje
otwartym problemem, czy zachodzi to tez dla uogólnionych ciagów Fibonacciego.
Proponujemy teraz Czytelnikom, aby przyjrzeli sie wypisanym ciagom i spróbowali postawic
jeszcze jakies inne hipotezy dot) czace podzielnosci, a moze takze je udowodnic lub obalic.

Okazuje sie, ze uogólnione ciagi Fibonacciego zachowuja najwiekszy wspólny dzielnik, tzn.
zachodzi:

Inaczej mówiac najwiekszy wspólny dzielnik wyrazów o numerach n i m jest równy wartosci
bezwzglednej z wyrazu o numerze bedacym najwiekszym wspólnym dzielnikiem liczb n im.
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Rozwiazanie zadania M 183.
Dla ustalenia uwagi niech AB bedzie dluzsza
z cieciw. Oznaczmy przez D srodek luku
ABC i przez F punkt symetryczny do B

wzgledem prostej DO. Wówczas katy
oj: FAD i oj: DAB sa równe jako oparte na
równych lukach. Z punktu D zakreslamy
okrag o promieniu DB przecinajacy AB

w punkcie G. Poniewaz DF ~ DG, wiec
MAD El l1DAG, a zatem

AG = AF= CB.

Pozostaje do wykazania, ze prostopadla do
AB z punktu D dzieli GB na polowy. ale
to wynika z DG = DB.

c

(Opracowane na podstawie listu Jaroslawa

CELA z Konskich.)

--
Rozwiazanie zadania F 61
Oprócz sily F na cialo dziala si/a ciezkosci.
Skladowa sily ciezkosci w kierunku
prostopadlym do powierzchni (nacisk N)
wynosi mg cos <l. Natomiast skladowa

w kierunku stycznym do plaszczyzny
i prostopadlym do F jest równa mg sin".
Aby cialo poruszyc, nalezy przylozyc sile F
o wartosci co najmniej takiej, aby wypadkowa
FI tej sily i skladowej sily ciezkosci byla
równa fN (zob. rys.). Mamy wiec

YFl+miglsin.1cc ~ [mg COl Cl.

S~d

F~ mgy/2cos1Cl-sin2a.

Warto zwrócic uwage, ze najmniejsza si/a F
niezbedna do poruszenia ciala jest mniejsza
nizfN.

Przeprowadzenie dokladnego dowodu pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom,
ograniczajac sie tylko do naszkicowania jego glównych etapów:
a) Prawdziwy jest wzór: An+m = An+t A",+cAnA"'-l'
b) A", dzieli wyrazy o numerach bedacych wielokrotnosciami m. Wynika to z zastosowania

poprzedniego wzoru do Ama+",'

c) Dwa kolejne wyrazy ciagu {A.} sa wzglednie pierwsze.
d) Gdy zastosujemy algorytm Euklidesa do liczb n i m i uzyskamy ponizsze równosci

m = nql +rj,

n = rlq2+r2,

r, = r'-lq,

to zachodzi (A"" A.) = (An, Ar.) = ... = (Ar'_I' Ar,).
Wynika to z równosci A", = Anql HI i wzoru a).
Ostatnie stwierdzenie konczy dowód.

Na wstepie obiecalismy wyjasnic, dlaczego przyjelismy akurat takie uogólnienie pojecia ciagu
Fibonacciego. Uczynilismy to z dwóch wzgledów. Po pierwsze, jak widac z przedstawionego
wyzej szkicu dowodu, kluczowe znaczenie ma wzór oznaczony litera a). Okazuje sie, ze

(pomijajac malo interesujace ze wzgledu na podzielnosc ciagi zawierajace nieskonczona liczbe zer,
jedynek lub minus jedynek oraz ciagi geometryczne) warunkiem koniecznym na to, aby ciag liczb
calkowitych {an} spelnial wzór a) jest, by byl on uogólnionym ciagiem Fibonacciego.

A zatem mozna powiedziec, ze wzór a) w jakis sposób definiuje uogólnione ciagi Fibonacciego.
Jest jeszcze jedna racja sklaniajaca do przyjecia takiej, a nie inn~j definicji ciagu uogólnion~go.
Wezmy pod uwage ciagi {Bn} zdefiniowane na poczatku niniejszego artykulu. Okazuje sie, ze

ciag {Bn} zachowuje najwiekszy wspólny podzielnik wtedy i tylko wtedy gdy spelnia nastepujacy
warunek: Bn = zAn' gdzie z jest liczba calkowita rózna od zera jednakowa dla wszystkich n.

Mozemy wiec powiedziec, ze w pewnym sensie zbiór uogólnionych ciagów Fibonacciego, wedlug
przyjetej przez nas definicji, jest "najszerszym" zbiorem ciagów majacych ze wzgledu na
podzielnosc te same wlasnosci co zwykly ciag Fibonacciego i to wlasnie zadecydowalo
o przyjeciu odpowiedniej definicji, chociaz oczywiscie stanowi to samo w sobie bardzo

interesujacy fakt. Spróbujmy jeszcze naszkicowac dowód drugiego z zacytowanych twierdzen.
Zalózmy, ze B. zachowuje NWD, a wtedy Bl dzieli wszystkie wyrazy ciagu {Bn}.
Mozemy zastapic ciag {B.} ciagiem {bn} takim, ze bnBI = Bn. Ciag {b.} równiez zachowuje
najwiekszy wspólny dzitlnik oraz spelnia warunki bl = l, b2 = d, bn+2 = sb. + 1+ tbn, gdzie
d,s,tEC-{O}.

Zauwazmy, ze gdyby s i t mialy wspólny dzielnik wiekszy od jednosci, to wchodzilby on w coraz
wyzszej potedze do rozkladu liczb blo b2, b3, ••• , b. i przeczyloby to warunkowi (bn, bn+1) =
= bl = l.
Wykazalismy, ze (s, t) = l, a podobnie jak dla ciagów {An} mozemy wykazac, ze (bn, t) = l,
oraz ze b.+", = A",bn+1 +CA"'-l b., gdy s = k i t = c.

Przepisujac ostatni wzór w postaci b2m = A",+ l bm + cA",b",-1 widzimy, ze b", dzieli lewa strone,
jak równiez pierwszy skladnik prawej strony, czyli dzieli tez drugi skladnik prawej strony
powyzszego wzoru. Wobec tego b", dzieli A"" a w szczególnosci b2n = k. Zajmijmy sie teraz
liczbami nieparzystymi p. Przedstawiajac za pomoca wzorów Ap = A2Ap-1 +cA1Ap-2 oraz
bp = b2A"-1 +cblAp-2 wyrazenie Ap-nbp, uzyskujemy równosc:

Ap-nbp = cAp-20-n).

Z drugiej strony bp dzieli Ap-nbp, wiec bp dzieli l-n dla dowolnego nieparzystego p.
Udowodnilismy, ze l-n jest zerem, co konczy dowód naszego twierdzenia.
Bardzo ciekawe sa zastosowania poznanych twierdzen. Proponujemy Czytelnikom zapoznanie
sie z tymi zastosowaniami przez rozwiazanie kilku ponizszych zadan.
Zadanie 1. Dowiesc z zastosowaniem podanych wiadomosci twierdzenia o nieskonczonosci
zbioru liczb pierwszych.

Zadanle 2. Udowodnic, ze w przynajmniej jednym z uogólnionych ciagów Fibonacciego istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Zadanie 3. Udowodnic, ze nastepujace ciagi zachowuja najwieb/\ wspólny dzielnik:

m~"in.('N

a)

b)

(n) (n-l) (n-2)S.H = O + I + 2 + ...,
n

p.H = Laql gdzie a, q E C- {O}.
j=O

Zadanie 4. Dowiesc, ze (a-b)· NWW(I, 2, 3,4, ... , n)dzieli liczbe at -b\ gdzie
k = NWW (l, 2, 3, 4, ... , n2), a, b E C- {O}, (a, b) = l wtedy i tylko wtedy, gdy a, b nie sa
podzielne przez zadna z liczb l, 2, 3,4, ... , n.

10



Dlaczego rubin jest czerwony, siarka zólta, a diament
przezroczysty, czyli
kolorowy swiat krysztalów

ABSORPCJA

N
Q,7 D.6 as Q4

Kolor: czerwa:Yi >!Orty niebieski

Ky •. l

ABSORPCJA

Dr Andrzej HENNEL
l. Wprowadzenie

Wszyscy doskonale wiedza, ze w przyrodzie istnieje wiele barwnych krysztalów. Wystarczy
wspomniec tylko niebieski siarczan miedzi czy pomaranczowy dwuchromian potasu sposród
znanych zwiazków chemicznych, zólta siarke i czerwony selen sposród krysztalów atomowych
oraz wiele kamieni szlachetnych, np. czerwony rubin, niebieski szafir i zielony szmaragd.

Kolorowe sa równiez mniej znane na co dzien zwiazki pólprzewodnikowe, takie jak zólty siarczek

kadmu, zielony selenek kadmu czy pomaranczowy fosforek galu. Wiele sposród wymienionych
krysztalów mozna obejrzec na okladce czytanego wlasnie numeru Delty.

Warto zastanowic sie nad problemem, jakie wlasnosci krysztalów odpowiedzialne sa za ich kolor
oraz czy na podstawie koloru krysztalu mozna przewidywac jego wlasnosci. Okazuje sie, ze
rozstrzygniecie tak postawionego problemu nie jest latwe, gdyz istnieje kilka niezaleznych zródel
zabarwienia krysztalów.

Ogólnie rzecz biorac, barwa krysztalu wywolana jest przez absorpcje promieniowania widzialnego
o pewnych dlugosciach fal przez atomy krysztalu. Charakter tej absorpcji moze byc jednak
calkiem odmienny w róznych typach krysztalów. W dalszej czesci artykulu omówimy dokladnie
trzy podstawowe rodzaje absorpcji swiatla w krysztalach.

2. Absorpcja swiatla przez pojedyncze atomy krysztalu

Najlatwiejszym do zrozumienia rodzajem absorpcji promieniowania w krysztalach jest absorpcja
wewnatrzatomowa. Polega ona na wzbudzaniu elektronów znajdujacych sie na atomowych
poziomach energetycznych bez odrywania elektronów od atomu macierzystego. Elektronami
tymi nie moga byc elektrony walencyjne, które tworza wiazania w ciele stalym, ani tez elektrony
z powlok calkowicie zapelnionych. W zwiazku z tym najpopularniejszymi pierwiastkami, które
wchodzac w sklad krysztalu moga w taki sposób absorbowac promieniowanie, sa metale
przejsciowe takie jak zelazo, miedz, chrom czy nikiel. Wszystkie te pierwiastki maja niezapelniona
powloke (n = 3) ponizej powloki elektronów walencyjnych (n = 4). Warto zwrócic uwage, ze

sposród znanych zwiazków chemicznych z reguly sole metali przejsciowych sa kolorowe.
Wywolane jest to wlasnie przez absorpcje promieniowania wewnatrz powloki atomowej.
Klasycznym przykladem takiej absorpcji jest krysztal rubinu. Rubin jest to tlenek glinu AI203

z domieszkami kilku procent chromu. Czyste krysztaly AI203 sa bezbarwne. Po dodaniu
chromu pojawia sie ich charakterystyczne rubinowe zabarwienie. Widmo absorpcyjne rubinu
jest przedstawione na rys. 1. Widac, ze maksimum absorpcji przypada w obszarze swiatla
zóltego. Krysztal przepuszcza natomiast promieniowanie czerwone i czesc niebieskiego.
Mieszanina tych barw daje specyficzny kolor rubinu. Dalsze pasma absorpcji wystepuja
w nadfiolecie. Obserwowana na rys. 1 struktura absorpcji nie przypomina oczywiscie waskich
linii z widm swobodnych atomów. Wywolane jest to oddzialywaniem otoczenia w krysztale na
absorbujacy atom. Warto dodac, ze zabarwienie innych znanych kamieni szlachetnych takich
jak szafir, topaz czy szmaragd wywolane jest równiez przez domieszki z grupy metali
przejsciowych.

3. Absorpcja miedzypasmowa

W krysztalach wykazujacych wlasnosci pólprzewodnikowe wystepuje tzw. przerwa energetyczna
oddzielajaca zapelnione pasmo walencyjne od praktycznie pustego pasma przewodnictwa.
(Bardziej szczególowe informacje na ten temat mozna znalezc w Delcie z wrzesnia 1978 roku
w artykule poswieconym przewodnictwu cial stalych.)

Podstawowym rodzajem absorpcji w takich krysztalach sa w zwiazku z tym przejscia optyczne
elektronów z pasma walencyjnego do pasma przewodnictwa. Przejscia te zaczynaja sie bardzo
gwaltownie od energii fotonów równej wartosci przerwy energetycznej

hv = tJ.E

07 Q6
Kolor: C2ErWOOf zotty

Rys. 2

i tworza tzw. krawedz absorpcji.

Przykladowy przebieg absorpcji swiatla jako funkcji dlugosci fali dla krysztalów CdS
as Q4 ADtm) rrzedstawiony jest na rys. 2. Jak widac na rysunku promieniowanie czerwone, zólte i zielone

niebieski przechodzi swobodnie przez krysztal, natomiast barwy niebieska i fioletowa sa silnie absorbowane.
Dlatego tez krysztaly CdS sa pomaranczowo-zólte.
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Jak widac z tego krótkiego przegladu, kolorowy swiat krysztalów kryje w sobie wiele róznych,
bardzo nieraz zlozonych zjawisk. Ich zrozumienie umozliwilo konstrukcje przyrzadów
i elementów optycznych, takich jak róznego rodzaju fotokomórki i fotooporniki, lasery
krystaliczne, diody swiecace i wiele innych.
Jezeli po przeczytaniu tego artykulu Czytelnik inaczej bedzie patrzyl na kolorowe zwiazki
chemiczne i kamienie szlachetne, to zadanie, które postawil sobie autor, bedzie wykonane.

5. Zakonczenie

W niektórych krysztalach zaobserwowano istnienie krawedzi absorpcji podobnie jak
w pólprzewodnikach, jednakz: w krysztalach tych nie pojawialo sie fotoprzewodnictwo, tzn.
ich opór nie zmienial sie pod wplywem oswietlenia. Do krysztalów takich zaliczamy m.in. siarke,
bialy fosfor i jod. Krawedz absorpcji zóltych krysztalów siarki wyglada niemal identycznie jak
krawedz absorpcji CdS przedstawiona na rys. 2. Jednakze okazuje sie, ze zaabsorbowane swiatlo
nie powoduje pojawienia sie swobodnych nosników pradu elektrycznego. Siarka tworzy bowiem
zamkniete pierscienie Ss, które maja wlasna strukture energetyczna. Przejscie czasteczki Ss na
poziom wzbudzony nastepuje po absorpcji swiatla z niebieskiej czesci widma. Analogiczna
sytuacja wystepuje w innych nieprzewodzacych kolorowych krysztalach, np. bialy fosfor
zbudowany jest z czasteczek Ps a jod z czasteczek Jz.

4. Absorpcja swiatla przez czasteczki w krysztale

Typowe pólprzewodniki, takie jak german i krzem, maja przerwy energetyczne ponad
dwukrotnie mniejsze niz CdS. Ich krawedz absorpcji przypada w zwiazku z tym w bliskiej
podczerwieni, natomiast w swietle widzialnym sa one nieprzezroczyste. Odwrotnie, diament ma
bardzo duza przerwe energetyczna, która daje krawedz absorpcji dopiero w nadfiolecie
(A.~ 0,2 /lm). Dlatego wlasnie diamenty sa przezroczyste. (ich ewentualne slabe zabarwienie
wywolane jest przez domieszki).
Warto zwrócic uwage na fakt, ze jednoczesnie z wystepowaniem krawedzi absorpcji
w pólprzewodnikach, dla energii fotonów hv~ tlE pojawia sie bardzo silnie fotoprzewodnictwo.
Przeniesione do pasma przewodnictwa elektrony jak i dziury z pasma walencyjnego moga
bowiem poruszac sie swobodnie przez pewien czas po krysztale. Powoduje to bardzo silna zmiane
przewodnictwa krysztalu (czasami o wiele rzedów wielkosci), która znika po zaprzestaniu
oswietlania. Pojawianie sie i znikanie fotoprzewodnictwa w obszarze, w którym dany krysztal
silnie absorbuje promieniowanie, dowodzi tego, ze mamy do czynienia z pólprzewodnikiem.
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== Zadania

Redaguje dr Michal SZUREK

M 181. Mamy zegarek z dwiema wskazówkami i centralnym sekundnikiem. Ile razy w ciagu
doby te wszystkie trzy wskazówki pokryja sie?
Rozwiazanie na str. 8

M 182. Udowodnic nastepujaca ceche podzielnosci przez 45: do ostatniej cyfry danej liczby
dodajemy sume cyfr pozostalych pomnozona przez 10. Jezeli ta liczba dzieli sie przez 45, to
i wyjsciowa dzieli sie przez 45.
Ponadto, gdy po kilkakrotnym powtórzeniu takiego procesu dojdziemy do liczby llU1iejszej niz
45, to bedzie ona reszta z dzielenia wyjsciowej liczby przez 45.
Rozwiazanie na str. 8

M 183. Jezeli w luk ABC okregu wpiszemy linie lamana zlozona z cieciw AB i BC, to
prostopadla opuszczona na dluzsza cieciwe ze srodka luku dzieli lamana ABC na polowy.
(to twierdzenie znal juz podobno Archimedes)
Rozwiazanie na str. 10

F--+D
Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 61. Na plaszczyznie nachylonej pod katem ocspoczywa cialo o masie m. Wspólczynnik tarcia
statycznego ciala o te plaszczyzne jest równy f (I> tgoc). Jaka najmniejsza sile F nalezy przylozyc
do ciala w kierunku pokazanym na rysunku, aby je poruszyc?
Rozwiazanie na str. 10
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Ja mam dla ciebie ciekawsze zadanie-odpowiedzial Grzela

Pewnego mroznego popoludnia Bednarski powiedzial do Grzeli, pokazujac na rysunek
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i Bednarski zaczal sprawdzac swoje przypuszczenie ...

Ha, ha, ha. I teraz nie miales szczescia!

30--'
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Ale teraz juz wiem, ze to musi byc 28.

Rzeczl.!wi ~ cie ~

ale s.kad miaT e~'
pewno~~ ietok
nw !> i b"" ~

ze zdziwieniem zapytal Grzela

A czy Ty potrafisz wyjasnic, skad Bednarski wiedzial, ze to ma byc liczba 28? .
Bednarski zwierzyl sie Bednarskiej: wychodzac od liczby 30 w górnym kólku "obszedlem trójkat" wkolo tak, jak
wskazuja strzalki, stosujac oczywiscie zasade. Wówczas wrócilem do punktu startu z liczba 26. Gdy zaczalem od 29,
otrzymalem 27. Spostrzeglem, ze zmniejszenie o 1 liczby wyjsciowej powoduje zwiekszenie o 1 liczby otrzymanej na
koncu. Wystarczylo wiec wziac srednia arytmetyczna liczby wyjsciowej i otrzymanej.
Rolnicy postanowili sprawdzic, jak Soltys poradzi sobie z takim zadaniem. A oto jak próbowal

Spróbuj wyjasnic rozumowanie Soltysa.
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Grz~la pomilczal chwile i rzekl

Aja\tb,,\ h~k WZ\o,c

inne. liczb",!
w kwodrotQth~

To b'iTobLpwdne.

Mam 'ep~2'1pom~!.1

ZamiC).~t lrojkqla
wezm~ c.zwo\"okq+~

I w dalszym ciagu obowiazuje ta sama zasada - zastrzegl Bednarski

A ja wz;~Te m 1
; tez zqoch;To !>if,.

MQml{ wiec ~ozne
'ozwi~ZQr\la.

Citkawe ile ic~ moze

blf'·

Juz mQYYI~Z(JC2qfem

od4iwf>1,,!>t\t..O &il1,

z,\~dzCl. A m,a To bl1~
• l'

hvdnirpze.

Czy i Tobie za pierwszym razem udalo sie znalezc wlasciwa liczbe? Ile rozwiazan tego zadania mozesz znalezc?

~obaczm~,cz'i pn~
H\n\jc.h 'ic.zboc.h :

bedzie fok TQtwo~

A moze takich liczb wcale nie ma? A co bedzie z pieciokatem, szesciokatem? Bednarski, Grzel,a i Soltys postanowili
zwrócic sie z tym do Magistra, który spedzal tu urlop z zona.

Z·h·ojkar+em to Y'ob~li~c.,ie.hk: Oznac.zajo,c. jedt'\~z lic.zb l'Y'zez x mleli!.c.le

~r1"

l~{~~ ~~
~ -;:..l,~~\~~~~\. ~~~~ ~+~d'k=56-x.,1'\ l~ n= ~~;. )1.::.28\..~~,' l\ ~') "'._ .:V 80

~'\1)~ 6d~b~w I<wad.atod,,t.t. a,b" toxb~"~ .ów ••~~~ l(a-b+c)

Wezcie teraz czworokat, taki jak narysuje. d

~ = d -to '" b - a + >l

b

Widzicie, ze x = d-c + b- a+ x, zatem a+ c = b+ d. Nie otrzymalismy rozwiazania, lecz warunek jego istnienia.
Jesli jest spelniony, wyjsciowa liczba moze byc dowolna.
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Mdwi~ ci, Bed"Qr~ki,

wiedzo jt~l .iQ~
oqronUlt mOY'le.

lm Uli~(.ei pi~tSl,
tl(M ~a~dziej
j e~le~ ~p"Clqniollll ~

Gdy gospodarze wracali do domu, Bednarski krzyknal:
- A to ci heca. Odkrylismy nowy sposób wpisywania okregu w trójkat!
Grzela i Soltys juz, juz unosili reke ze zgietym palcem w kierunku czola, gdy Bednarski s~ybko zrobil rysunek

c-b ..•.0
p :. Z

- No, to tylko wyznaczysz punkty stycznosci - zauwazyl Soltys. Ale i tak to ciekawe!
Czy Ty tez zrozumiales mysl Bednarskiego? Opisz konstrukcje. A jakie konstrukcje geometryczne odpowiadaja
pieciokatom, szesciokatom i innym wielokatom liczbowym? Czyzby tez cos z wpisywaniem?

Mala Delte opracowali Marianna KLAKLA i Michal SZUREK

Gra w cialo stale

Dr Stanislaw D YMUS
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Rys. 2

Proponujemy Ci przeprowadzenie ciekawej gry. Choc nie bedziesz mial tu
przeciwnika; mozesz ja "wygrac". Wygrasz zas wtedy, gdy potrafisz dobrze
zrozumiec wyplywajace z tej gry wnioski. Odpowiednio zinterpretowana gra
pozwoli Ci wniknac w mikroskopowe procesy wymiany energii pomiedzy atomami
ciala stalego i stwierdzic, jak rozklada sie energia drgan cieplnych pomiedzy te
atomy.
Na poczatku opiszemy, na czym polega sama gra, i postaramy sie wspólnie
zrozumiec jej rezultaty. Do przeprowaazenia gry potrzebna jest "szachownica"
6 x 6 (rys. 1). Wspólrzedne kazdego z pól "szachownicy" wyznaczaja odpowiednie
pary liczb (np. (2,6), (4, l) itp.). Dodatkowo musisz postarac sie o 36 jednakowych
zetonów (moga byc pionki od warcabów), które w sytuacji poczatkowej mozesz
rozmiescic w dowolny sposób na polach planszy, oraz dwie kostki. Oczka jednej
z kostek powinienes pokolorowac, by móc odrÓ.znic,która z nich wskaze Ci
rzedna, a która odcieta wylosowanego pola planszy. Radzimy Ci rozpoczac gre
w sytuacji, gdy na kazdym polu znajduje sie jeden zeton.
Gre przeprowadzasz rzucajac dwukrotnie dwiema kostkami. Pierwszy rzut losuje
wspólrzedne pola, które traci jeden zeton, drugi rzut - wspólrzedne pola, które
ten zeton zyskuje (rys. 2). Jesli losujac trafisz w pierwszym rzucie na pole puste,
to ponawiasz rzut dotad, az wylosujesz pole, które moze "wyemitowac" zeton.
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licztn zt>lcJ-c,y k

Uczto proków k

Grajac notuj co 10 podwójnych rzutów liczby pól o okreslonej liczbie zetonów.
Stwierdzisz ciekawa prawidlowosc - otóz liczba pól pustych bedzie systematycznie
rosla. Dopiero po 80-100 podwójnych losowaniach ustali sie pewien stan
równowagi. Od tej chwili liczba pól o okreslonej liczbie zetonów bedzie ulegac
jedynie stosunkowo niewielkim wahaniom. Jezeli wykonasz wykres przedstawiajacy
zaleznosc liczby pól planszy N" od liczby zetonów k obsadzajacych te pola
w "stanie równowagi", to otrzymasz wynik niewiele odbiegajacy od wykresu
na rys. 3.
Interesujace, ze koncowy rozklad (pominawszy wspomniane wyzej wahania ­
"fluktuacje") jest niezalezny od poczatkowego rozmieszczenia zetonów (dla
sprawdzenia mozesz powtórzyc gre, obsadzajac np. polowe pól planszy dwoma
zetonami i pozostawiajac pozostale pola puste). Analizujac rozklad na rys. 3
stwierdzamy, ze stosunek liczby pól planszy majacych o 1 zeton wiecej do liczby
pól o danej liczbie zetonów waha sie wokól liczby 2. W idealnym przypadku
stosunek ten powinien miec dokladnie wartosc 2, zas idealny rozklad - postac
przedstawiona na rys. 4. Rozklad taki móglbys uzyskac powtarzajac gre
wielokrotnie i obliczajac srednia liczbe pól o danej liczbie zetonów (jezeli rzucisz
1 raz 10 monet, to mozesz otrzymac znaczne odchylenia od idealnego rozkladu
5 orlów i 5 reszek, jesli natomiast powtórzysz taki rzut wielokrotnie i obliczysz
srednia liczbe orlów i reszek we wszystkich rzutach, to uzy~kasz rezultat bliski
"idealnemu" wynikowi 5 orlów i 5 reszek). Podobnie rozklad blizszy idealnego
otrzymalbys uzywajac wiekszej planszy, np. 30 x 30 pól i 900 zetonów
(analogicznie do rzutu tysiacem monet zamiast 10 monetami) -losowanie
byloby wtedy jednak bardziej skomplikowane, zas sama gra-zbyt czasochlonna.
Co stanie sie, gdy zmniejszysz lub zwiekszysz liczbe zetonów nie zmieniajac
planszy? Otóz uzyskany w wyniku gry rozklad zetonów pomiedzy polami planszy
bedzie cechowala podobna prawidlowosc jak poprzednio: najwiecej pól bedzie
pustych, liczba pól z jednym zetonem bedzie wieksza od liczby pól z dwoma.
zetonami itd. Mozna wykazac, ze dla planszy o N polach obsadzonych q zetonami
idealny rozklad opisany jest przez nastepujaca zaleznosc: stosunek liczby N" pól
o k zetonach do liczby NIc+ 1 pól o k + 1 zetonach nie zalezy od k:

N" N--=1+-.
N"+l q

Dla przeprowadzonej przez Ciebie gry N = 36 i q = 36, zatem stosunek (.)
równy jest dokladnie 2. Przy N> q stosunek N"/N,, + 1>2 i rozklad jest bardziej
stromy od rozkladu na rys. 4. Jesli N <q, wtedy N,,/N/r,+1 <2 i rozklad staje sie
bardziej "lagodny" w porównaniu z rozkladem na rys. 4.
Spróbujmy teraz nadac naszej grze interpretacje fizyczna. Otóz pola planszy
mozna traktowac jako atomy ciala stalego zlokalizowane w wezlach sieci
krystalicznej. Kazdy taki atom mote miec pewna liczbe porcji energii ­
"kwantów", która charakteryzuje intensywnosc jego drgan cieplnych. Porcje te
reprezentuja zetony. W ten sposób liczba zetonów na danym polu okresla energie
drgan odpowiedniego atomu. Losowanie modeluje przypadkowy charakter
wymiany energii pomiedzy atomami. W rezultacie tej wymiany kwantów energii
ustala sie, jak to wynika z przeprowadzonej gry, okreslony rozklad energii pomiedzy
atomami ciala stalego. Rozklad ten ma, z grubsza biorac, charakter rozkladu
przedstawionego na rys. 4. W kazdym ukladzie N atomów ciala stalego
o ustalonej liczbie q porcji ("kwantów") energii zawsze najwiecej jest atomów
o energii najnizszej, zas liczba atomów o coraz to wyzszych energiach
systematycznie maleje. Zwróc uwage, ze liczba q oznacza liczbe porcji energii
calego ukladu, okresla wiec jego energie wewnetrzna. Jesli dane cialo stale
ogrzejemy, to wzrosnie jego temperatura i jego energia wewnetrzna (czyli liczba
"kwantów" q). Stosunek N/q stanie sie wtedy mniejszy i jak to wynika ze wzoru
(1) rozklad energii bedzie bardziej "równomierny". Oziebienie ciala i zmniejszenie
jego energii wewnetrznej powoduje wzrost stosunku N/q i rozklad energii staje
sie bardziej "stromy".
Nalezy zwrócic uwage, ze statystyczna tendencja - "chec" atomów czy molekul
do posiadania najmniejszej mozliwie energii odnosi sie nie tylko do cial stalych,
lecz do dowolnych ukladów cial makroskopowych nie oddzialujacych z otoczeniem.
Znanym zjawiskiem jest np. zmniejszanie sie gestosci powietrza wraz z wysokoscia
nad powierzchnia Ziemi. Czasteczki powietrza "wola" przebywac najnizej, tak
by ich energia potencjalna byla jak najmniejsza. Zmniejszanie sie gestosci
powietrza ze wzrostem energii potencjalnej (wysokosci) ma taki sam charakter,
jak zmniejszanie sie liczby atomów przy wzroscie energii w omówionym powyzej
modelu ciala stalego.
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Zadania z "Malej Delty" sa szczególnymi przypadkami nastepujacego problemu:
Dany jest n-wyrazowy ciag (al> a2 •...• an)' Znalezc ciag (Xl> X2•...• xn) taki. t.e

Xl +X2 = al

X2+X3 = a2

Aby rozwiazac to zadanie (a wiec powyt.szy uklad równan). pomnót.my co drugie
równanie przez - l i dodajmy wszystkie stronami. Gdy n jest liczba nieparzysta.

otrzymujemy Xl = +(a1-a2+a3-'" -an-l+an)' Wyznaczenie Xl wystarcza
do jednoznacznego wyznaczenia wszystkich pozostalych wyrazów. Mamy zatem
ogólne rozwiazanie.
Jet.eli jednak n jest parzyste. sytuacja zmienia sie. Opisana procedura daje
al -a2 +a3 - ... +an-l -an = O i nie mamy juz rozwiazania. ale warunek jego
istnienia. W tym przypadku jet.eli jakies rozwiazanie istnieje. to istnieje ich
nieskonczenie wiele Uet.eli tylko nasze liczby pochodza z ciala nieskonczonego).
Analogiczne rozumowanie pozwala rozstrzygnac problem znalezienia wielokata
o danych srodkach jego boków:
Niech bedzie dany uklad punktów Al> A2 •...• An. Wyznaczyc punkty Xl> X2 •...• Xn

takie. aby Al> A2 •...• An byly odpowiednio srodkami odcinków X1X2• X2X3 •...• ­

XnX1•

Zadanie to mot.na bowiem interpretowac nastepujaco:
Dany jest ciag wektorów (al> a2 •...• an) takich. t.e al +a2 + ... +an = O. Znalezc
ciag wektorów (Xl> X2 •...• xn) takich. t.e

Xl +X2 = 2al
X2+X3 = 2a2

Xn+X1 = 2an.

Rozwiazujac ten uklad jak i przedtem. otrzymujemy analogiczne rezultaty. które
teraz maja jut. przejrzysta tresc geometryczna. W szczególnosci mot.emy wnioskowac
t.e wielokat o nieparzystej liczbie wierzcholków jest jednoznacznie wyznaczony
przez srodki swoich boków (przy okazji dowiadujemy sie. jak go znalezc). Jet.eIi
liczba boków jest parzysta. to srodki boków wielokata nie okreslaja go
jednoznacznie.

Marianna KLAKLA

Kacik filatelistyczny (9)

Blaise Pascal (1623-1662) byl slawnym francuskim
matematykiem. fizykiem. filozofem i pisarzem. Jut. od
dziecinstwa interesowal sie naukami scislymi
i majac lat osiemnascie zbudowal
jedna z pierwszych maszyn do liczenia. Pascalowi
zawdzieczamy podstawowe pojecia rachunku
prawdopodobienstwa. kryteria podzielnosci liczb. oraz
sposób obliczania wspólczynników w rozwinieciu
dwumianu (tzw. trójkat Pascala). a w fizyce podstawowe
prawo hydrostatyki oraz pierwsze badania zjawisk
cisnienia atmosferycznego (dokonane wraz z Torricellim).
Wszystkie te osiagniecia sa plonem niedlugiego okresu
pracy. bowiem w wieku zaledwie 30 lat Pascal zajal sie
filozofia i religia. którym poswiecil reszte swego t.ycia.
Reprodukujemy znaczek z podobizna Pascala wydany
przez poczte Francji w roku 1962. w trzechsetna rocznice
jego smierci. Portret uczonego znalezlismy takze na
znaczkach: Francji z roku 1944 i Monaco z roku 1973.

Jerzy BARTKE


