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Reprodukowany w Malej Delcie na str. 11 w poprze­
dnim numerze tekst pochodzi z podrecznika M. Heil­
peroa "Pogadanki o Tajemnicach Przyrody" wydanego
w roku 1900 w Warszawie nakladem Michala Arcta

Na okres jesienno-zimowy Centrum Astro­
nomiczne im. M. Kopernika oraz Polskie

Towarzystwo Milosników Astronomii przy­
gotowaly cykl odczytów popularno-nauko­
wych. A oto odczyty przewidziane na gru­
dzien i styczen:
04.12.78 Astronomia Gamma dr J.P.Lasota,

11.12.78 Materia w gromadach kulistych
mgr M. Czerny,

18.12.78 Co widzi obserwator wpadajacy do
czarnej dziury? mgr M. Sikora,

08.01.79 Wybuchajace czarne dziury dr M.
Abramowicz,

15.01.79 Neutrina sloneczne doc. dr M.
Swiecki,

22.01.79 Co siedzi w centrum galaktyki?
mgr A. Schwarzenberg-Czerny

Odczyty odbywac sie beda w Centrum Astro­
nomicznym im. Kopernika, Warszawa,

ul. Bartycka 18 o godz. 17. Wstep wolny.
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Znów papierowa inzynieria

Na Gwiazdke w roku 1975 oglosilismy konkurs budowy
mostów z papieru. Mimo powaznych ograniczen co do
klejenia nadeslane niewielkie mosty (600 mm x 400 mm)
okazaly sie zdumiewajaco wytrzymale - jeden z nich
bez uszkodzenia mozna bylo obciazac az do 56 kg. Tak.
ze wlasciwie trudno zrozumiec, czemu wspólpracujacy
z nami przy konkursie Instytut Badawczy Dróg i Mostó\\
nie wprowadzil do powszechnego uzytku mostów
papierowych (byc moze mamy wiecej stali niz papieru ?).
Obecnie postanowilismy zaproponowac Czytelnikom zrewolucjonizowanie kolejnej dyscypliny techniki budowlanej.
Oglaszamy konkurs pL

BUDUJEMY KOPULE

NU WOLNOl'ILh'IE WOLNO~

II - wszystkie sklejenia dwóch kawalków papieru
musza sie miescic w kuli o srednicy 40 mm.

NIE WOLNO!
}([E WOlNO~

A oto warunki konkursu.

1. Material: wylacznie arkusze z bloku technicznego (BN-7l 7383-06) i klej (dowolny, my polecamy Hermol).
2. Zalozenia projektowe: kopula musi byc otwarta od dolu i wewnatrz niej musi zmiescic sie szescian o boku 250 mm;
cala kopula musi miescic sie w szescianie o boku 400 mm.
3. Ograniczenia technologiczne: sa dwa,

I - nie wolno sklejac zadnego kawalka papieru
ze soba.

4. Podpory: kopula ma SPOLl) \\a~ swoboJnl\.' na plaszczyznie (przy próbach bedzie to duzy arkusz papieru).
5. Obciazanie: na kopule spoczywac bedzie elastyczny worek o obwodzie przekroju poprzecznego 350 mm
napelniany ciecza az do zalamania kopuly.
6. Ocena: prace beda uszeregowane wedlug malejacej wartosci wspólczynnika

gdzie me oznacza mase cieczy zalamujaca kopule, a mk mase kopuly.

Ponadto przyznana bedzie specjalna nagroda za najestetyczniejsza konstrukcje.
Wszystkie nadeslane prace beda sfotografowane przed zniszczeniem
i zaprezentowane w Delcie.
PFace bedzie oceniac komisja w skladzie:
1. Prof. dr Czeslaw Wozniak z Instytutu Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
2. Dr Andrzej Niemierko z Instytutu Badawczego Dróg i Mostów,
3. Doc. dr Tomasz HofmokI z redakcji Delty.
Zapraszamy do udzialu w konkursie. Termin nasylania prac: 15.02.1979 r.
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Jan SNIADECKI

o nadzIel, obawi
i demoralizacji

Zob. tez artykuly R. Zielinski<'l!oi
L.1. Kubika.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa
(Kolmogorowal:
l) P: m ...• (0,1),
2l p(nl = I,

3} JeSliAltA;Zt ... An, ... em oraz dla
kazdych i,j (i # j) jest A, (') Aj = o, to

P(A, v ...vA. V ...l =
= P(A,l+P(A,l+ ." +P(A.l+ ....

W niekt6rych wykladach rachunku

prawdopodobienstwa dystrybuante definiuje
sie przez nierównosc nieostra :

Fx(xl = P( {w E n:x(w .; xl),

co zmienia troche wlasnosci tlystrybuanty,
ale w niczym nie zmienia ogólnej teorii.

[...lW grze pienieznej, jezeli summe, o która sie gra, rozmnozymy przez podobiens.two trafu,
otrzymujemy to, co sie nazywa nadzieja, czyli oczekiwanie; jesli zas te summe pieniezna
rozmnozymy przez podobienstwo chybienia, mamy to, co sie nazywa obawa.
Wiec rachunek ten daje nam wartosc i cene naszej nadziei i obawy nie tylko w grze, ale we
wszystkich przedsiewzieciach losowych. Stosujac podobienstwo trafu do summy w grze
postawionej, mamy to, co sie nazywa nadzieja matematyczna; stosujac je zas do calego majatku
gracza, mamy nadzieje moralna, bo wtenczas dochodzic mozna niebezpieczenstw straty i
zupelnego upadku gracza, a stad wypadajacej demoralizacji ludzi zle sie rzadzacych.

Fragment z rozprawy: O rachunku losowo Rzecz czytana na sessyi literackiej Uniwersytetu

Wilenskiego 15 listopada 1817 roku V.S. Cytowane wg: Jan Sniadecki, Wybór Pism Naukowych,
PWN, Warszawa 1954.

Red.: Termin nadzieja matematyczna stosunkowo niedawno dopiero wyparty zostal przez wartosc oczekiwana; obawa

matematyczna nigdy si~ nie przyjela. Podobienstwo to oczywiscie prawdopodobienstwo, a rachunek losów - rachunek
prawdopodobienstwa. -

Rozklady pra\vdopodobienstwa
Pragniemy - jak co roku - ofiarowac Czytelnikom prezent gwiazdkowy. Tym razem jest to
przeglad wazniejszych rozkladów zmiennych losowych rozwazanych w teorii prawdopodobienstwa
i jej zastosowaniach.
Omówienie to dalekie jest od rygorystycznej poprawnosci formalnej. Odwolujemy sie w nim
przede wszystkim do intuicji i wyobrazni, bowiem zalezy nam tu glównie na uwypukleniu
Lwiazków teorii prawdopodobienstwa ze zjawiskami otaczajacej nas rzeczywistosci.

Zmienna losowa i jej dystrybuanta
W badaniach przyrodniczych podstawa wszelkiego wnioskowania sa na ogól eksperyment
i mierzenie: w celu zdobycia informacji o jakims zjawisku przeprowadza sie badanie
eksperymentalne, a wynikom tego badania przyporzadkowuje sie liczby, które staja sie podstawa
do dalszych wnioskowan i uogólnien.

Eksperyment badawczy na ogól ma charakter losowy. Sens bowiem prowadzenia badania
eksperymentalnego kryje sie w tym, ze nie potrafimy przewidziec, co sie w nim wydarzy na
pewno, potrafimy natomiast powiedziec, jakie sa mozliwe wyniki. To, który z tych mozliwych
wyników w rzeczywistosci sie wydarzy, zalezy czesto od czynników niemozliwych do uchwycenia,
zwanych losem lub przypadkiem (tak jest zarówno przy rzucie monela, jak i rejestrowaniu
rozpadów czastek elementarnych). Czasem zreszta badaniom eksperymentalnym swiadomie
nadaje sie charakter losowy: przy statystycznej kontroli jakosci duzej partii towaru bada sie
jakosc przypadkowo wybranych egzemplarzy, na podstawie opinii wylosowanych rozmówców'
wnioskuje sie o nastrojach spoleczenstwa itd.
Eksperyment losowy (który moze skladac sie z wielu drobniejszych doswiadczen) prowadzi sie
zawsze przy zalozeniu, ze istnieja (lub beda istnialy) podstawy do przyporzadkowywania
prawdopodobienstw niektórym przynajmniej jego wynikom. A poniewaz wyniki te na ogól jakos
sie mierzy, to w efekcie wynikom mierzenia (liczbom lub zbiorom liczb) zostaja przypisane
pewne prawdopodobienstwa: prawdopodobienstwa zdarzen, którym odpowiadaja te liczby (lub
zbiory liczb).
Abstrakcyjnym, matematycznym modelem tak rozumianego eksperymentu jest przestrzen
probabilistyczna. Skladaja sie na nia:
- zbiór zdarzen elementarnych (oznaczany zwykle symbolem D). Zdarzenia elementarne
odpowiadaja mozliwie najprostszym wynikom eksperymentu, takim np. jak to, ze przy rzucie
kostka wypadla szóstka, lub to, ze wzrost przypadkowo wybranego czlowieka wyniósl dokladnie
187;9237134 cm.
- zbiór zdarzen (oznaczany zwykle symbolem IDl). Zdarzenia odpowiadaja rzeczywiscie
interesujacym nas wynikom doswiadczenia, takim np. jak to, ze wzrost losowo wybranego pana
zawarty byl pomiedzy 187,5 cm a 188,5 cm. Zdarzenia sa podzbiorami zbioru zdarzen
elementarnych.
- prawdopodobienstwo (oznaczane zwykle przez P), które jest funkcja przyporzadkowujaca

zdarzeniom nalezacym do IDlliczby z przedzialu <O~l) w taki sposób, by spelnione byly znane
warunki (tzw. aksjomaty Kolmogorowa, zob. obok).
Prawdopodobienstwo jest odpowiednikiem czestosci (lub szansy) wystepowania okreslonego
wyniku.

Matematycznym odpowiednikiem mierzenia jest zmienna losowa, funkcja, która zdarzeniom
elementarnym przypisuje liczby. Dla kazdej zmiennej losowej mozna okreslic jej dystrybuante­
funkcje, która kazdemu x E R przypisuje prawdopodobienstwo tego, ze zmienna ta przyjmie.
wartoSC mniejsza od x. Inaczej mówiac, jesli X jest zmienna losowa, a Fx jej dystrybuanta, to

Fx(X) dr P( {w E D: X(w) < x}).
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Niezaleznosc zmiennych losowych

Dla przykladu, jesli X-ilosc oczek w rzucie kostka, to wartosc dystrybuanty tej zmiennej
w punkcie 1 wynosi O (jest niemozliwe, by wypadlo mniej niz 1 oczko), a Fx(n) = 1/2, bo
zdarzenie "wypadlo mniej niz n oczek" jest po prostu zdarzeniem "wypadlo 1 oczko, 2 oczka
lub 3 oczka". Trudniej zgadnac, jaka bylaby dystrybuanta zmiennej Y: "wzrost losowo wybranego
cllowieka wyrazony w centymetrach", ale mozna na pewno twierdzic, ze Fr(10) = O

X i Fr(400) = 1.

- -----------------0----

Fx(x) 0--0---- ..<>­
o-­

<>--

2 3n 4 5 6

DYSTRY8lJANTA ILD~I OCZEK

F
- - 1

"".. o r(;:

Uklad zdarzen {A" ...• A.} nazywamy
niezaleznym. jesli zarówno dla tego ukladu,
jak i dowolnego jego podukladu spelniony
jest warunek: prawdopodobienstwo lacznego
wystapieni,a odpowiednich zdarzen równe jest
iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen.

W praktyce sa to przedzialy oraz wSZy~{klC

takie zbiory, które mozna otrzymac
l przedzialów przez tworzenie sum
przeliczalnych l przeliczalnych iloc7ynów.
Zbiory te· naZY~'3ne sa rhiorami ,.••~d,,",·,'f..:imi

F

1 lU
% __u_n _

0/4 ~~.~---

1!l o--

( 'zesto zdarza sie, ze w jednym eksperymencie losowym wykonuje sie szereg doswiadczen

niezaleznych: niezaleznych w tym sensie, ze wynik jednego doswiadczenia nie moze miec wplywu
na to, co wydarzy sie w innych doswiadczeniach. Formalnym odpowiednikiem wyników dwu
niezaleznych doswiadczen sa zdarzenia niezalezne, tzn. takie, ze prawdopodobienstwo ich lacznego
wystapienia równe jest iloczynowi prawdopodobienstw kazdego z nich z osobna
(np. prawdopodobienstwo orla w kazdym rzucie monety z osobna wynosi 1(2, a prawdopo­

dobienstwo dwu orlów w dwu rzutach wynosi, wobec oczywistej niezaleznosci wyników, 1/4).
Zmienne losowe, odpowiadajace pomiarom wyników niezaleznych doswiadczen, nazywa sie
nniennymi niezaleznymi. Dla dwu zmiennych warunek niezaleznosci formuluje sie bardzo prosto:
,\' i Y sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x i y ich dystrybuanty spelniaja
rÓwnoSC

Fr(x) . Fr(Y) = P(X < x i Y < y).

Mozliwe jest tez uogólnienie pojecia niezaleznosci na uklady wiecej niz dwu zmiennych
losowych, tu poprzestaniemy na intuicyjnym rozumieniu niezaleznosci zmiennych jako
niezaleznosci doswiadczen, w których dokonujemy odpowiednich pomiarów.

fypy zmiennych losowych

zq~mosc dystrybuanty zmiennej losowej wystarcza do okreslania prawdopodobienstw
wszystkich praktycznie interesujacych zbiorów liczb, w jakich moze znalezc sie jej wartosc.
Mówi sie, ze dystrybuanta wyznacza rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej. W praktyce
jednak poslugiwanie sie dystrybuanta nie zawsze jest wygodne i w zwiazku z tym wprowadza
sie inne jeszcze sposoby charakteryzowania rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej.
Stosowane tu sposoby zaleza jednak od wlasnosci dystrybuanty, czyli od typu zmiennej losowej.
Mówi sie, ze zmienna losowa X jest typu skokowego (czasem, mniej poprawnie, typu
dyskretnego), jesli istnieje skonczony lub przeliczalny ciag liczb rzeczywistych x 10 x" ... o tej
wlasnosci, ze dystrybuanta ma "skoki" w tych punktach i Suma wszystkich tych skoków wynosi
l (zob. rysunek). Wielkosc "skoku" w punkcie Xl jest, jak latwo stwierdzic, prawdopodobienstwem
lbioru tych zdarzen elementarnych, dla których zmienna X przyjmuje wartosc Xl. W zwiazku
7 tym wielkosc te oznacza sie symbolem

P(X= XI)

("prawdopodobienstwo tego, ze X przyjmie wartosc x/').
Poniewaz przy tym dla kazdego X E R mamy

Fx(X) = L P(X = Xl)
X<XI

(dlaczego?), to znajomosc liczb P(X = Xl) wyznacza rozklad prawdopodobienstwa. Przy tym
empirycznym odpowiednikiem "skoku" w punkcie Xl jest czestosc pojawiania sie wyniku,
~tóremu odpowiada miara Xh i poslugiwanie sie wielkosciami P(X = Xl) dobrze przemawia do
intuicji. Dlatego tez rozklady zmiennych skokowych charakteryzuje sie w ten wlasnie sposób.
Mówi sie, ze zmienna losowa X jest typu ciag/ego, jesli istnieje taka nieujemna funkcja
rzeczywista rp, ze dla kazdego X E R

x Fx(X) =
x

-00
rp(t) dt.

a

p(a<x( b)

b x

Funkcja rp nazywa sie gestoscia rozkladu zmiennej X i oczywiscie wyznacza rozklad zmiennej
X (bo wyznacza jednoznacznie dystrybuante). Jakie intuicje kryja sie pod takim sposobem
opisywania rozkladów? Wyobrazmy sobie pomiar masy losowo wybranego kamienia z Dunajca.
Trudno tu z góry wyznaczyc wartosci, jakie ta masa moze przyjmowac. Znacznie latwiej pomyslec,
ze masa moze byc dowolna liczba rzeczywista, czyli ze nasza zmienna losowa moze przyjmowac
kazda wartosc. Poniewaz zas czulosc przyrzadów pomiarowych jest i tak ograniczona, to
zdarzeniami naprawde nas interesujacymi beda zdarzenia postaci "masa kamienia zawarta jest
miedzy a i b", a wiec zdarzenia, których prawdopodobienstwo jest latwe do obliczenia przy
znajomosci gestosci rp:

b

P(a < X < b) = Fx(b)-Fx(a) = ~rp(x) dx.
a

3



Tak wiec w przypadku zmiennej typu ciaglego tez uzyskujemy interpretacje "czestosci owa" :

wystepujaca po prawej stronie calka jest teoretycznym odpowiednikiem czestosci wystepowania
takich wyników doswiadczenia, których miara lezy w przedziale (a, b). (Warto zauwazyc, ze jesli
róznica b-a jest bardzo mala, a funkcja rp- ciagla, to czestosc ta bedzie w srodku x
przedzialu (a, b) w przyblizeniu równa rp(x) , (b-a). Wynika stad m.in., ze istnieje mozliwosc
przyblizenia rozkladów ciaglych rozkladami skokowymi.)
W dalszym ciagu bedziemy zajmowac sie tylko rozkladami typu skokowego i typu ciaglego.
Nalezy jednak pamietac, ze istnieja zmienne, które nie naleza do zadnej z tych kategorii (tzw.
zmienne osobliwe i zmienne, które daja sie przedstawic jako sumy zmiennych róznych typów).

------0_----
F

x. x

Zmienne o rozkladach dyskretnych
Rozklad Jednopunktowy
Jest to rozklad takiej zmiennej, która na pewno, tj. Z prawdopodobienstwem 1 przyjmuje pewna
wartosc Xo. Empiryczna interpretacja: mierzenie wyniku doswiadczenia, w którym wszystko
bylo z góry wiadome. ("Eksperymenty" tego rodzaju bywaja jednak urzadzane i moga miec
pewne walory pozanaukowe, np. szkoleniowe lub propagandowe.) Rozklad ten bywa uzyteczny
\\ rozwazaniach teoretycznych.

Praktyka ta nazywana bywa, ,stosowaniem

klasycznej definicji prawdopodobienstwa",

(~~r~
\<>----+-

Rozklad jednostajny (równomierny) dysk.retny
Jest to rozklad takiej zmiennej X, która przyjmuje n róznych wartosci x" ..., x. - kazda z tym
'"mym prawdopodobienstwem:

x Wprowadza sie ja czesto przy opisie eksperymentu losowego, O· którym wiadomo tyle tylko,
fe moze sie w nim wydar,zyc kazdy z n mozliwych wyników, i nie ma jednoczesnie podstaw do
przypuszczenia, ze którys z wyników jest bardziej prawdopodobny, niz jakikolwiek inny (rzut
kostka, moneta, wszelkie losowania ze zbioru skonczonego ze zwracaniem, jak na przyklad
losowanie respondentów do badania ankieta socjologiczna itp.). W typowych zadaniach
z rachunku prawdopodobienstwa sformulowania "wybór losowy", "na chybil-trafil",

"przypadkowy" sugeruja, iz w rozwiazaniu nalezy posluzyc sie wlasnie rozkladem tego typu.
(Zob. tez: rozklad jednostajny ciagly.)

i = 1, 2, ... , n.
1

P(X= XI) =-,
n

X4Xl X~x,

F

~

P(X= l) =P, P(X= O) = q, p+q = I.

Opisuje kazdy taki eksperyment, w którym interesuja nas tylko dwa wyniki, zwane umownie

,ukcesem lub I?orazka (wypadniecie orla lub reszki, urodzenie chlopca lub dziewczynki itp.) .
Przyjeto "sukcesem" nazywac to zdarzenie, na którym zmienna X przyjmuje wartosc I.

..
X

F'f p{ o

~o

Rzucamy dwukrotnie ko<;;tka.Jaki ,ell,t rozklad. zn~lennC'j ,suma CX'zck

(\\'sk : Poniewaz me ma podstaw do UZn~mat ze ktoras ze Scian ko"tki Je!t bardzie, prawdopodobna nit jnne, to

prz)")ffiujcm) ze rozklad zmiennej ,.iJo~c oel.ek na kostce" jest jcdno~tajn)').

Rozklad d\'upunktowy

Jest to rozklad zmiennej X, która z dodatnimi prawdopodobienstwami moze przyjmowac dwie
wartosci; najczesciej przyjmuje sie, ze sa to l i O. Skoki dystrybuanty w tych punktach oznacza
sie zazwyczaj odpowiednio przez p i q

Rozklad dwumianowy

Niech n bedzie liczba naturalna. Rozkladem dwumianowym nazywamy rozklad zmiennej S.,
która moze przyjmowac wartosci k = O, l, ... , n odpowiednio z prawdopodobienstwami

Pk = P(S. = k) = (Zkq·_k.

Powstaje przy opisywaniu tzw. schematu Bernou/liego, to jest ciagu niezaleznych powtórzen
eksperymentu o rozkladzie dwu punktowym : S. jest wtedy zmienna losowa dajaca sie opisac
jako "liczba sukcesów w n próbach". Przyklady doswiadczen i zjawisk, do opisu których
wykorzystuje sie rozklad dwumianowy:
- wielokrotny rzut moneta,
- wielokrotne losowanie (ze zwracaniem) z populacji, w której rozrózniamy tylko dwa rodzaje
elementów,
- statystyczna kontrola jakosci (np. zarówek: dobra - zla),
- testowanie wartosci szczepionek i leków.

Omawiany w kazdym podreczniku rachunku prawdopodobienstwa.

,,"'sród 20 zarówek losowo wybran)ch 1.duzej pallO plzt:"palilo si~ w momencie pic "WSleg:o podlaczeni, do siec'

Producent t\\lerdzi. ze wYPUSZCld co najwyi.ej So~ braków. Jak wiarygodna je~l v-.ypowiedz prl.."lducenta?

(\\'i:.Ulgoc'nOS('a nazwiemy -·1',01 ut)'tek tego zadania - prawdopodobienstwo lego co si~ nam pn:ydau} lo, przy
zalotemu, ze producent trafnie ocenia jakosc sw,,"t.:h wyro~Ów , ~
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Rozklad dwumianowy wazony

Powstaje przy opisywaniu ciagu 11 niezaleznych prób typu sukces- porazka, jesli

prawdopodobienstwo sukcesu zal,ezy od warunków, w jakich próby te byly prowadzone, ale
w ustalonych warunkach jest stale. Zalózmy, ze jest s mozliwych warunków, przy czym i-te
warunki wystepuja' z prawdopodobieI1stwem CJ.i (i = l, 2, ... , s), a prawdopodobienstwo sukcesu
w i-tych warunkach wynosi PI.
Jesli S" jest liczba sukcesów, to

s

P(S. = k) = ,L otj (Z)pW -Pi)"-k1=1

(jesli wszystkie Pi sa równe, to dostajemy rozklad dwumianowy). Rozklad ten bywa
wykorzystywany przy anali-z:iewyników diagnozy, o której wiadomo, ze nie jest bezbledna.

J. Neymao9 Zasady rachuFtk~ prawdopodobienstwa i statystyki maternatycz11'ejt PWN, \\'arszaw<! 1969.

Gwiazdy k,asyfikuie si~ ze wzglc(h. na la5.-nos(;· ~ak) ka,ly (K" olbrzymy (O) ',ub rupC'olbrzymy (S). Oznaczmy przez
:s:ri:w(iopodobienstwo wystapienIa karl •..w (~lneJ l od7.mie gW~1zd, przez p-prawdopodobierlstwo wystapienia olbrzyma.

Metoda k,J.syfikacji POll:~<.\ na badar: widma gwiazd ime jest bezbledna. Prawdopodobieiistwa blednej klasyfikacji

sa nas,teplac.e (dane fikL:YJot:)"

Gwiazd<: wyhltTl ~ie losewo l przepr nvaJz'l trzy niezalezne badania jej widma. Niech X h~dzie liczba tych badan,
\\' wyniku ktÓr}'L'.hgwialde 7.'lkwalifikowano jako olt-.rzyrna Jaki jest rozklad zmiennej X? (Wg J. Splawy-Neymana.)

Z.akw:"lifiKC Wllr\Y jako

~

lo.
OS

'§ K I

ll
x "48

lo I
l

II ' "4xS
::: lS
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Rozklad dwumianowy ujemny (rozklad Pascala)

Powstaje, podobnie jak dwumianowy, przy opisywaniu ciagu niezaleznych powtórzen
doswiadczenia o rozkladzie dwupunktowym, jesli interesuje nas, ilu trzeba doswiadczen na to,

aby pojawil sie r-ty z kolei sukces. Oznaczmy przez X, zmienna losowa "laczna liczba porazek
poprzedzajacych roty sukces". Zmienna ta moze przyjmowac kazda wartosc k = O, 1,2, ... i ma
rozklad okreslony nastepujaco:

Przyklady wystepowania:
,- zadani,c Banacha o matematyku, który nosil dwa pud,elka zapalek,
- problemy czasu czekania, kolekcjonerstwa (zob. takze: rozklad geometryczny).

\\l. FeHer, Wstep da rachunku prawdopodobielistwa, t. I, PWN, Warszawa 1971, oraz l\l. Fi~l, Radw./'H'k

f'.tl'lvdopodobienslwa i statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1958.

(Zadanie Banacha o ma~ematyku i zapalkach' PC\\lcn matematyK nosi przy sobie dwa pudelka zapalek, jedno w prawt"j,
drugie. w lewej kieszeni Kiedy potrzebuje zctpalek wybiera losowo z prawdopodobienstwem 1/2 zapalke z jednej

z. kieszeni. Pudelka z,wieraja po fi{ zapalek. Znalek powdopodobienstwa'
a) ie w chwili, w której l. jednei kieszeni wyciagniete zostanie puste pudelko, w drugiej bedzie jeszcze r zapalek,
b) w chwili, w której jedno pudelko opró:ini sie (a nie, kiedy zostanie odkryte jako puste), w drugim bedzie jeszcze
r zapalek. Wykazac, ze prawdopodobic.r\stwo tego, iz pudelko, które oprózni sie pierwsze, nie zostanie odkryte jako puste

wynOSi(~)2-2'" '. (Wg W Fellera,)

Rozklad geometryczny
Powstaje w sytuacji opisywanej powyzej dla r = 1. Wartosc zmiennej losowej Xl interpretuje
sie czesto jako "czas czekania na pojawienie sie pierwszego sukcesu" w sch'emade Bernoulliego.
J,est oczywiscie

P(XI = k) = qkp.

Pojawia sie w opisach bardzo wielu sytuacji empirycznych, w których interesujacym wynikiem
jest rzeczywisty czas czekania. Jest równiez rozkladem granicznym dla statystyki Bosego­
-Einsteina (por. artykul L.T. Kubika).

Omawiany jest w wiekszosci podreczników rachunku prawdopodobienstwa. W szezegó!noki lObo Wo Feller, Wstep
, l..

Ktos. ma w kleS:l,eni - l-tUC1Y to-ych tylko t pasuje do zamka. Po slwierdzemu,:te losowo z kieszeni wybrany

kluc7. nie pasuje, odkladO:l go z nie 1:nanych nam blii.ej powodów - - z powrotem do tej samej kieszeni. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, te otworzenie zamka bedzie wymagalo co najmniej 10 prób?

Dlsp~nujemy 10 kluc-.ami, l którvcl:> l pasuja do zamka. Po stwierdzenius ze Josowo z kieszeni wybrany klucz nie

pasuje, odkladamy go n.a bok. Pokazac, ze najbardZIej prawdopodobna liczba prób wynosi l (lm. ze juz w pierwszej
próbiet':"afimy na dobry klucz'). (\Vg L. r. Kubika, zadanie to nie ma :z.adnego zwiazku z rozkladem geometrycznym,
ale zamiesz_czarny je tu ze wlgtedu na pokrewknstwo tematyczne z poprz.ednim zadaniem.)
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RNklad hlpergcometryczny

Rozklad ten powstaje przy opisywaniu nastepujacego abstrakcyjnego eksperymentu:
W urnie jest nI kul czarnych i nz = n-nI kul czerwonych. Losujemy bez zwracania r kul.
Poszukujemy prawdopodobienstwa tego. ze wsród wylosowanych bedzie dokladnie k czarnych.
Jesli X oznacza zmienna "liczba wylosowanych kul czarnych". to

(nI) (n-n)
P(X = k) = ~-kl(~)-k = 0.1 •...• min (n•• r)

Schemat ten odpowiada wielu sytuacjom praktycznym, w których nie jest znane n lub nI'
W szczególnosci byl on wykorzystywany do statystycznej kontroli jakosci (nieznane nI)
i szacowania populacji zwierzat na podstawie liczby powtórnych zlapan zwierzat oznaczonych

przy pierwszym zlapaniu (znane '!h nieznane n).
W. Feller, Wstep ... , t. I; M. Fisz, Rachunek ...

j ol. __ '" •• l"~'" pewnY-;-"1 ~z;:.SI~

rod nich 100 ryb (;- ,..JC1:Qny h. OSL1CC oN Ho; p7"'c..lwdopod1)blt'fl!'''WO

l lJ 1900, b) IOl'\ryb. (Wtk. n! :-.: l 2:r'l" r.r! ""," WL)f «i.lr ',~4::)

r ••••·,c:,,,two tq:,c wVdJ.rL.~nja rn~ zale je OlU .,:. W ,1e.til}(I.e je~t n (yb. 1 ~owodOl

100111 ) W<k. c"! UyC i10r" q(n"q(n 1).) (Wll W f<11en) ~

I
~I.' l'

Rozwazmy urne napelniona tak jak poprzednio, z tym, ze po wyciagnieciu kazdej kuli
wrzucamy ja z powrotem. dodajac jeszcze s kul tego samego koloru (s moze byc ujemne). Niech

X bedzie okreslona tak jak poprzednio: X przyjmuje wartosc k. jesli wsród wylosowanych r kul

bylo k czarnlch. Rozklad tej zmiennej nazywa sie rozkladem Pólyi:

(r) [nI (nI +s) ... (nI + (k-l)s)]' [nz(nz+s) ... (nz+ (r-k-l)s)]
P(X = k) = --------- - ----------.-----.---.------------- -.---.-

k n(n+s)· .... (n+(r-l)s)

(dla s = -1 otrzymujemy rozkiad hipergeometryczny. a dla s = O- jaki ?).
Schemat ten odpowiada przy s > O przyblizonemu opisowi rozprzestrzeniania sie chorób
zakaznych, przy s < O- opisowi efektywnosci stosowania zasad BHP (wypadek zwieksza
czujnosc i zmniejsza szanse powstania nastepnego, brak wypadku - na odwrót).

w. Feller, Wstep ... , t. I.

Rozklad POI ssona

Jest to rozklad zmiennej X przyjmujacej wartosci naturalne k = 0,1,2 •... odpowiednio
z prawdopodobienstwami

J.l

P(X = k) = e-A-.
k!

gdzie J. jest pewna ustalona liczba dodatnia.
Jedna z mozliwych do wyobrazenia realizacji tej zmiennej jest sytuacja nastepujaca. Mamy
nieskonczona objetosc ciasta z rodzynkami w takiej ilosci, ze na ustalona objetosc V ciasta
przypada srednio J. rodzynków. przy czym rodzynki nie oddzialywaja na siebie wzajemnie (nie
odpychaja ani przyciagaja). Wycinamy z ciasta losowo porcje o objetosci V i pieczemy z niej
placek: prawdopodobienstwo. ze w placku znajdzie sie k rodzynków wynosi wlasnie e-J· J.l/kL
Inaczej mówiac - zmienna losowa "liczba rodzynków w placku" ma rozklad Poissona.
Zmienne o rozkladzie Poissona odgrywaja duza role zarówno w rozwazaniach teoretycznych jak
i zastosowaniach praktycznych teorii prawdopodobienstwa. Wynika to miedzy innymi z faktu.
ze rozklad Poissona bywa dobrym przyblizeniem rozkladu dwumianowego: jesli w schemacie

Bernoulliego prawdopodobienstwo sukcesu jest tak male, ze liczba J. ~- np jest tez mala, to

J.l

P(S. = k) = (Z)plqn_l :::; e-A kl'
przy czym przyblizenie jest tym lepsze, im wieksze n i im mniejsze J.. (Rozklad zmiennej "liczba
rodzynków w placku" jest przy skonczonej objetosci ciasta dwumianowy. ale przy duzej
objetosci ciasta i malej domieszce rodzynków - w przyblizeniu poissonowski). Rozklad
Poissona jest tez rozkladem granicznym dla tzw. statystyk Maxwella-BoItzmanna (zob. artykul
L.T. Kubika).

Inne przyklady sytuacji. w opisie których wykorzystuje sie zmienne o tym rozkladzie:
- rozpad radioaktywny (doswiadczenia Rutherforda i Geigera: liczba rozpadów na jednostke
czasu ma rozklad Poi •• ')na),
- w telekomunikacji przewodowej (liczba zgloszen do centrali na jednostke czasu. liczba blednych
polaczen. liczba prób potrzebnych do uzyskania polaczenia - mozna opisywac jako zmienne
o tym rozkladzie. zob. tez rozklad wykladniczy).



- analiza przestrzennego rozmieszczenia wybuchów bomb latajacych w Londynie w czasie II
wojny swiatowej pozwolila ustalic, ze rozklad zmiennej "liczba wybuchów na jednostke
powierzchni" jest w przyblizeniu poissonowski, co z kolei pozwolilo odrzucic przypuszczenie,
ze pewne rejony miasta sa celowo atakowane przez nieprzyjaciela intensywniej, niz inne,
- M. Fisz podaje tez, ze zmienna losowa "liczba zejSCsmiertelnych spowodowanych
kopnieciem przez konia w okresie I roku w 1 korpusie armii pruskiej" (dane z 10 korpusów
kawalerii za okres 20 lat) ma rozklad dajacy sie dobrze przyblizyc rozkladem Poissona.
(Interpretacje pozostawiamy Czytelnikowi.)

M. Fisz, Rachunek ... , W. Feller, Wstep ... , t. l, R. Zielinski, Rachunek prawdopodobienstwa z elementami statystyki

matematycznej PZWS, Watszawa 1973.

I. 1000 H;.t ~J'(.l",·ydl p;•...zlv\'J Co Jt':'it p"3'Wd(lp()d(}bruej~ze - {;I.y t<:\

lllynd.;. czy Le l·~jeb<:.duc. ,,~dnegc ?
praw ~oJX'dj ,lJiem."wo •.ego. ze zakupIOny paczek b~JÓe ffil.l1

Rozklady ciagle

_1_
b-a

....

: . ~:" <.X<8)II
II...b X

olk ~d jt.;dnostaJn' (rÓVnOffilerny)
Najprostszy z rozkladów ciaglych. Mówi sie, ze zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na
przedziale (a, b), jesli jej gestosc rp wyraza sie wzorem

dla x E (a, b).

dla x <t (a, b),

Jak latwo zauwazyc, dla dowolnego I = (a, P) c (a, b) jest

fJ

1 ~ p-aP(a<X<p)=--- ldx=-···,
b-a b-a

oc

Praktyka ta nazywana bywa "stosowaniem

geometrycznej definicji prawdopodobien~lwal
skad wynika, ze prawdopodobienstwo iz zmienna X przyjmie wartosc z pewnego przedzialu I

rawartego w (a, b) zalezy tylko od dlugosci tego przedzialu (ale nie od polozenia tego
przedzialu w (a, b». (Te sama wlasnosc maja przedzialy domkniete i jednostronnie domkniete.)
Rozklad ten bywa wykorzystywany w opisie takich eksperymentów, o których wiemy tyle tylko,
ze miary mozliwych wyników zawarte sa w pewnym przedziale skonczonym i nie mamy powodu
do przypuszczenia, ze pewne rejony tego przedzir.lu sa bardziej uprzywilejowane niz inne.
"Losowo wybrany punkt z przedzialu (0, l)", "przypadkowy kierunek na plaszczyznie"
(mierzony katem, jaki tworzy Z ustalonym kierunkiem) - to przyklady sformulowan sugerujacych
przyjecie rozkladu jednostajnego odpowiednio na przedzialach (O, 1), < 0, 2n).

Omawiany w kazdym podr. rachunku prawdopodobienstwa, zob. np.: R. Zielinski, Rachunek .. ,

a wi~ zmienna X ma rozklad Cauchy'ello . zob dalej. (Wg W, Fellera.)
E

I I
...!. (arctg xY = .,.--\.•x2n

2 <. ex < arct8x)
P(X(oc)« x)

Stad

Z punktu A (i:r6dla ~wlatla) WyblCg4 w przypadkowym kic.;n~nlu k.wanl swiatla padajacy na prosta E (ekran)
w punkcie B. Niech O b~dLie <Lutem prostokatnym A.na E, OA I i niech X oznacz.a odleglosc zorientowana OB
(w 4iytuacjl przedstawionej na rysunku obok wielkosc X jest ujemna). Znalezc gestosc q:'(x) rozkladu zmiennej X.

Szkic rOlwiazania~ Sformulowanie zadania upowaznia do przyjecia~ ze kat zorientowany a: miedzy AG a AB ma

rozklad jednostajny na przedziale (- ~, ~) ~oniewaz X(ex) = tg oc, to

arclg x I ( n)
" ~(-=::-) t Idoc' -;;- arctgx+""22 2 -_

],

Znalezc rozklad sumy !lwu niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach jednostajnych na (0,1). (Wsk.: skorzyslac
z defimcji niezaleznosci i definicji dyst "buanty.)

'f

o?a

a b
.-
X

Rozklad trójkatny
Zmienna X ma rozklad trójkatny na przedziale (a, b), jesli jej gestosc znika poza tym
przedzialem, a wykres gestosci na (a, b) tworzy trójkat równoramienny o polu 1 (tj. o wysokosci
2f(b-a), zob. rys.). Powstaje przy rozpatrywaniu sumy dwu niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie jednostajnym: jesli np. X i Y sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad
jednostajny na (O, 1), to X + y ma rozklad trójkatny na (0, 2). Podstawowe zastosowanie: do
formulowania przykladów i zadan w podrecznikach rachunku prawdopodobien~(,,:t .

.6
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gdzie J. jest pewna liczba dodatnia. Jedna z mozliwych do wyobrazenia interpretacji tej zmiennej
jest "czas czekania bez pamieci"; jesli to, na co czekamy, pojawia sie zupelnie przypadkowo,
j w taki sposób, ze to, jak dlugo czekamy nie ma najmniejszego wplywu na to, iJ,ejeszcze
h.;dziemy czekali, to zmienna "czas czekania" ma rozklad wykladniczy. Parametr .l. jest
odwrotnoscia "sredniego czasu czekania". (Rozklad ten jest wiec ciaglym odpowiednikiem
f(Jl.kladu geometrycznego; przy duzej ilosci prób rozklad wykladniczy jest dobrym przyblizeniem
r ,11.k lad u geometrycznego.)
Rozklad wykladniczy wykorzystywany jest z powodzeniem do analizy wielu procesów
przyrodniczych i spolecznych, m.in. do
- opisu zjawisk promieniotwórczych (np. w promieniowaniu ex czas czekania na emisje
flojedynczej czastki Gl; ma rozklad wykladniczy),
.- opisu zjawisk wystepujacych w telekomunikacji przewodowej (czas czekania centrali na
tgloszenk sie abonenta, czas trwania rozmów telefonicznych itp.), i ogólniej
- teorii obslugi masowej (teorii kolejek).
Róznorodnosc zastosowan rozkladu wykladniczego wynika równiez z jego zwiazku z rozkladem

Poissona; jesli opisywany proces ma te wlasnosc, ze liczba interesujacych nas zdarzen
w prz'edzialach czasu o ustalonej dlugosci ma rozklad Poissona i przy tym srednia liczba zdarzen
jest proporcjonalna do tej dlugosci, to czas czekania na takie zdarzenie ma rozklad wykladniczy.
Rozklad ten wystepuje równiez przy opisie wielu zjawisk innych, niz wyzej opisane, typów.
Przyklady;
- rozklad zasiegu widzialnosci w rzadkim lesie, jesli kierunek patrzenia jest losowy (a rozklad
kierunków - jednostajny); jesli zastapimy drzewa gwiazdami, tez bedzie dobrze,
- rozklad prawdopodobienstwa tego, z,e nitka o dlugosci t wytrzyma ustalone obciazenie
(I jest tu zmienna losowa).

~t

~~
,.
x

Rozklad wykladniczy

Jest to rozklad zmiennej X o gestosci

{).e-J •.•
q;(x) =

O

dla x> O,

dla x"; 0,

Il Zielinski, Rach/mek ... ; W. Feller, WSlep ... , t. I i II; i in.

Rutheford i Geiger slwlerdl:lh ze liczby czastek a. wypromieniowywanych przez pewna substancje w 7,5 ~ekundowych
odcinkach C7.aSU maja w przyblizcniu rozklad Poissona 7C srednia 3,81 czastek na okres. Zatem sredni czas czekania
na kolejna emisje wynosi

7,5 _ I
3,8f - 0,516

i wobec tego rozklad czasu czekania ma ge5toSc

~

'l{I) = {:,516 e-O•516r

dla t > O,

dla I •• O.

Jakie bylo prawdopodobienstwo tego, ze mi~dzy dwiema kolejnymi emisjami uplynie wiecej niz 10 sekund
(Wg R. ZIelinskiego.)

Formalnie "brak pamieci" zmiennej losowej X mozna opisac nastepujaco:

(0)

Jesli przyjac

to okaze sie, ze z (0) wynika, iz

P(X> l+slX > I) = P(X > s) dla s,1 > O.

P(X > s) ~ q;(s)

{rp jest monotoniczna,'I'(s+ I) = q;(s)' '1'(1) dla s, I > O.

Stad z kolei latwo wywnioskowac, ze '1'(1) jest dodatnia dla I > Oi wobec tego", g log 'I'jest tez monotoniczna
i spelnia

(00) ,/,(s+ t) = VI(s) + ",(I).

Jedynym monotonicznym rozwiazaniem (") jest funkcja liniowa (por. art. M. Kuczmy, Delta 1/1977), skad wynika,
ze Rozk1ad wykladniczy jesl jedynym rozkladem opisujacym, ,procesy bez pamirci".

Rozklad normalny (Gaussa)
Zmienna losowa ma rozklad normalny o wartosci sredniej m i odchyleniu standardowym u > O
(ozn. N(m, u), jesli jej gestosc wyraza sie wzorem

l _(x~)'
g(x) = __o -:- e 2u'

O' J! 2n



x

Dla (f = 1 i ni = Ootrzymujemy gestosc standaryzowanego rozkladu normalnego N(O, 1):

Wykres tej gestosci nazywany jest krzywa Gaussa.

Jest to - bez przesady - najwazniejszy rozklad prawdopodobienstwa i znajduje zastosowanie
praktyczne we wszystkich problemach, w których mamy do czynienia badz ze srednimi z wielu
pomiarów, badz pomiarami zjawisk, na które oddzialuje wiele przypadkowych i niezaleznych
./.)'nników. Teoretycznym uzasadnieniem tego faktu sa tzw. centralne twierdzenia graniczne,
których sens sprowadza sie do tego, zeje.m Xl> X" ... X., ... jest "dostatecznie porzadnym"
ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, to dla duzych n rozklad srednej arytmetycznei

Sformulowanie to jest - delikatnie mówiac .­
niezbyt precyzyjne. Z braku miejsca
poprzestajemy jednak na nim, zapraszajac
Czytelnika do cw. lektury jakiegokolwiek
z wymienionych tu podreczników.

y. = om (XI + ... +X.)
n

iest w przybizen;u normalny. W szczególnosci np. jesli Z. jest srednia liczba sukcesów

w schemacie Bernoulliego podzielona przez Vnpq, to ciag dystrybuant Fz• zbiega do dystrybuanty
rozkladu N(p, I) (jest to twierdzenie de Moivre'a-LapJace'a).

Rozklad ten omawiany jest we wszystkich podrecznikach rachunku prawdopodobienslwa i statystyki i tam tez mozna
znalezc liczne przyklady jego zaslosowania (zob. tez artykul R. Zielinskiego).

Rozklad Cauchy'ego

Jest to rozklad zmiennej ciaglej o gestosci

gdzie t > Ojest dowolnym parametrem. Rozklad ten ma interesujaca wlasnosc: jesli Xl, ..., X.
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestosciach odpowiednio tp'l (x), , tp,.(x), to ich suma
Xl + ... +X. ma tez rozklad Cauchy'ego o gestosci tpr(x), gdzie T = t1 + +1•. Konsekwencja
tej wlasnosci jest to, ze jesli zmienne Xl> ...• X. maja jednakowe rozklady o gestosci tp,(x), to ich

1
srednia arytmetyczna Y = - (X, + ...X.) ma tez rozklad o gestosci tp,(x).

fi .

Wynika stad z kolei, ze nie wszystko w przyrodzie jest normalne: ciag zmiennych Xl> ••. , X., ...
o jednakowym rozkladzie Cauchy'ego jest ciagiem, dla którego nie zachodzi centralne twierdzenie
graniczne.

W. Feller, Wstep... , l. II

(c.d. zadania o kwancie padajacym na ekran).
Wykazac, ze oswietlenie nieskonczonego ekranu plaskiego punktowym zródlem swiatla umieszczonym w punkcie
poza ekranem Ytyraza sie wzorem

gdzie c, k - stale charakteryzujace zródlo 'wialla i jego odleglo'c od ekranu.
(Wsk. tródlo 'wialla to zródlo wielu niezaleznych fotonów.)

Rozklady 1.2 i rozklady t Studenta
Liste nasza zamykaja dwie klasy rozkladów, które odgrywaja roJe szczególnie wazna
w zastosowaniach rachunku prawdopodobienstwa do wnioskowania o pewnych
charakterystykach liczbowych badanego zjawiska na podstawie wyników pomiaru, tj.
w problematyce wnioskowania statystycznego.

Rozkladem 1.2 o k stopniach swobody nazywamy rozklad takiej zmiennej, która jest suma
kwadratów k (k = 1,2, ... ) niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach normalnych N(O, 1).

Inaczej mówiac, jesli X, •... , X, maja rozklad normalny N(O, 1) i sa niezalezne, to zmienna

Z = xt+ ... +xf

ma rozklad Zl o k stopniach swobody.
Rozkladem t Studenta o k stopniach swobody nazywamy rozklad takiej zmiennej T, która jest
postaci

X
T = .-----c.-

]I}Z ,

gdzie X i Z sa zmiennymi losowymi niezaleznymi, X ma rozklad normalny N(O, 1), a Z ma
rozklad X' o k stopniach swobody. Dystrybuanty i gestosci tych rozkladów omawia w swym
artykule R. Zielinski. W podanym tam pn;ykladzie ich wykorzystania mamy k = fi - I = 4
stopnie swobody. Jak latwo sprawdzic, rozklad l o l stopniu swobody jest rozkladem Cauchy'ego.

Zob. R. Zielinski, Rachunek ... ; S. Zubrzycki~ Wyklady;; rachunku prawdopodobienstwil i statystyki malematycznej~
PWN, Warszawa 1966.
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rz modele fizyki tatyst)'czneJ

Bedziemy tet rozwazac zdarzenie C.
polegajace na tym, ze w ustalonej komórce
7najd\Jje .ie dokladnie Ie (Ie '" n) czastek. (Red.)

Zmienna X •• ilosc czastek w ustalonej

komórce" ma tu rozklad dwumianowy i, jak

latwo sprawdzic,

(") lP(C.) = P(X = k) = -.-- (N-O·-· =k N·

= (:) ~. (t--~r-'
Jesli tc.raz N -+ 00 in -l> co tak, ze srednia

ilosc czastek na komórke n/N = ).pozostaje

slala, to, jak mozna udowodnic,

P(C.} -> e-)·).·'/kl

(por. Rozk/ad Po/ssana). Tak wiec tzw.
postacia graniczna staly.tyki Maxwella­

-Boltzmanna jest rozklad Poissona.

Zmienna X "ilosc czastek w ustalonej
komórce" ma tu rozklad

P(C.) = P(X = k) =(N+n-k-2).(N+n-t)n-k . n •

Jesli przyjac, ze N - ;;G i n - ;fJ w taki

spo~ób, ze srednia ilosc czastek na komórke
n/N = ).pozostaje stala, to, jak mozna
udowodnic,

P(C.)_ O+i;)'+1 = c~-;:r·'j:;:'
Oznacza to, ze postacia graniczna statystyki
Bosego-Einsleina jest rozklad geometryczny

l. i.
l P =. - l q = '-'-.-.

1+ i. l+ I.

Doc. dr Lech T. KUBIK

Rozwazmy nastepujace zadanie:
Mamy n czastek, Z których kazda moze znalezc sie w kazdej z N;;. n komórek. Znalezc
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym. ze w ustalonych n komórkach bedzie po

jednej czastce. oraz prawdopodobienstwo zdarzenia B polegajacego na tym. ze w jakichkolwiek
n komórkach bedzie po jednej czastce (inaczej mówiac. ze w zadnej komórce nie bedzie wiecej
niz jedna czastka). Tego rodzaju zadania rozpatruje sie w fizyce statystycznej w odniesieniu do
konkretnych czastek fizycznych. Role komórek graja male obszary, na jakie dzieli sie
rozpatrywana przestrzen.
Rozwiazanie 1 (Model Maxwella-Boltzmanna)
Ponumerujmy czastki liczbami l. 2•...• n, a komórki liczbami 1.2 •...• N. Rozmieszczenie czastek
w komórkach mozemy opisac za pomoca uporzadkowanego ukladu n liczb (ih i,•..., i.),
x których kazda moze byc dowolna z liczb 1.2 •...• N. Stojaca na pierwszym miejscu liczba

i, podaje numer komórki, w której znalazla sie pierwsza czastka, liczba i,- numer komórki,
w której znalazla sie druga czastka, ...• liczba i.- numer komórki, w której znalazla sie n-ta
czastka.
Przyjmijmy zbiór wszystkich opisanych wyzej uporzadkowanych ukladów (ih i" ...• i.), tzn.
7.biór wszystkich n-wyrazowych wariacji z powtórzeniami zbioru {l. 2•...• N}. za przestrzen
ldarzen elementarnych Q. Jak nietrudno sprawdzic. przestrzen Q zawiera N" zdarzen
elementarnych. Przyporzadkujmy kazdemu z nich to samo prawdopodobienstwo l/N·. Jezeli
mamy ustalonych n komórek i chcemy. aby w kazdej z nich znalazla sie jedna czastka (których
lacznie jest n). to mozemy otrzymac to na n! sposobów. A zatem

n!
P(A) = -.

N·

Zauwazmy. ze zdarzenie B sklada sie z (~)n! zdarzen elementarnych. Istotnie. sposród N komMek
mozna wybrac n komórek (w których nastepnie umiescimy po jednej czastce) na (~) sposobów.
A w kazdej ustalonej grupie n komórek mozna - jak stwierdzilismy przed chwila - rozmiescic
n czastek tak, aby kazda byla w innej komórce. na n! sposobów. Mamy wiec

(~)n! N!

P(B) = ~ = N"(N-n)-!

Byly liczne próby pokazania. ze rzeczywiste czastki fizyczne zachowuja sie zgodnie
z przedstawionym modelem Maxwella-Boltzmanna. Okazalo sie, ze wiekszosc czastek zachowuje
sie zgodnie z tym wlasnie modelem jedynie w warunkach malych gestosci i wysokich temperatur
gazu tych czastek. Obserwowane czestosci zbytnio odbiegaja od prawdopodobienstw wynikajacych
z tego modelu. W zwiazku z tym rozpatrzymy drugi model.
Rozwiazanie 2. (Model Bosego-Einsteina)
W poprzednim rozwiazaniu czastki ponumerowalismy. Traktowalismy je wiec tak, jakby daly
sie one od siebie odrózniac. W zwiazku z tym istotne dla nas 'bylo nie tylko. w której komórce
jest ile czastek, ale takze które czastki (o jakich numerach) znajduja sie w danej komórce.
Obecnie uwazajmy czastki za nierozróznialne (co zreszta odpowiada rzeczywistosci: tego samego
rodzaju czastek fizycznych nie da sie rozróznic). Wobec tego rozmieszczenie czastek w komórkach
bedziemy uwazali za dane. gdy bedziemy wiedziec, ile czastek jest w poszczególnych komórkach.
Kazde takie rozmieszczenie mozemy zapisac za pomoca nieuporzadkowanego zespolu liczb
(i" i" ... , i.), z których kazda moze byc dowolna z liczb 1,2, ... , N. Jezeli liczba I wystapi
w takim zespole dokladnie k razy (obojetnie na jakich miejscach). to oznacza to, ze w komórce
nr 1 znajduje sie k czastek. To samo dotyczy pozostalych liczb 2, 3, ... , N. Za przestrzen zdarzen
elementarnych Q przyjmiemy teraz zbiór wszystkich opisanych wyzej nieuporzadkowanych
zespolów (i" i" ... , i.) (tzn. zbiór wszystkich n-elementowych kombinacji z powtórzeniami

zbioru {l, 2•...• N}). Przestrzen [) zawiera (H+:-l) zdarzen elementarnych. Dla przykladu
wypisujemy nizej (tabela) wszystkie zdarzenia elementarne przy N = 3, n = 2 i odpowiadajace
im rozmieszczenia czastek w komórkach we wszystkich trzech rozpatrywanych modelach.
W rozpatrywanym obecnie modelu Bosego-Einsteina przyporzadkujmy kazdemu zdarzeniu
elementarnemu to samo prawdopodobienstwo I /(H+:_l). Obecnie zdarzenie A sklada sie tylko
l jednego zdarzenia elementarnego (permutowanie czastek znajdujacych sie w ustalonych
komórkach nie daje nic nowegO. gdyz czastki sa nierozróznialne). A zatem w obecnie
rozpatrywanym modelu

P(A) = (,'1+;-1)-'.

Zdarzenie B sklada sie obecnie z (::') zdarzen elementarnych. Na tyle bowiem sposobów mozna
wybrac n sposród N komórek, a w wybranych n komórkach mozna obecnie umiescic po jednej
czastce tylko w jeden sposób.

o



Stad wynika, ze

Zdarzenie A sklada sie oczywiscie z jednego zdarzenia elementarnego, wiec

P(B) = (:): (N+:-l).

Zgodnie z modelem Bosego-Einsteina zachowuja sie fotony i atomy zawierajace parzysta liczbe
czastek elementarnych. Istnieja jednak czastki fizyczne, dla których ten model nie jest odpowiedni.
W zwiazku z tym rozpatrzmy trzeci model.

Rozwiazanie 3. (Model Fermiego-Diraca) . ,
Przyjmiemy, ze czastki sa nierozr6znialne i z·e w kazdej komórce mozel;tnajdowac sie co
najwyzej jedna czastka. Obecnie rozmieszczenie czast'ek bedzie dane, gdy wskazane beda komórki
niepuste (lub - co na jedno wychodzi - puste), gdyz zgodnie z przyjetym zalozeniem kazda
niepusta komórka zawiera dokladnie jedna czastke. Za przestrzen zdarzen elementarnych Q
przyjmiemy wiec w obecnym modelu zbiór wszystkich n-elementowych podzbiorów zbioru
N-elementowego (zbioru wszystkich komórek), tzn. zbiór wszystkich n-elementowych kombinacji
bez powtórzen zbioru {l, 2, ... , N}. Przestrzen Q zawiera wiec (:) zdarzen elementarnych.
Kazdemu z nich przyporzadkujmy to samo prawdopodobienstwo

1/(:).

P(B) = 1,

Natomiast

gdyz zgodnie z przyjetym zalozeniem jest pewne, ze w zadnej komórce nie bedzie wiecej niz
jedna czastka.

Zgodni'e z Itlodelem F'ermiego-Diraca zachowuja sie m.)n elektrony, protony i neutrony.
Rozpatrzony przyklad jest bardzo pouczajacy. Widac z niego wyraznie, ze przyjecie odpowiedniego
modelu probabilistycznego zalezy od konkretnej sytuacji praktycznej. Wszystkie trzy omówione
modele sa sensown'e z probabilistycznego punktu widzenia. Trudno bylo z góry przewidziec,
te zadne czastki fizyczne na ogól nie beda sie zachowywac zgodni,e z pierwszym modelem (nie
jest zreszta wykluczone, ze kiedys taki,e czastki zostana wykryte), ze np. fotony beda sie
zachowywac zgodnie z drugim modelem, a elektrony zgodnie z trzecim.

Zestawienie zdarzen e1emenlarnydl iOdpowiadajacych im rozmieszczen czastek w komórkach przy N = 3, n = 2
w rozpatrzonych modelach

Tu oczywiscie nie mozna rozwazac zdarzenia

Ck dla k > L

l. Model Maxwella-Boltzmanna (kwadraty z liczbami wyobrazaja czastki z odpowiednimi
numerami).--.------ .....•. -- _----_._-_ .•._.-.-.-~_ ..- ~-, _ ---.--.-- - .. -.".'''''''.- .. ---- --.----- ..- .._-, ~._--~_._----~--_..__ .._~-_.~.._---_.

Komórka 1 ._ .. . =~m:~e~~a elementarne li__~r I._51:_I} ,1 (~,2) I ~,3~ ..__(~~2)J (2,1) (1,3) (3,2).._

___ ~__ I·-OJ[l]-!-_-I--..!-~I-[l] --I~-l [l] I 'I' I
____ ..~ __ .. i... ! ~[l] 11 1 [l]__ I~ __II---l---f-~ _[l] !l! !' I I

3 I OJ[l] I I I [l] I OJ i [l] ! OJ '

3

2. Model Bosego-Einsteina (kólka oznaczaja czastki)

j-" KO~;;~~r--"...--Zda-;;~ni;-~I~~~~~~;~'"

_.._~nr_J_~:~1~}=[:{2,2}1 - \~~~}-_rJ~':!-rJ~~~}!-_i:~L

l . CO 1 __ 1__ . C ! C 1 _2. ,20 ,O: 10
, o ------1--- ._, , _
, C>2 lO O

3. Model Fermiego-Diraca (kólka oznaczaja
czastki)

I . Ko~~:~--I -- --id~~Z~~i~-cl~men~~~~----1

i nr 1-"{1,2}-1--{l,3;"-r{;~1I··---------· ..---·----·---~---------··-..··--·---·~---l
i 1 'O C i
i -- ---- ....- ----~----.

, 2 : C : C .
I-')"-"'-!-'---I"'O..."10
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mala delta

~'~'1ateCZ'1e O'7?,cl1:- czyli P1aJy statystyk

Zanim sie zje kupione na Swieta orzechy warto zorientowac sie, ile ich jest.
Proponujemy wzgardzic zwyklym liczeniem. Oto nasze propozycje:L Jesli zabawa juz Ci sie znudzila, to przejdz do 14\ jesli zas nie, to przejdz
do nastepnej nie wykorzystanej jeszcze propozycji. -
) Zsyp orzechy do duzej torby, woreczka, wazy lub garnka, zaczerpnij spora
g arsc (lub dwie, jesli to wloskie), policz je i pomaluj - kolor srebrny lub zloty
wydaja sie tu najstosowniejsze. Pomalowane wrzuc z powrotem i dobrze
wymieszaj z reszta. Nastepnie wylosuj (jesli jest to naczynie otwarte, to nie
patrzac lub po ciemku) dwie lub trzy garscie i policz, ile wylosowales i ile jest
wsród nich pomalowanych. Spróbuj teraz oszacowac liczbe wszystkich orzechów
poslugujac sie
(a) "zdrowym rozsadkiem" (stosunek liczby pomalowanych wsród wylosowanych

do liczby wszystkich wylosowanych powinien byc w przyblizeniu równy
stosunkowi liczby wszystkich pomalowanych do liczby wszystkich w ogóle),

(b) metoda opisana w przykladzie zastosowania rozkladu hipergeometrycznego
do szacowania ilosci ryb w stawie.
Przejdz do 'T.
;) Wykonaj trzy (lub wiecej) niezalezne losowania, wrzucajac po policzeniu
orzechy z powrotem i jako oszacowanie przyjmij srednia z trzech oszacowan
typu (a) lub (b).
Przejdz do ,T.
':fi Policz orzechy i porównaj wynik z otrzymanymi oszacowaniami. Jakie
oszacowania byly lepsze - (a) czy (b)? Zakoncz dzialalnosc i przejdz do l-i)

- o ile nie nabrales ochoty do dalszej zabawy i nie straciles wiary
w skutecznosc praktycznych zastosowan rachunku prawdopodobienstwa.
W tym przypadku bowiem mozesz skorzystac z dalszych propozycji:
Ltl Oblicz, jakie bylo prawdopodobienstwo uzyskania w !Ti takiej ilosci
pomalowanych, jaka zdarzyla sie w rzeczywistosci, jesli juz wiadomo, ile ich jest
naprawde. Jakie byloby to prawdopodobienstwo, gdyby bylo ich dwa razy wiecej
(przy tej samej ilosci pomalowanych), a,jakie, gdyby bylo ich dwa razy mniej?
(Przyjmij zalozenia metody (b)).
Przejdz do :-~r.
~6~iJaki sposób losowania orzechów zapewnilby pelna stosowalnosc metody (a)?

Przejdz do ;9:.
). Zastosuj te metode do obliczenia ilosci ziarnek kawy w paczce, zastepujac
pewna znana Ci ilosc ziarnek kawy ta sama iloscia ziarnek fasoli lub groszku
(dobry jest tez pieprz - po wykonaniu eksperymentu nie trzeba go wybierac:
zmielony wraz z kawa w niewielkiej ilosci podnosi jej walory smakowe).
Przejdz do i'eL
"S, Oszacuj ilosc ziarn kaszy gryczanej w kilogramie, poslugujac sie ryzem
(Tub ryzu poslugujac sie kasza). Dlaczego dopiero w tym przypadku metoda
(a) ma prawo dawac wyniki niewiele odbiegajace od wyników uzyskiwanych w (b)?
Przejdz do' 9 .
<; Nie zjad'aj wszyslkich orzechów - zostaw troche na Swieta.

~

/,
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,,0 trójkacie mozna nieskonczenie"
Czytelnikom, którzy nie wierza w swoje sily w konkursie BUDUJEMY KOPULE, proponUjemy
mny:

Znalezc nowe twierdzenie o trójkacie
Przez "znalezc" rozumiemy samodzielnie wymyslic i udowodnic.
"Nowe" - znaczy takie, które nie zostalo nigdzie jeszcze napisane (albo nam tak sie zdaje).
Bedziemy oceniac
l) elegancje i oryginalnosc twierdzenia (decyduje gust Redakcji),
2) prostote dowodu. Dowody bledne dyskwalifikuja prace.
Najciekawsze twierdzenia opublikujemy. Termin nadsylania - 15lutego 79.
A oto przyklad:

Odcinki laczace punkty stycznosci boków i okregu wpisanego w trójkat z przeciwleglymi
wierzcholkami tego trójkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Kto zna powyzsze twierdzenie?

__ Zadania

F 60a. Stezenie zanieczyszczenia powietrza substancjami radioaktywnymi uwazane jest za
dopuszczalne, jesli srednia Jego aktywnosc wynosi 2,7' 10-12 Ci/l (Ci - kiur - jest jednostka
aktywnosci substancji promieniotwórczej i odpowiada 3,7' lOto rozpadów na sekunde.
Powietrze w laboratorium zostalo zanieczyszczone jodem J131 w takim stezeniu, ze rzeczywista
aktywnosc wynosi 2,252' 10-12 Ci/L Pomiary kontrolne przeprowadza sie pobierajac 1 litr
powietrza i liczac rozpady w ciagu minuty. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pomiar
kontrolny wykaze stezenie wieksze od dopuszczalnego?
Rozwiazanie na str. 16
F 60b. Mezon K~ jest praktycznie jedyna czastka, której rozpad moze dawac cztery kwanty

y - rozpad taki przebiega wtedy wg ,;;chematu

M 178. Udowodnic, ze jezeli a, b, c sa liczbami rzeczywistymi, to
(ab+ac+bc)a2b2c2 ~ a8+b8+c8•

Rozwiazanie na str. 16
M 179. Udowodnic, ze okregi opisane na dwóch scianach czworoscianu przecinaja sie pod takim
samym katem, jak okregi opisane na pozostalych dwóch jego scianach.
Uwaga. Katem, pod którym przecinaja sie dwa okregi, nazywamy kat utworzony przez styczne
do nich w punkcie przeciecia.
Rozwiazanie na str. 16
M 180. W turnieju szachowym rozgrywanym systemem "kazdy z kazdym" uczestniczylo osmiu

szachistów. Kazdy z nich zdobyl inna liczbe punktów niz pozostali. Zdobywca drugiego miejsca
uzyskal tyle punktów, ile razem zebrali ostatni czterej. Jaki byl wynik partii miedzy czwartym
a szóstym zawodnikiem w ostatecznej klasyfikacji?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

J

i .--.-.--> Y + y
K, -.--, nO + it°

i ....__ . --> Y + y

Dysponujemy detektorem, w którym prawdopodobienstwo rejestracji pojedynczego kwantu y

wynosi ex = 0,4. W pewnym badaniu zarejestrowano 1000 rozpadów, w których pojawily sie
dokladnie cztery kwanty y (i które wobec tego zidentyfikowano jako rozpady mezonu K~),
oraz pewne ilosci rozpadów z trzema, dwoma i jednym kwantem y. Ile sposród nich moglo byc
w rzeczywistosci omawianego typu rozpadami K~? Oszacowac ilosc wszystkich takich rozpadów.
Rozwiazanie na str. 16
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Co to sa
przedzialy ufnoscl

Doc. dr Ryszard ZIELINSKI
"W celu wyznaczenia ladunku elektronu wykonano piec niezaleznych pomiarów tego ladunku
i otrzymano wyniki (w absolutnych jednostkach elektrostatycznych): 4,781' 10-10; 4,795' 10-10,
4,769' 10-10; 4,792 .10-10 i 4,779' W-lO. Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogóle
mozna na ten temat powiedziec majac takie wyniki pomiarów?"
Staly Czytelnik Delty zauwazyl byc moze, ze juz kiedys rozwazalismy zadania tego typu:
wartykule"O metodzie najmniejszych kwadratów" (Delta 8/1978) podalismy pewna zasade
postepowania przy rozwiazywaniu takich zadan. Zasada ta prowadzila do odpowiedzi, ze ladunek
elektronu jest równy sredniej arytmetycznej otrzymanych wyników (a wiec w naszym przypadku
wynosi 4,783' 10-10). Mozna sie spodziewac, ze inna seria pieciu pomiarów dalaby inne wyniki
i ze wobec tego srednia tych nowych wyników bylaby rózna od przed chwila obliczonej.
Mielibysmy wiec dwie rózne odpowiedzi na to samo pytanie. Nie ma w tym nic dziwnego, bo
przeciez juz pierwsza seria pomiarów dala nam piec róznych odpowiedzi na interesujaca nas
wielkosc, ale fakt, ze odpowiedz ciagle zmienia sie w miare wykonywania coraz to nowych
pomiarów moze byc irytujacy.
Pewnym wyjsciem z tej "niestabilnej" sytuacji byloby zaokraglenie wszystkich wyników
pomiarów do dwóch cyfr znaczacych; wtedy kazdy wynik brzmialby: 4,8' 10-10 i odpowiedz
bylaby pozornie jednoznaczna. Co wiecej, przy takich róznicach pomiedzy wynikami
poszczególnych pomiarów, jakie obserwowalismy do tej pory, mozna by z duza doza pewnosci
oczekiwac, ze dalsze pomiary nie zmienia tej odpowiedzi. Odpowiedz taka jest jednak tylko
pozornie jednoznaczna, bo powinnismy jakos zaznaczyc fakt zaokraglania wyników pomiarów,
co mozna zrobic piszac (4,8 ± 0,05)' 10-10 zamiast po prostu 4,8' 10-10. To postepowanie
prowadzi do oceny przedzialowej interesujacej nas wielkosci (oceny za pomoca przedzialu),
zamiast poprzednio stosowanej oceny punktowej (oceny za pomoca pojedynczej liczby).
Jezeli bardziej wnikliwie przyjrzymy sie naszemu zadaniu, zauwazymy dalsze problemy. Przede
wszystkim powstaje pytanie czy jezeli juz decydujemy sie na ocene przedzialowa, to musi to byc
ocena uzyskiwana - tak jak wyzej - za pomoca zaokraglania wyników. Moze "lepszy" bylby
na przyklad przedzial, którego dolnym koncem bylby najnizszy, a górnym najwyzszy wynik
z naszej serii pomiarów, a wiec w rozwazanym przypadku przedzial (4,769' 10-10; 4,795' lO-lO)?
Ten nowy przedzial jest krótszy od poprzedniego, daje wiec bardziej precyzyjne oszacowanie
interesujacej nas wielkosci, ale ...
Otóz istnieje pewne "ale", zwiazane z nastepujacymi okolicznosciami. Wyobrazmy sobie, ze
decydujemy sie wykonac jeszcze jeden, szósty, pomiar ladunku elektronu. Czy mozemy byc
pewni, ze wynik tego pomiaru znajdzie sie w wyznaczonym przedziale (4,769' 10-10;
4,795' lO-lO)? Na pewno mozemy byc bardziej pewni, ze nowy wynik znajdzie sie w szerszym
przedziale (4,8±0,05)' 10-10, ale czy z kolei tego mozemy byc pewni "na 100%"? Jak zbudowac
przedzial, który bylby "dostatecznie pewny"? Pewnosc ta zreszta powinna dotyczyc nie tyle tego,
ze dalsze wyniki pomiarów znajda sie w tym przedziale, ile tego, ze dany przedzial zawiera
szacowana wielkosc, w naszym przypadku "prawdziwa" wartosc ladunku elektronu.
Oto pewne rozwiazanie zagadnienia estymacji przedzialowej. Oznaczmy wielkosc szacowana
przez q (w naszym zadaniu jest to ladunek elektronu), wyniki pomiarów oznaczymy przez
Xl> X., H" x. (w naszym zadaniu mamy n = 5) i przez /(Xl> X2, H" X.) oznacZmY przedzial
zbudowany na podstawie tych wyników. Niech y bedzie ustalona liczba z przedzialu (O, 1).
Definicja. Przedzial /(X., X2, ... , x.) nazywamy przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci y, jezeli

P{qe/(x.,X2, .H,X.)} = y,

tzn. jezeli przedzial /(X., X2, H" x.) z prawdopodobienstwem y zawiera szacowana wielkosc q.

Teoria przedzialów ufnosci stanowi obszerny fragment statystyki matematycznej. Zilustrujemy
na bardzo waznych dla zastosowan przykladach typowe rozwiazania podawane przez te teorie,
a na zakonczenie wrócimy do naszego wyjsciowego zadania szacowania ladunku elektronu.
Przyklad 1 (rozklad wykladniczy). Za pomoca licznika Geigera-Miillera badamy intensywnosc
pewnego zródla promieniowania. Intensywnosc zródla mierzymy srednia liczba czasteczek
wypromieniowanych (dokladniej: zarejestrowanych przez licznik) w ciagu sekundy. Liczne
badania zagadnienia promieniotwórczosci pozwalaja na sformulowanie prawa, ze jezeli
intensywnosc promieniowania jest l, to odstep czasu pomiedzy dwoma kolejnymi "tyknieciami"
licznika (oznaczymy ten odstep przez T)jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym:

P{T.:;;t}=l-e-Ar, l>O.

Wzór ten mozna równiez napisac w postaci:

(l) P{lT.:;; t} = l-e-t•

Dla danej liczby y, powiedzmy y = 0,95, znajdzmy takie ty, zeby l-e- ty = y.

Otrzymujemy (log oznacza logarytm naturalny), ze ty = -log 0,05 = 2,996.
Jezeli wiec w pewnym eksperymencie zaobserwujemy, ze badany odstep czasu wynosi T, to na
mocy wzoru (l) mamy

{ 2,996}P l.:;; -T = 0,95
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Jez-eli Zy jest taka liczba, ze 2<P(zy)-1 = r, to otrzymujemy wzór

x-I'

a l
l (' __11P{X';; X} = ~ J e 2 dt

Y 2n -00

Il_l"X = ----L.. x"
n ;=1

(5)

f X-p }Pt-;;-';; Xy = Y

czyli P{p ~ X -Xy oa} = r,co prowadzi do przedzialu ufnosci (X-Xl" a, +00).
Ze WZoru (3) latwo otrzymuje sie wzór

{I X-p } 1 ~ - ~ 12P I--~- .;;X = ~=J e.2 dt = <P(x)-<P( -X) = 2<P(x)-1.- y2n -x
(4)

Prawa strona tego wzoru, funkcja

(3)

Wzór (2) mozna oczywiscie zapisac w postaci

lub w postaci

Wielkosc x jest po prostu srednia arytmetyczna naszych wyników, natomiast S2 jest wielkoscia,
za pomoca której szacuje sie nieznane a2• W rachunku prawdopodobienstwa dowodzi sie, ze ma.
mi,ejsce nastepujacy wzór (analogiczny do wzoru (3»:

(2)

x dt

p {_x-t:- Yli.;; xlJ = C.-I ~ --(----t2--)-~ji-'
.l -00 1+----n-l

jest stablicowana, a jej tablice sa latwo dostepne; nazywa sie ona dystrybuanta rozkladu
normalnego. Jak w poprzednim przykladzie, mozemy dla danej liczby y E (O, 1) znalezc takie

x,,, zeby <P(xy) = y.
Jezeli znamy wartosc parametru a, to ze wzoru (3) otrzymujemy natychmiast "jednostronny"
przedzial ufnosci dla p na poziomie ufnosci y, mamy bowiem

p{ X:P\';;Zy}=y,I
który natychmiast daje "dwustronny" przedzial ufnosci dla II na poziomie ufnosci y:

(X-zyo a, X+zl' o a).
Przyklad 3 (rozklad t Studenta). Jezeli nie znamy wartosci parametru a, podane wzory staja sie
bezuzyteczne i musimy postepowac inaczej.
Przypuscmy, ze wykonalismy serie pomiarów pewnej nie znanej wielkosci p i ze otrzymalismy
wyniki Xl> X2, 0.0' x.o Niech

gdzie c._ 1jest pewna stala. Funkcja wystepujaca po prawej stronie tego wzoru - oznaczymy ja
przez H._I (x) - nazywa sie dystrybuanta rozkladu t Studenta. Funkcja ta, podobnie jak
dystrybuant'a rozkladu normalnego, jest stablicowana i tablice jej sa latwo dostepne.

gdzie a jest parametrem rozkladu charakteryzujacym dokladnosc pomiarów (a nazywa sie
odchyleniem srednim lub odchyleniem standardowym, natomiast a2 nazywa sie wariancja. Jest
to dokladnie taka s3J)la wariancja zmiennej losowej X, z jaka Czytelnik spotyka sie w podreczniku
Wo Szlenka dla szkoly sredniej).

( 2996)i przedzial 0, ~i jest przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla interesujacej nas

intensywnosci A. Innymi slowy: z prawdopodobienstwem 0,95 intensywnosc badanego zródla
promieniowania miesci sie w tak obliczonym przedziale.
Przyklad 2 (rozklad normalny). W teorii pomiarów uzasadnia sie, ze w wielu typowych
sytuacjach blad pomiaru jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym (rozkladzie Gaussa).
Oznacza to, ze jezeli X jest wyniki-em pomiaru wielkosci p, to

Blad pomiaru moze miec rozklad normalny

tylko wtedy, gdy pomylki w kierunku
nadmiaru sa tak samo prawdopodobne t jak

pomylki w kierunku niedomiaru. Na

ponizszym rysunku przedstawiono tzw.

krzywa gestosci rozkladu normalnego;

Il jest wielkoscia mierzona, a rzedna
w punkcie x jest proporcjonalna do

prawdopodobienstwa, ze wynik pomiaru

btd.ric fÓWO"" x.+ ,1_ dx.) - 1A
)i X

W takiej sytuacji budowa przedz.ialu ufnv:>u

wymaga zupelnie innego postepowania mi:

opisane w artykule.

Jezeli mierzymy np. Zi.l\\.arto~": l w pfoCenlJ ••..h)

jakiegos skladnika w wodzie rzecznej i ta

zawartosc jest bardzo niska, a nasz pomiar

niezbyt precyzyjny, to krzywa opisujaca

rozklad prawdopodobienstwa bledu bedzie

miala taczej ksztalt taki, jak na ponizszym

rysunku, a wiec bardzo rózny od ksztaltu
odpowiedniej krzywej rozkladu normalnego.
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k = O, 1,2,3,4.

0,0256 M = 1000,

~ 39062 4' (0,6» 0,4 "" 13 500.

39062·6' (0,6)2' (0,4)' "" 13 SOO,

, 39062' 4' 0,6 (0,4»:>: 6 000.

k) ~ (t),,4(l- a)4 •

N(O) :>: 39062' (0,6)4 :>: 5062

y

N(I)
N(2)

N(3)

P(X

oraz oszacowania liczb rOLpadów omawianego

typu zarejestrowanych odpowiednio jako rozpady

z 1,2 i 3 kwantami y:

M"" 39062.

Interpretujac dalej prawdopodobienstwa jako

czestosci znajdujemy'
oszacowanie liczby rozpadów nie zarejestrowanych

Do uzyskania odpowiedzi na postawione pytania

mOLem)' teraz zastosowaC nastepujace
(uproszczone!) wnioskowanie:

Interpretujemy prawdopodobienstwa jako

wzgledne czestosci. Poniewaz z nieznanej ilosci

M rO:.lpadów omawianego typu zarejestrowalismy

1000 rozpadów z czterema kwantami y, a wze1edna
czestosc ich wystepowania wynosi

<:)(0,4)4(0,6)0 = (0,4)4 ~ 0,0256,
lo

skad

Rozwiazanie zadania F 60b.
Z danych zadania wynika, ze proces rejestracji

kwantów)' pochod:.lacych z pojedynczego rozpadu

mezonu K~ na cztery kwanty y mOLem)'

traktowac jako schemat Bernoulliego 7Jozony

z czterech prób o pra\\'dopodobienstwie sukcesu

ex :....:.0,4. Liczba X zarejestrowanych kwantów y

Jest wtedy iloscia sukcesó'" w tym schemacie,
i wobec tego prawdopodoblCnS1Wa zaobserwowania

k kwantów y wynosza

x n-3

= a'_l ~t-2- e2 dt,
O

-

{ X-fL .r }P -s-yn.,; ty

{ (n-l)s2 }
p ---- ~x

aZ

5"__- e-5
k! '

6

~ 5'P(X;;. 7) = I-e-' L.J -- :>:0,24.
;=0 i!

Dopuszczalne stezenie JI31 odpowiada

2,7' 10-11.3,7' 1010.60:>: 6 rozpadom na
minut~ i litr. Pomiar wykaze wiec stei:enie

wieksze od dopuszczalnego. jesli zaobserwuje sie
w nim co najmniej 7 rozpadów, wabee czego

szukanym prawdopod0bienstwem jest

Rozwiazanie zadania F 60a
Zakladamy, ze zmienna losowa X: .,1ic7ba

rozpadów na minulfC w objetosci l litra" ma

rozklad Poissona. RzeczywiScie stezenie.J 1J 1

W atmosferze laboratorium daje przecietnie

2,252' 10- J2 . 3,7 . 1010 60:>: 5 rozpad6w na

minut~ i litr, zatem prawdopodobienstwo P(X ~ k)
tego, ze w pomiarze kontrolnym zaobserwuje sie

k rozpadów t wynosi w przyblizeniu

(6)

otrzymujemy przedzial ufnosci dla fL

(_ s _ s )x- yli ty, x+ yn ty .

Przyklad 4 (rozklad X2). W sytuacjach, gdy parametr a nie jest znany, mozemy byc zainteresowani
w jego oszacowaniu za pomoca przedzialu ufnosci. Odpowiedni wzór, analogiczny do wzorów
(1), (3) i (6), ma teraz postac !

Odpowiednikiem wzoru (4) jest teraz wzór

{IX-fL I }P ,-s- y1i .,; x = 2H._1(x)-l,

jezeli wiec znajdziemy taka liczbe ty, ze 2H.-1(ty)-1 = y,

to na mocy wzoru

-

ty
(dla n = 5)

2,132

2,776

4,604

'"'

-

Zi'

1,645

1,960

2,576

X. x.t+--I
4,79 4,80

a+{I'+;·' ",
a'+fJ+"I'

",
a'+jJ'+y

n.

05zacoWcinle przedzlcJtoj,J{e

1,282

1,645
2,326

oszacowanIe punktowe Delia 8/1978

)('5 x11 X4 X!5• I ••. l" I
4,78 4,79 4,80

X., x,
...•...
4,78

X,.-t
4,77

X3...
4,77

y x

_-1__ 1'_

0,9
0,95
0,99

,
4,76

1.76

a+fJty = ".
Podobnie, rozpatrujac pozostale wierzcholki,

otrzymujemy

Dodajac \tronami równosci picrw.na j druga oraz

trzecia i czwarta dostajemy 2a + fJ .•• fi + y + y' =
• 2a' + fi + fi' + l' "'l" ~ 2", skad a = a'.

Rozwiazanie zadania M 179.
Niech A, B, C, D beda wierzcholkami

czworoscianu. Niech a bedzie katem. pod którym

przecinaja sie okre:gi opisane na scianach majacych

wsp6lna kraw~dz AD. podobnie fi niech odpowiada

kraw~dzi BD, y- CD, a' - BC, fi' - CA,
y' - AD. KalY a, {I, y przy wierzcholku D

utworzone sa prze7. styczne w punkcie D do

okr~g6w opisanych na tr6jkatach BCD, ACD
i A BD. Styczne te leza w jednej plaszczyznie,
a mianowicie w plaszczyznie stycznej w punkcie

D do sfery opisanej na czworoscianie. Jest wi~c

(por. rysunek)

gdzie a._ I jest pewna stala. Funkcja wystepujaca po prawej stronie tego wzoru jest dystrybuanta
rozkladu X2 (rozkladu chi-kwadrat); tablice tej funkcji sa równiez latw,o dostepne. Bardziej
szczególowe uwagi na temat wszystkich omawianych wyzej sposobów konstrukcji przedzialów
ufnosci znajdzie Czytelnik w mojej ksiazeczce "Rachunek prawdopodobienstwa z elementami
statystyki matematycznej", Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1976.
Na zakonczenie powrócmy do naszego zadania szacowania ladunku elektronu. Przypuscmy,
ze zgodnie z ogólna teoria bledów pomiarów mamy tu do czynienia z rozkladem normalnym
i ze nie znamy precyzji metody, za pomoca której otrzymalismy nasze wyniki, tzn. nie znamy
parametru a. W tej sytuacji powinnismy skorzystac ze wzoru (6). Niech np, y = 0,9. Z tablic

Weulug najnow,zych pomlarow I~~uuek otrzymujemy ty = 2,132. Na podstawie wzorów (5) mamy x = 4,783' 10-10 oraz
elektronu wynoSI .1.6021892' 10- kulomba, _ • -10 ... , .. -10 .. -10 .
COwabsolutnycll)ednostkachelektrostatycznych S - 0,011 10 , Jako rozwlazame otrzymujemy przedZial (4.772 10 ,4,794 10 ), a WieC
r6wna si~ 4,803242' 10-10._ znacznie krótszy od proponowanych na w~t~rie.

Rozwiazanie zadania M ]78 Rozwiazanie zadania M ]80 ••••••Do dowodu lrzyklotnoe wykorzystamy pozyteczna Niech x, b~dzie liczba punkt6w zdobytYCh przez ~
njerówno~c xy+yz+:-x ~ .l:1.+)'1.+Z1 (jest ona zawodnlka, który :zajaJ i-te miejsce w turnieju.

l Mamy 7 ~ Xl > Xl. > XJ > \"4 > X.s > X6 >
równowazna nierównosci -2 [(x- y)1+ (y-z)l+ > X7 > X!l, a wiec Xl. ~ 6,5. Ostatni czterej

+ (z- x)21 " O). zawodnicy rozegrali miedzy soba 6 partii, punkty

Przyjmiemy kolejno (x,y. z) ......;(a", b",c04), za te partie zostaly pn)'znane tym zawodnikom,

(a1bl, blc1, clal), (oblc, abc1, olbd: zatem Xs + X6 +x7 + X8 ;:e 6, skad Xl ;;, 6. Musi
a8+b8+c8 ~ a4b4+b4c"+c4a4 ~ a1b4c1+ wiec byc Xl.:= 6,51ub XI:=:" 6. W picrwszym

+blc4al+cla-4b1:;;.>: a2bJc3+'blc:\aJ+ prz)padku drugi zawodnik musialby SLe\C partii

+ C203b3 = (be + ca + ab)a2bJcJ.. wygrac i jedna zremisowac, pierwszy z drugim
by najwyzej zremisowal i Xl ~ 6,5 :......:Xl, co

przeczy nierówno~j Xl > X2' Musi wiec byc
Xl =:;..:; 6, zatem XS+x6+X1+X8 6, tzn. kazdy

z ostatnich czterech szachistów uz)'skal punkty

tylko z partii rozgryw~tnych z p07o~taJymi trzema
z tej grupy, a wiec przegral z kazdym
z 7_awodników, którzy zajeli pierwsze cztery

miejsca. W szczególnosci czwarty zawodnik \li ygraJ

z szóstym.
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Mosty

Gra, która opiszemy, stanowi pomysl amerykanskiego
matematyka, Davida Gale'a (1958). Szachownice do gryo

ooooooo w "mosty" widzimy na rysunku. Jeden z graczy stawia
•

·••••••• czerwone (lub na przyklad przerywane) linie pomiedzy
o

ooooooo czerwonymi punktami (czy np. bialymi kropkami), drugi•
••••••••

rysuje czarne (lub ciagle) linie pomiedzy czarnymio
o·0ooooo

kropkami. Gracze wykonuja ruchy na przemian. Zadne•
••••••••

z narysowanych linii nie moga sie przecinac. Zwyciezcao
ooooooo

zostaje ten z graczy, który pierwszy zdola polaczyc•
••••••••

przeciwlegle brzegi szachownicy (oznaczone jego kolorem)o Ooooooo
•

•••••••• linia swojego koloru ("mostem"). Gdybysmy chcieli

o
ooooooo uzywac szachownicy wielokrotnie, powinnismy zamiast

•
•••••••• rysowl'nia kresek ukladac na niej odpowiednio zabarwione

o
ooooooo patyczk'i.

•
•••••••• Ta gra jest zdeterminowana, to znaczy wynik mozna

o
ooooooo przewidziec, jesli tylko gracze graja madrze. W naszej•
••••••••

grze gracz zaczynajacy ma zwycieska strategie; powinieno
oOooooo wygrac. Strategia ta jest nieskomplikowana, chociaz

wpasc na nia nie jest tak latwo. Aby nie psuc od razuzabawy Czytelnikom, nie podamy jej w tym numerze.Zreszta wprawny gracz (zaczynajacy) wygra i bezzalgorytmizowanej strategii. Proponujemy jednak pewnenowe warianty gry.I. Zwyciezca dostaje 15 pkt pomniejszone o liczbe"przesel" swojego "mostu". Przykladowo, w sytuacjiprzedstawionej na rysunku gracz czarny dostalby 4 pkt.Nastepna gre rozpoczyna drugi z graczy i tura toczy sienp. do 21 pkt. Nie jest znana strategia, która zapewniazbudowanie jak najkrótszego mostu.2. Nieznana jest równiez strategia pozw.alajaca zbudowacmost w jak najmniejszej liczbie posuniec. Dlatego moznaumówic sie, ze zwyciezca dostaje np. 20 pkt pomniejszoneo liczbe posuniec wykonanych w czasie gry. Na naszymrysunku dostalby 4. Potem nastepuje zmiana zaczynajacego

~~l:
i gra toczy sie do ustalonej liczby punktów.

3. Kazdy z graczy ma prawo w dowolnym momencie. gry"wysadzic w powietrze" jeden segment mostuprzeciwnika, tzn. zetrzec odpowiednia linie i postawic tamswoja. Linia ta nie moze byc juz starta przez przeciwnika(w ciagu calej gry). Z tego "prawa do dywersji" kazdyo
z graczy moze skorzystac tylko jeden raz w ciagu partii.

•
Gracz nie ma prawa do wysadzenia mostu przeciwnika,

o
jesli jego przeciwnik postawil wlasnie linie konczaca most

•
•••• z jednego brzegu na drugi (bo w tym momencie gra

zostaje zakonczona).
(]tllCZ" CZQn\~ \I wy ~ tClT!

4. Kolejny wariant (okladka) mozna nazwac "nasi ludzie

sa wszedzie" lub jakos tak. Nalezy zbudowac linie (siatkeszpiegowska) z A (wazne miasto Szwambranii) do B(stolica Piligrinii), unikajac zasadzek, jakie zastawiaUrodonal Chatelena, as kontrwywiadu Piligrinii.

17


