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Znéw papierowa inzynieria

Na Gwiazdke w roku 1975 oglosiliémy konkurs budowy
mostéw z papieru. Mimo powaznych ograniczen co do
klejenia nadestane niewielkie mosty (600 mm x 400 mm)
okazaly si¢ zdumiewajaco wytrzymale — jeden z nich

bez uszkodzenia mozna bylo obciaza¢ az do 56 kg. Tak. -
ze wlasciwie trudno zrozumieé, czemu wspélpracujgcy

z nami przy konkursie Instytut Badawczy Drég i Mostow
nie wprowadzit do powszechnego uzytku mostéw
papicrowych (by¢ moze mamy wigcej stali niz papieru?).
Obecnie postanowilismy zaproponowaé Czytelnikom zrewolucjonizowanie kolejnej dyscypliny techniki budowlanej.
Oglaszamy konkurs pt.

BUDUJEMY KOPULE

A oto warunki konkursu.
1. Material: wylacznie arkusze z bloku technicznego (BN-71 7383-06) i klej (dowolny, my polecamy Hermol).
2. Zalozenia projektowe: kopula musi by¢ otwarta od dotu i wewnatrz niej musi zmiesci¢ sie sze$cian o boku 250 mm:
cala koputa musi miesci¢ sie w szeScianie o boku 400 mm.
3. Ograniczenia technologiczne: s dwa,
I — nie wolno sklejuc¢ zadnego kawalka papieru IT — wszystkie sklejenia dwdch kawatkow papieru
ze soba, muszy sig¢ mieci¢ w kuli o srednicy 40 mm.

NIE WOLNO!
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4. Podpory: kopula ma spoczy wac swobodnie na plaszezyznie (przy probach bedzie to duzy arkusz papieru).
5. Obciazanie: na kopule spoczywaé bedzie elastyczny worek o obwodzie przekroju poprzecznego 350 mm
napelniany ciecza az do zalamania kopuly.
6. Ocena: prace bgdg uszeregowane wedlug malejacej wartosci wspSlczynnika

k = e

ny :

gdzie m. oznacza masg cieczy zalamujaca kopule, a m; mas¢ kopuly.
Ponadto przyznana bedzie specjalna nagroda za najestetyczniejsza konstrukcje.
Wszystkie nadestane prace beda sfotografowane przed zniszczeniem
i zaprezentowane w Delcie.
Prace bedzie ocenia¢ komisja w skladzie:
1. Prof. dr Czestaw Wozniak z Instytutu Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
2. Dr Andrzej Niemierko z Instytutu Badawczego Drég i Mostéw,
3. Doc. dr Tomasz Hofmokl 7z redakcji Delty.
Zapraszamy do udzialu w konkursie. Termin nasytania prac: 15.02.1979 r.
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Jan SNIADECKI
0 nadziei, obawie

1 demoralizacii

Zob, tez artykuly R, Zielinskiego i
L.I. Kubika,

Aksjomatyczna definicja prawdopodobiefistwa
(Kolmogorowa):
1) P:m - <0,1),
2) P(Q) =1,
3) Jedli Ay, Aa,... Ap,...€ m oraz dla
kaizdychi,j (i £ j)jest A, Aj = o, to
PlArv...ud,vui) =
= P(A)+P(A)+ ... + P(A)+ ...

W fiicktérych wykladach rachunku

prawdopodobienstwa dystrybuante definiuje

si¢ przez nierownosé nieostrg: )
Fy(x) = P({w e 2:X(0 < x)),

co zmienia trochg wlasnodci dystrybuanty,
ale w niczym nie zmienia ogdlnej teorii.

[.-.] W grze pienigznej, jezeli summeg, o ktéra si¢ gra, rozmnozymy przez podobienstwo trafu,
otrzymujemy to, co si¢ nazywa nadzieja, czyli oczekiwanie; jesli za$ te summe pieniging
rozmnozymy przez podobienstwo chybienia, mamy to, co si¢ nazywa obawa.

Wigc rachunek ten daje nam warto$¢ i ceng naszej nadziei i obawy nie tylko w grze, ale we
wszystkich przedsigwzigciach losowych. Stosujac podobienstwo trafu do summy w grze
postawionej, mamy to, co si¢ nazywa nadzieja matematyczna; stosujac je za$ do calego majatku
gracza, mamy nadzieje moralna, bo wtenczas dochodzi¢ mozna niebezpieczenstw straty i
zupelnego upadku gracza, a stad wypadajacej demoralizacji ludzi Zle sig¢ rzadzacych.

Fragment z rozprawy: O rachunku loséw. Rzecz czytana na sessyi literackiej Uniwersytetu
Wilenskiego 15 listopada 1817 roku v.s. Cytowane wg: Jan $niadecki, Wybdr Pism Naukowych,
PWN, Warszawa 1954,

Red.: Termin nadzieja matematyczna stosunkowo niedawno dopiero wyparty zostal przez warrodé oczekiwang; obawa
matematyczna nigdy si¢ nie przyjeta. Podobieristwo to oczywiscie prawdopodobienstwo, a rachunek loséw — rachunek
prawdopodobienstwa.

Rozklady prawdopodobienstwa

Pragniemy — jak co roku — ofiarowa¢ Czytelnikom prezent gwiazdkowy. Tym razem jest to
przeglad wazniejszych rozkladow zmiennych losowych rozwazanych w teorii prawdopodobienstwa
i jej zastosowaniach.

Omowienie to dalekie jest od rygorystycznej poprawnosci formalnej. Odwolujemy si¢ w nim
przede wszystkim do intuicji i wyobrazni, bowiem zalezy nam tu gldwnie na uwypukleniu
swigzkow teorii prawdopodobienstwa ze zjawiskami otaczajacej nas rzeczywistosci.

Zmienna losowa 1 jej dystrybuanta
W badaniach przyrodniczych podstawa wszelkiego wnioskowania sa na ogol eksperyment
i mierzenie: w celu zdobycia informacji o jakims$ zjawisku przeprowadza si¢ badanie
eksperymentalne, a wynikom tego badania przyporzadkowuje sig liczby, ktore staja si¢ podstawa
do dalszych wnioskowan i uogolnien.

Eksperyment badawczy na ogél ma charakter losowy. Sens bowiem prowadzenia badania
eksperymentalnego kryje si¢ w tym, Ze nie potrafimy przewidzie¢, co si¢ w nim wydarzy na
pewno, potrafimy natomiast powiedzieé, jakie sa mozliwe wyniki. To, ktory z tych mozliwych
wynikOw w rzeczywistoSci si¢ wydarzy, zalezy czgsto od czynnikéw niemozliwych do uchwycenia,
zwanych losem lub przypadkiem (tak jest zarowno przy rzucie moneta, jak i rejestrowaniu
rozpadow czastek elementarnych). Czasem zreszta badaniom eksperymentalnym $wiadomie
nadaje si¢ charakter losowy: przy statystycznej kontroli jakosci duzej partii towaru bada si¢
jakosc¢ przypadkowo wybranych egzemplarzy, na podstawie opinii wylosowanych rozmowcow
wnioskuje si¢ o nastrojach spoleczenstwa itd.

Eksperyment losowy (ktory moze sklada¢ sig¢ z wielu drobniejszych doswiadczen) prowadzi sig
zawsze przy zaloZeniu, Ze istnieja (lub beda istnialy) podstawy do przyporzadkowywania
prawdopodobienstw niektérym przynajmniej jego wynikom. A poniewaz wyniki te na ogol jakos
si¢ mierzy, to w efekcie wynikom mierzenia (liczbom lub zbiorom liczb) zostaja przypisane
pewne prawdopodobienistwa: prawdopodobienstwa zdarzen, ktorym odpowiadajg te liczby (lub
zbiory liczb).

Abstrakcyjnym, matematycznym modelem tak rozumianego eksperymentu jest przestrzen
probabilistyczna. Skladajg si¢ na nia:

— zbidr zdarzen elementarnych (oznaczany zwykle symbolem £2). Zdarzenia elementarne
odpowiadajg mozliwie najprostszym wynikom eksperymentu, takim np. jak to, ze przy rzucie
kostka wypadla szostka, lub to, Zze wzrost przypadkowo wybranego czlowicka wyniost dokladnie
187,9237134 cm. 3
— zbidr zdarzen (oznaczany zwykle symbolem ). Zdarzenia odpowiadaja rzeczywiscie
interesujgcym nas wynikom doswiadczenia, takim np. jak to, ze wzrost losowo wybranego pana
zawarty byl pomiedzy 187,5 cm a 188,5 cm. Zdarzenia s3 podzbiorami zbioru zdarzen
elementarnych.

— prawdopodobienstwo (oznaczane zwykle przez P), ktore jest funkcjg przyporzadkowujaca
zdarzeniom nalezacym do I liczby z przedziatu <0, 1> w taki sposob, by spelnione byly znane
warunki (tzw. aksjomaty Kolmogorowa, zob. obok).

Prawdopodobienstwo jest odpowiednikiem czestosei (lub szansy) wystgpowania okreslonego
wyniku.

Matematycznym odpowiednikiem mierzenia jest zmienna losowa, funkcja, ktéra zdarzeniom
elementarnym przypisuje liczby. Dla kazdej zmiennej losowej mozna okresli¢ jej dystrybuante —
funkcje, ktora kazdemu x € R przypisuje prawdopodobienstwo tego, Ze zmienna ta przyjmie .
warto$¢ mniejsza od x. Inaczej mowigc, jesli X jest zmienng losowa, a Fy jej dystrybuanta, to

Fe(x) £ P({w € 2: X(w) < x}).

=



1 2 3m 4 5 6
DYSTRYBUANTA 1LOSCI OCZEK

Uklad zdarzen {4, ..., A,} nazywamy
niezaleinym, jeéli zardwno dla tego ukladu,
jak i dowolnego jego podukiladu spelniony
jest warunek: prawdopodobienstwo lgcznego
wystgpienia odpowiednich zdarzen réwne jest
iloczynowi prawdopodobienstw tych zdarzen.

W prakiyce s3 to przedzialy oraz wszystke
takie zbiory, ktore moina otrzymac

7 przedzialow przez tworzenie sum
przeliczalnych i przeliczalnych iloczyndw.
Zhiory te nazywane sg zhiorami boeolow ikimi

X

Dla przykladu, jesli X — ilosé oczek w rzucie kostka, to wartosé dystrybuanty tej zmiennej

w punkcie 1 wynosi 0 (jest niemozliwe, by wypadlo mniej niz 1 oczko), a Fy(n) = 1/2, bo
zdarzenie ,,wypadlo mniej niz = oczek” jest po prostu zdarzeniem ,,wypadio 1 oczko, 2 oczka

lub 3 oczka”. Trudniej zgadna¢, jaka bylaby dystrybuanta zmiennej ¥: ,,wzrost losowo wybranego
czlowieka wyraZzony w centymetrach”, ale mozna na pewno twierdzi¢, ze Fy(10) = 0

i Fy(400) = 1.

Niezaleznos¢ zmiennvch losowych

(zgsto zdarza sig, Zze w jednym eksperymencie losowym wykonuje si¢ szereg doswiadczern
niezaleznych: niezaleznych w tym sensie, ze wynik jednego doswiadczenia nie moze mie¢ wplywu
na to, co wydarzy si¢ w innych do$wiadczeniach. Formalnym odpowiednikiem wynikow dwu
niezaleznych doswiadczen sg zdarzenia niezaleine, tzn. takie, ze prawdopodobienstwo ich lacznego
wystapienia rowne jest iloczynowi prawdopodobienistw kazdego z nich z osobna

(np. prawdopodobienistwo orfa w kazdym rzucie monety z osobna wynosi 1/2, a prawdopo-
dobienstwo dwu orlow w dwu rzutach wynosi, wobec oczywistej niezaleznosci wynikow, 1/4).
Zmienne losowe, odpowiadajgce pomiarom wynikoéw niezaleznych dodwiadczen, nazywa sie
zmiennymi niezaleznymi. Dla dwu zmiennych warunek niezaleznosci formuluje si¢ bardzo prosto:
X'i Y sa niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x i y ich dystrybuanty spelniaja
rownosé

Fy(0) - Fr()=PX <xiV¥<y).

Mozliwe jest tez uogolnienie pojgcia niezaleznosci na uklady wiecej niz dwu zmiennych
iosowych, tu poprzestaniemy na intuicyjnym rozumieniu niezaleznosci zmiennych jako
niezaleznosci do§wiadczen, w ktorych dokonujemy odpowiednich pomiarow.

I'ypy zmiennych losowych

7
Znajomos¢ dystrybuanty zmiennej losowej wystarcza do okreslania prawdopodobieristw
wszystkich praktycznie interesujacych zbiorow liczb, w jakich moze znalez¢ sig jej wartosc.
Mowi sig, ze dystrybuanta wyznacza rozklad prawdopodobiernisiwa zmiennej losowej. W praktyce
jednak poslugiwanie si¢ dystrybuantg nie zawsze jest wygodne i w zwiazku z tym wprowadza
si¢ inne jeszcze sposoby charakteryzowania rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j.
Stosowane tu sposoby zaleza jednak od wilasnosci dystrybuanty, czyli od 1ypu zmiennej losowe;j.
Mowi sig, Ze zmienna losowa X jest typu skokowego (czasem, mniej poprawnie, typu
dyskretnego), jesli istnieje skonczony lub przeliczalny ciag liczb rzeczywistych x;, xa, ... 0 tej
wlasnosci, Zze dystrybuanta ma ,,skoki” w tych punktach i suma wszystkich tych skokow wynosi
1 (zob. rysunek). Wielkosé ,,skoku™ w punkcie x; jest, jak latwo stwierdzi¢, prawdopodobienstwem
zbioru tych zdarzen elementarnych, dla ktorych zmienna X przyjmuje wartos$¢ x,. W zwigzku
7 tvm wielkos¢ t¢ oznacza si¢ symbolem

P(X = x;)

(,,prawdopodobienstwo tego, ze X przyjmie wartos¢ x;).
Poniewaz przy tym dla kazdego x € R mamy

Fx(@) = Y PX=ux)
X<xy

(dlaczego?), to znajomos¢ liczb P(X = x;) wyznacza rozklad prawdopodobiefistwa. Przy tym
empirycznym odpowiednikiem ,,skoku” w punkcie x; jest czesto$¢ pojawiania si¢ wyniku,
ktoremu odpowiada miara x;, i postugiwanie si¢ wielkosciami P(X = x;) dobrze przemawia do
intuicji. Dlatego tez rozklady zmiennych skokowych charakteryzuje sie¢ w ten wlaénie sposob.
Mowi sig, ze zmienna losowa X jest typu cigglego, jesli istnieje taka nieujemna funkcja
rzeczywista @, ze dla kazdego x eR

Fx) = § g@dr.

Funkcja @ nazywa si¢ gestoscia rozkladu zmiennej X i oczywidcie wyznacza rozklad zmiennej
X" (bo wyznacza jednoznacznie dystrybuante). Jakie intuicje kryja sie pod takim sposobem
opisywania rozkladow? Wyobrazmy sobie pomiar masy losowo wybranego kamienia z Dunajca.
Trudno tu z gory wyznaczy¢ wartosci, jakie ta masa moze przyjmowac. Znacznie latwiej pomyslec,
ie masa moze by¢ dowolna liczbg rzeczywista, czyli Ze nasza zmienna losowa mozZe przyjmowac
kazda warto$¢. Poniewaz za$ czulo$¢ przyrzadow pomiarowych jest i tak ograniczona, to
zdarzeniami naprawde nas interesujacymi beda zdarzenia postaci ,,masa kamienia zawarta jest
miedzy a i b”, a wigc zdarzenia, ktorych prawdopodobienstwo jest tatwe do obliczenia przy
znajomosci gestosci @ '
b
P(a < X < b) = Fx(b)—Fx(a) = s«p(x) dx.



Praktyka ta nazywana bywa ,,stosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobienstwa’™".

Tak wiec w przypadku zmiennej typu cigglego tez uzyskujemy interpretacje¢ ,,czgstosciows™ :
wystepujaca po prawej stronie calka jest teoretycznym odpowiednikiem czgstodci wystgpowania
takich wynikow doswiadczenia, ktorych miara lezy w przedziale (a, b). (Warto zauwazy¢, ze jesli
roznica b—a jest bardzo mala, a funkcja ¢ — ciagla, to czgstosc ta bedzie w Srodku x
przedzialu (a, b) w przyblizeniu rowna @(x) - (b—a). Wynika stad m.in., Ze istnieje mozliwos¢
przyblizenia rozkladow ciaglych rozkladami skokowymi.) )

W dalszym ciggu bedziemy zajmowac sig¢ tylko rozkiadami typu skokowego i typu ciaglego.
Nalezy jednak pamigtac, e istniejg zmienne, ktore nie naleza do zadnej z tych kategorii (tzw.
zmienne osobliwe i zmienne, ktore dajg si¢ przedstawi¢ jako sumy zmiennych roznych typow).

Zmienne o rozkladach dyskretnych

Rozklad jednopunktowy

Jest to rozklad takiej zmiennej, ktora na pewno, tj. z prawdopodobienstwem 1 przyjmuje pewna
wartos$¢ xo. Empiryczna interpretacja: mierzenie wyniku doswiadczenia, w ktorym wszystko
bylo z géry wiadome. (,,Eksperymenty” tego rodzaju bywaja jednak urzadzane i mogg mie¢
pewne walory pozanaukowe, np. szkoleniowe Jub propagandowe.) Rozklad ten bywa uzyteczny
w rozwazaniach teoretycznych.

L] L 5 - ik 1 o
Rozklad jednostajny (rownomierny) l-_\'\L.IL"-ﬂ_'-

Jest to rozklad takiej zmiennej X, ktora przyjmuje n roznych wartosci x;, ..., X, — kazda z tym
samym prawdopodobienstwem:

1
PX=x)=— im1,2,..,n
n

X Wprowadza si¢ ja czgsto przy opisie eksperymentu losowego, o-ktorym wiadomo tyle tylko,

7e moze si¢ w nim wydarzy¢ kazdy z » mozliwych wynikow, i nie ma jednocze$nie podstaw do
preypuszczenia, ze ktorys z wynikow jest bardziej prawdopodobny, niz jakikolwiek inny (rzut
kostka, moneta, wszelkie losowania ze zbioru skorficzonego ze zwracaniem, jak na przyklad
losowanie respondentow do badania ankietg socjologiczna itp.). W typowych zadaniach

z rachunku prawdopodobienstwa sformulowania ,,wybor losowy™. ,,na chybil-trafil”,
».przypadkowy’ sugeruja, iZ w rozwiazaniu nalezy postuzyc si¢ wlasnie rozkladem tego typu.
(Zob. tez: rozklad jednostajny ciggly.)

ek na kostce jest jednostajny)

Rozkiad dwupunktowy

Jest to rozklad zmiennej X, ktora z dodatnimi prawdopodobiefstwami moze przyjmowac dwic
wartosci; najczesciej przyjmuje sig, ze sg to 1 i 0. Skoki dystrybuanty w tych punktach oznacza
si¢ zazwyczaj odpowiednio przez pi g

PX=1)=p, PX=0=4¢q, ptqg=1.

Opisuje kazdy taki eksperyment, w ktorym interesuja nas tylko dwa wyniki, zwane umownie

sukcesem lub porazka (wypadnigcie orla lub reszki, urodzenie chlopca lub dziewczynki itp.).
X Przyjgto ,,sukcesem’™ nazywac to zdarzenie, na ktorym zmienna X przyjmuje wartos¢ 1.

Rozklad dwumianowy

Niech n bedzie liczba naturalng. Rozkladem dwumianowym nazywamy rozklad zmiennej S,
ktora moze przyjmowac wartosci k = 0, 1, ..., n odpowiednio z prawdopodobienstwami

P = P(Sy = ) = ()pta.

Powstaje przy opisywaniu tzw. schematu Bernoulliego, to jest ciagu niezaleznych powtorzen
eksperymentu o rozkladzie dwupunktowym: S, jest wtedy zmienng losowa dajaca si¢ opisaé
jako ,liczba sukcesow w n probach”. Przyklady doswiadczen i zjawisk, do opisu ktorych
wykorzystuje si¢ rozkiad dwumianowy:

— wielokrotny rzut moneta,

— wielokrotne losowanie (ze zwracaniem) z populacji, w ktorej rozrozniamy tylko dwa rodzaje
elementow,

— statystyczna kontrola jakosci (np. zarowek: dobra — zia),

— testowanie wartosci szczepionek i lekow.

Omawiany w kazdym podreczniku rachunku prawdopodobienstwa.

ii 10 przepalilo sic w momer

brakéw. Jak wiary



Rozklad dwumianowy waZony

Powstaje przy opisywaniu ciagu n niezaleznych prob typu sukces — porazka, jesli
prawdopodobienistwo sukcesu zalezy od warunkow, w jakich proby te byly prowadzone, ale

w ustalonych warunkach jest stale. Zalézmy, e jest s mozliwych warunkow, przy czym i-te
warunki wystgpuja z prawdopodobienstwem o; (i = 1, 2, ..., 5), a prawdopodobiefstwo sukcesu
w i-tych warunkach wynosi p;.

Jesli S, jest liczbg sukcesow, to

P(S, = k) = 5_: ai(z)p?(l —p-*

i=1
(jesli wszystkie p, sa rowne, to dostajemy rozklad dwumianowy). Rozklad ten bywa
wykorzystywany przy analizie wynikow diagnozy, o ktorej wiadomo, Ze nie jest bezblgdna.

1. Neyman, Zasady rachunku prawdopodabieristwa i statystyki matematycznej, PWN, Warszawy 1969,

Gwiazdy klasyfikuje sig ze wzgledu na jasnc o karly (K), olbrzymy (O) lub superolbrzymy
i i

Fraw jobienstwo wystapienia olbr

I-prawdc

Metod est bezh
s3 nastgpujace (dane fikcyjne): :ﬁ = 3
a 4 8
1 1
= <
Gwiazde wybiera si¢ losowo | przeprows rzy niezalezne badania jej widma. Niech X bedzie liczba tych badan, = 3 _1 e
10 5

w wyniku kiorych gwiazde zakwalifikowano jako olbrzyma. Jaki jest rozklad zmiennej X7 (Wg J. Splawy-Nevmana.)

Rozktad dwumianowy ujemny (rozklad Pascala)

Powstaje, podobnie jak dwumianowy, przy opisywaniu ciagu niezaleznych powtérzen
doswiadczenia o rozkladzie dwupunktowym, jesli interesuje nas, ilu trzeba dodwiadczen na to,
aby pojawit sig -ty z kolei sukces. Oznaczmy przez X, zmienna losowa ,faczna liczba porazek
poprzedzajacych r-ty sukces”. Zmienna ta moze przyjmowac kazdg wartos¢ k = 0,1, 2, ... i ma
rozklad okreslony nastepujaco:

PX, = k) = (’J'fc"l)p’q"-

Przyklady wystepowania:
— zadanie Banacha o matematyku, ktdry nosil dwa pudetka zapalek,
— problemy czasu czekania, kolekcjonerstwa (zob. takie: rozklad g;ometryczny).

w. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobierdstwa, t. T, PWN, Warszawa 1971, oraz M. Fisz| Rachunck
rrawdopodobienstwa [ statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1958,

(Zadanie Banacha o matematyku i zapaltkach). Pewien matematyk nosi przy sobie dwa pudelka zapalek, jedno w prawej,

drugie w lewej kieszeni. Kiedy potrzebuje zapalek, wybiera losowo z prawdopodobienstwem 1/2 zapalke z jednej
patek. Znalezé

z kieszeni. Pudelka zawieraja po N z prawdopodobienstwa:

a) ze w chwili, w ktorej z jednej kieszeni wyciggnigte zostanie puste pudelko, w drugiej bedzie jeszcze r zapalek,

b) w chwili, w ktdrej jedno pudelko oprdini si¢ (a nie, kiedy zostanie odkryte jako puste), w drugim bedzie jeszcze

r zapalek. Wykazac, ze prawdopodobienstwo tego, iz pudelko, ktére oprozni si¢ pierwsze, nie zostanie odkryte jako puste
(AN

'x_\'nmi{" . Iil"‘-“"" I, (Wg W. Fellera.)

Rozklad geometryczny
Powstaje w sytuacji opisywanej powyiej dla r = 1. Warto$¢ zmiennej losowej X, interpretuje
sig czesto jako ,,czas czekania na pojawienie si¢ pierwszego sukcesu” w schemacie Bernoulliego.
Jest oczywiscie

P(X, = k) = ¢*p.
Pojawia sie w opisach bardzo wielu sytuacji empirycznych, w ktorych interesujgcym wynikiem
jest rzeczywisty czas czekania. Jest rowniez rozkladem granicznym dla statystyki Bosego-
-Einsteina (por. artykul L.T. Kubika).

Nmawiany jest w wigkszodci podrecznikdw rachunku prawdopodobienistwa. W szezegdlnodci zob. W, Feller, Wstep. .
9

rych tylko | pasuje do zamka, Po stwierdzeniu, Ze losowo z kieszeni wybrany 4

Ktos ma w kieszeni § kluczy, z §

znanyvch nam blizej powoddéw — z powrotem do tej samej kieszeni. Jakie jest

klucz nie pasuje, odklada go — z r
prawdopodobiefistwo tego, e otworzenie zamka bedzie wymagalo ¢o najmniej 10 préb?

a do zamka. Po stwierdzeniu, ze losowo z kieszeni wybrany klucz nie

Dysponujemy 10 kluczami, z ktd
pasuje, odkladamy go na bok. Pokazac, ie najbardziej prawdopodebna liczba préb wynosi 1 (1zn..Ze juz w pierwszej
y klucz!), (Wg L. T. K

ale zamieszczamy je tu ze wzgledu na pokrew

ka; zadanie to nic ma Zadnego zwiazku z rozkladem geometrycznym,

robie trafimy na d
p ¥

nstwo tematyczne z poprzednim zadaniem.)



Rozkiad hipergeometryczny

Rozklad ten powstaje przy opisywaniu nastgpujacego abstrakcyjnego eksperymentu:

W urnie jest n; kul czarnych i n, = n—n, kul czerwonych. Losujemy bez zwracania r kul.
Poszukujemy prawdopodobienstwa tego, ze wirod wylosowanych begdzie dokladnie k czarnych.
Jesli X oznacza zmienna ,,liczba wylosowanych kul czarnych”, to

ny\ (n—n,
PX=k) = "_)( r—k]|
()

Schemat ten odpowiada wielu sytuacjom praktycznym, w ktorych nie jest znane n lub n,.

W szczegolnosci byl on wykorzystywany do statystycznej kontroli jakosci (nieznane n,)

i szacowania populacji zwierzat na podstawie liczby powtornych ztapah zwierzat oznaczonych
przy pierwszym ztapaniu (znane n,, nicznane ).

k=01, ..,min (m,r)

W. Feller, Wsigp..., t. I; M. Fisz, Rachunek...

Rozwazmy urng napelniong tak jak poprzednio, z tym, Ze po wyciggnigciu kazdej kuli
wrzucamy jg z powrotem, dodajgc jeszcze s kul tego samego koloru (s moze by¢ ujemne). Niech
X bedzie okreslona tak jak poprzednio: X przyjmuje wartosé k, jesli wérod wylosowanych r kul
bylo k czarnych. Rozkiad tej zmiennej nazywa si¢ rozkladem Polyi:

[ni(y+5) ... (m4(k—1)9)]" [n2(n2+5) ... (n2 4 (r—k—1)s)]
n(n+s) ... * (n+(r—1)s)

(dla s = —1 otrzymujemy rozklad hipergeometryczny, a dla 5 = 0 — jaki?).

Schemat ten odpowiada przy s > 0 przyblizonemu opisowi rozprzestrzeniania si¢ chorob

zakaznych, przy 5§ < 0 — opisowi efektywnosci stosowania zasad BHP (wypadek zwigksza

czujno$¢ i zmniejsza szansg powstania nastgpnego, brak wypadku — na odwrét).

PX = &)= (;)

W. Feller, Wstep..., t. L.

Rozklad Poissona

Jest to rozklad zmiennej X przyjmujacej wartosci naturalne k = 0, 1, 2, ... odpowiednio
z prawdopodobienstwami
3

A
P(X=k)'=e ','F'

gdzie A jest pewna ustalong liczba dodatnig.

Jedna z mozliwych do wyobrazenia realizacji tej zmiennej jest sytuacja nastepujaca. Mamy
nieskoriczona objetos¢ ciasta z rodzynkami w takiej ilodci, Zze na ustalona objgtosé V ciasta
przypada srednio A rodzynkow, przy czym rodzynki nie oddzialywaja na siebie wzajemnie (nie
odpychajg ani przyciagaja). Wycinamy z ciasta losowo porcjg o objetosci V i pieczemy z niej
placek : prawdopodobienstwo, ze w placku znajdzie si¢ k rodzynkéw wynosi wlasnie e=* A*[k!.
Inaczej mowiac — zmienna losowa ,,liczba rodzynkow w placku™ ma rozkiad Poissona.
Zmienne o rozkladzie Poissona odgrywaja duzg rolg zarbwno w rozwazaniach teoretycznych jak
i zastosowaniach praktycznych teorii prawdopodobienstwa. Wynika to migdzy innymi z faktu,
ze rozklad Poissona bywa dobrym przyblizeniem rozkladu dwumianowego: jesli w schemacie

Bernoulliego prawdopodobienistwo sukcesu jest tak male, ze liczba 4 £ np jest tez mala, to

P —k‘—ﬂ [P H&j_k

(S, = )-(k)pq Rt

przy czym przyblizenie jest tym lepsze, im wigksze n i im mniejsze 4. (Rozklad zmiennej ,,liczba
rodzynkdéw w placku” jest przy skonczonej objetosci ciasta dwumianowy, ale przy duzej
objetosci ciasta i malej domieszce rodzynkéw — w przyblizeniu poissonowski). Rozklad
Poissona jest tez rozkladem granicznym dla tzw. statystyk Maxwella-Boltzmanna (zob. artykul
L.T. Kubika).
Inne przyklady sytuacji, w opisie ktorych wykorzystuje sig¢ zmienne o tym rozkladzie:
— rozpad radioaktywny (doswiadczenia Rutherforda i Geigera: liczba rozpadéw na jednostke
czasu ma rozktad Pois:na),
— w telekomunikacji przewodowej (liczba zgloszen do centrali na jednostke czasu, liczba blgdnych
polaczen, liczba prob potrzebnych do uzyskania polaczenia — mozna opisywaé jako zmienne
o tym rozkladzie, zob. tez rozklad wykladniczy),

iz
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Praktyka ta nazywana bywa ,,stosowaniem
geometrycznej definicji prawdopodobiensiwa’

— analiza przestrzennego rozmieszczenia wybuchéw bomb latajacych w Londynie w czasie II
wojny Swiatowej pozwolila ustali¢, ze rozklad zmiennej ,,liczba wybuchéw na jednostke
powierzchni™ jest w przyblizeniu poissonowski, co z kolei pozwolilo odrzuci¢ przypuszczenie,
#e pewne rejony miasta sg celowo atakowane przez nieprzyjaciela intensywniej, niz inne,

— M. Fisz podaje tez, ze zmienna losowa ,,liczba zej$¢ Smiertelnych spowodowanych
kopnieciem przez konia w okresie 1 roku w 1 korpusie armii pruskiej” (dane z 10 korpusow
kawalerii za okres 20 lat) ma rozklad dajacy si¢ dobrze przyblizy¢ rozktadem Poissona.
(Interpretacjg pozostawiamy Czytelnikowi.)

M. Fisz, Rachunek..., W. Feller, Wstep..., t. I, R. Zieliniski, Rachunek lopodobienstwa z el i statystyki
matematyeznej PEZWS, Warszawa 1973,

(rownomierns

Najprostszy z rozktadow ciaglych. Mowi sie, ze zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na
przedziale (a, b), jesli jej gestosc @ wyraza si¢ wzorem

i e dla x € (a, b).
P(x) =

0 dla x ¢ (a, b),
Jak latwo zauwazy¢, dla dowolnego I = (=, ff) = (a, b) jest

1 A B—a
P(ml{X{ﬁ):_fJ—Sldx:T—é’

e 3
- 3

skad wynika, ze prawdopodobienistwo iz zmienna X przyjmie wartos¢ z pewnego przedzialu /
7awartego w (a, b) zalezy tylko od diugosei tego przedzialu (ale nie od polozenia tego

- przedzialu w (a, b)). (T¢ sama wlasnos¢ maja przedzialy domknigte i jednostronnie domknigte.)

Rozklad ten bywa wykorzystywany w opisie takich eksperymentow, o kiorych wiemy tyle tylko,
ze miary mozliwych wynikow zawarte sa w pewnym przedziale skonczonym i nie mamy powodu
do przypuszczenia, ze pewne rejony tego przedzialu sa bardziej uprzywilejowane niz inne.
..Losowo wybrany punkt z przedziatu (0, 1), ,,przypadkowy kierunek na plaszczyinie”
(mierzony katem, jaki tworzy z ustalonym kierunkiem) — to przyklady sformutowan sugerujacych
przyjecie rozkladu jednostajnego odpowiednio na przedziatach (0, 1), ¢ 0, 27).

Omawiany w katdym podr. rachunku prawdopodobiedistwa, zob. np.: R. Zieliiski, Rachunek. ..

o \.—v—fl
ot W Belixa X 0
Rozklad tréojkatny

Zmienna X ma rozklad trojkatny na przedziale (a, b), jesli jej ggstosc znika poza tym
przedzialem, a wykres gesiosci na (a, b) tworzy trojkat rownoramienny o polu 1 (tj. o wysokosci
2/(b—a), zob. rys.). Powstaje przy rozpatrywaniu sumy dwu niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie jednostajnym: je$li np. X' i Y sa niezalezne i kazda z nich ma rozklad
jednostajny na (0, 1), to X + ¥ ma rozkiad tréjkatny na (0, 2). Podsiawowe zastosowanie: do
formulowania przykladow i zadan w podrgcznikach rachunku prawdopodobienstwa.

-h losowych o rozkladach jednostajnych na (0,1). (Wsk.: skorzystac



Rozkiad wykladniczy

\pT Jest to rozklad zmiennej X o gestosci
de=% dla x>0,
g P(x) =
gy 0 dla. s » =0, _
Kwss gdzie A jest pewna liczbg dodatnia. Jedna z mozliwych do wyobrazenia interpretacji tej zmiennej

l X jest ,,czas czekania bez pamigci™: jesli to, na co czekamy, pojawia si¢ zupelnic przypadkowo,

1 w taki sposob, Ze to, jak dlugo czekamy nie ma najmniejszego wplywu na to, ile jeszcze
bedziemy czekali, to zmienna ,,czas czekania” ma rozklad wykladniczy. Parametr A jest
odwrotnoscia ,,Sredniego czasu czekania”. (Rozklad ten jest wigc ciaglym odpowiednikiem
rozkladu geometrycznego; przy duzej ilosci prob rozklad wykladniczy jest dobrym przyblizeniem
rugkladu geometrycznego.)

Rozklad wykladniczy wykorzystywany jest z powodzeniem do analizy wielu procesow
przyrodniczych i spolecznych, m.in. do

— opisu zjawisk promieniotworczych (np. w promieniowaniu & czas czekania na emisje
pojedynczej czastki « ma rozklad wykladniczy),

— opisu zjawisk wystepujacych w telekomunikacji przewodowej (czas czekania centrali na
sgloszenie sig abonenta, czas trwania rozmow telefonicznych itp.), i ogolniej

— teorii obstugi masowej (teorii kolejek).

Réznorodnos¢ zastosowan rozkladu wykladniczego wynika rowniez z jego zwiazku z rozkladem
Poissona: jesli opisywany proces ma t¢ wlasnos¢, ze liczba interesujacych nas zdarzen

w przedzialach czasu o ustalonej dlugosci ma rozklad Poissona i przy tym $rednia liczba zdarzen
jest proporcjonalna do tej diugosci, to czas czekania na takie zdarzenie ma rozklad wykladniczy.
Rozklad ten wystepuje rowniez przy opisie wielu zjawisk innych, niz wyzej opisane, typow.
Przykiady:

— rozklad zasiegu widzialnosci w rzadkim lesie, jesli kierunek patrzenia jest losowy (a rozklad
kierunkow — jednostajny); jesli zastapimy drzewa gwiazdami, tez bedzie dobrze,

— rozktad prawdopodobienstwa tego, ze nitka o dlugosci t wytrzyma ustalone obciazenie

(1 jest tu zmienng losowa).

R Zielifiski, Rachunek...; W. Feller, Wstep...,t. Li IT; i in.

Rutheford i Gesger stwierdzili, ze liczby czastek a wypromicniowywanych przez pewng substancje w 7,5 sekundowych
odcinkach czasu majy w przyblizeniu rozklad Poissona ze srednig 3,87 czastek na okres. Zatem iredni czas czekania
na kolejng emisj¢ wynosi
7,5 |
3,87 0,516
i wobec tego rozklad czasu czekania ma gestosc
0,516 e-0.516¢ dlar>0,
w1) =
¢ 0 dia t < 0.
Jakie bylo prawdopodobiedstwo tego, 2e micdzy dwiema kolejnymi emisjami uplynie wigcej niz 10 sekund
(Wg R. Zielinskiego.)

Formalnie ,,brak pamieci’ zmi j losowej X moina opisac nastgpujgco:
(*) PX>t+s5|X>t)=P(X>35) dlast>0
Jesli przyjgc

PX > Y ws)
to okaze sig, ze z (*) wynika, iz 3
{lp jest monotoniczna,
pls+1) = g(s) - () dla 5,2 > 0.
Stad z kolei fatwo wywnioskowaé, 2e ¢(7) jest dodatnia dla t > 0 i wobec tego ¥ & log ¢ jest tez monotoniczna
i spelnia
** w(s+ 1) = p(s)+ w(1r).

Jedynym monotonicznym rozwigzaniem (**) jest funkecja liniowa (por. art. M. Kuczmy, Delta 1/1977), skgd wynika,

te Rozklad wykladniczy jest jedynym rozkladem opisujqeym , , procesy bez pamigei™,

Rozklad normalny (Gaussa)
Zmienna losowa ma rozklad normalny o wartosci $redniej m i odchyleniu standardowym & > 0
(ozn. N(m, o)), jesli jej gestos¢ wyraza sie wzorem
1 - E=m)?
glx) = e 24
g} 2n



Sformulowanie to jest - delikainie mowiac —
niezbyt precyzyjne. Z braku migjsca
poprzestajemy jednak na nim, zapraszajgc
Czytelnika do ew. lektury jakiegokolwiek

_z wymienionych tu po 1 ikdw,

dania o kwan

adajagcym na ekran).

, 2€ oswic ¢ nieskoncronego ekranu pla

poza ekranem wyraia sic wzorem

gdzie ¢, k — stale charakteryzujgce irédlo iwiatla i

Dla o = 1im = 0 otrzymujemy gestos¢ standaryzowanego rorkladu normalnego N(0, 1):
x.‘!

1
g =2
Vin

Wykres tej gestosci nazywany jest krzywg Gaussa.

Jest to — bez przesady — najwazniejszy rozklad prawdopodobienstwa i znajduje zastosowanie
praktyczne we wszystkich problemach, w ktorych mamy do czynienia badz ze $rednimi z wielu
romiardw, badZ pomiarami zjawisk, na ktore oddzialuje wiele przypadkowych i niezaleinych
crynnikow. Teoretycznym uzasadnieniem tego faktu sa tzw. centralne twierdzenia graniczne,
Kiorych sens sprowadza si¢ do tego, ze jesli Xy, Xs, ... X, ... jest ,,dostatecznie porzadnym”™
ciggiem niezaleinych zmiennych losowych, to dia duzych n rozklad srednej arytmetyeznej

1
YVo=-—(Xi+ ... +X})
n

Jest w przybizeniu normalny. W szczegolnosci np. jesli Z, jest $rednia liczba sukcesow

w schemacie Bernoulliego podzielong przez y/ npq, to ciag dystrybuant F;_zbiega do dystrybuanty
rozktadu N(p, 1) (jest to twierdzenie de Moivre’a-Laplace'a).

Rozklad ten omawiany jest we wszystkich podrecznikach rachunku prawdopodobienstwa i statystyki i tam te moina
znaleié liczne przyklady jego zastosowania (zob, tei artykul R. Zielinskiego).

Rozklad Cauchy’ego
Jest 1o rozktad zmiennej ciaglej o gestosci
1
Pi(x) = e

gdzie ¢ > 0 jest dowolnym parametrem. Rozklad ten ma interesujaca wlasnosé: jesli X, ..., X
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestosciach odpowiednio @, (%), ..., @ (X), to ich suma
X1+ ... +X, ma tez rozklad Cauchy’ego o gestosci pr(x), gdzie T' = #, + ... +1,. Konsekwencja
tej whasnosci jest to, ze jesli zmienne X, ..., X, maja jednakowe rozklady o ggstosci @, (x), to ich

1
Srednia arytmetyczna ¥ = - (X, + ... X;) ma teZ rozklad o gestosci ¢,(x).
iz :

Wynika stad z kolei, ze nie wszystko w przyrodzie jest normalne: cigg zmiennych X;, ..., X., ...
o jednakowym rozkladzie Cauchy’ego jest ciagiem, dla ktorego nie zachodzi centralne twierdzenie
graniczne.

W. Feller, Wseep..., t. 11

skiego punktowym frddlem $wiatla umieszezonym w punkcie

| k

" kit

jego odleglosc od ekranu.

(Wsk. Zrédlo $wiatla to zrédlo wiclu niezaleznych fotondw.)

Rozktady »? i rozktady ¢ Studenta

Liste nasza zamykaja dwie klasy rozkladow, ktore odgrywaja role szczegolnie wazna

w zastosowaniach rachunku prawdopodobiensiwa do wnioskowania o pewnych
charakterysiykach liczbowych badanego zjawiska na podstawie wynikow pomiaru, tj.

w problematyce wnioskowania statystycznego.

Rozkladem y* o k stopniach swobody nazywamy rozklad takiej zmiennej, ktora jest suma
kwadratow &k (k = 1, 2, ...) niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach normalnych N (0, 1).
Inaczej mowiac, jesli Xy, ..., X, maja rozklad normalny N(0, 1) i sa niezalezne, to zmienna

Z =X+ .. +X2
ma rozklad y* o k stopniach swobody.

Rozkladem ¢ Studenta o k stopniach swobody nazywamy rozklad takiej zmiennej T, ktora jest
postaci

A
T = '_T:.' o .
]/ 1z
k

gdzie X i Z sg zmiennymi losowymi niezaleznymi, X ma rozklad normalny N(0, 1), a Z ma
rozklad y* o k stopniach swobody. Dystrybuanty i gestosci tych rozkladéw omawia w swym
artykule R, Zielinski. W podanym tam przykladzie ich wykorzystania mamy k = n—1 = 4
stopnie swobody. Jak latwo sprawdzi¢, rozklad t o 1 stopniu swobody jest rozkladem Cauchy’ego.

Zob. R. Zielinski, Rachunek...; 8. Zubrzycki, Wyklady : rachunku prawdopodobiedstwa i statyvstyki matematycznef.
PWN, Warszawa 1966,
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Bedziemy tei rozwaiac zdarzenie C)
polegajgce na tym, Ze w ustalonej komorce
rnajduje sie dokladnie k (K = n) czastek. (Red.)

Zmi X ,,ilos¢

k w ustalonej
komdree’” ma tu rozklad dwumianowy i, jak
latwo sprawdzic,

i

e
P(Cy) = P(X = k) (k) 'j':'ri‘ (N=-1)=k =

(e )

Jesli teraz N = =0 i n -+ o tak, Ze srednia
iloéé czgstek na komorke nf/N = 1 pozostaje
stala, to, jak mozna udowodnic,

P(Cy) — e~ A7k [k}
(por. Rozklad Poissona). Tak wige tzw.

posiacig graniczng statystyki Maxwella-
-Boltzmanna jest rozklad Poissona.

Zmi X ,,ilosé czastek w ustalonej
komédree'” ma tu rozklad

) =(N+:_-;c—2):(!\’+:— l]'

P(Cy) = P(X = k

Jedli przyjac, e N —» % in - = w taki
posob, e drednia ilosé k na komorke
a/N = 2 pozostaje stala, to, jak moina
udowodnic,

cy) Fi ( s ]k 1
P = arevi= \ivz) " 157
Oznacza to, e postaciq graniczng statystyki
Bosego-Einsteina jest rozklad geometryczny

A

.
T p=-~,ig=

142 1+4i°

T
B \

"‘:\?igf‘:)\ é" FA' L"

AN 1 LAY IN] YL

Doc. dr Lech T. KUBIK

Rozwazmy nastepujace zadanie:
Mamy n czastek, z ktorych kazda moze znalez¢ sie w kazdej z N = n komorek. Znalezé
prawdopodobienistwo zdarzenia A polegajacego na tym, Ze w ustalonych n komérkach bedzie po
jednej czastce, oraz prawdopodobiefistwo zdarzenia B polegajacego na tym, ze w jakichkolwiek
n komorkach bedzie po jednej czastce (inaczej mowiac, ze w zadnej komorce nie bedzie wiecej
niz jedna czastka). Tego rodzaju zadania rozpatruje si¢ w fizyce statystycznej w odniesieniu do
konkretnych czastek fizycznych. Rolg komorek graja male obszary, na jakie dzieli sig
rozpatrywana przestrzen.
Rozwigzanie 1 (Model Maxwella-Boltzmanna)
Ponumerujmy czastki liczbami 1, 2, ..., n, a komorki liczbami 1, 2, ..., N. Rozmieszczenie czastek
w komorkach mozemy opisac¢ za pomocg uporzadkowanego ukladu n liczb (iy, i, ..., i),
z ktorych kazda moze by¢ dowolng z liczb 1, 2, ..., N. Stojaca na pierwszym miejscu liczba
i, podaje numer komorki, w ktorej znalazla si¢ pierwsza czastka, liczba i, — numer komorki,
w ktorej znalazta sie druga czastka, ..., liczba i, — numer komorki, w ktorej znalazla sie n-ta
czastka.
Przyjmijmy zbior wszystkich opisanych wyzej uporzadkowanych uktadow (iy, i3, ..., i), tzn.
rbiér wszystkich n-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru {1, 2, ..., N}, za przestrzen
zdarzen elementarnych £2. Jak nietrudno sprawdzi¢, przestrzen {2 zawiera N" zdarzen
elementarnych. Przyporzadkujmy kazdemu z nich to samo prawdopodobienstwo 1/N". Jezeli
mamy ustalonych n komorek i chcemy, aby w kazdej z nich znalazla si¢ jedna czastka (ktorych
lacznie jest n), to mozemy otrzymac to na n! sposobéw. A zatem

ﬂ"

P(A) -

Zauwazmy, Ze zdarzenie B sklada si¢ z (¥)n! zdarzen elementarnych. Istotnie, sposréd N komotek
mozna wybrac n komorek (w ktorych nastgpnie umiescimy po jednej czastce) na (¥) sposobow.

A w kazdej ustalonej grupie n komorek mozna — jak stwierdzilismy przed chwilg — rozmiesci¢

n czastek tak, aby kazda byla w innej komorce, na n! sposobow. Mamy wigc

n! N!
N*  N(N—n)"

Byly liczne proby pokazania, ze rzeczywiste czastki fizyczne zachowuja si¢ zgodnie

z przedstawionym modelem Maxwella-Boltzmanna, Okazalo sie, Ze wigkszos$¢ czastek zachowuje
sie zgodnie z tym wlasnie modelem jedynie w warunkach malych gestoéci i wysokich temperatur
gazu tych czastek. Obserwowane czgstosci zbytnio odbiegaja od prawdopodobienstw wynikajacych
z tego modelu. W zwiazku z tym rozpatrzymy drugi model.

Rozwigzanie 2. (Model Bosego-Einsteina)

W poprzednim rozwigzaniu czastki ponumerowalismy. Traktowalismy je wigc tak, jakby daly

si¢ one od siebie odroznia¢. W zwigzku z tym istotne dla nas bylo nie tylko, w ktérej komorce
jest ile czastek, ale takze ktore czastki (o jakich numerach) znajdujg si¢ w danej komorce.
Obecnie uwazajmy czastki za nierozroznialne (co zreszta odpowiada rzeczywistosci: tego samego
rodzaju czastek fizycznych nie da si¢ rozroznic). Wobec tego rozmieszczenie czastek w komorkach
bedziemy uwazali za dane, gdy bedziemy wiedzied, ile czastek jest w poszczegdlnych komorkach.
Kazde takie rozmieszczenie mozemy zapisaé za pomoca nieuporzadkowanego zespolu liczb

(i1, 02, ..., in), Z ktOrych kazda moze by¢ dowolng z liczb 1, 2, ..., N. Jezeli liczba 1 wystapi

w takim zespole dokladnie k razy (obojetnie na jakich miejscach), to oznacza to, ze w komorce
nr 1 znajduje si¢ k czastek. To samo dotyczy pozostatych liczb 2, 3, ..., N. Za przestrzen zdarzen
elementarnych {2 przyjmiemy teraz zbior wszystkich opisanych wyZej nieuporzadkowanych
zespoldw (iy, ia, ..., iy) (tzn. zbiér wszystkich n-elementowych kombinacji z powtdrzeniami
zbioru {1, 2, ..., N}). Przestrzef 2 zawiera (Y+7-1) zdarzen elementarnych. Dla przykladu
wypisujemy nizej (tabela) wszystkie zdarzenia elementarne przy N = 3, » = 2 i odpowiadajace
im rozmieszczenia czastek w komaérkach we wszystkich trzech rozpatrywanych modelach.

W rozpatrywanym obecnie modelu Bosego-Einsteina przyporzadkujmy kazdemu zdarzeniu
elementarnemu to samo prawdopodobienstwo 1/(¥+7-1). Obecnie zdarzenie A sklada si¢ tylko

z jednego zdarzenia elementarnego (permuiowanie czastek znajdujacych si¢ w ustalonych
komorkach nie daje nic nowego, gdyi czgstki sa nierozroznialne). A zatem w obecnie
rozpatrywanym modelu

P(B) =

P(A) = (“43-1)".
Zdarzenie B sklada si¢ obecnie z (¥) zdarzen elemeniarnych. Na tyle bowiem sposobow mozna
wybraé n sposrod N komorek, a w wybranych n komorkach moina obecnie umiescié po jednej
czasice tylko w jeden sposob.

10



Stad wynika, ze
P(B) = (): ("7

Zgodnie z modelem Bosego-Einsteina zachowuja si¢ fotony i atomy zawierajace parzystg liczbe
czastek elementarnych. Istniejg jednak czastki fi 1zyczne. dla ktorych ten model nie jest odpowiedni.
W zwiazku z tym rozpatrzmy trzeci model,

Rozwigzanie 3. (Model Fermiego-Diraca)

Przyjmiemy, Ze czastki sq nierozroznialne i ze w kazdej komobrce mozelznajdowac sig co

najwyzej jedna czastka. Obecnie rozmieszczenie czastek bedzie dane, gdy wskazane beda komorki
niepuste (lub — co na jedno wychodzi — puste), gdyz zgodnie z przyjetym zalozeniem kazda
niepusta komoérka zawiera dokladnie jedng czastke, Za przestrzen zdarzen elementarnych 2
przyjmiemy wigc w obecnym modelu zbior wszystkich n-elementowych podzbiorow zbioru
N-clementowego (zbioru wszystkich komoérek), tzn. zbior wszystkich n-elementowych kombinacji
bez powtorzen zbioru {1, 2, ..., N}. Przestrzen 2 zawiera wigc (§') zdarzen elementarnych.
Kazdemu z nich przyporzadkujmy to samo prawdopodobienstwo

@)
Zdarzenic A skiada si¢ oczywiscie z jednego zdarzenia elementarnego, wigc
P(4) = ()N

Tu oczywiscie nie moina rozwataé zdarzenia
Cydla k > 1.

Natomiast
P(B) =1,

pdyz zgodnie z przyjetym zaloZzeniem jest pewne, ze w zadnej komorce nie bgdzie wigcej niz
jedna czastka.

Zgodnie z modelem Fermiego-Diraca zachowuja sig m.in elektrony, protony i neutrony.
Rozpatrzony przyklad jest bardzo pouczajacy. Widaé¢ z niego wyraZnie, ze przyjecie odpowiedniego
modelu probabilistycznego zalezy od konkretngj sytuacji praktycznej. Wszystkie trzy omowione
modele sa sensowne z probabilistycznego punktu widzenia. Trudno bylo z gory przewidziec,

te 7adne czastki fizyczne na ogol nie beda sie zachowywaé zgodnie z pierwszym modelem (nie
Jjest zreszta wykluczone, ze kiedy$ takie czastki zostana wykryte), ze np. fotony beda si¢
zachowywa¢ zgodnie z drugim modelem, a elektrony zgodnie z trzecim.

Zestawienie zdarzen elementarnych i odpowiadajgcych im rozmieszczen czastek w komorkach przy N = 3, n = 2 -

w rozpatrzonych modelach

1. Model Maxwella-Boltzmanna (kwadraty z liczbami wyobrazaja czastki z odpowiednimi

numerami)

e dem; S

mg_(“)'_(”) | oa | \ | en| ay | an| ey | 62

|z | | mm iim o= |
P mm | B | @ @ m

2. Model Bosego-Emstema (kotka oznaczaja czastki)

! Komérka | Zdarzenia elemenl?iae .
™ leneafen] an 03] ey
L1 oo fopr o0 |
s 120 | O | e
b e g Lo

3. Model Fermiego-Diraca (kdlka oznaczajy

czgstki)

| Komonka | Zdsrsemia dmentarne |

. Mool e g | e

. O ok

T 0Lk el T
3 o

11



ek ! ey o0 il
Swiateczne orzechy, czyli maly statystyk

Zanim si¢ zje kupione na Swigta orzechy warto zorientowaé sig, ile ich jest.

Proponujemy wzgardzi¢ zwyklym liczeniem. Oto ndsze propozyge

1 Jesli zabawa juz Ci sig znudzila, to przejdz do (4, jesli za$ nie, to przejdz

do nastepnej nie wykorzystanej jeszcze propozycji.

"2 Zsyp orzechy do duzej torby, woreczka, wazy lub garnka, zaczerpnij spora

gars¢ (lub dwie, jesli to wloskie), policz je i pomalu_; — kolor srebrny lub zioty

wydaja si¢ tu najstosowniejsze. Pomalowane wrzué z powrotem i dobrze

wymieszaj z resztg. Nastepnie wylosuj (jesli jest to naczynie otwarte, to nie

patrzac lub po ciemku) dwie lub trzy garscie i policz, ile wylosowales i ile jest

wsréd nich pomalowanych. Sprobuj teraz oszacowaé liczbg wszystkich orzechow

postugujac sig

(a) ,.zdrowym rozsadkiem™ (stosunek liczby pomalowanych wéréd wylosowanych
do liczby wszystkich wylosowanych powinien by¢ w przyblizeniu réwny
stosunkowi liczby wszystkich pomalowanych do liczby wszystkich w ogdle),

(b) metoda opisana w przykiadzie zastosowania rozkladu hipergeometrycznego

do szacowania ilosci ryb w stawie.

Przejdz do 1

.3 Wykonaj trzy (lub wigcej) niezalezne losowania, wrzucajgc po policzeniu

orzechy z powrotem i jako oszacowanie przyjmij $rednia z trzech oszacowan

typu (a) lub (b).

Przejdz do 1

‘4 Policz orzachy i poréwnaj wynik z otrzymanymi oszacowaniami. Jakie

oszacowania byly lepsze — (a) czy (b)? Zakoncz dzialalnosc i przejdz do "9
~— o ile nie nabrale§ ochoty do dalszej zabawy i nie stracile§ wiary

w skuteczno$¢ praktycznych zastosowan rachunku prawdopndobieﬁstwa.
W tym przypadku bowiem mozesz skorzystac¢ z dalszych propozycji:

5 Oblicz, jakie bylo prawdopodoblenstwo uzyskania w | 2| takiej ilosci
pomalowanych jaka zdarzyla si¢ w rzeczywistosci, jesli juz wiadomo, ile ich jest
naprawde. Jakie byloby to prawdopodobienstwo, gdyby byto ich dwa razy wigcej
(przy tej samej ilosci pomalowanych), a jakie, gdyby bylo ich dwa razy mniej?
(Przyjmij zalozenia metody (b)).

Przejdz do 9 .

6 Jaki sposob losowania orzechow zapewniltby petna stosowalno$é metody (a)?
Przejdz do 9.

7 Zastosuj t¢ metode do obliczenia ilodci ziarnek kawy w paczce, zastgpujac
pewna znang Ci ilo§¢ ziarnek kawy ta sama iloscig ziarnek fasoli lub groszku
(dobry jest tez pieprz — po wykonaniu eksperymentu nie trzeba go wybierac:
zmielony wraz z kawa w niewielkiej ilosci podnosi jej walory smakowe).
Przejdz do 9.

8 Oszacuj iloé¢ ziarn kaszy gryczanej w kilogramie, postugujac si¢ ryzem
(lub ryzu postugujac si¢ kasza). Dlaczego dopiero w tym przypadku metoda
(a) ma prawo dawac¢ wyniki niewiele odbiegajace od wynikow uzyskiwanych w (b)?
Przejdz do 9 . :

"9 Nie zjadaj wszystkich orzechéw — zostaw trochg na Swigta.




,,O trdojkacie mozna nieskonczenie
Czytelnikom, ktérzy nie wierza w swoje sity w konkursie BubpuiEMY KOPULE, proponujemy
inny:

Znalez¢ nowe twierdzenie o trojkacie

Przez ,,znalez¢” rozumiemy samodzielnie wymys$li¢ i udowodnic.

»Nowe”” — znaczy takie, ktdre nie zostalo nigdzie jeszcze napisane (albo nam tak sie zdaje).
Bedziemy oceniaé

1) elegancje i oryginalno$¢ twierdzenia (decyduje gust Redakc;ji),

2) prostote dowodu. Dowody bt¢dne dyskwalifikuja prace.

Najciekawsze twierdzenia opublikujemy. Termin nadsylania — 15 lutego 79.

A oto przyklad:

Odcinki lqczqce punkty stycznosci bokow i okregu wpisanego w trdjkqt z przeciwleglymi
wierzcholkami tego tréjkqta przecinajq sie w jednym punkcie.

Kto zna powyzsze twierdzenie?

s
m Zadania

F 60a. Stezenie zanieczyszczenia powietrza substancjami radioaktywnymi uwazane jest za
dopuszczalne, jesli §rednia jego aktywnos§¢ wynosi 2,7 - 1072 Ci/l (Ci — kiur — jest jednostka
aktywnosci substancji promieniotworczej i odpowiada 3,7 - 10'° rozpadéw na sekunde.
Powietrze w laboratorium zostalo zanieczyszczone jodem J'*! w takim stgZeniu, Ze rzeczywista
aktywno$¢ wynosi 2,252 - 10~!2 Ci/l. Pomiary kontrolne przeprowadza si¢ pobierajac 1 litr
powietrza i liczac rozpady w ciagu minuty. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pomiar
kontrolny wykaze stgzenie wigksze od dopuszczalnego?
Rozwigzanie na str. 16
F 60b. Mezon K? jest praktycznie jedyna czastka, ktorej rozpad moze dawaé cztery kwanty
y — rozpad taki przebiega wtedy wg schematu

s S p+y

K, —a®+na°
RERSSIRSANS S | + ¥

Dysponujemy detektorem, w ktorym prawdopodobienistwo rejestracji pojedynczego kwantu y
wynosi @ = 0,4. W pewnym badaniu zarejestrowano 1000 rozpadow, w ktorych pojawily sig
dokladnie cztery kwanty ¥ (i ktore wobec tego zidentyfikowano jako rozpady mezonu KY),
oraz pewne iloéci rozpadow z trzema, dwoma i jednym kwantem 7. Ile sposrod nich moglo byc
w rzeczywistosci omawianego typu rozpadami K?? Oszacowa¢ ilo$¢ wszystkich takich rozpadow.
Rozwiazanie na str. 16

" Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

L i M 178. Udowodnié¢, ze jezeli a, b, c 53 liczbami rzeczywistymi, to
. (ab+ac+bc)a*b*c* < a®+b®+ 5.
1 ; Rozwigzanie na str. 16
M 179. Udowodnié, ze okregi opisane na dwoch $cianach czworoécianu przecinaja si¢ pod takim

_f.- samym katem, jak okregi opisane na pozostalych dwoch jego $cianach.
/ Uwaga. Katem, pod ktorym przecinaja si¢ dwa okregi, nazywamy kat utworzony przez styczne
/ do nich w punkcie przecigcia.

Rozwiazanie na str. 16

M 180. W turnieju szachowym rozgrywanym systemem ,,kazdy z kazdym” uczestniczylo o$miu
szachistow. Kazdy z nich zdoby! inna liczbg punktow niz pozostali. Zdobywca drugiego miejsca
uzyskal tyle punktow, ile razem zebrali ostatni czterej. Jaki byl wynik partii migdzy czwartym

a szOstym zawodnikiem w ostatecznej klasyfikacji?

Rozwiazanie na str. 16

13



Co to sa Doc. dr Ryszard ZIELINSKI

15 " ) » W celu wyznaczenia ladunku elektronu wykonano pigé niezaleznych pomiarow tego tadunku

D rzedzia l V U g 11()S(] iotrzymano wyniki (w absolutnych jednostkach elektrostatycznych): 4,781 - 107'9; 4,795 - 10-*°,

. 3 4,769 1071°; 4,792 - 107'° i 4,779 - 10~'°, Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogole
mozna na ten temat powiedzie¢ majac takie wyniki pomiarow?”’
Staly Czytelnik Delty zauwazyl by¢ moze, ze juz kiedys rozwazaliSmy zadania tego typu:
w artykule ,,O metodzie najmniejszych kwadratow™ (Delta 8/1978) podalismy pewng zasade
postepowania przy rozwigzywaniu takich zadan. Zasada ta prowadzila do odpowiedzi, ze ladunek
elektronu jest rowny sredniej arytmetycznej otrzymanych wynikow (a wigc w naszym przypadku
wynosi 4,783 - 107'°). Mozna si¢ spodziewac¢, Ze inna seria pigciu pomiarow dalaby inne wyniki
i Ze wobec tego $rednia tych nowych wynikow bylaby rozna od przed chwilg obliczonej.
Mieliby$my wigc dwie rozne odpowiedzi na to samo pytanie. Nie ma w tym nic dziwnego, bo
przeciez juz pierwsza seria pomiarow dala nam pie¢ réoznych odpowiedzi na interesujaca nas
wielkosé, ale fakt, ze odpowiedz ciggle zmienia si¢ w miare wykonywania coraz to nowych
pomiarow moze by¢ irytujacy.
Pewnym wyjsciem z tej ,,niestabilnej” sytuacji byloby zaokraglenie wszystkich wynikow
pomiarow do dwoch cyfr znaczacych; wtedy kazdy wynik brzmialby: 4,8 - 107'° i odpowiedz

q bylaby pozornie jednoznaczna. Co wigcej, przy takich roznicach pomig¢dzy wynikami

-\.S’R _:;ah\ poszczegolnych pomiarow, jakie obserwowali$my do tej pory, mozna by z duza doza pewnosci
i * NN oczekiwac, ze dalsze pomiary nie zmienia tej odpowiedzi. OdpowiedzZ taka jest jednak tylko
k¢ pozornie jednoznaczna, bo powinni$my jako$ zaznaczy¢ fakt zaokraglania wynikow pomiarow,

co mozna zrobi¢ piszac (4,8 +0,05) - 10~'° zamiast po prostu 4,8 - 10~'°. To postgpowanie
prowadzi do oceny przedzialowej interesujgcej nas wielkosci (oceny za pomocg przedziatu),
zamiast poprzednio stosowanej oceny punktowej (oceny za pomoca pojedynczej liczby).

Jezeli bardziej wnikliwie przyjrzymy si¢ naszemu zadaniu, zauwazymy dalsze problemy. Przede
wszystkim powstaje pytanie czy jezeli juz decydujemy si¢ na oceng¢ przedzialowa, to musi to by¢
ocena uzyskiwana — tak jak wyzej — za pomoca zaokraglania wynikow. Moze ,,lepszy” bylby
na przyklad przedzial, ktorego dolnym korncem bylby najnizszy, a gornym najwyzszy wynik

Z naszej serii pomiarow, a wigc w rozwazanym przypadku przedzial (4,769 - 10~'°; 4,795 - 10-19)?
Ten nowy przedzial jest krotszy od poprzedniego, daje wiec bardziej precyzyjne oszacowanie
interesujacej nas wielkosci, ale. ..

Otz istnieje pewne ,,ale”, zwiazane z nastgpujacymi okolicznoiciami. Wyobrazmy sobie, Ze
decydujemy sie wykonaé jeszcze jeden, szosty, pomiar fadunku elektronu. Czy mozemy by¢
pewni, ze wynik tego pomiaru znajdzie si¢ w wyznaczonym przedziale (4,769 - 10~'°;

4,795 - 10~'%)7 Na pewno mozemy by¢ bardziej pewni, ze nowy wynik znajdzie si¢ w szerszym
przedziale (4,8+0,05)- 1019, ale czy z kolei tego mozemy by¢ pewni ,,na 100%”? Jak zbudowa¢é
przedzial, ktory bylby ,,dostatecznie pewny™? Pewnos¢ ta zreszta powinna dotyczyé nie tyle tego,
ze dalsze wyniki pomiaréw znajda sig¢ w tym przedaziale, ile tego, ze dany przedzial zawiera
szacowang wielkos$¢, w naszym przypadku ,,prawdziwg” warto$¢ tadunku elektronu.

Oto pewne rozwigzanie zagadnienia estymacji przedzialowej. Oznaczmy wielko$¢ szacowang
przez g (w naszym zadaniu jest to ladunek elektronu), wyniki pomiarow oznaczymy przez

Xi, X324 ..., X, (W naszym zadaniu rhamy n = 5) i przez I(x,, xa, ..., X,) oznaczmy przedzial
zbudowany na podstawie tych wynikow. Niech y bedzie ustalong liczba z przedzialu (0, 1).
Definicja. Przedzial I(x;, xa, ..., x,) nazywamy przedzialem ufnosci na poziomie ufnosci y, jezeli

P{g€l(xy, x2, ... Xa)} = 7,

tzn. jezeli przedziat I(x,, x2, ..., x») z prawdopodobienstwem y zawiera szacowana wielkos¢ g.
Teoria przedzialow ufnosci stanowi obszerny fragment statystyki matematycznej. Zilustrujemy
na bardzo waznych dla zastosowan przykladach typowe rozwigzania podawane przez t¢ teorig,
a na zakonczenie wrocimy do naszego wyjsciowego zadania szacowania ladunku elektronu.
Przyklad 1 (rozklad wykladniczy). Za pomocg licznika Geigera-Miillera badamy intensywnosé
pewnego zrodla promieniowania. Intensywnos¢ zrodia mierzymy $rednig liczba czasteczek
wypromieniowanych (dokladniej: zarejestrowanych przez licznik) w ciggu sekundy. Liczne
badania zagadnienia promieniotworczosci pozwalaja na sformulowanie prawa, ze jezeli
intensywnos$¢ promieniowania jest 4, to odstgp czasu pomiedzy dwoma kolejnymi ,,tyknigciami”
licznika (oznaczymy ten odst¢p przez T) jest zmienng losows o rozkladzie wykladniczym:

P{Tgt}=1—2c4, 1>0.
Wzor ten mozna rowniez napisa¢ w postaci:
) P{AT<t}=1-—e".

Dla danej liczby y, powiedzmy y = 0,95, znajdZmy takie r,, Zeby 1—e~*» = 3.
Otrzymujemy (log oznacza logarytm naturalny), ze 1, = —log 0,05 = 2,996.
Jezeli wiec w pewnym eksperymencie zaobserwujemy, Ze badany odstep czasu wynosi T, to na

mocy wzoru (1) mamy
2,996
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Blad pomiaru moze mieé¢ rozklad normalny
tylko wtedy, gdy pomylki w kierunku
nadmiaru s3 tak samo prawdopodobne, jak
pomylki w kierunku niedomiaru, Na
ponizszym rysunku przedstawiono tzw,
krzywa gestodei rozkladu normalnego;

# jest wielkodcia mierzong, a rz¢dna

w punkcie x jest proporcjonalna do
prawdopodobienstwa, ze wynik pomiaru

T 1
bedsie réwny x+ - dx.

|
|
|
|
1
'
4
T

M X

Jezeli mierzymy np. zawartose (w procentach)
jakiegos skladnika w wodzie rzecenej i ta
zawartosé jest bardzo niska, a nasz pomiar
niezbyt precyzyiny, to krzywa opisujaca
rozklad prawdopodobienstwa bledu bgdzie
miata raczej ksztalt taki, jak na ponizszym
rysunku, a wiec bardzo réiny od ksztaliu
odpowiedniej krzywej rozkladu normalnego.

0 100% i

W takiej svtuacji budowa przedzialu ufnoesa
wymaga zupelnie innego postgpowania m
opisane w artykule.

i przedziat (0, - ¥ -)jest przedzialem ufnoséci na poziomie ufnosci 0,95 dla interesujacej nas
intensywnosci 4. Innymi stowy: z prawdopodobienstwem 0,95 intensywno$¢ badanego Zrodia
promieniowania miesci si¢c w tak obliczonym przedziale.

Przyklad 2 (rozklad normalny). W teorii pomiaréw uzasadnia sig, ze w wielu typowych
sytuacjach btad pomiaru jest zmienna losowa o rezkladzie normalnym (rozkladzie Gaussa).
Oznacza to, Ze jeZeli X jest wynikiem pomiaru wielkosci u, to

® PR g
o ]/2:!: !

gdzie o jest parametrem rozkladu charakteryzujacym dokladnos$¢ pomiarow (o nazywa si¢
odchyleniem srednim lub odchyleniem standardowym, natomiast ¢ nazywa si¢ wariancja. Jest

to dokladnie taka sama wariancja zmiennej losowej X, z jaka Czytelnik spotyka si¢ w podrgczniku

W. Szlenka dla szkoly $redniej).

Wzor (2) mozna oczywiscie zapisa¢ w postaci P{X < x} =

lub w postaci

X 1
X— 1 — =1
(3) P{w{& < xp = —— S e 2 dr.
g 1/2" -
= g
Prawa strona tego wzoru, funkcja @(x) = ——- S e 2 dt
2 %

jest stablicowana, a jej tablice sa latwo dostgpne; nazywa si¢ ona dystrybuanta rozkladu
normalnego. Jak w poprzednim przykladzie, mozemy dla danej liczby y € (0, 1) znalez¢ takie
xy, 2eby P(x,) =

Jezeli znamy wartoéé parametru ¢, to ze wzoru (3) otrzymujemy nalychmiast ,»jednostronny”
przedzial ufnosci dla # na poziomie ufnosci ¥, mamy bowiem

Res
P{.& ...... ;f gxy}=y
a

czyli P{p = X—x, 0} =y, co prowadzi do przedzialu ufnosci (X—x,* o, +00).

Ze wzoru (3) latwo otrzymuje sig wzor

} ’/__ § em%‘zdt=

Jezeli z, jest taka liczba, ze 20(z,)—1 = y, to otrzymujemy wzoOr

| X—
P{| i

@ P {P’ Lol <= B(x)—B(—x) = 26(x)—1.

2 by
| == *
G| ”}

ktory natychmiast daje ,,dwustronny™ prZed‘.zial ufnodci dla u na poziomie ufnosci ¥
(X—z, 0, X+z, 0).
Przyklad 3 (rozklad ¢ Studenta). Jezeli nie znamy wartosci parametru o, podane wzory staja sie
bezuzyteczne i musimy postgpowac inaczej.
Przypuiémy, ze wykonali$my seri¢ pomiarow pewnej nie znanej wiclkosci p i ze otrzymalis$my
wyniki x;, X2, ..., X, Niech
1

(5) ' e i Z Py T Z e — 7.

L =]
Wielkos¢ x jest po prostu érednig arytmetyczna naszych wynikoéw, natomiast 5? jest wielkoscig,
za pomoca ktorej szacuje si¢ nieznane o, W rachunku prawdopodobieristwa dowodzi sig, Zze ma
miejsce nastepujacy wzor (analogiczny do wzoru (3)):

x

X—p - : dr
P {-—S—-— Vn< x} = Cpoy S NG TR
"— n—1

gdzie ¢, jest pewna stalg. Funkcja wystgpujaca po prawej stronie tego wzoru — oznaczymy ja
przez H,_(x) — nazywa si¢ dystrybuanta rezkladu t Studenta. Funkcja ta, podobnie jak
dystrybuanta rozkladu normalnego, jest stablicowana i tablice jej sa latwo dostgpne.

1S



g X, z I
b Fd

| = 4 (dla'n = 5)

09 | 1,282 1,645 2132

0,95 | 1,645 1,960 2,776

0,99 i, 2,326  2.576  4.604
oszacowanie punktowe Dells 8/1978

b Ks Xof XA Xs A

A% 477 47 479 480

gszacowsme przeazidfowe
. Xg X X4 f YaXs
476 477 478 A 480
Wealug najnowszych pomiarow ladunck
elektronu wynosi 1,6021892 - 10-'? kulomba,
c¢o w absolutnych jed kach elektrostatycznych
réwna sig 4,803242 - 10-19,

Rozwigzanie zadania M 178
Do dowodu trzykrotnie wykorzystamy poiyleczng
nieréwnosé xy+ yz+ rx < x3 4 y¥+ 27 (jest ona

. Gpai gl
réwnowazna nieréownosci - [(x-

Mg Cr=2)2 +
+(z—x)3] = 0).

Przyjmicmy kolejno (x, y, z) = (a*, b*,c*),

(a2b2, b*c?, c*a?), (ab’c, abc?, atbc):

ab+ b2+ c? = atht+ bt 4 ctat = athiet +
+bictat + clath? = albdcP+bicta +

+¢2adp? = (bc+ ca+ ab)aibici.

Rozwigzanic zadania M 179.

Niech A, B, C, D bgda wierzcholkami
czworodcianu, Niech @ bedzie katem, pod kiérym
przecinaja si¢ okregi opisane na Scianach majacych
wspolng krawedi A D, podobnie f niech odpowiada
krawedzi BD, y — CD, a" — BC, " — CA,

v — AB. Katy a, {1, y przy wierzchotku D
utworzone sa przez styczne w punkcie ) do
okregdw opisanych na tréjkatach BCD, ACD

i ABD, Styczne te leig w jednej plaszczyinie,

a mianowicie w plaszczyinie stycznej w punkcie

D do sfery opisanej na czworoscianie. Jest wigc
(por. rysunek)

at+f+y = mn

Podobnie, rozpatrujac pozostale wierzcholki,
otrzymujemy

a+f+y ==,
2+ ity =m,
a' + {4y =

Dodajgc stronami réwnosci pierwsza i drugg oraz
trzecig i czwartg dostajemy 2a+ 8+ '+ y+y" =

= 2a’+ A+ P54

®

Odpowiednikiem wzoru (4) jest teraz wzor

P {' T ]/;:i < x} = 2H,_,(x)-1,

¥
jezeli wige znajdziemy takq liczbg 1, ze 2H,_,(1,)—1 = 7,
10 na mocy wzoru

() P {!f-:i EI < r,,} -y

otrzymujemy przedzial ufnosci dla p
(E S i X+ LR }
Vn " Va '
Przyklad 4 (rozklad x2). W sytuacjach, gdy parametr o nie jest znany, moZzemy by¢ zainteresowani
W jego oszacowaniu za pomocg przedzialu ufnosci. Odpowiedni wzor, analogiczny do wzorow
(1), (3) i (6), ma teraz posta¢ .
n—-3

12 X o Sl
P{u-sx}=a._,8t2 e? dr,
1]

d!

gdzie a,_, jest pewng stala. Funkcja wystepujaca po prawej stronie tego wzoru jest dystrybuanta
rozkladu y* (rozkladu chi-kwadrat); tablice tej funkcji sq rowniez latwo dostepne. Bardziej
szczeg6lowe uwagi na temat wszystkich omawianych wyzej sposobow konstrukeji przedzialow
ufnosci znajdzie Czytelnik w mojej ksiazeczce ,, Rachunek prawdopodobieristwa z elementami
statystyki matematycznej”, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1976.

Na zakonczenie powrd¢my do naszego zadania szacowania ladunku elektronu. Przypusémy,

ze zgodnie z ogolng teorig bledow pomiaréw manmy tu do czynienia z rozkladem normalnym

i Ze nie znamy precyzji metody, za pomoca ktorej otrzymali$my nasze wyniki, tzn. nie znamy
parametru o. W tej sytuacji powinni$my skorzysta¢ ze wzoru (6). Niech np. y = 0,9. Z tablic
otrzymujemy #,, = 2,132. Na podstawie wzorow (5) mamy x = 4,783 - 10~'° oraz

5 = 0,011 - 10-'°, Jako rozwiazanie otrzymujemy przedzial (4,772 - 10-1°; 4,794 - 10~'°), a wigc
znacznie krotszy od proponowanych na wstepic.

Rozwigzanie zadania M 180

Niech x; bgdzie liczbg punktdéw zdobytych przez
zawodnika, ktory zajal i-te miejsce w turnieju.
Mamy 7 = x3 > X3 > X3 > X4 > Xg > Xg >

> Xp > Xg,a Witc x; £ 6,5. Ostatni czterej
zawodnicy rozegrali miedzy soba 6 partii, punkty
za te partie zostaly przyznane tym zawodnikom,
zatem Xs+ xg+X;+ X5 = 6, s5kad x; = 6. Musi
wige by¢ x; = 6,5 lub x; = 6. W pierwszym

-3

Z danych zadania wynika, Z¢ proces rejestracji

Rozwigzanie zadania F 60b.

kwantow 3 pochodzaeych z pojedynczego rozpadu
przypadku drugi zawodnik musialby szes¢ partii mezonu K¢ na cztery kwanty y mozemy
wygrac i jedng zremisowad, pierwszy z drugim

by najwyiej zremisowal i x; = 6,5

traktowaé jako schemat Bernoulliego zlozony
= X3, CO z czterech prob o prawdopodobienstwie sukcesu

przeczy nierdownosci x; > x,. Musi wiec byc @ = 0,4. Liczba X zarcjestrowanych kwantow y

2 6, tzn. kaidy jest wiedy iloscig sukceséw w tym schemacie,

z ostatnich czterech szachistow uzyskal punkty

X3 = 6, zatem X5+ Xg+ Xg+ Xg -

i wobec lego prawdopodobienstwa zaobserwowania

tylko z partii rozgrywanych z pozostalymi trzema k kwantdéw ¥ wynoszi

z tej grupy, a wigc przegral z kazdym [4)
i ) L [ =k 1—a)t-k, e

z zawodnikow, kidrzy zajeli pierwsze cztery P(X ) t_k'x (1—ay % 0,1,2,3,4.

miejsca. W szczegolnosci czwarty zawodnik wygral

.. ]

Do uzyskania odpowiedzi na postawione pytania

z “‘6“"'“' mozemy leraz zastosowac nuslcpujqc:

(uproszczone!) wnioskowanie:

Interpretujemy prawdopodobienstwa jako

. . wzgledne cz¢stosci. Poniewa# z nieznanej ilosci

Rozwiazanic zadania F 60a R % 5, 2
M rozpadéw omawianego typu zarejestrowalismy

1000 rozpadow z czterema kwantami ¥, a wzglgdna

czestosd ich wystgpowania wynosi

Zakladamy, ¢ zmienna losowa X: , liczba
rozpadéw na minute w objetosci 1 litra' ma
rozklad Poissona. Rzeczywiscie stgzenie. J1 3!

: 5 Ve (£)(0,4)4(0,6)° = (0,4)* = 0,0256,
w atmosferze laboratorium daje przecigtnie to
2,252-10-12-3,7-10!°- 60 = 5 rozpaddw na
minutg i litr, zatem prawdopodobienstwo P(X = k) 0,0256 M = 1000,
tego, ze w pomiarze kontrolnym zaobserwuje si¢ skad
k rozpadow, wynosi w przyblizeniu M =~ 39062.

Dopuszczalne stezenie J!' 3! odpowiada
2,7-10-22-3,7-10'°- 60 = 6 rozpadom na
minute i litr. Pomiar wykaZe wigc stezenie
wicksze od dopuszczalnego, jesli zaobserwuje sig
w nim co najmniej 7 rozpadoéw, wobee czego
szukanym prawdopodobicnstwem jest

6
i
1—et Y f'  0,24.
i=0

PX2>T=

Interpretujac dalej prawdopodobienstwa jako
czestosci znajdujemy:
oszacowanie liczby rozpadéw nie zarejestrowanych

N(0) = 39062 (0,6)* = 5062

oraz osracowania liczb rozpaddéw omawiancgo
typu zarejestrowanych odpowiednio jako rozpady
z 1,213 kwantami y:

N(1) = 39062 4-(0,6)*- 0,4 = 13 500,
N(2) = 39 062 - 6 (0,6)> (0,4)* = 13 500,
N(3) = 39062-4- 0,6 -(0,4)*= 6000
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Mosty

Gra, ktdra opiszemy, stanowi pomyst a merykanskiego
matematyka, Davida Gale’a (1958). Szachownice do gry
w ,,mosty”” widzimy na rysunku. Jeden z graczy stawia
czerwone (lub na przykfad przerywane) linie pomiedzy
czerwonymi punktami (czy np. bialymi kropkami), drugi
rysuje czarne (lub ciagle) linie pomig¢dzy czarnymi
kropkami. Gracze wykonuja ruchy na przemian. Zadne

z narysowanych linii nie moga si¢ przecina¢. Zwyciezca
zostaje ten z graczy, ktory pierwszy zdota polgczyé
przeciwlegle brzegi szachownicy (oznaczone jego kolorem)
linig swojego koloru (,,mostem”). Gdyby$émy chcieli
uzywac szachownicy wielokrotnie, powinniémy zamiast
rysowania kresek uktadaé na niej odpowiednio zabarwione
patyczki.

Ta gra jest zdeterminowana, to znaczy wynik mo2na
przewidzieé, jesli tylko gracze graja madrze. W naszej
grze gracz zaczynajacy ma zwycigska strategie; powinien
wygraé. Strategia ta jest nieskomplikowana, chociaz
wpas¢ na nig nie jest tak latwo. Aby nie psué od razu
zabawy Czytelnikom, nie podamy jej w tym numerze.
Zreszta wprawny gracz (zaczynajacy) wygra i bez
zalgorytmizowanej strategii. Proponujemy jednak pewne
nowe warianty gry.

1. Zwycigzca dostaje 15 pkt pomniejszone o liczbe
,,przesel” swojego ,,mostu”. Przykladowo, w sytuacji
przedstawionej na rysunku gracz czarny dostatby 4 pkt.
Nastepna gre rozpoczyna drugi z graczy i tura toczy si¢
np. do 21 pkt. Nie jest znana strategia, ktéra zapewnia
zbudowanie jak najkrétszego mostu.

2. Nieznana jest rOwnieZ strategia pozwalajaca zbudowaé
most w jak najmniejszej liczbie posunieé. Dlatego mozna
umowié sie, ze zwycigzca dostaje np. 20 pkt pomniejszone
o liczbg posuni¢é wykonanych w czasie gry. Na naszym
rysunku dostalby 4. Potem nastgpuje zmiana zaczynajacego
1 gra toczy si¢ do ustalonej liczby punktow.

3. Kazdy z graczy ma prawo w dowolnym momencie. gry
,»wysadzi¢ w powietrze” jeden segment mostu
przeciwnika, tzn. zetrze¢ odpowiednia lini¢ i postawi¢ tam
swoja. Linia ta nie moZe byc¢ juz starta przez przeciwnika
(w ciagu calej gry). Z tego ,,prawa do dywersji’ kazdy

z graczy moze skorzystaé tylko jeden raz w ciggu partii.
Gracz nie ma prawa do wysadzenia mostu przeciwnika,
jesli jego przeciwnik postawil wlaénie linie koriczaca most
z jednego brzegu na drugi (bo w tym momencie gra
zostaje zakoriczona).

4. Kolejny wariant (okladka) mozna nazwaé ,,nasi ludzie
sa wszedzie” lub jako$ tak. Nalezy zbudowad linie (siatke
szpiegowska) z A (wazne miasto Szwambranii) do B
(stolica Piligrinii), unikajac zasadzek, jakie zastawia
Urodonal Chatelena, as kontrwywiadu Piligrinii.




