
Czy

umIeCIe
•

SIe

dziwic

ksiazka

dla

Sympatyków

Malej

Delty

Wydano z pomoca finansowa Polskiej Akademii Nauk
WARUNKI PRENUMERATY Cena prenumeraty rocznej zl 6(), - cena prenumeraty pólrocznej
zl 30, -

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch" oraz urzedy pocztowe
i doreczyciele - w terminach
- do 25 listopada na styczen, I kwartal, I pólrocze roku nastepnego i caly rok nastepny
- do dnia 10 miesiaca, popfi'~edzajacegookres prenumeraty na pozostale okresy roku biezacego.
Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje i organizacje spoleczno-polityczne skladaja zamówienie
w miejscowych Oddzialach RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch".
Zaklady pracy i instytucje w miejscowosciach, w których nie ma Oddzialów RSW oraz prenumeratorzy
indywidualni, zamawiaja prenumerate w urzedach pocztowych lub u doreczycieli.
Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice, która jest o 50% drozsza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje RSW "Prasa-Ksiazka-Ruch", Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw,
ul. Towarowa 28,00-958 Warszawa, konto PKO nr 1531-71 w terminach podanych dla
prenumeraty krajowej

Sprzedai numerów biezacych i uprzednich

Instytucje panstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni moga nabywac
"DELTE":

w Ksiegarni Osrodka Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN.
Sprzedaz gotówkowa i wysylkowa, numerów biezacych i archiwalnych; platnosc gotówka, prlcl"'cm
lub za zaliczeniem pocztowym.
Adres: ORPAN 00-901 Warszawa, Palac Kultury i Nauki, konto PKO I OM W-wa 1531-912

w Ksiegarni Ossolineum, Rynek 8, 50-106 Wroclaw

w Glównej Ksiegarni Naukowej, Krakowskie Przedmiescie 7, 00-068 Warszawa

w Ksiegarni Naukowej, ul. Podwale 6, 31-118 Kraków
Orders for this periodical from abroad can be placed with "Ars Polona" Krakowskie Przedmiescie 7
00·068 Warszawa, Poland or with
- Kubon & Sagner, Inhaber Otto Sagn.r, D8 Munchen 34, Postrach 68,
Bundesrepublik Deutschland.
- Earlscourt Publications Ltd., 130 Shephard Bush Centre. London W 12. Great Bdtain,
- Licosa Commissionaria Sausoni. Via Lamarmora 45, 50 121 Firenze, Italia.

,
SPIS TRESCI

NUMERU 9 (57)
Zegar chemiczny
Doc. dr Antoni Kuszell

str.1

Ponad 50 rzedów wielkosci czyliprzewodnictwo cial stalychDr Andrzej Hennel

str.4

Zadania

str.6

Wielosciany z minimalna iloscia powtórzen (II)Malgorzata Zalewska

str.7

O liczbach p-adycznych Mgr Krystyna Wojtków

str.8

Mala Delta

str. 12

Mechanika, komputer, czlowiek (IV)Prof dr Dominik Rogula

str. 15

Drobiazgi

str. 16

W nastepnym numerze:
Esej o teczy

"Delta"

matematyczno-fizyczny miesiecznik
popularny
Polskiego Towarzystwa
Matematycznego i Polskiego
Towarzystwa Fizycznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania

Komitet Redakcyjny

doc. dr J. Bartke

doc. dr A. Baczynski
doc. dr B. Gleichgewicht
prof. dr K. Goebel
doc. dr B. Iwaszkiewicz
doc. dr T. Iwinski

doc. dr A. Januszajtis
prof. dr Leon Jcsmanowicz­

wiceprzewodniczacy
mgr H. Kaczorek
prof. dr B. Karczewski
prof. dr M. Kuczma
mgr A. Makowski
prof. dr Z. Pawlak
prof. dr A. Piekara
prof. dr Z. Semadeni
prof. dr J. Stankowski

prof. dr M. Subotowicz
doc. dr S. Turnau

doc. drJ. Wdowczyk
prof. dr Janusz Zakrzewski­

przewodniczacy

Redaguje Kolegium w skladzie:
doc. dr T. Hofmokl- z-ca red. nacz.
dr T. B. Iwinski

B. Jaworska-Kordos - ilustracje
dr M. Kordos - red. nacz.

mgr K. Praimowski - red. techn. graf.
mgr K. Szypcio - sekr. red.
doc. dr M. Swiecki
Adres Redakcji
ul. Hoza 69 pok. 151,
00-681 Warszawa

Zaklad Narodowy im.
Ossolinskich - Wydawnictwo
Wroclaw. Oddzial w Warszawie

Naklad 20 000 egz. Objetosc 2 ark.
wyd.; 2,50 ark. druk.;
papier offsetowy III kI. 80 g. 61 x 86
Wydrukowano w Drukarni im.
Rewolucji Pazdziernikowej
Warszawa, ul. Minska 65

Nr zam. 824/78 S-80

Cena l egzemplarza II 5.- nr indeksu 35723/35550



Zegar chemiczny

Doc. dr Antoni KUSZELL

Kazdy proces zachodzacy w przyrodzie ma charakterystyczne dla siebie rozmiary oraZ
odpowiednia dla siebie skale czasowa. Na przyklad zjawiska zachodzace w mikroswiecie
czastek elementarnych przebiegaja w znacznie krótszych przedzialach czasu niz zjawiska
w swiecie atomów. Charakterystyczne skale swiata makroskopowego sa z kold bardzo krótkie
w porównaniu do skali astronomicznej. Skala czasu zjawiska zwiazana jest z jego rozmiarami
przestrzennymi oraz charakterystyczna predkoscia zwiazana z tym procesem. Na przyklad,
skala czasowa zjawisk elektromagnetycznych jest w okreslonym ukladzie zupelnie inna niz
skala zjawisk akustycznych.
W ukladach makroskopowych predkosc charakterystyczna dla danego zjawiska, podobnie jak
jego rozmiary, zalezy od warunków zewnetrznych, takich jak temperatura, cisnienie itp.
Dlatego tez, by urzadzenie makroskopowe pracowalo stabilnie, potrzebne sa urzadzenia
kompensujace lub zapewniajace stalosc czynników zewnetrznych.
Dlatego tez jedna z dziwniejszych wlasnosci organizmów zywych jest istnienie bardzo
stabilnego i dokladnego "zegara biologicznego". Rytm tego zegara jest charakterystyczny dla
danego gatunku, a nie osobnika, i slabo zalezy od czynników zewnetrznych. Charakterystyczna
skala czasu jest dla niego duzo dluzsza od naturalnej, wydawaloby sie, sbli atomowej i jest
typowa dla zjawisk makroskopowych. Rozwiazanie problemu zegara biologicznego jest
obecnie jednym z wazniejszych problemów nauki.
Zegarem nazwiemy uklad makroskopowy, który zmienia swe wlasnosci perioclYC7nie w czasie

(inaczej mówiac oscyluje) ze stala czestoscia. To zachowanie oscylacyjne prowaMi do
pewnych trudnosci zwiazanych z prawami termodynamiki. Jak bowiem dobrze wiadomo,
z drugiego prawa termodynamiki wynika, ze wszystkie uklady zamkniete musza dazyc do
stacjonarnego stanu równowagi, co jest sprzeczne z charakterem oscylacyjnym. Wyciagamy stad
bardzo wazny wniosek, ze uklad oscylujacy (nie tlumiony) mu'\i byc ukladem termodynamiClnie.
otwartym, to znaczy musi oddzialywac z otoczeniem, lub mówiac bardziej obruowo, mH~i
cos z otoczenia pobierac oraz cos do tego otoczenia wydzielac.
Wniosek ten dobrze pokrywa sie z obserwowanymi wlasnosciami organi:rmÓw, ktÓre sa
w rzeczywistosci ukladami otwartymi.
Jak zwykle glównym bodzcem wplywajacym na rozwój teorii sa wyr,iki doswiadczCI1. Znanych
juz jest kiika typów reakcji chemicznych, prowadzacych do zachowani" oscylacyjnego, Jub,

co jest nie mniej ciekawe, do tworzenia sie struktur przestrzef10ie niejcdnomc!nych. Ukfady
takie sa ostatnio przedmiotem zainteresowania fizyków, chemików i biologów. Dla ukladów
przestrzennie niejednorodnych utarla sie nazwa struktur dysypatywoych. Organizmy zywe sa,
OCzywiscie, silnie niejednorodne.
Historia chemicznych ukladów oscylujacych siega poczatku XIX wieku. W roku 1826

Fechner zaobserwowal pojawieRie &ie oscylacji na elektrodach ogniwa. Drugim przykladem
. oscylacji chemicznych jest tak zwane serce rteciowe. W roku 187J G. Lipmann opisal
obserwacje tego zjawiska, wystepujacego w nastepujacych warunkach: zalejmy na SJ;kiclku
od zegarka kropelke rteci roztworem mieszaniny kwasu siarkowego oraz dwuchromianu
potasu. Nastepnie dotknijmy zelazna igla kropelki rteci. Wtedy nec zacznie drga':' w sposób
przypominajacy prace serca. Dlatego zjawisko to nosi nazwe serca rteciowego. W om:t\vi,Ulych
lutaj przykladach oscylacji chemicznych istotna role odgrywaja zlozone procesy zachodzace
na powierzchni ukladu (elektrody; kropli rteci). Dlatego zjawiska te sa bardzo trudne do
opisania teoretycznego. Na przyklad, do chwili obecnej nie istnieje zadowalajacy opis
mechanizmu serca rteciowego.
Przez dlugi czas oscylacje chemiczne uwazane byly za ciekawostke, znajLlujaca sie na
marginesie zainteresowan badawczych. Wydaje sie, ze glównym powodem takiego Sianu rzeczy
byl brak odpowiedniej teorii, jaka jest termodynamika ukladów otwartych. Jesli bowiem
uklad pozostawimy zamknietym, to oscylacje w omawianych przykladach beda szybko
zanikaly. Na to, by drgania te zachodzily w dlugim czasie, bez zmian amplitudy
i czestosci, nalezy sztucznie (dzialaniem z zewnatrz) utrzymywac na stalym poziomie slezenia

odpowiednich substancji, to znaczy dostarczac produktów poczatkowych (paliwa lub, jesli
kto woli, pozywienia) oraz usuwac z. ukladu produkty koncowe reakcji.
Najciekawsze sa wystepujace w ukladach chemicznych (lub biologkznych) oscylacje nic
zwiazane ze zjawiskami powierzchniowymi. Najprostsze do analizy matematycznej beda
oczywiscie zjawiska jednorodne przestrzennie. W Delcie 11/1975 opisane byly oscylacje
w ukladzie "ofiara - drapieznik" (model VoHerry-Lotka). Model ten opisuje w sposób prosty
(z matematycznego punktu widzenia) bardzo skomplikowane procesy zachodzace w tym ukiidzie
biologicznym. Mozna by nawet powiedziec, ze opis l.<lchowania sie tego ukladu moze byc
tak uproszczony dlatego, ze elementy ukladu biologicznego (np. rysie oraz króliki) sa tak
skomplikowani:. Inaczej mó,:Jac, nle mozemy wnioskowac o zachow;miu ukladu przez badanie
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Przeanalizujmy po kolei czlony w pierwszym równaniu. Wyraz A pochodzi z reakcji A -+ X

i opisuje fakt, ze produkcja substancji X jest proporcjonalna do ilosci surowca A. Czlon
-(B+l)X pochodzi z dwóch reakcji B+X -+ Y+D oraz X •..•.E i opisuje straty substancji X
proporcjonalne do iloczynu stezen BX (pierwsza reakcja) oraz do stezenia X (druga reakcja).
Czlon X2 y pochodzi z autokatalitycznej reakcji

2X+Y-l 3X

i wyraza fakt, ze produkcja substancji X w tej- reakcji jest katali.zowana przez obecnosc dwóch
czasteczek tej samej substancji. Czlon ten wprowadza nieliniowosc do naszego równania.
Podobnie powstaje drugie równanie.
W równaniach tych uwzglednilismy mozliwosc dyfuzji (czlony z druga pochodna wzgledem
zmiennej przestrzennej r) substancji X i Y odpowiednio ze stalymi dyfu7Ji Dl oraz O2•

W ukladzie przestrzennie jednorodnym czlony te znikna. Latwo mozna zauwazyc, ze fUl)kcje
XO(r,/) = A oraz yO(r,I) = BIA sa stacjonarnymi, jednorodn)'mi rozwiazaniami powyzszego
ukladu równan. Rozwazmy teraz uklad o skonczonych rozmiarach r E (O, l). Zadajmy warunki

brzegowe równowagi

Y(r, t)I.=o = Y(r, 1)1.=, = A, oraz

Y(r, t)I.=B = Y(r, t)I."" = BIA.

praw ruchu pojedynczego osobnika (prawa elementarne), lecz musimy wprowadzic
makroskopowe prawa fenomenologiczne. Inaczej przcdstawia sie sytuacja przy badaniu
kinetyki reakcji chemicznych. Tutaj prawa ruchu (równania kinetyki) mamy z góry zadane.
W wiekszosci wypadków sa to równania liniowe, które nie prowadza do takich dziwnych
zachowan. Na to, by równania kinetyki byly nieliniowe, koniecznym jest, by zachodzaca
'v ukladzie reakcja chemiczna byla autokatalityczna. Znaczy to, ze co najmniej jedna
z substancji bioracych udzial w reakcji jest jednoczesnie katalizatorem tej reakcji. Uklady takie
sa z reguly bardzo zlozone pod wzgledem chemicznym i musi w nich wystepowac wiele róznych
substancji chemicznych. Przykladem takiej reakcji majacej charakter oscylacyjny jest reakcja
Zabotynskiego. Wystepuje w niej bardzo wiele substancji, z których najwazniejszymi sa:
kwas bromomalonowy. ferroina, kwas siarkowy oraz substancja zawierajaca jony zelaza

(phenatrolina). Podczas oscyl~cji jony zelaza przechodza z formy dwuwartosciowej (kolor
czerwony). w forme trójwartosciowa (kolor niebieski). Typowe okresy tych oscylacji sa rzedu
kilku sekund. Tak wiec mieszanina zmienia barwe periodycznie. Jesliby stezenia odpowiednich
substancji utrzymywac na stalym poziomie, to uklad bedzie oscylowal przez dlugi
czas, bez zmiany okresu.
Jesli jednak dopuscimy, by substancje swobodnie dyfundowaly w ukladzie, to mozemy
zaobserwowac nowe zjawisko. W pewnych punktach oscylacje wystapia silniej niz w pozostalej
czesci cieczy i periodyczna zmiana barwy bedzie rozchodzila sie w postaci kregów
koncentrycznych. Czestosc drgan takich centrów moze byc rózna, lecz centra oscylujace
najszybciej wyruguja centra wolniejsze i w koncu uklad bedzie oscylowac .synchronicznie,
zgodnie z drganiami najszybszego centrum. Na marginesach pokazalismy kilka
zdjec obrazujacych taka synchronizacje. Okazuje sie, ze czasami rozchodzace sie
fale moga miec postac" spiral, a nie zamknietych kregów.
Proces powstawania spiral jest bardzo zlozony i nie bedziemy go tutaj omawiac.
W opisywanej reakcji Zabotynskiego procesy chemiczne zachodzace w ukladzie sa bardzo
skomplikowane i jeszcze nie do konca wyjasnione. Dlatego opis kinetyki rzeczywistych
procesów zachodzacych w naszym ukladzie jest obecnit: niemoziiwy. Pewnym jest jednak,
ie jest to reakcja typu autokatalitycznego. W fizyce w takich wypadkach postepuje sie
nastepujaco: jesli opis scisly jest niemozliwy lub zbyt skomplikowany, nalezy skonstruowac
model prostszy, lecz zawierajacy (chocby czesciowo) istotne cechy omawianego zjawiska.
Podobnie i w przypadku reakcji oscylujacych zbudowano stosunkowo prosta reakcje
modelowa. Reakcje te moina zapisal' nastepujaco:

A -. X; B+X -. Y+D; 2X+ y -. 3X; X -+ E.

W powyzszym modelu mamy do czynienia z dwiema substancjami X i Y, wystepujacymi
jedynie w posrednich etapach naszej reakcji, oraz czterema substancjami A, B, D i E,
odgrywajacymi role produktów poczatkowych i koncowych reakcji. Stezenia tych ostatnich
substancji bedziemy musieli sztucznie utrzymywac na stalym poziomie (uklad otwarty).
Zmiennymi reakcji beda wiec stezenia substancji posrednich X i Y. Dodatkowo przyjmijmy,
i.c szybkosc wszystkich reakcji jest równa jednosci. ZwrÓCmy uwage, ze reakcje w naszym modelu
moga przebiegac tylko w jedna strone. Zmiana stezenia substancji X na jednostke czasu
bedzie proporcjonalna do iloczynu stezen substancji wyjsciowych. Równania kinetyki beda
mialy wiec postac (dla I ~ O):

oX 2 ó2X-- = A-(B+ 1)X+X Y+DI--~-et Ctrl
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.k.ys. 2. Niejedrlcrodne przestrzennie
rozwiazania stacjonarne (struktury
dysypatywne) w przypadku parzystej krytycznej
liczby falowej. A = 2, B = 4,6, D, = 0.O(1l6,

Dl = 0,0080.

.Ry~.1. ZaJeinos.c .srcdniego stezenia substa.oCjI
X od stezenia substancji B. Dla rozwiazan
stacjonarnych knywa (a) odpowiada
rozwiazauiu prleslrzennie jednorodnemu
stabilnemu dla B < Be. Krzywe (b) i (c)
o"powiadaja stabilnym rozwiazaniom
przestrzennie nie)ednorodnym (struktury
dysypatywnc). Linia przerywana oznacza
rOJwiazanic niestabHne. Krytyczna liczba
fll.~W~ p~n>'5ta.
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Rys. 4. Struktury orsyp:'UpV1lC policzone dla

tych samych wartosci parametrów co krzywe

przedstawione na rys.. 2, ale dla nieparzystej
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'Rys. 3. Wykres analoglc:t.n.r 00 P(.l~\JlllaVlo·!Ol1cgo

narys. l, lecz dla nie parzystej krytycznej
liczby falowej. Oznaczenia te same co na

rys. l, z ta rótnica, te cyfry I i 2 odnosza sie

odpowiednio do obszarów B > Be oraz
II " Dr.
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Ry-'i• .5. I upy \.-h;l(;t~ln").\t)":"t1;,: nH'llJ~p
rozkladu pr:I;t,:~t(;l~nncgo w ~,-asic okrct.\l
drgari, dl:!. modelu dop'uszczajacego zmi~nnosc

prze,strzcnnego rozkladu substancji A. Stala

dyfuzji substancji A:
D = 0,0195, D, = 0,00105, D, = 0,00066,

- -- -- B
B = 77, X = A = 14, y"~ -=- = 5,5.

A

Kreska nad wielkoscia oznacza wartosc

srednia.

Analiza takiego ukladu równan rózniczkowych czastkowych jest trudna i nie bedziemy jej

szczególowo przeprowadzac. Jednak równania te maja wlasnosci tak interesujace, ze postaramy
sie w miare precyzyjnie je omówic. Wlasnosci te zostaly w duzej mierze zbadane przy pomocy
obliczen numerycznych na komputerze. W szczególnosci rys. 2 i 4 sa otrzymane w wyniku
obliczen numerycznych. Pierwsza wlasnoscia jest fakt, ze zachowanie rozwiazan zalezy
w sposób bardzo istotny od parametru B, to znaczy od stezenia substancji B. Jesli stezenie to

jest nizsze od pewnej wartosci krytycznej Be, to rozwiazanie Xo, yo opisane powyzej jest
rozwiazaniem stabilnym. Wielkosc parametru Be dana jest wzorem:

Liczbe calkowita n, dla której powyzsze wyrazenie osiaga minimum, nazwiemy krytyczna
liczba falowa.

Zachowanie sie rozwiazan dla wartosci B nalezacych do otoczenia punktu Be zalezy w sposób
istotny od tego, czy krytyczna liczba falowa m jest parzysta, czy nie. Na poczatku omówmy
przypadek, gdy m jest liczba parzysta. Gdy parametr B osiaga od dolu wartosc krytyczna, to
jednorodne rozwiazanie staje sie niestabilne. Natomiast pojawiaja sie dwa nowe rozwiazania
stacjonarne, które jednak sa przeslrzennie niejednorodne. Takie rozdwojenie sie r02.wia7..an nosi
nazwe bifurkacji, zas punkt, w którym pojawiaja sie nowe rozwiazania, punktem bifurkacji.
Na rysunku l pokazalismy lak zwany wykres bifurkacyjny dla naszego równania opisujacego

model reakcji chemicznej. Rysunek ten wykonany jest dla parzystej krytycznej liczby falowej.
Linia ciagla zaznaczono stacjonarne rozwiazania stabilne, linia przerywana - niestabilne.

Na osi rzednych odlozono stezenie substancji B, zas na osi odcietych srednie stezenie substancji
X. Na rysunku 2 podano rozwiazania stacjonarne dla pewnego B > Be. Tutaj na osiach odlozono
odpowiednio zmienna przestrzenna r oraz stezenie substancji X.

Niech teraz krytyczna liczba falowa m bedzie nieparzysta. Wykres bifurkacyjny jest teraz
zupelnie inny, bardziej zlozony. Podobnie jak w przypadku poprzednim w punkcie krytycznym
Be jednorodne rozwiazanie staje sie niestabilne. Natomiast w .samym punkcie bifurkacji
pojawia sie tylko jedna nowa galaz rozwiazan. Co jest jednak ciekawsze, istnieje druga galaz
rozwiazan, która nigdzie nie laczy sie z rozwiazaniem jednorodnym. Rozwiazanie to jest
stabilne dla wartosci B> Be. Wykres bifurkacyjny dla tego przypadku pokazalismy na
rysunku 3. Wszystkie oznaczenia sa takie same jak na rysunku l, poza drobna róznica
w oznakowaniu galezi rozwiazan. Indeks l oznacza galezie powyzej punktu bifurkacji, zas
indeks 2 ponizej. Odpowiednie rozwiazania stacjonarne dla tego przypadku pokazano na
rysunku 4. Rozwiazania te sa teraz symetryczne. Za to uklad ma wlasnosc przypominajaca
troche wlasnosc histerezy. Mianowicie, jesli bedziemy zmniejszac stezenie B w ukladzie, to
w zaleznosci od tego, na której galezi rozwiazan stacjonarnych sie znajdowalismy, osiagniemy
dwa rózne i rozlaczne (to znaczy takie, ze nie mozna w sposób ciagly i stacjonarny przejsc
z jednego na drugie) rozwiazania.

Zajmijmy sie tera.z przypadkiem, gdy·w chwili czasu t = O stezenie substancji X (i OCZYWISCIe

Odpowiednio substancji Y) nie bedzie równe stezeniu odpowiadajacemu wlasciwemu dla
rozwiazania stacjonarnego stezeniu substancji B (patrz rysunki l i 3). Przyjmijmy, ze B > Be

i re wartosc X jest bliska wartosci jednej ze stabilnych galezi. Stezenie substancji X nie bedzie
teraz stacjonarne, lecz zacznie zmieniac sie w czasie. Okazuje sie, ze po pewnym czasie
~(<;zcnieX zblizy sie do drugiej galezi stacjonarnej, by znów po chwili powrócic w poblize
pierwszej. Bedzie ono wykonywalo oscylacje, z okreslonym okresem, stad nazwa zegar
,-hemiczny. Jesli dopuscimy mozliwosc swobodnej dyfuzji reagentów, to wtedy oscylacje'
przybiora postac przestrzennych fal podobnych do przedstaWionych na zdjeciach.

Na koniec chcialbym omówic jeszcze wyniki numerycznych rachunków dla modelu troche
uogólnionego. Jesli w naszym modelu pozwolimy substancji A dyfundowac, to znaczy
dopuscimy rozklad przes'trzenny stezenia substancji A, to uklad zawsze bedzie zmienial sie
periodycznie w przestrzeni i czasie. Na rysunku 5 pokazalismy kolejno kilka etapów takiej
ewolucji az do momentu zreprodukowania sie stanu poczatkowego. Odpowiednio, na osiach
odlozono zmienna p~zestrzenna r (w przedziale (O, l» oraz stezenie X.

. Na zakonczenie chcialbym podkreslic, ze na tym przykladzie widac bogactwo i piekno efektów,
które z samej natury sa zwiazane z nieliniowoscia zjawiska (autokataliza), i które nigdy
nie moglyby wystapic w ukladach opisywanych dynamika liniowa. Równania nieliniowe
kryja w sobie mozliwosc opisu zjawisk, których dotychczas nie rozumiemy. Podstawowa
ttudnoscia jest jednak fakt, ze o równaniach nieliniowych, a w szczególnosci o ich
rozwiazaniach, wiemy jeszcze bardzo malo. Na pewno w najblizszych latach stanowic onc
beda przedmiot badan wielu matematyków i fizyków.
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Ponad 50 rzedów wielkosci czyli przewodnictwo cial stalych

Dr Andrzej HENNEL

Definicja przewodnictwa wlasciwego
Przypomnijmy, co rozumiemy przez 'przewodnictwo wlasciwe. Wiei kos,; te wprowadzila juz
fizyka XIX wieku ustalajac, ze opór przewodnika mozna wyrazic wzorem

1 l
R - -

-(f-S'
gdzie l jest dlugoscia, a S przekrojem poprzecznym przewodnika, natomiast (/ '- stala
materialowa nazywana przewodnictwem wlasciwym i wyrazana w (Dcm)-J (jest to
odwrotnosc tzw. oporu wlasciwego e).
Korzystajac z mikroskopowego wzoru na natezenie pradu elektrycznego

1= llqvS,

gdzie 11 jest koncentracja nosników pradu, q ich ladunkiem, a v srednia predkoscia ruchu
wywolanego przez przylozone pole elektryczne, mozemy znalezc

(J = nqp.,

gdzie Il jest tzw. ruchliwoscia nosników, czyli srednia predkoscia uzyskana w jednostkowym
polu elektrycznym. W wielu Cialach stalych ruchliwosc 11. jest wprost proporcjonalna do
sredniej drogi swobodnej jaka przebywaja nosniki miedzy zderzeniami.

Struktura energetyczna cial stalych
Podobnie jak w przypadku atomów, zrozumienie wlasnosci cial stalych wymaga poznania
ich struktury energetycznej. Istnieja dwa zasadniczo rózne rodzaje cial stalych. Sa to
substancje, które mozna dobrze charakteryzowac tzw. modelem pasmowym, oraz substancje.
które najezy traktowac jak zbiór izolowanych atomów, jonów czy czasteczek. W przypadku
pic!'\\lszym nalezy sobie wyobrazac, ze elektrony walencyjne atomów wchodzacych w sklad
krysztalu naleza nie tyle do pojedynczycb atomów, ile raczej do wszystkich atomów calego
krysztalu. W przypadku drugim zewnetrzne elektrony atomu czy jonu sa z nim scisle
zwiazane.
Zajmijmy sie obecnie blizej modelem pasmowym i cialami stalymi wykazujacymi tzw.
przewodnictwo pasmowe. Poziomy energetyczne atomów tworzacych krysztal zostaja
zastapione przez pasma energetyczne zlozone z takiej samej ilosci poziomów, jaka jest ilosc
atomów w krysztale (okolo 1023 w l cm3). Przy czym obowiazuje regula, ze parzysta liczba
elektronów na danej powloce atomowej prowadzi na ogól do pasm calkowicie wypelnionych
dek tronami, natomiast nieparzysta liczba elektronów do pasm czesciowo wypelnionych.
Rozwazmy dwa proste przyklady cial stalych wykazujacych istnienie pasm energetycznych.
S'\ nimi: przedstawiciel pierwszej kolumny ukladu okresowego - atom litu oraz przedstawiciel
czwartej kolumny lego ukladu - atom wegla. Obydwa te atomy maja zapelniona pierwsza
powloke elektronowa, natomiast na drugiej powloce lit ma jeden, a wegiel cztery elektrony.
Prowadzi lo do struktury pasmowej przedstawionej na rysunkach l i 2. Elektrony z pasm
calkowicie zapclnionych sa to elektrony skupione wokól jader atomowych lub tworzace
\viazania w ciele stalym. Nie moga one przewodzic pradu elektrycznego. Pasmo zapelnione
mozna wiec sobie wyobrazac jak zamkniety plac zakorkowany samochodami. Samochody
na placu moga sie wprawdzie porusz.llc, ale liczba jadacych w jedna strone musi byc równa
liczbie jadacych w przeciwnym kierunku. Z kolei pasma czesciowo zapelnione sa utworzone
przez elektrony, które moga swobodnie poruszac sie po krysztale, a wiec moga przewodzic
prad elektryczny. Srednia droga swobodna takich elektronów jest setki a nawet i tysiace razy

Jaka wielkosc fizyczna zmienia sie w najwiekszym zakresie wielkosci?
Odpowiedz na tak postawione pytanie wydaje sie byc prosta. Jezeli oblicz}my bowiem
stosunek prLYPuszczalnej masy Wszechswiata (ok. 10s0 kg) do masy elektronu (ok. 10-30 kg),
otrzymamy 80 w~dów wielkosci, Dalej stosunek promienia Wszechswiata (ok. 1026 m) do
promienia nukleonu (ok. 10-IS m), czy tez stpsunek czasu zycia Wszechswiata (ok. 10'8 s)
do czasu zycia niektórych czastek elementarnych (ok. 10-23 s) daja nam po 41 rzedów
wielkosci.

We wszystkich tych przypadkach porównujemy jednak wlasnosci najwiekszego znanego

obiektu fizycznego (Wszechswiata) z wlasnosciami najmniejszych znanych obiektów (czastek
elementarnych).

Niewielu ludzi zdaje sobie natomiast sprawe z faktu, ze istnieje makroskopowa wielkosc
fiqczna. która mozna mieiLYc w laboratorium, zmieniajaca sie o ponad 50 rzedów wielkosci.
]c,t nia prLewodnictwo wlasciwe cial stalych.
W chwili obecnej uwazamy, ze zakres zmian przewodnictwa wlasciwego rozciaga sie co najmniej
od 1014 (Dcm)-l do 10-30 (Dcm)-J, jednakze w miare rozwoju badan granice te moga
ulec dalszemu poszerzeniu.
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wieksza od odleglosci miedzy dodatnimi jonami, wynoszacej 10-1 nm (2+3 A). Pasma
takie nazywamy w zwiazku z tym pasmami przewodnictwa. Na podstawie powyzszego
modelu spróbujemy omówic wlasnosci metali i pólprzewodników.

Metale

W metalu kazdy atom dostarcza do pasma przewodnictwa co najmniej jeden elektron.
W zwiazku z tym koncentracja tych elektronów jest bardzo duza (ok. 1023 cm-') i mozna
mówic o gazie elektronowym wypelniajacym metal (rys. 3). Ruchliwosc elektronów w metalu
jest mniejsza od 100 cm2/Y· s w temperaturze pokojowej, co w najlepszych przewodnikach
takich jak Cu, Ag czy Al daje przewodnictwo rzedu 106 (.Qcm)-I. Jak wiadomo opór
metalu rosnie z temperatura. Poniewaz koncentracja elektronów w pasmie przewodnictwa
jest stala, efekt ten tlumaczymy zmniejszeniem ruchliwosci. Nalezy wyobrazac sobie,. ze
drgania dodatnich jonów utrudniaja ruch elektronów. Drugim czynnikiem hamujacym ruch
elektronów sa defekty struktury krystalicznej. Eliminacja obydwóch efektów (mozliwie
najczystsze przewodniki i niskie temperatury) pozwala osiagnac w przypadku miedzi
rekordowa wartosc u = 1010 (.Qcm)-I. co odpowiada drodze swobodnej elektronu 1= 1 mm.

Pólprzewodniki samoistne

Ciala stale, których struktura pasmowa jest analogiczna do przedstawionej na rysunku 2
struktury energetycznej diamentu, nazywamy pólprzewodnikami. W materialach tych w niskich
temperaturach brak elektronów swobodnych (rys. 4). Podwyzszenie temperatm'y umozliwia
przeskok elektronów z najwyzszego pasma zapelnionego (walencyjnego) do pierwszego
pasma pustego (przewodnictwa). Odleglosc miedzy tymi pasmami nazywamy przerwa
energetyczna !:.E.Wynosi ona dla typowych pólprzewodników (Ge, Si) ok. 1 eV. Niezwykle
interesujaca wlasnoscia pólprzewodników jest fakt, ze po przejsciu elektronów do pasma
przewodnictwa w pasmie walencyjnym pozostaja wolne miejsca, które równiez biora udzial
w przewodnictwie. Nazywamy je dziurami. Dziurze przypisuje sie dodatni ladunek i mozna ja
sobie wyobrazac jako "pecherzyk" w "cieczy" elektronowej poruszajacy sie pod wplywem
pola elektrycznego w kierunku przeciwnym niz elektrony. W czystym pólprzewodniku
(tzw. samoistnym) mamy oczywiscie jednakowa liczbe elektronów w pasmie ,przewodnictwa
i dziur w pasmie walencyjnym. Energia termiczna drgan atomów w ciele stalym jest
w temperaturze pokojowej bardzo mala (okolo 0,04 eY), wiec liczba swobodnych elektronów
i dziur jest równiez niewielka (okolo 1010 cm-'). Nawet stosunkowo duze wartosci ruchliwosci

p. = 1000 cm2/y. sprowadza do przewodnictwa miliard razy mniejszego niz przewodnictwo
metali, G = 10-6 (.Qcm)-I. Przewodnictwo to bardzo silnie (wykladniczo) wzrasta
z temperatura.

Nalezy w tym miejscu wspomniec jeszcze o tzw. pólprzewodnikach z waska przerwa
energetyczna, które czasem nazywane sa pólmetalami. Sa to m.in. zwiazki rteci HgTe i HgSe.
Krysztaly te sa w ostatnich latach bardzo intensywnie badane w Pobce. Charakteryzuja sie
one bardzo niewielka przerwa energetyczna oraz niezwykle wysokimi ruchliwosciami
nosników (ponad l 000 000 cm2/y. s). Powoduje to, ze ich przewodnictwo dochodzi do
u = lO' (.Qcm)-I.

Pólprzewodniki domieszkowe

Przyczyna, dla której pólprzewodniki z~obily w ostatnim dwudziestoleciu oszalamiajaca

kariere, jest przede wszystkim fakt. ze mozna zmieniac w sposób istotny ich wlasnosci za
pomoca domieszek. Rozwazmy &ytuacje przedstawiona na rysunku 5. Jezeli do krysztalu
czterowartosciowego germanu wprowadzimy domieszke pieciowartosciowego fosforu,
wówczas piaty elektron walencyjny fosforu nie wchodzi do wiazan i pozostaje "bezrobotny".
Okazuje sie, ze niezwykle mala energia (ok. 0,01 eY) wystarczy, aby oderwal sie on od
swojego atomu macierzystego i stal sie elektronem przewodnictwa. Atom taki nazywamy
donorem, a oderwanie elektronu - jonizacja donom. W temperaturze pokojowej wszystkie
donory &a zjonizowane - oznacza to, ze juz wprowadzenie jednego atomu domieszki na miliard

atomów krysztalu macierzystego daje nam 1023/109 = 1014 nosników w l cm'. Powoduje to
wzrost przewodnictwa krysztalu 10000 razy (!) do wartosci (f = to-2 (.Qcm)-I. Poza
domieszkami donorowyrni, mozna jeszcze wprowadzac do krysztalu tzw. domieszki

akceptorowe. Sa to np. w przypadku krzemu atomy trójwartosciowe B, Al itd. Domieszki te
wychwytuja elektrony z pasma walencyjnego wywolujac pojawienie sie swobodnych dziur .

. W chwili obecnej potrafimy zmieniac koncentracje domieszek, a wiec i przewodnictwo
pólprzewodnikÓW, w zakresie okolo 10 rzedów wielkosci zarównQ w przypadku donorów,
jak i akceptorów.

Warto wiedziec, ze czystosc materialów wykorzystywanych w przemysle elektronicznym do
produkcji obwodów scalonych jest tak doskonala, ze osiaga sie mniej niz N = IOtO

zanieczyszczen na 1 cm-3, co odpowiada jednemu atomowi obcemu na 10" atomów

pólprzewodnika. Sa to zdecydowanie najczystsre materialy, jakimi dysponuje obecnie
ludzkosc.
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Nadprzewodnictwo
Zjawisko nadprzewodnictwa wymaga szerszego omówienia. Obecnie przytoczymy tylko
najwazniejsze fakty. Otóz szereg metali i zwiazków ponizej pewnej temperatury, zwanej temperatura
krytyczna Tt, wykazuje gwaltowny spadek oporu elektrycznego. Co ciekawe, nadprzewodnictwo
wystepuje w metalach, które sa dosyc kiepskimi przewodnikami (olów, cyna czy rtec).
Temperatura krytyczna jest na ogól rzedu kilku kelwinów, najwyzsza jak dotad Tt = 23 K
wykazuje zwiazek NbJGe. Przez wiele lat uwazano, ze opór nadprzewodnika jest równy
zeru. W latach szescdziesiatych przeprowadzono eksperymenty, w których przez ponad rok
obserwowano prad plynacy w nadprzewodniku z odlaczonym zródlem i oszacowano jego
mozliwe trwanie na kilkadziesiat tysiecy lat. Pozwolilo to na oszacowanie przewodnictwa
wlasciwego na G :;:;: 1024 (.Qcm)-I. Przed kilku laty przyznano nagrode Nobla z fizyki za
stworzenie teorii wyjasniajacej zjawisko nadprzewodnictwa. Jednym z ciekawych wniosków
wyplywajacych z tej teorii jest fakt, ze prad nad przewodzacy wywolany jest nie przez elektrony,
ale przez pary' elektronowe. Energia wiazania tych par jest niezwykle mala i podwyzszenie
temperatury powyzej Tt powoduje ich rozerwanie. Okazuje sie, ze pary elektronowe moga
poruszac sie' w sieci krystalicznej nie napotykajac praktycznie na zaden opór.

Krysztaly jonowe
Jak juz wspomniano poprzednio, istnieja ciala stale, których wlasnosci nie moga byc
scharakteryzowane modelem przewodnictwa pasmowego. Do takich krysztalów zaliczamy
krysztaly jonowe (np. NaCI, czy KJ). Krysztaly te wykazuja pewne przewodnictwo
G = 10-7 -;-10-12 (.Qcm)-1 zwiazane z ruchem jonów czyli z transportem substancji

w krysztale. Efekt ten jest ide.ntyczny ze zjawiskiem elektrolizy i moze byc opisywany ilosciowo
za pomoca znanych praw Faradaya. Przewodnictwo krysztalów jonowych wzrasta
wykladniczo z temperatura, az do punktu topnienia krysztalu.

Przewodnictwo przeskokowe
W krysztalach niejonowych (kowalentnych) nie wykazujacych przewodnictwa pasmowego,
takich jak siarka, fosfor bialy, jod czy krysztaly gazów szlachetnych, zaobserwowano
istnienie bardzo niewielkiego przewodnictwa (J = 10-10-;-10-20 (.Qcm)-1 (dla porównania:
powietrze w warunkach normalnych wykazuje przewodnictwo (J :;:;: 10-15 (.Qcm)-I).
Przewodnictwo w tych krysztalach nazywamy przeskokowym (lub z angielskiego
hopingowym). Wyobrazamy sobie, ze elektrony lub dziury znajdujace sie w krysztale moga
pod wplywem dodatkowej energii (drgan termicznych, oswietlenia) przeskakiwac pomiedzy
sasiednimi atomami, domieszkami lub defektami. Przypomina to dziecieca zabawe w komórki
do wynajecia - czas przebywania nosnika na centrum jest o wiele dluzSzy niz czas przeskoku.
Przewodnictwo to oczywiscie silnie zalezy od temperatury i koncentracji domieszek.

pow1<'tr'"
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UJ Hgle' Si NaCI S Na koniec, warto popatrzec na schematyczne zestawienie wartosci przewodnictwa G

w niektórych substancjach oraz rodzajów nosników pradu w cialach stalych (rys. 6). Widac, ze
ogromna zmiennosc wartosci przewodnictwa cial stalych zwiazana jest z czterema

zasadniczo róznymi Itlechanizmami przewodnictwa - nadprzewodnictwem, przewodnictwem
pasmowym elektronowo-dziurowym, przewodnictwem jonowym i przeskokowym.
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
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M 169. Przez wierzcholek A równolegloboku ABCD poprowadzono prosta przecinajaca
przekatna BD w punkcie E, a proste CB i CD w punktach F i G. Udowodnic, ze AE jest
srednia geometryczna EF i EG.
Rozwiazanie na str. 10
M 170. Udowodnic, ze równanie 14r+ 19' = 29' nie ma rozwiazan w liczbach calkowitych
nieuje~1nych x, y, z.
Rozwiazanie na str. 9
M 171. Przez wierzcholek C kata prostego trójkata ABC poprowadzono prosta nie rozcinajaca
tego trójkata. Rzutami prostokatnymi wierzcholków A i B na te prosta sa punkty A' i B'.
Przy jakim polozeniu prostej suma AA' +BB' przyjmuje wartoSC najwieksza?
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI
F 57. Do przeciwleglych krawedzi szescianu utworzonego z 12 jednakowych przewodników
dolaczono zródlo pradu stalego. Wyznacz natezenie pola magnetycznego w srodku
sze..~ianu (punkt O).
Pole magnetyczne pochodzace od przewodów doprowadzajacych prad nalezy pominac.
Rozwiazanie na str. 11

G



Wielosciany z minimalna iloscia powtórzen (II)
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Malgorzata ZALEWSKA

W pierwszej czesci artykulu (Delta 7/1978) okreslilismy, dla jakich k moga istniec wielosciany
z k-katem. Spróbujemy teraz je zbudowac.
1° Dla k = 3 istnieje tylko jeden wieloscian z trzema powtórzeniami - jest nim
czworoscian.

(") Jest to jednoczesnie jedyny wieloscian z czterema k-katami. Dowód:
Wezmy dwa k-katy AlAz ... Ak i AlAzB, ... Bk. Sciana zawierajaca krawedzie AzA, i AzB,

jest trójkatem, podobnie jak sciana zawierajaca krawedzie AkAl i BkAl (por. wlasnosc 4
w cz. I). W takim ra7;ie wieloscian zawiera co najmniej dwa trójkaty. Gdyby bylo k > 4,
to mielibysmy jeszcze 4 k-katy, co daloby liczbe powtórzen wieksza niz 3.r Przyjmijmy k = 4. Wiemy, ze nie istnieje wieloscian z 4 czworokatami. Istnieje natomiast
wieloscian z trzema czworokatami - jest nim graniastoslup o podstawie· trójkatnej.
(.") Jest to jedyny wieloscian, zawierajacy dokladnie trzy k-katy (dowód podobny jak
w punkcie 1°).
Nie istnieje wieloscian zawierajacy dokladnie dwa czworokaty (jezeli wieloscian ma dwa
czworokaty, to musi miec takze trzeci). Istnieje wieloscian zawierajacy dokladnie jeden
czworokat - jest nim ostroslup o podstawie czworokatnej.
Oba wielosciany z czworokatem - ostroslup i graniastoslup - mozna otrzymac przez obciecie
czworoscianu, tak jak jest to pokazane na rys. 2.
Omówilismy wszystkie wielosciany z czworokatem.
3° Niech k = 5. Z wlasnosci (") i (••••) wynika, ze nie istnieje wieloscian zawierajacy trzy
lub cztery pieciokaty. Istnieje natomiast wieloscian z dwoma pieciokatami. Zbudujemy go.
Wezmy dwa pieciokaty AlAzA,A4A. i AlAzA6A7AS (rys. 3a). Aby wieloscian mial wlasnosc
4, sciany zawierajace krawedzie AlA. i AlAs oraz AzA, i AzA6 musza byc trójkatami­
"wstawiamy" trójkaty AlA.As i AzA,A6 (rys. 3b). Mozemy teraz wstawic dwie sciany.
Jedna z nich zawiera krawedzie A,A4 i A6A7' a druga A4A. i A7AS (wlasnosc 2) - sciany te
musza przecinac sie wzdluz krawedzi A4A7 - sa wiec czworokatami AJA4A6A7 i A4ASA7AS.
Po "wstawieniu" tych scian otrzymujemy wieloscian zbudowany z dwóch trójkatów, dwóch
czworokatów i dwóch pieciokatów (rys. 3c). Wieloscian taki mozna otrzymac przez
obciecie wieloscianu z trzema czworokatami (rys. 3d).
Zbudowalismy wieloscian z dwoma pieciokatami. Ze sposobu konstrukcji tego wieloscianu
wynika, ze nie istnieja inne wielosciany z dwoma pieciokatami. Z twierdzenia I wynika
natomiast, ze moze istniec wieloscian zawierajacy dokladnie jeden pieciokat. Pokazemy go.
Wezmy pieciokat AlAzA,A4A •. Wieloscian z pieciokatem musi miec czworokat
(wlasnosc 1), wiec dostawiamy czworokat Al AZA6A7. Wieloscian ma wlasnosc S - sciana
zawierajaca krawedzie AlA. i AlA7 lub AzA6 i AzA, jest trójkatem. Przyjmijmy, ze jest
to sciana zawierajaca krawedzie AzA, i AzA6 (rys. 4a). (Okaze sie, ze zalozenie to nie jest
istotne).
Aby wieloscian mial wlasnosc 6, sciana zawierajaca krawedz A4A. lub A3A4 musi byc

trójkatem. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy sciana zawierajaca krawedz A,A4 jest
trójkatem A,A4A6 (rys. 4b). Pozostale sciany maja krawedzie wspólne z pieciokatem
Al AzAJA4A. i czworokatem Al AZA6A7 (wlasnosc 2 i 3) - otrzymujemy wieloscian
przedstawiony na rys. 4c, zbudowany z pieciokata, dwóch czworokatów i trzech

trójkatów. _
Jezeli zalozymy, ze sciana zawierajaca krawedz A4A. jest trójkatem A4A.A7 (rys. 4d),

otrzymamy wieloscian nie rózniacy. sie od poprzedniego. Wieloscian taki mozna otrzymac przez
"obciecie" ostroslupa o podstawie czworokatnej (rys. 4e). Z wlasnosci 10 wynika, ze nie
istnieje wieloscian majacy 2k-2 = 8 wierzcholków, zawierajacy dokladnie jeden pieciokat.
Omówilismy wiec wszystkie wielosciany z pieciokatami.

b)

As

'd)

Rys.2

Rys.3

RYs. 1

a)

W pierwszej czesci artykulu Autorka wykazala.
ze dla kazdego wypuklego wieloscianu
róznica miedzy iloscia scian w ogóle, a iloscia
rodzajów scian (trójkaty, czworokaty itd.) jest
nie mniejsza od 3. Róznica ta zostala
nazwana ilosciq powtórzen. Termin:
wieloscian z k-kalem oznacza wieloscian
z minimalna iloscia powtórzen, w którym
sciana o najwiekszej liczbie boków jest k-kat.
Autorka dowiodla szeregu wlasnosci

wieloscianów, z 'których bedzie korzystac
w tej czesci artykulu.
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4° Niech k = 6. Z wlasnosci 10, 11, (9), (•• ) wynika, ze wieloscian z szesciokatem moze
zawierac tylko jeden szesciokat, przy czym wieloscian ten moze miec 2k-3 = 9 lub
2k-2 = 10 wierzcholków. Jezeli zalozymy, ze wieloscian z szesciokatem ma 9 wierzcholków, to
otrzymujemy wielosciany przedstawione na rysunkach 5a i 5b - sa one rózne. Jedyny
wieloscian majacy 10 wierzcholków przedstawiony jest na rysunku 5c. Wszystkie te

wielosciany mozna otrzymac przez .,obciecie" wieloscianu z dwoma pieciokatami
(rys. Sd. e, f).

o)

Rys. 5

g
b.)

d) e.) f.)

c.l

Jly •• 6

dl

5' PO:lOslal do rozpatrzenia przypadek, gdy k '=-' 7. Z wla.nlJ~cl lO, 11, (.), (".) wynika,
ze wieloscian z siedmiokatem ma 2k-2 = 12 wierzcholków. Po przeprowadzeniu konstrukcji
analogicznych jak w punkcie 3° otrzymujemy dwa rózne wielosciany, przedstawione na
rysunkach 16a i 16b. Wielosciany te takze mozna otrzymac przez "obciecie" wieloscianów
z szesciokatem (rys. 16c i 16d).
Omówilismy wszystkie wielosciany z 3, ... , 7-katem. Z wlasnosci 10, 11, (9), (•• ) wynika,
ze nie istnieja inne wielosciany z trzema powtórzeniami. Znalezlismy 10 klas wieloscianów.
Zauwazmy jeszcze. ze kazdy wieloscian z k-katem mozna otrzymac przez "obciecie" pewnego
wieloscianu z (k-I)-katem, a wiec kazdy wieloscian z trzema powtórzeniami mozna
otrzymac przez "obcinanie" czworoscianu, otrzymujac po drodze wylacznie wielosciany
z trzema powtórzeniami.

o zbach p-adycznych Mgr Krystyna WOJTKÓW

Zanim bedziemy mogli powiedziec, czym sa "liczby p-adycme", przypomnimy pewne

podstawowe wiadomosci o "zwyklych" liczbach. Juz w pierwszych klasach szkoly podstawowej
ucza nas rachunków na liczbach naturalnych l, 2, 3, ... (obecnie nawet O, l, 2, 3, ... ). Po
dodawaniu przychodzi kolej na odejmowanie. Dowiadujemy sie, ze m-n to taka liczba, która
dodana do n daje m. Wyrazamy to (nie w szkole podstawowej, rzecz jasna) wzorem

byl prawdziwy zawsze (gdy b i- O), musimy wprowadzic ulamki. Mówimy po prostu, ze
wzór (2) obowiazuje dla wszelkich liczb (byle nie dzielic przez O). Tu takze nikt nie protestuje
prl.eciwko takiemu rozszerzeniu zakresu stosowalnosci wzoru definiujacego iloraz, a co za
tym idzie, przeciwko nieco beztroskiemu rozszerzeniu pojecia liczby (filozof powiedzialby:
dolaczamy nowe desygnaty) i teraz "liczba" znaczy dla nas naprawde "liczba wymierna".

Wzór (1) mozemy traktowac jako definicje symbolu ,,-" zllaku odejmowania albo jak kto
woli, definicje operacji odejmowania. W pierwszych klasach szkoly podstawowej ucza nas,
ze wzór ten ma sens tylko gdy m ~ n. Nic dziwnego: w zakresie liczb naturalnych nie ma
takiego k, ;;..em < n i m = k +n. Przychodzi jednak wreszcie dzien, w którym pani
nauczycielka mówi: cieszcie sie, dzieci, bo od dzis bedziecie mogli odejmowac wieksze od
mniejszego. Ograniczenie m ~ n we wzorze (1) przestaje obowiazywac. Nie wzbudza to
zadnego protestu z naszej strony, poniewaz z liczbami ujemnymi stykamy sie w zyciu
codziennym dosc czesto (szczególnie w zimie!) i nawet nie przychodzi nam do glowy, ze ktos
mógl kiedys powaznie sadzic, ze nie moze byc nic mniejszego od' zera.
Bardzo podobnie jest z ulamkami. Uczymy sie, ze "podzielic liczbe a przez b" znaczy
"znalezc c takie, ze a = be". Dopóki "liczba" macz)' dla nas "liczba calkowita", nie zawsze
mozemy taka liczbe c znalezc. Gdy zas chcemy, by wzór

(l)

(2)

m-n = k - m = k+n.

a:b = c - a = be

B



Niezrozumiale opory wywoluje dopiero przedluzanie waznosci wzoru

(3)

Prawa nierównosc jest prawdziwa tylko dla liczb. których róznica ma O przed przecinkiem
tj. liczby nie róznia sie wiecej niz o l. Gdybysmy odleglosci miedzy liczbami mierzyli wzorem.

to prawie wszystkie odleglosci zostalyby zmienione, ale zachowalaby sie bardzo istotna
z naszego punktu widzenia wlasnosc: blisko polozone liczby nie "rozjechalyby sie" w zupelnie
rózne strony. Ujmujac to precyzyjniej: ciagi spelniajace warunek Cauchy'ego wzgledem
odleglosci wyrazonej wzorem d(x, y) = ix- yl spelnialyby warunek Cauchy'ego i wzgledem
nowej odleglosci: .

gdy x-y zaczyna sie na O•...

gdy róznica x-y jest wieksza lub równa l,

10- N(x, ,)-1 .;;d(x, y) .;; 10- N(x, '1,

d(x.y) = eO-N(X ••l
(6)

(5).

z nieujemnych na wszystkie a. Wytaczamy tu argumenty. ze "przeciez nie ma takiej liczby x,
ze Xl = -I. bo kwadrat kazdej liczby rzeczywistej róznej od zera jest dodatni", zapominajac
o tym. jak drwiaco potraktowalismy rozumowanie "nie ma takiej liczby. która dodana -do 2
daje I. jako. ze dodac znaczy powiekszyc".
Nazwa "liczba rzeczywista" jest tak sugestywna. ze nasz umysl wzbrania sie przed uznaniem
za "prawdziwe" równiez i innych liczb. A liczby zespolone (które powstaja w wyniku
stosowania wzoru (3) dla wszystkich a) sa, na dobra sprawe. punktami plaszczyzny. co do
których nie mamy watpliwosci. ze istnieja "naprawde". Dlaczegóz punkty linii prostej mamy
prawo uznac za liczby. a plaszczyzny nie?
Z tej przydlugiej historii wylania sie taki mor;!l: "nowe" liczby bardzo czesto powstaja
w wyniku bezceremonialnego obalania barier stosowalnosci pewnych regul q.y wzorów.
Czytelnik zauwazyl zapewne, ze nie opisalismy, jakie bariery obalamy przy przechodzeniu
od liczb wymiernych do rzeczywistych (które obejmuja liczby wymierne i niewymierne).
Starozytni Grecy mówili: nie ma takiej liczby x, ze x2 = 2, bo gdyby byla i wynosila pfq,

to ... (tu nastepuje sprytne sprowadze~ie do niedorzecznosci). Umówmy sie. ze az do

odwolania liczbami nazywamy ulamki ~ (P. q -- calkowite) i tylko one. Ciag liczb
fi

(4) 1,4 1.41 ],4]4 1.4142

nie jest zbiezny (Czytelnik domysla sie zapewne, jaki ciag mamy na mysli), choc jego wyrazy

sa coraz blizsze siebie, ugeszczaja sie wokól czegos, ,co gdyby bylo liczba, dawaloby
w kwadracie 2. Gdyby zbiór liczb (przypominamy o naszej umowie!) nie byl "dziurawy".
nas~ ciag mialby granice i oznaczylibysmy ja przez l/l. Ale f Z nie jest liczba (umo~a
jeszcze stoi l), tylko Blizej Nieokreslonym Tworem Naszego Umyslu.' Pora zatem
przezwyciezyc gnusnosc, wydac walke wstecznictwu i uznac Vi za liczbe. Zrywamy z umowa·
Dekret nr l. Na zyczenie szerokich mas matematyków ustanawia sie granice dla ciagu (4).
Dekret nr 2. W celu ulatwienia zycia obywatelom oraz dla latwiejszego wprowadzenia pojec

anali~y matematycznej. tak niezbednej w dzisiejszym swiecie. ustanawia sie, co nastepuje
a) kazdy zageszczajacy sie ciag liczb wymiernych ma granice. W rozumieniu niniejszego
dekretu "zageszczajacym sie" jest kazdy ciag liczb wymiernych spelniajacy warunek
Cauchy'ego;
b) ciag a. ma te sama granice. co b. wtedy i tylko wtedy, gdy alo b" az, bl, a3, bl> 04' b'h ...
tez jest ciagiem zageszczajacym sie;
c} nie zabiera sie granic ciagom. które byly zbiezne przed wejsciem w zycie niniejszego
dekretu;
d) granica ciagu (4) bedzie oznaczana przez 1,41421356 ... i podobnie bedzie sie oznaczac: inne
granice wprowadzone przez niniejszy dekret.
Dekret nr 2 mozna nazwac Dekretem o Wprowadzeniu Liczb Niewymiernych. Widzimy,

ze liczby niewymierne p o w s t aj a w wyniku uznania za zbiezne ciagów. które nie sa,
a "powinny byc" zbiezne.
Przypatrzmy sie blizej pojeciu "zageszczajacego sie" ciagu liczb wymiernych·- czyli ciagu
spelniajacego warunek Cauchy'ego. Liczby 6.74682005149 i 6,74682005973 sa dosc bliskie siebie,
gdyz ich kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego dosc dlugo sie pokrywaja. albo inaczej:
ich róznica 0.00000000824 ma na poczatku dosc duzo zer. Jezeli ·dlaliczb x i y przez
N(x. y) oznaczymy liczbe zer na poczatku w róznicy x-y (zera przed przecinkiem nie
liczymy), to widzimy natychmiast. ze N(x, y) ma scisly zwiazek z odlegloscia d(x, y) liczb
x i y na osi liczbowej:
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Zauwazmy, ze pMcgi liczb 14, 19 i 29 daja

przy dzide"l'u lOr CI; 5 re!?ty l i ~.Gdyby
wi~ dla pc" "yefl liczb calko"itycb

nieujemnvch l'"b spelmoo:t h.)wnosc

14%l-19' 2Q'Ió, to rClil7lY, klei

ot'·'2'}'m:lli}\y~m)' (HZ", d7ic1cnlU nr7e7. S k:t'tdej

Itrony tej rÓWOi),;cl, b)ilyby toWl1e. Jedn~kt-r
licz'>a l ~x l 19' moze da'; resny 2, O, 3

a prawa - l i 4. Reszty z Mielenia kazdej
trony równosci prze7. 5 nic $a nigdy r6v.ne,

zatem nie istnieja liczby c;.:lkowitC! nie1jjemne

:pelniajace dan~ róv:n,ulie. Zn ..H'- rodstawo' .•.•.~
wlasno';ci kongruc- ,cji mot na to rozumow.anic

zapisa': krócej Poniewaz. 14 limo,! 51o

19<:, -1(mod51 I 28 1(010<151, bvloby
(-1)'" ( •• 1)v ( ll'(01od"j,lóll 0,2
Jub -2 rrzpra ••.,dobv do 1 Olodulo·5
co JeU nitnl(~;Jwc

1\ V 1\ 1\ d(a",. at) < t
0< ~ no m>nok>no

Wynika z tego, ze liczby niewymierne. wprowadzone przez sformulowany powyzej Dekret
nr 2, pokrywaja sie z tymi okreslonymi przez Dekret nr 2', gdzie Dekret nr 2' ma to samo
brzmienie, co Dekret 2, tyle ze ciag zageszczajacy sie jest rozumiany w sensie odleglosci (6).



Opisana procedura da sie zastosowac do dowolnych przestrzeni metrycznych i nosi nazwe
"uzupelniania", poniewaz przestrzenia zupelna nazywamy taka przestrzen metryczna,
w której kazdy zageszczajacy sie ciag jest zbiezny.

Jestesmy juz blisko liczb 10-adycznych. W arytmetyce interesujemy sie czesto teoria
podzielnosci. Dwie liczby calkowite m i n nazwiemy "bliskimi z punktu widzenia podzielnosci
przez potegi 10" (krócej: bliskimi wzgledem odleglosci 1O-adycznej), jezeli ich róznica ma
na koncu duzo zer. Dokladnie: odleglosc 10-adyczna liczb calkowitych m i n, to liczba
dlO(m, n)'= lO-N(m,.), gdzie N(m, n) oznacza liczbe zer na koncu róznicy m-n (jesli nie ma
zer na koncu, to oczywiscie N(m, n) = O), Przykladowo:
d10(956455, 1486455) = 10-4 = 0,0001, dlO(25, 85640025) = 0,01,
dlO(2630098716543, 2630098716544) = 100 = l,
dlO(1, 2) = dlO(1, 3) = ... = dlO(1, 10) = 100 = l, dlo(l, 11) = 0,1.
Czytelnik, który zajrzy na trzecia strone okladki Delty nr 7/77, zrozumie lepiej, dlaczego
przy konstrukcji liczb niewymiernych patrzylismy na zera na przedzie, a teraz na zera
na koncu.

Rozpatrzmy teraz ciag liczb calkowitych

Nie wyjasnimy na razie, jaka regula rzadzi budowa kolejnych jego wyrazów, prócz tego,
ze wystepujace w nim liczby maja coraz dluzsze wspólne koncówki. Odleglosci 10-adyczne sa
coraz mniejsze. Ciag (7) spelnia warunki Cauchy'ego. Oczywiscie zadna liczba calkowita
ani rzeczywista nie moze byc jego granica. Ciag (7) nie jest zbiezny do zadnej liczby
rzeczywistej. Pora na wydanie madrych ustaw.
Dekret nr 3. Na zyczenie szerokich rzesz matematyków ustanawia sie granice wzgledem
odleglosci dlO dla ciagu 7.
Dekret nr 4. W celu ulatwienia zycia obywatelom zajmujacym sie amatorsko lub zawodowo
teoria liczb, teoria podzielnosci i teoria form kwadratowych ustanawia sie, co nastepuje:
a) kazdy zageszczajacy sie ciag (w sensie odleglosci dlO) liczb calkowitych ma granice;
b) ciag a. ma te sama granice co b. wtedy i tylko wtedy, gdy al, b" a2, bl, a3, b3, a.•, b.•, .
tez jest ciagiem zageszczajacym sie;
c) nie zabiera sie granic ciagom, które byly juz zbiezne uprzednio (choc takie byly tylko
ciagi od pewnego miejsca stale),
d) sposoby· oznaczania nowych granic wyjasnia przyklad: granice ciagu (7) oznaczymy
..... 12890625.

Jest to Dekret o Wprowadzeniu Liczb 10-Adycznych. Uzupelniac go winien Dekret
o Dzialaniach Arytmetycznych Na Liczbach lO-Adycznych, którego tu w calosci przytaczac
nie bedziemy, a tylko pokazemy na przykladzie jak sie takie liczby dodaje i mnozy .
Widzimy, ze dzialania te odbywaja sie wedlug normalnych regul, z tym tylko, ze nasze liczby
moga miec na poczatku nieskonczona ilosc cyfr (znane Czytelnikom liczby rzeczywiste
moga miec na koncu nieskonczona ilosc cyfr).

Znajdziemy kwadrat liczby a = ... 21~890625, danej jako granica ciagu (7) - precyzujac
jednoczesnie, jak powstaja jego kolejne wyrazy. Mamy (rachunek na marginesie,
opuszczalismy miejsca nie majace wplywu na dziesieciocyfrowa koncówke) al = ...8212890625.
Wynik powyzszego mnozenia mozna interpretowac tak: kwadrat liczby calkowitej, konczacej sie
na 212890625 tez konczy sie na 212890625. Mozna wykazac, ze proces poszukiwania
kolejnych, coraz dluzszych, koncówek o' podobnej wlasnosci da sie kontynuowac "do
nieskonczonosci". Istnieja dowolnie dlugie koncówki majace te wlasnosc. Dla Czytelnika,
który chcialby odnalezc sposób ich poszukiwania, mamy wskazówke: nastepna cyfra bedzie 8.
Teraz mozemy juz dokladnie powiedziec, jak zbudowany jest ciag (7) - jego wyrazami sa
liczby calkowite, bedace koncówkami, które maja wlasnosc niezmieniania sie przy podnoszeniu
do .kwadratu .

Ciag (7) spelnia warunek Cauchy'ego wzgledem odleglosci dlO, jest wiec zbiezny, bo tak
postanowil Dekret nr 3 bedacy zreszta fragmentem Dekretu nr 4. Jego granica jest pewna
liczba 10-adyczna a. Z przedstawionych rachunków wynika od razu, ze a2 = a. Równanie
x2 - x = O ma wsród liczb 10-adycznych co najmniej trzy pierwiastki: O, l, i .... 212890625.
Startujac z koncówek 6, 76, 376, ... mozemy w ten sam sposób znaleZC jeszcze jeden
pierwiastek (inr(ych juz nie bedzie).
Teorie podzielnosci przez liczby zlozone mozemy "zlozyc" z teorii podzielnosci przez liczby
pierwsze i to jest glówny powód tego, ze najwazniejsze sa liczby p-adyczne, gdzie p jest liczba
pierwsza. Jak wypowiedziec, ze liczby calkowite m i n sa "bliskie z punktu widzenia
podzielnosci przez potegi pewnej liczby pierwszej p", inaczej: bliskie wzgledem odleglosci
p-adycznej? Nalezy te liczby zapisac w ukladzie o podstawie p i spojrzec, ile zer na koncu
ma róznica m-n. Przykladowo, zapiszemy liczbe 2129 w ukladzie siódemkowym:
2129:7 = 304 i reszta 1,

304:7 = 43 i reszta 3,
43:7 = 6 i reszta 1,

6:7 = O i reszta 6.

~t

-:::::::--

.... 210832

+.... 117295
.... 328127

.... 321321321321
x 14

... .• 52852852285284

.•.... 1321321321321

.. , .. 98498498498494

.... 212890625
x 212890625

.; 1064453125
· 426781250
· 77343750
· 015625
· 25000
...... 1250
...... 635
...... 50

· ..... 8212890625

--
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Z podobienstwa trójkatow DEF i DEA oraz
BEA i DEG manlY

FE BE AE
AE = -ED = EG'

skad EF' EG = AE'. c.o.d.

(7) 5, 25, 625, 90625, 890625, 2890625, 12890625, ...
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Przekatna szescianu przechodzaca przez

wierzcholki A i B jest tnykrotna osia symetrii.

Innymi slowy, obrót szescianu wokól tej
przekatnej o 1200 niczego n!e powinien

zmieniac. Biorac pod uwage to, ze. natezenia
pradów plynacych przez pOS7czególne

krawedzie 'a WY7nacrone jcunolnacznie,
Z symetrii ukladu jako jedyny mozliwy

rozklad nate,en otrzymujemy rozklad

pokazany na rysunku. Zw~ócm)' uwag~, ze
natezenia pradów plynacych przez przeciwlegle
krawedzie sa jednakowe. Wy nika .lad, ze
w punkcie O natezenie pola magnetycznego

od kaidej pary przeciwleglych krawedzi jest

równe zeru (pole od jednej krawedzi jest
przeciwnie skierowane n iz od drugiej).
Poniewaz krawedzie szdcianu mozna
pogrupowac w szesc takich par, wi<,.c
calkOWItenatezenie pola równici. powinno byc
równe Ieru; OClywiscie natezenie pradu oraz
dlugosc krawedzi nie maja zna,zenia.

...... 064
163:346

... 053
.. -:-::uo
..... 110

Zapis liczby 2129 w ukladzie siódemkowym ma postac 6131; cyframi tego zapisu sa
otrzymane przez nas reszty. Podobnie obliczymy, ze 365 ma zapis siódemkowy 1031, wiec

l
d7(2129, 1031) = 7-z = --.
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liczba "dwa tysiace sto dwadziescia dziewiec" jest odlegla w 7-adycznym sensie od liczby
"trzysta szescdziesiat piec" o nieco wiecej niz dwie setne.
Widzielismy juz przy konstrukcji liczb niewymiernych, ze mierzenie dystansu miedzy liczbami
liczba wspólnych zer róznicy wprawdzie zmienia prawie wszystkie odleglosci, ale pozostaje bez
wplywu na zbieznosc ciagów - i to pozwalalo dostrzec silne analogie miedzy trescia
Dekretu nr 2 a Dekretu nr 4. Wyrazajac sie nieco dokladniej: liczby p-adyczne powstaja
w wyniku przejscia granicznego dosc podobnego charakteru jak przejscie graniczne
prowadzace do liczb niewymiernych.

Wprowadzenie liczb calkowitych 7-adycznych odbywa sie dzieki Dekretowi nr 4 w wersji
siódemkowej. Z punktu d) tego Dekretu wynika, ze kazda liczba 7-adyczna ma zapis
postaci np 356143206 (przypomina on, ze liczba ta jest 7-adyczna granica ciagu
6, 206, 3206, 43206, 143206, 6142306, ..... - wyrazy ciagu sa· zapisane w ukladzie
siódemkowym; w ukladzie dziesiatkowym mielibysmy 6, 104, 1133, 10737, ... ). Przy
zapisywaniu liczb np. ll-adycznych musielibysmy miec dodatkowy znak na cyfre "lO"
(nie: liczbe 10). Przypomina to sytuacje, z jaka zawsze mamy do czynienia _w ukladach
niedziesiatkowych.

Zbiór 'calkowitych liczb p-adycznych oznaczamy przez Zv. Sa w nim okreslone dzialania
dodawania, odejmowania i mnozenia. Okazuje sie, ze gdy p jest liczba pierwsza, to mozna

okreslic wymierne liczby p-adyczne jako "ulamki" -m , gdzie m, n E Zp i n ;b- O - zupelnie
n

podobnie jak ze zwyklych liczb calkowitych tworzymy ulamki znane ze szkoly. Zbiór liczb

wymiernych p-adycznych oznaczamy przez Qp. Okreslone w nim cztery zasadnicze d~ialania
arytmetyczne podlegaja wszystkim podstawowym prawom "zwyklej" algebry. Widzielismy juz,
ze w zakresie liczb z Z10 wielomian mógl miec wiecej pierwiastków niz wynosi jego
stopien -- trudno byloby to uznac za rzecz normalna. Podobnego charakteru anomalie

sprawiaja, ze przy m zlozonym liczby m-adyczne nie sa tak mile jak przy m bedacym liczba
pierwjiza. Wspominalismy juz o tym, ze ulamki liczb m-adycznych mozna tworzyc tylko
przy pierwszych m. Gdy m jest liczba pierwsza, mozemy liczby m-adyczne dodawac,

odejmowac, mnozyc i dzielic. Podzielimy w Q7 liczbe 163 przez 346. Zwracamy uwage, ze 163
oznacza tu zapis siódemkowy pewnej liczby (jakiej? Takiej: l· 7z+ 671+ 37°, czyli

piecdziesiat osiem). Kazda liczba calkowita x jest p-adyczna (jest p-adyczna granica ciagu
stalego: x, x, x, x, ... ). Zaczynamy od szukania ostatniej cyfry ilorazu. Metoda prób
znajdujemy, ze' jest nia 4. Posuwamy sie wiec dalej w sposób podobny jak przy zwyklym
dzieleniu.

Ilorazem jest liczba 7-adyczna, konczaca sie na .... 064. Liczby wymierne p-adyczne mozna
zapisywac w postaci dziesietnej podobnie jak "zwykle" liczby wymierne. Przykladowo,

64
liczba 0,64, wyrazajaca np. ulamek p-adyczny -, odpowiada zapisowi

100

OpO+6p-l+4p-z. Poniewaz z liczbami p-adycznymi jest zawsze na opak (znów Delta nr 7/77),
wiec Czytelnik nie powienien sie dziwic, ze w zapisie p-adycznym liczb wymiernych po
przecinku' moze wystepowac tylko skonczona liczba cyfr, za to przed przecinkiem - nieskonciona
lub skonczona, rzecz jasna. W zbiorze Qp umiemy równiez mierzyc odleglosci: jak i w Z.
patrzymy na liczbe koncowych zer róznicy danych liczb.
Otrzymana przestrzen metryczna ma wiele dobrych wlasnosei, chocby te, ze kazdy ciag
Cauchy'ego jest zbiezny albo ze z kazdego ciagu ograniczonego mozna wybrac podciag
zbiezny. Równiez pod wzgledem wlasnosci odleglosci Qp przypomina nieco R. Do cial p-adycznych
mozemy w sensowny sposób przenosic prawie wszystkie pojecia analizy matematycznej,
a z algebraicznego punktu widzenia Qp ma bardziej uporzadkowana budowe niz troche aezladnie
(podkreslamy, z algebraicznego punktu widzenia) skomponowany zbiór liczb rzeczywistych.
Na przyklad taki problem matematyczny, jak poszukiwanie pierwiastków wymiernych
równan kwadratowych jednorodnych wielu zmiennych jest dosc trudny, ale mozna go
rozlozyc na dwa prostsze: poszukiwanie pierwiastków rzeczywistych i p-adycznych. Jest to tresc
twierdzenia Minkowskiego-Hasse. Liczby p-adyczne istnieja "równie dobrze" jak
niewymierne (a takze jak zespolone, a nawet wymierne i calkowite), a wydaja sie dziwne,

bo w zyciu codziennym spotykaja sie z nimi tylko matematycy.
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mala delta
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Opisywalismy kiedys wynaleziony przez Adasia
oryginalny (choc bynajmniej nie szybszy) sposób
mnozenia. Równiez i dzielenie postanowil wykonywac
Adas wlasna metoda. Gdy zadanie brzmialo: podzielic
5984 przez 17, Adas zaczynal od poszukiwania ostatniej
cyfry ilorazu. "Musi byc nia 2" - rozumowal - "bo
tylko 2 pomnozone przez 7 moze dac koncowe 4
w dzielnej". 2· 17 = 34 i Adas pisal 34 pod dzielna,
odejmowal i opuszczal koncowe zero:

2

5984: 17
34

95

Szukal teraz nastepnej cyfry ilorazu. Tylko liczba 5
mnozona przez 17 da na koncu 5 - ostatnia cyfre liczby
95. Pisal na górze 5, mnozyl przez 17, wynik odejmowal
od dzielnej i tak posuwal sie az do zakonczenia
dzielenia:

352

5984: 17
34

95
85

51
51

O

Sposób ten zawodzil, gdy dzielnik byl liczba parzysta­
wtedy Adas dzielil go (tradycyjnym sposobem) przez 2
tak dlugo, az otrzymal liczbe nieparzysta. Niedobrze bylo
tez dla dzielników zakonczonych na 5 - al~ dzielenie
przez 5 ma wiele wspólnego z mnozeniem przez 2,
które Adas opanowal.
Klopoty zaczely sie, gdy Adas poznal ulamki dziesietne.
Zadanie "podzielic 217 przez 3" wszyscy poza Adasiem
rozwiazali w zwykly sposób, otrzymujac 72,33333 ....
Ale Adas dzielil po swojemu:

769

217:3
27

19
18

l
21

i t.u musial sie zatrzymac, bo dzielenie sie nie skonczylo
i nie wiedzial, co dalej. Po chwili namyslu stwierdzil:
"nie zm~;::nie liczby, jezeli na poczatku dopisze kilka zer".

iezwykle dzielenie i tajemnicze liczby

1



Napisal jeszcze raz:

"Dalej bedzie sie powtarzac" - zauwazyl i zadowolony
napisal 217:3 = ... 6666769. Na wszelki wypadek
sprawdzil:

... 66769
___ u. ,__

· .. 000217:3
27

... 00019

... 00018'---~""--."------ ., ...

· .. 00001
21

.. -- . - --.-- .
. . . 99998

18
_~ ..... n_.....

, , . 99998

myslalem, ze cos jest

x
· . , 6666769

3
.. -------

· .. 0000217

sie" ~ odetchna!. "A juz"Zgadza
zle".

-. Co to za liczba ... 6666769? - zdziwila sie Agnieszka.
- Zwyczajnie, 6 w okresie a potem 769 - odparl Adas.
-. To nie ma sensu - upierala sie Agnieszka - Zadna
liczba nie ma nieskOllczonej ilosci ·cyfr.
- Akurat! Twój iloraz 72,33333 , .. tez ma na koncu
trójke w okresie. Dzielenie dwu liczb daje zawsze w wyniku
liczbe (byle nie dzielic przez O), a nie pierogi z serem.
- Nie umiem wyobrazic sobie tej liczby - nie dawala sie
przekonac Agnieszka - 72,33333 ... widze na osi liczbowej
gdzies miedzy 72 a 73. A ta twoja niby-liczba '!

Adas nic nie odpowiedzial, bo i on sam nie umial sobie
wyobrazic liczby ... 6666769. Wobec tego wtracilem sie
do dyskusji. "Dzieliles tak zwane liczby IO-adyczne"
powiedzialem. "Sa to wlasnie liczby majace {(na poczatku»
nieskonczona ilosc cyfr. Jezeli zas· na poczatku wystepuja
same zera, mozemy je opuszczac i dlatego niektóre
liczby IO-adyczne sa zwyklymi liczbami calkowitymi.

Lecz liczba IO-adyczna ~~2nie jest calkowita. Jest czyms

zupelnie innym niz znane wam ze szkoly liczby".
- Czy mozna ja sobie wyobrazic? - dopytywali sie
Adas i Agnieszka.
- Rzeczywiscie, tych liczb nie mozna umiejscawiac na
znanej wam osi liczbowej - ale to nie znaczy, ze one
"nie istnieja". Kilkaset lat temu uczeni mówili: czyz
mozna wyobrazic sobie cos mniejszego niz zero?
Starozytni Grecy nie mogli pojac liczb niewymiernych,
które przeciez sa "uzupelnieniem" liczb wymiernych -- czyli
ulamków. Liczby "adyczne" stanowia tez swoiste
"uzupelnienie" znanych nam liczb i nie sposób bez nich
obejsc sie we wspólczesnej teorii liczb. O waznosci
pojecia matematycznego decyduje nie taki czy inny sposób
jego wprowadzenia, ale wylacznie proste kryterium: czy
to pojecie pomaga matematykowi w badaniu .{wiata liczb,
ksztaltu i miary.
- Interesujace - powiedzieli bez przekonania Adas
i Agnieszka.
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Badamy wlasnosci promieniowania

Na pewno wiesz dobrze o tym, ze energia jest
przekazywana od Slonca na Ziemie przez promieniowanie.
Warto zbadac pewne jego wlasciwosci. Mozesz to zrobic,
budujac samodzielnie odpowiedni przyrzad .

. PRZYRZ·AD
Do budowy potrzebne sa:
l. Mala buteleczka od lekarstw z plastikowym szczelnym
korkiem.

2. Wypisany wklad od dlugopisu.
3. Kawalek czarnego papieru.
4. Kawalek folii aluminiowej (sreberka od czekolady).
5. Klej.
6. Woda.
7. Kropla spirytusu (np. salicylowego).

tJRZ·ADZENIE WYKONAJ NASTEPUJACO:
l. Od wkladu od dlugopisu odetnij koniec, resztki tuszu
wymyj kropla spirytusu.
2. W korku buteleczki wykonaj otwór tak, aby wklad
od dlugopisu ciasno przez niego przechodzil.
3. Oklej jedna strone buteleczki czarnym papierem,
a druga kawalkiem sreberka. Przy oklejaniu zostaw po
bokach szczeliny, zeby bylo mozna zagladac do srodka
(rys. la).
4. Napelnij buteleczke woda ok. 1/5.
5. Wlóz wklad od dlugopisu tak, aby zanurzyL SIe

w wodzie na ok. 1/2 cm (rys. lb).
Przyrzad nasz jest bardzo czulym termometrem. Sprawdz,
jak zmienia sie poLozenie powierzchni wody w rurce
pod wpLywem ogrzewania reka.
Doswiadczenie l. Badamy promieniowanie widzialne.
l. Ustaw przyrzad w pokoju w silnym swietle slonecznym
tak, aby swiatlo padalo na powierzchnie srebrna
(rys. 2a). Poczekaj, az poziom cieczy w rurce sie ustali.
Zapamietaj, gdzie znajdowala sie powierzchnia cieczy.
2. Odwróc teraz czarna powierzchnie do swiatla
i powtórz pomiar.
Co obserwujesz? Jak mozesz to wytlumaczyc?
Doswiadczenie 2. Badamy promieniowanie podczerwone.
Do doswiadczenia potrzebne sa dodatkowo:
l. Zelazko elektryczne z termoregulatorem.
2. Swieca, zapalki.
Doswiadczenie wykonaj nastepujaco:
l. Okopc plomieniem swiecy dno zelazka.
2. Zelazko ustaw pionowo i wlacz do kontaktu.
3. Kiedy temperatura zelazka sie ustali, postaw przyrzad
na niewielkiej podstawce w odleglosci ok. 10 cm od
zelazka, tak jak to wskazuje rys. 3.
4. Pierwszy pomiar przeprowadz dla przypadku, kiedy
srebrna strona skierowana jest do zelazka, drugi - kiedy
przyrzad odwrócony jest strona czarna.
Co obserwujesz? Czy widzisz podobienstwo wyników obu
doswiadczen? Jak mozesz je wytlumaczyc?
Pamietaj starannie wyczyscic zelazko miekkim papierem
po wykonaniu doswiadczen. Uwazaj! Nie poparz sie!
Sprawdz, czy dobrze wyczysciles zelazko, prasujac mokra
szmatke·
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~.

----
-----
~

~

Tp.1

"j!..2

(1,.

~.

'---. )
=::0

Cl..

Mala De/te opracowali: Jerzy GINTER i Michal SZUREK

14



y = bcosa+asina = ya'+b'(ya.b+b' co.a+

+;;;;':b' Sina) = ••••a·+b2 (cosq>cosa+
+sinq>sina), adzie rp jest liczba spelniajaca

b a

równosci cosa>= ya2+b2' sin'P = l/a'+b2 '"
,0" 'P<-T(dlaczello liczba taka istnieje?),

Jest wiec y = ya'+b' cos(a-'P) <;ya'+bi.

Równosc y ~ y':;>+b2 zachodzi tylko wtedy.
Idy a = 'P.

Mechanika, kOlnputer, czlowiek (IV)

Pro! dr Dominik ROGULA

Zadania nieaJgorytmizowalne

Wzmiankowany w trzecim odcinku (Delta 8/1978) poglad, ze maszyna nie moze
wykonywac zadan niealgorytmizowalnych, nie mial by wiekszego znaczenia gdyby
okazalo sie, ze zadania takie w ogóle nie istnieja, badz tez, ze jesli istnieja, to
sa akrobatycznie wymyslne i pozbawione praktycznego znaczenia. Tak jednak
nie jest. /
Okazuje sie przede wszystkim, ze niealgorytmizowalne zadania. istnieja. Aby
zrozumiec jak to jest mozliwe, zastanówmy sie chwile nad nie' sprecyzowanym
dotad pojeciem zadania. Chodzi o to, ze ogólnie pojete zadanie to wlasciwie
klasa alternatywnych zadan szczególowych, przy czym klasa ta moze byc
nieskonczona.

Rozwiazanie zadania 17I . Takim zadaniem szczególowym moze byc np. rozwiazanie równania
NIech a bedZIe katem mIedzy omawIana 2 2 O d", -. , X - = , a za ama
prosta a bokIem BC, a WIeC 1: BCB = a, "d l , ... ' 2 O

1< - rozwlazywama OWO nego rownama pOStacI X - a = ,
1: ABA' = '2 - a Rozpatrujac trójkaty AA'C ~ rozwiazywania dowolnego równania kwadratowego,
i BBT otrzymujemy AA' = bcosa_ rozwiazywania dowolnego równania algebraicznego,
i BB' '= asina" Zad,anic spr:"wadza, sie wiec _ rozwiazywania dowolnego ukladu równan algebraicznych
do wyznaczenaa najWiekszej warto5cl sumy .. , •.. ~ ~.

przedstawiaja przyklady zadan ogolnych o wzrastajacym stopnIU ogolnoscl.
Wymagane przez algorytm dane: stanowia informacje potrzebna do
sprecyzowania konkretnego zadania szczególowego.
Moze sie zdarzyc, ze objeta przez pewne zadanie ogólna 'klasa zadali
szczególowych bedzie tak obszerna, ze !:lie istnieje jeden wspólny algorytm
ich wykonywania. Mimo realizowalnosci kazdego zadania szczególowego, zadanie
ogólne nie bedzie wówczas algorytmizowalne.
Ze takie zadania rzeczywiscie istnieja, mozna udowodnic zupelnie scisle.
W teorii algorytmów dowodzi sie, ze istnieja funkcje, ktÓre nie sa obliczalne.

Oczywiscie zadanie obliczania takiej funkcji jest niealgorytmizowalne. Podobnie,
niealgorytmizowalne sa zadania wymagajace odpowiedzi na pytania
o wlasnosci wyrazajace sie predykatami nierozstrzygalnymi.
Sam formalny dowód istnienia zadan niealgorytmizowalnych nie przesadza
jeszcze kwestii, czy wsród nich sa zadania interesujace, Okazuje sie jednak,
ze sa. Wiele dobrze postawionych zadan (np. matematycznych) o wielkiej
czesto donioslosci to zadania niealgorytmizowalne. Nit~algorytmizowalnosc
zadan o dutym stopniu ogólnosci jest raczej regula niz wyjatkiem.
Przykladem takiego zadania jest:

Znane sa aksjomaty i reguly wnioskowania pewnej teorii. Dal!c jest zdanie T.
Sprawdzic, czy T wynika z aksjomatów przez zastosowanie regul
wnioskowania.
Zagadnienie algorytmizowalnosci tego zadania to klasyczne zagadnienie
rozstrzygalnosci teorii. Jego rozwiazanie, dane przez jedno ze slynnych
twierdzen Godla, jest dla teorii dostatecznie bogatych negatywne.
Znane sa równiez przyklady bardziej elementarne, choc o podobnej budowie
formalnej.

'~!U AZO':lZl:)JSOW1~ h\ ~uozsoldzOl W:lW:lZld uIAq AZJ '03;)1 po :lI(l?;)f~l:l!U
~pOA\ Z:llld l.!U~!U~llfJod f::>lql.!ISf~UlSJf UlaPI AA\Jr.q r:ll 0flUL\\~ ;)V,pl.\\ V,ZlOUl !q~pJ

A\ ~l.!Z 'EUPOlOUp::Jf :lIAl.Eld l$::>f(!.)~oflnIP fJp~lU UU) IUJJSOlU1C oq ',(jSOJd ;)L\\l:Jd
lS:lf "O~;)UZJJUOlS B!UJ!tuOld" 10l 'C!UJOIV.)ZS){Jrtll .)htDf!un ;)!S :lrr.pn !UJIUlO.rd
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Czytelnicy proponuja

J. MIELCZAREK z Belchatowa: Jak obliczyc srednia wartosc
modulu wielkosci zmiennej sinusoidalnie ? .
Wiadomo, ze gdy punkt porusza sie ruchem jednostajnym po
obwodzie kola, to rzut tego punktu na srednice kola porusza sie
ruchem harmonicznym, tzn. predkosc v. rzutu zmienia sie jak
funkcja sinus (patrz rysunek)

v = volsin IXI.

Wiemy, ze predkosc srednia ruchu zmiennego równa jest predkosci
takiego ruchu jednostajnego, w którym zostanie przebyta ta sama
droga w tym samym czasie, co w ruchu zmiennym, a zatem:

vol1 = AB· n, vs,ll = 2AB .

Oznacza to bowiem, ze w czasie, w którym punkt przebyl droge
równa obwodowi kola, czyli AB· n, rzut tego punktu przebiegnie
droge równa podwójnej srednicy AR.
Ze zwiazków tych otrzymujemy:

Vs,' 11 2· AB

'{)~-:-1;= /ilr:tt'

A
•

-:v

B

skad
2

'Vs, = '-'-. 'Do'
:re.

~

(

)~

••.;> ~f~-'~<!>?'~o ~ ~"

. ;I,~

O/t1~

2t
1

•
o 30" 180'

1&

W zwiazku z podana przed rokiem w Malej Delcie
przyblizona konstrukcja podzialu kata na 3 równe czesci
otrzymalismy dwa listy. W jednym z nich K. KÓSKA
z Kaniowa proponuje jako przyblizona konstrukcje
podzial cieciwy danego kata na trzy równe czesci
(przez punkty tego podzialu prowadzi pólproste i one
maja dzielic kat na trzy czesci~. Otrzymany rezultat jest
dobrym przyblizeniem tylko dla malych katów. Juz
dla 60° blad przekracza 11%. Inna konstrukcje
propolluje J. GINTER z Warszawy:
Ramiona dzielonego kata IX przecinamy dowolnym
lukiem o srodku w wierzcholku kata, a nastepnie
laczymy prosta otrzymane punkty A i B. Dzielimy teraz
kat IX na polowe i uzyskujemy punkt C. Na ramieniu OA
odkladamy jeszcze odcinek AE = OA i odcinek
EF = Oc. Nastepnie zakreslamy wiekszy luk FJ
i odkladamy na nim cyrklem punkty G i H, kreslac luki

o promieniach równych AR, Uzyskujemy katy p ~ ; .

Latwo obliczyc. Z,C scisle
• ex.

. fi 5L02sm ,= ,----- .
2 .:X

2+cos i
Blad wzgledny konstrukcji nie przekracza 2% dla
(}O :( et .:( 180°, a wiec jest porównywalny z dokladnoscia
wykonywania rysunku.



Pepys Samuel, ur. 23 II 1633, zm. 26 V 1703,
pamietnikarz ang.; syn londynskiego krawca,
dzieki koligacjom i zdolnosciom organizacyjnym
osiagnal wysokie stanowisko w administracji
panstw. (m.in. jako sekretarz Admiralicji 1672-79
i 1684-89 reorganizowal flote bryt.); prowadzony
1660-69. czyli w pierwszym dziesiecioleciu
restauracji. dziennik P. (wyd. I 1825, wyd. pelne:
Diary, t. I-lO 1893-99, wyd. pol. w wyborze
i przekl. M. Dabrowskiej Dziennik Samuela
Pepysa 1952) stanowi ogromnej wartosci
dokument obyczajowo-historyczny; P. jest
aktywnym uczestnikiem zycia publicznego,
relacjonuje i opiniuje zmiany wiazace sie
z powrotem Stuartów, opisuje m.in. epidemie
dzumy i wielki pozar w Londynie, jest bywalcem
teatrów, milosnikiem muzyki i ksiazek, szczerym
kronikarzem swej kariery i spraw osobistych,
dzieki czemu dzielo jego tworzy bogaty obraz
zycia i umyslowosci ówczesnego mieszczaóstwa
angielskiego. (Wielka Encyklopedia Powszechna
PWN.)

Dziennik Samuela Pepysa. Wybór, przeklad
i przypisy Marii Dabrowskiej, Tom I, PIW 1966.

4 lipca [1662]. Wstalem o piatej, a przyprowadziwszy do porzadku moje
zapiski w dzienniku, do urzedu. Przyszedl pan Cooper, u którego bede sie
uczyl matematyki, a zaczne zaraz dzisiaj. To bardzo zmyslny czlowiek
i tusze, iz nie bedzie mnie duzo kosztowal. Mialem z nim godzine
arytmetyki, a moje pierwsze staranie to nauczyc sie tabliczki mnozenia [... J .

7 lipca. Lekcja matematyki z panem Cooperem.
9 lipca. Wstalem o czwartej rano i przylozylem sie mocno do mej tabliczki
mnozenia, która z calej arytmetyki najwiecej przyczynia mi trudnosci.

Przypis M. D.:
Czytelnikom, którzy po przeczytaniu pierwszego wydania Dziennika
powatpiewali, czy Samuel Pepys rzeczywiscie nie umial tabliczki mnozenia,
i zapytywali mnie, czy w danym wypadku "table of multiplication" nie znaczy
czego innego, przytaczam komentarz Arthura Bryanta z jego monografii
o Pepysie: "A znajdujac, ze wszystkie te nowe dla niego czynnosci wymagaja
przede wszystkim wiedzy matematycznej [Samuel Pepys] cofnal sie az do jej
pierwszych podstaw i on, czlowiek dobiegajacy trzydziestki, wrócil do szkolnej
nauki. Bo najawszy niejakiego Coopera, szypra jednego z królewskich okretów,
by go napredce wyuczyl arytmetyki, zaczal od tabliczki mnozenia i wstawal
co ranka przed switem, aby powtarzac ja na pamiec, az póki jej nie opanowal".
(Arthur Bryant, Samuel Pepys, the man in the making, str. 175-176.)

15 lutego [1665]. Z Creedem do Gresham College, gdzie pan Povy
w zeszlym tygodniu podal mnie byl na czlonka Towarzystwa; tedy dzisiaj
bylem przyjmowany i podpisalem sie w ksiedze, a prezes Towarzystwa
lord Brouncker podal mi reke i powiedzial mi pare slów stosownych
do okolicznosci.

Przypis M. D.:
Samuel Pepys byl prezesem Królewskiego Towarzystwa Naukowego w latach:
1684-1686. W tym charakterze podpisal zezwolenie na druk epokowego
dziela Newtona, Philosophiae ltatura/is principia mathematica. Na pierwszym
wydaniu tego dziela jest napis: Imprimatur S. Pepys Reg. Soc. Praeses.
Juli 5, 1686.

(Wybral i do Delty podal A. M.)

Kacik filatelistyczny (6)
Otto von Guericke (1602-1686),
burmistrz Magdeburga, zajmowal
sie badaniem róznych zjawisk
fizycznych, ale najbardziej wslawil
sie doswiadczeniami dotyczacymi
prózni (wynalazl zreszta pompe
prózniowa). W szczególnosci
W roku 1654 przeprowadzil
eksperyment z dwiema pólkulami
metalowymi o srednicy ok. 40 cm,
z których wypompowal powietrze.
Szesnascie koni nie moglo
rozerwac pólkul dociskanych do
siebie przez cisnienie
atmosferyczne.
Znaczek niemiecki z roku 1936

przedstawia portret Ottona von
Guericke, a znaczek NRD z roku
1969 eksperyment z "pólkulami
magdeburskimi" wedlug dawnego
sztychu. Drugi znaczek z serii
NRD przedstawia pomnik
uczonego w Magdeburgu.

Jerzy BARTKE
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