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Zasada Fermata, czyli
o przyczynowosci i celowosci
w fizyce

Konkurs prac maturalnych z matematyki — rozstrzygniety.

Final Konkursu organizowanego przez Polskie Towarzystwo Matematyczne oraz Redakcje ,,Delty”
odbyl si¢ w Poznaniu 5 czerwca b.r. Autorzy prac zakwalifikowanych do finalu na specjalnym
posiedzeniu XVI Sesji Naukowej PTM wyglosili krétkie referaty, w ktérych oméwili najistotniejsze,
ich zdaniem, informacje o pracach: geneze, sposdb wykorzystania frédel, wlasny wklad w
opracowanie tematu oraz to, co uwazali za najciekawsze lub najtrudniejsze. Po kazdym referacie
nastgpowala dyskusja (na ogél doéé ozywiona), w ktorej brali udzial uczestnicy Sesji Naukowej

i Walnego Zgromadzenia PTM oraz goicie. Szczegdlng uwage w dyskusji zwracano na
oryginalnod¢ wynikéw lub ujecia.

Sposréd szesciu prac finalowych za najlepsza uznana zostala praca ,,Liczby Fibonacciego”,
napisana przez Pawla Domanskiego z Poznania (pod opieka prof. D. Wiéniewskiej) — otrzymal on
zloty medal i I nagrode MOiW. Srebrny medal przyznano Urszuli Lach z Wodzistawia §I.

za prace,,Réwnania rozniczkowe i niektore ich zastosowania w fizyce” (opiekun — prof. A. Hajok),
a medal brazowy — Boguslawie Grzywacz z Wroclawia za prace ,,Przeksztalcenia afiniczne
plaszczyzny (opiekun — prof. C. Terlikowska). Obie medalistki otrzymaly ponadto nagrody

II stopnia. Irenie Kranc z Kopienicy przyznano wyrdznienie za prace ,,Rachunek zdan

i niektére jego zastosowania w dowodzeniu”,

Medale, nagrody i dyplomy wreczane byly — obok tzw. Wielkich Nagréd PTM i Nagréd

dla mlodych matematykéw — w trakcie Walnego Zgromadzenia PTM w dniu 8 czerweca. Walne
Zgromadzenie ocenilo Konkurs jako udany i zalecilo organizowanie go w latach nastepnych.
Skrét zwycigskiej pracy opublikujemy w pierwszym (styczniowym) numerze ,,Delty’* w 1979 roku.
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Co mozna zobaczyé

" w butelce z szamponem?

T

Nasza
okladka

Odpowiedz zalezy od tego, jaki to szampon i co chce si¢ ujrzeé. Historia
zaczgla si¢ od kupienia szamponu cytrynowego firmy Palmolive za 60 zi. Plyn
byt zlocisty, lekko opalizujacy i o duzym wspélczynniku lepkosci (patrz dalej).
Nie schowali§my go do lazienki, zostal na stole i wszyscy zaczeli si¢ kolejno
bezmysinie nim bawi¢. W butelce bylo troche powietrza. Tyle, Ze starczalo

na jeden porzadny babel o Srednicy okolo péltora centymetra. Przewracajac
butelke mozna obserwowad, jak babel dziarsko wedruje do gory. Najpierw
zafascynowala nas strona wizualna zjawiska i stad powstanie zdjec, ktore
reprodukujemy na okladce. Zdjgcia robiliSmy w okresie, gdy opanowali$my
trudna sztuke rozdzielania babla na mniejsze pecherzyki. Obserwujac
zachowanie si¢ calej rodziny pecherzykow spostrzegliSmy, ze

1. Ksztalt pecherzyka zalezy od jego rozmiarow. Male przybieraja ksztalt
kulisty, wicksze sa bardziej kroplowate z ostrym ogonem.

2. Predkos¢ wznoszenia si¢ zalezy od rozmiaréow. Im wigkszy pecherzyk,

tym predzej si¢ porusza.

3. Pecherzyki poruszajace si¢ dostatecznie blisko siebie przyciggaja si¢. Maly
pecherzyk, ktéry w pojedynke porusza si¢ wolniej od duzego, potrafi dogonié
duzy, jezeli znajdzie si¢ przypadkiem w dostatecznie malej odleglosci. Po
dogonieniu nastgpuje polaczenie pgcherzykow, ale zdarza si¢ réwniez,

ze pomimo polaczenia wida¢ wyraznie granicg obu babli. Sprébujcie
przeprowadzi¢ opisane obserwacje. Jezeli nie macie do dyspozycji
odpowiedniego szamponu, mozecie sporzadzié roztwér wody z denaturatem,
w ktoérym bedzie pltywaé kropla oliwy.

Zaobserwujecie podobne zjawiska. Jezeli uwierzyliScie naszym obserwacjom
lub przeprowadziliécie wlasne, sprébujemy je wyjasni¢. Pecherzyk jest lzejszy
od cieczy, wigc wyplywa na powierzchnig. Jezeli ma ksztalt kuli o promieniu r,

4
to wypiera §m" cieczy. Oznaczajac gestos¢ pecherzyka (w naszym przypadku

powietrza) przez d, a gestosé cieczy (szamponu) przez d,, otrzymamy sil¢
wyporu F,

F, = %n ‘r*-(dy—d,)-g (g — przyspieszenie ziemskie).
Gdyby byla to jedyna sila dzialajaca na pecherzyk, jego ruch bylby jednostajnie
przyspieszony. Tak jednak nie jest, a wigc co$ przeciwstawia si¢ jego ruchowi.
To cos to opdr lepkosci cieczy. Sita oporu lepkosci F; zalezy od predkosci
ruchu v, od promienia pgcherzyka r oraz od liczby charakteryzujacej ciecz,
zwanej wspolczynnikiem lepkosci k.

F, = 6rkrv.

Jest to tak zwane prawo Stokesa, stosujace si¢ do ruchéw na tyle powolnych,
aby nie powstawaly w cieczy wiry. Pecherzyk nabierze takiej predkosci,

przy ktérej F,, = F,, sila wyporu i sila oporu zréwnowaz3 sig.

Stad latwo obliczy¢ predkos¢ ruchu jednostajnego pegcherzyka

22
v = ok (dy—d))g.

Predkos¢ ta zalezy od promienia — im wigkszy promien, tym szybciej

porusza si¢ pecherzyk.

Mozemy teraz przej$¢ do wyjasnienia réznicy w ksztalcie. Im wigksza predkosé
pecherzyka, tym wigkszy napotyka on opdr. Dlatego duze pgcherzyki unoszace
si¢ ku gorze wzglednie szybko przybieraja ksztalt kropli zapewniajacy im
najmniejszy opdr. Male pecherzyki prawie nieruchome odbiegajg od ksztaltu
kulistego prawie niezauwazalnie. Stad widzimy zawieszone w cicczy malutkie
pqcherzykl o ksztalcie kulistym.

Pozostaje j jeszcze do wyjaémcma zjawisko przyciagania si¢ p@cherzykow
Mogliby$my je wyjasnic, rozwazajac rozklad ci$nieit w cieczy za i obok
poruszajacego si¢ ciala. Jakosciowo mozemy powiedzieé, Ze ciSnienie w poblizu
poruszajacego si¢ ciala zalezy od rodzaju pradéw cieczy i w pewnych obszarach,
na przyklad za cialem jest mniejsze niz przed nim. Ta réznica ci$nien powoduje
laczenie si¢ przeplywajacych w poblizu pecherzykéw, a na morzu nawet moze
doprowadzi¢ do kolizji mua_]acych si¢ statkow.

Namawmmy goraco, pobawcie si¢ szamponem przed umyciem wloséw — mozna
w nim zobaczy¢ ciekawe rzeczy.

Zdigcia: T. Wojszez



. Zasada Fermata, Dr hab. Andrzej SZYMACHA

Czyh Zapewne wigkszos¢ Czytelnikéw zna, przynajmniej powierzchownie, zasade Fermata. Mowi ona,
ze $wiatlo sposrod wszystkich mozliwych toréw laczacych dwa ustalone punkty wybiera ten,
. r = ktorego przebycie wymaga najkrotszego czasu. Formalne znaczenie tej zasady, bez wnikania

0 pr ZYCZYI] OWO SC] w glebsze subtelnosdci, polega na tym, Ze ujmuje ona bardzo elegancko wszystkie prawa optyki

. . geometrycznej. Wykazanie tego jest dos¢ proste. Przypomnijmy tylko, ze dla wszystkich
1 CelO WO SC] zastosowan optyki geometrycznej (np. konstrukcja obrazéw w réznych przyrzadach)

. wystarczy wiedzied, ze
W flzyce a) w oérodku jednorodnym $wiatto rozchodzi sig po liniach prostych,

b) w przypadku odbicia $wiatla kat padania jest rowny katowi odbicia,
¢) przekraczajac powierzchnig oddzielajaca dwa osrodki, w ktérych $wiatlo rozchodzi sie
z roznymi predkosciami promient $wiatla zalamuje sie zgodnie z prawem Snelliusa:

sina n 3 c predkos¢ swiatlta w prozni
== . dz]e n=—= = .
< : v;  predkos¢ swiatla w danym osrodku

sinf S
Wykazemy teraz, Zze z zasady Fermata wynikaja prawa a, bi c.
a) W oérodku jednorodnym wspolczynnik zatamania n, a zatem i predkosé swiatla v sa stale
i czas przebiegu jest wprost proporcjonalny do odleglosci. Zasada najkrotszego czasu jest zatem
rownowazna w tym przypadku zasadzie najmniejszej odlegtosci. Jest oczywistym faktem
B geometrycznym, ze wlasnie odcinek prostej taczacy dane punkty A4 i B charakteryzuje sie
najmniejsza dlugoscia w poréwnaniu z innymi liniami laczacymi te punkty.
b) Odbicie. Rozpatrzmy dlugo$¢ toru promienia od A4 do B wzdhuz drogi, ktéra choé
w jednym punkcie dotyka powierzchni zwierciadia. Zgodnie z poprzednimi wynikami wiemy,
ze od punktu A4 do zwierciadta i od zwierciadla do punktu B $wiatlo poruszaé sig¢ bedzie
Z po prostej. Wyznaczenie toru promienia sprowadza si¢ w tym wypadku do wyznaczenia
punktu C’, dla ktérego lamana AC’B bedzie najkrotsza. W tym celu zauwazmy, ze dlugosé
famanej AC’B jest identyczna z dlugoscia lamanej A'C’B, jedli punkt A’ jest wzgledem zwierciadla
_polozony symetrycznie do punktu 4. Eamana A'C’B jest najkrotsza wtedy, gdy jest
odcinkiem A’B. Jezeli A'CB jest odcinkiem, to

(¢))] X A'CS" = ¥SCB.

Poniewaz AAPC jest przystajacy do A4'PC, to x PCA = ¥ PCA'.
Katy dopelniajace tych katow s3 tez réwne.

2) X A'CS' = ¥ ACS.
Porownujac rownosci (1) i (2) widzimy, ze ¥ SCB = ¥ ACS.
A to wlasnie chcieli§my wykazaé.

¢) Zalamanie. i w tym wypadku najkrotszy czas przebiegu realizuje si¢ na pewno dla toru
bedgcego lamana (po kazdej stronie plaszczyzny zalamujacej osrodek jest z zalozenia
jednorodny). W celu wyznaczenia warunku na polozenie punktu C, przy ktérym czas jest
najkrotszy, obliczmy ten czas dla polozenia C scharakteryzowanego odlegloscig x,

a nast¢pnie zminimalizujmy to wyrazenie ze wzgledu na x.

, AC CB h +x? hi+(I—x)*
r A6 CB_VH . VE+U—5*
] : v Uz c c
i
I

n; ny

dr
W celu wyznaczenia minimum przyréwnajmy do zera pochodng g

dr 1 d —— d = e e
I 0 =Aa =?[u,a]/hi+x2+mi;- V’h§+(f—x)’]=

! 1 nmx na(l—x) ] 1 [ x !wx]

| i = 2 —il N

I ¢ V;,§+xz ',/(;_x)3+;,i c AC CB

2 1 Ponadto

' x I—x sine  ny

——- = sina, -—— =sinf. Zatem n;sina = nysinf i — = — = ny,.

AC > CB g : gainf sinf  m o

Widzimy wigc, ze istotnie zasada najkrotszego czasu prowadzi do prawa Snelliusa.

Odkrycie zasady Fermata wywolalo w swoim czasie powazny spor filozoficzny: Czy Przyroda
dziala przyczynowo, czy celowo? Gdyby$my znali tylko zasade Fermata, bez wnioskow z niej
wynikajacych, to sklanialiby$Smy si¢ do drugiego pogladu. Przyroda wybiera dla promienia
taki przebieg, by wypelni¢ pewien cel globalny, zuzy¢ na przejscie §wiatla jak najmniej czasu.
Gdyby od dziecka wychowywano nas w tym przekonaniu, to latwo uznaliby$smy je w korncu
za oczywiste i nie wymagajace dalszych komentarzy. Z drugiej strony prawa optyki a, b, ¢
maja charakter lokalny, przyczynowy. Prawo a mowi, ze §wiatlo wysylane z punktu 4

=
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w okreslonym kierunku porusza si¢ nieco do przodu i nie napotykajac zadnej przeszkody
kontynuuje swbj prostoliniowy bieg na podobienstwo swobodnego punktu materialnego.
Powierzchnie odbijajace badZ zalamujace zmieniaja kierunek tego biegu na bardzo malym
obszarze (lokalnie) wedtug okreslonych praw, prowadzac krok po kroku do takiego, a nie
innego ostatecznego biegu promienia,
Dylemat powyzszy nazwalem filozoficznym raczej niz fizycznym, gdyz, jak wskazuja
zanalizowane przyklady, oba sformulowania sg matematycznie rownowazne. Jednakze, gdy
przejdziemy do sytuacji bardziej skomplikowanych, jedno podejicie moze okaza¢ si¢ bardziej
wartosciowe od drugiego. We wspolczesnej fizyce uwaza sig, Ze rozumowanie przyczynowe,
lokalne, wnika istotnie w nature rzeczy, podczas gdy efekt globalny jest tylko uboczng
konsekwencjg, ktorg zreszta warto lepiej zrozumiec.
Argumentéw za tym, ze podejscie przyczynowe jest pierwotne, a efekt globalny (w postaci
najkrotszego czasu) wtérny, mozna dostarczy¢ pozostajagc w ramach optyki geometrycznej,
ale stajg si¢ one szczegolnie dobitne jesli uwzglednié, ze optyka geometryczna jest tylko
pewnym przypadkiem granicznym (idealizacja) optyki falowej.
W artykule tym ograniczymy si¢ do argumentéw pierwszego rodzaju. Polegaja one na zauwazeniu,
e czas przebiegu $wiatla — wbrew podanemu powyzej sformulowaniu — nie zawsze jest
najkrotszy. Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Mamy dwie odbijajace koncentryczne
powierzchnie sferyczne i rozpatrujemy ruch $wiatla miedzy nimi. Przechodzac z odlegloscia
miedzy sferami do zera uzyskamy graniczny przypadek promienia §wiatla zmuszonego poruszac
si¢ (ze stalg predkoscig) po powierzchni kuli. Nie ulega watpliwosci, Ze w tym granicznym
przypadku ksztalty promieni bedg pokrywaly sie z tukami kot wielkich na powierzchni kuli
(Czytelnik powinien postara¢ si¢ wykazaé¢ to formalnie). Jest to zgodne z zasada Fermata,
ale tylko dla tukow niezbyt duzych. Dla lukéw wigekszych od polowy obwodu kola wielkiego
tuk 4B wcale nie jest najkrotsza odlegloécia miedzy punktami A4 i B, ale na pewno jest to
mozliwy tor promienia. W otoczeniu tego luku istniejg zaréwno luki dluzsze (1) jak tez krotsze
(2). Wida¢, ze z celowoscia jeste§my w tym przypadku na bakier. Prawdg natomniast jest,
ze po podzieleniu tego wielkiego luku na mniejsze fragmenty uzyskujemy dla kazdego z tych
fragmentow prawdziwe minimum. Dowodzi to, ze prawa lokalne sg zawsze spelnione —
natomiast minimum czasu przebiegu jest ich matematyczna konsekwencja jedynie dla torow
dostatecznie krotkich.
A oto inny, bardziej realistyczny przyklad.
Rozpatrzmy elipsoide obrotowa. Matematyczng wlasnoscia elipsy jest, ze r; +r, = const
(jesli A i B sa ogniskami elipsy). Prawda jest rownieZ, Ze styczna do elipsy jest prostopadia do
dwusiecznej kata ACB. Zatem lamana ACB jest jednym z mozliwych toréw promienia $wiatla.
Zgodnie z pierwsza wlasnodcia w otoczeniu tego toru istniejg tory o identycznej diugosci
(a zatem o identycznym czasie przebiegu). Istniejg réwniez tory o dluiszym czasie przebiegu
(linie krzywe, np. ta zaznaczona linig przerywana). Znow zasada minimum nie dziala.
Jest ona naruszona jeszcze wyraZniej, je$li wprowadzi¢ zwierciadlo kuliste Z styczne do
elipsoidy w punkcie C. Linia ACB jest znéw mozliwym torem $wiatla (speinia prawo odbicia).
Ale w otoczeniu lamanej ACB istnieja tory krotsze od niej. Takim torem jest famana AC’B.
Z rysunku wida¢, ze

AC'B < AC"B = ACB.
I znow, podobnie jak w przypadku z powierzchnig kuli, mozna dowies¢, ze dla punktow
A’ i B’ dostatecznie bliskich lamana A’CB’ jest najkrotsza. A wiec dla malych fragmentow
toru zasada Fermata jest stuszna, a globalnie nie. Podwaza to poglad o jakiejkolwiek
»celowosci” i $wiadczy na rzecz przyczynowosci.
Pozostaje do wyjasnienia, dlaczego w rozpatrywanych na poczatku przykiadach (a, b, €)
zasada Fermata okazala sie rownowaina prawom optyki geometrycznej. Oto6z we wszystkich
tych trzech przyktadach nie bylo w geometrii problemu niczego, co definiowaloby jakas skale
odleglosci. Tym samym odcinki o dowolnych diugosciach sa rownoprawne, kazdy moze by¢
zatem uwazany za ,,dostatecznie krotki”. Ograniczajgc si¢ do plaskich powierzchni odbijajacych
i zalamujacych udowodniliSmy wigc w istocie stusznosc¢ zasady Fermata dla lokalnych
fragmentow toru. Kiedy przeszli$my do kul i elipsoid, owa rownowaznos¢ sig zatamala.
Na zakoriczenie dodam, Ze cho¢ zasada Fermata w najprostszej oryginalnej wersji okazala sig¢
za mato ogdlna (i w sensie globalnym nieprawdziwa), to istnieje jej uogolnienie wolne od
owych ograniczefi. W tym ogoélniejszym sformulowaniu zasady Fermata nalezy stowo
najmniejszy’ zastapi¢ stowem ,,stacjonarny”. Mowimy, Ze czas przebiegu dla jakiegos toru
jest stacjonarny, jesli dla bliskich mu toréw czas przebiegu rozni si¢ mato. Tor
minimalny jest torem stacjonarnym, ale nie na odwrd6t. Owa stacjonarnos$é odgrywa
decydujaca role przy analizowaniu zasady Fermata z punktu widzenia optyki falowej. Tor
stacjonarny ma t¢ wlasnos¢, ze w jego otoczeniu istniejg tory, wzdiuz ktorych propagujace si¢
(zgodnie z zasada Huyghensa) fale interferujg konstruktywnie (mala zmiana czasu przelotu
odpowiada malej zmianie fazy fali). Otoczenie toréw stacjonarnych optyki geometrycznej
odgrywa wiec szczegblng i wyrdzniona role w obrazie falowym $wiatta. Zasada Fermata
(uogdlniona) jest tego naturalng konsekwencjg. Ale podejscie falowe jest lokalne, przyczynowe,
a nie celowe.

3




O metodzie najmniejszych kwadratéow Doc. dr Ryszard ZIELINSKI

Przez trzy kolejne dni mierzylem odleglo$¢ od mojego domu do najblizszego kiosku z gazetami
i otrzymalem nastepujace wyniki (w krokach): 348, 352 i 342. Pytanie: jaka jest odleglosé od
mojego domu do tego kiosku?

A oto mniej blahy problem o dokladnie takiej samej strukturze. Dla ustalenia ladunku
elektronu dokonano pigciu niezaleznych pomiar6éw i otrzymano wyniki (w absolutnych
jednostkach elektrostatycznych): 4,781 - 10-1°; 4,795 - 10-1°; 4,769 - 10~1°; 4,792 - 10-1°

i 4,779 - 10~'°, Pytanie: ile wynosi ladunek elektronu? Co w ogodle mozna na ten temat

e powiedzie¢ majac takie wyniki pomiarow?

Wré¢my do pomiardw, ktére kazdy z nas moze wykonaé samodzielnie i rozpatrzmy troche
prostsza wersj¢ naszego pierwszego zadania. Przypusémy, ze zmierzyliémy odleglo$é od domu

do najblizszego kina i otrzymali$émy wynik 812 krokéw. Co na tej podstawie mozemy powiedzie¢
o ,,prawdziwej” odleglosci do kina, skoro wiemy, ze drugi pomiar dalby juz inny wynik?

Oto pewne, moze nieco zbyt egocentryczne, rozumowanie prowadzace do pewnej odpowiedzi.

W wyniku pomiaru interesujacej nas wielkosci, powiedzmy a, otrzymali$my wynik, powiedzmy x.
Popenilismy biad ¢ = x—a, ale oczywiscie nie znamy wielkosci tego bledu. Chcieli$my

wykona¢ nasz pomiar jak najstaranniej, to znaczy chcieliémy wykonaé go tak, zeby blad byt

jak najbardziej bliski zeru. Przypusémy, ze udato sie nam to osiggnac. W konsekwencji tego
zaloZenia za a powinni$my przyjaé taka liczbe, ktora przy ustalonym wyniku pomiaru x
minimalizuje |x—al. Taka liczbg jest oczywiscie x, a wiec w naszym przykladzie stwierdzamy,

ze odleglod¢ od domu do najblizszego kina wynosi 812 krokéw. Zasade, na ktérej oparlismy
oszacowanie interesujacej nas wielkosci, mogliémy z oczywistych powodéw nazwaé zasada
najmniejszego bledu. Sprawa nieco komiplikuje si¢, gdy — jak w pierwszym naszym zadaniu —
wykonujemy wigcej niz jeden pomiar. Jezeli przez a oznaczymy odleglosé od domu do kiosku
Oraz przez &, £z, &3 — bledy jakie popelniliémy w kolejnych pomiarach, to mamy

a+&, = 348 ate; = 352 a+e; = 342

Jak teraz oszacowaé wielkos¢ a? Postapimy znowu zgodnie z zasada najmniejszego bledu,
Zauwazmy, Ze teraz — w trzech pomiarach — popetnili$my trzy bledy: ¢, &,, i £5, wygodniej
jednak bedzie mowic o bledzie ¢ = (g4, 2,£3) i 0 jego ,,sktadowych” gy, €5, £5. Ta

‘2 terminologia sugeruje, zeby w tym przypadku blad reprezentowa¢ za pomoca punktu

. w przestrzeni trojwymiarowe;j i zeby za wielko$¢ bledu przyjaé odlegloéé tego punktu od zera
(od poczatku ukladu wspolrzednych). Jezeli umoéwimy sie, ze odleglo$é w tej przestrzeni
trojwymiarowej bedzie zwykla odlegloscia euklidesows, to zasada najmniejszego bledu
nakazuje nam ustalié a tak, zeby e} +&3 +¢3 bylo mozliwie najmniejsze, to znaczy tak, zeby
zminimalizowac wielkosc¢:

(a—348)*+ (a—352)* + (a—342)%.
Taka metoda szacowania nieznanej wielkosci a nazywa sig¢ — znowu z oczywistych powodéw
metoda najmniejszych kwadratow. Czytelnik zechce sprawdzié, e metoda ta daje wynik_
a = (348+352+342)/3.
Uogolnienie na n pomiaréw jest proste: jezeli x,, xa, ..., Xa 53 Wynikami pomiaru pewnej
wielkoéci a, to za oszacowanie tej wielkosci metoda najmniejszych kwadratéw przyjmuje sie

& po prostu $rednig arytmetyczng (x;+x2+ ... +xa.)/n. Jest to zgodne z oczekiwaniem.
: A oto mniej banalne przykiady zastosowania metody najmniejszych kwadratow.
Rozwigzanie zadania F 55. Przyklad 1. Ze szkolnego kursu fizyki wszyscy znamy prawo Boyle’a-Mariotte’a: iloczyn

W stanie réwnowagi energia swobodna objetosci i cisnienia gazu ma w tej samej temperaturze warto$é stala. Zapisuje si¢ to za pomoca
musi mie¢ ekstremum. W rozwaZanym

problemie energia swobodna jest energi  ZNANESO WZOTU: pv = c, gdzie p jest ci$nieniem, v — objetoécia oraz ¢ — pewna stala.
powierzchniowa krysztalu i réwna sie Stala ¢ zalezy od réznych czynnikow, na przyklad od temperatury. Przypuéémy, ze zadanie
polega na oszacowaniu tej stalej dla pewnego konkretnego naczynia i pewnego konkretnego
gazu. Przypusémy dalej, Ze¢ mozemy zmienia¢ obj¢tos¢ naszego naczynia (na przyklad za pomoca
manipulowania tlokiem) i ze mozemy mierzyé ci$nienie, przy czym pomiar ci$nienia

E = 2a’a; + 4aco;.

Zgodnie z tredcia zadania skladnik energii
swobodnej réwny energii potencjalnej

zostal pominiety. obarczony jest pewnym bledem przypadkowym. Jezeli przy objetosci v, zarejestrujemy
Aby wyznaczyé stosunek. afe nalety g adil : [ o . ¥
znalezé ekstremum E przy zalozeniu ci$nienie p, , to blad wynosi p; — == Jezeli powtérzymy nasz pomiar n razy i przy

1

dodatkowym, Ze objetoié krysztalu V =a?c 7 e S 2
jest stala. Innymi slowy, nalety znalesé objetosciachv,,v2, ..., v, Otrzymamy wyniki p,, p3, ..., Pa, t0 zgodnie z metoda

ekstremum funkcji najmniejszych kwadratow za oszacowanie stalej ¢ nalezy przyjaé¢ taka wartosé, ktora
E(a) = 2a%0,+4Voy/a, ]“ini]nalizu_‘n wielkosé
gdzie V¥ = a?c = const. c\2 c\2 c\?
Obliczajac pochodng i przyréwnujae ja do (p:— —) + (Pz— —) S (p.—
zera otrzymujemy Ui Uz 'n
4ag,— 4V a2 = 0 Czytelnik moglby zauwazy¢, ze mozna wykonaé tylko jeden pomiar i za ¢ przyja¢ po prostu
agy—coy = 0, iloczyn p,v,. Albo Ze mozna wykona¢ kilka razy pomiar ci$nienia przy tej samej objetosciv
a zatem i ze wtedy nalezaloby miinimalizowa¢ prostsza wielkos¢
L et 15 c\? é\2 e \2
= o)+ 3) + -+ lo-3)
v v v

£
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Por. metody zastosowane w artykule
o srodkach cigikosci.

a to zadanie juz rozwiazaliémy i wiemy, Ze jego rozwiazaniem jest Srednia arytmetyczna:

¢ =v(p,+p2+ ... +pa)/n. Czytelnik ma racje, ale okazuje sie, ze dokladnos¢ oszacowania ¢
jest tym wigksza, im wiecej wykonuje si¢ pomiaréw i im zr¢czniej dobiera si¢ wartosci

©1,02, -..,Us. Wyjasnienie, dlaczego tak jest, wykracza jednak daleko poza ramy naszej
krotkiej rozprawki.

Przyklad 2. Na pewno kazdy z Czytelnikow uslyszal kiedys od lekarza, Ze ,,jak na swoj wiek”
jest zbyt wysoki, zbyt niski lub Zze ma wzrost ,,w normie”. Na pewno jednak nie kazdy

staral si¢ dociec, co to znaczy. Sprobuje to wyjasni¢. Bedzie to zarazem ilustracja pewnego
doé¢ powszechnego, ale odmiennego od poprzednich, sposobu zastosowania metody
najmniejszych kwadratow. Postepuje si¢ mianowicie w nastgpujacy sposob. ,,Bierze si¢” duza
grupe N ludzi w roznym wieku i mierzy si¢ wzrost kazdej osoby w tej grupie. Otrzymuje sig
wyniki: (t;, wy), (t2, W2), ..., (tn, wx), gdzie #; jest wiekiem oraz w,— wzrostem i-tej osoby.

Po naniesieniu na wykres wygladaja one mniej wigcej tak, jak na rys. 1 (kazda kropka na tym
rysunku reprezentuje jedng osobg.)

Nastepnie rysuje sie krzywa, ktora ma przebiegac ,,mniej wigcej™ tak, jak ukiadajg si¢ nasze
punkty (linia ciagla na rysunku). Z kolei ,,wymysla si¢” wzor, ktory bylby rownaniem tej
krzywej. Dla krzywych wzrostu czgsto przyjmuje si¢ wzor

a

) sy

gdzie a, b, ¢ sa pewnymi stalymi. Jest to tzw. krzywa logistyczna. Zgbdzmy si¢ na to
réwnanie; od tej pory staje si¢ ono dla nas ,,empirycznym prawem wzrostu”. R6znym
wartosciom stalych a, b, ¢ (podobnie jak roznym wartosciom stalej ¢ w prawie Boyle'a-
Mariotte’a) odpowiadaja rozne krzywe (rys. 2) i zadanie polega na znalezieniu takich g, b, c,
ktére najlepiej odpowiadaja wynikom naszych pomiarow. Zgodnie z naszym prawem
wzrostu, wzrost osoby w wieku #; powinien wynosi¢ a/(1+b - ¢*1), natomiast w wyniku

a
pomiaru otrzymali§my dla tej osoby wynik w;. Wielkos¢ w,— —--1:—8—'— jest odpowiednikiem
]

tego, co w poprzednich przykladach nazywaliémy bledem &;. Zatem — zgodnie z metoda
najmniejszych kwadratow — stale a, b, ¢ nalezy dobra¢ tak, zeby wielkos¢

(T

i=1

osiagala minimum. To zadanie jest dos¢ skomplikowane rachunkowo i praktycznie
rozwigzuje sie je za pomoca komputeréw (nawet dla malych wartosci N). Wzor (*) z tak
ustalonymi wartoéciami a, b, ¢ opisuje wlasnie to, co nazywa si¢ ,,normalnym wzrostem

w danym wieku”. Takie krzywe wzrostu mozna oczywiscie konstruowaé oddzielnie dla
mezczyzn i dla kobiet, czasami oddzielnie dla réznych $rodowisk (np. miasto — wies),

a na przyklad powiedzenie, Ze ,,Szwedzi sa $rednio wyzsi od Polakow™ oznacza, ze krzywa
wzrostu Szwedow lezy powyzej polskiej krzywej wzrostu.

Metoda najmniejszych kwadratow jest codziennym narzedziem fizykow, inzynierow,
przyrodnikow, ekonomistéw, a jej teoria jest przedmiotem zainteresowania statystyki
matematycznej.

Przyklad (konkretny). Zakladamy, Zze wielkodci X i Y laczy zaleznos¢ liniowa Y = aX+b.
W czterech pomiarach tych wielkoéci uzyskano wyniki

X| 0 10 20 30

Y1 15 31 al
Wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratow przyblizenia ao i b wspolczynnikow a i b.
Rozwigzanie. Zalozmy, ogolniej, ze dysponujemy wynikami n pomiardw (x, ¥1), ..., (Xa, ¥a)-
Nalezy wyznaczy¢ liczby a, i b, tak, by wyrazenie

n
Wa,b) = Y (n—axi—b)
i=1
osiagneto wartos¢ najmniejsza dla @ = ao i b = b,. Poniewaz funkcja ta ma tylko jedno
minimum, to mozna je wyznaczy¢ elementarnie w sposob nastgpujacy. Funkcja W(a,, b)
jest trojmianem kwadratowym wzgledem b:

W(ao, ) = nb*—[2 ) (i —aox)] b+ 3 (n—aoxi)?

2 Z (i —aox))

1 minimum osigga w punkcie b = e ktoéry musi by¢ identyczny z by, skad
n

*) : bo = y—aox
gdzie X, ¥ sa odpowiednio $rednimi arytmetycznymi liczb xy, ..., X i Y1, ..., Va.

S



Dia znajacych rachunek

pr

Zasady ekstremalne w termodynamice

wa: Wy

slmrr.ysl‘;é ze wzordow E[(X— EX)?] =
= E(X?)— [E(X))* | El(X—EX)(Y—-EY)]=
= E(XY)—EY- EX.

Uy

Uz.Tz

T4 >Tz

Podobnie, minimum tréjmianu kwadratowego wzgledem a
W(a,bo) = [} x| a*— [2} Gu—bo)x] a+ Y (n—bo)*
i i ]

: 2Y 0n—box:
osiggane jest w punkcie Gy = — S LI , skad
2 Z x?
7
) auz xi = Z xiyi—bo 2 xi.
7 7

Podstawiajgc (*) do (**) otrzymamy
a, [inf —x ? x.] = ‘2 xV—y ; xi,
skad po przeksztalceniach
) !Z Ca—x)(n—y)

" = e
(***) ap Z P
i

Wzory (***) i (*) daja szukane rozwigzanie. W naszym konkretnym przykladzie otrzymamy
ao= 103, by=113,

Dr Bogdan CICHOCKI

Zanim przejdziemy do om6wienia zagadnienia wspomnianego w tytule niniejszego artykutu,
przypomnimy podstawowe pojecia termodynamiki. Wiemy na podstawie doswiadczenia,

ze kazde cialo makroskopowe, niezaleznie od stanu poczatkowego, osigga po pewnym czasie
stan robwnowagi. Stan taki mozna scharakteryzowaé przez podanie niewielkiej liczby parametrow.
Przykladowo, stan rownowagi okreslonej liczby moli gazu jednoskladnikowego opisuja

w pelni dwie wielkosci (np. ci$nienie p i objetos¢ V). Na skutek dzialania czynnikow
zewnetrznych uklad fizyczny moze przechodzi¢ z jednego stanu rownowagi do innego.
Przejéciem takim zwanym procesem termodynamicznym rzadza pewne prawa. Zgodnie

z trescig pierwszej zasady termodynamiki w procesie termodynamicznym zmiana energii
wewnetrznej U ukladu (tzn. réznica miedzy wartoéciami U w stanach korficowym i poczatkowym)
jest rowna sumie ciepta Q dostarczonego ukiadowi i pracy L wykonanej nad uktadem, czyli

n Ui—U, = O+L.

Jezeli cialo fizyczne sklada sie z dwéch czesci, powiedzmy 1 i 2, to jego energia wewngtrzna U
jest rowna

(2) U= U;+U3+U1;,

gdzie U,, U, sa energiami wewnetrznymi poszczegolnych czesci, zas U, ; energia oddzialywania
tych czgéci. Poniewaz dla cial makroskopowych U, ® U,z i Uz > U,,, wiec w przyblizeniu
zachodzi zwigzek

(3) U = U 1 + U -

Mowimy, ze wielkos¢ U ma wlasno$¢ addytywnosci.

Pierwsza zasada termodynamiki nie charakteryzuje w pelni proceséw wystepujacych

w przyrodzie. Aby si¢ o tym przekonaé, rozwazmy nastgpujacy przyklad. Wyobrazmy sobie
uklad fizyczny skladajacy si¢ z dwoch podukiadow 1 i 2, o energiach wewnetrznych

i temperaturach odpowiednio U;, T; i U, T;. Niech miedzy tymi podukladami znajduje si¢
$cianka przewodzaca cieplo. Z doswiadczenia wiemy, ze uklad taki znajduje si¢ w stanie
réwnowagi, o ile T; = T . Jezeli tak nie jest, to z ukladu o wyzszej temperaturze przeplywa
cieplo do ukladu o niZszej temperaturze, az do momentu wyréwnania si¢ temperatur. Zgodnie
z pierwsza zasadg kazdy proces, dla ktdrego zachodzi réwnosé (1), jest mozliwy. ROwniez
taki, w ktérym cieplo przeplywa w kierunku przeciwnym niz ten, o ktérym wspomnieliSmy
powyzej. Wynika z tego,’ ze pierwsza zasada wymaga uzupelnienia. Zadanie to speinia druga
zasada termodynamiki.

Istnieje wiele rownowaznych sformulowari drugiej zasady termodynamiki. Wlasciwie to juz
podali$my jedno z nich. Mianowicie, jest to twierdzenie dotyczace kierunku przeplywu ciepla.
Sformulowanie to podane po raz pierwszy przez Clausiusa jest bardzo pogladowe, jednakze
droga prowadzaca od niego do wnioskow o charakterze ogblnym jest dosé¢ zawita. Omoéwimy
teraz inne sformulowanie drugiej zasady termodynamiki, ktére przybiera postaé zasady
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Rozwigzanie zadania M 167.

Niech B’ bedzie obrazem punktu B

w symetrii wzgledem prostej k, X zas
dowolnym jej punktem. Mamy |AX— BYX|=
= |AX-B'X| < AB i rownoéé zachodzi

tu tylko w przypadku, gdy punkty ¥, B’

i A sa wspdlliniowe. Tak wigc szukanym
punktem jest punkt X, przecigcia prostych
AB’ i k.

Jezeli prosta AB" jest rownolegla do k,

{o zadanie nie ma rozwigzania, jezeli za$
punkty A i B sa symetryczne wzgledem k
(tzn. B’ = A), to k jest symetralng odcinka
AB i wobec tego dla kazdego jej punktu X
zachodzi rownosé AX—BX = 0.

A
B L]

8

ckstremalnej. Brzmi ono nast¢pujaco: ,,Istnieje addytywna funkcja stanu-S zwana entropia
okreslona przez zwigzki
( a5 ) = ; ( a8 P
Ulp T V| T

ktora osigga warto$¢ maksymalng w stanie rOwnowagi”.
a8
Symbol ( 3U) oznacza pochodng funkcji S (dwu zmiennych) wzgledem U.

Wyrazenie ,,0sigga warto$¢ maksymalng™ wymaga wyjasnienia.

Rozwazmy izolowany uklad fizyczny skladajacy sie z wielu podukladéw, z ktérych kazdy
znajduje si¢ w stanie rownowagi. W ogolnosci stan calego ukladu nie jest stanem rownowagi,
o czym mogli§my si¢ przekona¢ przy rozpatrywaniu przykladu dotyczacego przeplywu ciepla.
Mimo to dla takiego stanu mozemy okresli¢ kazda z rozpatrywanych wielkosci, jesli ma ona
wlasnoé¢ addytywnosci. Nie jesteSmy w stanie okreéli¢ temperatury, gdyZz moze by¢ ona
réina w roznych podukladach, ale mozemy okresli¢ np. energi¢ wewnetrzna. Dotyczy to
takze entropii zgodnie z jej postulowang addytywnoscia. Mozemy zatem porOwnywac wartosé
entropii w stanie, w ktorym tylko podukiady sa w stanach rownowagi, z jej wartoscig, gdy
caly uklad jest w rownowadze. Wyrazenie ,,0sigga warto$¢ maksymalna™ odnosi si¢ do tego
typu poréwnania. !

Wykazemy teraz, ze sformulowana przez nas zasada jest zgodna z do§wiadczeniem:.
Rozpatrzmy ponownie uklad przedstawiony na rysunku. Przyjmijmy, Ze przegroda jest
nieruchoma. Zatem objgtosci podukiadow 1 i 2 sg ustalone. Poniewaz caly uklad jest izolowany,

to Ui+ U, = U = const.

Mozemy rozpatrywa¢ réine podzialy energii U pomigdzy ukladami, ale tylko jeden odpowiada
stanowi rownowagi. Podzialy te mozna opisa¢ w pelni podajac np. tylko wartos¢ U, .
Zgodnie z wlasnoscig addytywnoéci entropia S calego ukladu dla danej wartosci U, jest rowna

S(Uy) = Si(U)+S(U-Uy),

gdzie S;(x) oznacza entropi¢ i-tego podukiadu o energii wewnetrznej x. Jezeli w stanie rownowagi
osigga ona warto$¢ maksymalna, to (traktujemy S jako funkcje jednej zmiennej U):

dS dS1 d.s; dS.I dS:

o= = = — Y ].
dU, dU, z du, du, dU, e
ds, ds.
@ B 3
du, du,

Przypomnijmy, Ze rownowaga zostanie osiggnieta, gdy T, = T,. Widzimy zatem, ze pochodna
entropii § wzgledem energii wewngtrznej U (przy ustalonej objetosci) ma wlasno$¢ analogiczng
do temperatury. Przyjmijmy
as 1

5 S T

® au T
(dlaczego 1/T, a nie T wyjasni si¢ za chwile). Warunek (4) jest warunkiem na ekstremum
entropii. Sprawdzimy, Ze przy przyjeciu zwiazku (5) jest to maksimum. W tym celu wyliczmy
zmiane entropii AS przy nieznacznym odchyleniu od stanu rownowagi. Mozemy napisac

ds;

AS = AS,+AS; =
. du, au,

1 1 1 1
Al L AU A, —————)AU.
e S (T; 8 i

gdyz AU, = —AU,.

Jezeli AU; > 0, to zgodnie z do$wiadczeniem T; > T; i AS < 0, jezeli za§ AU, < 0,
to T; < T; irowniez AS < 0. Widzimy zatem, Ze rzeczywiscie entropia osigga maksimum

au
jeszcze uwage, ze zamiast T moglibySmy w powyzszych wzorach podstawi¢ dowolng rosnaca
funkcj¢ T. Zmieniliby$my wtedy jedynie funkcyjna zaleznos¢ entropii od temperatury. Sama
entropia nie jest bowiem okreslona jednoznacznie przez wlasnoé¢ addytywnosci oraz

a5
maksymalnosci. Bardziej istotny jest natomiast fakt, ze np. FIia zalezy jedynie od temperatury.

Przeprowadzenie analogicznego rozumowania w przypadku ukiadu skladajacego si¢ z dwoch
podukiadéw przedzielonych ruchomym tlokiem pozostawiamy Czytelnikowi. Okazuje siq wtedy,

as

ze pochodna ¥ ma wiasnoéci analogiczne do ci$nienia i przyjmujemy, Ze jest rowna —T- i

Przytoczone sformulowanie II zasady termodynamiki jest bardzo wygodnym punktem startowym
do wyprowadzenia szeregu wniosk6w natury ogélnej. Warto rowniez wspomnie¢, ze odgrywa
ono wazng rol¢ przy wytlumaczeniu praw termodynamiki w ramach fizyki statystycznej.

7

as
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Srodki ciezkosci, $rednie, mediany

Poréwnaj artykul R. Zielinskiego
o metodzie najmniejszych kwadratdw.

Zadanie moZna oczywiscie rozwigzaé -
1 ik przy x?

wynosi m, wspolczynnik przy x wynosi
lzl:xg. a wiec minimum osiggane jest

T
Y Y

w punkcie xp =(2 dl‘-"xr)fbl - ":-E x1.
T

‘W przestrzeni l-wymiarowej przyjmujemy
xp= (x%, .y X1). W zadaniu 1| otrzymujemy
warunek formalnie identyczny z (#),

bedacy ukladem [/ réwnan okreslajacych
niezalezne | wspdlrzednych punktu xg,

a w zadaniu 2 otrzymujemy sume [/
trédjmiandéw kwadratowych postaci

E (x}—xH2. ktére minimalizujemy
niezaleznie.

Pojecie srodka masy (tradycyjnie zwanego érodkiem cigzkoéci) jest tak intuicyjne i jednoznaczne,

e dos¢ trudno wyobrazi¢ sobie celowo$¢ wprowadzenia tu jakichkolwiek komplikacji.
Postaramy si¢ wlasnie to zrobié.
Rozwazmy na poczatek

Dwa zadania

1. Na osi liczbowej dane s3 punkty x;, ..., x,. W kazdym z nich umieszczono mase
jednostkowa m = 1. Znale#¢ $rodek cigzkosci x,.

2. Na osi liczbowej dany jest (skoficzony) zbiér punktow X = {x, ..., x,}. Wyznaczyé

na osi punkt xg tak, by suma kwadratéow odlegloéci x, od punktéw zbioru X byla mozliwie
najmniejsza.

Zadania te s3 rownowazne: xo = xo. Rzeczywiscie, rozwiazanie zadania 1 polega na
wyznaczeniu punktu x, takiego, by suma momentow wzgledem x, mas umieszczonych

w punktach x; byla rowna zeru, tj. by zachodzila rownosé¢

Z m(x;—xo) = 0, czyli
i=1
¥ n
® Y (xi—x0) = 0.
i=1
Zadanie drugie sprowadza si¢ do znalezienia minimum tréjmianu kwadratowego

s(x) = En: (xi—x)* (x; — liczby, x — zmienna!).
i=1
Tréjmian ten ma jedno minimum — jest t§ punkt, w ktorym jego pochodna wzgledem x
2(xy=12 i (x;—x)
i=1 .
przyjmuje wartos¢ zero, a wigc punkt xg spetniajacy warunek

" > (u—xg) = 0.
i=1

Warunki (*) i (**) sg identyczne, co dowodzi rownowaznoéci zadan 1 i 2. Przy tym

n
E Xiy
i=]

a wigc rozwigzaniem kazdego z tych zadan jest érednia arytmetyczna liczb x,, ..., x,.
Okazalo si¢ wigc, ze w rozwazanym przypadku pojecie érodka cigzkosci pokrywa sig

z pojeciem sredniej (arytmetycznej), przy czym kazde z tych poje¢ mozna zdefiniowaé jako
minimum pewnej funkcji. k -

oczywiscie

Xo = Xg =

ERE

W przestrzeni kartezjaniskiej wielowymiarowej

sytuacja jest analogiczna. Mozna tu sformutowaé odpowiedniki zadan 1 i 2. Nietrudno
udowodni¢, ze zadania te s3 rownowazne (warto to zrobi¢). Wspélne rozwigzanie tych
zadaf mozna — przez analogi¢ z przypadkiem 1-wymiarowym — nazwa¢ $rednig punktow
Xy, ..., X Srednia jest wigc z definicji tym samym, co $rodek cigzkosci i jest rozwigzaniem
nastepujacego problemu:

Dany jest zbiér X = {xi, ..., xa}. Wyznaczy¢ punkt x, taki, by suma kwadratéw odleglosci
Xo od punktéw zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

W statystyce wystepuje inne jeszcze wazne pojecie, bedgce — intuicyjnie — swego rodzaju
w»irodkiem ciezkosci”. Jest to

Mediana.

Nie bedziemy tu podawac ogolnej definicji tego pojecia. W sytuacji z zadan 1 i 2 mediana
bedzie kazdy taki sposréd punktéw x,, ze ilo§é punktéw lezacych na prawo od niego
mozliwie mato rozni sig od ilosei punktow lezacych na lewo od niego. Wyznaczenie median
Jest w tym przypadku proste: jesli n jest nieparzyste, to mediana jest jeden (,,$rodkowy”’)
punkt x,, jesli za$ n jest parzyste, to medianami sg dwa ,,srodkowe” punkty.

ZastanOwmy si¢ teraz nad mozliwoscia uogélnienia pojecia mediany na przypadek
wielowymiarowy. Bezposrednie przeniesienie definicji nie jest tu oczywiscie mozliwe, bowiem
juz na plaszczyznie pojecia ,,prawo” i ,,lewo” traca sens. Mozna jednak sprobowaé drogi

analogicznej, jak w przypadku uogolnienia pojecia $redniej: sformutowaé problem znalezienia

mediany jako problem wyznaczenia minimum pewnej funkcji w taki sposéb, by to drugie
sformutowanie przenosifo si¢ juz na przypadek wielowymiarowy.

Dr Tadeusz B. IWINSKI



Okazuje sig, Ze jest to mozliwe. Rozwazmy bowiem na osi liczbowej cigg réznych punktéow
X1, X2, ..., Xy Oraz dowolny punkt x i utwbérzmy wyrazenie
n
d(x) = Z |y —x]|.

i=1
Jak latwo zauwazy¢, funkcja d(x) jest ciagla oraz jest malejaca, gdy x jest mniejszy od
wigkszosci x, (bo wtedy wspolczynnik przy x jest ujemny), i rosngca, gdy x jest wiekszy od
wigkszosci x;. A to wlasnie oznacza, ze minimum funkcji d(x) osiagane jest w tych punktach
x;, ktore s3 medianami. Jedli jeszcze weZmiemy pod uwage fakt, ze |x;—x| jest odlegloscia
punktéw x oraz x,, to stwierdzimy, Ze mediana jest rozwigzaniem nastepujacego problemu:

Dany jest zbior X = {xy, ..., x,}. Wyznaczy¢ punkt x; taki, by suma odleglosci punktu x,
od punktow zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

A to sformulowanie przenosi si¢ juz na dowolna przestrzen wielowymiarowa, moze wiec
stuzy¢ jako definicja mediany w takiej przestrzeni.

Ale na tym mozliwosci uogolnieri wcale sie nie koriczg. Zauwazmy. Ze ZarOWno

w wielowymiarowym problemie sredniej, jak i wielowymiarowym problemie mediany,
operuje si¢ pojeciami zbioru,-punktu i odleglosci. Latwo wiec widaé, ze oba problemy
mozna sformulowa¢ w dowolnej

B 3¢ Moccyiskic) w Deice: Przestrzeni metrycznej X

1/1975, 5/1975 i 8/1975. i— o ile problemy te maja rozwiazania — otrzymywa¢ bardzo juz odbiegajace od intuicji
»Srodki cigzkodci”: $rednie i mediany.
Mozna jednak posuna¢ si¢ jeszcze dalej. Zauwazmy mianowicie, ze zarowno wystepujaca
w problemie $redniej suma kwadratéw odleglosci, jak i wystepujaca w problemie mediany
suma odlegtosci s3 pewnego rodzaju miarami rozproszenia zbioru X wokoél punktu x.
Sa to funkcje bardzo specjalnej postaci. Mozna by pokusié si¢ o okreélenie innych jeszcze miar
rozproszenia i poszukiwanie ich miniméw. Minima takie bylyby tez swojego rodzaju
nérodkami cigzkoéci”. Jak wiec wida¢, mozna droga kolejnych uogblnief sformutowaé
nastgpujacy
Problem érodka ciezkoéci:

o ’x(x) zakladamy, e wyraia si¢ przez W przestrzeni metrycznej (4, ¢) dany jest skoficzony zbiér X oraz miara rozproszenia
ieich pankiu x od ¢ bw zbioru X . (x), x € A. Wyznaczy¢ minimum funkcji ry.

Rozwigzanie takiego problemu — o ile istnieje — nazwiemy srodkiem cigzkosci zbioru X
w przestrzeni (A, o) wzgledem miary rozproszenia ry.
Tak rozumiane pojecie Srodka cigzkosci jest nie tylko bezposrednim uogolnieniem pojec,
od ktorych startowaliSmy. Powstaje ono réwniez w naturalny sposdb w zastosowaniach
matematyki w naukach spolecznych. Ale o tym kiedy indziej.
Problem: czy mozna poda¢ na prostej taka metryke i taka miare rozproszenia, by
rozwigzaniem problemu $rodka cigzkoséci byla (a) $rednia geometryczna, (b) $rednia
harmoniczna? (Autor nie zna rozwiazania.)
Zadanie 1. Wyznaczy¢ érednie i mediany zbioru X ztozonego z punktéw (0, 0), (1, 0), (0, 1)
i (2, 3) na plaszczyZnie z metrykami: kartezjariska, miejska, kolejowa (por. Delta 1/1975).
Zadanie 2. Zbadac problem $rodka cigzkosci na prostej ze zwykla metryka i miara
rozproszenia postaci

(@) = lelx, x)l%, a>0.

i=1

Kacik filatelistyczny (5)

Johannes Kepler (1571—1630), niemiecki
astronom i matematyk, sformutowat prawa
ruchu planet znane do dzi$ jako trzy prawa
Keplera. Prawa te mialy zasadnicze

znaczenie dla zrozumienia ruchu cial
przyciagajacych si¢ sitami grawitacyjnymi

1 zostaly uzasadnione przez Newtona.
Skonstruowat takze lunete astronomiczna,
odmienna od lunety Galileusza.
Reprodukujemy znaczek wydany przez
Republik¢ Dahomeju w roku 1971, na

ktorym obok portretu uczonego przedstawione
sa symboliczne orbity planet. Znaczki
poswigcone Keplerowi wydano takze

w Austrii (w roku 1953), Meksyku (1971),
NRD (1971), RFN (1971), i Rumunii (1971). -

Jerzy BARTKE
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Nierownosci elementarne i ekstrema Dr Arkadiusz PEOSKI

lekc.jo?

Rozwigzanie zadania M 166.

Zauwaimy, ze 2- 10+ 510 = 70, a wiec
jezeli liczby naturalne x i y spelniaja
réwnanie 2x+ 5y = 70, to 2(x—10) =

= 5(10—y). Poniewat liczba 5(10—y) jest
podzielna przez 2 oraz 2 i 5 s3 wzglednie
pierwsze, wigc 2|10—y czyli 10—y = 21,
gdzie ¢ jest pewna liczbg calkowita, Jest
wigc 2(x—10) = 5-2-1, x—10 == 5¢, skad
x = 10+ 51, a poprzednio otrzymalismy
réwnosé y = 10— 2t. Zadanie sprowadza
sig wiec do wyznaczenia najwigkszej
wartosci sumy (10+ 5¢)-+(10= 2r) =

= 20+ 31, gdzic t jest liczba calkowity
spelniajaca nierdwnosci 10+ 51 > 0

i 10—-2r > 0 czyli —2 < t < 5. Funkcja
t — 20+ 3¢ jest rosngca, a wiec dla
calkowitych wartosci 1 z przedzialu (-2, 5)
preyjmuje najwickszq wartos¢ dla ¢ = 4.
Wartoscia Lg jest 32,

Niektoére zadania prowadzace do wyznaczania ekstrem6w (tzn. maksiméw i miniméw) funkcji
wielu zmiennych mozna rozwigza¢ stosujgc pewne nieréwnosci, a wigc srodkami bardziej
elementarnymi niz te, ktore sa zwykle wykladane w podr¢cznikach analizy matematyczne;j.

Nie majac tu pretensji do opisania wszystkich elementarnych metod wyznaczania ekstremow
opartych na nieréwnosciach, ograniczymy sie¢ do podania przykladéw zastosowar nieréwnosci
majacych swe zrodlo w wypuklosci pewnych funkcji.

Funkcje rzeczywista f zdefiniowana na pewnym podzbiorze ciala liczb rzeczywistych nazywamy
wypukla w dol na przedziale I (zawartym w dziedzinie tej funkcji), gdy spelnia ona
nastepujace warunki:

(W,) funkcja f jest ograniczona na kazdym przedziale domkni¢tym i ograniczonym zawartym w I,
(W) dla dowolnych réznych liczb x,, x; € I zachodzi nieréwnos$é

1 1
f(-i- (x1 +xz)) < 2 (f(x)+1(x3)).

Definicj¢ funkcji wypuklej w gore otrzymujemy zatrzymujac warunek (W,) i zastepujac

w warunku (W;) znak < znakiem >. Zatem funkcja g jest wypukla w gore, gdy funkcja —g
jest wypukla w doél. Czytelnik moze latwo zinterpretowaé geometrycznie wypuklo§é funkcji.
W podanych nizej przykladach sprawdzenie warunku (W,) nie przedstawia trudnosci, dlatego
zajmujemy si¢ sprawdzeniem tylko drugiego warunku.

Przykiady.

a) Funkcja sinus jest wypukla w gore na przedziale 0, ). Istotnie jesli wezmiemy pod

1
uwage x,, x; €0, ) takie, Ze x, # x;,t0 0 < cos (7 (x: —x,)) < 1, a wiec

1 1 1 1
E(sinx; +sinx;) = sin(i (xy +x,))cos(? (xy —x,]) < sin(-—z—(xl +x;)).

b) Funkcje x — x™, gdzie m > 1 jest liczba catkowita, sa wypukle w d6t dla x = 0.
Sprawdzenie, ze funkcja x — x? jest wypukla w d6l pozostawiamy Czytelnikowi. Zaléimy,
ze funkcja x — x™ jest wypukla w dot na rozwazanym przedziale. Wykazemy wypukloéé
funkcji x — x™*!, Niech x,, x; bgda réZznymi liczbami nieujemnymi. Poniewaz

(X7 —x3)(x1—x3) > 0 zatem x; X7+ x2xT < xT+1 +x7*1,

Korzystajac z tej nierdwnoéci i z wypuklosei funkeji x — x™ otrzymujemy
1 m41 l l
(?(11*’!‘11)) < I‘(ﬂ*'x':')((x:'l'xz)‘ E'(«‘T“+x':'”)-

¢) Funkcje wykladnicze x - a* (0 < a # 1) s3 wypukle w dél w zbiorze wszystkich liczb
rzeczywistych: gdy x; # x; to @? —a?)? >0 awieca ( A 7{0‘1 +a*).
Zadanie. Pokazaé, ze funkcje x — ]/x’+h’, dla h # 0 sa wypukle w dot w zbiorze liczb
rzeczywistych.

W rachunku roézniczkowym funkcji zmiennej rzeczywistej podaje si¢ warunki dostateczne na
wypuklosé funkcji; powyzsze przyklady pokazuja, ze w prostych przypadkach mozna
wypukloéé funkcji sprawdzi¢ bezposrednio. Podstawowa nierownoscia, z ktorej bedziemy
korzystali, jest podana nizej nier6wno$é¢ Jensena.

Twierdzenie Jensena. Niech f bedzie funkcjq wypuklq w dol na przedziale I i niech p,, ..., pa
bedzie ciggiem liczb rzeczywistych spelniajqcym warunki:

>0 (l<i<n) oraz p+ ..+pa=1.
Wiedy fpix1+ ... +Paxa) € pif(x)+ ... +paf(xa)

dla dowolnych liczb x,, ..., x, € I. Rownosé ma miejsce tylko wtedy, gdy x, = ... = X,.
Dowod powyZszego twierdzenia wymaga blizszego zbadania pojecia wypuklosdci i wykorzystuje
pojecie cigglosci. Tutaj udowodnimy nier6wnos¢ Jensena tylko dla przypadku, gdy liczby

Pis ..., Pn 5@ Wymierne. Dowod przeprowadzimy w trzech krokach.

1. Zaléimy, ze p; = ... = pa, = 1/2™, gdzie m = 1 jest liczba calkowitq W tym przypadku

1
nieréwnoéé Jensena ma postaé: f(—i;-(x, + . +xz-)) < —= (fx)+ ... +(f(xam).
Powyiszg nierdwnoé¢ udowodnimy indukcyjnie wzgledem m. Gdy m = 1 nierdwnos¢
redukuje si¢ do warunku (W;). Zalézmy wiec, ze nierowno$¢ jest prawdziwa dla m = 1

i niech x4, ..., X,m41 €L

Mamy f(z_,,(x;+ +x2-+1)) f( (x'+"2'.

X+ ... +xam Xomirt oo +Xomi1 1
s-i—-(f( 1 = 2 )+f( 2m+1 2' 2m+ )) Sﬁ(f(xl)-'. ane +f(xz.+],)).

+ Xxam + x2n+1+ ; +I2m+1 )) <




Roz;'iq.zanic zadania M 168.

Zadanic to moina rozwigzad stosujac
rachunek rozniczkowy. Pokazemy tu jednak,
jak mozna unikngé stosowania go,
wykorzystujac twierdzenie o sredniej
geometrycznej i arytmetycznej:

Dla dowolnych liczb dodatnich ay, a2, ..., an
zachodzi (por. art. A. Ploskicgo) nierdwnosé
ay +az+

+an

(aya;...ap)'I" < + PrZy

czym nierdwnost ta staje sig réwnoscig
tylko w przypadku, gdy wszysikie liczby ar
33 rowne.

Zastosowanie tego twierdzenia do liczb

%, x, 1—x, 1—x nie da zgdanego efektu:

(2

aby zaé zachodzila réwnosé x3(1—x)? =

x(1-x)=< l-‘s (3-x)

3
= (%) musialoby byé x = 1—x, czyli
1 ¥ "
x = 5 wtedy za$ badana funkcja

5
= e |
przyjmuje wartosc (i) .
Zastosujemy wige pewien trik: zachodzi

rdwnosé

1-x 1-x 1-x
R e e e e R R
x3(1-x) ax:ax 2is | gn gt

Dobierzemy teraz odpowiednia wartos a.
Zastosujemy twierdzenie o Sredniej
geometrycznej i arytmetycznej

3 5
1=x1" [ 2ax+3-3x
At ('u'z.-'.u') 5 ( a2 iy ') »

dla takiej wartosci a, dla ktdrej po prawej
' stronie nierdwnosci wspolczynnik przy x
25
staje si¢ zerem, czyli dla ap = [2) ;

Dla tej wartosci a ostatnia nieréwnosc
staje sie rdwnoscia tylko dla 1akiej
1-x
et
a2l

1(; +l}x= 1,

x = % Dla innych wartosci x & (0, 1)

1—x43 x e o
mamy ‘“0"1’( m‘) 2 ( z;s)
ag’ Su

Tak wiec funkcja f przyjmuje w przedziale

wartosci x, dla ktorej agx = -

czyli (a§f3+ x =

2
{0, 1) maksymalna wartos¢ dla x = i
2439

TR

i}
(ot ]

A
e

anarchia ?

Postuzyliémy si¢ tu warunkiem (W) a nastgpnie zalozeniem indukcyjnym. Nieréwnosci <

mozna zastapi¢ przez rownosci tylko wtedy, gdy x;+ ... +X2m = Xyme1+ oo FXymaa,

Xy = .= XamOAZ X,m+1 = ... = Xymi+1,3 wigc wtedy, gdy x; = ... = X m+1-

Ta uwaga konczy dowod twierdzenia Jensena w rozwazanym przypadku. '
A s X1 + ... +x|| 1

11. Pokazemy, zef(—n—-——-) < z (f(x)+ ... +f(x,.)) dla dowolnego ukiadu

nieréwnych liczb x,, ..., x, € I. W tym celu obierzmy liczbe catkowita m taka, ze 2™ > n
i zastosujmy udowodniong w I nieréwnos¢ do ukladu 2™ liczb:

1 1
X1y eeep Xny —; (x1+ - +x..). i¥ay ‘;(xl'l‘ P -i-x.),

w ktérym ostatnia liczba wystgpuje 2™ —n razy. Mamy:
1 2" —n 1
f(mz;(xl o +x.>) < 2—,,(f(x1)+ O+ @ )f(———
Stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy Zzadang nieréwnos¢.

. SE x..))

I1I. Niech teraz p,, ..., p. bedzie ciagiem liczb wymiernych dodatnich takim, Zze p, + ... +pa =1
i niech x,, ..., x, € I bedzie ciggiem liczb rzeczywistych nierébwnych. Mozemy napisac:

k;
i =— (1 < i< n)gdzie 0 < k; < [; sa liczbami naturalnymi. Oznaczmy [ = [, - ... * x

i zastosu_]my nierdwno$¢ udowodniona w czesci II dowodu do ciagu x;, ..., X1, cooy Xny covs Xns

hiogligy-

... Iyrazy.

L/ n n n n

f( Z p;x.) =)"(L zﬁx() < i ﬂ.J"(J\:) = prf(xa).
Fiae Y ] Fig i i=

co koriczy dowod nieréwnosci Jensena dla przypadku, gdy p;. ..., ps sa liczbami wymiernymi.
W dowodzie powyzszym korzystaliémy tylko z warunku (W;) dcf inicji funkcji wypuklej w déI
warunek (W) jest niezbedny do dowodu twierdzenia w calej ogo6lnosci.
Rozwaimy teraz kilka zadan o maksimach i minimach.
Przyklady.
a) W zbiorze wszystkich n-kqtow wpisanych w dane kolo o promieniu r > 0 wyznaczyé wielokqt
o polu maksymalnym.
Rozwaimy dowolny n-kat wpisany w kolo o promieniu r i niech x,, ..., x, beda miarami
katow srodkowych opartych na kolejnych bokach wielokata. Zatem x; € {0, =) oraz

kil
w ktorym liczba x; wystcpu_]eT = kil "
i

Mamy

1
X1+ ... +x, = 27. Pole rozwazanego wielokata dane jest wzorem —zur’(sinxl + ... +sinx,).

Stosujac nierownos$é¢ Jensena do funkcji sinus wypuklej w gore na przedziale <0, =) i liczb

e 1 Syl e
P1 = ... = pn = — otrzymujemy: — (sinx; + ... +sinx,) < sin — (x; + ... +x,) = sin—,
n n n n

1 27
zatem pole n-kata wpisanego w kolo o promieniu r jest nie wigksze od 7 r*n sin—, przy czym
n

maksimum jest osiagniete gdy x;, = ... = X5, a wigc rozwiazaniem zadania jest n-kat foremny.

b) Na plaszczyznie dany jest tréjkqt o bokach a, b, c. Niech h > 0 bedzie liczbq rzeczywistq

i rozwazmy zbidr wszystkich ostroslupéw o wysokosci h, ktdrych podstawq jest dany tréjkqt.

Nalezy wyznaczyé ostroslup nalezqcy do rozwazanego zbioru o minimalnym polu powierzchni bocznej.
Ostrostup z rozwazanego zbioru jest jednoznacznie wyznaczony przez podanie rzutu M jego
wierzcholka na plaszczyzne tréjkata. Polozenie punktu M jest okreslone przez podanie odleglosci
x, y, z punktu M od odpowiednich bokéw trojkata, przy czym kazda z tych odleglosci bierzemy
ze znakiem plus, gdy punkt M lezy z tej samej strony odpowiedniego boku, co caly tréjkat,

ze znakiem minus — w przeciwnym wypadku. Mamy: ax+ by+cz = 2P, gdzie P oznacza

pole trojkata. Natomiast pole powierzchni bocznej ostrostupa dane jest wzorem:

1
E-(a V2R +b Yy + 1 +cy 2+ 1)

Funkecja Y/ x*+ k? jest wypukla w dol, zatem na mocy nieréwnosci Jensena
Vox+aqy+rf+ i < pY X*+k +qVy +R+ry 22+

a
dla liczb dodatnich p, g, r spelniajacych warunek p+g+r = 1. Podstawiajac p = b
a c
b £
g = ——— orazr = — i korzystajac z nierébwnosci ax+by+cz < 2P otrzymujemy:
a+b+c a+b+e

ke 10
(a+b+c) l/ﬁ;;b%c—)’ +R<aV X2 +R +bY Y+ +cY 2+,

przy czym réwnosé¢ zachodzi tylko w przypadku gdy x = y = z, a wigc minimalne pole
powierzchni bocznej ma ostrostup, ktérego rzut wierzcholtka M jest srodkiem kola wpisanego
w dany trojkat.

Zadanie. Wyznaczyé minimum sumy m-tych poteg: xT+ ...
zakladajqc, ze ich suma a jest stala i dedatnia.

+ x5 liczb nieyjemnych x,
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Niech teraz p,, ..., p» bedzie ciggiem liczb spelniajacych zaloZenia twierdzenia Jensena.
Wykazemy nast¢pujacq nierownosé:

Nieréwnos¢ dla $redniej geometrycznej. Dia dowolnych x; > 0, ..., x5 > 0: x5t ... xIa<

< p1X1+ ... +PaXa przy czym rownosé ma miejsce tylko wtedy, gdy x, = ... = x,.

Dla dowodu wystarczy obraé liczby 1, (1 < i < n) tak, ze x; = 101 i zastosowa¢ nieréwnosé
Jensena do funkcji wykladniczej + — 10" wypuklej w dot w calym zbiorze liczb rzeczywistych.

53t 1 s : L e |
Zauwaimy, zedlap, = ... = p, = ;otrzymujemy nierdwnos$é Y/ x;- ...+ xa< ;(x,+ ... +Xa), ktora

orzeka, Ze $rednia geometryczna skoficzonego ukladu liczb nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Mozemy teraz tatwo udowodnié¢ nast¢pujace:

Twierdzenie (maksimum iloczynu przy stalej sumie) Jesli suma n liczb dodatnich

X1, ..., Xu jest stala, to iloczyn x%51 ..., xin gdzie qy, ..., qn 5q dowolnymi liczbami dodatnimi

o X,
ma najwigkszq wartosé wtedy i tylko wtedy, gdy i ek
q1 qn

Dowdd: Polozmy ¢ = x;+ ... +Xa ¢ = q1+ ... +4a; stosujac nier6wnoséé dla $redniej

: : x; \9: Xp \an c x; \a1 Xp \4n c\¢e
geometrycznej otrzymujemy : (-—)q (———); < —, stad (——) (— ) < (u—-) s
y

Gn q q1 qn q
iloczyn x{: ... xi» jest najwickszy, gdy najwickszy jest iloczyn po lewej stronie ostatniej
X i
- nierownosci, a wiec gdy T e,
qQ1 Gn

Dowdd twierdzenia podanego nizej przebiega podobnie.

Twierdzenie (minimum sumy przy stalym iloczynie). Jezeli iloczyn xi: ... xin jest staly, to
suma x,+ ... + X, ma najmniejszq wartosé, gdy Cis = ., = . 3

Przykiady. o q.

a) Sposréd wszystkich trdjkqtéw o danym obwodzie wyznaczyé tréjkqt o najwiekszym polu
Niech 2p bedzie obwodem trojkata o bokach x, y, z; kwadrat jego pola jest dany wzorem Herona:
p(p—x)(p—y)(p—z). Poniewaz (p—x)+ (p—y)+(p—2) = pip—x > 0,p—y > 0,p—z> 0,
zatem iloczyn (p—x)(p—y)(p—z) jest najwickszy, gdy p—x = p—y = p—z, a wigc %
rozwigzaniem zadania jest trojkat rOwnoboczny.

b) Sposréd wszystkich prostopadlosciandw o danej objetosci wyznaczyé prostopadioscian

0 najmniejszym polu powierzchni. Niech v bedzie objgtoscia prostopadioscianu o krawedziach

x, », z. Pole powierzchni prostopadioscianu jest zatem rowne 2(xy + xz+ yz). Poniewaz
(xy)(xz)(yz) = v* oraz xy > 0, xz > 0, yz > 0 zatem suma yx+ yz+ xz jest najmniejsza,

gdy xy = xz = yz, a wigc gdy x = y = z. Rozwiazaniem zadania jest szescian.

Proponujemy Czytelnikowi rozwiazanie podanych nizej zadan.

Zadania.

1) Znalei¢ najwigksza wartos¢ funkcji sinx +sin y —sin(x+ y) w trojkacie ograniczonym

osiami x, y i prostg x+y = 27.

2) Sposrod wszystkich prostopadio$cianéw o danym polu powierzchni wyznaczyé
prostopadioscian o najwigkszej objetosci.

2) Niech p, g beda liczbami dodatnimi. ZnaleZ¢ maksimum funkcji (cosx)?(sinx)®

w przedziale <0, 2nx).

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 166. Wyznaczy¢ najwigksza wartos¢ sumy liczb naturalnych x i y spelniajacych

rownanie 2x+ 5y = 70.

Rozwiazanie na str. 10

M 167. Na plaszczyznie dana jest prosta k oraz punkty A4 i B lezace po roéznych jej stronach.
Wyznaczy¢ na prostej k pwnkt X, dla ktérego |[AX— BX| przyjmuje warto$é najwicksza.
Rozwigzanie na str 7.

M 168. Funkcja f jest okreslona na przedziale (0, 1) wzorem f(x) = x*(1 —x)>. Obliczy¢
najwieksza wartosé tej funkcji.

Rozwigzanie na str. 11

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 55. Napiecie powierzchniowe na plaskiej granicy krysztatu i roztworu zalezy od orientacji
tej granicy wzgledem kierunkow krystalograficznych.

Napigcia powierzchniowe krysztalu pokazanego na rysunku, znajdujacego si¢ w roztworze
nasyconym tej samej substancji, z ktorej zbudowany jest krysztal, na wzajemnie
prostopadlych scianach wynosza odpowiednio &;, o, i o;. Krysztal znajduje sie w stanie
rownowagi termodynamicznej z roztworem. Nalezy wyznaczy¢ stosunek krawedzi a/c.
Whplyw sily cigzkosci na krysztal i roztwor zaniedbujemy.

Rozwigzanie na str. 4

12
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Lepiej by¢ matym czy duzym?

Poréwnajmy sylwetke stonia z sylwetka myszy.
Dlaczego male zwierzeta sa zgrabniejsze od duzych?
Okazuje sig, ze wszystko ttumacza proste rachunki.
Oto dwie kulki z plasteliny — jedna o érednicy 1 cm,
druga o $rednicy 2 cm. Przyjmujac, Ze gestosé
plasteliny jest réwna w przybliZzeniu 1 g/cm3, obliczmy,
ile wazg te kulki i jaka jest ich powierzchnia.

Oto odpowiednie wzory.

Wieloryby 30, najwiekszum,
z_uin:gm?n i jauijf. \lf’ed:Miek
2'1“1 o Ziemi

Diplodok najwigksze
zwierzg lodowelim o : s 4 3
dTvgosci. Waiyl ponad Objetos¢ kuli o promieniu R = 3 7R3,

Hoton

Stawonoq: $a,vaczey mafe
za to najliczniejsze

Pole powierzchni kuli o promieniu R = 4nR2.

Dla pierwszej z kulek R = L cm, stad jej objetos¢

2

1 1
jest réwna %n-§ cm?® = i cm?®. A wigc kulka ta ma

mase % g ~ 0,5 g. Pole jej powierzchni jest réwne

7\ ..
ZehioTek Karliczek 4:rri cm? = z cm? & 3 cm?. Dla drugiej z kulek

jeden z naymniegszych 4 2
ssakow = 1 cm, stad jej objeto$¢ jest réwna 3% cm?. A wiec
4 i
: —  kulka ta ma masg 3 g ~ 4 g (8 razy wigcej niz
Jaka kulka Masa | | P";l ‘ g: gm‘:"é‘“' i _pm'g:j | poprzednia). Pole jej powierzchni jest réwne 4x cm? ~
s, ha 1 ¢m” powierzcnl |~ 12 cm? (tylko czterokrotnie wigcej niz poprzednio).
kulka Wyniki obliczer zestawmy w tabelce, ktérej ostatnia
B ednicy 1 cm Bl e 0,17 gem? rubryka informowac bedzie, ile graméw masy
Kulka > : przypada na 1 cm? powierzchni danej kulki.
B einicy 2 cm it o 033 glom? Whiosek: im mniejsza kulka, tym mniej gramo6w jej
2 masy przypada na centymetr kwadratowy powierzchni.
I?:.‘:;;:‘:r' Nnjm‘nitjutj plak Swiata Di“*"\l\'ﬂﬁf-‘ﬂnjwiik
| il "1 - Koliber- waiy zaledwie ptak dnpsczm.i,ﬂzm’:
drapieznik A6 oXoTo Lm,
l.,dwl& ' qfﬂ.ma
Waiyl 8 ton
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Znana malpa.
Wazyl skolo 300kq.

‘nlzvos* 290 docho-

dziT prawdopodob-
nie do 2,¥m.
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Rys. 1. Czy alpinista jest na szczycie? Rys. 2. A teraz?

14

Sprébujmy teraz wyjasnié, co by sie stalo, gdyby mala
mysz powickszyé proporcjonalnie do wielkosci stonia?
Otéz na 1 cm? powierzchni przekroju poprzecznego jej
kosci przypadaloby po tym zabiegu prawie stokrotnie
wiecej masy ciata!

A przeciez wytrzymalo$¢ kosci na zlamanie jest
proporcjonalna do jej przekroju poprzecznego!

Mata mysz, dzigki swym malym wymiarom, moze byé
zbudowana lzej i zgrabniej. Male wymiary majg jednak
i swoje minusy. Gdy zalezy nam, by na mrozie stracié¢
jak najmniej ciepla, lepiej gdy na jednostke masy
przypada jak najmniej powierzchni. Tlumaczy to,
dlaczego zwierzgta zyjace w chiodniejszym klimacie sa
wigksze niz osobniki tego samego gatunku z okolic
cieplejszych.

A swojg droga, jakie to dziwne, Ze §wiat wokdl nas

nie jest wcale jednorodny — to, co male, rzadzi si¢
innymi prawami niz to, co duze. A matematyka
przekonuje nas, Ze gigantyczna malpa King Kong,
wielkoéci sporego domu, to zupelnie nierealna fantazja.

Rt e e N

Wycieczki po maksimach, minimach
i punktach przegigcia

,,Burza szalala bez przerwy. Dwaj alpinisci byli ju
u kresu sil, ale krok po kroku pieli si¢ w gére. §'meg
zasypywal im oczy, a wiatr checial zepchna¢ ich w doline.
Szli juz trzy godziny od obozu VII. Nagle droga pod
gore skonczyla sig. Mimo zadymki widzieli, Ze przed nimi
tylko droga w dél. Byli na szczycie!”. Alpiniéci
rozumowali tak: skoro wszystkie drogi prowadza juz

w ddl, jesteSmy na szczycie. Czy to jest poprawne
rozumowanie? Zalezy to, niestety, od tego, co nazwiemy
szczytem (rys. 1). Na pytanie postawione na rysunku 1
wigkszos¢ ludzi odpowie ,,nie”, przeciwnie niZ na
rysunku 2.

W matematyce odrézniamy pojecie ,,maksimum”

funkcji od jej ,,warto$ci najwigkszej”’. Funkcja ma
maksimum w punkcie x, jezeli blisko tego punktu nie ma
wartosci wigkszych, a ,,najwieksza warto$é” — jezeli

w ogéle nie przyjmuje wiekszych wartosci. Kazdy
wierzchotek gorski tworzy maksimum (funkcji
»WYysoko$¢”). Z wierzchotka nie ma drogi pod gére.



Wsrdd szezytow tatrzanskich tylko jeden jest

najwigkszy, ale s3 funkcje, ktére przyjmuja swa

najwigksza warto$¢ w wielu punktach (rys. 3). Jezeli

zawezimy obszar, na ktérym rozpatrujemy funkcje,

mozemy dostaé inng warto$¢ najwigksza. To zrozumiale,

ze funkcja ,,wysoko$¢” kulminuje gdzie indziej w Tatrach

Polskich, calych Tatrach, a jeszcze gdzie indziej na

obszarze calej Ziemi. Przy ograniczaniu obszaru moze _ K
si¢ nawet zdarzy¢, Ze najwi¢ksza warto§¢ funkcji w jednym ; A
obszarze nie bgdzie nawet maksimum w wigkszym. {;/FAAMA’ MM\\ A\iﬂ )
Widzimy to na rysunku 4. Najwyzsze wzniesienie A A Py A A A P\ m‘ﬂ“ . AQ\:’ /’,
Rurytanii nie jest w ogéle szczytem dla Gwirejczykow.
Ale przy dowolnych zmianach granic kazdy szczyt
zostanie szczytem. Rys. 3. Te dwie gbry maja te same wysokoéci.

A A M AAN
f%\% jAAM

Domyslamy sig, ze funkcja osiaga minimum tam, gdzie
; wokot nie ma wartosci mniejszych. Skoro ,,szczyt
;153_3{ gorski” to maksimum, to z pewnoscia ,,przelecz” to

minimum? Pozornie utwierdza nas w tym przekonaniu

rysunek 5. Ale przeciez z przelgczy gorskiej nie

< wszystkie drogi musza prowadzi¢ pod gorg. Spojrzmy /
7 . ha rysunek warstwicowy przeleczy. MozZna z niej i§¢

prelecz / \
L X

E7 do gdry, na dét a nawet poziomo. Taka przelgcz -l

tworzy punkt siodtowy. Sg i przelecze z wlasnoscia
,,minimum” (na przyklad przelecz migdzy dwoma
wierzchotkami Lubania nad Kro$cienkiem). MozZna by
je nazwaé ,,dotkami”.

W tagodnych goérach w okolicach wierzchotka stok jest
prawie poziomy, ale nie zawsze splaszczanie si¢ terenu
\ zwiastuje blisko$¢ wierzcholka. Moze to byé tylko
punkt przegiecia funkcji (rys. 6).

__\
N
l‘:“L‘ 2
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\
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Rys. 5. Przelecz-siodlo. Rys. 6. Do szczytu jeszcze daleko.

Maksima i minima nosza wspdlna nazwe ekstremow funkcji. To bardzo wazne pojecie. Kazdego z nas interesuje

~ osiagnigcie maksymalnych efektéw przy minimalnym (a nawet najmniejszym) nakladzie pracy i nie ma w tym nic zlego.

Minimdw funkcji szuka i Natura. Ciala poruszaja si¢ po najkrétszych torach, choé w warunkach zaklécen niekoniecznie
83 to linie proste, baniki mydlane staraja si¢ zawrze¢ maksymalna objeto$¢ w minimalnej powierzchni, promienie

- Swietlne wybieraja najkrétsze drogi. Niemal w kazdym dziale fizyki znajduje zastosowanie zasada minimum

(sformulowana w polowie zeszlego wieku przez matematyka irlandzkiego Williama Rowana Hamiltona). Ta zasada
mowi, ze Natura dziala w taki sposob, by pewna (SciSle okre$lona, rzecz jasna) calka osiggala minimum. Jest to chyba

| najpotezniejsza pojedyncza zasada nauk scistych.

L railiRt SR ERafs L i o

Malq Delte opracowali: Przemyslaw NOW ICKI i Michal SZUREK



Mechanika,
komputer,
cziowiek (III)

up
move (a, a)
down

move (—a, —a)
up

move (—a, a)
down

move (a, —a)
up

end
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Prof. dr Dominik ROGULA

Algorytmy, obliczalno$¢ i rozstrzygalnos¢

Przykladow algorytmoéw dostarcza w obfitosci arytmetyka — wykonywanie
dzialan podstawowych, wyszukiwanie liczb pierwszych itp. Jako inny przyklad
przytoczymy pewien algorytm rysowania na kartce papieru.

Niech operacjami podstawowymi begda:

up — podnies rysik (tak by nie dotykat kartki),

down — opusé rysik (tak by dotykat kartki),

move (a, b) — przesuri (prostoliniowo) rysik do punktu o wspétrzednych (a, b),
end — zakoncz.

Wowczas ciag instrukcji na marginesie przedstawia algorytrn rysowania

znaku x o §rodku w punkcie (0, 0) i dlugosci ramienia a.

Intuicyjne pojgcie algorytmu jest dos¢ jasne: algorytm to z.upehue Jednoznaczme
okres$lona procedura, czyli sposéb postt;powama Algorytm nie moze — w Zadnej
sytuaq:, ktorej dotyczy — pozostawiaé watpliwosci, czy dalej postapic tak,

czy inaczej. Musi tez jednoznacznie okreslaé swe zakonczenie.

Poszczegdlne ,,kroki” algorytmu musza byc efektywnie wykonalne, dajac
zawsze ten sam wynik, przynajmniej w zakresie istotnym dla zadania, ktérego
algorytm dotyczy.

Mimo to, pojecie algorytmu jest na tyle pierwotne w ludzkim pojmowaniu
spraw tego $wiata, Ze nie oczekujemy, iZ jakas uznana galaz nauki dostarczy nam
jego Scistej definicji. Zamiast tego mamy szereg formalnych odpowiednikéw
intuicyjnego pojgcia algorytmu.

Moéwiac o algorytmie, abstrahujemy od materialnej strony jego realizacji
(liczydlo, palce, napisy). Dlatego zamiast méwi¢ o obiektach, ktérych dotyczy
algorytm, i o sytuacjach, w jakich obiekty te uczestnicza w kolejnych stadiach
algorytmu, moZemy mowi¢ o znakach, ktére w jakikolwiek umowny sposéb
oznaczajg te obiekty i sytuacje. Algorytm widziany od tej formalno-lingwistycznej
strony, to dokladnie okre§lony przepis na dokonywanie zmian w ciagu znakow.
Przyjmuje si¢ przy tym, Ze zbidér znakoéw dopuszczalnych w tych napisach

(czyli tzw. alfabet) jest skoniczony, same napisy sa skonczone, no i oczywiscie
opis regul okreslajacych algorytm tez jest skonczony. Rodzaj znakéw alfabetu,
ani nawet ich liczba, nie sg przy tym istotne, a to wskutek mozliwosci
jednoznacznych i prostych przekodowan napisow.

Mozliwa jest takZe ,,arytmetyzacja” algorytmow. Majac dowolny alfabet

A={a,a,,..,a,}

mozemy rozpatrywac (nieskoriczony) zbidr sldw nad tym alfabetem, to znaczy
zbidr wszystkich skonczonych ciggéw utworzonych ze znakéw g; nalezacych do 4.
Zbior stéw nad alfabetem A oznaczymy przez A*. Wprowadzajac do alfabetu A4
dowolne uporzadkowanie, np. takie Ze

aG<a=i<j

mozZemy juZ jednoznacznie uporzadkowaé zbidr A*. Slowa o tej samej iloSci
znakoéw porzadkujemy w sposéb leksykograficzny i umawiamy sie, Ze stowo
krotsze jest zawsze wcezesniejsze od diuzszego. Kazde stowo nad 4 ma wowczas
dokladnie okre$lony numer k > 0, a kazdy taki numer wyznacza dokladnie
jedno slowo nad 4. Nadajac stowu pustemu numer 0, otrzymujemy wzajemnie
jednoznaczna relacje migdzy ciggami znakéw a liczbami naturalnymi. Dzialanie
dowolnego algorytmu mozna wiec réwniez jednoznacznie przedstawic jako
przeksztalcenie liczb naturalnych.
Z pojeciem algorytmu wiaZe si¢ caly szereg pojeé pochodnych. Nalezy do nich
przede wszystkim pojecie funkcji obliczalnej. Niech 4, B beda alfabetami
i niech

f: A* > B*

bedzie funkcja czesciowa (tzn. okres$long na ogét tylko dla niektorych stéw

nad A4, nie koniecznie na calym zbiorze 4*). Funkcje t¢ nazywamy obliczalng,
jezeli istnieje taki algorytm, Ze dla kazdego s € A*, dla ktérego funkcja f jest
okreslona, wynikiem dziatania tego algorytmu jest f(s).

Podobnie okre$§lamy pojecie obliczalnoéci dla funkcji arytmetycznych f: N - N,
tzn. okreslonych w zbiorze liczb naturalnych i przybierajacych wartosci naturalne.
Z uwagi na mozliwo$é wzajemnego ,,przekladu” klasa formalno-lingwistycznych
funkcji obliczalnych wyznacza klasg arytmetycznych funkcji obliczalnych



5 2 i vif:e versa. Mozemy wigc uznaé, ze mamy w gruncie rzeczy jedno ogdlne pojecie
2 pbllpzalno§01 funkcji. Dotyczy to takze funkcji wielu zmiennych, a to dzieki
istnieniu efektywnych wzajemnie jednoznacznych odwzorowan postaci

NxN N, NxNxN e N

etc., pozwalajacych wzajemnie jednoznacznie odwzorowaé zbiory par,

tréjek, etc. liczb naturalnych na zbidr liczb naturalnych. Innym waznym
pojeciem jest pojecie rozstrzygalnosci predykatow. Predykat to nazwa
wlasnosci; zdanie orzekajace, Ze: ,,przedmiot x ma wiasno$é P, zapisujemy
w skrocie jako P(x).

Predykat P o dziedzinie D nazywamy rozstrzygalnym, jezeli istnieje algorytm,
ktéry dla kazdego x € D pozwala rozstrzygnaé czy P(x), czy nie P(x).

O rozstrzygalnym predykacie mozemy moéwié, ze wyraza on wiasno$é lub

r B = relacje rozstrzygalna.

Am’ﬁ@l Maj_qc_ zdef iniowane pojecie rozstrzygalnos$ci p}'edyka_lt}l mozemy natychmiast

.y " zdefxr_n,owaé pojecie zbioru rozstrzygalnego. Mlanf)wwfc mowimy,

Y AL \ ze zl?lgr X < D jest rozstrzygalny (wzgledem D), jezeli predykat Py
zdefiniowany przez
Py(x) ExeX

jest rozstrzygalny. Rownowazna definicj¢ otrzymujemy korzystajac wprost

Z pojecia obliczalnosci: zbidr jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego

funkcja charakterystyczna (réwna 1 dla elementdw nalezacych do zbioru

4 i 0 dla pozostalych) jest obliczalna.
Pojecie rozstrzygalnosci jest wigc szczegdlnym przypadkiem pojecia obliczalnoéci,
sprowadza si¢ ono bowiem do obliczalno$ci funkcji o wartosciach
zero-jedynkowych (logicznych, badZ arytmetycznych).
Wszystkie powyzsze pojecia majg charakter nieformalny. Jednakze wszystkie one
moga by¢ uscilone. Oczywiscie usciSlone pojecia zawsze réznia sie od ich
pierwowzordw intuicyjnych. Za triumf teorii algorytméw mozna jednakze
uzna¢ fakt, ze dokonane na wiele réznych sposobdw uécilenia okazuja sig
formalnie wzajemnie réwnowazne. Takimi sa np. pojecia obliczalno$ci
w sensie Turinga, A-definiowalno$ci Churcha, p-rekursywnosci Kleene’go,
ogdlnej rekursywnosci i wiele innych.
Algorytm jest zawsze algorytmem czego$, przepisem na wykonywanie
pewnego zadania, jak rozwigzywanie rOwnania kwadratowego, tlumaczenie
programu z jezyka FORTRAN na kody wewnetrzne maszyny cyfrowej,
wykonywanie pewnych rysunkow. W trakcie realizacji algorytmu nastgpuje
przeksztalcenie pewnej sytuacji wejsciowej w wyjsciows, czyli ,,danych”
w ,,wyniki”. W sytuacji, kiedy algorytm jest narzedziem dzialania, a nie
obiektem studiéw, sama struktura algorytmu jest mniej wazna niz
wykonywane zadanie, czyli funkcja

dane — wyniki.

Kazda taka funkcja okreslona przez wyniki realizacji pewnego algorytmu jest,
zgodnie z podanymi wyzej definicjami, funkcja obliczalna.

Takie okolicznoéci powodujg, Ze oprécz tego rygorystycznego pojecia
algorytmu, ktére omoéwiliSmy powyzej, celowe moze by¢ wprowadzanie pojegé
opartych na ztagodzonych wymaganiach co do zdefiniowania postgpowania

w kazdej sytuacji, ktéra moze si¢ zdarzy¢ w trakcie wykonywania algorytmu.
W pewnych sytuacjach mozliwe sg bowiem rozne -warianty postgpowania,
ktére jednak réznia sig w sposSb nieistotny w tym sensie, ze prowadza do tego
samego wyniku. Zdarza sie to juz w najprostszych dziataniach arytmetycznych:
np. instrukcja ,,oblicz sume liczb a, b, ¢” jest calkiem jednoznaczna, jesli
chodzi o wynik, lecz z punktu widzenia dzialan elementarnych algorytmem

nie jest, bo nie okresla kolejnoéci poszczegdlnych operacji dodawania.
Dopuszczenie tego rodzaju swobody wyboru postgpowania w szczegélach

. Praepiay obliczeniowe, zawierajace nie majacych wplywu na wynik prowadzi do rozszerzenia pojgcia algorytmu.

dzialania na dowolnych liczbach

IR e o4 algorytmami w scnsic Postugujac si¢ tak rozszerzonym pojeciem algorytmu nalezy jednak pamigtaé,
~ okreslonym wyzej. Sciéle rozumiane Ze jest ono rozne od pojecia rygorystycznego, i ze ta réznica czasem moze okazac
~ dzialania na dowolnych liczbach si¢ wazna. Jezeli przez maszyng rozumie¢ uktad, ktéry nie jest w stanie
rw"“"f ::':1‘1:':‘::‘:;1‘:‘1::7;”““““ dokona¢ wyboru — ani w spos6b przypadkowy, ani metodyczny — to maszyna
B e liczbic krokow. Rachunki taka moze realizowac algorytmy tylko w sensie rygorystycznym.
BIRRlRONe sy oczywitcie algorytmizowalne, Natomiast pojecia takie jak ,,zadanie algorytmizowalne” (tzn. majgce

‘ale wymaga to sprecyzowania sposobu algorytm wykonywania), ,,funkcja obliczalna” itp. nie ulegaja zmianie
E mhm“::’::"im‘z:“g“‘um'm przy takim rozszerzeniu pojecia algorytmu. Kazdy bowiem algorytm rygorystyczny
B R Gaje m’npmnfw:é T,z:zm jest algorytmem w sensie rozszerzonym, a kazdy algorytm w sensie rozszerzonym
f’ pewne operacie na liczbach naturalnych. mozna ,,przeoibi¢’” na algorytm rygorystyczny, realizujacy t¢ sama funkcje.
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