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Program Hilberta

Doc. dr Leszek PACHOLSKI

Redakcja Delty zwrocila si¢ do mnie z propozycja napisania artykulu o programie Hilberta.
Dhugo zastanawialem sig, jak temat ten mozna spopularyzowaé, a im dluzej myslalem, tym
bardziej bylem przekonany, Ze jest to bardzo trudne. Pisanie o podstawach matematyki,

a o programie Hilberta w szczegélnosci, oznacza konieczno$¢ wejscia na grzaski tcren pogranicza
filozofii i matematyki, gdzie do tej pory jest wiele spraw spornych i nie wyjasnionych. Tu nie :
mozna poshuzy¢ si¢ ilustracja ani przyblizeniem, nie mozna zaniedba¢ szczeg6low, a przy tym
wazne i ciekawe s3 nie same twierdzenia lecz wnioski, do ktérych prowadza, a ktérych interpretacja
do tej pory budzi kontrowersje. Ilez uroczych metafizycznych nonsensow zawieraja artykuly
popularyzujace wnioski z twierdzenia Godla!

Jedynym wyjéciem jest w tej sytuacji ucieczka w historie. Zreszta dla zrozumienia Zrédet programu
Hilberta konieczna jest znajomo$¢ pewnych faktéw z historii rozwoju pojeé i kryteriow $cistosci
w rachunku rézniczkowym, geometrii i teorii zbioréw. Program Hilberta wyrost bowiem

z entuzjazmu dla formalizacji. Poczatek XX wieku byl okresem, kiedy po dwoch wiekach braku
Scistosci w matematyce udalo sig stworzy¢ takie metody, ze nie tylko z powrotem osiggnieto
rygory Scistosci ,,Elementéw” Euklidesa, ale nawet znacznie je przekroczono.

Gdy na przelomie XVII i XVIII wieku I. Newton oraz G. W. Leibniz stworzyli poczatki
rachunku rézniczkowego, matematycy z entuzjazmem zaczgli stosowaé nowo wprowadzone
metody. Rachunek rézniczkowy rozwijal si¢ bardzo gwaltownie. Z jego pomoca opisano wiele
zjawisk fizycznych i rozwigzano wiele waznych zagadnien. Osiagnigto bardzo duzo, ale metody,
ktorych uzywano, dalekie byly od $cistosci. Wyprowadzano nieprawdziwe wzory, a prawdziwe
czgsto uzasadniano nieprecyzyjnie i niedostatecznie. Entuzjazm dla nowych metod byl jednak
tak wielki a ich skuteczno$¢ tak ogromna, Ze niemal wszyscy matematycy uwazali, iz
uzasadnianie metod rachunku rézniczkowego i uscilanie go jest zbedne. Dla Leibniza
rachunek rézniczkowy byl zbiorem regutl algorytmicznych, ktére mozna powszechnie stosowaé,
a ktorych najlepszym uzasadnieniem jest ich skuteczno$é. Zreszta trzeba przyznaé, ze entuzjazm
i beztroska byly zrozumiale, osiagnigcia byly bowiem ogromne. Niemal wszystko, czego do

dzi$ ucza sig studenci w czasie tradycyjnego kursu analizy i wiele stosowanych obecnie metod
rachunku rézniczkowego i rownan rézniczkowych, powstalo w tych czasach. Az trudno dzi$
uwierzy¢, ze uzywajac tak malo precyzyjnych i écistych metod mozna bylo osiggnaé tak
wspaniale rezultaty. ;

Pierwsze proby uzasadnienia rachunku rozniczkowego byly bardzo naiwne. Jedni szukali go

w metafizyce, inni w tym, Zze bledow popelnia si¢ tak wiele, iz w koficu sie redukuja. Wielu
uczonych i filozoféw uwazalo wrecz, ze rachunek rézniczkowy musi by¢ metny, jest on

przeciez sztuka dokladnego mierzenia i liczenia rzeczy, ktorych pojaé nie mozna (Wolter).
Niektorzy uwazali brak Scislosci za zalete, dumni z osiagnigtego ich zdaniem sukcesu, ktory
polegat na tym, Ze udalo si¢ zerwa¢ narzucone przez matematyke grecka wigzy Scislosci.

Za uzasadnienie wystarczala fizyczna motywacja i niejasna czasem intuicja. S. F. Lacroix

pisal: ,,takim subtelnym mieczakom jak Grecy potrzebne byly dowody, my ich juz nie
potrzebujemy™. :

W koncu XVIII wieku pojawily si¢ pierwsze uécilenia pojeé rachunku rozniczkowego.

J. d’Alembert zauwazyl, ze rézniczkowanie to znajdowanie granicy réznic skoficzonych, on tez,
mimo iz w swoich rozumowaniach cz¢sto postugiwal sie intuicja geometryczna, podkreslal,

e $cislosci nalezy szukaé w arytmetyce. J. L. Lagrange twierdzil, Zze pochodna jest konkretng
wielkoscig, podczas gdy wezedniej uwazano ja za co$ nieokreslonego i mglistego. Duzym
krokiem na drodze do usciélenia pojecia pochodnej byly prace B. Bolzano, ktory uwazal, ze
rachunek rozniczkowy nalezy sprowadzi¢ do dzialan arytmetycznych. Konsekwentnie stosowal
pojecie granicy w definicji ciggloici i pochodnej. On tez po raz pierwszy pokazal niezgodnoéé
intuicji z wlasnosciami badanych poje¢. Zbudowal bowiem przykiad funkcji ciaglej, ktéra
nigdzie nie jest rozniczkowalna, wbrew panujacym przekonaniom, ze wszystkie funkcje ciggle
sg rozniczkowalne. Poniewaz pojecia ciaglosci i pochodnej zostaly przez Bolzano zredukowane
do pojecia granicy, to ostatnie pilnie wymagalo uécislenia. Uscislenia wymagalo tez pojecie
liczby rzeczywistej, czy, jak dawniej méwiono, zmiennej. Prace A."Cauchy’ego i K. Weierstrassa
doprowadzily wreszcie do zdefiniowania pojecia granicy, ktore nie rozni sie niczym od definicji
przyjmowanej dzi§. Cauchy podjal réwniez probe zdefiniowania liczby rzeczywistej. Niestety
jego definicja zawierala bledne kolo. Liczbe rzeczywista definiowal on jako granice ciagdéw
liczb wymiernych, ale w definicji granicy uzywal pojecia liczby rzeczywistej. Inng propozycje
przedstawil W. R. Hamilton, ktory oparl swa teori¢ na pojeciu czasu. Liczby rzeczywiste byly
dla niego punktami dzielacymi czas na przeszlos¢ i przyszlosé i byly wyznaczone przez dwa
zbiory liczb wymiernych — zbiér liczb wymiernych w przeszlosci i zbior liczb wymiernych

w przyszlosci. Niemal identyczna byla definicja R. Dedekinda, ktory jednak nie uzywal pojecia
czasu.
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w matematyce, byla geometria. W geometrii od dawna waing rolg odgrywala dedukcja, a
scislo$¢ geometrii Euklidesa przez dlugie wieki byla niedo$cignionym idealem. Jednak w koricu
XIX wieku w dowodach Euklidesa zaczgto dostrzegaé luki. Zauwazono tez, ze definicje
podstawowych poje¢ byly niepoprawne. Podawaly one tylko malo precyzyjne intuicje. Punkt

byl bowiem czyms, co nie ma czesci, a przeciez na to, aby ta definicja byla poprawna,
nalezaloby zdefiniowa¢ pojgcie czgdci. Intuicja i rysunki, wbrew intencjom Fuklidesa, byly
istotnymi skladowymi dowodow twierdzeni, ktore podawal. Wiele z nich nie wynikalo z podawanych
aksjomatow. W 1882 roku M. Pasch opublikowal prace, w ktorej przedstawit udoskonalony
system aksjomatow geometrii. W systemie tym wystepowaly pojecia niezdefiniowane, a istotne
wlasnosci tych poje¢ i ich wzajemne zwiazki byly opisane przez aksjomaty.

W starozytnosci i jeszcze diugo potem geometria byla nauka o przestrzeni, ktora uwazano

za dokladng idealizacj¢ przestrzeni fizycznej. Odkrycie geometrii nieeuklidesowych spowodowalo
zachwianie tego pogladu. Wprawdzie¢’dalej geometria Euklidesa byla jedyna prawdziwa, a inne
tylko sztuczkami polegajacymi na wymyslaniu dziwnych sposoboéw mierzenia odleglosci, powoli
jednak zaczynalo pojawiaé si¢ przekonanie, ze geometria jest tylko konstrukcja umystu ludzkiego
i nie musi by¢ dokladnym odbiciem rzeczywistosci. Do ugruntowania tego pogladu przyczynily
si¢ badania nad geometriami przestrzeni wielowymiarowych. Geometrie takie rozwazano juz

w pierwszej potowie XIX wieku. Poczatkowo traktowano je jak bezsensowna zabawe. Potem
zaczely pojawiac si¢ coraz czeéciej, odgrywajac przy tym wazna role jako narzedzie w analizie
matematycznej. Uzyteczno$é i powszechnoéé ich stosowania sprawily, ze pod koniec wieku
uwazano geometrie przestrzeni dowolnych wymiaréw za jednakowo waine.

Pojecia, ktore badala matematyka tradycyjna, mialy oczywiste intuicje i wyrastaly z obserwacji
fizycznych i do$wiadczenia. Nawet nieskoriczenie male Leibniza i fluksje Newtona nie byly
czystym dzielem rozumu, ale odpowiadaly intuicjom predkosci ruchu i szybkosci zmian. Nie
bylo poje¢ i konstrukcji sztucznych, wszystko miato odbicie w $wiecie. Stad wiele faktéw bylo
oczywistych. Niepotrzebne bylo uzasadnienie, ze teoria jest dobra lub zla. Wystarczala zgodno§é
Z rzeczywistoscig oraz intuicja. Matematycy nie obawiali si¢, ze poprawne rozumowania moga
doprowadzi¢ ich do wnioskow falszywych lub sprzecznych, bo przeciez twierdzenia matematyki
mowily prawdg o $wiecie. Tradycje i intuicja byly tym, na czym opieralo sig szereg pewnikow

o bardzo ogélnym charakterze. Uwazano, ze nieskoriczone zbiory dyskretne (tzn. zlozone

z oddzielnych punktow) sq niedopuszczalne, jak rowniez niemozliwe jest nieskoficzone dzielenie
prostej. Widziano zasadnicze réznice migdzy zbiorami punktow (liczb) a linia. Miedzy
arytmetyks i geometrig.

Ale matematyka zmienia si¢ bardzo szybko. Pojawiaja si¢ pojecia i teorie, ktore nie s3 juz
dokiadnym odbiciem rzeczywistosci. Wspomniana wyzej definicja liczb rzeczywistych po
ulepszeniu przez B. Russella méwi, ze liczba rzeczywista sa dwa zbiory liczb wymiernych.
Definicja ta godzi ciagle z dyskretnym, jest icisla, ale jakze odlegla od intuicji. Pojawiaja si¢
geometrie niceuklidesowe i wielowymiarowe, a w analizie trudno sie obejé¢ bez zbiorow
nieskoriczonych. Matematycy pracuja nad stworzeniem abstrakcyjnej algebry, ktora coraz
mniej jest oparta na arytmetyce, a czgsciej polega na badaniu abstrakcyjnych operacji na
abstrakcyjnych obiektach. Matematyka oddala si¢ od fizyki i intuicji. Powszechniejszy staje
si¢ poglad, Ze pojecia matematyki sa tworem mysli nie skegpowanej doswiadczeniem. Kryteria
Scistosci czgsto odwoluja si¢ do definicji formalnych, czasem sztucznych ale precyzyjnych.
W dowodach intuicja zostaje zastapiona przez logike.

Nie wszyscy matematycy uwazali, ze zachodzace procesy w istotny sposéb wplynely na zmiane
istoty matematyki. Cze$¢ z nich uwazala, ze icistoé i rygor nie tworza matematyki, lecz tylko
pozwalaja udowodni¢ to, co podpowiada intuicja, ze nowe aksjomaty stuza do dowodzenia
starych twierdzen. A jednak rygor i logika prowadza do nowych twierdzen, ktore nie tylko
nie s3 uscisleniem intuicji, ale wrecz jej przecza. Matematycy konstruuja dziwne przyklady —
funkcje ciggle bez pochodnych, linie ciagle wypelniajace kwadrat. Okazuje sig, Ze suma szeregu
funkcji bardzo ciaglych i réiniczkowalnych nie musi byé ciagla. Wielu matematykow uwaiza
te przyklady za patologiczne i protestuje przeciwko nowym pomystom. H. Poincaré pisze:
»Logika czasami tworzy monstra. Przez pol wieku ogladalismy mnéstwo dziwacznych funkcji,
ktére zmusza si¢ do tego, aby mozliwie malo przypominaly przyzwoite funkcje, ktére do
czego$ stuza [...]. Istotnie, z punktu widzenia logiki te dziwne funkcje sa najbardziej ogélne,
natomiast te, ktére spotykamy bez specjalnego szukania i ktére podlegaja prostym prawom,
okazujg si¢ szczegblnym przypadkiem, nic nie znaczacym marginesem. W dawnych czasach
wymyslano funkcje z powodéw praktycznych, dzis wymysla sie je tylko po to, by ukazaé
defekty w rozumowaniach naszych poprzednikow™.

Niezaleznie od pogladow wielu 6wezesnych matematykéw nowe metody i nowe kryteria
Scistosci weszly do matematyki na state. Mozna bylo ignorowa¢ patologiczne konstrukcje

i najbardziej abstrakcyjne dzialy matematyki, ale trzeba bylo pogodzié si¢ z tym, Ze nawet

w badaniach starych, dobrych zagadnien rygor i logika zajely miejsce intuicji, ze zmienily sie
kryteria poprawnosci dowodow, ze zmienilo sie pojecie prawdy w matematyce.
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Na poczatku XX wieku rozwdj poje¢ matematyki osiagnat taki poziom, Ze w codziennej
praktyce nie byto juz klopotow ze icisloscig. Trudno bylo jednak uznac, ze wszystkie pojecia

s3 jasne, ze podstawy, na ktorych opiera si¢ matematyka, sq bardzo solidne. Najwigcej
klopotow sprawialo pojecie zbioru nieskoriczonego. Jego pojawienie si¢ bylo nieunikniona
konsekwencja rozwoju analizy. Mimo to wielu uczonych uwazalo pojecie zbioru nieskoriczonego
za sprzeczne. Nie wierzono, ze zbiory nieskorficzone moga by¢ uzywane i badane w matematyce.
Ale nawet ci matematycy, ktorzy oficjalnie odrzucali to pojecie, uzywali go w swoich pracach.

Poczatki teorii zbioréw zwigzane sg z nazwiskiem R. Dedekinda, ktory przy okazji wprowadzania
definicji liczb rzeczywistych uzywal zbiorow nieskoriczonych i badal ich wlasnoéci. Wyniki
Dedekinda znacznie wzbogacil G. Cantor, ktory stworzyl obszerng teorig zbioréw nieskoriczonych,
liczb kardynalnych i porzadkowych. Jednym z wazniejszych poj¢¢ badanych przez Cantora
bylo pojecie rownoliczno$ci. Dwa zbiory A4, B sa rownoliczne, jesli maja tyle samo elementow,
to znaczy jesli kazdemu elementowi zbioru 4 moina przyporzadkowac element zbioru B, przy
czym roinym elementom zbioru A nalezy przyporzadkowywac rozne elementy zbioru B, oraz
elementy przyporzadkowane elementom zbioru A4 powinny wyczerpac¢ zbior B. Jednym

z cieckawszych odkryé¢ Cantora bylo twierdzenie, Ze istnieja zbiory nieskoriczone nieréwnoliczne,
innymi stowy, Ze nie wszystkie zbiory nieskoficzone maja taka sama ilo$¢ elementoéw (czyli
moc). Nowe odkrycia czesto zaskakiwaly matematykow. Nawet sam Cantor komentujac jedno
z nich pisal w liscie do Dedekinda ,,widzg, ale nie wierzg”. Zreszta teoria zbiorow
nieskoficzonych spotkala sie ze sprzeciwami wielu matematykow. Ataki na Cantora byly tak
ostre, ze pod ich wplywem zalamatl si¢ nerwowo i musial na pewien czas przerwac pracg
naukowa.

Trzeba przyznaé, ze postugiwanie si¢ pojeciem zbioru nieskoriczonego bylo niebezpieczne,

a teoria Cantora tych niebezpieczefistw nie umiala unikngé. Pojawilo si¢ wiele antynomii
(paradoksow) zwiazanych z pojeciem zbioru nieskorficzonego i z pojeciem mocy. Dla ilustracji
przytocze tu jedna z bardziej znanych, pochodzaca od Russella. Niech X bedzie zbiorem
wszystkich zbiorow, ktére nie sg swoimi elementami. Wtedy na pytanie, czy X jest swoim
elementem (X € X), nie mozna udzieli¢ sensownej odpowiedzi. Bo jesli X € X, to X jest swoim
elementem, a wiec na mocy definicji X ¢ X. Jeéli natomiast X ¢ X, to X nie jest swoim
elementem, przeto z definicji X € X.

Antynomie zmusily matematykow do szukania precyzyjniejszej teorii zbioréw od tej, ktora

podat Cantor. Dla niektérych uczonych bylo jasne, Ze rozwiazania nalezy szuka¢ w aksjomatyzacji
pojecia zbioru. Jednym z najstarszych systemdéw aksjomatow opisujacych pojecie zbioru jest
system E. Zermelo. Udoskonalony pozniej przez A. Fraenkla jest stosowany do dzi$ i znany

pod nazwg teorii mnogosci ZF (Zermelo-Fraenkel). Metoda uniknigcia antynomii zaproponowana
przez Zermelo polegala na tym, Ze nie postulowal on, tak jak Cantor, ze dowolna wlasnos¢
definiuje zbidr elementow, ktére maja t¢ wlasnosé. System Zermelo byl stosunkowo prosty

i uzyteczny, ale nie bylo pewnoéci, Ze system ten jest niesprzeczny, to znaczy, ze ma realizacjg
czyli model. Wprawdzie zwolennicy teorii Zermelo wierzyli w jej niesprzeczno$, ale ich wiara
opierala sie tylko na tym, ze znanych antynomii nie mozna bylo w tym systemie zbudowac.
Zreszta do dzi$ matematycy nie znalezli zadnych paradoksow, ktore wskazywalyby na to, ze
aksjomaty Zermelo nalezy odrzucié. Wypada dodaé, ze byly tez inne propozycje uniknigcia
paradoksow, bardziej nawet ambitne niz teoria Zermelo, gdyz usilujagce zbudowaé podstawy nie
tylko dla teorii mnogoéci, lecz dla calej matematyki. Jedna z nich to teoria typéw logicznych

B. Russella, druga to intuicjonizm L. E. J. Brouwera. Przedstawione przez nich metody
przezwyciezenia kryzysu podstaw matematyki mialy wady. Brouwer proponowal bowiem
przebudowanie istniejacej matematyki i zrezygnowanie z duzej czeéci aparatu dedukcyjnego,

ktory od dwustu lat byl stosowany przez matematykow. System Russella byl natomiast
skomplikowany i malo skuteczny, a poza tym w jego pracach bylo duzo filozofii, co bardzo
odstraszalo matematykow. Obie propozycje odegraly marginesowa role w rozwoju matematyki,
mimo iz wzbudzily duzo zainteresowania wirod filozofow i przyczynily si¢ do powstania dwoch
szkot — intuicjonistycznej i logistycznej — w podstawach matematyki i filozofii matematyki.
Wigksze znaczenie miala propozycja przedstawiona przez D. Hilberta, ktory rozwiazania szukat

w aksjomatyzacji, przy czym duzy nacisk kladl na dowody niesprzecznosci. Oba te pomysly

nie byly nowe. Juz wczesniej badane byly teorie aksjomatyczne: geometria Euklidesa, geometrie
nieeuklidesowe, teoria liczb naturalnych (zaksjomatyzowana przez G. Peano) i inne. Udowodniono
tez niesprzeczno$¢ geometrii nieeuklidesowych. Zdaniem Hilberta znane sposoby aksjomatyzacji
teorii matematycznych byly niewystarczajace. Dotychczasowe systemy formalizowaly bowiem
tylko charakterystyczne pojecia teorii, natomiast metody dowodzenia opieraly sie na intuicyjnej
logice. W systemie aksjomatycznym Hilberta zaksjomatyzowane mialy by¢ nie tylko pojecia
teorii, ale takze logika i metody dowodzenia. Oprocz aksjomatow teorii system formalny
powinien zawieraé aksjomaty logiki a takZe reguly dowodzenia. Aksjomatow logiki i teorii mnogosci
oraz regul dowodzenia powinno by¢ skorniczenie wiele lub powinny by¢ opisane przez skonczong
iloé¢ schematow. W takim systemie dowodzenie polegaloby na mechanicznym stosowaniu
podanych regul. Do sprawdzenia poprawnosci dowodu zbgdne byloby rozumienie znaczenia

poje¢ matematyki i logiki oraz intuicja, wystarczalaby umiejgtnos¢ rozrozniania znakow.
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Nacisk, jaki Hilbert kiadl na dowody niesprzecznosci, byt czym$ nowym. Jak juz wspomnialem,
systemy aksjomatyczne opisywaly dawniej pojecia dobrze poznane w spos6b nieformalny,
Matematycy uwazali, Ze znaja doé¢ faktow, aby za pomocg aksjomatow stworzy¢ idealny obraz
rzeczywistosci. Powstanie geometrii nieeuklidesowych oraz klopoty z analiza oraz pojeciem
zbioru spowodowaly zalamanie si¢ tego przekonania. Mozliwos¢ tworzenia systemow
aksjomatycznych, ktore bylyby doskonalym odbiciem $wiata fizycznego, wydawala si¢ coraz
bardziej problematyczna. Coraz powszechniejsze stawalo si¢ przekonanie, ze matematyka

jest raczej konstrukcja wolnego umystu ludzkiego. Dotychczas kryterium poprawnoéci systemu
byla jego zgodno$¢ z intuicja i do$wiadczeniem, teraz tego kryterium zabraklo i wielu uczonych
uwazalo, Ze jedynym uzasadnieniem teorii moze by¢ jej logiczna niesprzeczno$¢. Spowodowato
to wzrost znaczenia dowodow niesprzecznosci. Do tej pory opieraly si¢ one na teoriach, ktérych
niesprzecznos¢ nie budzila watpliwosci. I tak w dowodzie niesprzecznosci geometrii
nieeuklidesowych postugiwano si¢ geometria euklidesowa, a w dowodzie niesprzecznoéci
geometrii euklidesowej Hilbert postuzyl si¢ teorig liczb rzeczywistych. Dowody te polegaly

na konstruowaniu przy pomocy jednej teorii modeli dla teorii, ktérej niesprzecznosci dowodzono.
Ale te metody stracily znaczenie w chwili, gdy uznano, ze zadna teoria nie ma dostatecznych
podstaw. Ponadto bylo wiele teorii, dla ktorych trudno bylo znaleZ¢ nawet takie, wzgledne
dowody niesprzecznosici. Tak bylo z teorig liczb naturalnych, z teoria liczb rzeczywistych

i teoria zbiorow nieskoficzonych. Bylo oczywiste, ze dla zbudowania modelu dla teorii zbioréw
nieskonczonych trzeba mie¢ do dyspozycji zbiory nieskoiiczone, a zadna inna teoria nie
gwarantowala istnienia takich zbiorow.

Aby uniknaé klopotéw z konstruowaniem modeli dla réznych teorii, Hilbert zaproponowat
inng metode dowodzenia niesprzecznosci. Wprowadzil pojecie niesprzecznosci formalnej;

teoria jest formalnie niesprzeczna, jesli z aksjomatow tej teorii przy pomocy regul dowodzenia
nie da sie udowodnié¢ dwoch zdan sprzecznych lub, co oznacza to samo, jesli nie uda sie wyprowadzi¢
zdania logicznie falszywego, np. 1 # 1. Dowodzenie w systemie formalnym sprowadza si¢ do
skoniczonej ilo§ci prostych, mechanicznych operacji. Nawet gdy system formalny opisuje zbiory
nieskonczone, poslugiwanie sie nim nie wymaga zadnej wiedzy o zbiorach nieskoriczonych.
Hilbert mial nadziej¢, ze dzigki temu uda si¢ unikna¢ klopotow z powstawaniem blgdnego

kola. Wyobrazal sobie, Ze formalng niesprzecznos¢ systemow opisujacych zbiory nieskoriczone
lub inne skomplikowane obiekty bedzie mozna udowodnié uzywajac bardzo prostych srodkéw,
bez odwolywania si¢ do poje¢ i metod mogacych budzi¢ watpliwosci, takich jak na przyklad
zbiory nieskoniczone. Zamierzenia te udalo si¢ zrealizowac¢ jedynie w przypadku kilku prostych
teorii. Znalezienie dowoddw niesprzecznosci dla teorii bardziej skomplikowanych bylo niezwykle
trudne.

Program Hilberta przyczynit si¢ do powstania i gwaltownego rozwoju pasjonujacej teorii
matematycznej nazywanej czasem metamatematyka. Zajmuje si¢ ona badaniem wlasnosci systemow
formalnych. :

Najdokladniej zostaly zbadane systemy formalne zwane teoriami elementarnymi. Sa one bardzo
dobrym przyblizeniem ogdlnego pojecia systemu formalnego, a niektorzy uczeni uwazaja, ze
teorie elementarne sa jedynymi systemami spelniajacymi wszystkie postulaty Hilberta. Jednym

z wazniejszych problemow metamatematyki bylo pytanie, czy dla teorii, ktora jest formalnie
niesprzeczna, mozna znaleZz¢ model. Pozytywna odpowiedZ na to pytanie zawiera twierdzenie
K. Gbdla z 1930 roku. Z twierdzenia tego wynika tez, ze aksjomatyzacja logiki podana przez
G. Fregego i B. Russella, a uzyta przez Hilberta do formalizacji matematyki, jest zupelna.
Oznacza to, ze dane zdanie mozna udowodnié z aksjomatow logiki wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ono prawdziwe przv wszystkich mozliwveh interpretaciach wystepujacveh w nim symboli
matematvcznych (pozalogicznych).

Inng bardzo wazng dla programu Hilberta konsekwencjg wyniku Godla bylo twierdzenie, Zze
zdanie mozna udowodni¢ w systemie formalnym wiedy i tylko wiedy, gdy jest ono prawdziwe
we wszvstkich modelach tego systemu. Oznacza to, ze sita dowodow formalnych jest bardzo
duza. ze mozna za ich pomocsg udowodni¢ wszystko, co wynika z aksjomatow.

W trakcie badan nad zagadnieniami niesprzecznosci rozwazano mozliwosci interpretowania
jednych systemow w innyvch. Wprawdzie nie udaio sie ta droga uzyska¢ absolutnvch dowodow
niesprzacznosci, niemniej siworzono aparat, Kiorv w tej chwili iest bardzo intensywnie stosowany
w badaniach nad teoria mnogosci i pozwala na istotne oslabianic zalozen w dowodach wzgledne:
niesprzecznosici. Metoda interpretacji okazala si¢ tez bardzo uzyieczna w badaniach
zagadnienia Tozsirzyvgainosci. :

Hilbert spodziewal sig, ze systemy formaine stuzace do opisania jednego obiekiu bgda zupeine,
galne, Wyjasnimy koleino znaczenie tvch siow. Teoria jest zupelna,

jesh kazde zdanie sformulowane w jezyku wiasciwym dla tej teorii mozna w niej udowodnié
lub obali¢. Teoria jest kategoryczna, jesli ma tylko jeden model (interpretacjg), a jest
rozstrzygalna, jesll istnieje mechaniczna metoda pozwalajaca sprawdzi¢ (rozstrzygnac), czy
dane zdanie jest twierdzeniem. Badania nad zupelnoscia, kategorycznoscia, a szczegdlnie nad
rozstrzygalnoscia teorii prowadzone byly przez wielu uczonych i daly szereg ciekawych
wynikéw. Niestety rezultaty tych badan byly inne niz oczekiwano.
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Powiedzenie, e dwa zbiory s3 réwnoliczne
oznacza, 2e istnieje funkcja wzajemnie
jednoznaczna odwzorowujgca jeden ze
zbioréw na drugi. W przeliczalnym modelu
teorii mocy istniejg dwa zbiory, ktére,
patrzac z zewnatrz, 53 przeliczalne, a wige
réwnoliczne, ale funkcja ustalajgca
rédwnolicznodé nie nalety do modelu.

Pierwszym wynikiem, ktory zachwial wiare w mozliwos¢ pelnej realizacji programu Hilberta,
bylo twierdzenie Léwenheima-Skolema. Méwi ono, Ze jesli teoria ma model nieskoriczony, to
ma takze model réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Z twierdzenia tego i twierdzen
G.Cantora wynika miedzy innymi, Ze teoria zbiorow i teoria liczb rzeczywistych nie sa kategoryczne.
Twierdzenie Léwenheima-Skolema prowadzilo do-tak zwanego paradoksu Skolema: Rozpatrzmy
model teorii zbioréw, ktory jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. W tym modelu
prawdziwe sa wszystkie twierdzenia teorii zbioréw. Wobec tego, na mocy twierdzenia Cantora,
istnieje w nim zbi6r nieskoniczony, ktory nie jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych,

a wiec ma wieksza liczbe elementéw niz zbiér liczb naturalnych. Z drugiej strony, zbi6r ten

jest elementem naszego modelu i nie moze mie¢ wiecej niz on elementéw. Uczeni szybko

odkryli blad w przytoczonym wyzej rozumowaniu i paradoks Skolema okazal si¢ niegrozny

dla podstaw teorii mnogosci. T. Skolem skonstruowat tez model peanowskiej arytmetyki liczb
naturalnych, ktéry zawiera niestandardowe ,,liczby naturalne”, wigksze od kazdej prawdziwej
liczby naturalnej, a mimo to sa w nim prawdziwe te i tylko te zdania elementarne, ktore sa
prawdziwe w modelu zbudowanym z liczb naturalnych. Wobec tego elementarna teoria liczb
naturalnych ma dwa roine modele, a wiec nie jest kategoryczna.

Niedlugo potem K. Gédel pokazal, Ze arytmetyka Peano, teoria formalna opisujaca liczby
naturalne, jest niezupelna, dokladniej, udowodnil, Ze jeéli arytmetyka Peano jest niesprzeczna,

to istnieje zdanie prawdziwe, ktérego w niej udowodnié ani obali¢ w spos6b formalny nie mozna.
Co wigcej, nie mozna zapewni¢ zupelnosci przez dodanie nowych aksjomatéow. Kazda teoria
rozszerzajaca arytmetyke Peano jest niezupelna, jesli tylko system aksjomatow jest zadany

w sposob efektywny, to znaczy jesli istnicje metoda rozstrzygniecia, czy dane zdanie jest
aksjomatém. Z twierdzenia G&dla wynika, ze w systemach formalnych nie mozna udowodni¢
wszystkich prawdziwych zdaf matematyki, natomiast A. Tarski udowodnit twierdzenie

o niedefiniowalnosci pojecia prawdy, z ktérego wynika, ze w systemach formalnych nie mozna
zdefiniowaé wszystkich naturalnych pojeé. =

Podobnych wynikéw bylo wiecej. Okazalo sie, ze wiele teorii jest nierozstrzygalnych. A. Church
udowodnit, Zze zbi6r twierdzen logiki jest nierozstrzygalny, a J. B. Rosser, Ze zadna teoria,

ktorej modelem sg liczby naturalne, nie moze by¢ rozstrzygalna. Niedawno J. Matijasiewicz
pokazal, Ze nie ma metody rozstrzygania nawet bardzo prostych pytan — czy zadane rownanie
algebraiczne o wspolczynnikach catkowitych ma rozwiazanie w liczbach naturalnych.

Z twierdzen o niezupelnoéci i nierozstrzygalnosci wynika, ze nie mozna zbudowacé systemu
aksjomatycznego opisujacego wszystkie wlasnoéci liczb naturalnych. Podobne twierdzenia sa
prawdziwe dla wielu teorii, migdzy innymi dla teorii zbiorow. Tak wigc pierwsza cz¢§¢ programu
Hilberta — zaksjomatyzowanie calej matematyki — jest nierealna.

Podobny los spotkat druga czes$¢ programu. W 1931 roku K. Gédel udowodnit bowiem, ze

jesli tylko teoria T jest dostatecznie bogata, to znaczy je$li mozna w niej opisaé pewien fragment
arytmetyki liczb naturalnych, to niesprzecznoéci T nie mozna w T udowodnié. W szczeg6lnosci
za pomoca $rodkéw dostgpnych w arytmetyce Peano nie mozna udowodnié jej niesprzecznosci.
To samo dotyczy teorii ZF. Wiadomo, Ze wszystkie metody, ktore Hilbert uwazal za dopuszczalne
w dowodach niesprzecznosci, mozna sformalizowacé i opisa¢ w arytmetyce Peano. Stad

i z twierdzenia Godla wynika, Ze absolutnego dowodu niesprzecznosci arytmetyki Peano ani
teorii mnogosci podaé nie mozna. Warto moze na zakorczenie dodaé, ze dla arytmetyki

mozina podaé wzgledne dowody niesprzecznosci, choctazby na gruncie teorii ZF. Natomiast

dla teorii mnogosci takich dowodéw nie ma, je$li pominaé dowody poslugujace sig ,,liczbami
nieosiagalnymi”, ktorych istnienie jest znacznie bardziej problematyczne niz niesprzecznos$é
teorii ZF.

Nie spelnily si¢ marzenia Hilberta o aksjomatyzowalno$ci matematyki. Trudno jednoznacznie
rozstrzygnaé, czy to dobrze, czy Zle. Jedno jest pewne, nieaksjomatyzowalna matematyka jest
duzo ciekawsza i o wiele bardziej fascynujaca niz jakikolwiek system formalny.



Rys. 1. To: planety P wokol Slofica § wediug
teorii Newtona w hip ycznym przypadku,
gdy Slofice ma tylko jedng planete.

Rys. 2. Rzeczywisty tor planety wokdl
Slonca. @ — kat obrotu aphélium podczas
jednego okraienia (znacznie przesadzony).

Co to jest teoria wzglednosci
PODSTAWY GEOMETRYCZNE

Dr Andrzej KRASINSKI

‘Odpowiedz na tytulowe pytanie zacznijmy od stwierdzenia, ze: Istniejg dwie teorie wzglednodci.
Pierwsza z nich, zwana szczegdlng, zostala opublikowana przez Alberta Einsteina w roku 1905
jako podsumowanie dlugiej serii prac, czeSciowo jego wlasnych, czgSciowo za$ innych autorow,
wérod ktérych przede wszystkim trzeba wymienic fizyka H. A. Lorentza, wielkiego
matematyka i fizyka H. Poincarégo oraz matematyka H. Minkowskiego. Teoria ta zajmuje si¢
zjawiskami mechanicznymi i elektromagnetycznymi zachodzacymi w ukladach poruszajgcych
sie jeden wzgledem drugiego z duzymi predkosciami (,,duzymi” znaczy tu: powyzej kilkunastu
procent predkosci $wiatla w prozni). Mowi si¢ w niej o wzglednym spowolnieniu biegu czasu

w dwu poruszajacych sie wzgledem siebie ukladach, o niemoznosci ,,przescignigeia Swiatla”,

o tym, ze zdarzenia roOwnoczesne dla jednego obserwatora moga nie byé rownoczesne dla innego,
i o wielu innych tak zwanych paradoksach, dobrze znanych czytelnikom literatury popularne;j.
Gléwnym tematem niniejszego artykutu bedzie druga teoria wzglednosci, zwana og6lng, nad
ktora Einstein pracowal w latach 1905—1915. Jest ona, jak wskazuje nazwa, uogodlnieniem
poprzedniej. Ta pierwsza zajmowala sie bowiem opisem zjawisk zachodzacych bez udziatu sit
grawitacyjnych, podczas gdy teoria ogdlna opisuje zjawjska fizyczne zachodzace w obecnosci
pola grawitacyjnego. Z tego powodu ogdlna teoria wzglgdnosci, cho¢ wywodzi si¢ z ,,czystej”
fizyki, jest silnie powigzana z astronomia — nauka o obiektach i zjawiskach, w ktorych
grawitacja jest wszechobecnym, czgsto najwazniejszym elementem.

SKAD SIE WZIELA OGOLNA TEORIA WZGLEDNOSCI

W poczatkach XX wieku mechanika i teoria grawitacji Newtona, oparte na trzech znanych
prawach dynamiki, wydawaly sie niewzruszalng podstawa calej fizyki i nikt powaznie nie watpit
w ich prawdziwo$¢. Istniala tylko jedna luka w tym pozornie doskonalym dziele. Zgodnie z teoria
Newtona, planety powinny krazy¢ wokél Slofica po zamknigtych torach eliptycznych. Sciélej
moéwiac, gdyby Slorice mialo tylko jedna planete, jej tor powinien by¢ elipsa o ognisku w srodku
masy uktadu Stofice — planeta. Poniewaz w rzeczywistosci uklad stoneczny skiada si¢ z'9 planet
oraz znacznej liczby ksiezycow, planetoid i komet, wszystkie te ciala zaburzaja nawzajem swoje
orbity i zadna z nich nie jest $ciSle eliptyczna, Zaburzenia toru planety pochodzace od ksigzycow
innych planet oraz od komet sa na tyle male, Zze mozna je pomina¢. Zsumowane zaburzenia
pochodzace od pozostalych 8 planet ujawniaja si¢ w ten sposéb, Ze tor planety jest krzywa
,,rozetkowa”, ktéra mozna sobie wyobrazi¢ w nastepujacy sposob. Przypusémy, Ze dana planeta
porusza sie po prawdziwej elipsie, lecz elipsa ta rownoczeénie obraca si¢ powoli wokol swojego
ogniska w tym samym kierunku, w ktérym planeta krazy. Wéwczas, po wykonaniu obiegu

o 360° wokél Slorica, planeta nie powréci do punktu wyjéciowego. Proste, poprowadzone

z ogniska orbity do dwoch kolejnych punktéw maksymalnego oddalenia planety od Storica,
beda tworzyly rézny od zera kat zwany katem obrotu aphelium (z powoddw technicznych

w astronomii mierzy sie raczej kat obrotu perihelium, czyli punktu minimalnego oddalenia
planety od Slorica). Kat ten jest tym wiekszy, im blizej Storica lezy dana planeta. W przypadku
Merkurego wynosi on 5599,74 + 0,41 sekund katowych na stulecie. Jest to efekt na tyle wyrazny,
ze byl znany astronomom juz w pierwszej polowie XIX wieku. Jednak w roku 1859 francuski
astronom U. J. Leverrier stwierdzit, ze zsumowane oddzialywania pozostalych planet nie
wystarcza do wywolania tak duzego obrotu perihelium Merkurego. Obrét obserwowany jest

0 (43,11 +0,45)" na stulecie za duzy. Rozbieznoé¢ ta stala si¢ jednym z gléwnych problembw
XIX-wiecznej astronomii, za$ jej wyjasnienie — pierwszym i do dzi$ najwazniejszym sukcesem
ogodlnej teorii wzglednosci. : :
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Rys. 3. ,,Wzorcowy linial” rozciggnigty
migdzy gwiazdami A i B, powyginany przez
pola grawitacyjne innych gwiazd. W fizyce
Newtona uwazano to zjawisko za skutek
dzialania sil grawitacyjnych. W teorii
Einsteina (patrz koniec artykulu) jest to
efekt geometryczny.

Wyjasnienie to bylo ,,efektem ubocznym” teorii Einsteina, nie za$ wytyczonym z gory celem.
Punkt wyjcia rozumowania, na ktérym oparla si¢ teoria wzglednosci, byt nastgpujacy. Pierwsze
prawo dynamiki Newtona powiada, Ze w przestrzeni wolnej od wszelkich oddziatywan fizycznych
kazde cialo poruszaloby si¢ ruchem jednostajnym i prostoliniowym. Jesli jednak probujemy
zastosowaé pierwsze prawo Newtona do jakichkolwiek obiektéw astronomicznych, przekonujemy
sie zaraz, Ze przestrzefi wolna od oddzialywan po prostu nie istnieje. Wszedzie, od skali ukladu
planetarnego do skali calego Wszechéwiata, dziala pole grawitacyjne, powstajace przez nalozenie
sie na siebie oddzialywar grawitacyjnych wszystkich cial obecnych we Wszechswiecie. Zatem
pierwsze prawo dynamiki jest tylko abstrakcja, ktora nigdzie nie moze realizowac sig Scisle.
Teoria Newtona miala na to argument w postaci nastepujacego wniosku z II prawa dynamiki:
na skutek wszechobecnoéci grawitacji rzeczywiste tory ruchu cial we Wszech$wiecie ulegaja
zakrzywieniu. Tu mozna zapytaé: zakrzywieniu, ale wzgledem czego? Skoro méwimy, ze co§

jest krzywe, zakladamy automatycznie, ze wiemy, co jest proste. A wigc: co to jest linia prosta,
skoro nie mozemy wskaza¢ realnego ciala poruszajgcego si¢ po niej?

Szkolny kurs geometrii wyrabia w nas pewne ,,euklidesowe” intuicje i w pierwszym momencie
kazdemu wydaje sie, Ze wyznaczenie ,,idealnej” linii prostej biegnacej przez dowolnie duze

obszary Wszech$wiata jest w zasadzie mozliwe. Po chwili zastanowienia jednak nie wydaje si¢

to juz tak oczywiste. Czy wzorcem prostej bylby sznurek rozciagnigty od gwiazdy do gwiazdy lub
odpowiednio dhugi linial? Pomijajac techniczng nierealno$¢ takiego wzorca, odpowiedZ brzmi
oczywiscie: nie! I sznurek i linial musialby tez ugia¢ si¢ pod dzialaniem sit grawitacyjnych. Po
glebszym zastanowieniu padlaby moze propozycja: linig prosta jest przedtuzenie osi teleskopu. Jezeli
obserwator patrzacy z pewnego punktu widzi dwa obiekty astronomiczne dokladnie w tym samym
kierunku, dalszy ukryty za blizszym, to obiekty te musza leze¢ na jednej prostej z obserwatorem.
Przelozona na jezyk fizyki definicja ta mowi: promienie éwietlne rozchodza sig po liniach
prostych. Czy to fakt, czy znéw falszywa intuicja?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, przeprowadZmy pewien eksperyment myslowy. Przypusémy,
ze wyznaczenie kierunku idealnej prostej jest mozliwe, i ze po takim idealnym torze prostym
porusza si¢ pojazd migdzygwiezdny pozbawiony wszelkich urzadzen umozliwiajacych zobaczenie
tego, co dzieje si¢ na zewnatrz. WyobraZmy sobie, ze przelatuje on, ze stalg predkoscia v, obok
gwiazdy o masie M. Niech minimalna odlegloé¢ pojazdu od $rodka gwiazdy (tzn. odleglosé
érodka gwiazdy od toru) wynosi d, za§ moment osiagniecia odleglosci d oznaczmy przez t = 0.
Wtedy natezenie pola grawitacyjnego dzialajacego na pojazd w dowolnej chwili ¢ bedzie rowne
GM
C d24oi?
WyobraZmy sobie teraz drugi pojazd, ktory porusza si¢ z dala od wszelkich gwiazd i planet,

b4 i bedzie skierowane stale do érodka gwiazdy (G — stala grawitacyjna Newtona).

ale porusza si¢ po linii krzywej, z niestalym przyspieszeniem réwnym a = skierowanym

d*+ov*t?

stale od tego samego punktu przestrzeni. Tym razem G, M, d i v sa parametrami o wymiarach

odpowiednio stalej grawitacji, masy, odlegloéci i predkosci dobranymi tak, aby zalezno$¢ a od ¢

byla dokladnie taka sama, jak zaleznosé g od ¢ (w drugim przykladzie staly parametr v nie jest
: . .

réwny predkosci pojazdu, predko$é te mozna obliczy¢ ze wzoru o(f;) = fa(r)dt+ o(tp); jest

to

ona oczywiscie zmienna). Sila bezwladnoéci bedzie wtedy skierowana przeciwnie do wektora

przyspieszenia, a wiec bedzie skierowana wciaz do tego samego punktu i bedzie zalezala od

czasu w.taki sam sposob, jak sila grawitacyjna w pierwszym przykladzie. Krotko mowiac,

bedzie dokladnie imitowala sile grawitacyjna. Do jakiego stopnia dokladnie?

Rys. 4. Pojazd miedzygwiezdny przelatujacy Rys. 5. Pojazd miedzygwiezdny poruszajacy
obok gwiazdy po torze prostoliniowym. si¢ W pustej przestrzeni ruchem przyspieszonym,
; przy ktérym sily bezwladnosci symulujg
przycigganie grawitacyjne gwiazdy.
wSymulowana gwiazda' znajduje sig
w punkcie S, odleglym o d od punktu
maksymalnej krzywizny toru. @, a;, @3 —
przyspieszenia w réznych punktach toru.
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Rys. 6. W pojeidzie przecinajacym
prostopadle promiedi §wietlny nastepuje
pozorne ugiecie promienia: promieri trafia
w ekran w punkcie B, zamiast w punkcie
A. Rysunek powytm' pmdstaw-a sytuacje
w ukladzie odniesi jzanym z pojazd

Od czas6w Galileusza wiadomo bylo, Ze imitacja ta jest zupelna w zjawiskach mechanicznych.
Intuicja podpowiadala, ze w takim razie analogia powinna by¢ zupelna i w pozostalych
zjawiskach, bo wlasnosci mechaniczne cial sg tylko powierzchownym obrazem oddzialywan
elektromagnetycznych i jadrowych, decydujacych o strukturze cial, ich elastycznodci itp. Efekty
elektromagnetyczne rowniez nie powinny wobec tego odrozniac sit bezwladnosci od sil grawitacyjnych.
Swiatlo za$ jest strumieniem fal elektromagnetycznych. Zatem...

Zanim przeprowadzimy nast¢pny eksperyment myslowy, wyjasnimy male oszustwo. Obserwator
z pierwszego przykladu mogl oczywiscie wyjrze¢ na zewnatrz pojazdu, zobdczyé, ze przelatuje
obok gwiazdy i wywnioskowaé stad, ze dziala na niego sila grawitacyjna, a nie sita bezwladnosci.
Dlatego zabronili§my mu wyglada¢ (oszustwo zawsze lubi ukrywacé sie za niezrozumialymi
surowymi zakazami i ograniczeniami). Sens fizyczny tego ograniczenia byt taki: sily grawitacyjne
mozna odrézni¢ od sil bezwladnosci tylko przy pomocy informacji zebranych z duzych obszaréw
przestrzeni, natomiast w eksperymentach lokalnych, przeprowadzanych w malym otoczeniu
pojedynczego punktu, te dwa rodzaje oddzialywari sq nierozroznialne.

PrzeprowadZmy teraz nast¢pny eksperyment my$lowy. Przypusémy, ze nasz pojazd miedzygwiezdny
porusza si¢ po linii prostej ruchem jednostajnie przyspieszonym i w pewnym momencie przecina
prostopadle promien $wietlny. Swiatio wpada przez okienko i tworzy jasna plamke na przeciwleglym
ekranie. Gdyby pojazd stal w miejscu, promiefi taki powinien, w my$l mechaniki Newtona,

biec po linii prostej. Zaznaczmy na ekranie miejsce, gdzie wowczas powstalaby plamka $wietlna,

Co si¢ dzicje w przyspieszajacym pojezdzie? Zanim $wiatlo przebiegnie od okienka do ekranu,
pojazd przesunie si¢ 0. pewien odcinek. Plamka powinna wigc powstaé nieco ponizej zaznaczonego
miejsca. Zatem promien §wietlny ugina sig, gdy obserwowaé go z ukiadu przyspieszonego. Skoro
za$ sily bezwladnosci lokalnie imituja sily grawitacyjne, powinien ugina¢ si¢ takze w polu
grawitacyjnym. Nie bylby wigc wzorcem linii prostej w przestrzeni z grawitacja.

MT. Ta sama sytuacja, co na rys. 6,

Leda i, ] pager

nary w ia zwigzanym
ze #rodiem §wiatta Z. Trzy rysunki dotyczg
trzech réznych chwil czasu: a) Foton

F wpada przez okno, b) Foton w polowie
drogi od okna do ekranu, c) Foton trafia

w ekran, :

W tym miejscu nalezy podkresli¢ wielka $mialoé¢ intelektualng Einsteina. Do jego czaséw nie
wykonano zadnych obserwacji, ktore sugerowalyby uginanie si¢ promieni $wietlnych w polu
grawitacyjnym, poniewaz nikt o takiej mozliwosci nie pomyslal, za§ wielu ludziom wydawala
si¢ ona niedorzeczna. Einstein zaryzykowal postawienie ‘takiej hipotezy, za$ kilka lat po ogloszeniu
Jjej drukiem, w roku 1919, ekspedycja astronomiczna pod kierunkiem A. S. Eddingtona
przeprowadzila obserwacje, ktore z mala wprawdzie dokladnoscia, ale zupelnie wyraznie
potwierdzily ja (jak sie robi takie obserwacje, powiemy w nastepnym artykule). Smialo$¢
Einsteina polegala rowniez na tym, ze poszed! dalej za vmlmkaml ze swojej hipotezy, nie
czekajac na jej potwierdzenie.

Skoro nawet promienie $wietlne nie moga byé wzorcami flzycmyml linii prostej, trzeba spojrzeé
prawdzie w oczy i powiedzie¢ sobie twardo, ze wzorzec linii prostej nie istnieje. Teoria Newtona
nie potrafi wiec wskazaé, jak wygladalby hipotetyczny tor obiektu astronomicznego

w przestrzeni wolnej od grawitacji, a wigc nie umie stwierdzi¢, na ile tor rzeczywisty odchyla

si¢ od niego. W tej sytuacji jest rzecza rozsadniejsza zalozy¢, ze pole grawitacyjne modyfikuje
geometri¢ w przestrzeni, zas w owej zmodyfikowanej geometrii torami ruchéw swobodnych

54 nie linie proste, lecz okregi, elipsy, hiperbole i inne orbity znane z astronomii obserwacyjnej.
Teoria oparta na takich zalozeniach bedzie moze trudniejsza w zastosowaniach, lecz bedzie
uzywala poje¢ majacych bezposredni sens fizyczny i nie bedzie musiala postugiwaé sie
abstrakcyjnym tlem w postaci przestrzeni euklidesowej — niemozliwej do zaobserwowania.
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Rys. 8. Dwuwymiarowy model przestrzeni
euklidesowej w teorii Newtona. Geometria
nie zalezy od rozkladu materii, przestrzei

. Jest plaska.
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Rys. 9. Dwuwymiarowy model krzywej
przestrzeni uzywanej w teorii Einsteina:
Im silniejsze pole grawitacyjne, tym bardziej
wkrzywa' przestrzen. Dla wyrazistosci
~ rysunku wysokosci ,,wzgorkéw'' sq znacznie
- przesadzone.
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Zalézmy, Ze « nie jest wielokrotnoscia
L liczhy =, a wigc & = 2kn+f, gdzie0 < ff < =
Z warunkéw zadania wynika, ze dla kazdej
" liczby naturalnej n wigkszej od 1 jest
Sgin(n—1)a < sin(n+ 1)a, czyli sin{n+ 1)x+
#sin(n—1)x > 0, 2sinax cosna = 0.
Jegeli I, m sa dowolnymi liczbymi naturalaymi
wigkszymi od 1, to 2sinxcosla = 0,
4 2sinzcosmz = 0, skad wynika, ze
. dsin’xcoslecosmax = 0 1 poniewaz sinx # 0,
wigc coslacosma = 0.
Wykatemy teraz, e istniejg liczby naturalne
1i m, obydwie wigksze od 1, dla ktérych

coslacosma < 0

ik ZT;I 3037) ™

diugodé - llﬂi > 1. W kazdym z nich znajduje sig
wige pewna liczba naturalna wigksza od 1
{gdyz 2|ﬂ| > —) Niech liczbami takimi

beda [im:

3n S5x 5n Tn
TR T
%z(!]ﬁ[(%n, ';-.'l < mi|B| <—;‘n,

Wowczas coslecosma = cos(2klx+
+IB)cos(2kmn+ mf) = coslfcosmf =

= cosl|f|cosm|p| < 0, gdyz cosl|f] > 0,
cosm|f| < 0.

Zalozenie, ze & nie jest wielokrotnoscia
liczby 7 doprowadzilo nas do sprzecznosci,
a wige przy pewnym calkowitym p musi
byé @ = pn. Wtedy oczywiscie sinna =

= sin(n+ 1)a = 0 dla kazdej liczby
naturalnej n.

FIZYKA A GEOMETRIA

Intuicja geometryczna czlowieka jest bardzo ograniczona.Potrafimy sobie wyobrazi¢ trojwymiarowa
przestrzeni euklidesowa, ktora bywa nazywana plaska, lecz,,zakrzywiona” przestrzeii trojwymiarowa
sprawia naszej wyobrazZni juz duze klopoty.

Przestrzenie o liczbie wymiaréw wickszej niZ trzy wymykaja sie wyobrazni zupelnie. Chcac mie¢
pewne pojecie o ,,krzywej” geometrii w przestrzeni wielowymiarowej, musimy postugiwac si¢
dwuwymiarowymi analogiami. Istnieje wiele dwuwymiarowych powierzchni, ktorych geometria
nie jest euklidesowa (najlepiej znanym przykladem jest powierzchnia kuli). Postuzmy sie
dwuwymiarowym modelem przestrzeni dla objasnienia podstawowej roznicy migdzy teoria
Newtona a teoria Einsteina.

Wedlug tej pierwszej przestrzen byla plaszczyzna, bez wzgledu na obecno$¢ lub brak materii.

W teorii Einsteina przestrzefi jest prawie plaszczyzna tam, gdzie pola grawitacyjne sa bardzo
slabe, za§ w otoczeniu cial wytwarzajacych pole grawitacyjne na plaszczyZnie pojawiaja sig
,»wzgorki” — tym wyzsze, im silniejsze pole grawitacyjne.

Taki stowny opis nie moze by¢ oczywiscie podstawg teorii fizycznej. Dobra teoria musi operowaé
$cistymi prawami, wyrazonymi przez rownania matematyczne. Réwnania takie, zwane
réwnaniami Einsteina, ma réwniez teoria wzglednosci. Sa one jednak na tyle zawikiane i operuja
tak zaawansowanym aparatem matematycznym, Ze ich przedstawienie w krotkim artykule nie
jest mozliwe.

Poprzestafimy wiec na stwierdzeniu, Ze wiaza one gesto$¢ materii i wszystkich rodzajow energii

w otoczeniu danego punktu przestrzeni i danej chwili czasu z prawami geometrii obo*mazujacyﬁn
w otoczeniu tego punktu i chwili.

W tym miejscu pojawi si¢ w naszym wywodzie nieciaglo$c.

W nastepnym artykule powiemy o do§wiadczalnych testach teorii wzglednosci. Pominiemy
natomiast droge, ktora prowadzi od zalozen, przedstawionych w skrocie powyzej, do wnioskow,
czyli przewidywanych wynikéw eksperymentéw. Droga ta nie da si¢ bowiem przesledzi¢ bez
pomocy zaawansowanej matematyki.

w powytszym artyhlle. dla w:qhaej pmejmmoici Autor nie utywa terminu matematycznego stosowanego
po a i W i problemntyce Chodzi mianowicie o pojecie geodezyijnej
(3citlej mowi sig 1|.m| geodezyjnej, tak jak: linii prostej). Geodm,ne w danej przestrzeni to linie najkrétsze.
Gdy nasza przestrzenig jest np. sfera, to geodezyjne sa okregami kol wielkich — patrx wyiej. Nazweg ,ueod.ezyma
motnaobjaéménutmm dlusoﬁuyu,. stego” toru kolejowego migdzy mi woiciami A i B jest
réwna nie odl i tych miejscowosci zmierzonej w tréjwymiarowej przestrzeni euk!:dmwej. a dlugosci luku przeciecia
powierzchni Ziemi plaszczyzng przechodzacq przez A, B i érodek Ziemi — takie zagadmcnm rozpatruja seodm
Rozpatrujac jaka$ przestrzen wewnetrznie uzywa si¢ niejednokrotnie terminu ,,prosta” zamiast ,.meodezyj
nie uwazajac za stuszne rezerwowania nazwy ,,prosta”’ tylko dla g i euklid j. W teorii wzgled
po ktdrym biegnie $wiatlo, jest traktowany jak prosta.(bo jest geﬁdezy:inq. oile odlesloéé mierzymy czasem
przebiegu $wiatla — prawda?). Warto tu zajrze¢ do artykulu Alberta Einsteina, Delta 2/1977.

Al
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Podstawiajac w pierwszej roéwnosci zamiast
x liczbe x + a otrzymujemy f(x + 2a) =

= g(x+ ag), skad na mocy drugiej réwnoéci

wynika, ze ﬂ:
fix+28) = —f(x).

Podstawiajac tu zamiast x liczbg x+ 2a Rozwiazanie zadania M 159
otrzymujemy Niech danymi liczbami badg a,, a1, ..., Gm.
flx+4a) = —flx+2a) = f(x). Utwérzmy iloczyn P = a,8; ... Gm @103 .
. Gm ... @383 ... Gm MAajacy mn czynmk.bw

Ponadto g(x+4a) = f(x+a+4a) =

= f(x+a) = g(x), a wigc okresem kaidej z
funkcji fi g jest 4a.

Przykladem funkcji f i g spelniajacych

Gmpu]qc w nim wyrazy po n otrzymujemy
iloczyn m liczb, z ktérych kazda, jako
iloczyn n danych liczb, jest wigksza od 1.
Liczba (a,4az ... am)" = P, jest wigc

podane w zadaniu warunki przy a = 53 iloczynem liczb wigkszych od 1, zatem

(SE]

[ —
funkcje sinus i cosinus. P>1,a1a;...0m= ]/P =1,



Wahadlo kwantow

e - Doc. dr Michal SWIECKI

Czy czastki elementarne zachowuja swojg tozsamos$¢? Oczywiscie nie. Wiadomo, ze wickszo$é
czastek rozpada si¢ po pewnym czasie, a przy zderzeniach jedne czastki ging, a na ich miejsce
rodzg si¢ nowe. Zajmiemy si¢ tu innego jeszcze rodzaju przemiang jednych czastek w drugie —
przemiang stosunkowo mato znang, cho¢ by¢ moze najbardziej interesujaca. Polega ona na tym,
ze w miar¢ uplywu czasu jedne czastki przechodza na inne, nastepnie proces odwraca sie i tak
bez konca. Co najbardziej w tym wszystkim uderzajace, to fakt, ze oscylacje te (bo proces jest
periodyczny) zachodza w préini bez udziatlu jakiegokolwiek czynnika zewnetrznego. To ktores
juz z rzedu dziwactwo mechaniki kwantowej rzeczywiscie obserwuje si¢ w do$wiadczeniu.
Rozwazmy na wstepie znane zjawisko pojawiania sie wielu

- réznych rodzajow polaryzacji §wiatla : liniowych, kolowych i
| em%%emlc I'YZGCJl eliptycznych. Niech wigzka $wiatla monochromatycznego
p J o dlugosci fali A, czyli o okreslonej czestosci w, porusza sie

w kierunku osi z. Swiatlo to moze by¢ spolaryzowane
np. w wyniku przepuszczenia go przez pryzmat Nicola.

N
N —
‘___iz_
" ~

Bedzie to oczywiscie polaryzacja liniowa. Wektor natezZenia

\ pola elektrycznego i prostopadly dori wektor indukcji
pola magnetycznego drgaja wtedy w jednej z plaszczyzn
zawierajacych o$ z. Kierunek drgan zwany kierunkiem

Y polaryzacji jest prostopadly do tej osi. Niech, dla
N\ Z)’ ; uproszczenia, bedzie to kierunek tworzacy z osia x kat w/4

(patrz rysunek). Ustawmy na drodze naszej wigzki §wiatla
jednorodny krysztal szpatu islandzkiego (z niego wiasnie robimy pryzmaty Nicola), ale tym
razem nie eliminujemy z gry drugiego promienia spolaryzowanego. Z krysztalu wychodza wiec
dwa rézne promienie 0 wzajemnie prostopadlych kierunkach polaryzacji. Niech te kierunki
pokrywaja sie odpowiednio z osiami x oraz y. Poniewaz wigzka pierwotna byla spolaryzowana
w kierunku tworzacym jednakowy kat z obiema tymij osiami, wiec po przejiciu przez krysztat
otrzymamy dwie identyczne wigzki o tym samym natezeniu, tyle tylko, Ze inaczej spolaryzowane.
Jedna w kierunku x, druga — y. Gdyby$my teraz umiescili za krysztalem uklad zbierajacy nasze
dwie wiazki w jedna, to wydawaloby sie, Zze znéw otrzymamy wigzke spolaryzowana liniowo
w kierunku polaryzacji pierwotnej. Tak jednak nie jest. Badajac polaryzacje liniowa wiazki °
konicowej przekonujemy sig, Ze nie jest ona catkowita. Dokladniejsze badania moga by¢
przeprowadzone jedynie za pomoca przyrzadow znacznie bardziej czulych niz pryzmat Nicola.
Okazuje si¢ wtedy, Ze koniec wektora polaryzacji zatacza kolo w miarg uplywu czasu. Wektor
natezenia pola elektrycznego drga w plaszczyZnie, ktora obraca si¢ wokot osi z. Taka polaryzacje
nazywamy kolowa lub eliptyczna, w zaleznosci od krzywej, jaka zakresla w swym ruchu koniec
wektora polaryzacji. -

Skad bierze si¢ to zjawisko?. Otoz stad, ze przy przechodzeniu przez krysztal szpatu islandzkiego
obie wigzki $wiatla przebiegajg rézne drogi optyczne. Wspoélczynniki zalamania obu promieni

sq rozne, czyli rozne sa ich predkosci w krysztale, a stad promienie te po wyjéciu z krysztatu
maja rézne fazy. Niech drgania wektora elektrycznego w jednym promieniu — tym o polaryzacji
x — beda opisywane przez funkcje sinwr. Wtedy drgania w drugim promieniu beda przesunigte
w fazie o pewna wielko$¢ & i opisywane funkcjg sin (wt+ 6). Jezeli krysztal wytniemy tak, ze

6 = m/2, to drgania wypadkowe beda odbywaly sie wzdluz krzywej, kt6rej wspolrzedna x zmienia
sig, jak sinwt, a wspoirzedna y, jak coswt, czyli po kole.

Co to wszystko ma wspoOlnego z czastkami elementarnymi?. Po pierwsze $wiatlo jak i kazda fala
elektromagnetyczna sklada si¢ z fotonéw. Opisane wyzej zjawisko zachodzi rowniez dla
pojedynczych, niepodzielnych fotonéw. Taki pojedynczy foton pochodzacy ze spolaryzowanej
wigzki pierwotnej i przepuszczony przez krysztal dwojlomny oraz uklad zbierajacy dwie wigzki
(cho¢ nie mamy tu zadnych dwoch wigzek tylko jeden foton, to jednak ukiad ten jest konieczny)
wykazuje polaryzacj¢ kolowa. W tym wypadku znaczy to, Ze w miar¢ oddalania si¢ od calego
ukiadu foton ten bedzie spolaryzowany raz w kierunku x, potem y i tak dalej, na przemian.
Liniowa polaryzacja fotonu bedzie oscylowala miedzy dwoma wzajemnie prostopadlymi
kierunkami. Tak wigc, w miarg¢ uplywu czasu foton spolaryzowany kolowo przechodzi wahadlowo
od stanu o polaryzacji x do stanu o polaryzacji y bez Zzadnej ingerencji z zewnatrz. Kazdy powie,
ze to trywialne, bo przeciez wektor polaryzacji fotonu obraca si¢. Blizsze rozwazania nad

zasadg zachowania momentu pgdu przekonalyby nas, Ze to wcale nie jest trywialne. Zamiast
tego rozwazmy inny, bardzo zblizony przyklad. Przypomnijmy najpierw, ze fotony

o czestosci w to nic innego, jak zwykle czastki elementarne o energii E = fiw. Wykazuja

one, jak wiemy, w pewnych warunkach wlasnosci falowe. Podobnie, jak wszystkie inne czastki.
Tyle tylko, ze nie dysponujemy odpowiednio wielkimi energiami na to, Zeby utworzy¢ tyle
czastek o tej samej energii, ile fotonéw produkujemy w laserze (np. 10?° fotonéw na sekunde).
Nie potrafimy wigc wytwarzaé klasycznych makroskopowych p6l czastek innych niz fotony.
Niemniej jednak wiasnoéci falowe pojedynczych czastek (w tym i fotondéw) zostaly stwierdzone
do$wiadczalnie. Odpowiednia czesto$¢ fali wigze sie z energia czastki uniwersalnym wzorem

E = fiw. Tak, jak dla fotonow.
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Rozwazmy teraz dwa rodzaje czastek réznigcych sie jedynie masa i niczym wiecej. Znamy

wiele takich par czastek. Najbardziej interesujace s jednak neutralne mezony K, gdyz réznica
jch mas jest niestychanie mala. Mezony te, Ko i K95, s3 wiec prawie takie same. Réznia

si¢ jednak troche¢ masa, a w zwigzku z tym i energia, nawet przy tym samym pedzie. Obu
gatunkom mezondéw o tym samym pedzie odpowiada wigc nieco inna czgsto$¢ zwiazanej z nimi
fali. Nie ma w tym na razie nic nadzwyczajnego. Okazuje si¢ jednak, Ze we wszystkich reakcjach,
w ktorych produkowane sa neutralne mezony K, nigdy nie otrzymujemy ani mezonéw Kog,

ani Ko, ale jedynie ich mieszanine réwno bogata w oba rodzaje mezondéw. Podobnie wszystkie
reakcje rozpraszania rozrdzniaja jedynie takie mieszaniny, a nie ich poszczegélne skladniki.

: Podobnie, jak pryzmat Nicola rozréznia okreslone polaryzacje liniowe, a nie widzi polaryzacji

kolowej. Wystepuja dwie takie mieszaniny réznie zachowujace si¢ w reakcjach rozpraszania

i produkeji. W jednej z nich skladowa Koy jest przesunieta w fazie o 7. Pamigtajmy bowiem,
ze to wszystko fale.

Wyobrazmy sobie teraz, ze w jakim$ do$wiadczeniu wyprodukowaliSmy kombinacje Ko, +Kog
(czy tez Ko, —Ko0s). Oba skiadniki maja, jak wiemy, roine czestoéci drgan i z uplywem

- czasu narasta miedzy nimi roznica faz. Po pewnym czasie roznica ta osiggnie 7t i dostaniemy

czysta kombinacje¢ Ko, —Kos(Ko, + Kog), ktéra ma zupehie inne wlasnosci w reakcjach
rozpraszania. I tak dalej beda nastepowaly periodyczne zmiany.

Tak wiec badania nad wigzka neutralnych mezonéw K daja wynik taki, ze w malej odleglosci
od miejsca produkcji wigzka tych mezonéw prawie zawsze prowadzi do reakcji z produkcja
hiperonéw, w wigkszej odleglosci nigdy nie powstaja hiperony, w jeszcze wickszej znéw powstaja
itd. Te dwie kombinacje to sa naprawde dwie rozne czastki (zwane Ko i Ko), Podobnie, jak
rozne s3 polaryzacje kolowe fotonu: prawoskretna i lewoskretna. A jak wykrywamy skladniki,
Ko, i Ko, tych kombinacji? Poprzez ich rozpady. Mezon Ko, ma np. czas zycia ~10~%s

a mezon Kog ~10~'%, Takie oscylacyjne zachowanie wiazki neutralnych mezonéw K jest
jednym z najtadniejszych argumentow na rzecz falowej natury czastek.

Podobne zjawisko moze zachodzié¢ w przypadku dwoch rodzajéw neutrin: elektronowego

i mionowego. Jedno z nich produkowane jest zawsze z elektronem i przy rozpraszaniu przechodzi
w elektron. Drugie natomiast zawsze wystgpuje z mionem . Masy obu neutrin sg bardzo male,
ale niekoniecznie musza by¢ réwne, ani tez dokladnie réwne zeru. Byé moZe mamy wiec taka
sama sytuacj¢ jak z mezonami K. Wtedy oba rodzaje neutrin bylyby dwiema kombinacjami

(o réznych wzglednych fazach) innych dwoch neutrin i wystgpowalaby podobna oscylacja ich
wigzek. I tak pochodzace ze Slofica neutrina elektronowe o z grubsza okre$lonym pedzie
moglyby np. gdzie§ w okolicach orbity Ziemi przej$¢ w neutrina mionowe, ktorych nie
wykrywa opisywany w poprzednich numerach Delty eksperyment Davisa. Okazuje si¢, Ze na
to, by pierwsza taka przemiana miala miejsce wlasnie w okolicach orbity Ziemi, réznica mas
obu neutrin powinna by¢ niestychanie mata. Nalezy jednak zdawa¢ sobie sprawe z tego, ze
neutrina sloneczne maja pewien rozklad pedu, co moze znacznie rozmy¢ miejsce pojawiania

si¢ minimum w ich wiazce. Nie jest wiec pewne, czy zjawisko oscylacji wuazkl neutrin wyjasnia
rzeczywiscie negatywny wynik eksperymentu Davisa.
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Rozwigzanie zadania F 53

Weimy pod uwage dwuwymiarowe ,,naczynie” o powierzchni S, zawierajagce N atoméw poruszajgcych sig we
wszystkie strony i zderzajgcych sig spregyicie ze ,, fciankami’ naczynia (rys. 1)..,,Ciénienie’ czyli sil¢ wywierang przez
'gaz na jednostk¢ obwodu oznaczamy przez p. Zrédlem ciénienia p sq zderzenia atoméw ze fciankami naczynia.

Jest oczywiste, 2e w stanie réwnowagi takie same sg liczby czasteczek o okreélonej predkosdci v przechodzacych

w jedng i w druga strong przez dowolng prostg (np. prosty I) w ciggu czasu At, niewielkiego w stosunku do okreséw.
czasu spotykanych w zjawiskach makroskopowych, ale znacznie wickszego od czasu potrzebnego atomom na przebycie
drogi poréwnywalnej z rozmiarami naczynia. Wynika stad, 2e wielkoé¢ p nie zalety od samego ksztaltu naczynia.
Weimy wigc pod uwage najprostsze z nich, pokazane na rys. 2.

Cisnienie czastkowe pochodzace od atomdw o predkodci v oznaczamy przez py, natomiast liczbe takich atomoéw
oznaczamy przez Np. Gdyby wszystkie rozwazane atomy poruszaly sig¢ w prawo, to z prawg $cianka w jednostce
czasu zderzaloby sig v(Ny/S) atoméw. Kazdy atom przy zderzeniu ze 'iciankg przekazuje jej ped 2mu. Zatem cuﬁmema
p byloby réwne 2mv - v(Np/S). W rzeczywistodci cinienie py powinno by¢ 4 razy iej Latwo to wyth

wyobrazajac sobie, ze atomy poruszajg sig w czterech ,,podstawowych’ kierunkach wzdiuz dwu wzajemnie
prostopadlych osi. Mozemy wigc napisaé

1
pv = o 2mv *o(Nu/S),

czyli poS = Ko,
gdzie Ky jest wielkodcia niezaleing od py i od S.
Sumujgc obydwie strony otrzymanej réwnodci po wszystkich mozliwych predkosciach v, jakie mogy wystgpowad
w gazie, otrzymuje si¢
pS = const.

Jest to szukany zwigzek, bardzo podobny do prawa obowigzujacego w trzech wymiarach p - ¥ = const.

Warto zwréci¢ uwage, Ze rozwazania powyZsze maja nie tylko akademicki charakter. Gaz dwuwymiarowy nie jest
takg fikcja, jak mogloby si¢ wydawaé., Mozna si¢ 0 tym samemu przekonaé: do czystej miednicy nalejcie czystej
wody, na powierzchni wody umiesécie zapaltke, kilka lub kilkanascie centymetréw od zapalki delikatnie wpusécie do
wody krople szamponu. W chwili wpuszczania szamponu na powierzchni¢ wody powinniécie zaobserwowac szybki
ruch zapalki, jakby kto$ dmuchngl, Chodzi tu rzeczywiscie o wiatr, Niektore zwiazki chemiczne grupujg si¢ przede
wszystkim na powierzchni. Zwigzkami takimi sa m.in. substancje zawarte w szamponie. Po wpuszczeniu do wody
szampon rozchodzi si¢ przede wszystkim po powierzchni, dajac ,,dwuwymiarowy™ powiew przesuwajacy zapalke.
Roztwory dwuwymiarowe odgrywaja role w tworzeniu si¢ piany, blonek mydlanych itp. Ciekawe. ze wielu zagadpiefi
dotyczacych takich roztwordw nie udalo sie do tej pory rozwiazaé.
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Cykl artykuléw R. Zielifiskiego 0 metodach
Monte Carlo opublikowali$my w Deltach
9/1975, 10/1975, 11/1975, 1/1976 i 2/1976.

TECHNII

Co daja komputery?

Mgr inz. Piotr KAPELA

W kazdej dziedzinie techniki wiréd nagromadzonych w czasie teorii i metod
projektowania wyrézni¢ mozna dwa obszary. Pierwszy — to metody majace
uzasadnienie w tradycji, w wieloletnim doéwiadczeniu konstruktoréw. Metody
te z koniecznosci sa szacunkowe, wymagaja duzego zapasu bezpieczeristwa

i dlatego nie sa optymalne. Drugi obszar — to metody oparte o teorie
matematycznie Scisle, powstale w wyniku dokladnego przeanalizowania problemu.
Rozwdj nauki i techniki wiazZe sig z poszerzaniem drugiego obszaru kosztem
pierwszego.

Zastosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej (ETO) stwarza nowe
mozliwosci. Podstawowa zaleta komputera — szybko$é, ymozliwia zastapienie
glebszych rozwazan teoretycznych wykonaniem duzej iloéci obliczenn. Mozna
mianowicie powtarza¢ cyklicznie obliczenia jakiego$ zadania zmieniajac

w kazdym cyklu dane poczatkowe. Otrzymamy w ten sposéb szereg réznych
rozwigzan. Sposréd nich automatycznie wybraé mozemy rozwigzanie pod jakim§
wzgledem najkorzystniejsze.

Jako przyklad takiego postgpowania rozwa.zmy poszukiwanie ekonomicznego
stopnia zbrojenia w belce Zelbetowej o przekroju prostokatnym. Chodzi

o znalezienie takiego stosunku powierzchni przekroju pretéw stalowych do
powierzchni betonu w belce, aby belka majac zadana wytrzymato$¢ byla
Jjednocze$nie najtanisza. Tradycyjnie uwaza sie, Ze stosunek ten powinien
wynosié¢ 0,6%+1,5%. Wainym problemem jest tu sposéb wyboru parametréw
poczatkowych (w przykiadz;e $3 nimi wymiary przekrOJu belki: a i b).

Od tego zalezy szybko$¢ i skuteczno$é otrzymania wymku Piszac program,
wedtug ktérego ma byé rozwigzane to zagadnienie, mozna zastosowaé dwie
proste metody: metode systematycznego przeszukiwania lub metod¢ Monte
Carlo. Pierwsza zmienia parametry a i b pewnymi krokami — da i 4b od
wartoéci najmniejszych do najwiekszych. Obliczenia wykonywane beda dla
wszystkich kombinacji. Druga jest metodg probabilistyczng. Opiera si¢ na
losowym wybieraniu a i.b-z zakresu wartoéci dopuszczalnych. Podstawowy

etap obliczen jest w obu metodach taki sam. Majac dane a i b oraz znajac
obciazenie i charakterystyke materialéw komputer oblicza nam wedlug ogélnie
przyjetej teorii Zelbetu potrzebne zbrojenie belki (Fz). Mnozac przekrdj betonu
(a x b) przez jego ceng, a przekrdj stali (Fz) przez cene stali, otrzymujemy po
dodaniu wskaznik kosztéw belki. Nastepnie sprawdzamy, czy nowo obliczony
wskaznik kosztéw jest mniejszy od wszystkich poprzednich. Jesli tak,
zapamigtujemy go na miejscu poprzedniego, po czym nast¢puje zmiana

ai b. W metodzie systematycznego przeszukiwania zmiany dokonujemy dodajac
przyrosty. W metodzie Monte Carlo nowe parametry sa losowane. Istnieje

wiele programéw generujacych liczby pseudolosowe o réwnomiernym rozkladzie.
Program pracujacy wedlug I metody zostanie zakoriczony po sprawdzeniu
wszystkich kombinacji. Obliczenia wedtug IT programu mozna przerwa¢ w dowolnej
chwili. Im diuzej bedziemy jednak liczyé, tym wieksza dokladno$é uzyskamy.
Obie metody prowadza do rozwigzania. Maja jednak swoje wady i zalety. Wada
metody systematycznego przeszukiwania jest szybko rosnaca wraz ze wzrostem
ilodci parametréw lub zmniejszaniem przyrostéw komplikacja rachunkéw.

A szybkoé¢é komputera, choé olbrzymia, jest jednak ograniczona. Metoda Monte
Carlo jest szybko zbiezna w pierwszym etapie obliczen, potem jej skuteczno$é
maleje. Przedstawiony przyklad jest bardzo uproszczony.

W rzeczywistych badania-*1 uwzglednia sie duzo wiecej czynnikéw. Wowczas
wybra- ‘e szybszej metody moze mie¢ duze znaczenie. Komputer jest bowiem

narzegdziem bardzo drogim. Godzina jego pracy kosztuje do kilku tysigcy zlotych.

Na pewno metodg lepsza od obu przedstawionych bylaby metoda mieszana.

W pierwszym etapie obliczen szukalibySmy metoda Monte Carlo przyblizenia
rozwigzania a w drugim metoda systematycznego przeszukiwania z maltym krokiem
(lub jaka$ inng) znalezlibySmy rozwigzanie optymalne.
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Schemat metody systemaotycz-
nego przeszukiwania

Schemat mefod
Monte Carlo

Prawdopodobnie istnieje mozliwos¢ sformulowania Scistej matems:

pozwalajgce) rozwiazaé przedstawiony problem. Komputer zwolnii nas

od obowiazku jei poszukiwania. Udalo nam sie uzyskal p

omijajac pewne zagadnienia. Byiby to wiec inny model 1
rzedstawiony we wsigpie: oba wskazane tam cbszary kurczytyby si¢ na rzecz

trzeciego — komputerowego.

Lecz tak jest tylko pozornie. Juz bowiem w przytoczonym przykladzie rysuje

sig nowa klasa problemow. Jak postgpowac, aby rozwiazaé problem szybciej,

z wigksza dokladnoscia? Sa to rowniez zagadnienia, ktorych rozwigzania nalezy

poszukiwaé na drodze badan matematycznych. Komputeryzacja stymuluje wigc

rozwdj zupelnie nowych lub dawniej zaniedbanych dziedzin matematyki.
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O tabelkach dziatan, symetriach i teorii grup

Kazde dwie liczby naturalne mozemy dodaé i w wyniku
otrzymamy liczbe, zwang ich suma. Wynik mnoZenia
nazywamy iloczynem, a odejmowania — réznicg. Wiemy,
Ze réznica liczb naturalnych nie musi byé liczbg
naturalng — natomiast zawsze jest liczba calkowitg.
Mowimy, ze zbidr liczb naturalnych jest zamknigty ze
wzgledu na dodawanie i mnozenie, a nie jest zamkniety
ze wzgledu na odejmowanie.

S3 dziatania, o ktérych nie uczymy si¢ w szkole.
Matematycy méwia, ze w zbiorze X okreslilismy dzialanie,
jezeli kazdym dwdm elementom (nie musza one byé
réine) zbioru X przypisaliémy pewien trzeci element
(znéw, niekoniecznie inny niz oba poprzednie) tego
zbioru. Ten zwigzany z a i b trzeci element nazywamy
wynikiem dzialania na a i b; oznaczmy

go na przyklad przez a@b, a[]b lub nawet po

prostu a- b.

Mozemy teraz wykonywaé dzialania na rozmaitych
obiektach. Wezmy liczby 0, 1, 2, 3 i rozwazmy w tym
czteroelementowym zbiorze dzialanie, ktére opisuje
tabelka 1. Aby odczytaé, czemu jest réwne np. 2 - 3,
znajdujemy liczbe stojaca na przecigciu rzedu poziomego
»2” 1 pionowej kolumny ,,3” — czyli 2+ 3 = 1.

(0:1:2 2
ol|0123
1 ga g
212 301
Tabelkal 3(3 2 1 0

Niech X oznacza symetri¢ prostokata ABCD
(przedstawionego niZej) wzgledem poziomej osi

symetrii — a zatem przy przeksztalceniu X punkty
prostokata przechodza na swe lustrzane odbicia wzgledem
prostej /. Symetri¢ wzgledem osi pionowej oznaczamy
przez Y, a obrét o 180° — przez R.

=
B

C D

Dwukrotne wykonanie kazdego z przeksztalcen X, Y, R
przywraca wszystkie punkty prostokata do pierwotnego
polozenia.
Zapiszemy to tak: XoX = Yo¥Y = RoR = I. Przez
I rozumiemy przeksztalcenie tozsamosciowe, to jest
takie, przy ktérym wszystkie punkty pozostaja na swoich.
miejscach. Jak mozemy si¢ przekonaé, ze XoY = R ?
Dzialanie o w czteroelementowym zbiorze I, X, ¥, R
opisuje tabelka 2.

L ELX YR

XY ¥R
Tia I ¥
Yy Ed-X
Tabelka2 RIR Y X I

LR



Bedziemy mnozy¢ pary liczb. ,,Iloczynem” pary (a, b) przez
pare (c, d) nazwiemy pare (ac, bd). Piszmy p zamiast

pary (1, 1), ¢ — zamiast (—1, 1), r — zamiast (1, —1)

i wreszcie s zamiast (— 1, —1). Rozrézniamy wigc
kolejnos¢ skladnikéw! Moina latwo sprawdzié, Ze nasze
dzialanie ,,mnozenia” opisuje tabelka 3.

[feig r=s

P -q
q p
r. %
5

P
q
r
s r

- - T Y
- T - T

Tabelka 3

Pozornie wyglada ona zupeinie inaczej niz pozostale
dwie. Ale oto w kazdej z nich zamiast kolejnych
elementéw piszmy — w tym samym porzadku! —
o,a,b, c. Za kazdym razem otrzymamy t¢ sama
tabelke 4 i widzimy, Ze ,,w gruncie rzeczy” wszystkie
one s3 takie same. Tre$¢ matematyki nie zalezy przeciez
od przyjetych oznaczeni. Rozpatrywane tu dzialania
musza mieé identyczne wlasnosci. A jak przekonaé

si¢, Ze przez zadng zmiang¢ oznaczen z tabelki 5 nie
otrzymamy nigdy czwarte;j?

| e a b ¢ 10123
o'oabc 000123
ala o cb 11 230
bjb ¢c 0 a 2‘230,1
c;cbao 313 0 1 2
Tabelka4 - Tabe ka 5

Tabelka 2 opisuje tak zwang grupe symetrii prostokata.
Matematycy i fizycy na grupy napotykaja wszedzie,
szczegllnie w algebrze abstrakcyjnej, ktora zajmuje

si¢ odkrywaniem i badaniem wlasnoéci dziatar.
Poznali$my jedna z podstawowych takich wiasnosci:
jezeli dwa dzialania majg tabelki, ktore nie réznig sig
budowa, a tylko oznaczeniami, to wlasnoéci tych dziatan
sg identyczne. Matematyk mowi: kazda z tabelek

1, 2, 3, 4 opisuje grupe symetrii prostokata. Poszukajcie
i innych dzialan, ktérych tabelki sa ,,w gruncie rzeczy
takie same” jak 1, 2, 3, 4. Zbadajcie na przyklad
wlasnosci takich czterech operacji na liczbach aa,

am—a, am -‘I-]—, ar — %. Co widzimy, wykonujac te

operacje kolejno?

Rozwigzanie zadania z kwietniowej Radiodelty

Zadanie ZnaleZ¢ nieskorniczong ilo§é takich rozwigzan réwnania x2+y* = z2, ze
x,y,z 53 liczbami naturalnymi i y—x = z—y.

Rozwiazanie Zauwazmy, ze 32+42 = 52. Zatem trdjka liczb (3, 4, 5) stanowi
rozwigzanie o zadanej wlasno$ci. Majac jedno rozwigzanie, mozemy otrzymac
ich nieskonficzong ilo§é. Wystarczy spostrzec, Ze rowniez trojki liczb (3k, 4k, 5k),
gdzie k jest dowolna liczba naturalna, spelniajg nasze warunki.

Mozna wykazaé przy tym, Ze sa to juz wszystkie takie rozwiazania. Przyjmijmy,
Ze y—x = a. Wowczas y = x+a, z = x+2a. Réwnanie przybiera postaé
x2+(x+a)* = (x+2a)? a po odpowiednich przeliczeniach x> —2ax—3a* = 0.
Wykorzystujac stosowne wzory obliczamy: 4 = 16a%, x; = 3a, x, = —a.
Otrzymujemy stad rozwigzania dwojakiego rodzaju: po pierwsze trojki liczb
poslaCI (—a,0,a),a po drug:e (3a, 4a, 5a). Poniewaz w plerwszym przypadku
nie otrzmeJemy rozwiazan w liczbach naluralnych wiec rzeczywiscie wszystkie
rozwiazania majg posta¢: x = 3a,y = 4a,z = Sa.

Ostatnig audycje w tym roku szkolnym nadamy w maju — 18 — o godz. 10°°.
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Laboratorium w domu

Doc. dr Tomasz HOFMOKL

OSCYLATOR SOLNY

Zjawisko to bardzo latwe do zaobserwowania odkryto dopiero 8 lat temu.
Zbadajmy je sami do$wiadczalnie. Nalezy zaopatrzy¢ si¢ w:
1) Stoik Wecka o pojemnosci 1—1,51,
2) Plastikowy kubeczek od $mietany, jogurtu lub kefiru,
3) Kilka tyzek soli kuchennej,
4) Farbe rozpuszczalng w wodzie, np. czerwona.
Kubeczek wstawiamy do sloika, tak aby opierat si¢ o jego brzeg, i przytrzymujemy
palcami. Nalewamy do stoika tyle wody, aby poziom jej przypadatl
w przyblizeniu w 3/4 wysokosci od dna kubeczka. Wyjmujemy kubeczek
i przekluwamy jego denko igla. W szklance przygotowujemy stgzony roztwor
soli zabarwiony farba. Wkladamy kubeczek do stoika i nalewamy do kubka
tyle barwnego roztworu soli, aby poziom cieczy w kubku byl réwny lub nieco
wyzszy niz poziom wody w stoiku. Teraz mozemy rozpoczaé obserwacje.
Poczatkowo obserwujemy cienki strumienn barwnej cieczy wyplywajacej z kubka
do stoika. Strumieni ten robi sie coraz cieriszy i po chwili si¢ urywa. Teraz
zaczyna si¢ najciekawsza cze$é do§wiadczenia. Po okresie pozornego spokoju
strumien znowu si¢ pojawia, po chwili zanika i moze tak oscylowa¢ nawet
szereg godzin. W do§wiadczeniu, ktére opisalem, strumien pojawial si¢ co
15 sekund, ale okres ten zalezy od wielkosci otworu i byé moze, od st¢Zzenia
roztworu.
Proponujemy dokladne zbadanie tego zjawiska. W szczegélnosci nalezy
odpowiedzie¢ na kilka pytan: '
1) Od jakich czynnikéw zalezy okres drgan
2) Od czego zalezy czas dzialania uizadzenia
3) Co dzieje sie w okiesie przerwy w wyplywie stonej cieczy.

Jak to zademonstrowac.
Znajac odpowiedZ na te pytania mozna si¢ pokusic o prob¢ wyjasnienia teoretycznego.
W zwigzku z tym Redakcja Delty zamawia u Czytelnikéw artykut pt.Jak
wyjasnilem dzialanie oscylatora solnego. Najlepszy artykul nie przekraczajacy
4 stron maszynopisu z dokladnym opisem dos$wiadczen zostanie opublikowany.

i Zadania =

Redaguje mgr Andrzej Makowski

M 157. Udowodnié, ze jezeli funkcje fi g okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych oraz
przyjmujace wartosci rzeczywiste spelniajg warunki

f(x+a) = g(x), gx+a)=—/(x),
gdzie a # 0, to s3 one okresowe.

W. Mnich

Rozwigzanie na str. 9
M 158, Niech a bedzie taka liczba, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierbwnos¢
sinne < sin(n+ 1)a. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnoéé
sinna = sin(n+ea. :
Rozwigzanie na str. 9
M 159, Niech n bedzie ustalong liczba naturalng. Udowodnié, e jezeli iloczyn kazdych n sposrod
danych m liczb dodatnich (n < m) jest wigkszy od 1, to iloczyn wszystkich m liczb jest tez
wigkszy od 1.
Rozwigzanie na str. 9

Redaguje dr Waldemar Gorzkowski

F 53. Wyobrazmy sobie, ze¢ w dwuwymiarowym naczyniu mamy ,,dwuwymiarowy” gaz doskonaly,
czyli zbi6r punktéow materialnych prawie nie oddzialujacych wzajemnie i poruszajacych sig
bezladnie we wszystkich kierunkach na plaszczyZnie. Na podstawie prostego modelu

teoretycznego wyprowadz odpowiednik prawa Boyle’a-Mariotte’a dla tego przypadku.
Rozwigzanie na str. 11



Wycieczka do Szwajcarii. Zaraz po przekroczeniu granicy 2
autokar mija stado biatych kréw. Uczestniczacy
w wycieczce fizyk do$wiadczalnik zauwazyl: ,,Patrzcie,
wszystkie krowy w Szwajcarii sg biate!”. Na to fizyk
teoretyk: ,,W Szwajcarii niektére krowy sg biale™.
I wreszcie matematyk: ,,W Szwajcarii sa krowy, ktére
co najmniej z jednej strony sa biale”.
EE 2

Przepis gotowania wody na herbate, majac dany pusty
czajnik, kran z woda, maszynke¢ gazowa i zapalki: nalaé¢
z kranu wodg¢ do czajnika, czajnik postawi¢ na maszynce,
zapali¢ gaz, czekaé do chwili zagotowania wody. Pytanie:
Jak gotuje wode matematyk, majac do dyspozycji czajnik
napetniony woda? OdpowiedZ: Wylewa wodeg z czajnika
i w ten sposob sprowadza zadanie do poprzedniego.

ko

Pewien wybitny matematyk zapytat Richarda Feynmana:
Czy to prawda, Zze bez matematyki rozwdj fizyki
opoznitby sie zaledwie o tydzien? Feynman odpowiedzial:
Prawda, ale bylby to ten tydzien, w ktérym Bog

stworzyl Swiat.

Kacik filatelistyc.zny @

Demokryt (ok. 460 — ok. 370 p.n.e.), grecki filozof-materialista,
uwazany jest za ojca atomistyki. Glosit on poglad, Ze caly
Wszech$wiat zbudowany jest z matych, niepodzielnych, sztywnych
cialek materialnych zwanych atomami, a wlasciwosci ciat zalezg
od rodzaju i rozmieszczenia skladajacych si¢ na nie atomow. Te
catkiem ,,wspoéiczesne” poglady pozostawaly potem w zapomnieniu
przez prawie dwa tysigce lat i w wieku XIX teoria atomistyczna
musiala na nowo torowa¢ sobie droge. Reprodukowany znaczek
z podobizng Demokryta wydany zostat przez Grecj¢ w roku

1961 z okazji utworzenia o$rodka badan jadrowych ¢ nazwie
»Demokritos”. Drugi znaczek z tej seril przedstawia budynek
reaktora jadrowego.

Jerzy BARTKE
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