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E!Vielki postep
,’ﬁa]u dokonat sic w edukacji narodowej
Bnajlepiej obrazuje (naszym zdaniem) zestawienie
Sprogramoéw szkolnych
sprzed dwustu lat
B programem startujacej wiaSnie
Bdziesiecioletniej powszechnej szkoty Sredniej.
 Takie beda Rzeczypospolite

jakie ich mlodziezy chowanie.
S Jakie byly — wiemy.
P Przeczytajmy wigc
-? program matematyki szkét pijarskich
reprodukowany nizej
" izestawmy go
2 programem dziesigciolatki.

Bdeiemy wiedzieé jakie beda.

POPIS ROCZNY

Z NAUK DAWANYCH

W SZKOLACH WARSZAWSKICH
u XX, SCHOLARUM ZIARUM

ODPRAWIONY

w Miesiacu Lipcu Roku 1787.

B REYTTMETYKA.

- Przez rozmaité przyklady wprawiani byli Uczniowie w
- Dodawani¢ , Odéymowani¢ , Mnoiéni¢, i Dzielénié
liczb, tak ieden, iako irdiny gatunek znaczgeych,

FLASSA L
- ARYTMETYKA.

O Liczbach ZLiamanych.

X & s3 liczby famane inaczéy Utomki?

- Co wyrata Mianownik a co Licznik?

Jak si¢ Ulomki sprowadzaig do iednego Mianownika ?

odawani¢ —~ Odéymowanié — Mnoienié — Dzielenié
Utomkow, -

e A S S A IIL
3 JEOMETRY A
Wiadomosci poczgtkowé

o liniiaglilprcastych » Obwodzie Koia ,o Katach i wymia-
TZe 1Cn.

Summa kztbw przyleglych réwnd si¢ dwom katom prostym.

Katy w wierzchotku przeciwlegié s3 sobie réwné.

O przystawaniu Tréykgtéw.

Dwa Trdylgty sg sobie doskonale réwné, gdy maig ie-
dén k3t réwny , zawarty migdzy dwoma bokami ro-
wnémi , kaldy kaidemu.

Gdy w Tréykgcie dwa boki s3 réwné, bgdg tét réwné
i dwa kgty .polozoné na przeciwko bokdw réwnych.

Whyliczénie innych przypddkéw , w ktérych dwa Trdy-
kgty przystaig do siebie.

Maige daié dws punkta znaleié trreci, w iednskowéy
od obudnwdch dauych odlegfosii.

Od punktu dancge na linii lubza liaiig , prowadsié liniig
proffopadfy.

Z danych liniy wyffanié Triykgs réwnoboczny ; rémwno-
ramienny s roznoboczuy.

Przerysowaé Trdyigt lub iakg inug Figurg.

Davemu kgtowi zrobid inny riwny.

Kgt dany podzielié na 2, 4, 8, i t. d. czgici rawnych,

O liniiach réwnoleglych.

Gdy dwie liniie rownoleglé przecind trzecid liniid, na-
tenczas czyni katy iednostronné i naprzemianlegté
réwne: Kgty za$§ wewngtrzne rowne dwém kgtom
prostym.

Do liniy danéy prowadzi’ drugg rinmolegfy.

W ngl':olegloboku,i boki i kjty przeciwné, s3 sobie
rowne.

Z danych linii wystawié Profiokat lub Kwadrat.

K3t zewngtrzny Trdvkata , rowny iest dwom katom we-
wnegtrznym przeciwleglym.

W katdym Troykgcie, trzy kgty wewnetrzné wdiz dwa
katy proste.

O Réwnolcglobokach i Triykgtach réwnych
co do powiérzchui.
Rownolegloboki lub Troykgty rownych podstaw i wyso-
kosci , s3 sobie réwné co do powiérzchni .
Sposob zamiéniénia iakiéykolwick Figury na Triykgt lub
na Proflokgt romwnéy powicrzcbni.
O, Dodawaniu i odéymowanin Kwadratow.
Kwadrat z przeciwprostokatnéy Trdykata prostokgtnego ,
réwnd si¢ Kwadratom wystawionym na dwoch in-
nych bokach tegoi Trdykata. ) =
Znin’}, Kwadrat rdwny summie albo rdinicy dwdch Kwas
dratiw danych. ) ]
Zualei¢ Kwadrat 5 ktdrgby kilka razy zawiéréd w sobie
kwadras dany.
Yakgkolwick Figurg proflokréilng zamienié na Kwadras,

O Kole.

Liniid prostd prowadzond od $rzodka kola do $rzodka cig-
_ ciwy , iest do nidy prostopadid. i
Przez dan€ trzy punkta nakréflic ‘kofo , tudziés znaledt
{rzodek kofa danégo.

Kt przy érzodku Kola iest dwa razy wigkszy od kata
przy Okrggu, gdy obudwéch ramiona na jednymie
fuku stoig.

KLASSA IV.

JEOMETRY A

O proporcys , podobiesistwie Figur i stosunku ich
powiérzchni.

W Trdykgcie poprowadzond liniid réwnolegtd do podsta-
wy, przecind boki Troykgta proporcyonalnie. Whiosks,



We dwéch Figurach podobnych poprowadziwszy przekg-
té ; Troyksty Figury iednéy bgdg podobné Troykge
tém Figury drugiéy.

Do trzech liniy danych znaleié czwarty proporcyonalng.

Liniig dang przecigé podfug stosunkwu danégo w liniiach,
lub liczbach,

Na linii danéy wykréslié Figurg podobng Figurze danéy,

W Troykacie prostokgtnym spuszczond prostopadid od Kg-
ta prostégo na przeciwprostokgtng , dzieli Tréykgt
na dwa Trbykgty podobné calemu, a ordz podobné
sobie. Whiosks.

Sposoby znalezienia Srzednicy linii proporcyonalnéy mig=
dzy dwiema danémi liniiami.

Powicrzchnie Figur podobnych maig sig iak Kwadraty wy-
stawion¢ na ich bokach odpowiadaigcych.

TRYGONOMETRYA.

W kaldym Trdykgcie boki maig si¢ do siebie iak wsts~
wy katéw przeciwlegtych tymie bokém,

Summa dwéch bokéw Troykgta md sig .do ich réinicy;
iak Stycznd polowy Summy k3téw przeciwnych cym
bokém, do Sgycznéy potowy ich réinicy.

ALGIEBRA.

Uczniowie wylotywszy réinicg zachodzgeg migdzy Ary-
tmetykg i Algiebrg; przytoczg

Zadania y-w ktdré iednd tylko niewiadomd ilos¢ wehodzi
i samé ilofci cdfkowité : a w tych pokakg :

1. Rozwigzanié kaidégo Zadanid na iakié czgsci dzieli
sig? iaki¢ ich s3 nazwiska? i ktoré s3 prawidis-
przyprowadzénia Zadanid do ndyproécieyszych wy-
razow.

2. Sposbéb dodawania ilosci maigcych znaki odmienne,

3 Sposéb munolénia ilosci niewiadoméy przez liczbg cas®
kowitg.

4. Dld czego w Odéymowaniu odmiéniaia sie znaki przed

wyrazami ilofci odeymowac sie maigcéy, to iest +
na — a za§ —na t.

5. Wyloig réinic¢ migdzy ilosciami przydaynémi i uie-
mne€mi, ( quantitites positivae & negativae ).

6. Spo:6o muoi¢ma iloici niewiadoméy przez drugg nie-
wiadomg.

7. Okaig przyczyne téy o26!néy reguly : ie gdy si¢ mno-
13 dwa wyrazy z iednakowémi znakami , ilosé¢ roz-
mnoZond bgdzie poprzedzond znakiém dodawania, to
iest 1: Jeleli za$ oba wyrazy mnotacé sig maig zna-
ki odmienné , ilo§¢ rozmnozond bgdzie poprzedzond
znakiém odeymowania, to iest w—. :

KLASSA V.
JEOMETRYA

O Brylach,

Definicyd Kgta Brylowego.

W Kgcie bryfowym zloionym ze trzech Kgtdw plaskiche
summa dwéch wigkszd iest od Kgta trzeciego.

W Kjcie brylowym, summa wszystkich Kgtéw plaskich
mnieyszd iest od summy cztérech Kgtéw prostych.
Whioski.

Definicyd Réwnolegtoicianu, ¢ Paralielopipedum. )

Dwa Réwnoleglodciany prostokgtne wystawione na
dneyle podstawie , maig sig do siebie lak ich wy-
sokofci, i ‘praeciwnie; maigce iednakowg wysokosd,
82 do slebie iak podstawy. -

Pwa RowsolegloSciany prostokgtne maigce podstawy w
stosunku ,.odwi-otnym swych wysokosci; s3 réwné, i
przeciwnie. Whioski,

Dwa - igkiekolwiek Réwnolegloéciany réwne podstawy
i 'yszuogcl maigce,, s3 w brylowateici réwne,

. Pnivski. -

'Deﬁlﬁ'hyjl Graniastostupa ( Prisma, )

2

Grapiastostup Troykginy iest potowz Réwnolegloscianu
maigcego réwng z Graniastostupem wysokoét, a za
podstawg Réwnolegiotiok dwa razy wigkszy od pod-
stawy Graniastostupa. Wwioski.

Definicyd Ostrostupa ( Pyramis, )

Przecigwszy Ostrosiup plaszczyzng réwnoodlegla od pod-
stawy , przecigcie to bedzie figury podobng pod-
stawie, Whioski.

Wpisawszy w Ostrostup, i opisawszy na nim Graniasto«
stupy ; réinica summy wpisazgch od summy opisa-
nych moie bydi mnieysza iakieykolwiek ilosci
danéy. Whiosks.

Graniastoslup troykgtny moie bydi roztoiony natrzy
Ostrostupy tréykgtne rowne , z ktdrych dwa bgdg
miaty tgg samg¢ podstawg i wysokos¢ co i Grania-
stostup.  Whioski.

Definicyd Walca. ( Cylinder.)

Powiérzchnid krzywd Walca prostego réwna sig Prosto-
katowi majgcemu za podstawe okrag podstawy Wal-
ca, a ta wysoko$¢ bok tegol Walca. Whioski,

Dwa Walce z rzwn; wysokoécig maig si¢ do siebie iak
podstawy. Whiosks.

Definicya Ostrokeggu. ( Conus.)

Powicrzchnid Krzywa ostrokrggu prostego réwna sig Tréy-
kgtowi maigcemu za podstawg obwdd podstawy O-

strokregu , a za wysokoé¢ bok tegoi Ostrokrggu.
Whiosks,

Powidrzchnid krzywa Ostrokregu prostego scigtego réwna
sig Prostokgtowi malgcemu za wysokosé¢ bok Ostro-
kregu $cigtego, a za podstawg okrag takiego Kofa,
ktérego promieniem bylaby Srzednia Arytmetycznd
migdzy promiéniami dwdch podstaw iego. Whiosks,

Brylowatos¢ Ostrokregu iest trzeciy czgicig brylowa-
tofci Walca réwody z nim podstawy i wysokosci.

Whioski.

Definicya Kuli ( Sphaera. )

Powiérzchnid Kuli réwna sig Prostdkgtowi maigedmu za
wysokos¢ $rzednicg Kuli,a za podstawe okrgg wiel-
ki¢go idy Kola.

Brylowatoé¢ Kuli réwna sie 2 brylowatosci Walca na téy

. Kuli opisanégo. Whioski.

Powierzchnie bryt podobnych maig si¢ do siebie w sto-
sunku dwumnoinym odpowiadaigcych sobie wymias
réw. Brylowatosci za§ tychie bryt s3 do siebie w
stosunku tréymnoinym tychie wymiaréw.

LOIKA

Idgc ukazang ndm od natury drogg , przez doéwiadczénié
i_ uwdianié , wszelkiégo nabywdmy poznania.

Rozblérkiest iedynym sposobém poznania rzeczy.

Tym sposobém posteputige , postrzegdmy , te pi¢rwszé wye
obraiénia’ naszé s3 zmystowe , a té naprzdd poiedyfi=
€zc, potém powszechné czyli rodzaiowé , nakosdiec
gatunkowé.

Z uwdlania rzeczy zmystowych , nabywimy wyobraleit
umystowych.

Podobnymie sposobém przychodzimy do poznania Widdz
Duszy, ktdré wszystkic zamykaig sig w Wiadzy Czucid

Nawyknl_em'a mézgu sy przyczyng fizyczng i pdboczng
pamigci : tymie sposobém sny wylody¢ moind,

Bigdnie rozumui¢my , gdy zaniechawszy podanych ndm od
natury prawidel, ktérdmi sg doéwiadczan?é i uwdia-
ni¢ , rozumuiémy poditug ztych naszych natogéw.

Bztuka rozumowania zaleiy na doskonalym sposobie mé=
wienia.

Okdzani¢ tego w przykladzie: kt6ré dowodzi ordz, e
tosamoss (ddentitas ) iest gruntém oczywistosci ro-
Zumowaria,

Zapewniamy si¢ o prawdzie, acz w réinym stopniu pe-
wnosci ;albo przez Oczywistoéé, albo przez Domysl,
albo przez Podobnoéé czyli- Analogiig.
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jetnodci, ktorych osiagniecie przewiduje program
ioletniej powszechnej szkoly sredniej (do wstepnych
wdrozen — innego jeszcze ni 1) wg czasopisma Matematyka,

lipiec — sierpien 1977 r. (pon te jest nauczanie poczatkowe).

Klasa IV

Badanie podzielnosci liczb naturalnych przez 2, 3, 4, 5, 9, 10,
25 i 100. Objasnianie na przykladach sposobéw poréwnywania,
dodawania i odejmowania liczb wymiernych w postaci
ulamkoéw dziesigtnych i zwyklych. Rozpoznawanie kol, okregow,
prostokatow, kwadratow, kul, prostopaditoscianéw i szescianow
oraz rozumienie poje¢ zwiazanych z tymi figurami.
Rozpoznawanie odcinkéw rownolegltych, prostopadiych

i sko$nych. Kreslenie okregow, odcinkow rownolegtych,
odcinkow prostopadlych, prostokatow i kwadratow.

Obliczanie obwoddw i pol prostokatow oraz pol

powierzchni i objetosci prostopadloscianow w zakresie
posiadanych umiejetnosci rachunkowych. Okresélanie

polozenia punktéw o danych wspolrzednych na plaszczyZnie.
Dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez liczby wektorow

o danych wspolrzednych na plaszczyznie, w zakresie
posiadanych umiejetnosci rachunkowych. Rozumienie

pojecia skali. Formutowanie definicji i twierdzeri na

wybranych przez ucznia przykladach.

Klasa V

Wykonywanie czterech dzialan arytmetycznych na liczbach
wymiernych i stosowanie ich w obliczeniach. Rozwigzywanie
rownan i nierdwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomg
oraz zadan prowadzacych do takich rownar i nierownosci.
Rozpoznawanie prostych i plaszczyzn rownoleglych oraz
prostopadlych. Obliczanie poél trojkatow, rownolegtobokow

i trapezOw oraz pol powierzchni i objetosci graniastostupow

i ostrostupow, Okreslanie potozen punktéw o danych
wspoirzednych w przestrzeni oraz dodawanie, odejmowanie

i mnozenie przez liczby wektoréw o danych wspotrzednych
na plaszezyznie i w przestrzeni. Rozumienie ogolnie
dostepnych diagramow statystycznych i procentowych.
Rozpoznawanie w twierdzeniu zalozenia i tezy. Rozumienie

i formulowanie zdan z kwantyfikatorami wyrazonymi stownie.

Klasa VI

Badanie funkcji liniowych, sporzadzanie ich wykresow, dodawanie
i mnozenie tych funkcji przez liczby oraz stosowanie

wiadomodci o funkcjach liniowych w rozwigzywaniu zagadniefi
dotyczacych proporcjonalnoéci. Przedstawianie prostych

na plaszczyinie za pomocg rownan pierwszego stopnia

z dwiema niewiadomymi oraz polplaszczyzn za pomoca
nierownosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
Rozwigzywanie ukladow dwoch réwnan pierwszego stopnia

z dwiema niewiadomymi oraz zadan prowadzacych do takich
ukladow rownan. Wyznaczanie obrazoéw punktow, wektorow

i figur geometrycznych w przesunieciach rownoleglych

i obrotach na plaszczyznie i w przestrzeni. Dzielenie odcinkow

w danym stosunku i obliczanie wspoirzednych punktéw podziatu.
Rozumienie rysunkow w rzucie rownoleglym na plaszczyZnie.
Rozumienie poteg o wykladnikach wymiernych. Formutowanie
twierdzenia odwrotnego do danego twierdzenia. :

Klasa VII

Badanie funkcji kwadratowych oraz sporzadzanie ich wykresow,
Rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci kwadratowych oraz
zadan prowadzacych do takich rownan i nieréwnodci.
Wykonywanie dzialan na wielomianach i funkcjach
wymiernych. Rozwigzywanie zagadnien dotyczacych
proporcjonalnosci odwrotnej. Wyznaczanie obrazow punktow,
wektorow i figur geometrycznych w symetrii osiowej, srodkowej
i plaszczyznowej. Obliczanie iloczynow skalarnych wektorow
oraz stosowanie ich do rozwigzywania trojkatow, obliczania
dtugosci wektorow i badania katéw miedzy prostymi.
Analizowanie do$wiadczen losowych i obliczanie
prawdopodobiefistw zdarzen. Przeprowadzanie rozumowarn,

w ktorych wystepuje alternatywa lub koniunkcja.

Klasa VIII

Szkicowanie wykresow funkcji wykladniczych

i logarytmicznych oraz objasnianie ich wiasnosci. Rozumienie
zwiazk6éw miedzy logarytmowaniem oraz mnozeniem,
dzieleniem i potegowaniem. Wyznaczanie obrazow punktow,
wektorow i figur geometrycznych w jednokladnosci

i podobienstwie. Stosowanie wiadomosci o figurach
podobnych w rozwigzywaniu zadain. Rozumienie wlasnosci
funkcji trygonometrycznych. Analizowanie rozkladow
zmiennych losowych na przykiadach. Rozumienie pojecia
dowodu i jego roli.

Klasa IX

Badanie monotonicznosci ciagdbw. Wyznaczanie monotonicznych
ciagdéw przyblizen dziesigtnych liczb wymiernych i niektorych
liczb niewymiernych. Rozumienie poj¢cia ciggu arytmetycznego
i ciagu geometrycznego oraz obliczanie sumy » kolejnych
wyrazow tych ciagédw. Rozumienie pojecia granicy funkcji

i granicy ciggu. Obliczanie granic funkcji w punkcie,

w nieskoficzonosci oraz granic ciggéw w prostych przypadkach.
Badanie zbieznoéci szeregdéw geometrycznych i obliczanie ich
sum. Zamiana ulamkéw okresowych na utamki zwykle.
Rozwiazywanie zadan z geometrii plaskiej i przestrzennej
dotyczacych pol powierzchni i objetosci. Rozwigzywanie prostych
zadan z kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa.
Rozumiznie kwantyfikatoréw i przeprowadzanie rozumowan

z ich wykorzystaniem.

Klasa X

Rozumienie pojecia cigglosci funkcji oraz stosowanie
wlasnosci funkcji ciggltych w rozwiazywaniu nieréwnosci

i przyblizonym rozwiazywaniu rownar. Rozumienie pojecia
pochodnej oraz jej geometrycznej i fizycznej interpretacji.
Obliczanie pochodnych wielomianéw i funkcji wymiernych.
Badanie i sporzadzanie wykreséw wielomianow i funkcji
wymiernych w prostych przypadkach. Rozwigzywanie zadan
prowadzacych do obliczania minimum lub maksimum funkcji,
w zakresie wielomianow i funkcji wymiernych w prostych
przypadkach. Obliczanie prawdopodobierstwa warunkowego
i badanie niezaleznosci zdarzen. Przeprowadzanie

rozumowan z uzyciem negacji, alternatywy, koniunkgeji, implikacji
oraz kwantyfikatorow.

STUMW XY
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o
Przypomnijmy, e sumgq szeregu Y, T
k=0
1 1 g

=1+ i + TR + ... nazywamy granicg

i 1 1

ciagu (sady sn = X o o= l+ -+

k=0

.
SR

Udowodnimy, e ciggi (a,) i (s,), gdzie

1.\ LI
a, w(l+ -;'w) 1ig= E k—tsq, zbieine —
k=0
ito do tej samej granicy, a wiec e granica
ciggu u) rowna jest sumie szeregu b), -
W dowodzie dwukrotnie skorzystamy
z twierdzenia orzekajycego, e jeili cigg
liczhowy jest rosngey i ograniczony r gory,
1o jest zbieiny.

Ciag (sa) jest rosnacy, bo sp4 = sy+ (n—:“_'-
> 5,: jest on tez ograniczony

z gory, bowiem dla wszystkich k > 0
spelniona jest nieréwnosé k1 = 25— l,

z ktorej wynika, ze

1 1

R SR

1
Sg=1l4 =+ ... +-
20

1!

= | —

ran

Jest wiec zbiezny.
Rozwifimy a, wg wzoru Newtona:

1 \#
ﬂ“=(l+—;-) =l+”.+LX

L k1
=1D-... (n—
e n{n—1) k(n k+1) +...+Lx
" n!
3 n(n=1)- ... -1 :
t
skad

z 1 1 2.
*) n.-—l+,..+k—!- I—T)(I—-T) .

ofi- 221} +2(-1).
...(,_ ";‘).

Podobnie

1 1
(**)apsr =1+ ... + T (l-— m)‘ e

E=1 i
(1 wrt) Yot eEnT X

R )

Sposrdd n+ 1 pierwszych skladnikéw prawej
strony (*) kazdy jest niewigkszy od
odpowiedniego skladnika prawej strony (**);
ponadto w (**) wystepuje dodatni (n+ 2)-gi
skladnik, ktory nie ma swego odpowiednika
w (*). Zatem ap4y > ap i ciag (a,) jest
rosngcy. Jednoczesnie za$ z (*) wnioskujemy,

1 1
dea, <1+ ,..+—k—!—~+...+ -;i- =355 <3,
zatem (a,) jest rowniez ograniczony z gory —
a wiegc jest zbiekny.
Przy tym ostatnia nierdéwnosé orzeka, ze

ay < 5y, skad wynika, ze lim a, < lim s,
n—o n— 0

Aby udowodnié réwnosé granic obu ciggow
wY zy wige wyk ¢, e hodzi
nieréwnosé przeciwna: lima, = limsp.

Rozwazania na temat liczby e

Mgr inz. Jacek CHLIPALSKI

Pamieci prof. dr Zdzislawa Opiala poswiecam te publikacje

Zbior liczb rzeczywistych zawiera, jak wiadomo, nieskonczong ich ilo$é, wérod
nich najbardziej znane sa liczby naturalne; te — mozna powiedzie¢ — sg
najstarsze, gdyz bez ich znajomosci nasi praojcowie nie mogliby policzy¢ stada
swoich owiec czy tez wojownikow idacych w bdj. W miarg rozwoju ludzkosci
zaczgto uzywac liczb utamkowych i ujemnych, zas z chwilg pojawienia sig
poczatkdw algzbry musieliSmy wprowadzi¢ liczby niewymierne.

Cofnijmy si¢ do prehistorii. Owczesni (inzynierowie?) wpadli na pomyst, Ze
podlozenie pod blok skalny okraglego pnia drzewa niewspoimiernie utatwia
jego transport. Potem okazalo si¢, Ze odpowiednio obrobiony ten pien

w postaci prymitywnego kota moze znalez¢ zastosowanie przy budowie
pojazdéw. Tak powstato jedno z najwigkszych odkry¢ starozytnosci, jakim
jest koto. W miarg rozwoju cywilizacji przypuszczalnie pierwsi uczeni zaczgli
zajmowac si¢ wlasciwosciami kola. Powstato pojecie $rednicy, promienia,
obwodu itp. Wiemy, ze np. Archimedes ustalil na drodze do$wiadczalnej,

o s el
ze stosunek obwodu do podwdjnego promienia wynosi 3 7 Na temat

kota mozna pisa¢ wiele i snu¢ bardziej lub mniej realne rozwazania, czego
przykladem byla tzw. , kwadratura kola”. Na przestrzeni wiekow wytworzono
pojecie liczby &, by nastgpnie udowodnié, Ze jest ona przestgpna, czyli Ze nie moze
by¢ pierwiastkiem zadnego rownania algebraicznego o wspoélczynnikach
wymiernych. Jest ona zwigzana z kolem, jego podstawowymi wielkosciami,
pomiarami katéw, funkcjami zwiazanymi z nim (jak trygonometryczne

i cyklometryczne itd.). W szkole zaczyna uczniom ,,towarzyszy¢” od prawie
pierwszych klas, przez maturg i studia techniczne, by pdzniej w czasie pracy
zawodowe] towarzyszy¢ juz na stale. Liczba = wydaje si¢ by¢ czym$ bardzo
oczywistym, takim jak jest koto. Na tym konczg zbyt dlu’gie rozwazania

na jej temat — moze bgda one pomocne do zrozumienia tego, co wedtug
mnie jest niezrozumiale,

Pierwsze spotkanie z liczbg ,,e” w zaleznosci od programu szkolnego moze
nastapié jeszcze przed matura, albo dopiero w czasie kursu matematyki
wyzszej na studiach techniczno-przyrodniczych (ja osobiscie zetknalem sig
z nig dopiero na wyzszych studiach). W zasadzie, przy ,,przerabianiu”
logarytméw jest mozliwos$é, by nauczyciel wspomniat o tym, Zze oprocz
najbardziej rozpowszechnionych logarytmow o podstawie 10 mogg istnie¢
logarytmy o innej podstawie bedacej liczbg naturalna, a takze o bardzo
,-dzikiej”” — niezrozumiatej, tj. o 2,71.... Mogloby si¢ wydawac, ze to
,,niewydarzone dziecko” w poréwnaniu do logarytmow dziesigtnych
skazane bedzie na uposledzenie (przyslowiowy kopciuszek), ale, jak dalej
si¢ okaze, te ,,dziesi¢gtne” zawdzigczaja swoje powstanie ,,kopciuszkowi”,
Pierwsze moje zetkniecie si¢ z liczbg ,,e”” nastapilo na wykladach, gdzie
omawiane byly ciagi i szeregi. Na ¢wiczeniach przedstawiono nam
charakterystyczne wyrazenia:

: i
a) ciag a, = (l+-£)

b) szereg Z ?I,—

Obliczenie przyblizonej warto$ci sumy szeregu nie bylo trudne, chwila
rachowania wykazala, ze suma jego wynosi okolo 2,72. Przyklad z ciggiem
wprowadizil nas w psine zaklopotanie, bo jak sadziliémy, granica ta powinno
by¢ 1. Ale gdy skorzystamy z dwumianu Newtona lub zastosujemy dla
przyblizonych obliczen metody logarytmiczne, okaze sig, Ze otrzymamy

liczbe 2,7182... czyli e. Otoz w trakcie obliczen rachunkowych ta czy inng
metoda otrzymamy wartos$¢ e z pewnym przyblizeniem. Dla matematyka

nie istnieje przyblizenie — to jest dobre dla technika lub astronoma — dla niego
istnieje tylko liczba e. Mogloby si¢ wydawaé, ze gdy ,,przerobimy” ciagi

i szeregi, w ktorych wystgpuje liczba e, bedzie spokdj.
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W tym celu weimy ustalone k i dowolne
n > k. Z (*) wynika, ze

(- - 2) e
sy

(po prawej stronie pozostawilismy tylko

k+1 pierwszych skladnikow). Przy n — o
kazde z wyrazen w nawiasach okraglych dazy
do 1, zatem

: 1
limag2 1+ ... + = = 5

=0 fe!

(przy dowolnym k). Poniewaz ciag (s)
jest zbieiny, to moZemy po prawej stronie
przejsé do granicy przy k — oo,
Otrzymamy

lim a, = lim s,
n—o k—o0

a wigc to, o co chodzilo. Ostatecznie
lim a, = lim sp, czyli

=]
lim !.+—l i 2 —’:—-.
n— o0 n k=0 !
Zatem zardwno ciagg a) jak i szereg
b) definiuja te samg liczbe.
Moina tez podaé inng jeszcze definicjg
liczby e: jest to jedyna liczba rzeczywista
a spelniajgca nieréwnosé

a > 1+x
dla wszystkich rzeczywistych x # 0
(zob. W, Sierpinski,
Drialania nieskoriczone, ss. 133—137).

...

Rozwigzanie zadania M 145. Stosujemty
oznaczenia takie jak na rysunku.

0

e

Trojkaty OXY i OAC sa podobne i OX =
. e ¥R AC o F
ol i Y R R—r

S.a
==
Przeksztalcajac ostatnig réwnosé
otrzymujemy kolejno:
rR = aR—ar,
rR + ar = aR,
1 1

1
b + TR c.n.d.

1) Zob, np. K. Kuratowski, Wyklady
rachunku réiniczkowego i calkowego

2} Rolg e jako tego lacznika opisuje
wzér Eulera

e — cosg+i sing, g€ R.
df
3 logx=loge-Inx, logx =

df
= logiox, In x = logex.

Ale nie — pojawi si¢ ona znowu przy omawianiu funkcji

elementarnych, a dokladniej — funkcji wykiadniczej typu a*,

gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywista. Matematycy

wprowadzili tutaj liczbe e i otrzymali funkcje wyktadnicza e*. Wiadomym jest,
ze odwrdcenie funkcji wykladniczej daje nam funkcj¢ logarytmiczng i tak
otrzymali$my logarytm o podstawie e, ktdry zapisywany jest jako Ina.

I oto wchodzimy w rachunek rézniczkowy i catkowy. Okazuje sig, ze funkcja
wykladnicza e* ma pochodna réwna funkcji e*. Przy catkowaniu otrzymujemy
to samo: otrzymana funkcja pierwotna rowna si¢ wyraZeniu podcatkowemu
(z doktadnoécia do stalejt"). Liczba e opanowuje prawie caly rachunek
rézniczkowy i calkowy, panuje prawie niepodzielnie w réwnaniach
rézniczkowych, na niej w duzym stopniu opiera si¢ rachunek prawdopodobienstwa
i teoria bledéw. Podobnie wyglada sprawa z teorig funkcji analitycznych,

gdzie e ,,taczy” $wiat liczb zespolonych z liczbami rzeczywistymi‘®.

Ze $wiata réwnan rézniczkowych wkracza do teoretycznych probleméw
techniki, wspomng tu tylko o rachunku operatorowym, elektrotechnice,

teorii wymiany ciepla, hydrologii wéd gruntowych. Mozna powiedzie¢, Ze
obejmuje swoim zasiegiem wszystko, poczawszy od glebin ziemi i oceandw,

a skonczywszy na mechanice rzadzacej ruchem ciat niebieskich.

Szczegdlnie liczba e z ujemnym wykladnikiem e=** (k, x > 0) wystepuje w tych
wzorach, ktére obejmuja zanikajace w czasie zjawiska fizyczne, czego
przykladem bedzie wzdr na rozpad pierwiastka promieniotwdrczego,
roztadowanie kondensatora w obwodzie pradu stalego, zanikanie pradu

i powstawanie sity elektromotoryczne_] wynikajace z praw samoindukcji

w obwodzie pradu zmiennego i stalego w przypadku wystgpowania
indukcyjnoéci wlasnej, procesy wymiany ciepla (stygnigcia), gdy

temperatura jakiego$ ciala w sposdb asymptotyczny zbliza si¢ do

temperatury otoczenia itd.

Takze i stosunkowo elementarny wzor obejmujacy procent skladany
powigzany jest z liczbg e.

A teraz mozemy sobie zadaé pytanie, jaka droga dochodzimy do
,,dokladnej” jej warto$ci. I tu matematyka wyzsza daje od razu odpowiedz.
Korzystamy tu z szeregéw potegowych Taylora, ktdre to z dowolnie zadana
dokladnoscia (i to bez komputeréw) umozliwiaja obliczenie dowolnie
dokladnego przyblizenia wartosci e* jak tez Inx — gdzie w przypadku
logarytméw x > 0. I tutaj znajdziemy odpowiedZ na pytanie, jaki jest cel
stosowania logarytméw naturalnych, tj. o tak dziwnej podstawie? Dzigki nim
jeste$my w stanie z dowolna dokladnoscia obliczy¢ wartosci logarytmoéw
dziesigtnych stosujac metode znang jeszcze ze szkoly $redniej®.

Jak si¢ dalej potoczyty losy ,,mojej” liczby e?

Po ukonczeniu studiéw na Politechnice Warszawskiej (tutaj wspomne, Ze moim
nauczycielem akademickim byl prof. Edward Otto, ktéry swoimi pigknymi
wykladami z matematyki ugruntowal moje zainteresowanie tym przedmiotem)
zaczalem si¢ zajmowa¢ w wolnych chwilach z amatorstwa wybranymi
dziedzinami matematyki i za cel postawilem sobie wyja$nienie watpliwosci
zwigzanych z liczba e, a gléwnie — skad si¢ ona wziela.

Swoje kroki zaczatem kierowa¢ na popularne odczyty organizowane

przez PTM. Obejmowaly one rézne tematy, ale nigdy nie dotyczyly liczby e.
Pamigtam takich prelegentéw, jak niezapomnianej pamigci prof. prof.

W. Slerpmskl A. Mostowski, a z zyjacych prof. prof Otto, Schinzel, Turski,
Zakowski i wielu innych. Poniewaz temat nigdy nie dotyczyt liczby e, wigc

o jej genezg moglem w zasadzie pytaé si¢ prelegenta po odczycie. OdpowiedZ
na ogol byla podobna: ,,posiada takie a takie wlasciwos$ci w rachunku
rozniczkowym, ale kto ja pierwszy odkryl i jaka jest geneza jej powstania tego
nie wiem; rozumiem catkowicie o co pytajacemu chodzi, ale to juz sprawa
historii matematyki” itp. W roku 1968 jeden z prelegentéw zaproponowal, abym
zwrécil si¢ bezposrednio do jedynego historyka matematyki, ktéry w tym czasie
byt w kraju, tj. prof. Z. Opiala z Krakowa.

Na zakoriczenie moich moze przydlugich wywodéw z zalem przypominam,

ze mo6j Szanowny Informator, z ktérym osobiécie mialem przyjemno$¢
rozmawiac juz po otrzymaniu odpowiedzi, chcac mu podzigkowac za trud

jaki sobie zadal odpisujac na maj list, jak tez wysoce zyczliwe potraktowanie
interesujacego mnie problemu, zmart w Krakowie 27 lipca 1974 r.

Niech te rozpoczgte przeze mnie rozwazania na temat historii powstania

liczby e przyczynia sie¢ chociaz w skromnym stopniu do uczczenia pamigci
zmarlego prof. Z. Opiala.



Warszawa 13 XII 1968 r.

Wielce Szanowny Panie Profesorze!

Najmocniej przepraszam, Ze nie znajagc Pana osobiscie zwracam si¢ bezposrednio do Pana;
na swoje usprawiedliwienie musze podaé, Ze upowaznili mnie Prelegenci prowadzacy odczyty
popularne z matematyki w ramach dziatalnosci PTM. ]

QOd blisko 15 lat staram sie nie opusci¢ zadnego z odczytow, jakie co roku odbywaja si¢

w Warszawie. Matematyka interesuje mnie bardzo, a szczegélnie jej historia. Zawod moj obecny
nie wymaga na ogo6l wyzszej matematyki, za$ istniejace pomoce, jak tablice, nomogramy itp.,
sprowadzaja znajomo$¢ matematyki do jakiego$ minimalnego poziomu (jestem st. projektantem
z dziedziny instalacji sanitarno-przemystowych w Biurze Projektow w Warszawie). [...] Chodzi mi
o historie liczby e, jak do tej ,,dzikiej i tajemniczej liczby” doszli pierwsi matematycy (Neper).
[...] Znana mi chronologia liczby e jest nastepujaca: w roku 1614 Neper w dziele Mirifici
logarithmorum canonis descriptio wspomina o niej ukladajac tablice logarytméw przy podstawie

; 107
(1 + W) i wprowadza pojecie niezbyt zrozumiate jak: Nep Ig y = 161 180 957—107In y,
NepIn1 = 161 180 957,
1\» ]
W roku 1728 granice ciagu a, = (I - —] oblicza Daniel Bernoulli, za$§ w 1736 Euler oblicza
n

1
sumg szeregu 3. —
n.

W roku 1873 Ch. Hermite udowadnia przestepnoé¢ liczby e. Wiasciwy rachunek rozniczkowy
powstaje pod koniec XVII wieku, tak ze odkrycie liczby e nie moglo powsta¢ wg mnie

z poszukiwaniami funkcji rownej swojej pochodnej. [...] Bede Panu Profesorowi wielce
zobowigzany za pomoc i udzielenie mi odpowiedzi na podany problem. Przy najblizszej obecnosci
mojej w Krakowie podzigkuj¢ osobiscie. Przepraszam serdecznie za klopot.

Z powazaniem

.lc\.[g

(L CL T T

J. Chlipalski

Krakéw, dnia 19 grudnia 1968 r.

Szanowny Panie!

Od razu na wstepie nalezy zaznaczy¢, ze ma Pan najzupelniej racje. Ani Neper, ani nikt inny

z jego okresu nie mogt wpas¢ na liczbe e stawiajac problem znalezienia funkcji rownej swojej
pochodne;j. Tak mozna bylo stawia¢ problem dopiero po ugruntowaniu rachunku rézniczkowego
i calkowego. Ale i wtedy liczba e, jako podstawa logarytmow naturalnych, raczej wigzana byla

1
z calkowaniem funkcji — niz z problemem funkcji réwnej swojej pochodnej. Po prostu tak
X

bywalo i bywa w historii matematyki, ze to co nam wydaje si¢ proste, naturalne i oczywiste

nie bardzo pokrywa sig z faktami historycznymi. Po to zresztg jest dyscyplina naukowa pod
nazwa historia nauki, by wszystkie subtelnosci (a tych jest bardzo duzo) rozwoju nauki
wyjasnia¢ i z wlasciwej strony oswietlaé.

Pozostaje wigc wyjasni¢, w jaki sposob Neper doszed! do liczby e. Odpowiedz jest bardzo prosta.

J Wecale nie doszedl. Po pierwsze, ani u Biirgiego (w pewnej mierze prekursora Nepera), ani

u samego Nepera nie ma pojecia podstawy logarytmow. Jest to pojecie, ktore wprowadzono

: znacznie dopiero pozniej. Po drugie, nie odpowiada prawdzie twierdzenie, ze u Nepera czy

Biirgiego mamy do czynienia z logarytmami naturalnymi, to znaczy przy podstawie e.

Prawda jest natomiast, Zze jezeli popatrze¢ na pierwsze proby Nepera i Biirgiego ze wspolczesnego
punktu widzenia, to moZna w nich odkry¢ pewne §lady prowadzace na trop liczby e, ale tylko
slady — nic wigcej. I tu, jezeli chcemy wyjasni¢ zagadke, czeka nas pelna niespodzianka.

U jednego i drugiego zwiazki logarytmow z liczba e mialy charakter czysto rachunkowy

" i przypadkowy. Postaram sie rzecz wyjasni¢ na przykladzie prob Biirgiego, bo u niego zwigzki

te sg nieco jasniejsze.

W pewnej mierze idea logarytméw byla znana juz nawet Archimedesowi, ktory w pelni zdawat
sobie sprawe ze zwigzku miedzy postepem arytmetycznym

012345

i postgpem geometrycznym

gt ot a® ot e’ .,

Dopiero jednak pod koniec XVI wieku udalo sig matematykom europejskim wykorzystac ten
zwiazek do celow uproszczenia rachunkéw. Miedzy innymi dlatego, ze bardzo zrecznie udalo im
si¢ uproéci¢, przez odpowiedni doboér liczby a, sprawe kolejnych potegowan tej liczby. Oto jak
poradzil sobie z tym Biirgi.

Jezeli przyja¢ a = 1+10-%, to w drugim z tych ciggéw kazdy kolejny wyraz powstaje

z poprzedniego przez dodanie go z przecinkiem przesuni¢tym o cztery miejsca w lewo.
Symbolicznie ap 41 = a,+a,10~%.

I w ten sposob zmudne potggowanie czy mnozenie natychmiast zamienia si¢ w dodawanie.

W konsekwencji, kolosalnie upraszcza si¢ sporzadzanie , tablic” logarytmow. I to jest caly
wynalazek Biirgiego.



. Patrzac na to ze wspolczesnego punktu widzenia, mozna powiedzie¢, ze w ten sposob Biirgi
wprowadzil logarytmy przy podstawie
I 10000
(l * 0000 ) :
a to jest juz dos¢ dobre przyblizenie liczby e.
Powtarzam wiec jeszcze raz. U Biirgiego zwiazek jego logarytmow z liczbg e ma charakter
rachunkowy, co zreszta wcale nie umniejsza rangi jego pomystu. Podobnie jest i u Nepera.
Mam nadziejg, ze te kilka moich uwag pozwoli Panu na rozwianie tych watpliwosci, jakie laczyly
sie Panu z historig liczby e. Jezeli potrzebne bylyby jakies inne, dalsze wyjasnienia, to
z przyjemnoécig podziele si¢ nimi z Panem.
Lacze najserdeczniejsze pozdrowienia Zdzistaw OPIAL

Wiele procesow w przyrodzie mozna z dobrym przyblizeniem opisaé réwnaniem rézniczkowym,
ktorego rozwigzanie zawiera funkcje wykladnicze typu y = AeB*, gdzie A i B s stalymi.
Przyjrzyjmy sie blizej tabelce, w ktorej zamieszczono dla przykladu wartosci, jakie przybiera
funkcja y = e~2* dla roznych argumentow x i dla kilku wartosci parametru a. Widag, ze
dobierajac odpowiednio parametr @ mozna opisywaé bardzo szybkie jak i powolne zmiany
obserwowanej wielkosci fizycznej w zaleznosci od badanej zmiennej. Dlatego, nawet w tych
przypadkach gdy mechanizm zjawiska nie jest znany, sprawdza si¢ bardzo czesto, czy zaleznos¢
wykladnicza opisuje obserwowane zmiany wielkosci fizycznej. Jezeli bowiem uda si¢ przyblizyé
dane doswiadczalne zaleznosciag wykladnicza, moina wtedy wnioskowaé o mechanizmie zjawiska.
A oto kilka praktycznych przykiadéw zastosowan funkcji wyktadniczej do opisu procesow
fizycznych. .

y=e"9%

1. Cumowanie todzi do stupka P .
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0.1 0.01 | 0.001
F = Pesv =
F — sila z jaka todz ciagnie ling 1 0.3679 | 0.4493 | 0.5488 | 0.6703 | 0.8187 | 0.9048 | 0.9900 | 0.99%0
Ip il ; s Iy 2 0.1353 | 0.2019 | 0.3012 | 0.4493 | 0.6703 | 0.8187 | 0.9802 | 0.9980
jaka z'eglarz ‘trz:vma sy 4 3 0.0498 | 0.0907 | 0.1653 | 0.3012 | 0.5488 | 0.7408 | 0.9704 | 0.9970
p — wspdiczynnik tarcia liny o stupek 4 | 00183 | 0.0408 | 0.0907 | 0.2019 | 0.4493 | 0.6703 | 0,9608 | 0.9960
@ — kat opasania stupa. 5 0.0067 | 0.0183 | 0.0498 | 0.1353 | 0.3679 | 0.6065 | 0.9512 | 0.9950
} . 6 0.0025 | 0.0082 | 0,0273 | 0.0907 | 0.3012 | 0.5488 | 0.9418 | 0.9940
2. Ruch w o$rodku lepkim (przy matych predkosciach) 7 | 0.0009 |0.0037 | 0.0150 | 0.0608 | 0.2466 | 0.4966 | 0.9324 | 0.9930
s - : 2 ] 8 0.0003 | 0.0017 | 0.0082 | 0.0408 | 0.2019 | 0.4493 | 0.9221 | 0.9920
Jezeli w chwili # = 0 cialo o masie m ma predkos¢ v, to 9 0.0001 | 0.0007 | 0.0045 | 0.0273 | 0.1653 | 0.4066 | 0.9139 | 0.9910
po czasie ¢ predkos¢ ta zmaleje do predkosci v 10 |4.5-10-5 | 0.0003 | 0.0025 | 0.0183 | 0.1353 | 0.3679 | 0.9048 | 0.9900
=%
v=u05e ™ 5. Stygnigcie
k — wspolczynnik proporcjonalnosci zalezny od ksztaltu ciata Réinica temperatur migdzy stygnacym cialem a otoczeniem maleje
i lepkosci cieczy. wykladniczo z czasem .
3
3. Pochlanianie §wiatla w oérodku przezroczystym AT =(Ti—To)e *
Natezenie §wiatla przechodzacego przez oérodek maleje (T —T,) — poczatkowa roznica temperatur
wykladniczo z przebyta droga x: T — stala charakteryzujaca warunki stygnigcia.
I = Ije—2*
I, — natezenie poczatkowe : : . ;
N iyl AR 6. Rozladowanie kondensatora przez opdr
t
sy T
4. Rozklad Maxwella F= ok
: s 7 2 2 u, up — roznice potencjatow na okladkach kondensatora w chwili
Rozklad wartosci bezwzglednej predkosci v czasteczki gazu ° iipiioy :pg :
znajdujacego si¢ w temperaturze bezwzglgdnej T opisuje R— 6pér X
zaleznosé : .
iy C — pojemnosé.
m . . . .
o) = 4 oo BTY 7. Rozpad substancji promieniotwdrczej
( sz 3f2
mllz _) ot
m N (f) = Npe %
zwana rozkladem Maxwella. N(#) i No — odpowiednio ilos¢ jader pierwiastka
m — masa czasteczki promieniotworczego po czasie i w chwiliz =0
k — stala Boltzmanna. T — czas rozpadu.
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Zapewne niektorzy Czytelnicy zwroca
uwage na pisownie wyrazu niema,
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dawnej pisowni (wspolczesnej
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w znaczeniu: brak — pisal si¢ lacznie.
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Liczba 1 — wielki symbol geometryczny
Jerzy ZARAKOWSKI

Jak zapewne orientujg si¢ wszyscy Czytelnicy Delty, symbol 7 oznacza w matematyce
stosunek dlugosci okrggu do jego srednicy. Po raz pierwszy zostal on uzyty w 1706 roku

przez angielskiego matematyka Williama Jonesa w jego dziele pod tytulem Synopsis
Palmariorum Matheseos. W powszechnym uzyciu znajduje si¢ dopiero od polowy XVIII wieku
po wydaniu Analizy Eulera. Samo jednak zagadnienie, cho¢ bez symbolicznego

oznaczenia, istnialo juz od 4000 lat. Badacze stynnej piramidy Cheopsa zauwazyli, ze

stosunek sumy dwoch bokow podstawy do wysokosci piramidy wyraza si¢ liczba

3,1416, czyli jest rowny 7 z dokladnoscia do czterech cyfr po przecinku. Stynny papirus
Ahmesa, najstarszy ,,podrecznik™ matematyczny powstaly 2000 lat p.n.e., podaje

nastgpujacy sposob budowy kwadratu, ktorego pole rowne jest polu danego kota

,,Odrzuc od srednicy jej czg$¢ dziewiatg i zbuduj kwadrat o boku rownym pozostalej

czesci, bedzie on rownowazny z kolem”. Pole kola jest rowne zr?. Bok kwadratu ma by¢ rowny

2r 16 i {16 \* 256 ’ N
2r— e = 7 r, a wiec jego pole wynosi = r| = = r?. Wedlug podanej konstrukeji
: 256 ” 256 256 )
ma by¢: r? = ET r2 czyli m= T a w przyblizeniu TR ~ 3,1605. Tak wiec

budowniczowie piramidy Cheopsa byli lepszymi matematykami od Ahmesa. Niektore
wyrazenia dla 7 sq szczegOlnie ciekawe, oto kilka z nich:

8 30
Ptolemeusz podaje takg wartos¢: @ = 3+ =0 ok 3600 = 3,141(6), Bhiskara, stynny

3927
matematyk hinduski: &= = 1250 = 3,1416, Al Chwarizmi (rok 830): = =

= Y10 = 3,1623..., Metius (rok 1585): = = Ay 3,141593...,
4 : 113

— f ey /7 —
Francuski matematyk Viéte (rok 1579): 2 — ]/_; . V2+2'/2 . ‘/2"" ';T ’/%_
T

2:2:4:-4-66" ... 2n-2n
= e ———————— 3 nEN.
1:3:3:5-5:7 ... @u—1)2n+1)
: 50 . 4 1
Jeszcze cickawszy jest jego utamek lancuchowy: = = 1+ — 32
= 2+ —=2
2+

Angielski matematyk Wallis (rok 1656):;

2+

Aby da¢ pewne rozeznanie co do dokladnosci przedstawionych tu wartosci liczby 7, podam jej
dosy¢ dokladng wartos¢: @ = 3,141592653589793238462643383279....

Obecnie przy pomocy maszyn elektronowych obliczono juz 100 000 cyfr po przecinku.
Zapamietanie kilkunastu pierwszych cyfr po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby 7 nie
jest sprawg Jatwa, lecz tutaj z pomoca matematyce przychodzi poezja. Znane sa wiersze, ktore
bardzo prosto rozwiazuja ten problem. Ot6z liczac litery w poszczegélnych wyrazach
otrzymujemy kolejne cyfry liczby n.

Sposéb I:  ° '

Opieramy si¢ na twierdzeniu, moéwiacym ze diugos$é okregu jest proporcjonalna do $rednicy.
Oznaczmy':

dlugos¢ okrggu —C

$rednica —2r

wspolczynnik proporcjonalnosci — A

Aby ustali¢ — przynajmniej przyblizong — warto$¢ wspolczynnika h, postepujemy

W nastepujacy sposob:

Niech bedzie dany okrag o promieniu r. Zauwazmy, ze pomiedzy bokiem a, wielokata foremnego
wpisanego w kolo a bokiem a,, wielokata foremnego wpisanego w to samo kolo o podwojonej
liczbie bokow daje sig ustali¢ pewna zaleznos¢. Z tréjkata prostokatnego DBL mamy:

DB? = DL- DK, czyli a2, = 2r- DK, poniewaz DK = DO—KO = r—KO, a z trojkata
prostokatnego BOK mamy

] 2z
a a?

KO = Y BO*—KB* = I/ r*- 3 . Wiec DK=r—KO= r—l/r"— g

— ——
czyli a3, = 2r- DK = Zr[rﬂ— "//r’-—aT'_'] . Wiec ostatecznie az, = ]/2,[ —]/r’— %'1']

Przypusémy, ze promieniem danego okrggu jest r = 1. Wtedy wyzej ustalona zaleiznosé

przybiera postac: @z, = ;/12- V4—ai



Przypusémy, ze pierwszy z wpisanych w okrag wielokatow jest szesciokatem foremnym; mamy
WOWCZzas:

as =1, ps =6 =3-2, p,— obwod n-kata.
Korzystajac z réwnoici (1) obliczamy pya = 12+ ay; = 12- Y 2— y/4—1 = 2- 3,10563...

Podobnie obliczamy ps = 24 a54 = 24+ V2— V4—aZ, = 2-3,13263..
Postepujac w podobn:,r sposob dalej, mamy kolejno:

pis = 48 aus = 48/ 2— Ya—a3, = 2-3,13935..

Poc = 2+ 3,14103...

Proz = 2+ 3,14145...

Pasa = 2-3,14156...

DPreés = 2-3,14158...

Pisae = 2+ 3,14159...

itd.

Poniewaz p,, dazy przy n —co do dlugosei okregu, a na wstepie zaznaczylismy, ze C = h- 2r
(gdzie r u nas jest rowne 1), wiec na przykladzie naszych obliczeri mozemy stwierdzié, ze

h = 3,1416. Widzimy wiec, ze mozemy wyznaczy¢ = z dowolna doktadnoscia, wykonujac tylko
odpowiednio duzo ,,krokow™ przy wyliczaniu p,,. Metoda ta ma jednak te wade, ze musimy
kolejno oblicza¢ ps, pi2, pas itd., aby obliczy¢ np. p;sss.

Sposéb II.

Wpiszmy w okrag o promieniu 1 n-kat foremny. Dzielimy go na #n trojkatow rownoramiennych,
a wigc jego pole jest rowne:

360°

nrsin

n o
e T ='—2-sin

-]
. Stqd sin 360° 7.
n

Dobierajac odpowiednio wielka warto$¢ n, mozemy znalezé warto$é = z dowolng doktadnoscia.

2160 -
Np. dla n = 2160 mamy sin 10" = m < 1080+ 0,0029 ~ 7 <> m ~ 3,132.

Widzimy wiec, ze metoda ta jest znacznie krotsza i wymaga mniej rachunkow, lecz jest mniej
dokiadna w pordwnaniu z poprzednia.

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 145. W wycinek kota o promieniu dlugosci R wpisano okrag o promieniu dtugosci r. Cigciwa
s 1 1 1

laczaca korice promieni ograniczajacych wycinek ma dlugo$é 2a. Udowodnié, ze — = &) + —.

r a

Rozwigzanie na str. 5

M 146. Krawedzie czworoscianu wychodzace z jednego wierzcholka maja dlugosci a, b, ¢ i sg

parami prostopadle. Wyznaczy¢ dlugos$é wysokosci czworoscianu opuszczonej z tego wierzchotka.

Rozwiazanie na str. 10

M 147. Udowodnic, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami dodatnimi, to 8(a*+5*+c?) = 3(a+b)(b+c)(c+a

Rozwigzanie na str. 10

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 49. Wyznacz dlugo$¢ najkroétszego dnia w roku w miejscowosci, w ktorej mieszkasz.
Nachylenie ptaszczyzny rownika wzgledem plaszczyzny, w ktorej lezy orbita Ziemi, wynosi
e = 23,5° Szeroko$¢ geograficzna ¢ miejsca zamieszkania nalezy odczytad z atlasu.

Uwaga: Zadanie nalezy rozwiaza¢ zaniedbujac ugiecie i rozpraszanie promieni w atmosferze
ziemskiej oraz przyjmujac, ze ruch Ziemi wok6l wiasnej osi odbywa sig¢ ze znacznie wigksza
predkoscia katowa niz ruch wokot Stofica.

Rozwiazanie na str, 11




]

Rozwigzanie zadania M 146. Niech V bedzie
objetoscig danego czworoscianu, h —
szukang diugoscia, § — polem podstawy
czworoicianu, nie zawierajacej wspolnego
konca wspomnianych krawedzi. Zachodza
oczywiscie rownosci

1

] y = ——
—3-5h = = 3 abc,

abe

R PR}
a wigc 25

. Zadanie sprowadza sig

zatem do obliczenia §, a wigc do obliczenia

= }/b1+c1, z= F"f:‘f'ﬂ'l_. Z wzoru Herona
mamy 45 = YV (x+py+ (- x+r+(x—
—y+2) (x+y—2), skad po przeksztalceniach .
otrzymujemy 16 §2 == 2x2p? 4 2y272 4+
+2y223 42 s3x2 = x4~ yh— 14,

Podstawiajgc podane wartosci x, y, z
stwierdzamy, Ze

16 §2 = 2(a? +b2) (b2 + ¢3)+ 2(b2 + c})(c? +
+a?)+ 2(c2 +a?)(a?+ bY)— (a2 + b2)2—

— (b2 +e)2—(c2+a?)? =

= 4(a?b? + b?c? + c?a?), 45? = a?b? +

+ b2+ c2a?,

28 = Va2 + bicT + ca?, a wige

K abe

Yoo+ bicit o

X1

Rozwigzanie zadania M 147, Znana jest
nierownos¢ dla éredniej arytmetycznej
i geometrycznej trzech liczb dodatnich
x3, p3, 2%
™ e = 'i/x_ly:‘::‘ = Xyz
(wynika ona natychmiast z toZsamosci
X34 ¥4+ 23=-3xyz =

1 :
Sy (x+y+D(x—3)2+ (—2* + (z—x)°D.

Podstawiajac do tej nierdwnosci

e
b ” a+b
x=1/2%8 5o atb
2
3 : b+ec ct+a
d v il dhel 3 = —
i podobnie » 2 s x 3

otrzymujemy nierdwnodé

3 8 ( +b | btec i’:"’_) 5 (=2

s\ 2 2 2 2
b+c c+al'ls .

(e _2._) %

3
tj. [—; (a+b+c]l = % (a+b)(b+c)c+a),

8(a+b+c)* = 21 (a+b)(b+c)(c+a),
8(a® + 03 + %)+ 24(a?b + aPc+ BPa+ P+
+c2a+c2b)+48 abe = 27(a*b+a’c+
+bia+ bic+ cfa+ c2b)+ 54 abe,

8(a®+ b3+ c?) = Na*b+a*c+bla+

+ b c+ c2a+ c2b+ 2abc) =

= 3(a+b)(b+ c)(c+a), c.n.d.

Moina tez posigpowaé inaczej: z nieréwnosci
(*) wynikajg nieréwnodci

ad+ad+ b3 = 3a3b

ad+a’+c? = dale

B4 b+ = I

a*+cr+c? = ac?

a®+ b4 b* = 3ab?

b3 +c3+c® > Ibe?

2(a*+ b3+ c?) = 6abe.

Dodajac stroriami te nier6wnosci
otrzymujemy Zgdana nieréwnosé.

Tajemnica neutrin stonecznych

Prof. dr Arnold W. WOLFENDALE (Durham, Wielka Brytania)
Artykul napisany specjalnie dla Delty

W jednej z glebokich kopali w Stanach Zjednoczonych jest prowadzony
niezwykle trudny eksperyment. Celem tego eksperymentu jest uzyskanie
informacji, ktére pozwolg zrozumieé zjawiska zachodzace w samym

$rodku Storica. Zadaniem niniejszego artykutu jest wyjasnienie, dlaczego
badania wilasnosci Storica musza by¢ prowadzone glgboko pod ziemia,

oraz oméwienie najnowszych rezultatéw tego eksperymentu, ktére okazuja sie
bardzo zaskakujace.

Ziemia eraz cale istniejace na niej zycie (w tym ludzko$¢) zawdzigeza prawie
wszystko cialu niebieskiemu, ktére dostarcza jej energii, to znaczy Storicu.

Od chwili, kiedy inteligencja ludzka rozwingla si¢ na tyle, aby stawiac¢

pytanie o sprawy dotyczace problemu Zycia, Slofice w sposéb oczywisty stalo
si¢ centralnym obiektem zainteresowania. Wiele pierwotnych religii uwazato
Stonce za Boga, czczono je i jednoczeénie si¢ go obawiano. W naszych czasach
naukowcy doceniaja ogromna role Slonica i czynia wiele wysitkow, aby zrozumieé¢
jego wlasnoéci, a w szczegdlnosci odpowiedzie¢ na pytanie: jak to sie dzieje, iz
temperatura jego powierzchni utrzymuje si¢ w sposob trwaly na poziomie
okolo 6000 K.

Od kilkudziesigciu lat powszechnie przyjmuje sig, iz w centrum Storica

istnieje zZrédto wydzielajace w sposéb ciagly energie, oraz Ze energia ta
stopniowo dociera do powierzchni, skad jest wysylana w formie
promieniowania.

Jedynym znanym, wystarczajaco wydajnym mechanizmem mogacym by¢
zrédlem tej energii jest synteza jadrowa. Proces ten moze zachodzi¢ jedynie

w gigantycznie wysokich temperaturach. Wymagana jest temperatura
przekraczajaca 13 milionéw stopni. Wykonano wiele obliczen dotyczacych
proceséw jadrowych zachodzacych we wnetrzu Stonica i gwiazd. Okazalo sie, iz
mechanizm ten pozwala wyjasni¢ bardzo wiele zjawisk zachodzacych

w gwiazdach. Teoria uzyskala wigc dobre uzasadnienie. Kazda jednak

teoria musi by¢ wszechstronnie sprawdzona. Najlepsza droga sprawdzenia
idei, iz synteza jadrowa jest Zrédlem energii w Storicu, byloby
przeprowadzenie pomiaru temperatury jego centralnej czgéci.

Niestety, pomiaru takiego nie mozna wykona¢ w sposéb bezposredni,
konieczne jest wigc prowadzenie badan posrednich. PowiedzieliSmy,

iz proces przekazywania energii z centralnej czgsci do powierzchni Storica

odbywa sie stosunkowo wolno (w rzeczywistosci trwa on okoto 10 milionéw
lat). Stwierdzenie to, $cisle rzecz biorac, nie jest absolutnie dokladne —
niewielka bowiem czg§¢ wyzwalanej energii dociera do powierzchni

z predkoécia $wiatla i w rezultacie jest wydzielana bardzo szybko. Ta
niewielka cze$¢ energii jest unoszona przez neutrina — czastki elementarne
o do$¢ niezwyklych wlasno$ciach, majace wielka zdolnoé¢ penetracii

bardzo grubych warstw materii. Istnienie neutrina zostalo zapostulowane
przez Pauliego na poczatku lat trzydziestych. Jest to czastka, ktéra ma
najwigksza zdolno$¢ przenikania ze wszystkich czastek dotychczas poznanych.
W centralnej czgsci gwiazdy w trakcie procesu lgczenia si¢ jader atomowych
powstaje duza liczba neutrin. Ilo§¢ wyemitowanych neutrin roénie niezwykle
szybko ze wzrostem temperatury w tym obszarze. Dzigki temu, rejestrujac
neutrina na Ziemi mozna byloby okresli¢ liczbe neutrin produkowanych

w centralnej czesci Stofica, a tym samym wyznaczy¢ temperaturg tam
panujaca. ' :

10
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Rozwigzanie zaddnia F 49. Sytuacje, gdy
Slonee znajduje si¢ nad zwrotnikiem
Kozioroica — a wtedy w Polsce sg
najkrotsze dni — ilustruje rysunek.

2 /
P f 1 L
& Lwielkie koto oddzie-
ol lojace czesc cswie—
LN A tlong od nieoswetiong
b4y
Oznaczajac czas trwania doby przez T,

a najkrotszego dnia w miejscowosci P
przez t, zgodnie z podanymi zalozeniami
mozemy napisac:

| A 28
T 2=n°
Z rysunku mamy
e U0
cosfi = oW
oW =0P
0'Q = 00" 1ge
oo’
O'P = —9—,
1P
Zatem
cosf = tgetgy,
a wige
T
= arccos (tge tg ¢).
n

Aby otrzymane rozwigzanie mialo sens,

musi zachodzié zwiazek tgetgy = 1.
Szczegblows tego dyskusj¢ oraz obliczenia
liczbowe pozostawiamy do wykonania
Czytelnikowi, Warto zwroci¢ uwage, ze

tak obliczona diugos¢ dnia moze roéznic

sig¢ nieco od wartosci rzeczywistej.

Po pierwsze, w czasie ruchu miejscowosci

po luku WPZ zmienia si¢ poloenie Slofica
wzgledem gwiazd, a po drugie, wskutek
ugiecia i rozpraszania promieni w atmosferze
miedzy faktycznym a obserwowanym z Ziemi
wschodem i zachodem Slonca istnieje
kilkunastominutowa réznica. Obydwa

te czynniki dla uproszczenia zostaly pominigte.

Gdyby ta temperatura okazala si¢ zgodna z przewidywana,

hipoteza o syntezie jadrowej jako Zrddle energii stonecznej znalaztaby
potwierdzenie.

Jak to zwykle bywa, sprawa nie jest prosta. W tym przypadku gléwnym
zrédlem trudnosci jest ogromna zdolno$¢ penetracyjna neutrina. Wysunigto
wiele sugestii dotyczacych metod rejestracji neutrin. W chwili obecnej wydaje
sig, iz najlepsza jest metoda zaproponowana przez Pontecorvo. Zasugerowat
on, aby uzy¢ wielkiej ilo$ci materialu zawierajacego chlor i okresli¢ liczbe
atomodw, ktdre zostaly przeksztalcone w radioaktywny argon w rezultacie
bardzo rzadkich zderzen neutrina z jadrami atoméw chloru. Profesor

Davis z laboratorium w Brookhaven (Stany Zjednoczone) zdotat zgromadzié
dostateczne $rodki, aby wykonaé eksperyment wykorzystujacy te idee, i od szeciu
lat taki eksperyment jest prowadzony w glebokiej kopalni w Poludniowe;j '
Dakocie. Gléwna czg$¢ aparatury stanowi ogromny zbiornik zawierajacy
prawie 400 000 litréw cieklego chlorku wegla (C,Cl,). Zbiornik ten umieszczony,
jak wyzej wspomniano, w glgbokiej kopalni ,,czeka” na zaj$cie reakcji miedzy
jadrem atomu chloru a slonecznym neutrinem. W odstgpach okoto 100 dni
przez tg ciecz jest przepuszczany hel w postaci gazowej. W trakcie tego
procesu znikoma ilo$¢ powstatych atomoéw argonu wydziela si¢ razem z helem.
Po zakorniczeniu procesu przepuszczania helu przez wymieniony wyzej

zwigzek chloru dokonuje si¢ pomiaru ilo$ci atoméw argonu. Jest to mozliwe
dzigki temu, iz atomy argonu sa radioaktywne, a zatem mozna zliczaé
poszczegolne czastki.

Dlaczego eksperyment musi byé przeprowadzony pod ziemia? Przyczyng jest
ulewa czastek atomowych docierajacych do nas z przestrzeni, znanych

jako promienie kosmiczne (czastki te, bedace same w sobie Zrédlem

naszego zainteresowania, sg z duzym powodzeniem badane w Polsce —

w Instytucie Badan Jadrowych w £odzi i w Uniwersytecie £.6dzkim). Niektdre
z czastek promieniowania kosmicznego réwniez powoduja przeksztalcanie jader
atomdw chloru w jadra atoméw argonu, a wigc aparatura musi byé w jaki$
sposOb zabezpieczona przed tym promieniowaniem. Na szczgécie nateZenie
promieniowania kosmicznego szybko maleje (w wyniku absorpcji tych
czastek), gdy opuszczamy si¢ w glab ziemi. Na glebokosci okoto 4000 m
natezenie promieniowania kosmicznego jest na tyle male, ze wigkszo$é
powstajacych tam jader atomdw argonu powinna pochodzi¢ od neutrin.

W czasie kiedy Davis rozpoczynatl swoj eksperyment oczekiwano, iz co
najmniej 30 atomdéw argonu powinno si¢ pojawi¢ w rezultacie kazdego
pomiaru (przepuszczenia helu przez chlorek wegla). I tutaj nastapito wielkie
zaskoczenie. Liczba rzeczywiscie obserwowanych atomow jest okolo 5 razy
mniejsza i w zasadzie wszystkie zaobserwowane atomy argonu mogly

powsta¢ w rezultacie oddzialywan promieni kosmicznych, ktére przeniknety
na te glebokos¢. Rezultat tego eksperymentu stanowi dla naukowcéw wielka
zagadke. Pojawiaja si¢ pytania, czy centralna czgé¢ Sltofica jest rzeczywiscie
,,chlodniejsza’ niz si¢ przypuszcza? Czy sugerowane reakcje syntezy jadrowej
sg rzeczywiscie tymi, ktére zachodza w Stoncu? Czy w ogdle eksperyment
przebiega poprawnie? W zwiazku z tym ostatnim pytaniem przeprowadzono
ogromng liczbe najrézniejszych testow i wszystko wydaje sie wskazywaé na
poprawny przebieg eksperymentu. Niewatpliwie byloby bardzo interesujace
przeprowadzenie niezaleznego eksperymentu, ale jak dotychczas nikomu nie
udalo sie zgromadzi¢ w tym celu dostatecznie duzych $rodkéw finansowych.
Ten zaskakujacy rezultat dotyczacy nateZenia neutrin stonecznych spotkat sig
Z ogromnym zainteresowaniem naukowcéw. Wysunigto caly szereg niezwyklych
sugestii. Najbardziej niepokojacym jest fakt, iz cala teoretyczna konstrukcja
wyjaéniajaca wlasno$ci gwiazd moze okazac si¢ falszywa. Jezeli nie jesteSmy

w stanie zrozumieé¢ wlasnoéci najblizszej gwiazdy — jaka jest szansa, iz
rzeczywiscie rozumiemy odlegle?

Eksperyment jest nadal prowadzony i co 100 dni profesor Davis i jego
wspdlpracownicy starannie wyodrebniaja powstale atomy argonu. Z uplywem
czasu zaczyna si¢ pojawia¢ bardziej zagadkowe zjawisko — wydaje sig, iz
produkcja argonu zmienia si¢ stopniowo z czasem. Dane do$wiadczalne wydaja
si¢ sugerowaé, iz strumien neutrin ze Stofica jest nie tylko mniejszy niz
oczekiwany poczatkowo, ale réwniez oscyluje z okresem okoto dwéch lat.
Dwa lata jest to okres niezmiernie krétki, catkiem niemozliwy do zrozumienia,
gdyz zadne zmiany w jadrze Storica nie powinny odbywac si¢ szybciej

niz w ciagu miliona lat. .
Neutrina stoneczne zachowujg si¢ wigc w sposéb nieoczekiwany i bardzo
tajemniczy.
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Przyznam sig, Ze kiedy po raz pierwszy ujrzalem
fotografi¢ Europy wykonang z pokladu sztucznego

satelity Ziemi, odetchnalem z ulgg — nareszcie zdobylem
pewno$¢, ze kontury ladéw sa naprawdg takie, jak to i
przedstawiaja mapy. Zastanowito mnie wOwczas, Ze
spojrzenie na Ziemie ,,z géry”, z Kosmosu, pozwala
radykalnie uprosci¢ wiele skomplikowanych zadan, np.
sporzadzanie map.

Zeby wykorzystaé Kosmos do rozwiazywania réznych
ziemskich problemdéw, niekoniecznie trzeba wsiada¢ do
rakiety. Sztuka wnioskowania o porze dnia i roku,

o polozeniu geograficznym i o stronach $wiata na
podstawie obserwacji Storica i gwiazd znana jest od dawna,
Zeglarzom a takzZe ... pszczolom i ptakom. A oto
przyklady, jak wykorzysta¢ Stonce do kilku innych
praktycznych zadan.

S ——
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Przyklad 1 — niezbyt madry
M Detektyw X wyglada przez okno pedzacego ekspresu
i méwi do wspélpasazerow: — Mam przeczucie, ze co$

si¢ niebawem wydarzy. Spdjrzcie na rysunek i wyjasnijcie,
co jest przyczyng obaw detektywa X.
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Przyklad 2—taki sobie

Jak najprosciej zmierzy¢ wysoko$¢ drzewa? Wystarczy
zaopatrzy¢ si¢ w miarke, kij znanej dlugosci, np. jednego
metra, oraz wybra¢ sloneczny dzien. Co robi¢ dalej,
wynika z zamieszczonego rysunku.
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Zadanie 1.

W naszych szerokosciach geograficznych nie znajdziemy
miejscowosci, gdzie Stonce kiedykolwiek znajduje sie

w zenicie. Nie oznacza to wcale, ze eksperyment opisany
w przykiadzie 3 jest u nas nie do wykonania. Trzeba bedzie
jednak dokona¢ dodatkowego, trzeciego pomiaru —
jakiego? Nie jest réwniez istotne, by pomiar dokonywany
byl w samo potudnie. Proponuj¢ Wam obmyslenie
eksperymentu, na podstawie ktdrego dokonacie pomiaru
promienia Ziemi, w nastepujacych warunkach. Mieszkacie
w miejscowosci 4, a wasz kolega w miejscowosci B.
Miejscowosci te leza na tym samym potudniku i odleglosé
migdzy nimi jest Wam znana. Porozumiewac si¢ mozecie
z kolega listownie. Kazdy z Was ma w domu radio, wigc
mozecie jednakowo nastawié zegarki.

Zadanie 2.

Sprébujcie obmysle¢ eksperyment mierzenia promienia
Ziemi w nastgpujacych, jeszcze bardziej skomplikowanych
warunkach. Miejscowo$¢ B, w ktorej mieszka Wasz
kolega, nie lezy na tym samym potudniku, co
miejscowos$é A, gdzie Wy mieszkacie. Wiecie jednak, ze
miejscowo$¢ C lezy na tej samej szeroko$ci geograficznej,
co miejscowo$é B, i na tym samym potudniku, co
miejscowos$¢ 4. Wiecie tez, Ze roznica w czasie
astronomicznym migdzy miejscowo$ciami B i C wynosi

7 minut. Znacie tez odleglo$é¢ migdzy miejscowosciami A

i C. Brak tu jeszcze jednej potrzebnej informacji — jakiej?

Zadanie 3.

Zima to pora, kiedy nie bardzo wypada méwi¢ o Stoncu.

Pomyslcie wige, czy w opisanych przykladach mozna
Slonce zastapi¢ gwiazdami lub Ksigzycem.
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Przyktad 3 —bardzo madry
Aleksandryjski astronom i matematyk z III w. p.n.e. —
Eratostenes, obliczyl — i to dosy¢ doktadnie — promien
Ziemi nastepujacg metodg.

Warunki eksperymentu. Wybieramy miejscowosci 4 i B
lezace na tym samym potudniku (tj. taczaca je linia ma
kierunek péinoc-potudnie) i polozone dosy¢ daleko od
siebie, np. 1000 kilometréw. Eksperymentu dokonamy

w samo potludnie i w dniu, kiedy w miejscowosci B Storice
stoi w zenicie (co mozecie powiedzie¢ o polozeniu
geograficznym miejscowosci B, ktéra nadaje si¢ do tak
zaplanowanego eksperymentu?). Dokonamy tylko dwéch
pomiaréw — zmierzymy odleglo$¢ od 4 do B oraz kat,
pod jakim (w poludnie) widoczne jest Storice

w miejscowosci A.

Zalozenia. Zakladamy, Zze Ziemia jest kula oraz ze wigzka
promieni stonecznych docierajgca do Ziemi jest wiazka
rownolegla.

Obliczenia. Sposéb obliczen ustalcie patrzac na
zamieszczony obok rysunek. Nic trudnego, prawda?
Proponuj¢ Wam samodzielne dokonanie obliczen promienia
Ziemi na podstawie nastepujacych danych.

Odlegtosé¢ migdzy miejscowosciami 4 i B — 1000 km.
Kat, pod jakim widoczne jest Stofice w miejscowosci

A —8I1°.
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SPIRALA ARCHIMEDESA

Troche o spiralach
Na plycie gramofonowej, tam gdzie nie ma juz muzyki,
.jest jeszcze rowek, po ktérym ramig z igla pelznie do
srodka, poki adapter nie wylaczy si¢. Ruch ramienia
w strong Srodka tarczy jest (w dobrym przyblizeniu)
jednostajny. To dlatego, Ze rowek ma ksztalt spirali
Archimedesa. Gdy mucha pelznie od $§rodka plyty
ku brzegowi — tez opisuje taka spirale.

|
SPIRALA LOGARYTMICZNA

Spiralne ksztalty majg muszle §limakéw. Gdy maly
§limaczek rosnie, musi troszczy¢ sie o rozbudowywanie

e swego domku. Wie on, Zze musi budowac go po spirali
logarytmicznej, bo tylko taka spirala

zapewnia mu stosowny (to znaczy proporcjonalny do
tempa wzrostu) przyrost domku. Chodzi tu o to, ze dlugoéé
tuku takiej spirali, liczona od punktu 0 na rysunkn rosénie
proporcjonalnie do promienia r.

/\)

Z innej wlasnoéci spirali logarytmicznej korzysta pajak
budujacy sie¢. Najpierw rozpina on rame, potem
»Szprychy” sieci, potem za$ snuje nitke¢ od kazdej
,,Szprychy” prostopadle do niej — az dojdzie do
nastepnej. Utkana przez pajgczka lamana jest
przyblizeniem spirali logarytmicznej. Nastgpnie nasz
pajak wraca od brzegu do $rodka po mniejszej spirali

i sie¢ gotowa. Wlasnoscia, ktéra wykorzystuje on,

jest to, ze kat « miedzy styczng do spirali logarytmicznej
a promieniem wodzacym r jest staly, niezalezny

od poloZenia punktu A na spirali. T¢ wlasno$c spirali
logarytmicznej potrafia wykorzystac¢ i ludzie. Na przykiad
ostrza w rozmaitych (obrotowych) urzgdzeniach tnacych
maja ksztalt wlasnie spirali logarytmicznej. Przy obrocie
noza kat cigcia pozostaje staly.

L



KLOTOIDA

Gdy kierowca samochodu bedzie na zakrecie obracat
kierownicg jednostajnie, a przy tym nie zmieni predkosci
pojazdu, to samochdd opisze klotoide — krzywa, ktorej
krzywizna jest wprost proporcjonalna do dhugoéci tuku,
obliczanej od pewnego punktu O. Ksztalt taki
maja poczatkowe luki zakretéw na kolejowych trasach
R szybkiego ruchu. Dzigki temu wejscie w zakret jest
lagodne.

Styszymy dzigki spiralnym tragbkom w uchu. Pelne spiral
sg nasze linie papilarne. Chorujemy na choroby wywolane
przez spiralne drobnoustroje. A na niebie moZemy przez
teleskop zobaczy¢ spiralne mglawice ztoZzone z milionéw
gwiazd. Fragmentem jednej z takich mglawic jest

nasza Droga Mleczna.

Malg Delte przygotowali: P. NOWICKI I M. SZUREK

Zadanie z grudniowej ,,Radiodelty”
. Dane sa dwa kola: srednicg pierwszego jest bok danego kwadratu,
IO a §rednica drugiego — przekatna tego kwadratu. Odcinajac od mniejszego

kola czegs¢ zawartg w wigkszym kole, otrzymujemy figure zwang ksi¢zycem
(rys. 1). Skonstruowac¢ kwadrat o polu rownym polu tego ksiezyca.
Rozwigzanie. Pole ksigzyca otrzymamy, odejmujac od pola figury
zaznaczonej na rysunku 2 pole figury zaznaczone] na rysunku 3. Wobec tego,
jesli dlugos¢ boku kwadratu réwna jest a, to pole P ksigzyca réwne jest

S e | SRS o8
Rys. | = | — Lt i ] e il :.—--—2
P [27:(2)+4a] 471'( 2) 4a.

A wigc diugo$é boku poszukiwanego kwadratu réwna jest po prostu ; ;

A oto terminy najblizszych naszych audycji:

W styczniu — 5 o godzinie 10°° i 7 o godzinie 13°°
W lutym — 16 o godzinie 10°° i 18 o godzinie 13°°
Rys. 2 Ry 3+ W marcu — 16 o godzinie 10°° i 18 o godzinie 13°°




Obrotowa mapka nieba mgr Witold KRANAS

s SZEROKOSC W T F T W S N T T W
Montaz obrotowej mapki nieba il ||
— wyciaé z okladki kolo z mapg nieba [
— przygotowaé sztywna tekturowa podkladke¢ o wymiarach ok. 20 x 25 cm
— na przecieciu przekatnych podkladki przypiaé (np. pineska) $srodek kregu z mapa, tak by |
mape mozna bylo bez trudu obracaé
— skopiowa¢ na cienkim kartonie nakladke na mapg (wg nadrukowanego wzoru); w §rodku [
nalezy wycigé owal oraz pasek znajdujacy si¢ pod napisem ,,Obrotowa mapka nieba” I
— nakladke dokladnie dopasowa¢ do mapy; na brzegach i w wycigtym pasku powinien by¢ |
widoczny krag z datami znajdujacy sie na obrzezu mapy |
— zagigé gorny i dolny bok nakladki i sklei¢ z tylem podkiadki )
— poniewaz cala str. 16 jest po§wigcona wykorzystaniu otrzymanej mapy, warto ja wycia¢ I
iprzyklei¢ z tylu na podkladce. | |

Nastawianie mapy POPRAWKA -4 O 4 g gm gm o9 am 0

L ]
Aby otrzyma¢ wyglad nieba w dqwolfyni-momendie, \ystarczy ustawic Biezaca datNa{rtth%;m kregu mapy przy godzinie obserwacji

na nakladce. Obracanie mapy w kierunku zgodnym ze wskazowkami zegara odzwierciedla dobowy ruch nieba. W wycigtym owalu, ktérego
brzeg odpowiada horyzontowi, ukaze si¢ aktualny wyglad mie

ego-miesigca zaznaczone sg K a ekliptyce:-Obserwowany ruch roczny Slorica wérad

przyblizony obfa d.'Jezeli zalezy nam na dokladnosci, to trzeba wprowadzié poprawki.
POPRAWKA 1 (MEWYKONALNA)

gwiazd jest wynikiem obiegu Ziemi Stofical Zlozenie 8bu ruchow — dobowego i roc kt, ze gwiazdy widac jedynie

wtedy, gdy Sltonce nie $wi ujg sporg rozn{aitoéé na niebie ~r6zne gwiazdoéai y dostepn ji w réznych porach roku. i

Rozpoczynajgc obsepwacj eba mape zorientowac wedlug stron $wiata. Dla poréwnania mapy z wyglade a-najlepiej patrzec na nig I

od dotu — czyli . Do o$wietlenia mapki moze stuzyé b. slaba latarka z czerwonyx@' : tawiona mapa daje ]
:
|
|

biegun poinocny nieba. Jego katowa odlegltosé od horyzontu, czyli wysoko$é nad horyzontem, wynosi 90°, tyle samo co szerokosé
geograficzna miejsca, w ktorym stoimy. Gdy bedziemy wracali, to rwujemy, ze wysoko$¢ bieguna niebieskiego (Gwiaz‘qbp arnej)
maléje. GdybySmy zapedzili si¢ az w okolice Rownika, to stwierdzilibySmy, iz Gwiazda Polarna jest bardzo nisko, tuz nad hofyzonte
Ogolnie: wysoko$¢ bieguna péinocnego nieba nad horyzo j 3 rokosci geograficznej ¢ miejsca obserwacji, czyli w Warszawie
yynosi ok. 52°. Dlatego wiasnie §rodek obrotu — biegun — nie znajduje si¢ ku owalu, gdzie jest zenit czyli punkt o wysoKkopsci
90°.

Uwzglednienie poprawki na ¢ jest

konalne, lecz przy postugiwaniu si¢ mapka w Polsce nie
przynajmniej kilku stopni nad yzontem i tak tracimy dla obserwacji z powodu zamglenia lub zad
mogg pojawic si¢ dopiero w eZasie wyjazdu do Bulgarii: dla Warny ¢ ~ 43°,

POPRAWKA 2 (DOTYCZACA CZASU)

ywa to wigkszej roli, poniewaz strefe

na zega odzing #(CSE)? Roznica czasow wynika z roznicy dlugosei geograficznych A(x) naszej miejscowosoi leﬂtﬂqika 15%E:
Al = A(x)—15°. 5 'minCO
Zamiefimy to na réznicg czaséw At, pamigtajac, ze jeden obieg dobowy Stofica 360° to 24% czyli 24+ 60 min: Ar = (A(x)—15°) 4 T

VY 1DAM

w zimie: zegarek

Zatem: t(mie w lecie: zegarek — 1k

owy) = ¢ CSE( )—HM.

niej przyblizone polozenie swojej miejscowosci, to nie bedziecie potrzebowali sami oblicza¢ poprawki.

Wyznaczanie momentéw wazniejszych zjawisk astronomicznych
W ruchu dobowym kazdego ciala niebieskiego mamy wy@qgﬁ?@rm@w icodziennego ruchu Storica: wschod — pojgwienie sie nad
oryzontem,|zachéd — zniknigcie pod horyzontem, oraz gorowanie — najwyzsze polozenie ciala nad horyzontem, w przypadku Slofica

Ppoludnie.

nieba oraz punkty P
punktéw Pn i Pd Jeéli
W czasie miejscowym. A
wschodzi: 16730™ (od
goruje: 21700m —24m ~ 2 e
Uwaga: na zalaczonej mapce bra i Ksigzyca. W najblizszych numerach podamy mapke, yf/k«t}rej bedzie mozna odnale#é na
niebie takze i te obiekty. g o i g




Rozstrzygnigcie konkursu samych zwyci¢zcOw na temat
”Perpetuum mobile dla kazdego™ (Delta 4/1977)

: . Na konkurs nadestano 16 odpowiedzi, ktore zgodnie z warunkami miaty
S oto pe ?na T DGO zawiera¢ poprawne wyjasnienie dzialania przeastawionych w artykule modeli
Edmund Pierzchata, 04-946 Warszawa,  _ erpetyum mobile”. Kazdy z nadestanych listéw zawierat pozytywne
ul. Wyszatycka 24 elementy wiedzy o wystepujacych zjawiskach fizycznych, a wigc zgodnie
Roman Pomianowski, 62-651 Pomarzany ; ,550wiedzig wszyscy uczestnicy otrzymujg nagrody ksiazkowe. Najlepsze
Fabryczne, Jozefow 10 wyjasnienia znajdowaly sie w dwdch listach, ktore zacytuje dla

Piotr Zielczyfiski, 00-159 Warszawa, przedstawienia prawidlowego rozwigzania:
ul. Nowotki 35 m. 104

Zbigniew Koziol, 22-416 Sitaniec, 1) Model magnetyczny

Lapiguz 1 (kol. Roman POMIANOWSKI, Pomarzany Fabryczne)
gﬁ;ﬁﬂf’ﬁﬁ:ﬁ;ﬁ?&: 'f;:g‘:;' 28 Uklad: blacha cynkowa — elektrolit — wegiel tworzy ogniwo elektryczne.
Andrzej Paprota, 08-480 Maciejowice, ~ Lrut miedziany igczacy blache cynkowa z weglem zamyka obwéd pradu.

ul. Rynek 25 Oczywiscie mozemy przyjaé, ze jony w elektrolicie poruszaja si¢ radialnie.
Andrzej Freczek, 37-111 Rakszawa 102 Bonlewaz elektrolit umieszczony jest w polu magnetycznym, takim ze wektor
Wojciech Kasinski, 02-643 Warszawa, B jest (w przyblizeniu) prostopadly do kierunku ruchu jonéw, lub ogélniej —
ul. Etiudy Rewolucyjnej 11/13 m. 22 ma takg skltadowa, wiec na kazdy taki jon dziala sifa F= qo x B. Poniewaz

Danuta Abucewicz, 82-300 Elblag, jony o przeciwnych znakach poruszaja si¢ w przeciwnych kierunkach, wigc zwrot
ul. Armii Czerwonej 16-18/8 sily pozostaje taki sam (p. wzér). W efekcie jony zaczynaja uzyskiwaé pewna
Andrzej Kmiecik, 14-520 Pieni¢zno, predkos¢ w kierunku stycznej do okregu ze Srodkiem w okolicy preta weglowego.
Kolonia 19 Poniewaz mamy do czynienia z duzg iloécia jonéw, wigc efekt uwidacznia sig
Edward Bebrysz, 23-200 Krasnik, makroskopowo w tym, Ze ciecz wiruje. Oczywiscie nie jest to perpetuum mobile,
ul. Filaretow 8, woj. Lublin “bo z chwilg rozladowania si¢ tego ogniwa ruch cieczy ustaje.

Bruno Siemieniuk, 59-300 Lublin, Gdy cale urzadzenie zasilimy bateryjka, jak to opisano, elektrolit przewodzi

ul. A. Mickiewicza 52/15 prad i jony poruszaja si¢ jak poprzednio. Wystepuje wigc analogiczne

Ryszard Krauze, 50-207 Wroctaw,] oddzialywanie pola magnetycznego na ciecz.

ul. Dubois 39/ 11 - .

Adrian Bujara, 41-500 Chorzow, 2) Model “parapsychologiczny’

ul. Dgbowa 33 (kol. Edmund PIERZCHAZLZA, Warszawa)

Pawel Roczniak, 71-160 Szczecin,

ul, Marcinkowskiego 3/2

Sylwia Kornas, 41—700 Ruda Slaska 1,
ul. Norwida 7/3.

Model ,,parapsychologiczny’ obraca si¢ dzigki pradom powietrza, powstalym

'w wyniku przysuniecia cieplej reki. Ogrzane powietrze unosi si¢ do gory, na jego
miejsce naplywa nowe, powodujac obrét papierowego wiatraczka. Na

rysunku w ,,Delcie” wiatraczek obraca si¢ w zaznaczonym kierunku dlatego,

ze znajduje si¢ blizej konca odstonigtej czgéci reki, powietrze za$ napltywa

ku $rodkowi tej czgsci (ku §rodkowi kazdego ciala ogrzewajacego).

Kol. Bogdan KRAUZE z Grudzigdza nawiazuje w swoim

liScie do notatki ,, Tylko linijka” z Delty 4/1974. Proponuje

on nastepujace wykonanie konstrukcji prostej przechodzacej

przez dany punkt i przechodzacej przez niedostgpny punkt

przecigcia danych prostych: ; N
Przez punkt P kreslimy prostopadie do obu ramion katéw. .
Jesli otrzymane proste KL i MN tworza katy proste : A,
z ramionami kata w punktach K i M, to prosta przez P
prostopadia do LN jest szukana prostg. Py P
Dowdd poprawnoS$ci konstrukcji opiera si¢ na :

twierdzeniu: trzy wysokosci tréjkqtd przecinajq sie | iR
w jednym punkcie. M
Podana konstrukcja dotyczy kata ostrego. Latwo ja

uogdlni¢ na kat rozwarty (jak?). A jak sobie poradzi¢

z katem prostym? (Oczywiscie konstrukcje wymagaja
uzycia rowniez cyrkla lub ekierki).

Kol. Mariusz PISZCZEK z Wieliczki proponuje
Czytelnikom udowodnienie nastgpujacego twierdzenia:
Jezeli kazdy bok trdjkata prostokatnego podzielimy na
trzy réwne czgéci i na §rodkowych odcinkach zbudujemy
tréjkaty rownoboczne, to wierzcholki otrzymanych
tréjkatéw nie nalezace do bokdw trdjkata prostokatnego
sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.

Czy zaloZenie, Ze tréjkat jest prostokatny, jest istotne?




