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Wielki postep

jaki dokonal sie w edukacji narodowej

najlepiej obrazuje (naszym zdaniem) zestawienie

programów szkolnych

sprzed dwustu lat
z programem startujacej wlasnie
dziesiecioletniej powszechnej szkoly sredniej.

Takie beda Rzeczypospolite

jakie ich mlodziezy chowanie.

Jakie byly - wiemy.

Przeczytajmy wiec

program matematyki szkól pijarskich

reprodukówany nizej
i zestawmy go

z programem dziesieciolatki.

Bedziemy wiedziec jakie beda.

POPIS

Z NAUK

ROCZNY
DAWANYCH

o I.iniiach prostych, Obwodzie Kola,o Xitach i wymia­
rz~ ich.

Summa kitów przyleglych równa si~ dwóm "kitom prostym.
Klity w wierzcholku przechrleglc s~ sobie równe.

O przystllwaniu Tróykf/óW.

Dwa Tróyl, '!ty Si sobie doskonale równe. gdy mai, ie­
den, k~t ró'v'!y, zawarty mi~dzy dwoma bokami r6~
wnemi. kaidy kaidemu •.

Gdy IV Tróykicie dwa boki s~ równe. ~dl tei r6wnei dwa kity ,poloione na przeciwko boków równych.

.yliczcnic innych przypadkó\v, w których dwa Tróy­
k,ty przy stai, do ~id'ie.

M.il' d,u;cdtv, pttllkt~ zn.llez.: trzt:ci. w ie,ill.ktnveJ
od obudn'ód, t!JII.l'.'I) odleglo;'d.

Od pllnktu d.,zCgO;za linii li4bza lhii, , prowadzic lill;;'
trqfl0p4df,.

Z tlazlJ,b linty l1~I:fl.tn:i.!r"óykQt rónmoboczl1.!. rólvno.
r4111;elm'l, ,·ÓZIIOboCZIl'l.

PrzerJsonl,{ r"óJ'ket [11[;" i.lk, illl:e Figurr.
D"temu k,toll'; z/"C.bi.:iallY rónm).
Kit dan.! podz;eli,' 113 2, l, 8, i t. d. czrfci ,.,hzJ1lych.

O lilliiach rÓwl10Ieg!j'ch.

Gdy d,,'ie \iniie równolegle przechd trzl.";:ia liniia, na­
t"IlC7l1S czyni kilty iedno,tronne i naprzemianlegle
n)Wllc: Kety zas wewn~tl'zne równe dwóm kiltom
prmtym.

1)0 lilii) dalIi) pronlaJzi.: drtlU rónmolcfJ,.
W RÓ\\'ilolegloboku, i boki i k~ty pruciwne, Sil sobie

rÓ"'l1e.

Z d.w)c/) /inii n'.JstanJic ProfioklJt 11tbKn'Adrat.
Kit zewnetrzny TtÓykita , rÓwny iest dwom kiltom we­

wnetrznym prZ€ciwll."glym.
W kazdym Troykicie, trzy kilty \~ewnetrllle wazi dwa

k~ty proste.

ODPRAWIONY

w Miesi~cu Lipcu Roku 1787·

K L A S S A l.
A R Y T M E T Y K A.

Przez rozmaite przyklady wprawiani byli Uczniowie w
Dodawanie, Odeymowanie, Mnozenie, i DzieIcnie
liczb, tak i~den, iako i róiny gatunek znaczllcych.

KLASSA II.
ARYTMETYKA.

O Liczbach Lomanych.

Co Si liczby lamane inaczey Ulomki I
Co wyraia Mianownik a co Licznik I
Jak sie Ulomki sprowadzaii do iednego Mianownika I
Dodawanie - Odeymowanie - -Mnozenic - Dzielenie

Ulomków. '

K L A S S A III.
J E O M E T R Y A.

Wiodo!11oJci poczffkowe

I

O Równolcglo~okoch i 'TróJk.~tocb równych
co do pow/erze/mi.

R6wnolegloboki lub Troykity równych podstaw i wyso­
kosci , s~ sobie rÓwne co do powierzchni

Sposób zat11icniclI;a iilkicY!lolnfiek FlgurJ '''' TróJk,t lub
114ProJiokgt rón!/1ey ponJh'1'zc/mi.

0,D()Jllwlln;u i odCJmowlln;u KWlldrlltow.
IC.wadrat z pf2eciwprostok~tney Tróyk~tll prostokitnego,

r6w!la s~ Kwadratom wystawionym lIa dwóch in­

nych bokach tegol Tróykita.Zrobil Krv,ariJI równ.! summie albo róznicy dwóch KW4'
dratów danJch.

Z",ld.c Kwadrat. IttórJb, kilka raz, zawUr41 w sobie
k.,.drat tUn,.

J.k,kolwiek Figar! projlokriflnl z4m/eni! na Kwadrat.
O Kole.

Liniia prosta pr.owadzona od srzodka kola do srzodka ci~­

.. ciwy, iest do nit!y prostopadHtP,ze70 lalii trzy punkta n,krcfJi,' 'kolo • tudziez znaleu
1rzodek kola danego.

Kit· Frzy Srzodk.u Kola iest dwa razy wiekszy od kilta
przy Okregu, gdy obudwóch ramiona lIaiednymie
Juk.u )ltoi,.

K L A S S A IV.
J E O M E T R Y A.

O proporcyi ~ podohienstwie Figur i stosunku ich
powierzchni.

W Tróyk,cie poprowadzona liniia równolegla do podsta­
wy. przecina boki Tróykllta proporcyonaloie. WJnioski.
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;
We dwóch Figurach podobnych popro'vadziwszyp~ek,­

tue; Tr6ykyty Figury iedney b~d~ podobne Tróykl­
tóm Figury drugiey.

Do trzech liniy danych zn,lezc cz,,"rt, proporc.!onalnl.
Linii, dan, przeci,c podlug stosunku danego w lin#acb,

lub liczbach.
Na linii daney wyk-1'CflicFigur; podobn, Figurze dani.!.
W Tróyklcie prostokltnym spuszczona prostopadla od K,­

ta prostego na przeciwprostokltnl, dzieli Tróyklt
na dwa Tr6ykyty podobne calemu, a oraz podobnc
sobie. Wnioski.

Spo-sobyznalezienia s"zednicy lin;; proporcJon,lncy mi(­
dzy dwiema d,nemi linii,mi.

Powier7.chnie Ff/i;Ur podobnych mai, sie iak Kwadraty wy­
stawi.one na ith bokach odl'owi.adailcych.

TRYGONOMETRTA.

w kaidy,m Tróyklcie boki mail sie do siebie iak WIt •••
wy kitów przeci).Vleglych tymie bokórb.

Summa dwóch boków Tróyklca ma sie ,do ich róinicy;
iak StYC7na polowy Summy kitów prze~iwnych ~
bokóm, do S~yczney polowy ich róinicy.

A L G I E B R A.

Uczniowie wylo'!Ywszy rói.nice zachodzlcl miedzy Ary­
tmetyk, i Algiebrg; przytocz,

ZlId,nia;-ffJ którc iedna tylko nietpiadomJ ilofc wchodzi
i sami ilosci carkowiti: , n' tycb pokaz, :

l. Rozwilzanie kazdego Zadania na iakie czesci dzi,eli
sie? iakie ich s, nazwiska? i które si prawiala­
przyprowadzenia Zadania do nayproscieyszych wy­
raz6w.

:l. Spos6b dodawania ilosd mailcych znaki odmienne.
J Sposób mnoLenia ilosci niewiadomey przez liczbe ca •.••

kowit,.
4. Dla czego \v Odeymowaniu odmieniail sie znaki prred

wyrazami ilosci odeymowac sie maiycey, to iest t
na _ a z~s - na t.

S· Wyloii! róznice miedzy ilosciami prrydaynemi i uie­
mnemi. (quantitJtes positivae lit negativae ).

<S. Spo,ó~ mnóiellla ilosci niewiadomey przez drugi nie­
wiadomi·

7. Okaz~ prryczyne tey o'?ó!ney reguly: ie gdy si~ mno­
i~ dwa wyrazy z iednako\\"emi znakami, ilosc roz~
mnozona bedzie poprzedzona rllakiem dodawania,to
iest t: Je1eli zas oba wyrary mnoilce si~ mail zna­
ki odmienne, ilosc rozmnozona bedzie poprzedzona
znakiem odeymowallia, to iest _ •.

i3:-~:""",,,:~1~e •.•~~~~.~,.~ ..•~ ..-..:~~-~~
K L A S S A V.

JEOMETRYA

O Bry/ach.
D€finicya Keta Brylowego.

W Kicie brylowym zloioaym ze trzech Kltów'plaskichcsumma dwóch wieksra iest oel K,ta trzeciego.
W Kicie brylowym, summa \vszystldch Kitów ~1tlcb

mnieysza iest od summy czterech K,tów prostych.
WIlioski.

Definicya Równolegloscianu. (P'r411elopipetlttm. J
Dwa Równoleglosciany prostok,tne "'ystawione na' te­

dncyie podstawie, ma il! sl~ clo siebie iak ich wy­
1O_IIc)kI, 'l 'przeciwnie'. l11ai,ce iednakOwi wysOkosc,
.do &lebie iak podstawy.

n.a Rów,JJOleglosci'any prostok,tne. mailce PQdst~wy w
"toa1n,J(u .odwrotnym swych wysokosci; Si równe, i
'Pne~iwnie. 'Wnioski.

Dwa', iakiekol':1'ielt Równoleglosdany ,równe .podstawy
iWysokGSci mailce ..• SI w brylowatosci rÓ""ne.

,.fjJnioski~ - ,
i;lefini~YJt~:Graniastoslupa (Prism'~)

2

Graniastoslup Tróyk'lI1Y iest polOWI Równolegloscianu
mai,cego równl z Graniastoslupem wysokosc, a za
podstaWii Równoleglobok dwa razy wiekszy od pod­
st,wy Graniastoslupa. Wnioski ..

))efinicya Ostroslupa (Pyramis. )
Przec'lwszy Ostroslup piaszczY7Hl r6wnoodlegll od pod­

stawy ,przeci~cie to bf.diie fi~ur~ podobni pod­
stawre. Wnioski.

Wp1sal'vszy w Ostroslup, i opisawszy na nim Graniasto­
slupy -; ró.!nica summy wpisanych od summy opisa­
nych moie bydi mnieysza od iakieykolwiek ilosci
dancv. Wnioski.

Grania&to'slup tróyl<ltny moie Irydi rozloiony natrzy

Ostroslupy tróyk~tue równe,·z kt6rych dwa bedlmialy tei S1Im~ podstawe i wysokosc co i Grania"
stoslup. Wrioski.

Definlcya Walca. (Cylinder.)
Pó.wier~chnia krzywa. Walca prostego równa sie Prosto·

kitowi ma~ic:emu za podsta.we okr~g podstawy, Wal­
cj! ,a -la wysokosc 'bok tegoi; Wlllca. Wnioski.Dwa Walce z równ, wysokosci, mail sie do siebie iak
podStawy. Wnioski.

Definicya Ostrokregu. (COlJus.J
Powierzc:hnill kr'ywaostroltregu prostego równa sie Tróy­

kitowi maiicemu za podstaw. obw6 d podstawy O­
.trokregu, .a :%8 'wysokpsC 'bok tegoz Ostrolt:ruu.
Wnioski,

powierzchnia krzywa Osttokregu prostego scietego tó\V·na
sie ProlItokitowi mallcemu za wysokosc bOK Qstro­
kregusciet.eg9, ,a za podstawe okri!g ta'kiego K.~la.
którego promieniem bylaby S.rzednia Arytmetyczna
miedzy promieniami ,dwóch podstaw Jego. WnioslN.

Br~lowatosc Ostrokregu iest trzecil czescii brylowa­
tosci Walca rówoey z riimpodsta\l1'Y .i wysókosci.
'Wnioski.

Definicya K.uli (Sph,era.)
Po~ierzchniaKu~i równa si~ 'Pros~k'towi mailcemu ;za

wysokosc srzednice Kuli, a za podstawe ou,g wiel­
kiego iey Kola.

Brylol\'atosc;Kuli równa sie ~ brylowatosci 'Walca na tey
, Kuli -opisanego. Wni#*i.
Powierzchnie bryl podobnych mail sie do ,siebie w ,sto­

sunku dwumno·i.nym odpowiadai~cych sobie wymia­
rów. Brylowato~ci zas tychie bryl SI do siebie w
stosunku tr6ymnoinym tychze wymiarów.

~~J..~

K L A S S A VI.

L O I K A.

Id,c ukazani nam od natury drog, , prrez doswiadcze!ni4
i uWIUanii , wszelkiego nabywamy poznania.

Rozbiór iest iedynym sjlosobeat poznania rzeczy •.
Tym ,pbsobem po,tepmic, postrzegamy, ie plerwS'le 'Wy~

obraienia' nasze! sl zmyslowe .• a te naprzód poied)n ••
cze, potcm powszechrie czyli rodzaiowe • nakoniec:
gatunkowe.

Z uwa'lania rzeczy zmyslowych, nabywamy wyobraien
umyslowych.

Podobnymie sposobem przychodzimy do poznania Wladz
Dusry, ktQJ;e wszystkie zamykaii sie wWlad7.y Czucia.

Nawyknienia mózgu Sf przyczyni fizyc:zn'l i pOboczni
~mieci : tymie sposobem lny wyloiyc moim'­

IUs!1nie rozumuicmy "gdy zaniediawszy podanych nam od
natury prawidel, któremi sJ doswiadczanie i \iw:!!a_
~ii! , rozumiJiemy podlug zlych naszych nalogów,

Sztuka rozumowania zalezy na doskonalym spoSObie mó­wienia.

Okazanie tego w prrykladzie: które dowodzi oraz, ie
tOJ,mosc (identitas) iest grumem oczywistosci ro­
zU9lowardlj.

Zapewniamy sie o prawdzie, acz w róznym scop'niu pe­
wnoscL.albo przez Oczywistosc, albo przez Domyd.
albo przez Podobnosc czyli' Analogiii.
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I2J~S67890
Umiejetnosci, których osiagniecie przewiduje program
dziesiecioletniej powszechnei szkoly sredniej (do wstepnych
wdrozen - innego jeszcze nie ma) wg czasopisma Matematyka,
lipiec - sierpien 1977 r. (pominiete jest nauczanie poczatkowe).

Klasa IV

Badanie podzielnosci liczb naturalnych przez 2, 3, 4, 5, 9, lO,
25 i 100. Objasnianie na przykladach sposobów porównywania,
dodawania i odejmowania liczb wymiernych w postaci
ulamków dziesietnych i zwyklych. Rozpoznawanie kól, okregów,
prostokatów, kwadratów, kul, prostopadloscianów i szescianów
oraz rozumienie pojec zwiazanych z tymi figurami.
Rozpoznawanie odcinków równoleglych, prostopadlych
i skosnych. Kreslenie okregów, odcinków równoleglych,
odcinków prostopadlych, prostokatów i kwadratów.
Obliczanie obwodów i pól prostokatów oraz pól
powierzchni i objetosci prostopadloscianów w zakresie
posiadanych umiejetnosci rachunkowych. Okreslanie
polozenia punktów o danych wspólrzednych na plaszczyznie.
Dodawanie, odejmowanie i mnozenie przez liczby wektorów
o danych wspólrzednych na plaszczyznie, w zakresie
posiadanych umiejetnosci rachunkowych. Rozumienie
pojecia skali. Formulowanie definicji i twierdzen na
wybranych przez ucznia przykladach.

Klasa V

Wykonywanie czterech dzialan arytmetycznych na liczbach
wymiernych i stosowanie ich w obliczeniach. Rozwiazywanie
równan i nierównosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma
oraz zadan prowadzacych do takich równan i nierównosci.
Rozpoznawanie prostych i plaszczyzn równoleglych oraz
prostopadlych. Obliczanie pól trójkatów, równolegloboków
i trapezów oraz pól powierzchni i objetosci graniastoslupów
i ostroslupów. Okreslanie polozen punktów o danych
wspólrzednych w przestrzeni oraz dodawanie, odejmowanie
i mnozenie przez liczby wektorów o danych wspólrzednych
na plaszczyznie i w przestrzeni. Rozumienie ogólnie
dostepnych diagramów statystycznych i procentowych.
Rozpoznawanie w twierdzeniu zalozenia i tezy. Rozumienie
i formulowanie zdan z kwantyfikatorami wyrazonymi slownie.

Klasa VI

Badanie funkcji liniowych, sporzadzanie ich wykresów, dodawanie
i mnozenie tych funkcji przez liczby oraz stosowanie
wiadomosci o funkcjach liniowych w rozwiazywaniu zagadnien
dotyczacych proporcjonalnosci. Przedstawianie prostych
na plaszczyznie za pomoca równan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi oraz pólplaszczyzn za pomoca
nierównosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
Rozwiazywanie ukladów dwóch równan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi oraz zadan prowadzacych do takich
ukladów równan. Wyznaczanie obrazów punktów, wektorów
i figur geometrycznych w przesunieciach równoleglych
i obrotach na plaszczyznie i w przestrzeni. Dzielenie odcinków
w danym stosunku i obliczanie wspólrzednych punktów podzialu.
Rozumienie rysunków w rzucie równoleglym na plaszczyznie.
Rozumienie poteg o wykladnikach wymiernych. Formulowanie
twierdzenia odwrotnego do danego twierdzenia.

Klasa VII

Badanie funkcji kwaclra:,owych oraz sporzadzanie ich wykresów.
Rozwiazywanie równan i nierównosci kwadratowych oraz
zadan prowadzacych do takich równan i nierównosci.
Wykonywanie dzialan na wielomianach i funkcjach
wymiernych. Rozwiazywanie zagadnien dotyczacych
proporcjonalnosci odwrotnej. Wyznaczanie obrazów punktów,
wektorów i figur geometrycznych w symetrii osiowej, srodkowej
i plaszczyznowej. Obliczanie iloczynów skalarnych wektorów
oraz stosowanie ich do rozwiazywania trójkatów, obliczania
dlugosci wektorów i badania katów miedzy prostymi.
Analizowanie doswiadczen losowych i obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen. Przeprowadzanie rozumowan,
w których wYstepuje alternatywa lub koniunkcja.

Klasa VIII

Szkicowanie wYkresów funkcji wykladniczych
i logarytmicznych oraz objasnianie ich wlasnosci. Rozumienie
zwiazków miedzy logarytmowaniem oraz mnozeniem,
dzieleniem i potegowaniem. Wyznaczanie obrazów punktów,
wektorów i figur geometrycznych w jednokladnosci
i podobienstwie. Stosowanie wiadomosci o figurach
pOdobnych w rozwiazywaniu zadan. Rozumienie wlasnosci
funkcji trygonometrycznych. Analizowanie rozkladów
zmiennych losowych na przykladach. Rozumienie pojecia
dowodu i jego roli.

Klasa IX
Badanie monotonicznosci ciagów. Wyznaczanie monotonicznych
ciagów przyblizen dziesietnych liczb wymiernych i niektórych
liczb niewymiernych. Rozumienie pojecia ciagu arytmetycznego
i ciagu geometrycznego oraz obliczanie sumy n kolejnych
wYrazów tych ciagów. Rozumienie pojecia granicy funkcji
i granicy ciagu. Obliczanie granic funkcji w punkcie,
w nieskonczonosci oraz granic ciagów w prostych przypadkach.
Badanie zbieznosci szeregów geometrycznych i obliczanie ich
sum. Zamiana ulamków okresowych na ulamki zwykle.
Rozwiazywanie zadan z geometrii plaskiej i przestrzennej
dotyczacych pól powierzchni i objetosci. Rozwiazywanie prostych
zadan z kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa.
Rozumi~nie kwantyfikatorów i przeprowadzanie rozumowan
z ich wykorzystaniem.

Klasa X
Rozumienie pojecia ciaglosci funkcji oraz stosowanie
wlasnosci funkcji ciaglych w rozwiazywaniu nierównosci
i przyblizonym rozwiazywaniu równan. Rozumienie pojecia
pochodnej oraz jej geometrycznej i fizycznej interpretacji.
Obliczanie pochodnych wielomianów i funkcji wymiernych.
Badanie i sporzadzanie wykresów wielomianów i funkcji
wymiernych w prostych przypadkach. Rozwiazywanie zadan
prowadzacych do obliczania minimum lub maksimum funkcji,
w zakresie wielomianów i funkcji wymiernych w prostych
przypadkach. Obliczanie prawdopodobienstwa warunkowego
i badanie niezaleznosci zdarzen. Przeprowadzanie
rozumowan z uzyciem negacji, alternatywy, koniunkcji, implikacji
oraz kwantyfikatorów.
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Rozwazania na temat liczby e

Mgr inz. Jacek Cf{LIPALSKI
II

P'" ~ lrzypomntJmy, ze suma szeregu 2J - =
k=O k'

I l .
1+ 11 + 2T + ... nazywamy granIce

n I l
ciagu (S.), s. = 1: -k'- = 1+ -1' + ... +

k=O' .

l
+-;r"
Udowodnimy. ze ciagi (a.) i (s.). gdzie

( l )n n -I
0. = 1+ - • s. = 1: -kI sa zbiezne-

n k=O .

i to do tej samej granicy, a wiec ze granica

ciagu a) .równa jest sUl)1ie szeregu b)•.
W dowodzie dwukrotnie skorzystamy
z twierdzenia orzekajacego, ze jesli ciag

liczbowy jest rosnalJ' ; ograniczony z góry,
to jest zbiezny.

Ciag (s.) jest rosnacy. bo S.+1 = s. + _(_1__n+ I)!
> Sn: jest on tez ograniczony

z góry. bowiem dla wszystkich k > O
spelniona jest nierównosc k! ~ 2k-l,
z której wynika, ze

l l l
s. = l + l! + ... + -;;! '" 1+ 20+ ... +

1 __ 1_I 2n
+--- = 1+ --- < 1+2 = 3.

2n-1 I1-­
2

Jest wiec zbiezny.

Rozwinmy an wg WZOru Newtona:

( I)n la. = 1+ -;;- =!+ ... + ki X
n(n-I)· ... ·(n-k+1) l

X nk + ... + n! X

X n(n-I)· ... '1
nn

skad

(0) o. = 1+...+ ki, (I--};-)(l- ~)''''

.... (I_k~I)+ ... + ~! (I--};-) ....

( n-l).... I--n-·
Podobnie

(")°n+l = 1+ ... + :, (1- n~l)'''' .

( k-I) ll-n+1 +"'+(n+I)!X

X (1- _l ) ..... (I __ n ).n+ 1 n+ 1

Sposród n+ 1 pierwszych skladników prawej
strony (0) kazdy jest niewiekszy od
odpowiedniego skladnika prawej strony (•• );
ponadto w (") wystepuje dodatni (n+2)-gi
skladnik, który nie ma swego odpowiednika
w (*). Zatem Uli + l > an i ciag (on) jest
rosnacy. Jednoczesnie zas z (.) wnioskujemy.

I 1

ze On < 1 + ... + k!+ ... + -;;! = Sil < 3.

zatem (on) jest równiez ograniczony z góry­
a wiec jest zbiezny.
przy tym ostatnia nierównosc orzeka, ze

alf < Sil' skad wynika, ze lim 011 ~ lim sa.
n~OO n.....•00

Aby udowodnic równosc granic obu ciagów
wystarczy wiec wykazac, ze zachodzi

nierównosc przeciwna: liman ~ lims".

Pamieci pro! dr Zdzislawa Opiala poswiecam te publikacje

Zbiór liczb rzeczywistych zawiera, jak wiadomo, nieskonczona ich ilosc, wsród
nich najbardziej znane sa liczby naturalne; te - mozna powiedziec - sa
najstarsze, gdyz bez ich znajomosci nasi praojcowie nie mogliby policzyc stada
swoich owiec czy tez wojowników idacych w bój. W miare rozwoju ludzkosci
zaczeto uzywac liczb ulamkowych i ujemnych, zas z chwila pojawienia sie
poczatków algebry musielismy wprowadzic liczby niewymierne.
Cofnijmy sie do prehistorii. Ówczesni (inzynierowie?) wpadli na pomysl, ze
podlozenie pod blok skalny okraglego pnia drzewa niewspólmiernie ulatwia
jego transport. Potem okazalo sie, ze odpowiednio obrobiony ten pien
w postaci prymitywnego kola moze znalezc zastosowanie przy budowie
pojazdów. Tak powstalo jedno z najwiekszych odkryc starozytnosci, jakim
jest kolo. W miare rozwoju cywilizacji przypuszczalnie pierwsi uczeni zaczeli
zajmowac sie wlasciwosciami kola. Powstalo pojecie srednicy, promienia,
obwodu itp. Wiemy, ze np. Archimedes ustalil na drodze doswiadczalnej,

ze stosunek obwodu do podwójnego promienia wynosi 3 ~ . Na temat

kola mozna pisac wiele i snuc bardziej lub mniej realne rozwazania, czego
przykladem byla tzw. "kwadratura kola". Na przestrzeni wieków wytworzono
pojecie liczby n, by nastepnie udowodnic, ze jest ona przestepna, czyli ze nie moze
byc pierwiastkiem zadnego równania algebraicznego o wspólczynnikach
wymiernych. Jest ona zwiazana z kolem, jego podstawowymi wielkosciami,
pomiarami katów, funkcjami zwiazanymi z nim (jak trygonometryczne
i cyklometryczne itd.). W szkole zaczyna uczniom "towarzyszyc" od prawie
pierwszych klas, przez mature i studia techniczne, by pózniej w czasie pracy
zawodowej towarzyszyc juz na stale. Liczba n wydaje sie byc czyms bardzo
oczywistym, takim jak jest kolo. Na tym koncze zbyt dluGgierozwazania
na jej temat - moze beda one pomocne do zrozumienia tego, co wedlug
mnie jest niezrozumiale.
Pierwsze spotkanie-z liczba "e" w zaleznosci od programu szkolnego moze
nastapic jeszcze przed matura, albo dopiero w czasie kursu matematyki
wyzszej na studiach techniczno-przyrodniczych (ja osobiscie zetknalem sie
z nia dopiero na wyzszych studiach). W zasadzie, przy "przerabianiu"
logarytmów jest mozliwosc, by nauczyciel wspomnial o tym, ze oprócz
najbardziej rozpowszechnionych logarytmów o podstawie 10 moga istniec
logarytmy o innej podstawie bedacej liczba naturalna, a takze o bardzo
"dzikiej" - niezrozumialej, tj. o 2,71. ... Mogloby sie wydawac, ze to
"niewydarzone dziecko" w porównaniu do logarytmów dziesietnych
skazane bedzie na uposledzenie (przyslowiowy kopciuszek), ale, jak dalej
sie okaze, te "dziesietne" zawdzieczaja swoje powstanie "kopciuszkowi".
Pierwsze moje zetkniecie sie z liczba "e" nastapilo na wykladach, gdzie
omawiane byly ciagi i szeregi. Na cwiczeniach przedstawiono nam
charakterystyczne wyrazenia:

a) ciag an = (l + ~r
co

b) szereg LJ,
n=O n.

Obliczenie przyblizonej wartosci sumy szeregu nie bylo trudne, chwila
ra-::howania wykazala, ze suma jego wynosi okolo 2,72. Przyklad z ciagiem
wprowai.zil nas w pelne zaklopotanie, bo jak sadzilismy, granica ta powinno
byc 1. Ale giy skorzystamy z dwumianu Newtona lub zastosujemy dla
przyblizonych obliczen metody logarytmiczne, okaze sie, ze otrzymamy
liczbe 2,7182... czyli e. Otóz w trakcie obliczen rachunkowych ta czy inna

. metoda otrzymamy wartosc e z pewnym przyblizeniem. Dla matematyka
nie istnieje przyblizenie - to jest dobre dla technika lub astronoma :- dla niego
istnieje tylko liczba e. Mogloby sie wydawac, ze gdy "przerobimy" ciagii szeregi, w których wystepuje liczba e, bedzie spokój.
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W tym celu wezmy ustalone k i dowolne
n > k. Z (0) wynika, ze

an> 1+...+-&(I-~) (1- ~) ...

(1- k~l)
(po prawej stronie pozostawilismy tylko
k + l pierwszych skladników). Przy n _ 00

kazde z wyrazen w nawiasach okraglych dazy
do I, zatem

r l
n~~an;:?; 1+ 0.0 +"kT = Sk

(przy dowolnym kl. Poniewaz ciag (s.)
jest zbiezny, to mozemy po prawej stronie
przejsc do granicy przy k _ 00.

Otrzymamy
.lim On ~ Hm sk,

n-+oo k-+oo

a wiec to, o co chodzilo. Ostatecznie

lim Qn = lim Sn, czyli
00

. ( l )n "lhm 1+- = ~ kl'
n-+oo n k=O'

Zatem zarówno ciag a) jak i szereg

h) definiuja te sama liczbe.
Mozna tez podac inna jeszcze <:lefinicje
liczby e: jest to jedyna liczba rzeczywista
a spelniajaca nierównosc

aX. > l+x

dla wszyst~ich rzeczywistych x * O

(zob. W. Sierpinski,
Dzia/ania nieskonczone, ss. 133-137).

Rozwiazanie zadania M 145. Stosujemy
omaczenia lakie jak na rysunku.

o

Trójkaty OXY i OAC sa podobne i OX =
R . XY . AC l' r= -r,awlecXO=QA,CZY1R_r=

a
= "R'
Przeksztalcajac ostalnia równosc
otrzymujemy kolejno:

rR = aR-ar,'
rR + ar ==;; aR,

1 l 1
-;- + ]f = -;:-. c.n.d.

11J Zob. np. K. Kuratowski, Wyk/ady
rachunku rózniczkowego i calkowego

121 Role e jako tego lacznika opisuje
wzór Eulera

cif/' = cosq1+i sinp, lpE R.

13' logx = log e'lnx, log x ~

= 10g,oX, In x ~log.X.

Ale nie - pojawi sie ona znowu przy omawianiu funkcji
elementarnych, a dokladniej - funkcji wykladniczej typu aX,

gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista. Matematycy
wprowadzili tutaj liczbe e i otrzymali funkcje wykladnicza eX. Wiadomym jest,
ze odwrócenie funkcji wykladniczej daje nam funkcje logarytmiczna i tak
otrzymalismy logarytm o podstawie e, który zapisywany jest jako lna.
I oto wchodzimy w rachunek rózniczkowy i calkowy. Okazuje sie, ze funkcja
wykladnicza eX ma pochodna równa funkcji eX. Przy calkowaniu otrzymujemy
to samo: otrzymana funkcja pierwotna równa sie wyrazeniu podcalkowemu
(z dokladnoscia do stalej<1». Liczba e opanowuje prawie caly rachunek
rózniczkowy i calkowy, panuje prawie niepodzielnie w równaniach
rózniczkowych, na niej w duzym stopniu opi~ra sie rachunek prawdopodobienstwa
i teoria bledów. Podobnie wyglada sprawa z teoria funkcji analitycznych,
gdzie e "laczy" swiat liczb zespolonych z liczbami rzeczywistymi(2).
Ze swiata równan rózniczkowych wkracza do teoretycznych problemów
techniki, wspomne tu tylko o rachunku operatorowym, elektrotechnice,
teorii wymiany ciepla, hydrologii wód gruntowych. Mozna powiedziec, ze
obejmuje swoim zasiegiem wszystko, poczawszy od glebin ziemi i oceanów,
a skonczywszy na mechanice rzadzacej ruchem cial niebieskich.
Szczególnie liczba e.z ujemnym wykladnikiem e-xk (k, x > O) wystepuje w tych
wzorach, które obejmuja zanikajace w czasie zjawiska fizyczne, czego
przykladem bedzie wzór na rozpad pierwiastka promieniotwórczego,
rozladowanie kondensatora w obwodzie pradu stalego, zanikanie pradu
i powstawanie sily elektromotorycznej wynikajace z praw samoindukcji
w obwodzie pradu zmiennego i stalego w przypadku wystepowania
indukcyjnosci wlasnej, procesy wymiany ciepla (stygniecia), gdy
temperatura jakiegos ciala w sposób asymptotyczny zbliza sie do
temperatury otoczenia itd.
Takze i stosunkowo elementarny wzór obejmujacy procent skladany
powiazany jest z liczba e..
A teraz mozemy sobie zadac pytanie, jaka droga dochodzimy do
"dokladnej" jej wartosci. I tu matematyka wyzsza daje od razu odpowiedz.
Korzystamy tu z szeregów potegowych Taylora, które to z dowolnie zadana
dokladnoscia (i to bez komputerów) umozliwiaja obliczenie dowolnie
dokladnego przyblizenia wartosci eX jak tez lnx - gdzie w przypadku
logarytmów x > O. I tutaj znajdziemy odpowiedz na pytanie, jaki jest cel
stosowania logarytmów naturalnych, tj. o tak dziwnej podstawie? Dzieki nim
jestesmy w stanie z dowolna dokladnoscia obliczyc wartosci logarytmów
dziesietnych stosujac metode znana jeszcze ze szkoly sredniej<3>.

Jak sie dalej potoczyly losy "mojej" liczby e?
Po ukonczeniu studiów na Politechnice Warszawskiej (tutaj wspomne, ze moim
nauczycielem akademickim byl prof. Edward Otto, który swoimi pieknymi
wykladami z matematyki ugruntowal moje zainteresowanie tym przedmiotem)
zaczalem sie zajmowac w wolnych chwilach z amatorstwa wybranymi
dziedzinami matematyki i za cel postawilem sobie wyjasnienie watpliwosci
zwiazanych z liczba e, a glównie - skad sie ona wziela.
Swoje kroki zaczalem kierowac na popularne odczyty organizowane
przez PTM. Obejmowaly one rózne tematy, ale nigdy nie dotyczyly liczby e.
Pamietam takich prelegentów, jak niezapomnianej pamieci prof. prof.
W. Sierpinski, A. Mostowski, a z zyjacych prof. prof. Otto, Schinzel. Turski,
Zakowski i wielu innych. Poniewaz temat nigdy nie dotyczyl liczby e; wiec
o jej geneze moglem w zasadzie pytac sie prelegenta po odczycie. Odpowiedz
na ogól byla podobna: "posiada.takie a takie wlasciwosci w rachunku
rózniczkowym, ale kto ja pierwszy odkryl i jaka jest geneza jej powstania tego
nie wiem; rozumiem calkowicie o co pytajacemu chodzi, ale to juz sprawa
historii matematyki" itp. W roku 1968 jeden z prelegentów zaproponowal, abym
zwrócil sie bezposrednio do jedynego historyka matematyki, który w tym czasie
byl w kraju, tj. prof. Z. Opi3.la z Krakowa.
Na zakonczenie moich moze przydlugich wywodów z zalem przypominam,
ze mój Szanowny Informator, z którym osobiscie mialem przyjemnosc
rozmawiac juz po otrzymaniu odpowiedzi, chcac mu podziekowac za trud
jaki sobie zadal odpisujac na mój list, jak tez wysoce zyczliwe potraktowanie
interesujacego mnie problemu, zmarl w Krakowie 27 lipca 1974 r.
Niech te rozpoczete przeze mnie rozwazania na temat historii powstania
liczby e przyczynia sie chociaz: w skromnym stopniu do uczczenia pamieci
zmarlego prof. Z. Opiala.
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Warszawa 13 XII 1968 r.

Wielce Szanowny Panie Profesorze!
Najmocniej przepraszam, ze nie znajac Pana osobiscie zwracam sie bezposrednio do Pana;
na swoje usprawiedliwienie musze podac, ze upowaznili mnie Prelegenci prowadzacy odczyty
popularne z matematyki w ramach dzialalnosci PTM.
Od blisko 15 lat staram sie nie opuscic zadnego z odczytów, jakie co roku odbywaja sie
w Warszawie. Matematyka interesuje mnie bardzo, a szczególnie jej historia. Zawód mój obecny
nie wymaga na ogól wyzszej matematyki, zas istniejace pomoce, jak tablice, nomogramy itp.,
sprowadzaja znajomosc matematyki do jakiegos minimalnego poziomu (jestem st. projektantem

z dziedziny instalacji sanitarno-przemyslowych w Biurze Projektów w Warszawie). [... ] Chodzi mi
o historie liczby e, jak do tej "dzikiej i tajemniczej liczby" doszli pierwsi matematycy (Neper).
[ ... ] Znana mi chronologia liczby e jest nastepujaca: w roku 1614 Neper w dziele Mirifici
/ogarithmorum canonis descriptio wspomina o niej ukladajac tablice logarytmów przy podstawie

,( I )107
1+ -7 i wprowadza pojecie niezbyt zrozumiale jak: Nep Ig y = 161 180957 - 1071ny,10 .

Nep In I = 161 180957.

W roku 1728 granice ciagu a. = (I + +)" oblicza Daniel Bernoulli, zas w 1736 Euler obliczaI
·sume szeregu L - .

n!

W roku 1873 Ch. Herrnite udowadnia przestepnosc liczby e. Wlasciwy rachunek rózniczkowy
powstaje pod koniec XVII wieku, tak ze odkrycie liczby e nie moglo powstac wg mnie
z poszukiwaniami funkcji równej swojej pochodnej. [... J Bede Panu ,Profesorowi wielce
zobowiazany za pomoc i udzielenie mi odpowiedzi na podany problem. Przy najblizszej obecnosci
mojej w Krakowie podziekuje osobiscie. Przepraszam serdecznie za klopot.
Z powazaniem J. Chlipa/ski

Kraków, dnia 19 grudnia 1968 r.
Szanowny Panie!

Od razu na wstepie nalezy zaznaczyc, ze ma Pan najzupelniej racje. Ani Neper, ani nikt inny
z jego okresu nie mógl wpasc na liczbe e stawiajac problem znalezienia funkcji równej swojej

pochodnej. Tak mozna bylo stawiac problem dopiero po ugruntowaniu rachunku rózniczkowego
i calkowego. Ale i wtedy liczba e, jako podstawa logarytmów naturalnych, raczej wiazana byla

1
z calkowaniem funkcji .- niz z problemem funkcji równej swojej pochodnej. Po prostu takx

bywalo i bywa w historii matematyki, ze to co nam wydaje sie proste, naturalne i oczywiste
nie bardzo pokrywa sie z faktami historycznymi. Po to zreszta jest dyscyplina naukowa pod
nazwa historia nauki, by wszystkie subtelnosci (a tych jest bardzo duzo) rozwoju nauki
wyjasniac i z wlasciwej strony oswietlac.
Pozostaje wiec wyjasnic, w jaki sposób Neper doszedl do liczby e. Odpowiedz jest bardzo prosta.i Wcale nie doszedl. Po pierwsze, ani u Biirgiego (w pewnej mierze prekursora Nepera), ani
u samego Nepera nie ma pojecia podstawy logarytmów. Jest to pojecie, które wprowadzono
znacznie dopiero pózniej. Po drugie, nie odpowiada prawdzie twierdzenie, ze u Nepera czy

~'( Biirgiego mamy do czynienia z logarytmami naturalnymi, to znaczy przy podstawie e.
~ Prawda jest natomiast, ze jezeli popatrzec na pierwsze próby Nepera i Biirgiego ze wspólczesnego

punktu wi<;lzenia,to mozna w nich odkryc pewne slady prowadzace na trop liczby e, ale tylko
slady - nic wiecej. I tu, jezeli chcemy wyjasnic zagadke, czeka nas pelna niespodzianka.
U jednego i drugiego zwiazki logarytmów z liczba e mialy charakter czysto rachunkowy
i przypadkowy. Postaram sie rzecz wyjasnic na przykladzie prób Biirgiego, bo u niego zwiazki
te sa nieco jasniejsze.
W pewnej mierze idea logarytmów byla znana juz nawet Archimedesowi, który w pelni zdawal
sobie sprawe ze zwiazku miedzy postepem arytmetycznym
0,1,2,3,4,5, ...
i postepem geometrycznym

lt al, a2, a3, a4, aS, ...

Dopiero jednak pod koniec XVI wieku udalo sie matematykom europejskim wykorzystac ten
zwiazek do celów uproszczenia rachunków. Miedzy innymi dlatego, ze bardzo zrecznie udalo im
sie uproscic, przez odpowiedni dobór liczby a, sprawe kolejnych potegowan tej liczby. Oto jak
poradzil sobie z tym Biirgi.
Jezeli przyjac a = 1+10-4, to w drugim z tych ciagów kazdy kolejny wyraz powstaje
z poprzedniego przez dodanie go z przecinkiem przesunietym o cztery miejsca w lewo.
Symbolicznie a,,+1 = a.+a.1O-4•
I w ten sposób zmudne potegowanie czy mnozenie natychmiast zamienia sie w dodawanie.
W konsekwencji, kolosalnie upraszcza sie sporzadzanie "tablic" logarytmów. I to jest caly
wynalazek Biirgiego.

&



Patrzac na to ze wspólczesnego punktu widzenia, mozna powiedziec, ze w ten sposób BUrgi

wprowadzil logarytmy przy podstawie

(1 _1_)10000+ 10000 '

a to jest juz dosc dobre przyblizenie liczby e.
Powtarzam wiec jeszcze raz. U BUrgiego zwiazek jego logarytmów z liczba e ma charakter

rachunkowy, co zreszta wcale nie umniejsza rangi jego pomyslu. Podobnie jest i u Nepera.
Mam nadzieje, ze te kilka moich uwag pozwoli Panu na rozwianie tych watpliwosci, jakie laczyly
sie Panu z historia liczby e. Jezeli potrzebne bylyby jakies inne, dalsze wyjasnienia, to
z przyjemnoscia podziele-sie nimi z Panem.
Lacze naj serdeczniejsze pozdrowienia Zdzislaw OPIAL

Wiele procesów w przyrodzie mozna z dobrym przyblizeniem opisac równaniem rózniczkowym,
którego rozwiazanie zawiera funkcje wykladnicze typu y = AeBx, gdzie A i B sa stalymi.
Przyjrzyjmy sie biizej tabelce, w której zamieszczono dla przykladu wartosci, jakie przybiera
funkcja y = e-ax dla róznych argumentów x i dla kiJku wartosci parametru a. Widac, ze
dobierajac odpowiednio parametr a mozna opisywac bardzo szybkie jak i powolne zmiany
obserwowanej wielkosci fizycznej w zaleznosci od badanej zmiennej. Dlatego, nawet w tych
przypadkach gdy mechanizm zjawiska nie jest znany, sprawdza sie bardzo czesto, czy zaleznosc
wykladnicza opisuje obserwowane zmiany wielkosci fizycznej. Jezeli bowiem uda sie przyblizyc
dane 'doswiadczalne zaleznoscia wykladnicza, mozna wtedy wnioskowac o mechanizmie zjawiska.
A oto kiJka praktycznych przykladów zastosowan funkcji wykladniczej do opisu procesów
fizycznych ..

y = e-a%,

l 0.36790.44930.54880.67030.81870.90480.99000.9990

2

0.13530.20190.30120.44930.67030.81870.98020.9980

3

0.04980.09070.16530.30120.54880.74080.97040.9970

4

0.01830.04080.09070.20190.44930.67030,96080.9960

5

0.00670.01830.04980.13530.36790.60650.95120.9950

6

0.00250.00820,02730.09070.30120.54880.94180.9940

7
0.00090.00370.01500.06080.24660.49660.93240.9930

8

0.00030.00170.00820.04080.20190.44930.92310.9920

9

0.00010.00070.00450.02730.16530.40660.91390.9910

10

4.5'10-'0.00030.00250.01830.13530.36790.90480.9900

1. Cumowanie lodzi do slupka
F= Pel"P

F - sila z jaka lódz ciagnie line
.p - sila z jaka zeglarz trzyma swobodny koniec liny

po - wspólczynnik tarcia liny o slupek
rp- kat opasania slupa.

2.. Ruch w osrodku lepkim (przymalych predkosciach)

Jezeli w chwili t = Ocialo o masie m ma predkosc vo, to
po czasie t predkosc ta zmaleje do predkosci v

_.!t
v = voe m

~ a Ix ~I

5. Stygniecie

0.21 0.1 I 0.01 I 0.001

f(v) =

k - wspólczynnik proporcjonalnosci zalezny od ksztaltu ciala
i lepkosci cieczy.

3. Pochlanianie swiatla w osrodku przezroczystym

Natezenie swiatla przechodzacego przez osrodek maleje
wykladniczo z przebyta droga x:

1= loe-u
lo - natezenie poczatkowe
ex - wspólczynnik absorpcji.

4. Rozklad Maxwella

Rozklad wartosci bezwzglednej predkosci v czasteczki gazu
znajdujacego sie w temperaturze bezwzglednej T opisuje
zaleznosc

4

( ikT)3/2
n1/2 __

m

zwana rozkladem'Maxwella.

m - masa czasteczki
k - stala Boltzmanna.

7

Róznica temperatur miedzy stygnacym cialem a otoczeniem maleje
wykladniczo z czasem t.

t

AT= (T1-To)e T

(T1 - To) - poczatkowa róznica temperatur
1: - stala charakteryzujaca warunki stygniecia.

6. Rozladowanie kondensatora przez opór
t

U = uoe-RC

u, Uo - róznice potencjalów na okladkach kondensatora w chwili
t i to = O

R-opór
C - pojemnosc.

7. Rozpad substancji promieniotwórczej
t

N(t) = Noe T

N(t) i No - odpowiednio ilosc jader pierwiastka
promieniotwórczego po czasie t i w chwili t = O
't' - czas rozpadu.



W momencie pisania artykulu Autor byl
ucznidln ostatniej klasy LO w Zyrardowie.

Oto wiersz matematyka, Kazimierza
Cwojdzinskego:

3 l 4
Kuc i orac

l 5 9
w dzien zawziecie

2 6
bo plonów

5 3 5
niema bez trudu!
897

Zlocisty szczescia okrecie,
9

kolyszesz ...
3

Kuc!
2 3 8 4

My nie czekajmy cudu.
6

Robota
2 6 4
to potega ludu.

Zapewne niektórzy Czytelnicy zwróca
uwage na pisownie wyrazu niema,

dopatrujac sie bledu ortograficznego.
Trzeba jednak pamietac, ze wedlug
dawnej pisowni (wspólczesnej

Cwojdzinskierpu zwrot: niema-
w znaczeniu: brak - pisal sie lacznie.

Liczba 1t -. wielki symbol geometryczny
Jerzy ZA RAKOWSKI
Jak zapewne orientuja sie wszyscy Czytelnicy Delty, symbol n oznacza w matematyce
stosunek dlugosci okregu do jego srednicy. Po raz pierwszy zostal on uzyty w 1706 roku
przez angielskiego matematyka Williama Jonesa w jego dziele pod tytulem Synopsis
Palmariorum Matheseos. W powszechnym uzyciu znajduje sie dopiero od polowy XVIII wieku
po wydaniu Analizy Eulera. Sarno jednak zagadnienie, choc bez symbolicznego
oznaczenia, istnialo juz od 4000 lat. Badacze slynnej piramidy Cheopsa zauwazyli, ze
stosunek sumy dwóch boków podstawy do wysokosci piramidy wyraza sie liczba
3,1416, czyli jest równy n z dokladnoscia do czterech cyfr po przecinku. Slynny papirus
Ahrnesa, naj starszy "podrecznik" matematyczny powstaly 2000 lat p.n.e., podaje
nastepujacy sposób budowy kwadratu, którego pole równe jest polu danego kola
"Odrzuc od srednicy jej czesc dziewiata i zbuduj kwadrat o boku równym pozostalej
czesci, bedzie on równowazny z kolem". Pole kola jest równe nr2• Bok kwadratu ma byc równy

2r 16 (16 )2 256
2r- - = - r, a wiec jego pole wynosi - r = - r2. Wedlug podanej konstrukcji

9 9 9 81 .
256 256 256

ma byc: nr2 = - r2 czyli n = -, a w przyblizeniu - R::i 3,1605. Tak wiec
81 81 81

budowniczowie piramidy Cheopsa byli lepszymi matematykami od Ahmesa. Niektóre
wyrazenia dla n sa szczególnie ciekawe, oto kilka z nich:

8 30
Ptolemeusz podaje taka wartosc: n = 3+ - + .-- = 3,141(6), Bhaskara, slynny

60 3600
3927

matematyk hinduski: n = -- = 3,1416, Al Chwarizmi (rok 830): n =
1250

Y- 355= 10 = 3,1623 ... , Metius (rok 1585): n = - = 3,141593 ... ,
. 113

Francuski matematyk Viete (rok 1579): ~ = y2 v2+}72 ]i2+ v'2+}72n 2 2 2

n 2'2'4·4·6'6' '2n'2n
Angielski matematyk Wallis (rok 1656): - = ------.-.- ..-~-- ..--- ; n EN.

2 1·3·3·5·5·7· .... (2n-l)(2n+ l)

4 F
Jeszcze ciekawszy jest jego ulamek lancuchowy: - = 1+ --32n

2+~2+-­
2+ ...

Aby dac pewne rozeznanie co do dokladnosci przedstawionych tu wartosci liczby n, podam jej
dosyc dokladna wartosc: n = 3,141592653589793238462643383279 ....
Obecnie przy pomocy maszyn elektronowych obliczono juz 100 000 cyfr po przecinku.
Zapamietanie kilkunastu pierwszych cyfr po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby n nie
jest sprawaJatwa, lecz tutaj z pomoca matematyce przychodzi poezja. Znane sa wiersze, które
bardzo prosto rozwiazuja ten problem. Otóz liczac litery w poszczególnych wyrazach
otrzymujemy kolejne cyfry liczby n.

Sposób I: .
Opieramy sie na twierdzeniu, mówiacym ze dlugosc okregu jest proporcjonalna do srednicy.
Oznaczmy:
dlugosc okregu - C
srednica - 2r

wspólczynnik proporcjonalnosci - h

Aby ustalic - przynajmniej przyblizona - wartosc wspólczynnika h, postepujemy
w nastepujacy sposób:

Niech bedzie dany okrag o promieniu r. Zauwazmy, ze pomiedzy bokiem an wielokata foremnego
wpisanego w kolo a bokiem a2n wielokata foremnego wpisanego w to sarno kolo o podwojonej
liczbie boków daje sie ustalic pewna zaleznosc. Z trójkata prostokatnego DBL marny:
DB2 = DL' DK, czyli a~" = 2r' DK, poniew~z DK = DO-KO = r-KO, a z trójkata
prostokatnego BOK mamy

j'- Ji-a2 . a2

KO = yB02-KB2 = J r2_ 4' . Wiec DK= r-KO = r- r2-f,

czyli a~" = 2r' DK = 2r [r- }Ii r2_ ~ ] . Wiec ostatecznie a2n =V 2r [r - V r2_ al]
Przypuscmy, ze promieniem danego okregu jest r = l. Wtedy wyzej ustalona zaleznosc

/
przybiera postac: a2n = y 2- v' 4-a~

e



Przypuscmy, ze pierwszy z wpisanych w okrag wielokatów jest szesciokatem foremnym; mamy
wówczas:

a6 = 1, P6 = 6 = 3' 2, p. - obwód n-kata.

Korzystajac z równosci (1) obliczamy Pa = 12' au = 12' V2- y' 4-1 = 2· 3,10563 ...

Podobnie obliczamy P24 = 24· a24 = 24' lh- y' 4-ah = 2· 3,13263 ...
Postepujac w podobny sposób dalej, mamy kolejno:

P48 = 48, a48 ~ 48 V 2.- y' 4-a~4 = 2· 3,13935 ...
P96 = 2· 3,14103 .
P192 = 2' 3,14145 .
P384 = 2· 3,14156 .
P768 = 2· 3,14158 .
P1536 = 2' 3,14159 .
itd.

Poniewaz P2. dazy przy n -> 00 do dlugosci okregu, a na wstepie zaznaczylismy, ze C = h' 2r

(gdzie r u nas jest równe 1), wiec na przykladzie naszych obliczen mozemy stwierdzic, ze
h"", 3,1416. Widzimy wiec, ze mozemy wyznaczyc 11: z dowolna dokladnoscia, wykonujac tylko
odpowiednio duzo "kroków" przy wyliczaniu P2 •. Metoda ta ma jednak te wade, ze musimy
kolejno obliczac P6, Pl2, P24 itd., aby obliczyc np. PlS36.

Sposób II.
Wpiszmy w okrag o promieniu 1 n-kat foremny. Dzielimy go na n trójkatów równoramiennych,
a wiec jego pole jest równe:

3600
nr2sin-- o

n n. 360 n . 3600

---2-- = T SIn -n- .Stad"2 SIn -n- ~ n.

Dobierajac odpowiednio wielka wartosc n, mozemy znalezc wartosc 11: z dowolna dokladnoscia.
2160

Np. dla n = 2160 mamy -- sin 10' = 11: <o> 1080' 0,0029 "'" 11: <o> 11: "'" 3,132.
2

Widzimy wiec, ze metoda ta jest znaczni'ekrótsza i wymaga mniej rachunków, lecz jest mniej
dokladna w porównaniu z poprzednia.

__ Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M 145. W wycinek kola o promieniu dlugosci R wpisano okrag o promieniu dlugosci r. Cieciwa
·11 1

laczaca konce promieni ograniczajacych wycinek ma dlugdsc 20. Udowodnic, ze - = - + -.
r R a

Rozwiazanie na str. S

M 146. Krawedzie czworoscianu wychodzace z jednego wierzcholka maja dlugosci a, b, c i sa
parami prostopadle. Wyznaczyc dlugosc wysokosci czworoscianu opuszczonej z tego wierzcholka.

Rozwiazanie na str. 10 .
M 147. Udowodnic, ze jezeli a, b, c sa liczbami dodatnimi, to 8(a3+b3+c3) ;;. 3(a+b)(b+c)(c+a:
Rozwiazanie na str. 10

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 49. Wyznacz dlugosc najkrótszego dnia w roku w miejscowosci, w której mieszkasz.
Nachylenie plaszczyzny równika wzgledem plaszczyzny, w której lezy orbita Ziemi, wynosi
e = 23,5°. Szerokosc geograficzna f{J miejsca zamieszkania nalezy odczytac z atlasu.
Uwaga: Zadanie nalezy r<fiwiazac zaniedbujac ugiecie i rozpraszanie promieni w atmosferze

ziemskiej oraz przyjmujac, zeruch Ziemi wokól wlasnej osi odbywa sie ze znacznie wieksza
predkoscia katowa niz ruch wokól Slonca.
Rozwiazanie na str. 11

9
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Rozwiazanie zadania M 146. Niech V bedzie
objetoscia danego czworoscianu, h ­
szukana dlugoscia, S - polem podstawy

czworoscianu. nie zawierajacej wspólnego
konca wspomnianych krawedzi. zachodza

oczywiscie równosci

Rozwiazanie zadania M 147. Znana jest
nierównosc dla sredniej arytmetycZ1'lej

i geometrycznej trzech liczb dodatnich

x3. y3. Z3:

X3+y3+Z3 V---(0) 3;' x3y3z' = xyz

(wynika ona natychmiast z tozsamosci

X3+y3+Z3_3xyz ~

Pro! dr Arnold W. WOLFENDALE (Durham, Wielka Brytania)
Artykul napisany specjalnie dla Delty

Tajemnica neutrin slonecznych

W jednej z glebokich kopaln w Stanach Zjednoczonych jest prowadzony
niezwykle trudny eksperyment. Celem tego eksperymentu jest uzyskanie
informacji, które pozwola zrozumiec zjawiska zachodzace w samym
srodku Slonca. Zadaniem niniejszego artykulu jest wyjasnienie, dlaczego
badania wlasnosci Slonca musza byc prowadzone gleboko pod ziemia,
oraz omówienie najnowszych rezultatów tego eksperymentu, które okazuja sie
bardzo .zaskakujace. I

Ziemia eraz cale istniejace na niej zycie (w tym ludzkosc) zawdziecza prawie
wszystko cialu niebieskiemu, które dostarcza jej energii, to znaczy Sloncu.
Od chwili, kiedy inteligencja ludzka' rozwinela sie na tyle, aby stawiac
pytanie o sprawy dotyczace problemu zycia, Slonce w sposób oczywisty stalo
sie centralnym obiektem zainteresowania. Wiele pierwotnych religii uwazalo
Slonce za Boga, czq:ono je i jednoczesnie sie go obawiano. W naszych czasach
naukowcy doceniaja ogromna role Slonca i czynia wiele wysilków, aby zrozumiec
jego wlasriosci; a w szczególnosci odpowiedziec na pytanie: jak to sie dzieje, iz
temperatura jego powierzchni utrzymuje sie w sposób trwaly na poziomie
okolo 6000 K.
Od kilkudziesieciu lat powsze'chnie przyjmuje sie, iz w centrum Slonca
istnieje zródlo wydzielajace w sposób ciagly energie, oraz ze energia ta
stopn~o~o do~iera do powierzchni, skad jest wysylana w formie
promlemOWanta.
Jedynym znanym, wystarczajaco wydajnym mechanizmem mogacym byc
zródlem tej energii jest synteza jaarowa. Proces ten moze zachodzic jedynie
w gigantycznie wysokich temperaturach. Wymagana jest temperatura
przekraczajaca 13 milionów stopni. Wykonano wiele obliczen dotyczacych
proce'sów jadrowych ~chodzacych we wnetrzu Slonca i gwiazd. Okazalo sie, iz
mechanizm ten pozwala wyjasnic bardzo wiele zjawisk zachodzacych
w gwiazdach. Teoria uzyskala wiec dobre uzasadnienie. Kazda jednak
teoria musi byc wszechstronnie sprawdzona. Najlepsza droga sprawdzenia
idei, iz synteza jadrowa jest zródlem energii w Sloncu, byloby
przeprowadzenie pomiaru temperatury jego centralnej czesci.
Niestety, pomiaru takiego nie m.ozna wykonac w sposób bezposredni,
konieczne jest wiec prowadzenie badan posrednich. Powiedzielismy,
iz proces przekazywania energii z·centralnej czesci do powierzchni Slonca

. odbywa sie stosunkowo wolno (w rzeczywistosci trwa on okolo 10 milionów
lat). Stwierdzenie to, scisle rzecz biorac, nie jest absolutnie dokladn~ ­
niewielka bowiem czesc wyzwalanej energii dociera do powierzchni
z predkoscia swiatla i w rezultacie jest wydzielana bardzo szybko. Ta
niewielka czesc energii jest unoszona przez neutrina - czastki elementarne
o dosc niezwyklych wlasnosciach, majace wielka zdolnosc penetracji
bardzo grubych warstw materii. Istnienie neutrina zostalo zapostulowane
przez Pauliego na. poczatku lat trzydziestych. Jest to czastka, która ma
najwieksza zdolnosc przenikania ze wszystkich czastek dotychczas poznanych.
W centralnej czesci gwiazdy w trakcie procesu laczenia sie jader atomowych
powstaje duza liczba neutrin. Ilosc wyemitowanych neutrin rosnie niezwykle
szybko ze wzrostem temperatury w tym obszarze. Dzieki temu, rejestrujac
neutrina na Ziemi mozna byloby okreslic liczbe neutrin produkowanych
w centralnej czesci Slonca, a tym samym wyznaczyc temperature tam
panujaca.

l
"6 abc,

. h abc zad' dza'
a WIec = 2S'" . ame sprowa SIe

zatem do obliczenia S, a wiec do obliczenia

pola trójkata o bokach x = ya2 +b2, y =
=s Yb2+C2• Z = yCi+ai. Z wzoru Herona

mamy 4S = y(x+y+z)( -x+ y+z)(x-

- y +z) (x +y - z), skad po przeksztalceniach .

otrzymujemy 16 S2 = Zx2y2+2y2z2+
+2y2Z2+2 Z2X2_~- ,r-z4.
Podstawiajac podane wartosci x, y. z
stwierdzamy, ze
16 S2 = 2(a2+b2) (b2+C2)+2(b2+C2)(C2+
+ a2)+ 2(c2+ a2)(a2+b2) - (a2+ b2)2-
- (b2+ c2)2- (c2+a2)2 =
= 4(a2b2+b2c2 + c2a2), 4S2 = a2b2+
+b2c2+C2Q2.

2S ~ ya2b2 + b2c2+ c2a2, a wiec

h= abc
y a2bz + b2c2 + e2a2

~Sh- V
3

l
~'2 (x+y+z)[(x-y)2+ (y_Z)2+ (Z-X)2}).
Podstawiajac do tej nierównosci

Ya+b. a+b
X = -- t) x3 = --2 ,. 2

i podobnie y' = b+c z' = c+a2' 2
otrzymujem~ nierównosc

..!-.(a+b +~~+ c+a) '" (a+b.3 2 2 2 ~ 2

• ~. c+a)'/3 ,I2 2 •

[t ]3 ltj. 3' (a+b+c) ;. li (a+b)(b+c)(c+a),
8(a+b+c)3;. 27(a+b)(b+c)(c+a),
8(a' +b' + c') +24(a2b+ a2c+b2a+ b2c+
+c2a+c2b)+48 abc;. 27(a2b+a~+
+b2a+b2c+c2a+c2b)+54 abc,
8(a'+b'+c3) ;. 3(a2b+a2c+b2a+

+b2c'+c2a+c2b+2abc) =
= 3(a+b)(b+c)(c+a), c.n.d.

Mozna tez postepowac inaczej: z nierównosci

(0) wynikaja nierównosci
a3+a3+b3 ~ 3a2b

a3+a3+c3 ~ 3a2e

b'+b'+c.' ;. 3b2c
a3+c3+c3;a= 30e2

a3+b'+b' ;. 3ab2
b'+c3+c' ;. 3bc2
2(a'+b3+c') ;. 6abc.
Dodajac stronami te nierównosci
otrzymujemy zadana nierównosc.

--
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Rozwiazanie zadania F 49. Sytuacje, gdy
Slonce ·znajduje sie nad zwrotnikiem
Koziorozca - a wtedy w Polsce sa
najkrólsze dni - ilustruje rysunek.

ielkle koto oddzie­
Tajqce czesc QSwie­
tlonq od ni~lonej

OL.naczajac czas trwania doby przez l",
a najkrólszego dnia w miejscowosci P
przez I, zgodnie z podanymi zalozeniami
mozemy napisac:

t _ 2(JT-2n'
Z rysunku mamy

O'Q

cos(J = O'W
O'W= O'P

O'Q = OO'tg.

O'P = .!!!!-.
tglp

Zatem
cos/J = tgetSlp,
a wiec

t = I- arccos (tg. tglp)."
Aby otrzymane rozwiazanie mialo sens.
musi zachodzic zwiazek tge tg ~ ;;; l.
Szczególowa tego dyskusje oraz obliczenia
liczbowe pozostawiamy do wykonania
Czytelnikowi. Warto zwrócic uwage, ze
tak obliczona dlugoSCdnia moze róznic
sie nieco od wartosci rzeczywistej.
Po pierwsze, w czasie ruchu miejscowosci
po luku WP? zmienia sie polozenie Slonca
wzgledem gwiazd, a po drugie, wskutek
ugiecia i rozpraszania promieni w atmosferze
miedzy faktycznym a obserwowanym z Ziemi
wschodem i zachodem Slonca istnieje
kilkunastominutowa róznica. Obydwa
te czynniki dla uproszczenia zostaly pominiete.

Gdyby ta temperatura okazala sie zgodna z przewidywana,
hipoteza o syntezie jadrowej jako zródle energii slonecznej znalazlaby
potwierdzenie.
Jak to zwykle bywa, sprawa nie jest prosta, W tym przypadku glównym
zródlem trudnosci jest ogromna zdolnosc penetracyjna neutrina. Wysunieto
wiele sugestii dotyczacych metod rejestracji neutrin. W chwili obecnej wydaje
sie, iz najlepsza jest metoda zaproponowana przez Pontecorvo. Zasugerowal
on, aby uzyc wielkiej ilosci materialu zawierajacego chlor i okreslic'liczbe
atomów, które zostaly przeksztalcone w radioaktywny argon w rezultacie
bardzo rzadkich zderzen neutrina z jadrami atomów chloru. Profesor
Davis z laboratorium w Brookhaven (Stany Zjednoczone) zdolal zgromadzic
dostateczne srodki, aby wykonac eksperyment wykorzystujacy te idee, i od szesciu
lat taki eksperyment jest prowadzony w glebokiej kopalni w Poludniowej
Dakocie. Glówna czesc aparatury: stanowi ogromny zbiornik zawierajacy
prawie 400 000 litrów cieklego chlorku wegla (C2C4). Zbiornik ten umieszczony,
jak wyzej wspomniano, w glebokiej kopalni "czeka" na zajscie reakcji miedzy
jadrem atomu chloru a slonecznym neutrinem. W odstepach okolo 100 dni
przez te ciecz jest przepuszczany hel w postaci gazowej. W trakcie tego
procesu znikoma ilosc powstalych atomów argonu wydziela sie razem z helem.
Po zakonczeniu procesu przepuszczania helu przez wymieniony wyzej
zwiazek chloru dokonuje sie pomiaru ilosci atomów argonu. Jest to mozliwe
dzieki temu, iz atomy argonu sa radioaktywne, a zatem mozna zliczac
poszczególne czastki.
Dlaczego eksperyment musi byc przeprowadzony pod ziemia? Przyczyna jest.
ulewa czastek atomowych docierajacych do nas z przestrzeni, znanych
jako promienie kosmiczne (czastki te, bedace same w sobie zródlem
naszego zainteresowania, sa z duzym powodzeniem badane w Polsce -
w Instytucie Badan Jadrowych w Lodzi i w Uniwersytecie Lódzkim). Niektóre
z czastek promieniowania kosmicznego równiez powoduja przeksztalcanie jader
atomów chloru w jadra atomów argonu, a wiec aparatura musi byc w jakis
sposób zabezpieczona przed tym promieniowaniem. Na szczescie natezenie
promieniowania kosmicznego szybko maleje (w wyniku absorpcji tych
czastek), gdy opuszczamy sie w glab ziemi. Na glebokosci okolo 4000 m
natezenie promieniowania kosmicznego jest na tyle male, ze wiekszosc
powstajacych tam jader atomów argonu powinna pochodzic od neutrin.
W czasie kiedy Davis rozpoczynal swój eksperyment oczekiwano, iz co
najmniej 30 atomów argonu powinno sie pojawic w rezultacie kazdego
pomiaru (przepuszczenia helu przez chlorek wegla). I tutaj nastapilo wie.lkie
zaskoczenie. Liczba rzeczywiscie obserwowanych atomów jest okolo 5 razy
mniejsza i w zasadzie wszystkie zaobserwowane atomy argonu mogly
powstac w rezultacie oddzialywan promieni kosmicznych, które przeniknely
na te glebokosc. Rezultat tego eksperymentu stanowi dla naukowców wielka
zagadke. Pojawiaja sie pytania, czy centralna czesc Slonca jest rzeczywiscie
"chlodniejsza" niz sie przypuszcza? Czy sugerowane reakcje syntezy jadrowej
sa rzeczywiscie tymi, które zachodza w Sloncu? Czy w ogóle eksperyment
przebiega poprawnie? W zwiazku z tym ostatnim pytaniem przeprowadzono
ogromna liczbe najrózniejszych testów i wszystko wydaje sie wskazywac na
poprawny przebieg eksperymentu. Niewatpliwie byloby bardzo interesujace
przeprowadzenie niezaleznego eksperymentu, ale jak dotychczas nikomu nie
udalo sie zgromadzic w tym celu dostatecznie duzych srodków finansowych.
Ten zaskakujacy rezultat dotyczacy natezenia neutrin slonecznych spotkal sie
z ogromnym zainteresowaniem naukowców. Wysunieto caly szereg niezwyklych
sugestii. Najbardziej niepokojacym jest fakt, iz cala teoretyczna konstrukcja
wyjasniajaca wlasnosci gwiazd moze okazac sie falszywa. Jezeli nie jestesmy

. w stanie zrozumiec wlasnosci najblizszej gwiazdy - jaka jest szansa, iz
rzeczywiscie rozumiemy odlegle?
Eksperyment jest nadal prowadzony i co 100 dni profesor Davis i jego
wspólpracownicy starannie wyodrebniaja powstale atomy argonu. Z uplywem
czasu zaczyna sie pojawiac bardziej zagadkowe zjawisko - wydaje sie, iz
produkcja argonu zmienia sie stopniowo z czasem. Dane doswiadczalne wydaja
sie sugerowac, iz strumien neutrin ze Slonca jest nie tylko mniejszy niz
oczekiwany poczatkowo, ale równiez oscyluje z okresem okolo dwóch lat.
Dwa lata jest to okres niezmiernie krótki, calkiem niemozliwy do zrozumienia,
gdyz zadne zmiany w jadrze Slonca nie powinny odbywac sie szybciej
niz w ciagu miliona lat.
Neutrina sloneczne zachowuja sie wiec w sposób nieoczekiwany i bardzo
tajemniczy.
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mala delta~
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~."•.. ~1;lf:!lJl.-I'~\ r- . ~'~;~~~ ),~,~~~~ ~_ - (; 0,- /1) ~/j)~~
Przyznam sie, ze kiedy po raz pierwszy ujrzalem ----...;;:
fotografie Europy wykonana z pokladu sztucznego
satelity Ziemi, odetchnalem z ulga - nareszcie zdobylem
pewnosc, ze kontury ladów sa naprawde takie, jak to
przedstawiaja mapy. Zastanowilo mnie wówczas, ze
spojrzenie na Ziemie "z góry", z Kosmosu, pozwala
radykalnie uproscic wiele skomplikowanych zadan, np.
sporzadzanie map.
Zeby wykorzystac Kosmos do rozwiazywania róznych

ziemskich problemów, niekoniecznie trzeba wsiadac do ~rakiety. Sztuka wnioskowania o porze dnia i roku, l
o polozeniu geograficznym i o stronach swiata na -
podstawie obserwacji Slonca i gwiazd znana jest od dawna
zeglarzom a takze ... pszczolom i ptakom. A oto
przyklady, jak wykorzystac Slonce do kilku innych
praktycznych zadan . ~~

.•..._~.

~~~~ Przyklad l-niezbyt madry
Detektyw X wyglada przez okno pedzacego ekspresu
i mówi do wspólpasazerów: - Mam przeczucie, ze cos
sie niebawem wydarzy. Spójrzcie na rysunek iwyjasnijcie,
co jest przyczyna obaw detektywa X.

H=D·h
ClI

{-
dD

H

Przyklad 2 - taki sobie
Jak najprosciej zmierzyc wysokosc drzewa? Wystarczy
zaopatrzyc sie w miarke, kij znanej dlugosci, np. jednego
metra, oraz wybrac sloneczny dzien. Co robic dalej, .
wynika z zamieszczonego rysunku.
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Przyklad 3 - bardzo madry

Aleksandryjski astronom i matematyk z III w. p.n.e. ­
Eratostenes, obliczyl - i to dosyc dokladnie - promien
Ziemi nastepujaca metoda.
Warunki eksperymentu. Wybieramy miejscowosci A i B
lezace na tym samym poludniku (tj. laczaca je linia ma
kierunek pólnoc-poludnie) i polozone dosyc daleko od
siebie, np. 1000 kilometrów. Eksperymentu dokonamy
w samo poludnie i w dniu, kiedy w miejscowosci B Slonce
stoi w zenicie (co mozecie powiedziec o polozeniu
geograficznym miejscowosci B, która nadaje sie do tak
zaplanowanego eksperymentu?). Dokonamy tylko dwóch
pomiarów - zmierzymy odleglosc od A do B oraz kat,
pod jakim (w poludnie) widoczne jest Slonce
w miejscowosci A.
Zalozenia. Zakladamy, ze Ziemia jest kula oraz ze wiazka
promieni slonecznych docierajaca do Ziemi jest wiazka
równolegla·
Obliczenia. Sposób obliczen ustalcie patrzac na
zamieszczony obok rysunek. Nic trudnego, prawda?
Proponuje Wam samodzielne dokonanie obliczen promienia
Ziemi na podstawie nastepujacych danych.
Odleglosc miedzy miejscowosciami A i B - 1000 km.
Kat, pod jakim widoczne jest Slonce w miejscowosci
A-81°.

Zadanie 1.

W naszych szerokosciach geograficznych nie znajdziemy
miejscowosci, gdzie Slonce kiedykolwiek znajduje sie
w zenicie. Nie oznacza to wcale, ze eksperyment opisany
w przykladzie 3 jest u nas nie do wykonania. Trzeba bedzie
jednak dokonac dodatkowego, trzeciego pomiaru ­
jakiego? Nie jest równiez istotne, by pomiar dokonywany
byl w samo poludnie. Proponuje Wam obmyslenie
eksperymentu, na podstawie którego dokonacie pomiaru
promienia Ziemi, w nastepujacych warunkach. Mieszkacie
w miejscowosci A, a wasz kolega w miejscowosci B.
Miejscowosci te leza na tym samym poludniku i odleglosc
miedzy nimi jest Wam znana. Porozumiewac sie mozecie
z kolega listownie. Kazdy z Was ma w domu radio, wiec
mozecie jednakowo nastawic zegarki.

Zadanie 2.

Spróbujcie obmyslec eksperyment mierzenia promienia
Ziemi w nastepujacych, jeszcze bardziej skomplikowanych
warunkach. Miejscowosc B, w której mieszka Wasz
kolega, nie lezy na tym samym poludniku, co
miejscowosc A, gdzie Wy mieszkacie. Wiecie jednak, ze
miejscowosc C lezy na tej samej szerokosci geograficznej,
co miejscowosc B, i na tym samym poludniku, co
miejscowosc A. Wiecie tez, ze róznica w czasie
astronomicznym miedzy miejscowosciami B i C wynosi
7 minut. Znacie tez odleglosc miedzy miejscowosciami A
i C. Brak tu jeszcze jednej potrzebnej informacji - jakiej?

Zadanie 3.

Zima to pora, kiedy nie bardzo wypada mówic o Sloncu.
Pomyslcie wiec, czy w opisanych przykladach mozna
Slonce zastapic gwiazdami lub Ksiezycem.
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Troche o spiralach
Na plycie gramofonowej, tam gdzie nie ma juz muzyki,

.jest jeszcze rowek, po którym ramie z igla pelznie do
srodka, póki adapter nie wylaczy sie. Ruch ramienia
w strone srodka tarczy jest (w dobrym przyblizeniu)
jednostajny. To dlatego, ze rowek ma ksztalt spirali
Archimedesa. Gdy mucha pelznie od srodka plyty
ku brzegowi - tez opisuje taka spirale.

I
SPIRALA LOGARYTMICZNA

ci.

14

I
SPIRALA ARGHIMEDESA

Spiralne ksztalty maja muszle slimaków. Gdy maly
slimaczek rosnie, musi troszczyc sie o rozbudowywanie
swego domku. Wie on, ze musi budowac go po spirali
logarytmicznej, bo tylko taka spirala
zapewnia mu stosowny (to znaczy proporcjonalny do
tempa wzrostu) przyrost domku. Chodzi tu o to, ze dlugosc
luku takiej spirali, liczona od punktu Ona rysunkn rosnie
proporcjonalnie do promienia r.

Z innej wlasnosci spirali logarytmicznej korzysta pajak
budujacy siec. Najpierw rozpina on rame, potem
"szprychy" sieci, potem zas snuje nitke od kazdej
"szprychy" prostopadle do niej - az dojdzie do
nastepnej. Utkana przez pajaczka lamana jest
przyblizeniem spirali logarytmicznej. Nastepnie nasz
pajak wraca od brzegu do srodka po mniejszej spirali
i siec gotowa. Wlasnoscia, która wykorzystuje on,
jest to, ze kat (X miedzy styczna do spirali logarytmIcznej
a promieniem wodzacym r jest staly, niezalezny
od polozenia punktu A na spirali. Te wlasnosc spirali
logarytmicznej potrafia wykorzystac i ludzie. Na przyklad
ostrza w rozmaitych (obrotowych) urzadzeniach tnacych
maja ksztalt wlasnie spirali logarytmicznej. Przy obrocie
noza kat ciecia pozostaje staly.



KLOTOIDA

Slyszymy dzieki spiralnym trabkom w uchu. Pelne spiral
sa nasze linie papilarne. Chorujemy na choroby wywolane
przez spiralne drobnoustroje. A na niebie mozemy przez
teleskop zobaczyc spiralne mglawice zlozone z milionów
gwiazd. Fragmentem jednej z takich mglawic jest
nasza Droga Mleczna.

o

Gdy kierowca samochodu bedzie na zakrecie obracal
kierownice jednostajnie, a przy tym nie zmieni predkosci
pojazdu, to samochód opisze klotoide - krzywa, której
krzywizna jest wprost proporcjonalna do dlugosci luku,
obliczanej od pewnego punktu o. Ksztalt taki
maja poczatkowe luki zakretów na kolejowych trasach
szybkiego ruchu. Dzieki temu wejscie w zakret jest
lagodne.

Mala Delte przygotowali: P. NOWICKI I M. SZUREK

Rys. I

Zadanie z grudniowej "Radiodelty"
Dane sa dwa kola: srednica pierwszego jest bok danego kwadratu,
a srednica drugiego - przekatna tego kwadratu. Odcinajac od mniejszego
kola czesc zawarta w wiekszym kole, otrzymujemy figure zwana ksiezycem
(rys. l). Skonstruowac kwadrat o polu równym polu tego ksiezyca.
Rozwiazanie. Pole ksiezyca otrzymamy, odejmujac od pola figury
zaznaczonej na rysunku 2 pole figury zaznaczonej narysunku 3. Wobec tego,
jesli dlugosc boku kwadratu równa jest a, to pole P ksiezyca równe jest

A wiec dlugosc boku poszukiwanego kwadratu równa jest po prostu ; .

A oto terminy najblizszych naszych audycji:
W stYrzniu - 5 o godzinie 10°° i 7 o godzinie 13°°
W lutym - 16 o godzinie 10°° i 18 o godzinie 13°0
W marcu - 16 o godzinie 10°° i 18 o godzinie 13°°
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POPRAWKA

Obrotowa mapka nieba
Montaz obrotowej mapki nieba
- wyciac z okladki kolo z mapa nieba
- przygotowac sztywna tekturowa podkladke o wymiarach ok. 2'0x 25 cm
- na przecieciu przekatnych podkladki przypiac (np. pineska) srodek kregu z mapa, tak by

mape mozna bylo bez trudu obracac
- skopiowac na cienkim kartonie nakladke na mape (wg nadrukowanego wzoru); w srodku

nalezy wyciac owal oraz pasek znajdujacy sie pod napisem "Obrotowa mapka nieba"
- nakladke dokladnie dopasowac do mapy; na brzegach i w wycietym pasku powinien byc

widoczny krag z datami znajdujacy sie na obrzezu mapy
- zagiac górny i dolny bok nakladki i skleic z tylem podkladki

- poniewaz cala str. 16 jest poswiecona wykorzystaniu otrzymanej mapy, warto ja wyciac
i przykleic z tylu na podkladce.

Nastawianie mapy \

Aby otrzymac wyglad nieba w d'G0If}'~epce, Wsp.rczy u~~ tpl~ca datNalr~<l1\1Y~ kregu mapy przy godzinie obserwacjina nakladce. Obracanie mapy w Kierunku zgodnym ze wskazówkamI zegara odzwierciedla aObOWYruch nieba. W wycietym owalu, którego

brzeg odpowiada horyzontowi, ukaze sie aktualny '~l-7 r 7 -
Slonce porusza sie wsród gwiazd po kole . ~k\ (Az czonylhl.ez~()n~ Ilr.olo

zajmowane przez Slonce w dniach, . 1 Ka~p..mfe-S-Iaca zaznaj;:zone sa

gwiazd jest .wynikiem obiegu emi wok' l6ilca\ Zlozenie 8bu rucppw - dobowego
wtedy, gdy Slonce nie s . i, powo a pora roz~aitosc na niebie4ózne gwiazdo~::rY dostetme obserwa-e" w róznych porach roku.
Rozpoczynajac obse acje tr i'tJape zorientowac wedlug stron swiata. Dla porównania mapy z wyg m nieb

od dolu - czyli ymac glow,"" Do oswietlenia mapki moze sluzyc b. slaba latarka z czerwony~iatle '

przYbliz0i!y o az nie . Jezeli zalelzy nam na dokladnosci, to trzeba wprowadzic poprawki.
POPRAWA 1 ( WYKONALNA)

Mapka stala onana dla szerokosci geograficznej ffJ = 520 (Warszawa). Wyglad nieba zalezy nie tylko od chwjJi,Ai od m~sca
obser acji. obraflj1Y sobie, ze podrózujemy w kierunku Bieguna Pólnocnego (poniewaz tylko to sobie wyobra'ia'ifiy -)~ t~,~zejPrz rawa o Bieguna Pólnocnego, jak powiedzialby Kubus Puchatek). Gdy juz jestesmy na Biegunie - stoimy na osi obrot~Ziem
(prz o zi ona przez nas). Pionowo nad glowa mamy punkt, gdzie os ta "przecina" niebo - bardzo blisko jasnej Gwiazdy Po~r

un ólnocny nieba.Jego katowa odleglosc od horyzontu, czyli wysokosc nad horyzontem, wynosi 9'00, tyle samo co szerokos

geog 'czna miejsca, w którym stoimy. Gdy bedziemy wracali, to ~~rwujemy, ze wysokosc bieguna niebieskiego (Gwiaz~P.e' rnej)
ma~ je. G'S-Ybysmyzapedzili sie az w okolice Równika, to stwierdzif,bylmy, iz Gwiazda Polarna jest bardzo nisko,tuz nad hQ6i>zont .

O/ólnie: wysokosc bieguna pólnocnego nieba nad hory~~ rokosci geograficznej ffJ miejsca obserwacji, czyli w Wars wie

osi ok. 520• Dlatego wlasnie srod:zk obrotu ~ biegun - nie znajduje SIe . dku owalu, gdzie jest zenit czyli punkt o wyso sci
'OD.

U,wzgl~dni~~ie .poprawki .na ffJ jest 9i Yko~alne, lec~ przy poslugiwa~~u sie mapka w Pols~ nie O\t&(ywa to wiekszej roli, poniewaz stretlr~aJmmeJ kilku stopm nad 1'Yzonteml tak tracImy dla obserwaCjI z powodu zamglema lub zady
moga pojawic sie dopiero w asie wyjazdu do Bulgarii: dla Warny rp"""430•
POPRAWKA 2 (DOTY ACA CZASU)

Czas, który nastawia , powinien byc miejscowym czasem slonecznym. Ale zegarek pokazuje czas srodkowoeur ejski (CSE), tj. czas
miejscowy poludnik 15°E (uwaga na czas letni CL: CSE = CL-l h). Trzeba wiec odpowiedziec na pytanie jaki je czas miejscowy, jezeli

na zegaw~ odzine t(CSE)? Róznica czasów wynika z róznicy dlugosci geograficznych A.(x) naszej miejscowo' . x . ~e1!Jika 11:E:lO AA.= A.(x)- W. ' .. (X)mm
Zamienmy to n róznice czasów At, pamietajac, ze jeden obieg dobowy Slonca 36'00 to 24h czyli 24' 6'0 min: At = (A.(x -150) 4 --.

(W zimie: zegarek ) ID
Zatem: t(mie' cowy) = t CSE I' ar k lh +At.wecIe: zeg e -

Na rysunku owyzej przedstawiono mape Polski z zaznaczonymi poludnikami i odpowiadajacymi im poprawkami czasu. J~sli okreslicie fi

niej przybliz ne polozenie swojej miejscowosci, to nie bedziecie potrzebowali sami obliczac poprawki.- ~
yznac anie momentów wazniejszych zjawisk astronomicznych '-J

,w ruchu do 'owym kazdego ciala niebieskiego mamy W3f@1I~~rze @tWA. tOdziennego ruchu Slonca: wschód - poj wienie sie noryzontem, zachód - znikniecie pod horyzontem, oraz górowaile - najwyzsze polozenie ciala nad horyzontem, w przyp ku Slonca

~ludnie. omenty tych zdarzen sa istotne dla obserwatora, bowiem wschód oznacza mozliwosc rozpoczecia obserwacji zachód za'

ko iecznosc i h zakonczenia. Oba te momenty mozna latwo wyznaczyc dla dowolnej gwiazdy. Naprowadzajac ja na brzeg walu~po ronie

wsc dnieBu zachodniej, odczytujemy przy biezacej dacie moment zjawiska'(wchodu, zachodu) w czasie miejscowym. ( r~by rzejsc

do . ,popra ke trzeba oczywiscie odjac).W analogiczny sposób zaznaczajac pozycje Slonca w danym dniu na (pomara czo~ej sunku)

Iiptyc i usta 'ajac te pozycje na horyzoncie (brzegu owalu) mozna odczytac wschody i zachody Slonca. Moment gór wania nacza

pore szc 'lnie ~godna do obserwacji - obiekt znajduje sie najwyzej nad horyzontem. Jak ten moment okreslic? G lazd~ ' ruja nad

punktem P 'I.!.dnia,~ kole poludnika niebieskiego, przechodzacego przez zenit - pionowo nad glowa obserwatora, ~i~gu.r ólnocnynieba oraz pua ty ol~ocy i Poludnia na horyzoncie. Na mapce mozemy poludnik uzyskac w postaci linii przez p y~e ynijki do

punktów Pn i Pd. esli l1~az ustawimy jakas gwiazde na poludniku, to przy danej dacie bedziemy mogli odczyt,c mo~nt górowania
w czasie miejscowy A o przyklad: najjasniejsza gwiazda nieba nocnego - Syriusz w dniu 15 lutego w..warszaWie:

wschodzi: l6h3'Om (od lQan~zmapY)-24m (poprawka dla Warszawy)""" l6h CSE;
góruje: 21hoom-24m""" 2'OJts m E; zachodzi: lh3'Om-24m""" lh CSE;

Uwaga: na zalaczonej mapce bra ~ '<li Ksiezyca. W najblizszych numerach podamy mapke,
niebie takze i te obiekty.



Rozstrzygniecie konkursu samych zwyciezców na temat
"Perpetuum mobile dla kazdego" (Delta 4/1977)

A oto elna lista na rodzon ch: Na ~on~urs nadeslano. l? ?d.l?0wi:dzi, ~tore zgodn~e z warunkami mialy ..
p . g y zawlerac poprawne wYJasnIenIe dZIalanIa przeostawIonych w artykule modelI

Edmund Pierzchala, 04-946 Warszawa, "perpetuum mobile". Kazdy Z nadeslanych listów zawieral pozytywne
ul. wyszatyc~a 24 . elementy wiedzy o wystepujacych zjawiskach fn;ycznych, a wiec zgodn~e
Roman Poml.ano~skl, 62-651 Pomarzany Z zapowiedzia wszyscy uczestnicy otrzymuJa nagrody ksiazkowe. Najlepsze
Fabryczne, Jozefow 10 wyjasnienia znajdowaly sie w dwóch listach, które zacytuje dla
Piotr Zielczynski,00-159 Warszawa, przedstawienia prawidlowego rozwiazania:
ul. Nowotki 35 m. 104

ZbigniewKoziol, 22-416 Sitaniec, l) Model magnetyczny
Lapiguz 1 (kol. Roman POMIANOWSKI, Pomarzany Fabryczne)
Cezary Mlynarczyk, 97-300 Piotrków ...
Trybunalski, ul. Paplinskiego 16/20 m. 28 Uklad: .bla~ha cynkowa - elektrolIt - wegIel tworzy ognIWO e~ektryczne.
Andrzej Paprota 08-480 Maciejowice Drut miedZIany laczacy blache cynkowa z weglem zamyka obwod pradu.
ul Rynek 25 ' , Oczywiscie mozemy przyjac, ze jony w elektrolicie poruszaja sie radialnie.
~drzej Freczek, 31-111 Rakszawa 102 !oniewaz elektrolit umieszczony jest w polu magnetycznym, takim ze wektor
WojciechKasinski, 02-643 Warszawa, B jest (w przyblizeniu) prostopadly do kierunku ruchu jonów, lub ogólniej -

ul. Etiudy Rewolucyjnej 11/13 m. 22 ma taka skladowa, wiec na kazdy taki jon dziala c;ila F = ijV x B. Poniewaz
Danuta Abucewicz,82-300 Elblag, jony o przeciwnych znakach poruszaja sie w przeciwnych kierunkach, wiec zwrot
ul. Armii Czerwonej 16-18/8 sily pozostaje taki sam (p. wzór). W efekcie jony zaczynaja uzyskiwac pewna
Andrzej Kmiecik, 14-520 Pieniezno, predkosc w kierunku stycznej do okregu ze srodkiem w okolicy preta weglowego.
Kolonia 19 Poniewaz mamy do czynienia z duza iloscia jonów, wiec efekt uwidacznia sie
Edward Bebrysz, 23-200 Krasnik, makroskopowo w tym, ze ciecz wiruje. Oczywiscie nie jest to perpetuum mobile,
ul. Filaretów 8, woj. Lublin . bo z chwila rozladowania sie tego ogniwa ruch cieczy ustaje.
Bruno Siemieniuk, 59-300 Lublin, Gdy cale urzadzenie zasilimy bateryjka, jak to opisano, elektrolit przewodzi
ul. A. Mickiewicza52/15 prad i jony poruszaja sie jak poprzednio. Wystepuje wiec analogiczne
Ryszard Krauze, 50-207 Wroclaw,l oddzialywanie pola magnetycznego na ciecz.

ul. Dubois 39/11 2) M d l " h l' "Adrian Bujara, 41-500 Chorzów, O e parapsyc o ogIczny
ul. Debowa 33 (kol. Edmund PIERZCHALA, Warszawa)
PawelR~zniak, ?1-160 Szczecin, Model "parapsychologiczny" obraca sie dzieki pradom powietrza, powstalym
ul. ~arcmkowsk1ego 3/2 'w wyniku przysuniecia cieplej reki. Ogrzane powietrze unosi sie do góry, na jego
SylWiaK?rnas, 41-700 Ruda Slaska 1, miejsce naplywa nowe, powodujac obrót papierowego wiatraczka. Na
ul. NorWida7/3. rysunku w "Delcie" wiatraczek obraca sie w zaznaczonym kierunku dlatego,

ze znajduje sie blizej konca odslonietej czesci reki, powietrze zas naplywa
ku srodkowi tej czesci (ku srodkowi kazdego ciala ogrzewajacego).

Kol. Bogdan KRA UZE z Grudziadza nawiazuje w swoim
liscie do notatki "Tylko linijka" z Delty 4/1974. Proponuje
on nastepujace wykonanie konstrukcji prostej przechodzacej
przez dany punkt i przechodzacej przez niedostepny punkt
przeciecia danych prostych:
Przez punkt p kreslimy prostopadle do obu ramion katów.
Jesli otrzymane proste KL i MN tworza katy proste
z ramionami kata w punktach K i M, to prosta przez P
prostopadla do LN jest szukana prosta.
Dowód poprawnosci konstrukcji opiera sie na
twierdzeniu: trzy wysokosci trójkata przecinaja sie
w jednym punkcie.
Podana konstrukcja dotyczy kata ostrego. Latwo ja
uogólnic na kat rozwarty Gak?). A jak sobie poradzic
z katem prostym? (Oczywiscie konstrukcje wymagaja
uzycia równiez cyrkla lub ekierki).

Kol. Mariusz PISZCZEK z Wieliczki proponuje
Czytelnikom udowodnienie nastepujacego twierdzenia:
Jezeli kazdy bok trójkata prostokatnego podzielimy na
trzy równe czesci i na srodkowych odcinkach zbudujemy
trójkaty równoboczne, to wierzcholki otrzymanych
trójkatów nie nalezace do boków trójkata prostokatnego
sa wierzcholkami trójkata równobocznego.
Czy zalozenie, ze trójkat jest prostokatny, jest istotne?
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