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Izomorficzny - slowo pochodzenia greckiego

oznaczajace: tak samo zb~dowany. Pojecie

izomorfizmu (wskazywanie na taka sama
budowe róznych struktur matematycznych)

jesl charakterystycznym dla malematyki XX

wieku narzedziem badawczym. Obok podajemy

pierwszy z serii artykulów poswieconych temu
poj~ciu.

Zob. tez Szesc zadan - jedno rozwiazanie,
Delta 1/1974

o izomorfizmie

Dr Witold W/ESLAW

Gdy przed kilkoma miesiacami Redakcja zaproponowala mi napisanie artykulu
o izomorfizmie, pomyslalem sobie - nic prostszego, napisze, wysle .... O ludzka
naiwnosci! Wydawaloby sie, ze nic prostszego, niz napisac artykul popularny.
Zacznijmy wiec od poczatku. Jezeli w trakcie wykladu okaze sie, Drogi Czytelniku,
ze tempo wykladu jest zbyt szybkie, wróc do miejsca, od którego zaczales,
i przeczytaj powtórnie.
Mozna by zaczac mniej wiecej tak. Niech A bedzie zbiorem ..niepustym. Kazda
funkcje f: An = A x A x ... x A -4 A, która kazdemu uporzadkowanemu-

n razy

ukladowi (al, ... , an) elementów zbioru A przyporzadkowuje elementf(al, ... ,an)
zbioru A, nazywamy dzialaniem w zbiorze A. Zbiór A z wyróznionymi dzialaniami

fi Jz, ... Jm nazywamy algebra i oznaczamy ~ = <A;fl Jz, ... Jm)' Jezeli
3 = <B; gt, gz, ... , gm) jest druga algebra, w której dzialania gj zaleza od tej
samej liczby zmiennych, co h, dla kazdego j = l, 2, ... , m, to funkcje
róznowartosciowa q;: A -4 B, odwzorowuja~a zbiór A na B, nazywamy
izomorfizmem algebr ~ i 3, jezeli warunki

(1) gj(q;(al), q;(az), ... ,q;(as) = q;(fi(al, az, ... , aSj»' i = 1,2, ... , m,

spelnione sa dla kazdego ukladu al' az, ... , aSi elementów zboru A (Si oznacza
liczbe zmiennych dzialania fi).

Przyklady

A. Niech ~ i 3 beda grupami, tzn. mozemy przyjac, ze ~ = <A;fl Jz),
3 = <B; gl,gz),fl(al,az) = alaz (mnozenie w A),fz(a) = a-I, gdbj, bz) = blbz
(mnozenie w B), gz(b) = b-I. Wtedy warunki (1) odczytujemy jako "zwykla"
definicje izomorfizmu: cp(alaZ) = q;(al)q;(az), q;(a-j) = (q;(a»-I, 'q;: A ~ B
i q; jest funkcja róznowartosciowa.

B. Jezeli ~ i 3 sa pierscieniami, to jednym z dzialan jest dodawanie a drugim
mnozenie, tzn. m = <A;fl Jz), 3 = <B; gj, gz),fl (al' Oz) = al+ az,
Iz(al,az) = alaz,gl(bl,bz) = bj+bz,gz(bl,bz) = bjbz· Stosujac (1) w tym
szczególnym przypadku, dostajemy znów klasyczna definicje izomorfizmu
pierscieni.

Wyczuwam, ze nalezy przerwac. W ten sposób na pewno nie wyjasnie Czytelnikowi,
czym jest izomorfizm, a juz na pewno zniechece Go do matematyki. Zbyt to
wszystko jest podrecznikowe.

Spróbujmy wiec nieco inaczej. W tym celu przyjmijmy najpierw pojecie grupy.

Grupa nazywamy niepusty zbiór G, wraz z ustalona funkcja G x G -+ G, zwana
dalej dzialaniem, albo mnozeniem w grupie G, która kazdej parze uporzadkowanej
(a, b) elementów z G przyporzadkowuje element ab E G, spelniajaca nastepujace
warunki:

I. dzialanie jest laczne, tzn. a(bc) = (ab)c dla kazdych a, h, c E G;
2. istnieje element neutralny e w G, tzn. element spelniajacy warunek
ae = ea = a dla kazdego a E G;
3. kazdy element a E G ma element odwrotny a-I E G, tzn. aa-I = a-la ,. e.

Grupa przemienna to grupa, w której kazda para elementów a, b spelnia
ab = ba.

Jezeli G jest grupa z dzialaniem (a, b) -4 ab, a H - grupa z dzialaniem
(e, d) -+.C * d, to odwzorowanie q;: G -+ H zbioru G na zbiór H nazywamy
izomorfizmem grup G i H, jezeli warunek q:(ab) = q;(a) * q;(b) spelniony jest dla
kazdego a, b E G. Powyzszy fakt zapisujemy krótko G ~ H, co czy tamy
..grupa G jest izomorficzna z grupa H". Azeby zdac sobie sprawe z istoty
wprowadzonego pojecia, rozwazmy kilka przykladów.

Przyklad l. Niech Z+ bedzie zbiorem liczb calkowitych, z dodawaniem. Jest to
grupa przemienna -- elementem neutralnym jest zero, bo a + O = O + a = a
dla kazdego a E Z+, a przemiennosc dodawania liczb je SI fak tcm wszystkim
dobrze znanym (element odwrotny do a nazywany jest w tej grupie na ogól
c'lementem pueciwnym do a).
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Przyklad II. Zbiór P przesuniec prostej o calkowite wielokrotnosci niezeroweg(
wektora w jest grupa wzgledem skladania przesuniec (rys. l). Jezeli Pv oznacza
rrzesuniecie o wektor v, a nw = w+ w+ ... + w (n razy) gdy n jest liczba
naturalna, (-I1)W = (-w)+(-w)+ ... +(-w) (n razy), to

(2) Pkw o P/w = P(k+/)w; k, l E Z+.

Grupa z+ jest izomorficzna z P; wystarczy zdac sobie sprawe z tego, ze kazda
liczba calkowita k wyznacza przesuniecie Pkw i na odwrót. Reszty dopelnia
wzór (2) wraz z uwaga, ze funkcja k --+ Pkw ze zbioru Z+ na zbiór P jest
róznowartosciowa. Gdyby jednak ktos chcial przeprowadzic drobiazgowy dowód,
wystarczy okreslic q;: Z+ --+ p wzorem f{i(k) = Pkw i sprawdzic, ze q; jest
izomorfizmem.

Przyklad III. Niech Z;i oznacza zbiór liczb {O, l, ... ,11- l}, w którym za
dzialanie przyjmujemy dodawanie modu/o n, tzn. s = a+b (mod n), jezeli s jest
nieujemna reszta. z dzielenia a+b przez n. Np. 3+4 (mod 5) = 2, bo
3+4 = 7 = 5+2, a 8+12 (mod 14) = 6, bo 8+12 = 20 = 14+6. Czytelnik
sprawdzi, ze Z;i jest grupa.

Przyklad IV. Zbiór Cn obrotów n-kata foremnego wokól jego srodka jest grupa:
elementem neutralnym jest obrót -lto o kat O, a elementem odwrotnym do -lt/l

jest obrót -lt -/l, tzn. -lti1 = -lt -/l (rys. 3). Tabelka (rys. 4) opisuje wyniki dzialan
~k~ o ·l).,a (-ltka W pierwszej kolumnie, -lt,~ w pierwszym wierszu).

Przyklad V. (Czytelnik, który nie zna liczb zespolonych, moze, nie tracac wiele,
pominac ten przyklad). Niech En bedzie zbiorem wszystkich rozwiazan
równania xn - l = O w zbiorze C liczb zespolonych. Mozna od razu zauwazyc
(bez znajdowania rozwiazan), ze En jest grupa wzgledem mnozenia. (Przy
okazji: czy Czytelnik zna inny przyklad wielomianu, którego pierwiastki tworza
grupe wzgledem mnozenia?) Wynika to z ponizszych równosci: (XtX2)n =
= x~x; = l· l = l, ([I)n = (xn)-1 = l, jezeli tylko x" X2 EEn. Poniewaz
kazdy wielomian stopnia n ~ l, O wspólczynnikach z C, ma n pierwiastków
w C (fakt ten tradycyjnie nazywany jest "zasadniczym twierdzeniem algebry",
choc dawno juz sa w algebrze twierdzenia bardziej "zasadnicze"), wiec grupa

•. 2 n-l' 2:n: .. 2:n:
En ma n elementow. Sa to lIczby l, Cn, Cn, ... , Cn , gdZIe Cn = cos -- + I SlO-.n n
I tym razem mozna odwolac sie do rys. 3, z tym jednak, ze teraz kolo lezy na
plaszczyznie C liczb zespolonych, ma promien równy l, a jego k-tym
wierzcholkiem jest c~-1(k = 1,2, ... , n).

W trzech ostatnich przykladach rzuca sie w oczy podobienstwo rozpatrywanych
sytuacji. W kazdym z prZykladów wykonanie dzialania sprowadza sie do
dodania (modulo n) dwóch liczb. Mówiac scislej, wszystkie trzy grupy:
Z;i, Cn, En sa izomorficzne. Czytelnika, którego moje sugestie nie przekonaly,
zachecam do sprawdzenia, :Zefunkcja q;: Z;i --+ Cn, q;(k) = -ltka (k = O, l, ... , n- l)
jest izomorfizmem grupy Z;i z grupa Cn, a "P: Cn --+ En, "P(-ltka) = c~
(k = O, l, ... , n-l) jest izomorfizmem grupy Cn z grupa En.

Przyklad VI. (rys. 5) Niech R+ oznacza grupe addytywna liczb rzeczywistych
(zbiór R z dodawaniem), a R: - pólos liczb dodatnich. Sprawdzenie, ze R+

jest grupa wzgledem dodawania, a R: grupa wzgledem mnozenia liczb, wymaga
znajomosci jedynie naj prostszych wlasnosci liczb rzeczywistych. Ale fakt, ze
obie grupy sa izomorficzne, jest (w pierwszej chwili) dosc nieoczekiwany.
Zamiast odwolywac sie do intuicji, tym razem wspólnie przeprowadzmy dowód.
Niech q;(x) = 3x. Oczywiscie q;: R+ --+ R: (rys. 5). Funkcja q;jest
róznowartosciowa, jako funkcja rosnaca i odwzorowuje R+ na R:, bo kazda
liczba dodatnia y ma logarytm log3 y. Wreszcie równosc q;(x+ y) = 3x+y = 3x3Y =
= q;(x) q;(y); x, y E R+ jest znana wlasnoscia potegowania liczb rzeczywistych,
co równoczesnie konczy dowód.

Przyklad VII. Niech G oznacza zbiór wszystkich obrotów czworoscianu foremnego.
Bez trudu wskazujemy 12 obrotów: identycznosciowy, 2 obroty wokól kazdej
osi P (rys. 6) przechodzacej przez wierzcholek czworoscianu i srodek przeciwleglej
sciany, tzn. 2· 4 = 8 obrotów, 3 obroty wokól osi laczacych srodki
nierównoleglych krawedzi (np. os Q na rys. 6). Wynika stad, ze grupa G ma
co najmniej 12 elementów. Wykazemy teraz, ze ma ich nie wiecej niz 12, skad
wyniknie, ze G jest zbiorem dwunastoelementowym. Niech g E G bedzie dowolnym
obrotem czworoscianu i niech przeprowadza on pierwszy wierzcholek naj-ty,
tzn. g(l) = j.
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Jezeli a E G jest dowolnym obrotem przeprowadzajac) m pierwszy
wierzcholek na jaty, a(l) = j, to b = a-l a g pozostawia pierwszy wierzcholek
na swoim miejscu: b(I) = a-l ag(l) = a-l(g(l» = a-l(j) = I. Element G
mozna zatem zapisac (co najmniej jednym sposobem) w postaci g = a °b, gdzie
a, b E G i a(l) = g(l), b(l) = I. Wynika stad, ze liczba elementów zbioru G
nie przekracza liczby wszystkich par uporzadkowanych (a, b). Poniewaz a
rrzeprowadza pierwszy wierzcholek na którys z pozostalych, wiec sa cztery
mozliwosci na a. Podobnie, sa trzy mozliwosci na b. Oznacza to, ze wszystkich
mozliwych par jest 12, tzn. G jest zbiorem majacym nie wiecej niz 12 elementów.
Mozna przekonac sie latwo, ze grupa obrotów czworoscianu foremnego nie jest
przemienna. Czytelnik odnotuje, ze sa co najmniej dwie nieizomorficzne grupy
dwunastoelementowe : przemienna grupa C12 (Przyklad IV, n = 12)
I (nieprzemienna) grupa G.

Czy kazdy zbiór moze byc grupa? Aby uniknac zbyt zawilych rozwazan,
przeformulujmy postawione pytanie na nieco mniej ogólne zadanie.

W klasie jest 12 lawek (rys. 7). Czy zbiór A tych lawek mozna przeksztalcic
w grupe? Wyjasnienie zawarte jest na rysunku 8. Poniewaz grupy izomorficzne
sa równoliczne (maja te sama liczbe elementów), a znamy przyklady grup
dwunastoelementowych (lIp. grupa G z przykladu VII), wiec postaramy sie
przeksztalcic zbiór A w grupe izomorficzna z G. Niech al , a2, ... , a12 bedzie
jakakolwiek numeracja lawek, a &1' &2' ... , .&12 - ustalona numeracja elementów
grupy G. Okreslmy funkcjef: A -+ G, ustalajaca równolicznosc tych zbiorów,
wzoremf(aj) = &j (i = 1,2, ... , 12). Aby znalezc "iloczyn" a * b dwóch lawek a i b,
znajdujemy najpierw obroty f(a),/(b) przyporzadkowane tym lawkom,
wykonujemy dzialanief(d) of(b), a nastepnie odczytujemy, jakiemu elementowi
zbioru A zostal przyporzadkowany elementf(a) a f(b). Jest nimf-l ({(a) °f(b»
(funkcja f jest róznowartosciowa!). W ten sposób dowolny zbiór A, równoliczny
z grupa G, mozna przeksztalcic w grupe izomorficzna z grupa G. Jezeli bowiem
przepisac otrzymany warunek, bedacy definicja dzialania w A: d * b = f-l ([(a) °f(b»,
w postaci równowaznej: f(a * b) = f(a) °f(b), to odczytamy, ze f jest izomorfizmem
grupy A (z dzialaniem" * ") z grupa G (z superpozycja ,,0" jako dzialaniem).
Przypomnijmy, ze f bylo dowolna funkcja ustalajaca równolicznosc zbiorów
A i G. Ale mozemy przeciez w dowolny sposób przenumerowac lawki i powtórzyc
konstrukcje, juz z nowa numeracja. Zmiana numeracji lawek to nic innego,
jak permutacja zbioru A (permutacja zbioru skonczonego nazywamy kazda
funkcje róznowartosciowa odwzorowujaca ten wzór w siebie). Poniewaz zbiór
dwunastoelementowy A ma 12! = 2·3·4· 5, 6, 7, 8 . 9, 10, l l· 12 = 479001600
permutacji, wiec tym samym skonstruowalismy prawie pól miliarda izomorficznych,
choc róznych grup!

Nasuwa sie teraz spostrzezenie, ze izomorfizm pozwala zaniedbac wlasnosci
fizyczne elementów grupy. Mówiac pogladowo, grupy izomorficzne maja te same
wlasnosci. Na przyklad, jezeli r: G -+ H jest izomorfizmem grup G i H, oraz g E G
iest elementem, który spelnia warunek g2 = eG (eG - element neutralny grupy G;
podobne znaczenie ma eH), g #- eG, to r(g) #- eIJ i r(g)2 = eIJ. Istotnie,
poniewaz g #- eG, wiec r(g) #- r(eG) = eH (dlaczego?), bo r jest funkcja
róznowartosciowa; ponadto r(g)2 = r(g2) = r(eG) = eH.

W sposób podobny do opisanego mozna mówic o izomorfizmie pierscieni,
czy tez izomorfizmie cial, ale o tym moze innym razem.

Zadania

1. Wykazac, ze grupa n-elementowa nie moze byc izomorficzna z grupa m-elementowa, jesli
m# n.
2. Podac przyklad dwóch nieizomorficznych grup, które maja te sama liczbe elementów.

3. Czy zbiór obrotów kuli wokól jej srodka (bedacy grupa wzgledem skladania obrotów) jest
grupa izomorficzna z grupa obrotów kola ze skladaniem obrotów, jako dzialaniem?
4. Udowodnic, ze relacja" byc izomorficznym" jest zwrotna, symetryczna i przechodnia:
G:::: G; G:::: H -> H:::: G; G:::: H i H::::N==--G::::N.

5. Wykazac, ze grupa izomorficzna z grupa przemienna jest przemienna.
6. Podzbiór H grupy G nazywamy podgrupa grupy G, jezeli jest grupa wzgledem tego samego

dzialania. Wykazac, ze {l}, {-l, l} sa jedynymi skonczonymi podgrul;lami grupy R*
niezerowych liczb rzeczywistych (wzgledem mnozenia liczb).

7. Wykazac, ze {O} jest jedyna skonczona l;lodgrupa grupy R+.

a



Geometria algebraiczna-czyli jak sobie poradzic
z nieciagloscia w geometrii (czesc III)

Dr l~ichal SZUREK

.i~ ,~ ~e
Ta wlasnosc pary funkcji f i g nazywana bywa

.•...inn)ch teoriach stycznoscia !l-tego rzedu

~»llJJ'~ .•
~ ~
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W poprzednich numerach Delty opisalismy, jak sensownie nasladowac niektóre geometryczne
i analityczne pojecia w geometrii algebraicznej, to jest dziale matematyki, zajmujacym sie
badaniem zbiorów okreslonych równaniami wielomianowymi . .Istotne trudnosci biora sie stad,
ze cialo K, z którego pochodza wspólczynniki wielomianów, nie musi byc cialem liczbowym,
a wtedy badane zbiory nie maja "naturalnej" struktury geometrycznej. Jej namiastke
otrzymalismy, definiujac zbiory domkniete w przestrzeni Kn jako zbiory algebraiczne, a zbiory
otwarte - jako dopelnienia domknietych. Wzbogacilismy te strukture przez wprowadzenie
snopów funkcji. Interesuja nas teraz nie same przestrzenie topologiczne Zariskiego, ale te
przestrzenie wraz ze snopami funkcji wymiernych okreSIonych na podzbiorach otwartych.
"Krzywe" x2 + y2 = l i x3 + y3 = l sa takie same jako przestrzenie topologiczne, lecz maja
rózne snopy funkcji. W geometrii duze znaczenie ma lokalne badanie krzywej czy powierzchni,
to znaczy badanie jej wlasnosci wokól ustalonego punktu (a to z kolei znaczy: ... w dowolnie

malym otoczeniu tego punktu). W naszym abstrakcyjnym przypadku jest to znacznie utrudnione,
gdyz te "dowolnie male" otoczenia sa i tak bardzo duze: w topologii Zariskiego na krzywej
(opisanej przez wielomian nierozkladalny) otoczenie dowolnego punktu zawiera prawie
wszystkie punkty tej krzywej. Wykorzystujac fakt, ze ograniczamy sie do badania tylko funkcji
wielomianowych (a co najwyzej ilorazów takich funkcji), mozemy w sensowny i pozyteczny
sposób wprowadzic pojecie "nieskonczenie malego" otoczenia punktu i stosunkowo latwo
badac wlasnosci interesujacych nas obiektów na tych "malutkich" otoczeniach. Rozwazmy
najpierw punkt Xo na prostej liczbowej R. Rozpatrujmy tylko te funkcje, które sa nieskonczenie
wiele razy rózniczkowalne (w zwyklym sensie, znanym ze szkoly) w pewnym otoczeniu punktu Xo.

Takimi funkcjami sa wielomiany, funkcje trygonometryczne, wykladnicze i logarytmiczne,
a takze funkcje wymierne, okreslone w Xo. Wszystkie wymienione funkcje sa przykladami tzw.
funkcji analitycznych. Rozpatrzmy dwie nieskonczenie wiele razy rózniczkowalne funkcje I i g.
Pojecie nieskonczenie malego otoczenia n-tego rzedu punktu Xo jest tak dobrane, ze jest
prawdziwe nastepujace twierdzenie: funkcje I i g sa równe na nieskonczenie malym otoczeniu
n-tego rzedu punktu Xo wtedy i tylko wtedy, gdy I(xo) = g(xo), I'(xo) = g'(xo), ... ,/(n-l>(xo) =
= g(n-l>(xo). Mozna by to przyjac za pewnego rodzaju definicje takiego otoczenia. Im wiekszy
jest rzad nieskonczenie malego otoczenia, na którym dwie funkcje I i g sa równe, tym "gladsze"
jest przejscie w punkcie (xo'/(xo» = (xo, g(xo» z krzywej y= I(x) na y = g(x).

Przyklad. Niech/(x) = O dla wszystkich x E R, zas

{e-I/x' gdy x> O, •g(x) = O gdy x.;; O.

Funkcje li g sa równe na kazdym nieskonczenie malym otoczeniu liczby O (wszystkie pochodne
funkcji g w O sa równe O), jednak nie sa równe na zadnym "prawdziwym" otoczeniu O.

W przedstawionym opisie pojecia nieskonczenie malego otoczenia punktu uzywalismy tylko
pojecia "otoczenia" oraz zwrotu "rózniczkowac". Przedtem zas wyjasnilismy, co rozumiemy
przez "otoczenie" (ogólniej: zbiór otwarty) w abstrakcyjnych przestrzeniach Zariskiego oraz
wytlumaczylismy, co rozumiemy przez "pochodna". Jestesmy tym samym w stanie sformulowac
"uwiklana" definicje nieskonczenie malego otoczenia n-tego rzedu na kazdym zbiorze
algebraicznym. Okazuje sie nastepnie, ze przez swego rodzaju "przejscie graniczne" (przy n -+ (0)
po tych nieskonczenie malych otoczeniach otrzymujemy cos posredniego miedzy "duzym"
otoczeniem w przestrzeni Zariskiego a "malutkim" otoczeniem nieskonczenie malym. Daje to
nowa metode lokalnego badania zbiorów algebraicznych. Jest ona mozliwa tylko dzieki temu,
ze w klasie rozpatrywanych przez nas funkcji mozemy twierdzic, ze jezeli dwie funkcje sa takie
same na kazdym nieskonczenie malym otoczeniu pewnego punktu, to sa takie same na pewnym
"prawdziwym" otoczeniu. Opisany wyzej przyklad pokazuje, ze w ogólnym przypadku istnieja
funkcje, które tej wlasnosci nie maja.

Jednym z czesciej wykorzystywanych twierdzen geometrii rózniczkowej (opartej na zwyklej

geometrii prostej liczbowej) jest twierdzenie o funkcjach uwiklanych. W bardzo szczególnym
przypadku mówi ono, ze jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla i rózniczkowalna (w zwyklym

. ) . k . h d ' dl ... d k .sensie w pewnym otoczemu pun tu Xo I poc o na y = - Jest rozna o zera w pun cle Xo,dx

to istnieje otoczenie U tego punktu, na którym Ijest funkcja odwracalna, to znaczy zmienna
x da sie wyrazic jako funkcja zmiennej y na pewnym otoczeniu V punktu Yo = I(xo).
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W przestrzeniach Zariskiego (w ich ubogiej topologii) twierdzenie to nie jest prawdziwe, o czym
mozna sie latwo przekonac juz na przykladzie funkcji y = Xl. Wynikajaca stad trudnosc
zwiazana z niemoznoscia lokalnego "rozwiklania" funkcji udalo sie pokonac przez wprowadzenie
tak zwanej topologii irale. Nie jest to topologia w poprzednio (i powszechnie) uzywanym sensie
tego slowa - otoczenie etale punktu x zbioru algebraicznego X jest dosc skomplikowanym
obiektem algebraiczno-geometrycznym i poslugiwanie sie topologia etale wymaga juz pewnej
specjalizacji w geometrii algebraicznej. Przy okresleniu tej "topologii" jeszcze raz dochodzi do
glosu praktyczny formalizm, cechujacy dzis wiele dzialów matematyki. W matematyce jest dosc
latwo wprowadzac nowe pojecia, zwlaszcza wlasnie droga formalnego przeniesienia pojec juz

istniejacych na nieco inny zakres obiektów. Jednak czesto jest to tylko niczemu nie sluzaca
zabawa. Jedna z cech, jakie musi miec dobry matematyk, jest umiejetnosc odróznienia, które
pojecia sa warte uwagi, a które nie, które teorie beda sluzyc faktycznemu rozwojowi nauki,
a które sa marginesowa ciekawostka. Ze nie jest to latwe, swiadczy dobitnie historia geometrii

nieeuklidesowych - nie docenianych w XIX wieku, a dzis stanowiacych podbudowe teorii
(np. teorii wzglednosci) opisujacych rzeczywistosc fizyczna. Gdyby porównac zdobywanie nowych
obszarów matematyki do wspinaczki górskiej, nasunie sie nastepujaca analogia. Dobry wspinacz
musi miec opanowana technike pokonywania scianek, plyt, rys, kominów i przewieszek - ale
musi miec równiez wyczucie: ta rysa doprowadzi mnie na szczyt, li tedy dojde pod niemozliwy
do przejscia okap. Od matematyka wymagamy nie tylko pomyslowego i sprawnego rozwiazywania
zadanych zadan, ale (co z biegiem lat staje sie wazniejsze) wyczucia oraz opartej na intuicji
i doswiadczeniu orientacji w nieznanym terenie.
Opisana przez nas metoda wprowadzenia pojec analizy matematycznej i geometrii rózniczkowej
tam, gdzie jest to z pozoru niemozliwe, jest owocem wysilku kilku pokolen matematyków.
Droga, która oni szli, jest kreta i wydaje sie, ze mozna ja uproscic, aby nastepni mogli pójsc
jeszcze dalej.

Zadania
Redaguje mgr Andrzej M AKOW SKI
M 136. Udowodnic, ze jezeli obwody scian czworoscianu sa równe, to sciany sa trójkatami
przystajacymi.

Rozwiazanie na str. 16 .
M 137. Wyznaczyc wszystkie pary niepustych podzbiorów A i B zbioru liczb calkowitych Z
majace nastepujace wlasnosci:
l) Z = A v B i co najmniej jeden ze zbiorów Z-A i Z - B jest niepusty ,

2) suma dwóch liczb nalezacych do tego samego podzbioru nalezy do A, suma dwóch liczb
nalezacych do róznych podzbiorów nalezy da B.
Rozwiazanie na str. 16
M 138. Na okregu wybrano piec róznych punktów P, Pll Pl, P3, P4, dla których zachodza
równosci

:re

~ P1PPl = ~ P1PP3 = ~ P3PP4 = -.
4

Udowodnic, ze punkty Pll P2, P3, P4 sil wierzcholkami kwadratu.
Rozwiazanie na str. 14

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI
F 46. W poprzednim zadaniu istotna role odgrywala analiza wymiarowa. Metodami analizy
wymiarowej mozna udowodnic wiele zaleznosci, jednak czasami - przy riieumiejetnym jej
stosowaniu - mozna popasc w tarapaty. Oto przyklad rozumowania prowadzacego na manowce.·
Wezmy pod uwage nieskonczona, cienka, prostoliniowa nic naladowana w ten sposób, ze liniowa
gestosc ladunku (czyli ladunek przypadajacy na jednostke dlugosci) 1] jest stala. Interesuje naS
pole elektryczne E w przestrzeni wokól nici, a konkretnie w punkcie od~alonym od nici o r.
Dla. ustalenia uwagi rozwazania bedziemy przeprowadzac w ukladzie CGS. Najpierw wyznaczmy
potencjal. Jedynymi parametrami charakteryzujacymi nasz uklad sa: gestosc ladunku 1]

o wymiarze pierwiastka kwadratowego z dyny oraz odleglosc r o wymiarze cm. Mozna by wiec
sadzic, ze wielkosci te powinny wystarczyc do wyznaczenia potencjalu V(r). Innymi slowy, mozna
by sadzic, ze V(r) powinno byc suma wyrazen postaci: stala . 1]i • ri. Wymiarem potencjalu jest
pierwiastek kwadratowy z dyny. Jedynym wyrazeniem podanej postaci majacym wlasciwy wymiar,

jak latwo sprawdzic, jest po prostu stala' 1]1• rO czyli stala' 1]. Zatem V(r) = stala' 1].

Widzimy wiec, ze potencjal V(r) w ogóle nie zalezy od r. Wynika stad, ze pole elektryczne wokól
nici jest równe zeru, co jest oczywista nieprawda, gdyz dobrze wiadomo, ze pole elektryczne
pochodzace od jednorodnie naladowanej nici jest odwrotnie proporcjonalne do r.

. Sprawdzcie, czy podane wyzej rozumowanie równiez w ukladzie SI prowadzi do paradoksu
i spróbujcie wyjasnic, gdzie zostal popelniony blad.
Rozwiazanie na str. 11
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mala della
Spacery po siatce kwadratowej

Zwykla kartka kratkowanego papieru moze sluzyc za
plansze do wielu popularnych gier, na przyklad do gry
w kólko i krzyzyk, w szewca, w pilke nozna czy w okrety.
Na kratkach mozna takze uczyc sie matematyki.
Zacznijmy od ustalenia kilku prostych regul. Oto
Regulamin, jaki nas bedzie odtad obowiazywal:
§ I. Kratki sluza do spacerów.
§ 2. Po kratkach chodzi sie krokami, od wezla do wezla

(wezel to punkt przeciecia sie dwóch linii).
§ 3. W jednym kroku wolno przejsc tylko do jednego

z dwóch nastepujacych wezlów: albo najblizszego
w góre, albo najblizszego w prawo.

§ 4. Nalezy ustalic, gdzie zaczynac i gdzie konczyc spacery.
§ 5. Nalezy ustalic, przez jakie wezly siatki wolno

przechodzic po drodze.
§ 6. Nalezy ustalic sposób zapisywania odbytych spacerów.
§ 7. Nalezy odpowiedziec na.postawione pytania.

Zgodnie z § 4 Regulaminu zaznaczylismy na rysunku dwa
wezly: wezel P to poczatek spacerów, wezel K to ich
koniec.

Ustalamy, ze wolno chodzic po wszystkich wezlach. Jednak
oczywiscie w gre wchodza tylko wezly wewnatrz
pogrubionej linii na rysunku (i na niej). Dlaczego?
Spacery zapisywac bedziemy w ten sposób. Notujemy po
kolei kazdy krok piszac l, gdy jest to krok w prawo,
lub O, gdy jest to krok w góre. Przykladowo, spacer
przedstawiony na rysunku zapiszemy jako 1010011.
Teraz pora na pytanie: ile jest róznych takich dróg?
Latwo zauwazyc, ze rózne (dozwolone w tym przykladzie)
spacery beda zapisane w rózny sposób. Sprawdzcie dla
pewnosci, ze na przyklad tylko jeden spacer moze byc
zapisany jako 0011101. Jaki to spacer?
Nietrudno takze zauwazyc, ze dozwolonym w tym
przykladzie spacerom odpowiadaja napisy zero-jedynkowe
ulozone z trzech zer i czterech jedynek.
A wiec róznych dróg jest tyle samo, co róznych napisów
zero-jedynkowych ulozonych z trzech zer i czterech
jedynek.

Poczatek spacerów i ich koniec takie, jak w poprzednim
przykladzie. Wolno chodzic po wszystkich wezlach.
Objasnimy sposób zapisywania spacerów. Zaczynamy od
ulozenia na siatce kolorowych guzików, tak jak pokazuje
rysunek. Spacerujac zbieramy napotkane po drodze
guziki. Dla przykladu, idac droga zaznaczona na rysunku
podniesiemy jeden guzik czarny, dwa brazowe i jeden
bialy. Zapiszemy to po prostu: l czarny, 2 brazowe,
l bialy.

A oto pytania:
l. Ile guzików mozemy znalezc na spacerze?
2. Czy moga byc wszystkie jednakowe?
3. Czy moze byc kazdy inny?
4. Czy majac zebrane przez kogos guziki (i zlosliwie
pomieszane) mozemy odnalezc jego droge?
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A oto zastosowanie tej reguly do obliczen:
Teraz fraszka bedzie dla Czytelnika rozwiazanie
nastepujacego zadania.
Zadanie

Oto przyklad rosnacego ciagu liczb naturalnych:

1,5,6,9, 10, 12, 14, 16
(kazda kolejna liczba ciagu jest wieksza od poprzedniej).
Z kolei, o ciagu l, l, 2, 3, 4, 4, 4
powiemy, ze jest niemalejacy (zadna kolejna liczba nie jest
mniejsza od poprzedniej).
Ile jest rosnacych ciagów liczb naturalnych zaczynajacych
sie od l, konczacych na 9 i zlozonych z 5 liczb? A ile jest
takich ciagów niemalejacych ? (Wskazówki na rysunkach.)

Przyklad 3 W przykladzie l zmieniamy brzmienie §§ 4 i 5 Regulaminu.
Konczyc spacery mozna nie w jednym, lecz w kilku

-E róznych wezlach. Dozwolony obszar spacerów jest taki,
3' jak na rysunku. Zmienimy tez §'1: postawcie kilka] r sprytnych pytan dotyczacych takich spacerów (np. dla

~ kolegi).

[I'_~ c;;- Pora jednak odpowiedziec na pytanie zasadnicze: jak~_ oblicnc, ile jest róznych dróg po siatce?
Odpowiedz daje nastepujaca regula dodawania dróg .
.. Drogi zaczynajace sie w ustalonym wezle siatki przeliczac
mozna stopniowo: najpierw drogi do wezlów r.ajblizszych
poczatku, pózniej do coraz dalszych. Liczba dróg do
danego wezla zawsze jest suma: liczba dróg do wezla
o krok w lewo plus liczba dróg do wezla o krok w dól".

CO MOZE MATEMATYKA

W kole poprowadzono przypadkowa cieciwe. Na ile prawdopodobne jest, ze bedzie ona dluzsza od boku trójkata
równobocznego wpisanego w to kolo?

Rozwiazanie
Problem charakteryzuje sie symetria obrotowa (rozwiazanie nie moze sie zmienic, jesli dokor.amy obrotu kola wokól
jego srodka), zatem

kierunek cieciwy nie jest istotny.
Mozemy wiec przyjac, ze cieciwa
jest prostopadla do pionowej
srednicy i jest wobec tego
jednoznacznie wyznaczona przez
punkt przeciecia z ta srednica.
Cieciwa bedzie dluzsza od boku
trójkata, jesli ten punkt bedzie
oddalony od srodka kola o mniej
niz 1/2 promienia. Punkty takie
wypelniaja odcinek o dlugosci
równej polowie srednicy. Poniewaz
zas punkty odpowiadajace
wszystkim cieciwom wypelniaja
cala srednice, to szukane
prawdopodobienstwo wynosi

nie Jest istotne polozenie jednego
z konców cieciwy. Mozemy wiec
przyjac, ze cieciwa wychodzi
z ustalonego punktu okregu i jest
wobec tego jednoznacznie
wyznaczona przez kat, jaki
tworzy ze styczna do okregu
w tym punkcie. Cieciwa bedzie
dluzsza od boku trójkata, jesli
kat ten bedzie lezal w przedziale
<n/3, 2n/3), którego dlugosc
wynosi n/3. Katy odpowiadajace
wszystkim mozliwym cieciwom
wypelniaja zas przedzial o dlugosci
n - zatem szukane

prawdopodobienstwo wynosi

cieciwa bedzIe dluzsza od boku
trójkata wtedy i tylko wtedy, gdy
jej srodek bedzie leZal wewnatrz
kola wpisanego w dowolny taki
trójkat. Obszar zajmowany przez .
srodki cieciw dluZszych od boku
trójkata jest wiec kolem otwartym
o promieniu o polowe mniejszym
od promienia danego kola, zatem
ma pole równe 1/4 pola kola.
Poniewaz zas srodki wszystkich
mozliwych cieciw wypelniaja
cale kolo, to szukane
prawdopodobienstwo wynosi

1

2
1
3

TYLE MOZE MATEMATYKA,

l
4

gdy stosuje sie ja do niesprecyzowanego zagadnienia: co to jest bowiem "przypadkowa cieciwa"?
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ZROBIMY ODKRYCIE

Przewodnik, w którym plynie prad elektryczny, zachowuje sie jak magnes. Nie bedziemy niestety pierwsi. O 157 lat
wyprzedzil nas Hans Christian Oersted (czytaj: Ersted), fizyk dunski. Nie powinno nas to zrazac, tym bardziej ze
robienie odkryc jest zawsze swietna zabawa. Na wstepie musimy sie odpowiednio zaopatrzyc w przenikliwe
spojrzenie na otaczajacy nas swiat, podniosly nastrój oraz pare drobiazgów. Oto one.
1. Gleboki talerz napelniony woda. Ze wzgledu na konsekwencje nie zwiazane bezposrednio z eksperymentem
radzimy miedzy talerzem a stolem, na którym go postawimy, umiescic cerate.
2. Zwykla igla do szycia - raczej z tych mniejszych.
3. Kawalek cienkiego drutu - w terminologii naukowej ma to byc przewodnik jednozylowy o dlugosci okolo 30 cm.
Mozemy go uzyskac, rozdzielajac stary przewodnik dwuzylowy.
4. Co najmniej jedna plaska bateryjka 4,5 V. Dwie baterie rozszerzaja mozliwosci badawcze.
5. Zwykly olówek. Moze byc obgryziony. '
Mozna uzupelnic zestaw aparatury zwyklym magnesem sztabkowym oraz, ale to tylko osoby wyjatkowo sumienne,
zaopatrzyc sie w zeszyt do notatek czyli w dziennik laboratoryjny. W dzienniku zanotujemy, co nas w doswiadczeniu
zdziwilo.
A oto schemat postepowania i rady nad czym warto sie zastanowic.

] Na powierzchnie wody kladziemyostroznie igle.

t I~

I Tonie.

J~

-I Wycieramy igle i 'rece ..

Utrzymuje sie. j+----~
I~

Obserwujemy powierzchnie wody
wokól igly.

f!tfJ

ft:'Jj-" --

Dlaczego ostroznie, czy nie mozna
rzucic?

Kiedy tonie?

Dlaczego igla i rece musza byc
suche?

Dlaczego nie tonie? Przeciez jest
ciezsza od wody.

Czy na powierzchni wody jest
jakas blonka?

..
Igla lezy (a nie plywa, bo jest ciezsza od wody) na wodzie i najlzejsze tchnienie moze ja poruszyc. O to wlasnie
chodzilo - chcemy miec cos (obiekt), co reaguje nawet na bardzo male sily. Jezeli masz magnes, zbliz go z daleka
do igly, a zobaczysz jak zywo zareaguje. Chcemy zrobic odkrycie stwierdzajac, ze igla zareaguje równiez na przeplyw
pradu elektrycznego.
Przystepujemy do drugiej czesci doswiadczenia .

•



Czy mozna tak nawinac, aby mimo
przeplywu pradu igla nie
reagowala?

Pod jakim katem ustawila sie
igla do przewodnika?

Czy igla reaguje na obecnosc
przewodnika?

Czy igla reaguje teraz silniej niz
poprzednio?

Il
Zblizamy cewke, przez która]
plynie prad, do igly. I

~

ti'"TDlaczego ~i~ na stale? Przecie>

~ ,to wygodnIeJ.~

~~?~
/

~+):):) )
./ .

f1~
Doswiadczenie mozemy kontynuowac, uzywajac dwóch bateryjek polaczonych o tak zamiast jednej. Sile
oddzialywania na igle mozna ocenic z szybkosci ruchu igly. Mozliwosci doswiadczen sa bardzo duze i równie duzo
jest do zrozumienia i do przemyslenia. Nie dajemy odpowiedzi na postawione pytania? Znalezc je mozna w szkolnym
podreczniku fizyki do klasy 8-ej. Doswiadczenie, w którym igla wychyla sie pod wplywem pradu przeplywajacego
w pobliskim przewodniku, bylo pierwszym, w którym wykazano wlasnosci magnetyczne pradu stalego. Ruch igly
jest najprostszym przykladem pracy mechanicznej wykonanej przez prad. Stad juz tylko krok do budowy silników
elektrycznych. Dokonalismy rzeczywiscie wielkiego odkrycia - czy szkoda, ze spóznieni?

Ma/a De/te przygotowali: T. HOFMOKL, T. B. IWINSKI, P. NOWICKI

Równolegle do igly zblizamy
przewodnik nie polaczony z bateria.

rl

I Przewodnik laczymy z bater)'jka(tylko na krótko).

Il

l Obserwujemy ruch igly.

Il
Nawijamy drut na olówek­
tworzymy mala cewke o kilku
zwojach.

A c

Rozwiazanie zadania z wrzesniowej Radio-Delty.
Zadanie: Po wewnetrznej stronie okregu Ol toczy sie okrag 01.
Srednica okregu 01 jest dwukrot!1ie mniejsza niz srednica okregu
Ol. Wykazac, ze kazdy punkt okregu 01 porusza' sie po pewnej
srednicy okregu Ol

Rozwiazanie:
Niech P bedzie srodkiem okregu Oh a R srodkiem okregu 01.
R' niech bedzie srodkiem 0/ - obrazu okregu 01 po przetoczeniu

----.. .
sie po luku AB. Punkt A' jest róznym od P punktem przeciecia

srednicy AC okregu Ol z okregiem O;. Dowód sprowadza sie do
----.. ----..

wykazania, ze dlugosci luków AB i A'B sa równe.
Policzmy:

•......•..

AB= Ap· ./;.APB
•......•..

A'B= BR'· ./;.A'R'B= 1/2 Ap·2· ./;.A'PB= Ap· ./;.APB.

A oto terminy nastepnych audycji:
W pazdzierniku - 6 o godzinie 1000 i 8 o godzinie 1300

W listopadzie - 3 o godzinie 1000 i 5 o godzinie 1300

W grudniu - 1 o godzinie 1000 i 3 o godzinie 1300

AUdycje sa nadawane w programie IV PR.
Nasz adres: Polskie Radio

skrytka pocztowa 46
00-950 Warszawa
Radio-Delta
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Laboratorium w domu
Dr Jan A. GAJ

Uczymy sie u nietoperza: ultradzwiekI

A glifie te zastosowania praktyczne?

Z szeregu zastosowan ultradzwieków mozesz spróbowac wykonania pluczki
ultradzwiekowej - zanurzajac koniec oscylujacego ferrytu do wody w probówce
wprawiamy ciecz w silne drgania. W ten sposób mozna czyscic bardzo
skomplikowane przedmioty z zakamarkami, do których trudno byloby dostac
sie w inny sposób.

Hyc moze, Czytelniku, zechcesz wybiec poza ograniczenia, jakie narzucaja nam
praktyczne mozliwosci laboratorium w domu i zapytasz o praktyczne zastosowania
ultradzwieków, które byloby trudno zrealizowac w warunkach domowych.
Pierwszym urzadzeniem, o którym byla mowa juz na wstepie, jest

BO 251

- +
1---1

6 baterii plaskich
S)J

100 zwojów
Rys. I

Rys. 2

Magnetostrykcja: zmiana wymiarów ciala pod
wplywem pola magnetycznego. Typowymi
materialami magnetostrykcyjnymi .~<l nikiel

oraz ferryty.

Ultradzwieki: fale sprezyste o czestosci

przekraczajacej górna granice slyszalnosci
czlowieka. Przecietny czlowiek slyszy dzwieki

o czestosciach 16 Hz-16 kHz. Fale akustyczna

o czestosciach nizszych niz dolna 2ranica

nosza nazwe infradzwieków.

Wiesz z pewnoscia, ze sympatyczne to zwierzatko stosuje echosonde od czasów
niepamietnych, co znakomicie ulatwia mu omijanie przeszkód w czasie nocnych
lotów. Nie mozemy wiec pretendowac do oryginalnosci; mimo to warto
popróbowac nasladownictwa i wytworzyc ultradzwieki samemu. Jaki bedziemy
mieli z nich pozytek? Zastrzegam sie od razu, ze echosondy nie zbudujemy.
Wykonamy jednak kilka interesujacych doswiadczen, zwiazanych miedzy innymi

. I zastosowaniami praktycznymi tych fal. Ale do rzeczy ~ zabieramy sie do pracy,
rurka z papIeru ... C1vli

(luzno przesuwajaca Sie po antenie) -

) U]])))1D Wyt\\ar/.amy ultradzwiekiantena ferrytowa I __"" . Wykorzystamy w tym celu zjawisko magnetostrykcji w precie ferrytowym.
Znakomicie nadaje sie do tego antena ferrytowa o rozmiarach olówka. Do
pobudzenia jej do drgan nalezy nawinac na nia okolo 100 zwojów drutu
miedzianego, w emalii lub innej izolacji, o srednicy 0,3 mm (rys. 1). Przez to
uzwojenie bedziemy przepuszczac prad zmienny wytworzony przez generator
skladajacy sie z czterech tranzystorów, paru oporników i kondensatorów, którego
schemat przedstawia rys. 2. Jezeli nie przeraza Cie perspektywa zmontowania
dosc prostego obwodu (a takze - co nieraz moze byc glówna trudnoscia­
zdobycia czesci), otwiera sie przed Toba swiat dzwieków nieslyszalnych. Czy
rzeczywiscie? No, przynajmniej dla czlowieka - na przyklad psy slysza drgania
(l wyzszej czestosci niz ludzie. Imy potrafimy jednak znalezc sposób na wykrycie
ultradzwieków. Najprosciej, trzymajac pionowo precik ferrytowy naniesc na jego
koniec kropelke wody. Nastepnie (uprzednio wlaczylismy generator) zmieniamy
czestosc potencjometrem P dopóki nie natrafimy na rezonans. Poznamy go po
wrzeniu wody. W temperaturze pokojowej? - zapytasz z niedowierzaniem.
Dlaczego nie - ultradzwieki biegnac przez wode wytwarzaja na przemian
obszary zgeszczenia i rozrzedzenia. W tych ostatnich (przy odpowiednim
natezeniu ultradzwieków) cisnienie spada ponizej cisnienia pary nasyconej-
a wiec woda wrze.
Drugim objawem silnych drgan ultradzwiekowych jest wrazenie sliskosci preta
ferrytowego, gdy go trzymamy w rece. Mozemy tez dotknac jego koncem
zawieszonej na nitce pileczki pingpongowej - odskoczy ona pod wplywem
drgan. Zapytasz pewnie mimo wszystko

Rys, J

F( 'IIOSONDA

Urzadzenie to sluzy, jak wiadomo, do pomiaru glebokosci wody przez statki,
a takze do okreslania polozenia róznych obiektów pod woda: na przyklad lawic
ryb lub - w marynarce wojennej - okretów podwodnych nieprzyjaciela. Zasade
Jzialania echosondy ilustruje rysunek 3. Fale ultradzwiekowe sa wysylane przez
lasilany z generatora przetwornik jako krótkie impulsy. Po odbiciu od dna lub
innej przeszkody ultradzwieki powracaja do statku. Teraz zostaja zamienione
przez detektor (czesto bywa nim ten sam przetwornik, który je wyslal) na
drgania elektryczne i po wzmocnieniu doprowadzane sa do wskaznika,
okreslajacego na podstawie czasu, który uplynal od wyslania do powrotu impulsu
ultradzwiekowego, odleglosc przeszkody od statku. Wskazniki takie
bywaja róznej konstrukcji, miedzy innymi stosuje sie urzadzenia rejestrujace
wskazania echosondy na tasmie papierowej.

PRZETWORNIK~ .::;::'OETEKTOR

~ .::;
~.::?:'~::;;-/"

~

tO



Ekran oscyloskopowego wskaznika
echosondy

Rys.4

Rozstrzygniecie konkursu samych
zwyciezców z "Delty" 311977
Zadaniem konku~u bylo wyk(lnilnie

i przyslanie dzialajacego modelu pompki
wodnej. Zadanie to zostalo wykonane pr,CL S

uczestników. N iestety wiekszosc pompek

dzialala w zasadzie symbolicznie, nie

wytwarzajac znaczacej róz,nicy cisnien.

Zdec)'dowanie na kof7.YSc wyrózniala sil(

pompka nadeslana przez kol. Zbigniewa
Kamieniaka z Olesnicy, która dawala
podcisnienie okolo 0,2 al (co w przeliczeniu
na obowiazujace jednostki wynosi okolo 20 kPa

kilopaskali). Pompka wykonana byla z rurek
szklanych i korków polietylenowych.

Pozostale pompki wykonane b)ly z róznych
materialów: szkla, metali i tworzyw

sztucznych. Niektóre pompki przedstawiono
na fotografiach. A oto pelna lista
nagrodzonych·

Zbigniew Kamieniak, 56-400 Olesnica,

uJ. 22 Lipca 15 m. 4, zestaw do

doswiadczen chemicznych
Tomasz Pawlus, 39-200 Debica,

uJ. Glowackiego 13 m. 20,
Maciej Kaczmarczyk, 81-310 Gdynia,

ul. Slaska 50 m. 3,

Jacek Pacho1czyk, 00-927 Lódz
ul. Limanowskiego 174/76 m. 1066.

Adam Kordaszewski, 32-300 Olkusz,
ul. Sklodowskiej 29.
- nagrody ksiaikowe.

Jednym Z pojeciowo najprostszych rozwiazan jest uzycie oscyloskopu, do którego
doprowadza sie zarówno impuls z generatora, jak i impuls odbiciowy z detektora.
Przy okreslonej predkosci podstawy czasu, to jest poziomego ruchu plamki
na ekranie oscyloskopu, odleglosc miedzy impulsem wyslanym a odbitym na
ekranie jest miara glebokosci wody, mozna wiec zaopatrzyc ekran w skale
w metrach jak na rysunku 4.
Istnieje jeszcze jedno zastosowanie ultradzwieków bardzo bliskie opisanemu
wyzej, a mianowicie

DLFEKTOSKOPIA ULTRADZWI~KOW A

Z pewnoscia slyszales, ze przy pomocy ultradzwieków "przeswietla" sie
nieprzezroczyste przedmioty dla wykrycia w nich niewidocznych z zewnatrz
defektów lub na przyklad w celu dokonania pomiaru grubosci blachy. Metoda
echa, w której dzialanie defektoskopu jest najbardziej zblizone do dzialania
echosondy, jest tylko jedna z metod stosowanych w defektoskopii. Mozna tez
przepuszczac ultradzwieki przez badany przedmiot - obecnosc defektów objawi
sie w postaci zmniejszenia amplitudy odbieranego z przeciwnej strony przedmiotu
sygnalu. Metoda ta nosi nazwe metody cienia. Z pozostalych metod wymienie
jeszcze metode drgan wlasnych, w której uderzony przedmiot sam wytwarza
drgania, a ich widmo jest analizowane przez defektoskop. Wymieniam ja dlatego,
ze kazdy z nas jest w taki defektoskop wyposazony, z ta róznica, ze dziala on
w obszarze czestosci dzwiekowych. Oczywiscie, jest to nasze ucho! Kiedy kupujemy
szklanki, sprzedawczyni stuka w kazda z nich dla upewnienia sie, czy nie jest
peknieta. W ten sposób stosuje ni mniej ni wiecej tylko metode drgan wlasnych
defektoskopii dzwiekowej.
Czy to juz wszystko? - zapytasz. Zastosowan ultradzwieków jest jeszcze wiele,
w szczególnosci zastosowan badawczych w fizyce i diagnostycznych w medycynie,
zapewne jednak, zamiast o nich czytac, bedziesz wolal zajac sie doswiadczeniami.

Rozwiazanie zadania F 46

Analize wymiarowa mozna stosowac do wielkosci mierzalnych, tj. takich, dla których istnieje sposób porównywania

l pewna wielkoscia uznana za jednostke. Potencjal taka wielkoscia nie jest ..
Potencjal, podobnie jak energia potencjalna. jest okreslony z dokladnoscia do stalej add:-(~wnej. Oznacza to, ze sens
fi.l.Yczny maja (czytaj: daja sie zmierzyc) jedynie róznice potencjalu, a nie sama wartosc potencjalu. Dodanie do

wszystkich wystepujacych w problemie potencjalów tcj samej, dowolnej stalej nie zmienia zadnej mierzalnej wielkosci
fi7.ycznej. Wprawdzie zdarza sie. ze czasami mówimy o potencjale nie podkreslajac. ze chodzi o róznice potencjalów,

Jednakze jest to tylko pewien skrót myslowy, który mozemy stosowac wtedy, gdy wiemy, wzgledem czego ten potencjal

mierzymy. Czesto przyjmuje sie, ze potencjal jest równy zeru w nieskonczonosci (np. dla ladunku punktowego),

w srodku ukladu wspólrzednych (np. dla sily odsrodkowej) lub na powierzchni Ziemi (np. w radiotechnice).

W rzeczywistosci mówiac o potencjale mówimy wtedy o róznicy potencjalów w rozwazanym punkcie i w punkcie,

którego potencjal - korzystajac z mozliwosci dodawania dowolnej stalej - przyjeto za równy zeru.

W zwiazku z tym zalozenie, ze w ukladzie CGS potencjal V pochodzacy od naladowanej nici zalezy tylko od 'I i r,
jest nieprawdziwe. O potencjale w rozwazanym ukladzie mozemy mówic jedynie w znaczeniu omówionym wyzej,

majac na mysli róznice potencjalów w punkcie odleglym od nici o r i w punkcie odleglym od nici o ro. takie, ze

V(ro) ~ o. Tak rozumiany potencjal w ukladzie CGS powinien zalezec od 'I, r i ro. Najogólniejsza postac V, jaka

mozna z tych parametrów zbudowac, jest nastepujaca

V = stala . 'I'[(rlro),

gdzie f jest bezwymiarowa funkc.ia stosunku r/ro. Widzimy, ze teraz nie dostajemy paradoksu. Wprawdzie nie dostajemy

tez konstruktywnej odpowiedzi, jezeli chodzi o potencjal V, bo przeciez nie znamy funkcji f. ale to juz inna sprawa

(w celu wyznaczenia postaci funkcji [nalezaloby skorzystac z addytywnosci potencjalu - otrzymanie konkretnej

postaci funkcji [przy uzyciu jedynie metod analizy wymiarowej, bez wykorzystania wspomnianej wyzej addytywnosci

potencjalu lub innej wlasnosci równowaznej, jest niemozliwe).

W ukladzie SI oprócz rozwazanych parametrów nalezaloby uwzglednic jeszcze przenikalnosc dielektryczna prózni

'0. która w SI nie jest wielkoscia bezwymiarowa. Poza tym rozwazania w ukladzie SI nie róznia sie od rozwazan w CGS.

Koncepcja niniejszego zadania pochodzi od dra hab. Andrzeja Szymachy. Czytelników, którzy odkryja szczególnie

ciekawe paradoksy l do jakich moze prowadzic niefrasobliwe stosowanie analizy w/miarowej, prosimy o podzielenie
sie swymi uwagami z Redakcja.
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Fale eksplodujace Doc. dr Antoni KUSZELL

W poprzednim artykule (Delta 4/1976) omawialismy podstawowe róznice pomiedzy
wlasnosciami rozwiazan równan liniowych i nieliniowych, a zwlaszcza analizowalismy
szczególowo dziwne wlasnosci rozwiazan równania -Kortewega - de Vriesa. Teraz, kontynuujac
nasza dyskusje, zapoznamy sie z pewnymi niecodziennymi wlasnosciami ukladu oddzialujacych
fal. Rozwazmy fale pewnego rodzaju (np. fale dzwiekowe, elektromagnetyczne, plazmowe,
spinowe itd.) rozchodzace sie w jakims osrodku. Jesli fale te maja mala amplitude, to moga
rozchodzic sie niezaleznie. Kazda z fal opisywana jest wtedy pewnym równaniem liniowym (np.
równaniem falowym). Jesli mozemy zaniedbac procesy przekazywania energii od fali do osrodka,
to fala o okreslonej czestosci moze byc zapisana w postaci

gdzie IX - oznacza typ fali, a: jest stala w czasie amplituda fali, zas czestosc w"'(k) zalezy od

wektora falowe~o( dlugoSC fali ). = ~). Uwzglednienie przekazywania energii od fali do osrodka

(np. zamiana drgan na cieplo) prowadzi do pojawienia sie efektu tlumienia. Istnieja jednak
uklady fizyczne, w których energia przechodzi od osrodka do pewnego typu fal. Fale takie
narastaja w czasie i sa nazywane falami niestabilnymi. Wprowadzilismy tutaj bardzo wazne
pojecie stabilnosci. Dla fizyka (matematycy oczywiscie wprowadza to pojecie inaczej, bardziej
precyzyjnie) jakies rozwiazanie (stan) bedzie stabilne, jesli male zaburzenie stanu poczatkowego
nie doprowadzi w czasie ewolucji do narastania róznicy miedzy rozwiazaniem zaburzonym
aniezaburzonym.
Wracajac do naszych fal, oddzialywanie liniowe fal o malej amplitudzie z osrodkiem mozna
opisac równaniem

d- '"

dt ak = -y a:,

a: cos (cil'-(k)t-xk),(1)

(2)

(5)

gdzie amplituda ak oczywiscie zalezy teraz od czasu. Jesli y > O, to mamy tlumienie, a gdy
y < O - niestabilnosc.
Zwiazek pomiedzy czestoscia a wektorem falowym

m w=~W
nazywamy zwiazkiem dyspersyjnym. W danym osrodku moze jednoczesnie rozchodzic sie wiele
fal o róznych zwiazkach dyspersyjnych.

Zupelnie inaczej wyglada sytuacja,.gdy co najmniej jedna z fal ma duza amplitude. Fala taka
modyfikuje osrodek, w którym sie rozchodzi. Na przyklad fala dzwiekowa o duzej amplitudzie
powoduje powstanie lokalnych (poruszajacych sie z fala) zgeszczen i rozrzedzen, a wiec do
osrodka jednorodnego wprowadza niejednorodnosci. W tak zmodyfikowanym osrodku druga

fala moze poruszac sie inaczej niz w os'rodku, w którym pierwSza fala nie istnieje. Zjawisko to
nazywamy oddzialywaniem fal. Modyfikacja osrodka jest w przy!?lizeniu proporcjonalna do
amplitudy odpowiedniej fali. A wiec w pierwszym przyblizeniu przyczynek do czlonu opisujacego
szybkosci zmian amplitudy, pochodzacy od oddzialywania fal, jest forma kwadratowa amplitud
oddzialujacych fal.
Zajmiemy sie tutaj bardzo specjalnym, tak zwanym rezonansowym, oddzialywaniem fal.

Wyobrazmy sobie osrodek, w którym rozchodzace sie fale maja nastepujaca wlasnQsc: dla
pewnych wektorów falowych k, k 1 spelniony jest warunek:

(4) w"(k) = w/l(k1)+wY(k-k1);

gdzie indeksy IX, {l, Y oznaczaja fale o róznych zwiazkach dyspersyjnych (badz fale, moga byc

identyczne). Takie czestosci i odpowiadajace im wektory falowe bedziemy nazywac r~zonansowymi.
Istnienie rezonansu trzech fal pociaga Za soba glebokie konsekwencje. Jak zobaczymy,
sprzezenie nieliniowe moze calkowicie zmienic zachowanie amplitud fal w czasie. Dla
uproszczenia naszych rozwazan wyobrazmy sobie, ze w naszym ukladzie istnieja jedynie trzy falc

oznaczone odpowiednio indeksami (IX, k), ({l, k1) oraz (y, k1), gdzie IX, {l i y oznaczaja typ fali,
zas k, k1 oraz k1 odpowiednie wektory falowe. PO,niewaz zalozylismy, ze w ukladzie istnieja tylko

trzy fale, mozemy opuscic bez mozliwosci pomylki indeksy wektorów falowych. Bedziemy wtedy
mogli napisac nastepujace równania rózniczkowe opisujace, amplitudy tych fal:

d
.- a•• = - 1'••a••+AIMa/la6dt , ••

d
-a/l = -1'pap+Ap"6a ••a6dt

d ••
- a6 = -1'6a6+ A/a ••ap.dt

Zjawiska nazywamy rezonansowymi, gdy
zachodza dla pewnych, scisle okreslonych
zwiazków miedzy czestosciami drgan fal. Na
przyklad, w ukladach liniowych na pewno
nastepuje rezonans przy czestosciach
pobudzenia równych czestosci wlasnej ukladu.
W ukladach nieliniowych relacje rezonansowe
Sil bardziej zlozone, a formula (2) przedstawia
najprostsza z nich.

Dla fal spelniajacych proste równanie falowe
(np. fale elektromagnetyczne w prózni)
zwiazek dyspersyjny jest bardzo prosty

w=c·k.

Fale takie nie wykazuja zjawiska dyspersji,

a predkosc fazowa vr = ~ jest równa

predkosci grupowej VI = ~. Podobny

jest zwiazek dyspersyjny dla fal dzwiekowych.
Jednakze te same fale elektromagnetyczne
w osrodku materialnym maja juz zwiazek
dyspersyjny bardziej zlozony i VI ~ VI'
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I'rzyjmijmy na poczatek dalsze uproszczenie, a mianowicie polÓZmy wszystkie y« = O, co
oznacza, ze fale nie sa tlumione liniowo. Zauwazmy teraz, ze przez proste podstawienie

(1)

(8)

Przyklad relacji rezonansowej

w«(k) =~.':= ~
T« 6

wP(k,) = 2::.. = ~
Tp 10

wY(k-k,) = _~_= _1-
Ty 15

T oznacza okres

x y z
(6) a", = ----:=:c:cc:c:-c:-c:'" , ap = ~==_, a" = -==-=

Y/Ap"IIA6PI YIA~"IIA6PI YIAp"IIA~"1

równania (5) przeksztalcimy do duzo prostszej postaci. W podstawieniu (6) symbolem lAI
oznaczylismy wartosc bezwzglednll liczby A. Uklad równan mozna teraz zapisac w postaci:

x = UIYZ

y = U2XZ

Z = U3XY,

gdzie kropka nad odpowiednia amplituda oznacza pochodna wzgledem czasu, a wspólczynniki
(T, (i = l, 2, 3) moga przyjmowac jedynie wartosci ± l. Zauwazmy tutaj, ze (dla dodatnich
amplitud x, y, z) a = + l oznacza narastanie, zas a= -l tlumienie. Istnieja jedynie dwa istotnie
rózne przypadki, gdy wszystkie Ul sa tego samego znaku oraz gdy jedna z nich jest innego znaku
Zachowanie sie rozwiazan jest w obu tych przypadkach diametralnie rózne.
Zobaczmy teraz, ze pewne funkcje naszych amplitud sa stale w czasie. Aby to zauwazyc,
pomnózmy stronami równania (7) odpowiednio przez x, y i z. Otrzymamy wówczas nastepujacy
uklad równan:

. l d 2
XX = ---x = Utxyz

2 dt

l d
yy = __ y2 = U2XYZ

2 dt

l d
zz = - - Z2 = U3XYZ,

2 dt

Zauwazmy, ze lewe strony równan sa proporcjonalne. Kombinujac odpowiednio równanie
pierwsze z drugim oraz pierwsze z trzecim, otrzymujemy dwa zwiazki:

(9)

d d
U2 -- X2-al - y2 = O

dt dt

d d
U3 -- X2-al - Z2 = O.

dt dt

Zwiazki te mozna scalkowac i wtedy otrzymamy dwie zasady zachowania (funkcje zmiennych
dynamicznych - w naszym przypadku amplitud - sa stale w trakcie ewolucji). Nasze zasady
zachowania zapiszemy nastepujaco:

(10) U2x2-aly2 = Ch

U3X2-UIZ2 = C2, gdzie Ct i C2 sa stalymi calkowania.

Znalezienie i zbadanie stalych ruchu jest pierwsza czynnoscia fizyka przy badaniu danych równan,
Badania takie dostarczaja duzo informacji o wlasnosciach rozwiazan, W naszym przypadku
widac, ze jesli Ul jest innego znaku niz U2 i a3, to zwiazki (10) mozemy przepisac

Ix12-ly12 = C~'
IxI2_\ZJ2 = C~.

(11)

(12)

X2+y2 = C;
X2+Z2 = C~

Latwo teraz wywnioskowac, ze jezeli amplitudy x, y, z w chwili t = O byly ograniczone, to beda
ograniczone dla kazdej chwili czasu t > O i wtedy modyfikacja ewolucji liniowej nie jest
dramatyczna.
Natomiast w sytuacji, gdy wszystkie Uj (i = l, 2, 3) sa tego samego znaku, obraz bedzie
calkowicie rózny. Nasze zasady zachowania mozna przepisac w postaci:

5

8

4

6

amplituda
att)

10

7

Lalci.nosc amplitud od cz.asu opisana
wzorem (13) dla

3

l l I
ao = l, 2' ""3' '4

l
(13) x(t) = y(t) = z(t) = --to-t
sa rozwiazaniami naszych równan (6), z bardzo specjalnym warunkiem poczatkowym:

Teraz nie tylko naSze stale ruchu nie musza byc dodatnie, ale nie mozemy juz dluzej wnioskowac
o ograniczonosci amplitud. Mozna sobie bowiem doskonale wyobrazic, ze amplitudy rosna
nieograniczenie, a ich kombinacje (12) sa ograniczone. Jak za chwile sie przekonamy, naSze
równania (1) opisuja wlasnie taki wzrost. Mozna skorzystac z zasad zachowania do
wyeliminowania zmiennych y i z. Otrzymamy wtedy równanie pierwszego rzedu o zmiennych
rozdzielonych, które latwo mozna scalkowac. Wtedy jednakze otrzymamy rozwiazanie w postaci
uwiklanej i wystapia tam calki tak zwane eliptyczne. Dyskusja takiego rozwiazania jest trudna
i zawiklana. Dlatego podamy tutaj rozwiazanie szczególne, które jest bardzo proste i ma wszystkie
wlasnosci rozwiazania problemu w przypadku ogólnym. Dla ustalenia uwagi polózmy
a, = a2 = U3 = l. Latwo sprawdzic, ze funkcje

4 czas32o

2
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Wrócmy teraz do sytuacji, w której istnieje tlumienie liniowe. Znów dla uproszczenia przyjmijmy,
ze wszystkie wspólczynniki (dekrementy) tlumienia sa równe. Rozpatrzmy uklad równan:

x = -yx+yz
y = -yy+xz
Z = -yz+xy.

(14)

(15)

I
X(O) = y(O) = Z(O) = - ,

to

co odpowiada równym zeru stalym C~',C~'we wzorze (12). Jak wiec widzimy, nasze równanie
ma rozwiazanie, które staje sie nieograniczone dla skonczonej chwili czasu l = lo. Jak juz
mówilismy, zachowanie takie jest mozliwe jedynie dla ukladu nieliniowego. Ze wzgledu na ten
nieograniczony wzrost w chwili to, zachowanie takie nosi nazwe niestabilnosci eksplozyjnej.

ao<r

att)

r='(

to

Zaleznosc amplitud od czasu w obecnosci
tlumienia Latwo mozemy zauwazyc, ze przez zamiane zmiennych:

a = e-yt _I __
1'0- T

T = ~ (J -e-yl)
y

d
-X(T) = Y(T) ZeT)
dT

d
- Y(T) = X(T) ZeT)
dT

d
- ZeT) = X(T) Y(T).
dT

(16)
l x(t) = e-yIX(T)

T = -- {l-e-YI} oraz y(t) = e-yIY(T)
y zet) = e-yIZ(T)

uklad mozna zapisac w postaci:

(17)

I
Y (l-e-yIO)TO =

Równania te sa identyczne z ukladem (1), którego rozwiazania uprzednio badalismy. Mozemy
wiec rozwiazania napisac w postaci:

Zwrócmy tu uwage na istotna róznice w stosunku do rozwiazan (13) dyskutowanych uprzednio.

, J)A mianowicie zauwazmy, ze zmienna T zmienia sie w skonczonych granicach (O, Y . Tak wiec,
jesli wartosci poczatkowe, które wyznaczaja czas eksplozji-
(18)

l
X(T) = Y(T) = ZeT) = --

TO-Y

l
T = -- {l-e-YI}.

y

Rozwil\Zllnie zadania M Ul
Zauwazmy, ze z zalozenia, jz wymienione
w zadaniu punkty sa rózne. wynika, ze
rozJozone sa one na okreau w podanej
ltolcinoSci. Niech °bedzie srodkiem okreau.

(19) X(O) = Y(O) = Z(O) =
TO

sa mniejsze od wartosci progowej

(20) IX(O)I = IY(O) I = IZ(O)I ~ )',

Z twierd2enia o k~ie wpisanym wynika,

"
ze iC P,OP, = iC P,OP, = iC p,OP. = '2'
Tr6jk"ty 1',01',. 1',01',. P,OP. a takze

1'.01', "" wieo: prZYsl~,mi tr6jk"tami

p,ostoqtnymi. ~ P,P, = P,P, = p,p ••
iC p,p,p. = iC P,P.O+ iC OP.p. =
=!!.. + ~ =!!.. ipodobnie ;:P,p,p.= !!..4 4 2 2
zatem p,p.p.p.jcst kwadratem.

to rozwiazanie jest ograniczone dla wszystkich czasów. Dopiero gdy wartosci poczatkowe
amplitud przekrocza wartosc progowa (20), rozwiazanie eksploduje. Warto tu dodac, ze
podstawowe wnioski, takie jak: istnienie rozwiazania nieograniczonego oraz pojawienie sie
efektu progowego przy obecnosci tlumienia zostalo potwierdzone w przypadkach ogólnych
(rózne dekrementy tlumienia lub szersza klasa warunków poczatkowych) badz na drodze analizy
numerycznej, badz tez w niektórych przypadkach przez analize rozwiazan analitycznych.

Wydawac by sie moglo, ze omawiany problem jest problemem czysto akademickim. Jest

przeciez sprawa oczywista, ze mozna pisac równania o rozwiazaniach majacych najdziwniejsze
wlasnosci. Jednak w naszym wypadku nie jest az tak zle. Istnieje szereg zjawisk fizycznych;

w których oddzialywania nieliniowe fal ?dgrywaja decydujaca role. Omówimy tutaj jeden taki
przyklad, który odgrywa wazna role we wspólczesnej fizyce plazmy. Chodzi mi tutaj o nieliniowe
oddzialywanie silnej fali elektromagnetycznej (mam tu na mysli np. wiazke lasera duzej mocy)
z falami plazmowymi. Takie oddzialywanie mozna sobie wyobrazic w ten sposób, ze silne pole
elektromagnetyczne fali polaryzuje plazme i fale plazmowe beda sie rozchodzily w osrodku
zmodyfikowanym w stosunku do plazmy bez pola. Uwzgledniajac te modyfikacje warunków
propagacji fal plazmowych, znajdujemy wspólczynniki nieliniowego oddzialywania fal. Okazuje
sie, ze w tym szczególnie waznym wypadku równiez jest mozliwy rezonans, tyle tylko, ze
czterech, a nie trzech fal. Równania sa podobne, a co najwazniejsze, wystepuje niestabilnosc
eksplozyjna. Nie nalezy jednak zapominac, ze w przyrodzie wystepuja fale róznych dlugosci,
które ze soba jednoczesnie oddzialuja. Dlatego rozwazania o oddzialywaniu jedynie trzech
(czterech) fal sa daleko idaca idealizacja sytuacji fizycznej, a pojawienie sie niestabilnosci
eksplozyjnej - jedynie wskazówka, ze oddzialywania nieliniowe moga prowadzic do nowych
ciekawych efektów .

••



AA'=AA"= vI

AB=vsl

sin et = AA' _ v
AB -V;

Rys.1

w aerodynamice stozek ten nos i n;ll\~ ~ ~tt..-'J'.l...a

Macha.

Tak na przyklad badajac nieliniowe oddzialywanie fali lasera z falami plazmowymi (o róznych
dlugosciach fal) dochodzimy do wniosku o istnieniu efektywnego mechanizmu przekazywania
energii od fali lasera do plazmy. Na podstawie skomplikowanych rachunków mechanizm
ten mozna sobie wyobrazic jako tworzenie sie obszarów o obnizonej gestosci, które podczas
ewolucji kurcza sie gwaltownie. Zaburzenia zas o malych wymiarach (krótkie fale) szybko
sie rozpadaja (dysypuja), a ich energia przechodzi w energie termiczna plazmy. Omówilismy
tutaj ten przyklad dosyc szczególowo ze wzgledu na jego znaczenie przy próbach otrzymania
kontrolowanej reakcji termojadrowej na drodze grzania plazmy laserem.
Jednak niestabilnosci omawianego typu odgrywaja istotna role i w innych dzialach fizyki.
Wydaje sie, ze zjawiska takie jak turbulencja i przejscia fazowe sa wywolane podobnym
mechanizmem. Widzimy wiec, ze omawiane oddzialywanie rezonansowe jest z jednej strony
pieknym przykladem dziwnego zachowania ukladów nieliniowych, a z drugiej strony wystepuje
w wielu zjawiskach fizycznych~

Promieniowanie Czerenkowa

Doc. dr Jerzy BARTKE

Promieniowanie noszace obecnie nazwe promieniowania Czerenkowa ma bardzo
interesujaca historie. Maria Sklodowska-Curie i inni badacze promieniotwórczosci
zaobserwowali juz na poczatku naszego stulecia, ze roztwór soli radu oraz rózne
substancje przezroczyste umieszczone w poblizu silnych preparatów
promieniotwórczych emituja niebieskawe swiatlo. Wiedziano juz wtedy, ze pod
wplywem promieniowania cial radioaktywnych wiele substancji swieci (zjawiska
fluorescencji i fosforescencji), totez nie przywiazywano do tego swiecenia
specjalnej wagi. Dopiero w 1934 r. P.A. Czerenkow rozpoczal systematyczne
badanie tego zjawiska i odkryl szereg interesujacych jego wlasnosci. Stwierdzil
on, ze swiecenie powstaje we wszystkich przezroczystych cieczach i cialach
stalych i ze jest silnie asymetryczne - emitowane w kierunku promieniowania
padajacego. Wlasnosci te oraz polaryzacja badanego swiecenia wskazywaly na to,
ze nie jest to zaden ze znanych rodzajów luminescencji. Ponadto Czerenkow
dowiódl, ze swiecenie powodowane jest przez elektrony wybijane z atomów
przez promieniowanie gamma - tzw. elektrony komptonowskie (od nazwiska
angielskiego fizyka Comptona), i natezenie swiecenia jest proporcjonalne do
dlugosci przebiegu elektronów w osrodku. LM. Frank i LE. Tamm podali
w 1937r. teorie tego zjawiska oparta na klasycznej elektrodynamice. Pokazali
oni, ze mamy tu do czynienia z nowym rodzajem promieniowania, które jest
emitowane w przypadku, gdy czastka naladowana porusza sie w osrodku
z predkoscia wieksza niz predkosc rozchodzenia sie swiatla (a wiec fali
elektromagnetycznej) w tym osrodku. Z podobna sytuacja, w której równiez
zródlo zaburzenia porusza sie w osrodku szybciej niz powodowane przezen
zaburzenie, spotkalismy sie juz w aerodynamice, na przykladzie ruchu ciala
w powietrzu z predkoscia wieksza od predkosci dzwieku (pociski, samoloty
ponaddzwiekowe). Byla o tym mowa w numerze 10/1975 Delty. Sytuacje
wyjasnia rys. 1.
Oznaczmy przez Vs predkosc ruchu zródla, a przez v predkosc rozchodzenia sie·
fali. Po uplywie pewnego czasu t zródlo fali przemiesci sie z A do B (odcinek
AB = Vs' t), a fala emitowana w punkcie A dojdzie do punktu A' (odcinek
AA' = V· t). Obwiednia wszystkich kolejno emitowanych fal jest stozek, którego
os pokrywa sie z trajektoria zródla, a kat rozwarcia spelnia zaleznosc:

. AA' V· t v
sm CI. = --- = - ...-- = .-- .

AB Vs' t Vs

Przenoszac te rozwazania do przypadku czastki poruszajacej sie z predkoscia
Vs = {Je w osrodku optycznym o wspólczynniku zalamania swiatla n, mamy
v = c/n, sin CI. = l/{Jn. Kat emisji promieniowania wzgledem kierunku ruchu
czastki wynosi {} = 90° - CI., mamy zatem

l
cos {} = -pn'

Wzór ten nosi nazwe wzoru Czerenkowa.

t5



Teoria Franka i Tamma podaje takze rozklad widmowy promieniowania
i wyjasnia jego polaryzacje (calkowita polaryzacja w plaszczyznie zawierajacej tor
czastki i kierunek emitowanego kwantu swiatla). Teoria ta zostala w pelni
potwierdzona przez dalsze badania doswiadczalne. Czerenkow, Frank i Tamm
otrzymali w roku 1958 nagrode Nobla.

Fakt, ze promieniowanie Czerenkowa zachodzi tylko dla czastek poruszajacych
sie z predkoscia wieksza od pewnej predkosci granicznej (równej predkosci
rozchodzenia sie fali swietlnej w osrodku, v = c/n), sugeruje mozliwosc
wykorzystania tego zjawiska do detekcji szybkich czastek. Zbudowany na tej
zasadzie licznik bedzie przy tym zupelnie nieczuly na ogromne na wet tlo czastek
o predkosciach mniejszych niz v = c/n. Kawalek jakiejkolwiek przezroczystej
substancji lub naczynie z ciecza lub gazem "ogladane" przez fotopowielacz
bedzie stanowic najprostsz)' typ licznika Czerenkowa - tzw. licznik progowy.
Próg licznika bedzie oczywiscie okreslony przez wspólczynnik zalamania swiatla
zastosowanej substancji "radiatora". Zauwazmy, ze za pomoca kilku liczników
progowych ó róznych wlasnosciach mozemy liczyc osobno czastki róznego
rodzaju w wiazce "mieszanej". Jest to typowa sytuacja spotykana w fizyce
wysokich energii. Sposród produkowanych w zderzeniach w tarczy akceleratora
czastek mozna, stosujac odchylenie w polu magnetycznym, wydzielic "wiazke"
o okreslonym pedzie p. Wiazka taka zawierac bedzie czastki róznych rodzajów­
np. mezony n+, mezony K + i protony. Ze wzgledu na rózne masy tych czastek
ich predkosci beda jednak sie róznic: mezony n beda naj szybsze, protony
najwolniejsze. Zastosowanie trzech progowych liczników Czerenkowa o tak
dobranych wlasnosciach, ze jeden bedzie czuly tylko na mezony n, drugi na
mezony n i K, a trzeci na wszystkie trzy rodzaje czastek, pozwalana okreslenie
skladu wiazki, a 'w polaczeniu z innymi detektorami (np. licznikami
scyntylacyjnymi czy tez komorami iskrowymi) - np. na badanie oddzialywan
czastek jednego okreslonego typu w takiej "mieszanej" wiazce bez koniecznosci
budowy kosztownych ukladów separacji wedlug mas.
Korzystajac z wlasnosci kierunkowych promieniowania Czerenkowa (porównaj
rys. 1) mozna zbudowac licznik czuly na czastki, których predkosci zawarte sa
w pewnym okreslonym przedziale, fJmin < fJ < fJmax. W tym celu nalezy
rejestrowac jedynie promieniowanie emitowane w przedziale katów {}l < {} < {}z,
gdzie {}I, {}z okreslone sa warunkami

=-
Rozwiazanie zadania H 137

l..atwo zauwazyc, ze-jako zbiór A. mozna
przyjac zbiór liczb parzystych P, jako B zas

zbiór liczb nieparzystych N.
Wykazemy teraz, ze dla kazdej pary zbiorów

At B spelniajacej warunki zadania jest
A ,.., B = 0. Gdyby bowiem istniala liczba

calkowita e nalezaca do A ,..,B, to dla
ustalonej dowolnej liczby calkowitej x byloby

x- e e A lub x- e e B. W kazdym jednak

przypadku (x- e)+ e = x e A ,.., B. Byloby

wiec Z c A ,.., B, a wiec A = B = Z, sk'ld

wynikaloby, ze Z-A = Z - B = 0, co

przeczy warunkom zadania.
Niech teraz p bedzie dowolna liczba parzysta.

P'. I I, I . I'
onlewaz p = 2" p + 2" p l 2" p lest Iczba

calkowita, wiec p jako suma liczb nalezacych

do tego samego zbioru nalezy do A.
Wykazalismy wiec. ze zawsze jest P c A.
Gdyby do A nalezala jakas liczba nieparzysta
nOtto poniewaz dla dowolnej liczby
nieparzystej n istnieje taka liczba parzysta
p, ze n = no+p. wiec wobec no EA. p E A

byloby n e A, czyli N c A, a zatem
Z = NuPcA.
Wykazalismy wiec, ze A = P, a poniewaz
A,..,B = 0, A uB =Z,zatem B =N.

zwierciodl~
/ / / \ \. \.

,'1" '\~przeslono
-1,1 ............-\'\,,/1 ~'\

WiqZkQ6",I,1 \\~'
= .~~/)~ :\, l'

/ ,~\\ /1/ '-
radiator \~ ...•.\ /~l;1 fotopowielacz

,',', //1'
\. \. \:f I /
\. \/\11~ I

cos {}I = -D- •• n 'm.n

l
cos {}2 = fJmax' n.

Rys.2-
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Oznaczmy wierzcholki czworoscianu literami
A, B, C, D. Niech BC = a, CA = b, AB= e,
DA = d, DB = ~,DC = f. Wspólna wartoscia
obwodów scian niech bedzie x. Mamy wiec

(I) a+b+c = x,

(2)

b+d+f= x,

(3)

c+d+e = x,

(<4)

a+~+f= x.

Z równan (I) i (2) oraz (3) i (<4)wynika

a+e = d+f.

e+d = a+f.

skad odejmujac stronami otrzymujemy równosc

a-d = d-a, a wiec a = d. Postepujac

podobnie z równaniami (I) i (3) oraz (2) i (<4)
otrzymujemy b = e, a nastepnie z równan (1)
i (4) oraz (2) i (3) wynika, ze e = f.
Udowodnilismy wiec, ze przeciwlegle krawedzie

czworoscianu maja równe dlugosci, skad
natychmiast wynika. ze sciany sa trójkatami
przystajacymi.

Istnienie takich czastek nie jest sprzeczne ze
szcugólna teoria wzglednosci pod warunkiem,

ze czastki te poruszaja sie zawsze szybciej
niz swiatlo w prózni.

Rysunek 2 pokazuje najprostszy typ takiego licznika, zwanego róznicowym.
Centralna przeslona i cylindryczne zwierciadlo powoduja, ze do fotopowielacza
dochodzi jedynie promieniowanie .Czerenkowa emitowane w pewnym przedziale
katów: Liczniki z ogniskowaniem swiatla za pomoca zwierciadel wkleslych
i ukladów soczewek pozwalaja na osiagniecie bardzo wysokiej zdolnosci
rozdzielczej, dochodzacej w najlepszych konstrukcjach do iJfJ/fJ ~ 10-5.
Istnieje jeszcze trzeci typ licznika Czerenkowa - tzw. licznik calkowitego
pochlaniania. Takie liczniki uzywane sa do pomiaru calkowitej energii kwantów
gamma lub elektronów przez rejestracje promieniowania Czerenkowa
pochodzacego od wtórnych elektronów. Jezeli wszystkie elektrony wtórne zostana
w liczniku zatrzymane, to wielkosc obserwowanego impulsu bedzie
proporcjonalna do calkowitej energii pierwotnego kwantu czy tez elektronu.

Licznik calkowitego pochlaniania moze wiec sluzyc jako spektrometr energii.
Jednym z pierwszych eksperymentów, w którym zastosowano liczniki
Czerenkowa, byl slawny eksperyment przy akceleratorze "Bevatron" w Berkeley,
w którym wykazano istnienie antyprotonów (1955 r.). Warto moze przypomniec.
ze w badanej wiazce na l antyproton przypadalo az 50000 mezonów n- !
W chwili obecnej licznik Czerenkowa stal sie jednym z waznych narzedzi fizyki
wysokich energii. Ze wzgledu na predkosci czastek bliskie predkosci
swiatla (fJ ~ I) stosuje sie przewaznie liczniki gazowe, Zmieniajac cisnienie gazu
w liczniku mozna w dogodny sposób zmieniac jego wlasnosci. Niektóre liczniki
tego typu sa bardzo duze - np. w Europejskim Osrodku Badan Jadrowych
CERN w Genewie zainstalowano ostatnio gazowy licznik Czerenkowa o objetosci
50 m3, czyli o rozmiarach sredniego pomieszczenia mieszkalnego.
Na zakonczenie ciekawostka. Niektórzy teoretycy dopuszczaja mozliwosc
istnienia czastek, tzw. tachionów, poruszajacych sie szybciej niz swiatlo w prózni.
Czastki takie emitowalyby promieniowanie Czerenkowa takze w prózni! To
wlasnie zjawisko postanowiono wykorzystac w eksperymencie majacym na celu
wykrycie tachionów, wynik eksperymentu byl jednak negatywny.
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Cialo, na które nie dziala sila, porusza sie ruchem jednostajnym,
prostoliniowym. Tak brzmi pierwsza zasada dynamiki klasycznej,
zwana zasada bezwladnosci. Czy nieklasyczne, kwantowe czastki
elementarne równiez sa bezwladne i nie zmieniaja swego ruchu przy
braku sil zewnetrznych? Zbiór wyników bardzo dokladnych pomiarów
polozenia elektronu wykonanych w jednakowych odstepach czasu
moze wygladac tak.

• •
Pomiary dla czastki klasycznej ukladalyby sie na linii prostej i lezalyby
w równych odstepach. A tu nie dostajemy ani ruchu jednostajnego,
ani prostoliniowego. Malo tego - pomiary powtórzone dla drugiego
takiego samego elektronu ukladalyby sie na zupelnie innej linii
lamanej. Tak chce mechanika kwantowa, a wlasciwie fundamentalna
w niej zasada nieoznaczonosci. Dokladny pomiar polozenia elektronu
wprowadza duza nieokreslonosc jego pedu, czyli predkosci.
Prawdopodobienstwo tego, ze ped elektronu bedzie mial wartosc
zmieniajaca sie w szerokim zakresie, staje sie stosunkowo
duze. Tak wiec pojecie toru elektronu nie ma w mechanice kwantowej
sensu. Nie ma tez sensu np. model atomu Bohra, w którym elektrony
poruszaja sie po torach kolowych. A co to jest tor klasyczny?
Dostajemy go, gdy mierzymy polozenie niezbyt dokladnie - srednio
bowiem elektron porusza sie bezwladnie po prostej. Warto na
zakonczenie zauwazyc, ze opisanego wyzej doSwiadczenia nikt nie
przeprowadzil, a wyniki jego przewidzielismy jedynie na podstawie
teorii swietnie opisujacej inne fakty doswiadczalne.

Slynne twierdzenie Pitagorasa obowiazujace
w geometrii euklidesowej.Wszyscy znajajego dowód.
Podamy jeszcze jeden dowód prostszy od

powszechnie cytowanego. Skorzystamy przy tym
z analizy wymiarów. W geometrii plaskiej trójkat
prostokatny ABC jest calkowicie wyznaczony przez
jeden z boków (np. c) i kat a. Pole takiego
trójkata musi wiec byc dane wzorem

SABC = c2j'(a),

gdzief(a) jest pewna bezwymiarowa funkcja
bezwymiarowego parametru a. Podobnie
SADC = b2f(a), SBDC = a2/(a) z ta sama funkcja/.
Ale SABC = SADC+SBDC i dzielac stronami przez

/(a) dostajemy nasze twierdzenie (porównaj Delta
2/1976).
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