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Zastanówmy sie nad tym, jak dalece symetryczny jest swiat istot zywych.
Zacznijmy od popatrzenia na siebie. Jestesmy zbudowani bardzo symetrycznie
i jestesmy tak do tego przyzwyczajeni, ze lekko skrzywiony nos albo skosne
ustawienie oka u drugiego czlowieka zauwazamy natychmiast - cechy te
uderzaja nas w pewien sposób jako wady urody. W naszym ubiorze
dopuszczamy zreszta takze tylko bardzo drobny element asymetrii.
Przyjrzyjmy sie swiatu zwierzecemu. Wszystkie prawie zwierzeta, nizsze i wyzsze,
sa symetryczne wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez ich srodek. Trzeba
tylko popatrzec na nie wzdluz tej plaszczyzny. Na rysunkach widzimy
przyklady symetrii dwubocznej u stawonogów i kregowców. Szkarlupnie
(rozgwiazdy, jezowce) maja pieciokrotna os symetrii, glowonogi
(osmiornica) - osmiokrotna. Niewiele jest zwierzat niesymetrycznych.
Slimaki maja niesymetryczna budowe - widac to najlepiej na
muszlach - jest to zreszta jedyna gromada niesymetrycznych zwierzat.

Symetrie w swiecie ozywionym Doc. dr Jerzy BARTKE

Niektóre gatunki krabów maja Jedna pare kleszczy silniej wyksztalcona
od drugiej. Poza tym niektóre ryby (fladra) sa zbudowane niesymetrycznie.
Nalezy przy tym zauwazyc, ze sa to tylko pewne elementy asymetrii, duza
czesc ciala zwierzecia jest symetryczna. Szczególnie ciekawym jest to, ze wyzej
wspomniane ryby sa po urodzeniu symetryczne (podobne do wiekszosci ryb)
i dopiero w pózniejszym okresie zycia przeksztalcaja sie do postaci
asymetrycznej. Jest to zwiazane z przystosowaniem sie do dennego trybu
zycia. Asymetria kleszczy kraba jest zapewne tez wynikiem próby optymalnego
przystosowania do zdobywania pozywienia. Do dzis nie wyjasniono tylko
jaki jest sens biologiczny asymetrii slimaków, faktem jest jednak, ze slimaki
symetryczne wymarly przed setkami milionów lat.
Na uwage zasluguja tez wytwory pewnych zwierzat. Pajak tka symetrycznie

. pajeczyne, pszczoly buduja plaster zlozony z regularnych szesciobocznych
komórek, elementy symetrii znajdujemy w budowlach termitów. Wiekszosc
gniazd ptasich ma symetrie osiowa.
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Z kolei popatrzmy na rosliny. Cale rosliny, lub ich czesci, wykazuja na ogól
symetrie, bardziej nawet zróznicowana niz u zwierzat. Wsród owoców, nasion
i kwiatów znajdujemy przyklady pelnej symetrii sferycznej, symetrii osiowej
trzykrotnej, czterokrotnej, pieciokrotnej, itd. Liscie maja przewaznie symetrie
dwuboczna. Nieliczne kwiaty i chyba tylko lisc wiazu sa istotnie niesymetryczne.
Zauwazmy takze, ze samotnie rosnace drzewa i krzewy formuja sie w przyblizeniu
symetrycznie (o ile tylko nie dzialaja na nie np. silne wiatry z jednego kierunku).
Mozna zadac sobie pytanie dlaczego tak jest. Wyksztalcenie sie u zwierzat
jednakowych konczyn polozonych symeotryczniepo obu stronach ciala
zapewnia regularnosc poruszania sie zwierzecia, jest wynikiem ewolucji. Ale
dlaczego np. liscie wiekszosci roslin sa symetryczne? Mozna postawic hipoteze,
ze chodzi tu o oszczednosc dziedzicznie przekazywanej informacji koniecznej
do odtwarzania sie danego gatunku. Do jednoznacznego okreslenia bryly
geometrycznej o najwyzszej symetrii - kuli - trzeba tylko podac jej promien
(jedna liczbe l). Ze wzgledów funkcjonalnych wszystkie twory zywe nie moga
oczywiscie byc kuliste, niemniej natura dazy w miare mozliwosci do
zredukowania potrzebnej informacji. Popatrzmy na ostatni rysunek. Mamy na nim
przedstawione pól liscia i pól motyla (jak zreszta czesto spotyka sie
w ksiazkach). Czy wystarczy nam to do zrekonstruowania calosci?
Wystarczy, poniewaz wiemy, ze twory te sa symetryczne i w mysli
••dorysowujemy" druga polowe .
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Geometria zbudowana z symetrii
Dr Marek KORDOS

Termin "symetria" uzywany jest potocznie w róznych znaczeniach,
co wiecej, zakres tych znaczen jest dla róznych ludzi rózny. Najczesciej
jednak mysli sie o sytuacji, w której zamiana pewnych elementów miejscami
nic nie zmieni.
W niektórych figurach mozna punkty polaczyc w takie pary, ze zamiana
miejscami punktów w kazdej parze nie zmienia figury. Jesli jeszcze zazadac,
aby ta zamiana byla automorfizmem, to znaczy nie zmieniala zadnych zaleznosci
geometrycznych, to otrzyma sie pojecie symetrii uzywane w geometrii.
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Poniewaz automorfizmy w geometrii euklidesowej to znane ze szkoly
podobienstwa, wiec scisla definicja symetrii bedzie nastepujaca:

Funkcje qJ, której argumentami i wartosciami sa wszystkie punkty przestrzeni,
która spelnia dwa warunki: dla dowolnych punktów A, B, C, D

a drugi

qJjest inwolucja.

Mozna wykazac (polecamy to jako zadanie), ze z definicji symetrii wynika,
ze jest ona izometria, tzn. spelnia warunek

i która nie jest tozsamoscia, nazywamy symetria.

Pierwszy z podanych warunków mozna wyslowic:

qJjest podobienstwem,

a;l:b

to qJ(A)qJ(B) = qJ(C)qJ(D),

to qJ(B) = A,

ab = ba

jesli AB = CD,

jesli qJ(A) = B,

oznacza, ze ab jest punktem. Istotnie - jest to zlozenie dwu symetrii
osiowych o osiach prostopadlych (dlaczego?}, a wiec symetria srodkowa,
czyli punkt. Oznacza to równiez, ze a..L b.
Jesli ab jest punktem, to warunek

abc = cab (lub abc = c.ba)

oznacza, ze punkt ab lezy na prostej c (dlaczego ?), a dla dowolnych
prostych a, b, c warunek

AB = qJ(A)qJ(B),

oraz, ze ma co najmniej jeden punkt staly (jest nim srodek odcinka AqJ(A)).
Co wiecej, mozna wykazac, ze w przestrzeni trójwymiarowej symetriami sa
tylko symetrie srodkowe, osiowe i plaszczyznowe. W przestrzeni dwuwymiarowej,
czyli na plaszczyznie, symetriami sa wylacznie symetrie srodkowe i osiowe.
Dalej bedzie mowa tylko o plaszczyznie.
Na przelomie XIX i XX wieku matematyk dunski Johannes Hjelmslev
zauwazyl, ze kazde zdanie o symetriach srodkowych i osiowych mozna
interpretowac jako zdanie o punktach i prostych - srodkach i osiach
tych symetrii. Idee te rozwineli glównie matematycy niemieccy,
Kurt Reidemeister, Arnold Schmidt, a w roku 1959 Friedrich Bachmann
wydal monografie, w której o geometrii mówi sie wylacznie za posrednictwem
symetrii osiowych (Aufbau der Geometrie aus dem Spiege!ungsbegriff).
Tak, wylacznie symetrii osiowych, gdyz symetrie srodkowe mozna za ich
pomoca okreslic.

Dalej male litery lacinskie oznaczac beda symetrie osiowe czyli proste.
Przy tej umowie warunek

abc = cba

oznacza, ze maja one wspólny punkt lub wspólna prostopadla (to juz
trudniej uzasadnic, ale warto spróbowac).
Bachmann podaje uklad aksjomatów (warunków) wystarczajacych na to,
aby na ich podstawie zbudowac, wychodzac od pojecia prostej
(= symetrii osiowej), cala geometrie. Podamy tutaj ich tresc, a nie
formalny zapis:
Przez dowolne dwa punkty przechodzi prosta.

Dwie rózne proste maja co najwyzej jeden punkt wspólny.

Dwie proste maja wspólny punkt lub wspólna prostopadla.

Trzy proste majace wspólny punkt lub wspólna prostopadla mozna zastapic

jedna (co to znaczy?).
Istnieje prostokat (jak to mozna by zapisac?).
Zauwazmy ciekawa ceche tego sposobu uprawiania geometrii _o mozna rachowac
na prostych (bo utozsamiamy je z symetriami, czyli funkcjami). W ten sposób
Bachmann zrealizowal postulat Leibniza, który 300 lat temu wystepowal
przeciwko wprowadzeniu przez Kartezjusza geometrii analitycznej twierdzac,
ze rachunek w geometrii jest rzecza dopuszczalna jedynie wtedy, gdy rachuje sie
na obiektach geometrycznych, a nie na liczbach.
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Symetrie w krysztalach

Doc. dr Jerzy BARTKE
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Przy równomiernym doplywie substancji krystalizujacej szybkosc powielania
komórki elementarnej (czyli wzrostu krysztalu) jest we wszystkich kierunkach
jednakowa i w takich warunkach powstaje krysztal idealny. Postac zewnetrzna
takiego krysztalu ma te same elementy symetrii, co jego siec strukturalna.
Krysztaly klasyfikuje sie wedlug wystepujacych w nich kombinacji elementów
symetrii, do których naleza: srodek symetrii, os symetrii, plaszczyzna
symetrii i tzw. os inwersyjna. Dla osi symetrii okreslamy poza tym jej
krotnosc n = 360/(X, gdzie (X oznacza najmniejszy kat obrotu wzgledem osi,
przy którym struktura krysztalu sie powtarza. Os moze byc dwukrotna,
trzykrotna, czterokrotna lub szesciokrotna. W zaleznosci od rodzaju symetrii
zalicza sie krysztal do jednego z szesciu tzw. ukladów krystalograficznych.
Rysunek na marginesie artykulu pokazuje komórki elementarne tych szesciu
ukladów, ulozone w kierunku wzrastajacej symetrii. Komórka ukladu
trójskosnego jest równolegloscianem i siec krystaliczna jest jedynie sYQ1etryczna
wzgledem inwersji. W sieci jednoskosnej wystepuje dwukrotna os symetrii,
w sieci heksagonalnej szesciokrotna os symetrii, w sieci rombowej trzy dwukrotne
osie symetrii. W sieci tetragonalnej wystepuje jedna os czterokrotna i dwie
dwukrotne i wreszcie w najbardziej symetrycznej sieci regularnej wystepuja
trzy czterokrotne osie symetrii.
Wspólczesne badania struktury krysztalów, dokonywane przeZ' rozpraszanie
promieni X, elektronów czy neutronów, pozwalaja na dokladne okreslenie
dlugosci krawedzi komórki elementarnej (czyli tzw. stalych sieciowych) oraz
katów wystepujacych w sieci krystalicznej. Badania te wykazaly takze,
ze atomy, jony, czy tez czasteczki tworzace krysztal moga znajdQwac sie
nie tylko w wierzcholkach komórki elementarnej, ale takze na jej scianach
lub w jej srodku. Informacje te pozwalaja na dalszy podzial krysztalów
na wieksza liczbe tzw. klas.

Zapewne kazdy z Czytelników mial okazje ogladac krysztaly róznych
mineralów. To, co nas uderza' przy ogladaniu krysztalów (poza piekna
czesto barwa, która jednak nie bedziemy sie tutaj zajmowac) - to regularnosc
ich ksztaltu. Np. krysztaly soli kuchennej sa prostopadloscianami, krysztaly
kwarcu natomiast sa graniastoslupami o szesciokatnym przekroju. Dlugosci
poszczególnych krawedzi krysztalu sa na ogól rózne, ale katy pomiedzy
jego §Cianami sa zawsze scisle okreslone. W przypadku krysztalu soli
kuchennej katy miedzy scianami wynosza 90°, a w przypadku krysztalu
kwarcu 120°. Naturalnym wyjasnieniem tych faktów jest, ze ksztalt
zewnetrzny (morfologia) krysztalu odzwierciedla jego wewnetrzna strukture .
Krysztal sklada sie z wielkiej liczby tzw. komórek elementarnych o ksztalcie
scisle okreslonym dla danego rodzaju substancji. W przypadku soli kuchennej
komórka elementarna jest szescianem, a w przypadku kwarcu komórka
elementarna ma przekrój regularnego szesciokata. W procesie krystalizacji
doplyw substancji krystalizujacej bywa na ogól nierównomierny i dlatego
szybkosc wzrostu krysztalu w róznych kierunkach jest niejednakowa. W wyniku
tego zewnetrzne krawedzie krysztalu maja na ogól rózne dlugosci, ale katy
miedzy odpowiednimi scianami sa zawsze zachowane, poniewaz okreslone
sa one przez ksztalt elementarnej komórki. Wyjasnia to ponizszy rysunek.
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Czasem wyróznia sie jeszcze siódmy

uklad - trygonalny, który mozna jednak
wlaczyc do ukladu heksagonalnego (posiada
on jedna trzykrotna os symetrii).
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Anortyt

Podstawowe znaczenie zachowuje jednak podzial na uklady oparty na wlasnosciach
symetrii sieci krystalicznej. Wewnetrzne symetrie krysztalów znajduja bowiem
odzwierciedlenie w ich makroskopowych wlasnosciach fizycznych. Przy
pomiarach mechanicznych, elektrycznych, czy tez optycznych krysztaly wykazuja
wlasnosci' anizotropowe. Wielkosc mierzona zalezy od kierunku dokonywanego
pomiaru i w pewnych okreslonych kierunkach przyjmuje wartosci ekstremalne.
Nietrudno domyslic sie, ze kierunki te pokrywaja sie z osiami symetrii sieci
krystalicznej. Jedynie krysztaly nalezace do ukladu regularnego wykazuja
wlasnosci izotropowe.
Matematycznie opisuje sie te sytuacje wprowadzajac tzw. tensory. Np. dla
opisania polaryzowalnosci elektrycznej krysztalu musimy w najogólniejszym
przypadku podac dziewiec liczb. Liczby te sa wspólczynnikami wystepujacymi
w trzech równaniach liniowych wiazacych skladowe wektora polaryzacji P
ze skladowymi wektora pola elektrycznego E i tworza tzw. tensor
polaryzowalnosci elektrycznej. Dla krysztalów o wyzszej symetrii niektóre
z tych wspólczynników sa równe, zatem ich efektywna liczba ulega
zmniejszeniu. W granicznym przypadku krysztalu nalezacego do ukladu
regularnego tensor redukuje sie do jednej stalej.
Rozpoczelismy ten artykul od stwierdzenia, ze morfologia krysztalu okreslona jest
przez forme jego elementarnej komórki. Do tego wniosku mozna dojsc
metoda prostej dedukcji i wlasciwie mozna sobie zadac pytanie, dlaczego
starozytni filozofowie juz dwa tysiace lat temu nie rozwazali róznych postaci
sieci krystalicznej i jej symetrii. Najwidoczniej po prostu nie zainteresowali sie
sprawa wyjasnienia regularnosci ksztaltu krysztalów ...
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Dualnosc

Dr Marek KORDOS

Wezmy pod uwage teorie, w której mówi sie o obiektach dwojakiego
rodzaju - mamy wiec w niej dwa 'rodzaje zmiennych, niech beda to male litery
lacinskie: a, b, c, ... dla oznaczenia obiektów jednego rodzaju i duze:
A, B, C, ... dla oznaczenia obiektów drugiego. Niech nasza teoria mówi
o pewnej relacji miedzy obiektami róznych rodzajów - oznaczmy te
relacje znakiem I.
Jezeli chcemy napisac, ze dwa obiekty sa w naszej relacji, musimy umiescic
oznaczajace je litery obok kreski. Który po której stronie? Aby nie
dyskryminowac ani pierwszego, ani drugiego rodzaju obiektów umówmy sie, ze

napis a I A znaczy to samo, co napis A I a.
Teorie o takiej, jak podalismy wyzej, budowie nazywamyautodualna,
jezeli spelnia ona warunek:
Zasada dualnosci (syntaktyczna):
Jezeli w twierdzeniu teorii zamienimy wszystkie litery male na duze
(rózne na rózne) i odwrotnie, to otrzymane zdanie bedzie równiez
twierdzeniem teorii.
Tak wiec teoria samodualna jest bardzo przyjemna - kazdy dowód daje nam
od razu dwa twierdzenia.
Modele teorii autodualnej, czyli struktury, jakie ta teoria opisuje, tez maja
zalety. Kazdy model teorii o budowie opisanej na wstepie jest postaci <u, U, I),
czyli sklada sie z dwóch zbiorów i relacji miedzy elementami tych zbiorów.
Jezeli teoria jest autodualna, to prawdziwe jest zdanie:
Zasada dualnosci (semantyczna):
Jezeli struktura <u, U, I) jest modelem teorii, to równiez struktura <U, u, I)
jest jej modelem.
A wiec gdy znajdziemy jakis model teorii autodualnej, "automatycznie"
mamy i drugi.
Okreslenia "syntaktyczna" i "semantyczna" przy zasadach dualnosci
podkreslaly fakt, ze za pierwszym razem mówilismy o napisach, a za
drugim o ich znaczeniu.
No dobrze, ale czy w ogóle istnieja teorie autodualne i czy maja one
jakies znaczenie?



Podamy przyklad takiej teorii podajac jej aksjomaty:
Aks. 1. Dla dowolnych a i b istnieje A, takie, ze a, b I A.
Aks.2. Dla dowolnych A i B istnieje a, takie, ze A, B I a,
Aks. 3. Jesli a, b I A, B, to a = b lub A = B.
Aks.4. Istnieja takie a, b, c, d, A, B, C, D, ze równoczesnie zachodzi

a,blD i b,cl C i c,dlB i d,alA
oraz nie zachodzi ani a I B, ani a I C, ani b I A,
ani b I B, ani c I A, ani c ID, ani d I C, ani d ID.

Teoria ta ma wiele modeli. Miedzy innymi model jej mozna uzyskac
z plaszczyzny euklidesowej, uzupelniajac kazda prosta dodatkowym
"punktem" - jej kierunkiem, oraz wprowadzajac dodatkowa "prosta"
zlozona z samych kierunków. Wówczas jako u bierzemy zbiór wszystkich
punktów (zwyklych i dodatkowych), jako U - zbiór wszystkich prostych
(zwyklych i dodatkowej), a jako I - relacje lezenia punktu na prostej.
Teoria o podanej aksjomatyce nazywa sie geometria rzutowa i jest uprawiana
szeroko od XVII wieku (pierwszy podrecznik w 1822 roku - Poncelet).
Ale czy jest autodualna ? Aby sie o tym przekonac wystarczy sprawdzic,
ze zamiana liter malych na duze i odwrotnie przeprowadzi nasz uklad
aksjomatów na siebie (l na 2, 2 na l, 3 na 3 i 4 na 4 - to ostatnie
tylko nie jest widoczne na pierwszy rzut oka). A wiec i cala teoria, jako
zbiór konsekwencji tego ukladu aksjomatów, nie zmieni sie.
A jak wyglada model dualny do opisanego?
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Przedstawione cztery pary rysunków Ilustruja wzajemnie dualne twierdzenia Pascala i Brianchona,

Boki , . k wpisanego w elipse . l ' , . ich punkty przeciecia leza na jednej prostej.. SzeSCIO ata ... mfJja te w asnosc, ze
W,erzcholk, opIsanego na ebpsle laczace je proste przechodza przez jeden punkt
Sytuacje te ilustruje pierwsza para rysunków.

Na nastepnych rysunkach mamy przedstawione sytuacje zdegenerowane, kiedy pewne sasiednie

wierzcholki "k wpisanego pokryly sie laczace je boki l' stycznymi do l'
b k· szesclO ata. l . d' . a. h 'l k' sta y SIe k ' e Ipsy.o I opIsanego eza na Je neJ prostej, IC wspo ne once pun tarni
Twierdzenia pozostaja w mocy równiez dla paraboli i hiperboli.

Przeksztalcenia zwane symetriami
Dr Ludomir WLODARSKI

Slowo "symetria" w mowie potocznej uzywane bywa w naj rózniejszych
kontekstach. Mówi sie np. o symetrii w obrazie, o symetrii w budowie utworu
muzycznego, o symetrii we wzajemnych stosunkach miedzy panstwami.
Takie uzycie tego slowa jest uzasadnione, gdyz w doslownym tlumaczeniu
"symetria" znaczy tyle co "wspólmiernosc". W geometrii symetriami nazywa sie
pewnego rodzaju przeksztalcenia. Przyjrzyjmy sie symetriom w geometrii.
Niech S; bedzie dowolna figura na plaszczyznie lub w przestrzeni euklidesowej
(figura nazywamy kazdy zbiór punktów). Wsród wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalcen t iguty S; na siebie wyrózniamy izometrie,
czyli takie przeksztalcenia, które nie zmieniaja odleglosci miedzy punktami.

&



os inwersyjna

Rodzine takich izometrii oznaczmy przez S(.'F). Latwo sie przekonac,
ze rodzina ta ma nastepujace wlasnosci:
1° - przeksztalcenie tozsamosciowe figury .'F nalezy do rodziny S(.'F),r - jezeli przeksztalcenie q; nalezy do S(.'F), to i przeksztalcenie q;-1 (odwrotne

do q;) równiez nalezy do S(.'F),
3° - zlozenie dowolnych przeksztalcen z rodziny S(.'F) nalezy do S(.'F).
Rodzina S(.'F) nazywa sie grupa izometrii wlasnych figury .'F. W przypadku,
gdy .'F jest zbiorem wszystkich punktów plaszczyzny euklidesowej, niektóre
izometrie z rodziny S(.'F) nosza nazwe symetrii. Sa to symetrie osiowe
i symetrie srodkowe. Wsród nietozsamosciowych izometrii plaszczyzny
wyrózniaja sie tym, ze sa inwolucjami, tzn. sa identyczne z przeksztalceniami
odwrotnymi do siebie. Podobnie wsród izometrii calej przestrzeni symetrie
osiowe, srodkowe i plaszczyznowe wyrózniaja sie jako inwolucje. Jezeli
figura .'F jest wlasciwym podzbiorem plaszczyzny euklidesowej (przestrzeni),
to rodzina S(.'F) bywa nazywana grupa symetrii figury .'F. Jezeli przy tym
S(.'F) zawiera choc jedno przeksztalcenie rózne od tozsamosciowego,
to o figurze .'F mówi sie, ze ma ona symetrie.

Zarówno plaszczyzna jak i przestrzen euklidesowa sa doskonale jednorodne.
Oznacza to, ze gdy q; jest izometria pewnej figury .'F (niekoniecznie izometria
wlasna), to istnieje izometria 1p calej plaszczyzny (przestrzeni) identyczna
z q; na calej figurze .'F. Dzieki temu mozna zastapic badanie grupy symetrii
figury .'F badaniem tych izometrii plaszczyzny (przestrzeni) na siebie, które
zachowuja figure .'F (ewentualnie przemieszczajac jej punkty). Tak wiec
i izometrie wlasne figury nazywaja sie tak samo, jak odpowiednie izometrie
plaszczyzny czy przestrzeni: obroty, przesuniecia, symetrie srodkowe,
symetrie osiowe, symetrie plaszczyznowe itd.
Jezeli w grupie symetrii figury .'F znajduje sie symetria o osi l, to prosta I
nazywa sie osia symetrii figury .'F. O takiej figurze mówi sie, ze ma symetrie
osiowa. Podobnie okresla sie srodek symetrii oraz plaszczyzne symetrii figury.
Moze sie zdarzyc, ze grupa symetrii figury plaskiej sklada sie z samych
obrotów. Latwo udowodnic, ze wszystkie te obroty maja wspólny srodek.
O takiej figurze mówi sie, ze ma symetrie obrotowa. Klasycznym przykladem
jest zlowrogi znak swastyki. Taka symetrie ma równiez herb brytyjskiej
wyspy Man.
Punkt, który jest srodkiem jakiegokolwiek obrotu nalezacego do S(.'F),
nazywa sie srodkiem figury .'F - nie musi on byc wcale srodkiem sym~trii
tej figury - tak jest np. ze srodkiem wielokatów foremnych o nieparzystej
liczbie wierzcholków.

Figura przestrzenna (trójwymiarowa) oprócz srodków symetrii, osi symetrii
i plaszczyzn symetrii moze miec tzw. osie obrotowe i osie inwersyjne:
- prosta l nazywa sie osia obrotowa figury .'F jezeli w grupie symetrii tej
figury znajduja sie obroty o osi l,
- prosta l nazywa sie osia inwersyjna figury .'F, jezeli do grupy symetrii
figury .'F nalezy tzw. symetria obrotowa o osi l, tzn. przeksztalcenie bedace
zlozeniem obrotu o osi l i symetrii wzgledem plaszczyzny prostopadlej do l .
.'~rodek figury przestrzennej to punkt, w którym przecinaja sie rózne osie
tej figury (osie symetrii, osie obrotowe, osie inwersji) - nie musi on byc
srodkiem symetrii - vide czworoscian foremny.
O figurze przestrzennej w krystalografii mówi sie, ze ma symetrie obrotowa,
jezeli pewna jej os obrotowa nie lezy w zadnej plaszczyznie symetrii
tej figury.

Grupe symetrii figury przestrzennej charakteryzuje sie zwykle przez opisanie
wszystkich srodków symetrii, osi symetrii, osi obrotowych, osi inwersyjnych
i plaszczyzn symetrii figury. W ten sposób postepuja np. krystalografowie,
klasyfikujac krysztaly ze wzgledu na ich grupy symetrii.

W geometrii termin "symetria" bywa uzywany równiez w zastosowaniu
do przeksztalcen, które nie sa izometriami. Mamy tu na mysli tzw. symetrie
skosna i symetrie wzgledem okregu.
Symetrie skosna q; o osi l i kierunku prostej k '#. l okreslaja warunki:

dla dowolnego punktu A
- srodek odcillka Aq;(A) lezy na prostej l,
- przez A i q;(A) przechodzi prosta równolegla do k.
Natomiast symetrie wzgledem okregu nazywaja sie inaczej przeksztalceniami
inwersyjnymi. Mozna o nich przeczytac w Delcie 7/1976.
Zainteresówanym polecamy ksiazke H. Weyla zatytulowana "Symetria".
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mala delta
"Czy chcialbys mieszkac w Domu po Drugiej Stronie
Lustra, Kiciu? Ciekawa jestem, czy dawaliby ci tam
mleko? Moze to Lustrzane mleko nie nadaje sie
do picia ...••

(L. Carroll, ,,0 tym, co Alicja
odkryla po drugiej stronie lustra".)

Stan przed lustrem j popatrz na swój obraz. Czy tam,
"w zwierciadle" stoisz Ty, czy ktos calkiem odmienny?
Nie spiesz sie z odpowiedzia. Zawsze warto przedtem
chwile pomyslec. Poobserwuj Jego ruchy. Która reka
pisze? Po której stronie ma serce? To przeciez calkiem
inny czlowiek. Nie tylko Ciebie zwierciadlo tak
odmienia. Poszukaj w domu zwyklego wkretu do
drewna i przypatrz sie uwaznie jego odbiciu w lustrze.
Wkret tam, w lustrze, jest inny. Aby go wkrecic,
nalezaloby go obracac w przeciwnym kierunku niz
wkrety normalnie spotykane, czyli - patrzac z góry-
w lewa strone. Powiemy, ze wkret, ten w lustrze, ma
budowe lewoskretna w odróznieniu od zazwyczaj
uzywanych prawoskretnych.
Dla stolarza jest w zasadzie obojetne, czy uzywa
lewo- czy prawoskretnych wkretów. Oczywiscie nie bylby
zadowolony, gdyby dac mu i jedne i drugie. Czesto
mylilby sie i zamiast wykrecac dokrecalby jeszcze
mocniej, co nie ulatwialoby mu pracy. Zapewne
zdecydowalby sie na jeden rodzaj wkretów, a reszte
powyrzucal.

s



lTo my.

jezeli

Jaki lez moze by': len swiat lustrzany, do którego
Alicja zapraszala kotka? Czy kotek, przeniesiony
do niego, potrafilby wykryc za pomoca doswiadczen
fizykalnych, ze zostal zaczarowany? Innymi slowy, czy
obserwujac doswiadczenie fizykalne w lustrze i nie
wiedzac o tym, mozemy na podstawie jego wyników
rozstrzygnac, czy obserwujemy lustrzane odbicie, czy nie?
Do niedawna kotek bylby bezradny, Wszystkie znane
procesy fizyczne nie rozróznialy, co to strona prawa
i lewa. Fizycy ujeli to w formie zasady, Zwierciadlany
obraz zjawiska fizycznego jest równiez zjawiskiem

fizycznym. Nazwali te zasade, z sobie znanych
powodów, zasada zachowania parzystosci.
Spróbujcie ja sprawdzic obserwujac znane, proste
zjawiska fizyczne w lustrze. Odpowiedzcie na pytanie, czy
przebieg zjawiska obserwowany w lustrze jest
sprzeczny z tym, co znamy z fizyki. Np. swobodny
spadek cial, topienie sie lodu w wodzie itp. Na pewno
zgodzicie sie z zasada zachowania parzystosci.

Kotek nie ma mozliwosci sprawdzenia fizycznego, czy jest
w zwierciadle. Moze oczywiscie napic sie mleka, które
mu zaszkodzi, ale to nie jest sposób fizyka, lecz
czarnoksieznika. Spróbujcie bowiem skosztowac
odbicia zwierciadlanego mleka - ja nie potrafie. Jezeli
kotek uczylby sie fizyki jadrowej, sytuacje mialby
ulatwiona·
21 lat temu odkryto bowiem procesy, które naruszaja
zasade zachowania parzystosci. Ale o tym ani autor
przygód Alicji, ani zaden czarnoksieznik nie. mógl
wiedziec.
Lepiej jednak nie pic mleka niewiadomego
pochodzenia.
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Który z nich jest symetryczny? Geometrycznie tylko ten
pierwszy. Widoczne jest jednak, ze i drugi z napisów
odznacza sie pewwa symetria budowy. Na czym jednak ta
symetria polega? Odpowiedz jest prosta: czytany od
przodu jest taki sam, jak czytany od tylu. Poniewaz
jednak matematyk lubi okreslenia dokladniejsze,
zastanówmy sie, w jaki sposób wyrazic to scislej.
Zróbmy takie porównanie.

~od".or

OTO DWA NAPISY:

125!;Z1 125521

+
f\

1385 5831

* * *

Tu zajmiemy sie figurami na plaszczyznie: Tu zajmiemy sie napisami takiej postaci:

Tu zbadamy obrót wokól srodka o kat 180':

•
\)•

al 0203 ... On,

przy czym zamiast liter 01,02' 03 itd. trzeba wstawic
cyfry.

Tu zbadamy przeksztalcenie:
0102'" On -+ On'" a201•

Oto jak zmienia ono rózne napisy:

1385 -+ 5831

2200 --. 0022

3113 --. 3113
4200524 --. 4250024 itd .

Wazna wlasnosc obu przeksztalcen:
wykonane dwa razy po kolei niczego nie zmiemaJa,
wszystko wraca do pierwotnego polozenia.

Tu figury symetryczne to takie figury, które nie Tu napisy symetryczne to takie napisy, które nie zmieniaja
zmieniaja sie przy pewnym obrocie o 1800: sie po zastosowaniu naszego przeksztalcenia:

2005002 ~ 2005002

* * *

Po tym eksperymencie zaproponuje nastepujaca definicje symetrii:
symetria to wlasnosc, której nie zmienia przeksztalcenie specjalnego rodzaju - takie, które wykonane dwa razy
po kolei staje sie identycznoscia.
Powrócmy do naszych napisów.
Przeksztalcac mozna nie tylko pojedyncze napisy, lecz takze cale ich zbiory

{223, 850, 3222,4, 33} --. {322, 058,2223,4, 33}.

Umówmy sie co do nastepujacej definicji.
Jesli pewne przeksztalcenie ma te wlasnosc, ze wykonane dwa razy po kolei daje identycznosc i jesli
przeksztalca ono zbiór A na zbiór B, wówczas pare zbiorów: A i B nazwiemy para zbiorów wzajemnie
symetrycznych ze wzgledu na to przeksztalcenie.
Interesowac nas bedzie jedna wlasnosc takiej pary: oba zbiory wzajemnie symetryczne maja zawsze po tyle
samo elementów.
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Podamy kilka przykladów.
Przyklad l
Przeksztalcmy kazda liczbe calkowita na liczbe do niej przeciwna:

o -+ -o.
Przykladowo:

6 -+ -6, O -+ -O, -2 -+ 2 itd.
A oto pary zbiorów wzajemnie symetrycznych przy tym przeksztalceniu

{1,2,3,4,5, ... } i {-1,-2,-3,-4,-5, ... },
{-2,-1,0,1,2} i {-2,-1,0,1,2},

{100, -10, l, O, -l} i {l, O, -l, 10, -loo}.
Przyklad 2
Bilety autobusowe oznaczone sa szesciocyfrowymi numerami, np. 005839, 998277, 555555 itp. Sprawdzmy,
czy bilet, który kupilismy, nie jest czasem szczesliwym "oczkiem", to znaczy takim, ze suma jego cyfr jest 21.
Oto kilka szczesliwych numerów: 209613, 007815, 333336, 707070.
Numery biletów bedziemy przeksztalcac w taki sposób:

209613 -+ 790386
007815 -+ 992184
333336 -+ 666663
707070 -+ 292929.

Zasade, wedlug której przeksztalcamy numery, opisuje wzór:

010203040506 -+ (9-01) (9-02) (9-03) (9-04) (9-05) (9-06)'

Pojawila sie interesujaca nas wlasnosc: przeksztalcenie to wykonane dwa razy po kolei staje sie identycznoscia.
Mozemy zatem badac pary zbiorów wzajemnie symetrycznych. A wiec do dziela.

A = zbiór szczesliwych oczek = {209613, 007815,333336, ... }

Jak wyglada zbiór B symetryczny do A?

B = {790386, 992184, 666663, ... }
Okazuje sie, ze nietrudno ten zbiór okreslic:

B = zbiór numerów z suma cyfr 33.
(Uzasadnijcie dlaczego!)
Nie obliczylismy wprawdzie, ile jest róznych numerów ze szczesliwa suma 21 - udowodnilismy natomiast,
ze jest ich dokladnie tyle, ile numerów z suma cyfr 33.

Przyklad 3

Kartoteka kart z perforowanym brzegiem zawiera
karty podziurkowane dziesiecioma dziurkami.
Przeksztalcenie, jakie zbadamy, opisuje rysunek:

Dziurki naciete zastepujemy nie nacietymi i na odwrót.

Bez trudu stwierdzicie, ze ponizsze pary zbiorów to pary zbiorów wzajemnie symetrycznych:
karty naciete raz i
karty naciete czterokrotnie i

Mala De/te opracowali: Tomasz HOFMOKL
i Przemyslaw N O WIeKI
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karty naciete dziewieciokrotnie,
karty naciete szesciokrotnie, itp.

Na zakonczenie, jak zwykle, zadania.
Zadanie 1. Czy kart nacietych parzysta ilosc razy
(w tym karta nie nacieta ani razu) jest tyle samo,
co kart nacietych nieparzysta ilosc razy?
(Cala sztuka polega na znalezieniu odpowiedniego
przeksztalcenia, pomyslcie jakiego!)
Zadanie·2. W pewnej kartotece kart z perforowanym
brzegiem karty dziurkowane sa dwoma rzedami
dziurek, a nacinac je mozna dwoma sposobami:
plytko lub gleboko.
Dobierzcie kilka odpowiednich przeksztalcen
i odpowiedzcie, jakie moga byc zbiory symetryczne
do nastepujacego:
karty naciete w dwóch miejscach gleboko, w trzech
plytko i w pieciu miejscach nie naciete.



o obrocie gwiazdek sniegowych i co z tego wynika

Mgr Wieslaw A. KAMINSKI

"Wsród milionów czarownych gwiazdek, w Ich
skrytym przepychu, niedostepnym dla
nieuzbrojonego oka ludzkiego, nie ma dwu
podobnych do siebie; bezgraniczna pomyslowosc
kierowala powstawaniem i nieograniczonym
róznicowaniem jednego i tego samego
zasadniczego schematu, równoznacznego,
równokatnego szesciokata; a kazda z nich
jest absolutnie symetryczna, lodowato
regularna w swvm ksztalcie ... "

T,'ma.\'Z Mann

.~'1
Ilekroc patrzymy na greckie wazy, czy idziemy jak Hans Castrop, bohater
"Czarodziejskiej Góry", wsród sniegu, narzuca sie nam ich harmonia i piekno
jako wyraz symetrii .. Równoczesnie rodzi sie chec wyjasnienia takiego
porzadku, chec zrozumienia roli symetrii w otaczajacych nas rzeczach
i zjawiskach. Postaram sie przyblizyc Tobie, Czytelniku, te zagadnienia,
zatrzymujac sie na symetrii narzucajacej sie w podanych przykladach,
na symetrii obrotowej.
Zauwazymy bez klopotu, ze w wyniku obrotu powstaje sytuacja, której
nie potrafimy odróznic od sytuacji wyjsciowej. Obraz "heksagonalnego"
stworu snieznego otrzymany przez obrót o 60°, 120°, 180°, 240°, 360°, ...
nie rózni sie od pierwowzoru. Takze obrazów wazy o powtarzajacym sie
ornamencie, powstalych po operacji obrotu, nie jestesmy w stanie miedzy
soba rozróznic. Podobne stwierdzenia mozemy odniesc do obiektów, które
dostrzegamy w naj nowoczesniejszych laboratoriach, lub o których wlasnosciach
sadzimy na podstawie posrednich danych doswiadczalnych. Wiele zwiazków
chemicznych (np. benzen) ma opisywana symetrie. Jezeli przypiszemy "ksztalt"
jeszcze mniejszym obiektom, to takze jadra atomowe wykazuja zadziwiajace
i egzotyczne formy (dysku, gruszki, elipsoidy) majace okreslone wlasnosci
symetrii. Co wiecej, mozemy dyskutowac, w obecnej fazie rozwoju fizyki,
nad symetria jeszcze drobniejszych okruchów materii, np. nukleonów.
W kazdym z podanych przykladów wystepuje okreslona cecha ukladu
fizycznego (ksztalt, rozklad ladunku, rozklad masy), która mimo wykonania
transformacji obrotu nie ulega zmianie. Mozemy mówic w kazdym takim
przypadku o wystepowaniu symetrii obrotowej. (Analogicznie powiemy

.0 innych symetriach. Zastanów sie, prosze, Czytelniku, nad przykladami
takich symetrii.) Wystepowanie tej symetrii w ukladzie fizycznym zawsze
prowadzi do ograniczenia mozliwych odróznialnych polozen w przestrzeni,
do uprzywilejowania tylko okreslonych polaczen miedzyatomowych czy do
ograniczenia dostepnych ukladowi energii. Ma to szczególne znaczenie
w takich ukladach, w których ze wzgledu na wielosc mozliwych zachowan
ukladu i sytuacji fizycznych wprowadzane przez symetrie ograniczenia sa
uzyteczne i pozadane.
To, co dotychczas powiedzielismy, nie wyczerpuje zagadnienia symetrii obrotowej
i stanowi marginalna jej manifestacje.
W dalszym ciagu dotkniemy pewnych fundamentalnych zwiazków, które sa
charakterystyczne dla nowoczesnego podejscia w fizyce. Niestety, teoria ta
nie jest zbyt pogladowa i dlatego nie pretendujac do scislosci wywodów
zawierzam Twojej intuicji .
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E. Noether udowodnila to twierdzenie
w 1916 roku. Znalezc je mozna takze
w pracach D. Hilberta i F. Kleina.

Dla fizyka, który bada zjawiska, mniej lub bardziej rygorystycznie opisujac je
w terminach przestrzeni i czasu, podstawowego znaczenia nabieraja wlasnosci
symetrii czasoprzestrzeni, o której powiedziec mozemy obrazowo, ze staje sie
arena dla zachodzacych zjawisk, ale tez ma w nich swój udzial. Dokonajmy
obrotu ukladu odniesienia w przestrzeni. Wynikiem tej transformacji jest
zmiana wspólrzednych punktów przestrzeni. Uzasadniony wydaje sie poglad,
ze w wyniku tej operacji nie powinny ulec zmianie wlasnosci przestrzeni
okreslone przez zjawiska fizyczne w niej zachodzace. Poniewaz z obrotem
wiaze sie zmiana wybranych kierunków w przestrzeni, poprzednie stwierdzenie
jest równowazne z nadaniem przestrzeni izotropowosci, tzn. równouprawnienia
w niej wszystkich kierunków. Jest intuicyjnie oczywiste, ze wobec tego zadne
cialo nie moze zmienic stanu ruchu bez ingerencji czynników zewnetrznych;
nie moga tez w tych warunkach wystapic zmiany momentu pedu ciala
poruszajacego sie ruchem obrotowym. W ten sposób, intuicyjnie, zasada
zachowania momentu Pledu odniesiona zostaje do podstawowej wlasnosci
przestrzeni, jej izotropowego charakteru. Zawarta w przedstawionym
rozumowaniu mysl mozna sformulowac bardziej elegancko.
Powiedzielismy, ze w wyniku operacji obrotu ulegaja zmianie wspólrzedne
punktów materialnych ukladu fizycznego. Czy zatem prawa fizyki wyrazone
w tych przeksztalconych wspólrzednych maja taka sama forme jak poprzednio?
Czy sa one niezmiennicze wzgledem takiej transformacji?
Jezeli odpowiedz jest twierdzaca, to poddajac uklad wspólrzednych
transformacji obrotu otrzymujemy taki sam opis zjawisk. Odpowiada to,
zgodnie z przyjeta definicja, symetrii obrotowej przestrzeni. W ten sposób
rozszerzamy ilosc podstawowych pojec do trzech, wiazac je miedzy soba
w nastepujacy lancuch

niezmienniczosc ze wzgledu na obroty - symetria obrotowa-
- zasada zachowania momentu pedu.

Lancuch taki nie jest jedynym w fizyce. Inne symetrie i niezmienniczosci
prowadza takze do odpowiednich praw zachowania (pedu, energii, parzystosci).
Uogólniajac ten wniosek wypowiemy twierdzenie nalezace do Emmy Noether,
stanowiace jeden z najelegantszych srodków badawczych wspólczesnego
rizyka:
reze/i jakikolwiek izolowany uklad fizyczny jest niezmienniczy ze wzgledu
na okreslone transformacje, to obowiazuja w nim pewne prawa zachowania.
Chce podkreslic, ze fizycy w ostatnich dziesiatkach lat w pelni zdali sobie
sprawe z fundamentalnego znaczenia tego prawa. Dzieki swojej ogólnosci
ma ono zastosowanie w mechanice klasycznej i kwantowej i stanowi
piekny przyklad postepujacej unifikacji róznych galezi fizyki.

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 124. Udowodnic, ze jezeli czworokat wypukly ma os symetrii, to albo mozna na nim
opisac okrag, albo mozna wen wpisac okrag. Rozwiazanie na str. 16

M. 125. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Udowodnic, ze jezeli
funkcja I: X x X x X -+ R spelnia warunek

/\ 1\ /\/(a, b, c) ~ I(b, a, c) ~ I(b, c, a),
Q b c

to dla dowolnej permutacji (1 zbioru {1, 2, 3} zachodzi równosc

I(x), x%, X3) = I(Xa(lh Xo(2h Xa(3».

Rozwiazanie na str. 17

M 126. Niech f/!(n) bedzie liczba liczb naturalnych wzglednie pierwszych z n i nie
przekraczajacych n. Udowodnic, ze jezeli n > 2, to f/!(n) jest liczba parzysta.
Rozwiazanie na str. 17

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 42. Dwadziescia jednakowych odcinków drutu oporowego polaczono w "dwunastoscian"
pokazany na rysunku. Opór kazdego odcinka drutu wynosi r. Do przeciwleglych wierzcholkó'
A i B podlaczono zródla pradu. Wyznaczyc opór zastepczy RAB dwunastoscianu.
R(wwiazanie na str. 15
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o symetriach w fizyce

Doc. dr Michal SW/ECK/

W artykule tym zajmiemy sie symetriami oddzialywan z nieco ogólniejszego punktu widzenia
Okazuje sie bowiem, ze symetrie obowiazujace wsród oddzialywan sa pewnie ich
najwazniejsza wlasnoscia. Nie na darmo mówi sie, ze praca fizyka polega na sprawdzaniu
odkrytych poprzednio symetrii, wykrywaniu odstepstw od tych symetrii, a nastepnie
postulowaniu nowych.

Wprowadzmy na poczatek pojecie niezmienniczosci funkcji. Mówimy, Ze funkcja jest
niezmiennicza ze wzgledu na jakies przeksztalcenie jej argumentów, jezeli po tym
przeksztalceniu jej liczbowa wartosc nie zmienia sie. Latwo sobie wyobrazic, ze kazda
niezmienniczosc wiaze sie z wystepowaniem pewnej symetrii dla funkcji. Na przyklad funkcja,
której argumentami sa wspólrzedne pewnego punktu materialnego, moze byc niezmiennicza
ze wzgledu na obroty ukladu wspólrzednych. Jej zaleznosc od wspólrzednych punktu jest
wtedy zaleznoscia jedynie od promienia wodzacego tego punktu i przybiera ona równe wartosci
na powierzchni kazdej kuli o srodku w poczatku ukladu. Istnienie takich powierzchni
kulistych, na których funkcja nie zmienia sie, jest wlasnie wyrazem symetrii w opisanej
sytuacji. Fizycy czesto mówia o symetrii oddzialywan (np. symetrii obrotowej) majac na
mysli, ze pewne funkcje opisujace te oddzialywania sa niezmiennicze ze wzgledu na odpowiednie
przeksztalcenia ich argumentów. Jak dowiedzielismy sie z artykulu W. Kaminskiego, we
wszystkich teoriach fizycznych obowiazuje twierdzenie Emmy Noether. Mówi ono o zwiazku
miedzy niezmienniczosciami i prawami zachowania dla ukladów izolowanych, a wiec takich,
dla których zachowuje sie energia.

Przesledzimy dowód tego twierdzenia na przykladzie symetrii translacyjnej, która wiaze sie
z niezmienniczoscia oddzialywan ze wzgledu na przesuniecia ukladu wspólrzednych.

Ograniczymy sie przy tym do przypadku nierelatywistycznej mechaniki klasycznej. Rozpatrzmy
uklad dwóch dowolnie oddzialujacych ze soba czastek. Uklad jest izolowany i energia,
z zalozenia, zachowuje sie podczas jego ewolucji. Wprowadzmy, jak to zwykle sie robi

w takiej sytuacji, energie potencjalna ukladu. Jest ona oczywiscie funkcja wspólrzednych
obu czastek: E,(XI' YI, Zl' X2, Y2, z,). Przyrost tej funkcji odpowiadajacy przyrostowi
argumentu np. Xl o Llxl równa sie, z definicji energii potencjalnej, pracy jaka musi byc
wykonana srodkami zewnetrznymi nad ukladem na to, zeby czastke pierwsza odsunac od drugiej
wzdluz osi X o odcinek LIx,.

Llxl Ep = - F'xdxI •

gdzie F,x jest x-owa skladowa sily, z jaka czastka druga dziala na pierwsza, a znak minus
oznacza, umownie, prace wykonywana nad ukladem. Jest rzecza oczywista, ze obserwator
zewnetrzny nie oddzialujacy (praktycznie) z ukladem moze swobodnie przechadzac sie po
pokoju i nie wplynie to w zaden sposób na energie potencjalna naszej pary czastek. Fakt ten
(dosc oczywisty) oznacza tylko to, ze energia potencjalna jest niezmiennicza ze wzgledu na
dowolne przesuniecia ukladu wspólrzednych, np. w kierunku osi x o odcinek a:

Ep(xI +a, y" ZI, x,+a,Y20 z,) = Ep(x" y" z" X2,Y', z,)

i podobnie dla osi y oraz z. Poniewaz a jest dowolnym przesunieciem, wiec zwiazek
powyzszy oznacza, ze energia potencjalna zalezy jedynie od róznic wspólrzednych czastek

Ep = Ep(XI-X"Yt-Y2,ZI-Z,).

Stad sily dzialajace na obie czastki

__ LlxEp _ LlxEp_Fu - -- --- - + -,,----- - F2 .•
.dx, .dX2

Sa równe co do wartosci, ale przeciwnie skierowane. Otrzymalismy wiec zasade równej akcji
i reakcji, wychodzac z dosc oczywistej niezmienniczosci eftergii oddzialywania ze wzgledu
na przesuniecia ukladu wspólrzednych.

A zasada ta jest, jak wierny, równowazna zasadzie zachowania pedu. Podobnie, zadanie
(równie oczywiste) niezmienniczosci ze wzgledu na obroty wymaga, zeby energia potencjalna
zalezala jedynie od odleglosci miedzy czastkami (sily o takiej wlasnosci nazywaja sie
centralnymi), a to z kolei prowadzi do zasady zachowania momentu pedu. I tak dalej.
Widzimy juz chyba, jak poteznym narzedziem fizyka sa symetrie oddzialywan. Zawsze tez,
ilekroc w swiecie oddzialywan natrafiano na nowa symetrie (niezmienniczosc), prowadzilo
to do zupelnie przelomowych odkryc. Chcialbym tu przytoczyc przyklad calkiem wspólczesny,
dotyczacy fizyki czastek elementarnych. Wiedziano od dawna, ze obowiazuje scisle prawo
zachowania ladunku elektrycznego. Po odkryciu pierwszych czastek : elek tronu, protonu
i neutronu rozrózniano je za pomoca ladunku elektrycznego. Szybko potem pojawily sie
nowe ozastki o takich samych ladunkach elektrycznych, lecz niejednakowych wlasnosciach.
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Rys.2

W celu ich rozróznienia wprowadzono pewne nowe wielkosci ("ladunki") i to w taki sposób,
zeby dla tych nowych ladunków (nie elektrycznych) zachodzily prawa zachowania we
wszystkich obserwowanych reakcjach zachodzacych miedzy czastkami. I tak okazalo sie
w latach piecdziesiatych, ze w silnych, jadrowych, oddzialywaniach czastek elementarnych
zachowuje sie, oprócz ladunku elektrycznego, kilka innych ladunków. Zwrócmy tu uwage,
ze energia potencjalna ukladu czastek moze zalezec nie tylko od wspólrzednych czastek.
W opisanej sytuacji oddzialywan silnych trzeba bylo zalozyc, ze zalezy ona od pewnych
nowych (nie przestrzennych, a ladunkowych) zmiennych, nastepnie znalezc taka symetrie,
która prowadzilaby do prawa zachowania wszystkich ladunków. Nie bylo to sprawa latwa,
ale wreszcie symetrie taka znaleziono. r wtedy okazalo sie, ze najprostszym ukladem majacym
te symetrie jest uklad trzech czastek (kwarków), których oddzialywania silne powinny byc
nierozróznialne. W ten wlasnie sposób powstala hipoteza kwarków, których sladów wprawdzie
nikt nie zaobserwowal, ale malo kto dzisiaj watpi, ze z nich zbudowane sa wszystkie silnie
oddzialujace czastki elementarne.
Na zakonczenie byc moze ktos z Was chcialby wiedziec, dlaczego zachowuje sie sama energia,
prawem zachowania której caly czas poslugiwalismy sie. Prawo to równiez wynika z pewnej

symetrii, a mianowicie z niezmj,enniczosci oddzialywan wzgledem przesuniec w czasie. Jest
przeciez oczywiste (choc niekoniecznie musi byc prawdziwe), ze wszystkie znane obecnie
oddzialywania wygladaly tak samo miliony lat temu. Poniewaz trzymamy sie ciagle (jedynie
dla prostoty wykladu) fizyki nierelatywistycznej, wiec wszedzie biegnie ten sam uniwersalny czas.
Warunek E,,(t+b, t+b) = E,,(t, t) wymaga wiec, zeby E" = E.(t-t) = E.(O), czyli zeby
energia nie zalezala od czasu. Jest to wlasnie zasada jej zachowania. Teraz chyba juz

wszyscy zaczniemy doceniac specjalna i wazna role, jaka w Przyrodzie graja symetrie
i niezmienniczosci.

Rozwiazanie zadania F 42
Podobnie jak w zadaniu z poprzedniego numeru skorzystamy z symetrii rozwazanego ukladu. Oczywiscie istotna

jest tu symetria plynacych pradów, a nie symetria samych przewodników, które mozemy dowolnie pogiac
bez zmiany warunków zadania. Uklad ten przechodzi sam w siebie pod wplywem nast~pujacych operacji symetrii:
a) obrotów o katy n' 1200 (n -liczba naturalna) wzgl~dem prostej AB,
b) odbic wzgl~dem kazdej z trzech plaszczyzn zawierajacych prosta AB i jedna z trzech kraw~zi
wychodzacych z punktu A.
lnne operacje symetrii samego dwunasloscianu nic sa operacjami symetrii ukladu, gdyz zmieniaja polozenie
punktów doplywu i odplywu pradu.
Po podlaczeniu zródla pradu potencjal w poszczególnych punktach naszego obwodu jest wyznaczony
jednoznacznie. Wynika stad, ze potencjal wszystkich trzech wierzcholków oznaczonych pelnym kólkiem jest
taki sam (rys. 1). Gdyby bowiem tak nie bylo, to po obrocie wokól prostej AB o kat 1200 uklad przeszedlby
sam w siebie, a rozklad potencjalu bylby inny niz przed ohrotem wbrew stwierdzeniu, ze jest on wyznaczony
jednomacznie.
Podobnie dowodzi si~, ze potencjal dowolnych dwóch wierzcholków oznaczonych na rys. I jednakowym
znaczkiem jest taki sam. Zatem rozklad pradÓW ~zie taki, jak na rys. 2 (skorzystalismy tu z l prawa
Kirchhoffa). Napi"cie UAB wzdluz kazdej z mozliwych dróg laczacych A z B jest takie samo (11 prawo Kircbboffa •.
Biorac pod uwage droge zaznaczona na rys. 2, mozemy napisac

UAB ~ .!.. lr + .!.. lr + .!.. lr + .:!.. lr + .!.. lr = !... lr366636'

Z okreslenia oporu zast~pczego RAB mamy

a wiec

7
RAB = 6r.

Zadanie mozna rozwiazac i bez odwolywania sie do symetrii ukladu, jednakze postepujac w sposób tradycyjny,
znany ze szkoly, otrzymujemy uklad wielu równan z wieloma Iliewiadomymi. Ulozenie i rozwiazanie tego
ukladu nie nalezy do rzeczy milych. o czym Czytelnik moze si~ sam latwo przekonac.
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Inwolucje

--
Rozwiazanie zadania M 124
Mozliwe sa dwa przypadki:
t o na osi symetrii lezy co najmniej Jeden
wierzcholek czworokata, 2Q na osi symetrii
nie lezy zaden wierzcholek czworokata.
W pierwszym przypadku na osi symetrii

leza dokladnie dwa wierzcholki czworokata,
który wobec tego jest deltoidem.
AB = AD. DC = BC, skad AD+BC ~

AB+DC. a wiec w czworokat ABCD

mozna wpisac okrag.

jest inwolucja na XtvXz.

. Wystarczy zauwazyc, ze dla dowolnego x istnieje takie i (i = 1,2), ze g(g(x» = g,(g,(x» = x.
A teraz inne okreslenie inwolucji:

5. Funkcja f jest inwolucja na X wtedy i tylko wtedy. gdy istnieja takie zbiory A, B, C
i taka funkcja h, ze

x

gdy x = O,

gdy x i' O.

gdy xeXh

gdy x eXzK(x) = { KI(X)Kz(x)

f;(x) = {~(X)
Zauwazmy, ze

l. Inwolucja jest funkCja róznowartosciowa.

Istotnie, mamy

M gr Krzysztof Prazmowski

f(x) =f(y) -+ x =f(f(x» =f(f(y» = y.

2. Zbiór wartosci inwolucji pokrywa sie z jej dziedzina.

Dowolny element x zbioru X jest bowiem obrazem nalezacego do X elementu f(x).

Funkcje róznowartosciowa ze zbioru X w zbiór Y, której zbiór wartosci pokrywa sie
ze zbiorem Y, nazywamy wzajemnie jednoznaczna.
Zatem

3. Inwolucja jest funkcja wzajemnie jednoznaczna.

4. Jezeli zbiory Xl i Xz sa rozlaczne, KI jest inwolucja na Xh Kz jest inwolucja na Xz, to

Niech l oznacza przeksztalcenie tozsamosciowe (tzn. I(x) = x). Funkcje f o dziedzinie X
i o wartosciach w X nazywamy inwolucja jesli spelnia ona warunek ff = l. Warunek ten
mozna zapisac tez w nastepujacy sposób:

dla dowolnego x e X f(f(x» = x
lub

dla dowolnych x, y e X f(x) = y -+ f(y) = x.

A wiec inwolucje sa "symetriami wsród funkcji". Inwolucja w.zbiorze liczb rzeczywistych

jest np. funkcja fI (x) = 1- x, w zbiorze liczb rzeczywistych róznych od zera np. h.(x)

Te ostatnia funkcje mozna przedluzyc na caly zbiór liczb rzeczywistych przyjmujac

B

'c

D

W drugim przypadku czworokat jest
trapezem równoramiennym. Mamy wtedy

1::ABC+ 1::ADC = 1::ABC+ l:.BCD = 180 ,
wobec czego czworokat mozna wpisac
w okrag.

AvBvC=X,

AnB = BnC = CnA = 0,
h jest funkcja wzajemnie jednoznaczna o dziedzinie A i zbiorze
wartosci B

oraz

gdy x eA
gdy xeB
gdy x e CB

D I C

h-' oznacza funkcje odwrotna do h.

{ h(x)(*) f(x) = :-l(X)

Sprawdzenie twierdzenia 5 wyglada nastepujaco:
Jesli istnieja odpowiednie zbiory A, B, C i funkcja h, to mamy
gdy x eA

f(f(x» =f(h(x» = h-l(h(x» = x,
gdy x eB

f(f(x» =f(h-t(x» = h(h-1(x» = x,
gdy x e C

f(f(x» =f(x) = x.

Jesli z kolei mamy dana inwolucje J. to najpierw znajdujemy zbiór C:

C:= {x eX: f(x) = x}.

Nastepnie zbiór X-C ustawiamy w pary <a, b) spelniajace dwa warunki

(1) f(a) = b

W tym miejscu (oraz w dowodzie
twierdzenia 7) korzystamy z pewnika
wyboru - patrz artykul K. Wisniewskiello.
Delta 3/1977.

, II .•oznacza funkcje losraniczona
do zbioru A.

(2) kazdy z elementów zbioru X-C wystepuje w dokladnie jednej parze (obojetnie na
którym miejscu).

Jako A. bierzemy zbiór wszystkich pierwszych elementów utworzonych par, jako B - zbiór
wszystkich drugich elementów. Funkcje h definiujemy jako

h =fl .•.
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Rozwi,zanie zadania M 125
Z zalozenia wiemy, te

(I) I(a, b, c) •••I(b, a, c),
(2) I(b, a, c) •••I(b, c, a),
skad wynika

(3) I(a, b, c) •• I(b, c, a).
Stosujac kolejno (I), (3), (3), (I), (3), (3)

otrzymujemy I(Xl' x" x,) •• I(x" Xl, X.) ••
"/(x.,x.,x,) "/(x"X"Xl)"
"/(x"X"Xl) "/(x.,x"x,) ••
"f(x.,x"x,).
Poniewaz pierwsze i ostatnie wyrazenie

w tym ciaau nierównosci sa równe, wiec
wszystkie wyrazenia s, równe, c.n.d.

Jest to twierdzenie udowodnione specjalnie
dla Delty. W literaturze mozna znale7c

analogiczny wynik tylko przy dodatkowym

zalozeniu, ze X jest zbiorem skonczonym.

Rozwi,zanie zadania M 126
Niech n > 2. Zauwazmy, ze jezeli k i II a
liczbami wzalednie pierwszymi
(tzn. najwiekszy wspólny dzielnik liczb k i II
jest równy I) oraz l •• k •• n, lO liczby 11- k
i n s, wzalednie pierwsze i I •• n - k •• n.
Gdyby bowiem d bylo wspólnym

dzielnikiem liczb n - k i n, lo d byloby

dzielnikiem róznicy lych liczb, lj. liczby k,
a wiec d byloby wspólnym dzielnikiem
liczb k i n, a jedynym wspólnym

dzielnikiem lych liczb jesl l, musi wiec byc
d= \.
Oczywiscie zachodza nierównosci

O •• n-k •• n. Gdyby bylo O = n-k. lo

k = n i liczby k i n nie bylyby wZlllednie

pierwsze (bo II > 1).
Liczby wzaIednie pierwsze z n i nie

przekraczajace n motna wiec pOllrupowac

w pary {k, n-kl, lldyz nie jesl mozliwe,

by k = n-k (wówczas" - 2k > 2, k > l,

i liczby k i n = 2k nie bylyby wzalednie

pierwsze). Liczba 9'(n) jesl wiec (dla II > 2)
parzysta.

Na mocy warunku (2) zbiory A i B sa rozlaczne. Poniewaz Av B = X-C, wiec sa oba
rozlaczne ze zbiorem C. Wreszcie warunek (1) gwarantuje, ze

h(A) = B,
a wiec takze

h-I(B) = h-l(h(A») = h-lh(A) = A.

Zlozenie dwóch inwolucji moze inwolucja byc, a moze tez nie byc inwolucja. Np. jesli
fl.lZ to funkcje wprowadzone wyzej, a f3(X) = -x, to fdz nie jest inwolucja, zas f./z
jest inwolucja - prosze sprawdzic.
Ogólnie

6. Jesli hl> hz sa inwolucjami na X, to hzhl jest inwolucja na X wtedy i tylko wtedy,
gdy hzhl = hlhz.

Istotnie, jesli hlhz i hzhl sa inwolucjami, to

hzhlnZ = hzhlhzI = (hzhlhz) (hzhl) (hzhl) =
= (h2(hl (h2h2)hl)h2)hl = hl>

a wiec

hlh2 = (h2hlh2)h2 = h2hl(h2h2) = h2h1•

Jesli z kolei hl i h2 sa inwolucjami oraz h2hl = hlhz, to

(h2hl) (h2hl) = (h2hl) (hlh2) = (h2(hlhl)h2) = I.
Przeglad wlasnosci inwolucji zakonczymy twierdzeniem

7. Dla dowolnej wzajemnie jednoznacznej funkcji f zbioru X na X istnieja takie inwolucje
g i h na X, ze f = hg.

Dowód (nieco trudniejszy od dotychczasowych):
Okreslamy indukcyjnie ciag funkcji k(i):

ktO) = Ix,

k(iH) = fk(i),
oraz przyjmujemy umowe

kI-i) = (k(i»-l.
Wezmy pod uwage relacje ~ na elementach zbioru X:

a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba calkowita n, taka, ze k(n)(a) = b.
Jak latwo sprawdzic - jest relacja równowaznosci.
Jej klasy abstrakcji to zbiory

D. = {k(n)(a): n fest liczba calkowita},

gdzie a jest dowolnie ustalonym elementem X.
Okreslimy funkcje g i h oddzielnie na kazdym ze zbiorów D. - mozna tak zrobic

z uwagi na twierdzenie 4 (uogólnione oczywiscie). Zauwazmy najpierw, ze
x eD. -+f(x) e D.,

a dokladniej

f(k(n)(a») = k(n+1)(a).

Mamy wiec zastapic dwiema inwolucjami funkcje, która kazdemu k(n)(a) przyporzadkowuje
k("+l)(a).

Beda to funkcje g. i h. okreslone przez warunki:

g.(k(n)(a») = kI-nICa),

h.(k(n)(a») = k(1-n)(a).
Mamy

h.g.(k(n)(a») = h.(k(-n)(a») = k(l-(-n»(a) =
= k(n+ l)(a) =!(/(.(n) (a)).

Pozostaje jeszcze sprawdzic, ze g. i h. sa inwolucjami na D.:

g.g.(k(i)(a») = g.(kH)(a») = k(-(-i»(a) = k(i)(a),

h.h.(k(i)(a») = h.(k(l-i)(a») = k(l-(l-i»(a) = k(i)(a).

I w ten sposób dowód zostal zakonczony.
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