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Symetrie w $wiecie ozywionym

Doc. dr Jerzy BARTKE

Zastanéwmy si¢ nad tym, jak dalece symetryczny jest §wiat istot zywych.
Zacznijmy od popatrzenia na siebie. JesteSmy zbudowani bardzo symetrycznie
i jesteSmy tak do tego przyzwyczajeni, Zze lekko skrzywiony nos albo sko$ne
ustawienie oka u drugiego czlowieka zauwazamy natychmiast — cechy te
uderzajg nas w pewien sposéb jako wady urody. W naszym ubiorze
dopuszczamy zreszta takze tylko bardzo drobny element asymetrii.
Przyjrzyjmy si¢ $wiatu zwierzgcemu. Wszystkie prawie zwierzegta, nizsze i wyzsze,
sg symetryczne wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez ich $rodek. Trzeba
tylko popatrze¢ na nie wzdluz tej plaszczyzny. Na rysunkach widzimy
przyklady symetrii dwubocznej u stawonogdéw i kregowcow. Szkarlupnie
(rozgwiazdy, jezowce) maja pigciokrotng o$ symetrii, glowonogi
(o$miornica) — o§miokrotna. Niewiele jest zwierzat niesymetrycznych.

Slimaki maja niesymetryczng budowe — widaé to najlepiej na

muszlach — jest to zreszta jedyna gromada niesymetrycznych zwierzat.

Niektdre gatunki krabow majy jedng parg kleszezy silniej wyksztalcong

od drugiej. Poza tym niektére ryby (fladra) sa zbudowane niesymetrycznie.
Nalezy przy tym zauwazy¢, Ze s to tylko pewne elementy asymetrii, duza
czgd¢ ciala zwierzgcia jest symetryczna. Szczegdlnie ciekawym jest to, Ze wyzej
wspomniane ryby sa po urodzeniu symetryczne (podobne do wigkszoéci ryb)
i dopiero w pdZniejszym okresie zycia przeksztalcaja si¢ do postaci
asymetrycznej. Jest to zwigzane z przystosowaniem si¢ do dennego trybu
zycia. Asymetria kleszczy kraba jest zapewne tez wynikiem préby optymalnego
przystosowania do zdobywania poZywienia. Do dzi§ nie wyjasniono tylko
jaki jest sens biologiczny asymetrii $§limakéw, faktem jest jednak, ze $limaki
symetryczne wymarly przed setkami milionow lat.

Na uwage zastuguja tez wytwory pewnych zwierzat. Pajak tka symetrycznie

' pajeczyng, pszczoly buduja plaster zlozony z regularnych szeiciobocznych

komérek, elementy symetrii znajdujemy w budowlach termitéw. Wigkszoéé
gniazd ptasich ma symetri¢ osiowa.
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Z kolei popatrzmy na roéliny. Cale roéliny, lub ich czgsci, wykazuja na ogél
symetri¢, bardziej nawet zréZnicowang niz u zwierzat. Wéréd owocow, nasion

i kwiatow znajdujemy przyktady peinej symetrii sferycznej, symetrii osiowej
trzykrotnej, czterokrotnej, pigciokrotnej, itd. LiScie maja przewaznie symetrig
dwuboczna. Nieliczne kwiaty i chyba tylko li§¢ wiazu sg istotnie niesymetryczne,
ZauwaZmy takze, Ze samotnie rosngce drzewa i krzewy formuja si¢ w przybliZzeniu
symetrycznie (o ile tylko nie dzialaja na nie np. silne wiatry z jednego kierunku).
Mozna zadaé sobie pytanie dlaczego tak jest. Wyksztalcenie si¢ u zwierzat
jednakowych konczyn poloZzonych symetrycznie po obu stronach ciala

zapewnia regularno$¢ poruszania si¢ zwierzgcia, jest wynikiem ewolucji. Ale
dlaczego np. liScie wigkszo$ci ro$lin sg symetryczne? Mozna postawi¢ hipotezg,
ze chodzi tu o oszczednosé dziedzicznie przekazywanej informacji koniecznej

do odtwarzania si¢ danego gatunku. Do jednoznacznego okreslenia bryly
geometrycznej o najwyzszej symetrii — kuli — trzeba tylko podac jej promien

 (jedna liczbe!). Ze wzgledéw funkcjonalnych wszystkie twory zywe nie mogg
oczywifcie by¢ kuliste, niemniej natura dazy w miare mozliwosci do
zredukowania potrzebnej informacji. Popatrzmy na ostatni rysunek. Mamy na nim
przedstawione pot liscia i pol motyla (jak zreszta czgsto spotyka sig¢

w ksigzkach). Czy wystarczy nam to do zrekonstruowania calosci?

Wystarczy, poniewaz wiemy, Ze twory te sa symetryczne i w mysli
ndorysowujemy” druga polowe.

Geometria zbudowana z symetrii
Dr Marek KORDOS

Termin ,,symetria” uZywany jest potocznie w roZznych znaczeniach,

co wiecej, zakres tych znaczen jest dla roznych ludzi rézny. Najczgsciej

jednak myéli si¢ o sytuacji, w ktérej zamiana pewnych elementéw miejscami
nic nie zmieni.

W niektérych figurach mozna punkty polaczy¢ w takie pary, Ze zamiana
miejscami punktéw w kaZdej parze nie zmienia figury. Jesli jeszcze zazadac,
aby ta zamiana byla automorfizmem, to znaczy nie zmieniala Zadnych zaleZznoSci
geometrycznych, to otrzyma sig pojecie symetrii uzywane w geometrii.
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PoniewaZ automorfizmy w geometrii euklidesowej to znane ze szkoly
podobienstwa, wigc Scista definicja symetrii bedzie nast¢pujaca:

Funkcje ¢, ktdrej argumentami i wartosciami sq wszystkie punkty przestrzeni,
ktora spelnia dwa warunki: dla dowolnych punktow A, B, C, D

jesli AB=CD, 1o p(A)p(B) = p(C)p(D),
jesli o(A) = B, to @(B)= A,

i ktora nie jest toZsamosciq, nazywamy symeltriq.
Pierwszy z podanych warunkow mozna wystowic:

@ jest podobienstwem,
a drugi

@ jest inwolucjq.

Moizna wykazaé¢ (polecamy to jako zadanie), ze z definicji symetrii wynika,
Ze jest ona izometrig, tzn. spelnia warunek

AB = ¢(A)p(B),

oraz, ze ma co najmniej jeden punkt staly (jest nim $rodek odcinka Ag(A)).
Co wigcej, mozna wykazaé¢, Ze w przestrzeni trojwymiarowej symetriami sg
tylko symetrie srodkowe, osiowe i plaszczyznowe. W przestrzeni dwuwymiarowej,
czyli na plaszczyznie, symetriami sg wylgcznie symetrie srodkowe i osiowe.
Dalej bedzie mowa tylko o plaszczyznie.

Na przetomie XIX i XX wieku matematyk dunski Johannes Hjelmslev
zauwazyl, ze kazde zdanie o symetriach $rodkowych i osiowych moZna
interpretowac jako zdanie o punktach i prostych — §rodkach i osiach

tych symetrii. Idee te rozwingli gldéwnie matematycy nienmeccy,

Kurt Reidemeister, Arnold Schmidt, a w roku 1959 Friedrich Bachmann

wydal monografig, w ktorej o geometrii mowi si¢ wylacznie za posrednictwem
symetrii osiowych (Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff).

Tak, wylacznie symetrii osiowych, gdyz symetrie srodkowe mozna za ich
pomocg okreslic.

Dalej male litery lacinskie oznaczaé bedg symetrie osiowe czyli proste.

Przy tej umowie warunek

ab=5ba i a#b

oznacza, ?e¢ ab jest punktem. Istotnie — jest to zloZzenie dwu symetrii
osiowych o osiach prostopadiych (dlaczego?), a wigc symetria $rodkowa,
czyli punkt. Oznacza to réwniez, Zze a L b.

Jesli ab jest punktem, to warunek

abc = cab  (lub abc = cbha)
oznacza, Ze punkt ab lezy na prostej ¢ (dlaczego?), a dla dowolnych

prostych a, b, ¢ warunek
abc = cha

oznacza, ze maja one wspllny punkt lub wspdlng prostopadly (to juz
trudniej uzasadni¢, ale warto spréobowac).

Bachmann podaje ukiad aksjomatow (warunkow) wystarczajacych na to,

aby na ich podstawie zbudowa¢, wychodzac od pojecia prostej

(= symetrii osiowej), cala geometrig. Podamy tutaj ich tres¢, a nie

formalny zapis:

Przez dowolne dwa punkty przechodzi prosta.

Dwie rézne proste majq co najwyiej jeden punkt wspdlny.

Dwie proste majq wspdlny punkt lub wspéing prostopadiq.

Trzy proste majqce wspélny punkt lub wspdlng prostopadiq mozna zastqpié

jedng (co to znaczy?).

Istnieje prostokqt (jak to mozna by zapisac?).

Zauwazmy ciekawa cechg¢ tego sposobu uprawiania geometrii — mozna rachowaé
na prostych (bo utozsamiamy je z symetriami, czyli funkcjami). W ten sposéb
Bachmann zrealizowal postulat Leibniza, ktory 300 lat temu wystgpowal
przeciwko wprowadzeniu przez Kartezjusza geometrii analitycznej twierdzac,

ze rachunek w geometrii jest rzecza dopuszczalng jedynie wtedy, gdy rachuje si¢
na obiektach geometrycznych, a nie na liczbach.
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Symetrie w krysztatach

Doc. dr Jerzy BARTKE

Zapewne kazdy z Czytelnikéw mial okazje ogladaé krysztaly réznych
mineraléw. To, co nas uderza przy ogladaniu krysztaléw (poza pigkna
czesto barwa, ktorg jednak nie bedziemy si¢ tutaj zajmowaé) — to regularnosé
ich ksztattu. Np. krysztaly soli kuchennej s3 prostopadioscianami, krysztaly
kwarcu natomiast s3 graniastostupami o sze$ciokatnym przekroju. Dlugosci
A o SR T2k poszczegolnych krawedzi krysztalu sa na ogdl rozne, ale katy pomigdzy
i et o £ jego §cianami sg zawsze Scile okreslone. W przypadku krysztalu soli
= / ,/ / kuchennej katy migdzy $cianami wynosza 90°, a w przypadku krysztatu
b e il e kwarcu 120°. Naturalnym wyjasnieniem tych faktow jest, ze ksztalt
k L= zewnetrzny (morfologia) krysztalu odzwierciedla jego wewnegtrzng strukture.
Krysztat sklada si¢ z wielkiej liczby tzw. komorek elementarnych o ksztalcie
§ci§le okreslonym dla danego rodzaju substancji. W przypadku soli kuchennej
komorka elementarna jest sze§cianem, a w przypadku kwarcu komoérka
elementarna ma przekrdj regularnego szesciokata. W procesie krystalizacji
doplyw substancji krystalizujacej bywa na ogdél nieréwnomierny i dlatego
szybkos§¢ wzrostu krysztalu w roznych kierunkach jest niejednakowa. W wyniku
tego zewnetrzne krawegdzie krysztalu maja na ogét rozne dlugosci, ale katy
———tem— = migdzy odpowiednimi $cianami sa zawsze zachowane, poniewaz okreslone

a__..lr"’ sa one przez ksztalt elementarnej komorki. Wyjasnia to ponizszy rysunek.

jediioskoény

o a

Przy rownomiernym doplywie substancji krystalizujgcej szybkos$¢ powielania
komorki elementarnej (czyli wzrostu krysztatu) jest we wszystkich kierunkach
jednakowa i w takich warunkach powstaje krysztal idealny. Posta¢ zewngtrzna
takiego krysztalu ma te same elementy symetrii, co jego sie¢ strukturalna.
Krysztaly klasyfikuje si¢ wedlug wystgpujacych w nich kombinacji elementéw
symetrii, do ktorych naleza: Srodek symetrii, o§ symetrii, plaszczyzna

symetrii i tzw. o§ inwersyjna. Dla osi symetrii okre§lamy poza tym jej
krotno$é n = 360/a, gdzie « oznacza najmniejszy kat obrotu wzgledem osi,
przy ktérym struktura krysztatlu si¢ powtarza. O§ moze by¢ dwukrotna,
trzykrotna, czterokrotna lub sze$ciokrotna. W zaleznosci od rodzaju symetrii
zalicza si¢ krysztal do jednego z szesciu tzw. ukladow krystalograficznych.
Rysunek na marginesie artykulu pokazuje komdrki elementarne tych sze$ciu
ukladéw, ulozone w kierunku wzrastajacej symetrii. Komdrka ukladu
tréjskosnego jest réwnoleglosécianem i sie¢ krystaliczna jest jedynie symetryczna
wzgledem inwersji. W sieci jednoskosnej wystgpuje dwukrotna o§ symetrii,

w sieci heksagonalnej szeSciokrotna o$ symetrii, w sieci rombowej trzy dwukrotne
osie symetrii. W sieci tetragonalnej wystgpuje jedna o§ czterokrotna i dwie
dwukrotne i wreszcie w najbardziej symetrycznej sieci regularnej wystgpuja
trzy czterokrotne osie symetrii.

Wspolczesne badania struktury krysztaléw, dokonywane przez rozpraszanie
promieni X, elektronéw czy neutronéw, pozwalaja na dokladne okreslenie
dlugosci krawedzi komorki elementarnej (czyli tzw. stalych sieciowych) oraz
katéw wystepujacych w sieci krystalicznej. Badania te wykazaly takze,

Ze atomy, jony, czy teZz czgsteczki tworzace krysztal moga znajdowac sig
Crasem wyrdznia sig jeszcze: 3iodmy nie tylko w wierzchotkach komérki elementarnej, ale takze na jej $cianach
B0 Spnat, Kky TSR R lub w jej $rodku. Informacje te pozwalaja na dalszy podziat krysztaléw

wlaczy¢ do ukladu heksagonalnego (posiada : h
on jedng trzykrotna o$ symetrii). na WIQkSZQ h'SZbQ tzw. klas.
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Podstawowe znaczenie zachowuje jednak podzial na uklady oparty na wlasnos$ciach
symetrii sieci krystalicznej. Wewnetrzne symetrie krysztaléw znajduja bowiem
odzwierciedlenie w ich makroskopowych wilasnosciach fizycznych. Przy
pomiarach mechanicznych, elektrycznych, czy tez optycznych krysztaly wykazujg
wlasnosci anizotropowe. Wielko$¢ mierzona zalezy od kierunku dokonywanego
pomiaru i w pcwnych okreslonych kierunkach przy_]mu_[e wartosci ekstremalne.
Nietrudno domysli¢ si¢, ze kierunki te pokrywaja si¢ z osiami symetrii sieci
krystalicznej. Jedynie krysztaly nalezace do ukladu regularnego wykazuja
wlasnosci izotropowe.

Matematycznie opisuje si¢ t¢ sytuacje wprowadzajac tzw. tensory. Np. dla
opisania polaryzowalnosci elektrycznej krysztalu musimy w najogdlniejszym
przypadku podaé dziewieé liczb. Liczby te sg wspdlczynnikami wystgpujacymi

w trzech réwnaniach liniowych wigzacych skltadowe wektora polaryzacji P

ze skladowymi wektora pola elektrycznego E i tworzg tzw. tensor
polaryzowalnosci elektrycznej. Dla krysztaléw o wyZszej symetrii niektdre

z tych wspdlczynnikow sa réwne, zatem ich efektywna liczba ulega
zmniejszeniu. W granicznym przypadku krysztalu nalezacego do ukladu
regularnego tensor redukuje si¢ do jednej stalej.

Rozpoczelismy ten artykut od stwierdzenia, Zze morfologia krysztalu okre$lona jest
przez forme jego elementarnej komérki. Do tego wniosku mozna dojsc

metoda prostej dedukcji i wlasciwie mozna sobie zada¢ pytanie, dlaczego
starozytni filozofowie juz dwa tysigce lat temu nie rozwazali réznych postaci
sieci krystalicznej i jej symetrii. Najwidoczniej po prostu nie zainteresowali sig
sprawg wyjasnienia regularnosci ksztaltu krysztalow...

Dualnos¢

Dr Marek KORDOS

Wezmy pod uwage teorig, w ktorej mowi si¢ o obiektach dwojakiego

rodzaju — mamy wi¢c w niej dwa ‘rodzaje zmiennych, niech beda to male litery

lacinskie: a, b, ¢, ... dla oznaczenia obiektéw jednego rodzaju i duze:

A, B, C, ... dla oznaczenia obiektéw drugiego. Niech nasza teoria mdwi

o pewnej relacji miedzy obiektami réznych rodzajow — oznaczmy te

relacj¢ znakiem |.

Jezeli chcemy napisa¢, 2e dwa obiekty sg3 w naszej relacji, musimy umiescié¢

oznaczajace je litery obok kreski. Ktory po ktérej stronie? Aby nie

dyskryminowa¢ ani pierwszego, ani drugiego rodzaju obiektéow uméwmy sig, Ze
napis a| A znaczy to samo, co napis A|a.

Teorig o takiej, jak podaliSmy wyzej, budowie nazywamy autodualng,

jezeli spelnia ona warunek:

Zasada dualno$ci (syntaktyczna):

Jezeli w twierdzeniu teorii zamienimy wszystkie litery male na duze

(rozne na rézne) i odwrotnie, to otrzymane zdanie bedzie réwniez

twierdzeniem teorii.

Tak wigc teoria samodualna jest bardzo przy_}ernna — kazdy dowdd daje nam

od razu dwa twierdzenia.

Modele teorii autodualnej, czyli struktury, jakie ta teoria opisuje, tez maja

zalety. Kazdy model teorii o budowie opisanej na wstepie jest postaci <u, U, |,

czyli sklada si¢ z dwoch zbioréw i relacji miedzy elementami tych zbiordéw.

Jezeli teoria jest autodualna, to prawdziwe jest zdanie:

Zasada dualnosci (semantyczna):

Jezeli struktura {(u, U, |> jest modelem teorii, to réwniez struktura {U,u, | >

jest jej modelem.

A wigc gdy znajdziemy jaki§ model teorii autodualnej, ,,automatycznie”

mamy i drugi.

Okreslenia ,,syntaktyczna® i ,,semantyczna” przy zasadach dualnosci

podkreslaly fakt, ze za pierwszym razem mowiliSmy o napisach, a za

drugim o ich znaczeniu.

No dobrze, ale czy w ogodle istniejg teorie autodualne i czy majg one

jakie§ znaczenie ?



Podamy przyklad takiej teorii podajac jej aksjomaty:

Aks. 1. Dla dowolnych a i b istnieje A, takie, ze a, b | A.

Aks. 2. Dla dowolnych A4 i B istnieje a, takie, ze A, B|a,

Aks. 3. Jedli a,b| A, B, to a=blub A = B.

Aks. 4. Istniejg takie a,b,c,d, A, B, C, D, e réwnoczeénie zachodzi

a,b|Dib,c|Cic,d|Bid,alA

oraz nie zachodzi ani a | B, ani a|C, ani b| 4,

ani b| B, ani c| 4, ani ¢| D, ani d|C, ani d|D.
Teoria ta ma wiele modeli. Migdzy innymi model jej mozna uzyskaé
z plaszczyzny euklidesowej, uzupelniajac kazda prosta dodatkowym
»punktem” — jej kierunkiem, oraz wprowadzajac dodatkowa ,,prosty”
zlozong z samych kierunkow. Wéwczas jako u bierzemy zbiér wszystkich
punktow (zwyklych i dodatkowych), jako U — zbi6ér wszystkich prostych
(zwyklych i dodatkowej), a jako | — relacj¢ lezenia punktu na prostej.
Teoria o podanej aksjomatyce nazywa si¢ geometriq rzutowq i jest uprawiana
szeroko od XVII wieku (pierwszy podrgcznik w 1822 roku — Poncelet).
Ale czy jest autodualna? Aby si¢ o tym przekonaé wystarczy sprawdzié,
ze zamiana liter malych na duze i odwrotnie przeprowadzi nasz uklad
aksjomatow na siebie (1 na 2, 2 na 1, 3 na 3 i 4 na 4 — to ostatnie
tylko nie jest widoczne na pierwszy rzut oka). A wigc i cala teoria, jako
zbiér konsekwencji tego ukladu aksjomatéw, nie zmieni sig.
A jak wyglada model dualny do opisanego?

Przedstawione cztery pary rysunkow ilustrujg wzajemnie dualne twierdzenia Pascala i Brianchona.

Boki . wpisanego w elipse
fciokaqt

Wierzcholki *2¢°€'0%44 opisanego na elipsie

Sytuacje te ilustruje pierwsza para rysunkéw.

Na nastgpnych rysunkach mamy przedstawione sytuacje zdegenerowane, kiedy pewne sasiednie

wierzchotki wpisanego pokryly sie faczace je boki stycznymi do

3 Sciokat 5 | : o : ; :
boki seescioxaln opisanego leza na jednej prostej, ich wspdlne korce punktami
Twierdzenia pozostaja w mocy réwniez dla paraboli i hiperboli.

ich punkty przeciecia lezq na jednej prostej

de wl i 3 :
WAL e WOt 56 lgczqcee je proste przechodzq przez jeden punkt

staly sie elipsy.

Przeksztalcenia zwane symetriami
Dr Ludomir WEODARSKI

Stowo ,,symetria” w mowie potocznej uzywane bywa w najréZniejszych
kontekstach. Méwi si¢ np. o symetrii w obrazie, o symetrii w budowie utworu
muzycznego, o symetrii we wzajemnych stosunkach miedzy panstwami.

([ Takie uzycie tego stowa jest uzasadnione, gdyz w dostownym tlumaczeniu
»Symetria” znaczy tyle co ,,wspélmierno$é”. W geometrii symetriami nazywa sie
pewnego rodzaju przeksztalcenia. Przyjrzyjmy si¢ symetriom w geometrii.

Niech # bedzie dowolng figura na plaszczyZnie lub w przestrzeni euklidesowej
(figura nazywamy kazdy zbiér punktéw). Wéréd wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalcen tigury & na siebie wyrézniamy izometrie,

czyli takie przeksztalcenia, ktére nie zmieniajg odleglosci miedzy punktami.

&
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/ 0% inwersyjna

Rodzing takich izometrii oznaczmy przez S(#). Latwo si¢ przekona¢,

ze rodzina ta ma nastgpujace wlasnosci:

1° — przeksztalcenie tozsamo$ciowe figury % nalezy do rodziny S(F),

2° — jezeli przeksztalcenie ¢ nalezy do S(Z), to i przeksztalcenie ¢p~' (odwrotne
do ¢) réwniez nalezy do S(%),

3° — zlozenie dowolnych przeksztalcen z rodziny S(#) nalezy do S(#).

Rodzina S(#) nazywa si¢ grupq izometrii wiasnych figury %. W przypadku,

gdy # jest zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny euklidesowej, niektdre

izometrie z rodziny S(#) nosza nazwe¢ symetrii. Sa to symetrie osiowe

i symetrie $rodkowe. Wsréd nietozsamos$ciowych izometrii plaszczyzny

wyrozniajg si¢ tym, Ze sa inwolucjami, tzn. sa identyczne z przeksztalceniami

odwrotnymi do siebie. Podobnie wéréd izometrii calej przestrzeni symetrie

osiowe, Srodkowe i plaszczyznowe wyrdzniaja si¢ jako inwolucje. Jezeli

figura & jest wlasciwym podzbiorem plaszczyzny euklidesowej (przestrzeni),

to rodzina S(#) bywa nazywana grupq symetrii figury #. JeZeli przytym

S(#) zawiera choé jedno przeksztalcenie rézne od toZzsamosciowego,

to o figurze & mowi sie, ze ma ona symetrie.

Zaréwno plaszczyzna jak i przestrzen euklidesowa sa doskonale jednorodne.
Oznacza to, ze gdy ¢ jest izometria pewnej figury & (niekoniecznie izometrig
wlasng), to istnieje izometria y calej plaszczyzny (przestrzeni) identyczna

z ¢ na calej figurze #. Dzigki temu mozna zastapi¢ badanie grupy symetrii
figury &% badaniem tych izometrii plaszczyzny (przestrzeni) na siebie, ktdre
zachowuja figurg # (ewentualnie przemieszczajac jej punkty). Tak wigc

i izometrie wilasne figury nazywaja si¢ tak samo, jak odpowiednie izometrie
plaszczyzny czy przestrzeni: obroty, przesunigcia, symetrie Srodkowe,
symetrie osiowe, symetrie plaszczyznowe itd.

Jezeli w grupie symetrii figury & znajduje si¢ symetria o osi /, to prosta /
nazywa si¢ osig symetrii figury #. O takiej figurze mowi si¢, Zze ma symetrie
osiowq. Podobnie okresla si¢ $rodek symetrii oraz plaszczyzng symetrii figury.
Moize si¢ zdarzy¢, ze grupa symetrii figury plaskiej sklada si¢ z samych
obrotéw. Latwo udowodnié, ze wszystkie te obroty majg wspolny $rodek.

O takiej figurze moéwi sie, ze ma symetrie obrotowg. Klasycznym przykladem
jest zlowrogi znak swastyki. Taka symetri¢ ma rowniez herb brytyjskiej
wyspy Man.

Punkt, ktdry jest srodkiem jakiegokolwiek obrotu nalezacego do S(#),
nazywa si¢ Srodkiem figury & — nie musi on byé wcale Srodkiem symetrii
tej figury — tak jest np. ze $rodkiem wielokatéw foremnych o nieparzystej
liczbie wierzchotkdw.

Figura przestrzenna (tréjwymiarowa) oprocz §rodkéw symetrii, osi symetrii
i plaszczyzn symetrii moze mie¢ tzw. osie obrotowe i osie inwersyjne:

— prosta [ nazywa si¢ osiq obrotowq figury & jezeli w grupie symetrii tej
figury znajduja si¢ obroty o osi /,

— prosta [ nazywa si¢ osiq inwersyjng figury %, jezeli do grupy symetrii
figury & nalezy tzw. symetria obrotowa o osi /, tzn. przeksztalcenie bedace
zlozeniem obrotu o osi / i symetrii wzgledem plaszczyzny prostopadiej do /.
Srodek figury przestrzennej to punkt, w ktérym przecinaja si¢ rozne osie
tej figury (osie symetrii, osie obrotowe, osie inwersji) — nie musi on by¢
srodkiem symetrii — vide czworoscian foremny.

O figurze przestrzennej w krystalografii méwi si¢, ze ma symetri¢ obrotowq,
jezeli pewna jej o§ obrotowa nie lezy w Zadnej plaszczyznie symetrii

tej figury.

Grupe symetrii figury przestrzennej charakteryzuje si¢ zwykle przez opisanie
wszystkich $rodkow symetrii, osi symetrii, osi obrotowych, osi inwersyjnych
i plaszczyzn symetrii figury. W ten sposob post¢puja np. krystalografowie,
klasyfikujgc krysztaly ze wzglgdu na ich grupy symetrii.

W geometrii termin ,,symetria” bywa uzywany rowniez w zastosowaniu

do przeksztalcen, ktére nie sg izometriami. Mamy tu na mysli tzw. symetri¢
skos$na i symetri¢ wzglgdem okregu.

Symetri¢ sko$na ¢ o osi / i kierunku prostej k ./ okredlajg warunki:

dla dowolnego punktu A4

— $rodek odcinka A@(A) lezy na prostej /,

— przez A i @(A) przechodzi prosta réwnoleglta do k.

Natomiast symetrie wzgledem okregu nazywaja si¢ inaczej przeksztalceniami
inwersyjnymi. Mozna o nich przeczyta¢ w Delcie 7/1976.

Zainteresowanym polecamy ksiazk¢ H. Weyla zatytulowana ,,Symetria™,
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NMNota delid

»Czy chcialbys mieszkac w Domu po Drugiej Stronie
Lustra, Kiciu? Ciekawa jestem, czy dawaliby ci tam
mleko? Moze to Lustrzane mleko nie nadaje si¢

do picia...”

(L. Carroll, ,,0 tym, co Alicja
odkryla po drugiej stronie lustra™.)

Stan przed lustrem i popatrz na swoj obraz. Czy tam,
»W zwierciadle” stoisz Ty, czy kto§ calkiem odmienny ?
Nie spiesz si¢ z odpowiedzig. Zawsze warto przedtem
chwilg pomysle¢. Poobserwuj Jego ruchy. Ktéra reka
pisze? Po ktdrej stronie ma serce? To przeciez catkiem
inny czlowiek. Nie tylko Ciebie zwierciadlo tak
odmienia. Poszukaj w domu zwyklego wkretu do
drewna i przypatrz si¢ uwaznie jego odbiciu w lustrze.
Wkret tam, w lustrze, jest inny. Aby go wkrecié,
nalezatloby go obraca¢ w przeciwnym kierunku niz
wkrety normalnie spotykane, czyli — patrzac z gory —
w lewg strong. Powiemy, ze wkret, ten w lustrze, ma
budowe lewoskr¢tna w odréznieniu od zazwyczaj
uzywanych prawoskretnych.

Dla stolarza jest w zasadzie obojetne, czy uzywa

lewo- czy prawoskregtnych wkretéow. Oczywiscie nie bylby
zadowolony, gdyby da¢ mu i jedne i drugie. Czesto
mylitby si¢ i zamiast wykrecaé dokrecalby jeszcze
mocniej, co nie ulatwialoby mu pracy. Zapewne
zdecydowalby si¢ na jeden rodzaj wkretdw, a reszte
powyrzucal.




Co$ podobnego zdarzylo si¢ wérdd zwiazkéw chemicznych
wchodzacych w sklad organizmow zywych. Czasteczki

H niektérych z tych zwigzkéw, chemicy nazywaja je H
H | aminokwasami, mozna przyrowna¢ do §ruby — r H
| HN~H oczywidcie tylko pod wzgledem ksztaltu. Mozna wiec H=N~y |
H=C - (-H powiedzie¢, czy czasteczka jest lewo-, czy Hse =% =H
H | prawoskretna. W tym miejscu zaczyna si¢ dziwna I H
f,c\ historia. Czasteczki wytworzone w laboratoriach -t
ut S : : (o
0 0 chemicy moéwia: zsyntetyzowane, w polowie sa

lewoskretne, w polowie prawoskretne. Wytworzone
biologicznie, a wigc przez organizmy Zywe, maja
zawsze budowg lewoskretng. Mozna to zrozumied, jezeli
zalozymy, ze wczesne formy Zycia na Ziemi
wywodzily si¢ ze zwigzkoéw chemicznych zaréwno
lewoskretnych jak i prawoskretnych. Organizmy
zlozone ze zwigzkéw jednej odmiany powinny byé
niestrawne i prawdopodobnie trujgce dla istot zywych
zlozonych ze zwiazkow drugiej odmiany. Ostatecznie
| zwycigzyliSmy my — lewoskretni. By¢é moze gdzie$

TC} m }r _ indziej, we Wszechswiecie, zwyciezyli prawoskretni. Ten
inny $wiat mogiby by¢ wiasnie czarodziejskim $wiatem ze
zwierciadla i mleko w tym $wiecie z pewnoscig byloby
dla nas niestrawne. jezeli nie trujace.
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Jaki tez moze by¢ ten swiat lustrzany, do ktorego

Alicja zapraszata kotka? Czy kotek, przeniesiony

do niego, potrafitby wykry¢ za pomoca doswiadczen
fizykalnych, Ze zostal zaczarowany? Innymi stowy, czy
obserwujac doswiadczenie fizykalne w lustrze i nie
wiedzac o tym, moZzemy na podstawie jego wynikdw
rozstrzygnaé, czy obserwujemy lustrzane odbicie, czy nie?
Do niedawna kotek bylby bezradny. Wszystkie znane
procesy fizyczne nie rozréznialy, co to strona prawa

i lewa. Fizycy ujeli to w formie zasady. Zwierciadlany
obraz zjawiska fizycznego jest réwniez zjawiskiem
fizycznym. Nazwali t¢ zasadg, z sobie znanych

powoddéw, zasadg zachowania parzysto$ci.

Sprébujcie ja sprawdzi¢ obserwujac znane, proste
zjawiska fizyczne w lustrze. Odpowiedzcie na pytanie, czy
przebieg zjawiska obserwowany w lustrze jest

sprzeczny z tym, co znamy z fizyki. Np. swobodny
spadek cial, topienie si¢ lodu w wodzie itp. Na pewno
zgodzicie si¢ z zasada zachowania parzystosci.

Kotek nie ma mozliwosci sprawdzenia fizycznego, czy jest
w zwierciadle. Moze oczywiscie napi¢ si¢ mleka, ktdre
mu zaszkodzi, ale to nie jest sposob fizyka, lecz
czarnoksigznika. Sprébujcie bowiem skosztowac
odbicia zwierciadlanego mleka — ja nie potrafig. Jezeli
kotek uczylby sig¢ fizyki-jadrowej, sytuacje mialby
ulatwiona.

21 lat temu odkryto bowiem procesy, ktdore naruszajg
zasad¢ zachowania parzystosci. Ale o tym ani autor
przygod Alicji, ani Zzaden czarnoksi¢znik nie.mogt
wiedziec.

Lepiej jednak nie pi¢ mleka niewiadomego
pochodzenia.

{TThosoNzum NIWEEL )
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OTO DWA NAPISY:

125621 i 125521 *
Ktéry z nich jest symetryczny? Geometrycznie tylko ten
pierwszy. Widoczne jest jednak, Ze i drugi z napiséw

odznacza si¢ pewmy symetria budowy. Na czym jednak ta 'i 85 5831
symetria polega? Odpowiedz jest prosta: czytany od
przodu jest taki sam, jak czytany od tylu. Poniewaz
jednak matematyk lubi okreélenia dokiadniejsze,
zastandwmy si¢, w jaki sposdb wyrazi¢ to Scislej.
Zrébmy takie poréwnanie,
* * *

Tu zajmiemy si¢ figurami na plaszczyZnie: Tu zajmiemy si¢ napisami takiej postaci:

il 0y ilny

przy czym zamiast liter a,, a,, a; itd. trzeba wstawié¢
cyfry.

Tu zbadamy przeksztalcenie:

Qs voiilly = 0y Galys

Oto jak zmienia ono réZne napisy:

1385 — 5831
2200 — 0022
3113 — 3113
4200524 — 4250024  itd.

Waina wlasno$¢ obu przeksztalcen:

wykonane dwa razy po kolei niczego nie zmieniaja,

wszystko wraca do pierwotnego polozenia.
Tu figury symetryczne to takie figury, ktére nie Tu napisy symetryczne to takie napisy, ktére nie zmieniaja
zmieniaja si¢ przy pewnym obrocie o 180°: si¢ po zastosowaniu naszego przeksztalcenia:

2005002 — 2005002

* % %

Po tym ecksperymencie zaproponuj¢ nastgpujaca definicje symetrii:

symetria to wlasnos¢, ktérej nie zmienia przeksztalcenie specjalnego rodzaju — takie, ktére wykonane dwa razy
po kolei staje si¢ identycznoscia.

Powréémy do naszych napiséw.

Przeksztalca¢ mozna nie tylko pojedyncze napisy, lecz takze cale ich zbiory

{223, 850, 3222, 4, 33} — {322, 058, 2223, 4, 33}.

Umoéwmy si¢ co do nastgpujacej definicji.

JeSli pewne przeksztalcenie ma t¢ wlasno$¢, ze wykonane dwa razy po kolei daje identycznosé i jesli
przeksztaica ono zbiér 4 na zbiér B, wéwczas parg zbioréw: A i B nazwiemy para zbioréw wzajemnie
symetrycznych ze wzgledu na to przeksztalcenie.

Interesowaé nas bedzie jedna wlasnos¢ takiej pary: pba zbiory wzajemnie symetryczne maja zawsze po tyle
samo elementow.
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Podamy kilka przykladow.

Przyktad 1

Przeksztalémy kazda liczbe catkowita na liczbe do niej przeciwng:
a— —a.

Przykladowo:

6> —6, 0 -0, —-2-2 itd
A oto pary zbioréw wzajemnie symetrycznych przy tym przeksztalceniu
{1,2,3,4,5,...} i {-1,-2,-3,-4,-5,..},
{-2,-1,0,1,2} i {-2,-1,0,1,2},
{100, —10,1,0, -1} i {1,0, -1, 10, —100}.
Przyklad 2

Bilety autobusowe oznaczone sg sze$ciocyfrowymi numerami, np. 005839, 998277, 555555 itp. Sprawdzmy,
czy bilet, ktéry kupiliémy, nie jest czasem szczg§liwym ,,oczkiem™, to znaczy takim, Ze sumg jego cyfr jest 21.
Oto kilka szcze$liwych numerdw: 209613, 007815, 333336, 707070.
Numery biletéw bedziemy przeksztatlca¢ w taki sposéb:
209613 — 790386
007815 — 992184
333336 — 666663
707070 — 292929,

Zasade, wediug ktoérej przeksztalcamy numery, opisuje wzor:
a,a,a3a,asas ~ (9—a,) (9—a;) 9—a3) O—a,) (9—as) (9—aq).

Pojawila si¢ interesujgca nas wlasnoé¢: przeksztalcenie to wykonane dwa razy po kolei staje si¢ identycznofcig.
Mozemy zatem badaé¢ pary zbioréw wzajemnie symetrycznych. A wigc do dziela.

A = zbidr szczgbliwych oczek = {209613, 007815, 333336, ...}
Jak wyglada zbiér B symetryczny do A?
B = {790386, 992184, 666663, ...}
Okazuje sig, Zze nietrudno ten zbior okreslic: '
B = zbiér numerdow z suma cyfr 33.
(Uzasadnijcie dlaczego!)
Nie obliczylismy wprawdzie, ile jest réznych numeréw ze szczesliwa sumg 21 — udowodniliSmy natomiast,
ze jest ich dokladnie tyle, ile numerdw z suma cyfr 33.

Przykiad 3

Kartoteka kart z perforowanym brzegiem zawiera
karty podziurkowane dziesigcioma dziurkami.

Przeksztalcenie, jakie zbadamy, opisuje rysunek:

Dziurki nacigte zastgpujemy nie nacigtymi i na odwrot.

Bez trudu stwierdzicie, Zze poniZzsze pary zbioréow to pary zbiorow wzajemnie symetrycznych:
karty nacigte raz i karty nacigte dziewigciokrotnie,
karty nacigte czterokrotnie i karty nacigte sze$ciokrotnie, itp.

Na zakonczenie, jak zwykle, zadania.
Zadanie 1. Czy kart nacigtych parzysta ilo§¢ razy
(w tym karta nie nacigta ani razu) jest tyle samo,
o VUo o co kart nacigtych nieparzysta iloé¢ razy?
000 ©oo (Cala sztuka polega na znalezieniu odpowiedniego
przeksztalcenia, pomyslcie jakiego!)
Zadanie 2. W pewnej kartotece kart z perforowanym
brzegiem karty dziurkowane sa dwoma rzedami
dziurek, a nacina¢ je mozna dwoma sposobami:
plytko lub gleboko.
Dobierzcie kilka odpowiednich przeksztalcen
i odpowiedzcie, jakie mogg by¢ zbiory symetryczne
; do nastepujacego:
Malq Delte opracowali: Tomasz HOFMOKL karty nacigte w dwoch miejscach gleboko, w trzech
i Przemyslaw NOWICKI plytko i w pigciu miejscach nie nacigte.




O obrocie gwiazdek s$niegowych i co z tego wynika

Mgr Wieslaw A. KAMINSKI

., Wsréd milionéw czarownych gwiazdek, w ich
skrytym przepychu, niedostepnym dla
nieuzbrojonego oka ludzkiego, nie ma dwu
podobnych do siebie; bezgraniczna pomyslowosé
g kierowala powstawaniem i nieograniczonym
« 3 réznicowaniem jednego i tego samego
y zasadniczego schematu, réwnoznacznego,
réownokqtnego szesciokqta; a kaida z nich
Jjest absolutnie symetryczna, lodowato
regularna w swym ksztalcie...”
Tomasz Mann

Ilekro¢ patrzymy na greckie wazy, czy idziemy jak Hans Castrop, bohater
,»Czarodziejskiej Gory”, wéréd $niegu, narzuca si¢ nam ich harmonia i pigkno
jako wyraz symetrii. Réwnoczesnie rodzi si¢ che¢ wyjasnienia takiego
porzadku, chgé¢ zrozumienia roli symetrii w otaczajacych nas rzeczach

i zjawiskach. Postaram si¢ przyblizy¢ Tobie, Czytelniku, te zagadnienia,
zatrzymujac si¢ na symetrii narzucajacej si¢ w podanych przykladach,

na symetrii obrotowej.

Zauwazymy bez klopotu, ze w wyniku obrotu powstaje sytuacja, ktdrej

nie potrafimy odrézni¢ od sytuacji wyjéciowej. Obraz ,,heksagonalnego”™
stworu $nieznego otrzymany przez obrot o 60°, 120°, 180°, 240°, 360°, ...
nie rézni si¢ od pierwowzoru. Takze obrazow wazy o powtarzajacym sie
ornamencie, powstalych po operacji obrotu, nie jesteSmy w stanie migdzy
soba rozrézni¢. Podobne stwierdzenia mozemy odnie$¢ do obiektéw, ktore
dostrzegamy w najnowoczesniejszych laboratoriach, lub o ktérych wlasnosciach
sadzimy na podstawie posrednich danych doswiadczalnych. Wiele zwigzkow
chemicznych (np. benzen) ma opisywana symetrie. Jezeli przypiszemy , ksztait”
jeszcze mniejszym obiektom, to takZe jadra atomowe wykazuja zadziwiajace

i egzotyczne formy (dysku, gruszki, elipsoidy) majace okre§lone wlasnosci
symetrii. Co wigcej, mozemy dyskutowaé, w obecnej fazie rozwoju fizyki,
nad symetrig jeszcze drobniejszych okruchéw materii, np. nukleondéw.

W kazdym z podanych przykladow wystepuje okre§lona cecha ukladu
fizycznego (ksztalt, rozklad ladunku, rozklad masy), ktéra mimo wykonania
transformacji obrotu nie ulega zmianie. MoZzemy moéwi¢ w kazdym takim
przypadku o wystgpowaniu symetrii obrotowej. (Analogicznie powiemy

o innych symetriach. Zastanow sig¢, proszg, Czytelniku, nad przykladami
takich symetrii.) Wystgpowanie tej symetrii w ukladzie fizycznym zawsze
prowadzi do ograniczenia mozliwych odréznialnych polozen w przestrzeni,
do uprzywilejowania tylko okreslonych polaczen migdzyatomowych czy do
ograniczenia dostgpnych uktadowi energii. Ma to szczegdlne znaczenie

w takich ukladach, w ktorych ze wzglgdu na wielo§¢ mozliwych zachowan
ukladu i sytuacji fizycznych wprowadzane przez symetri¢ ograniczenia sg
uzyteczne i pozadane.

To, co dotychczas powiedzieliémy, nie wyczerpuje zagadnienia symetrii obrotowej
i stanowi marginalna jej manifestacje.

W dalszym ciggu dotkniemy pewnych fundamentalnych zwigzkow, ktore sa
charakterystyczne dla nowoczesnego podejécia w fizyce. Niestety, teoria ta
nie jest zbyt pogladowa i dlatego nie pretendujac do Scistosci wywodow
zawierzam Twojej intuicji.

-
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E. Noether udowodnila to twierdzenie
w 1916 roku. Znalezé je moina takie
w pracach D. Hilberta i F. Kleina,

b

Dla fizyka, ktéry bada zjawiska, mniej lub bardziej rygorystycznie opisujac je
w terminach przestrzeni i czasu, podstawowego znaczenia nabieraja wiasnosci
symetrii czasoprzestrzeni, o ktdrej powiedzie¢ mozemy obrazowo, Ze staje sig
areng dla zachodzgcych zjawisk, ale tez ma w nich swéj udzial. Dokonajmy
obrotu ukladu odniesienia w przestrzeni. Wynikiem tej transformacji jest
zmiana wspélrzednych punktéw przestrzeni. Uzasadniony wydaje si¢ poglad,
ze w wyniku tej operacji nie powinny ulec zmianie wlasnoéci przestrzeni
okreslone przez zjawiska fizyczne w niej zachodzace. Poniewaz z obrotem
wigZe si¢ zmiana wybranych kierunkdw w przestrzeni, poprzednie stwierdzenie
jest rownowazne z nadaniem przestrzeni izotropowoéci, tzn. réwnouprawnienia
w niej wszystkich kierunkdw. Jest intuicyjnie oczywiste, 2e wobec tego Zadne
cialo nie mozZe zmieni¢ stanu ruchu bez ingerencji czynnikow zewngtrznych;
nie mogg tez w tych warunkach wystapi¢ zmiany momentu pedu ciala
poruszajgcego si¢ ruchem obrotowym. W ten sposdb, intuicyjnie, zasada
zachowania momentu pydu odniesiona zostaje do podstawowej wlasnosci
przestrzeni, jej izotropowego charakteru. Zawarta w przedstawionym
rozumowaniu my$l mozna sformulowaé¢ bardziej elegancko.
PowiedzieliSmy, ze w wyniku operacji obrotu ulegaja zmianie wspdirzedne
punktéow materialnych uktadu fizycznego. Czy zatem prawa fizyki wyrazone
w tych przeksztalconych wspéirzednych maja taka sama forme jak poprzednio?
Czy sa one niezmiennicze wzglgdem takiej transformacji?
Jezeli odpowiedZ jest twierdzgca, to poddajac uklad wspdirzegdnych
transformacji obrotu otrzymujemy taki sam opis zjawisk. Odpowiada to,
zgodnie z przyjeta definicja, symetrii obrotowej przestrzeni. W ten sposéb
rozszerzamy ilo§¢ podstawowych pojeé do trzech, wigZac je miedzy soba
w nast¢pujacy lancuch

niezmienniczoS¢ ze wzgledu na obroty — symetria obrotowa —

— zasada zachowania momentu pedu.

Eancuch taki nie jest jedynym w fizyce. Inne symetrie i niezmienniczo$ci
prowadzg takze do odpowiednich praw zachowania (pedu, energii, parzystosci).
Uogdlniajac ten wniosek wypowiemy twierdzenie nalezagce do Emmy Noether,
stanowigce jeden z najelegantszych $rodkéw badawczych wspdlczesnego
Fizyka:
Tezeli jakikolwiek izolowany uklad fizyczny jest niezmienniczy ze wzgledu
na okreslone transformacje, to obowiqzujq w nim pewne prawa zachowania.
Chcee podkreslié, ze fizycy w ostatnich dziesigtkach lat w pelni zdali sobie
sprawg z fundamentalnego znaczenia tego prawa. Dzigki swojej ogdlnosci
ma ono zastosowanie w mechanice klasycznej i kwantowej i stanowi
pigkny przyklad postgpujacej unifikacji réznych galezi fizyki.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 124. Udowodnié, Ze jezeli czworokat wypukly ma o$ symetrii, to albo mozna na nim
opisa¢ okrag, albo mozna wen wpisa¢ okrag. Rozwigzanie na str. 16

M. 125, Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Udowodni¢, ze jezeli

funkcja f: X xXxX — R spelnia warunek

A /b\ ASf(a, b, o)< f(b,a,c)< f(b,c,a),
a [4
to dla dowolnej permutacji ¢ zbioru {1, 2,3} zachodzi rownosé
S(x1, %2, X3) = f(Xaq1), Xa(2)s Xa(3))-
Rozwiazanie na str. 17

M 126. Niech ¢(n) bedzie liczbg liczb naturalnych wzglednie pierwszych z n i nie
przekraczajacych n. Udowodnié, ze jezeli n > 2, to ¢(n) jest liczba parzysta.
Rozwigzanie na str. 17

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 42, Dwadziescia jednakowych odcinkéw drutu oporowego polaczono w ,,dwunastoscian”
pokazany na rysunku. Opér kazdego odcinka drutu wynosi r. Do przeciwleglych wierzchotké
A i B podigczono #rodla pradu. Wyznaczyé opor zastgpezy Rap dwunastoscianu.
Rorwiazanie na str. 15
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O symetriach w fizyce

Doc. dr Michal SWIECKI

W artykule tym zajmiemy si¢ symetriami oddzialywan z nieco ogolniejszego punktu widzenia
Okazuje si¢ bowiem, Ze symetrie obowiazujace wsiréd oddzialywas sq pewnie ich
najwazniejszq wilasnoscig. Nie na darmo méwi si¢, ze praca fizyka polega na sprawdzaniu
odkrytych poprzednio symetrii, wykrywaniu odstepstw od tych symetrii, a nastepnie
postulowaniu nowych.
WprowadZmy na poczatek pojecie niezmienniczosci funkcji. Mowimy, Ze funkcja jest
niezmiennicza ze wzgledu na jakie$ przeksztalcenie jej argumentow, jezeli po tym
przeksztalceniu jej liczbowa wartoé¢ nie zmienia si¢. Latwo sobie wyobrazi¢, ze kazda
niezmienniczo$¢ wiaZe si¢ z wystgpowaniem pewnej symetrii dla funkcji. Na przyklad funkcja,
ktorej argumentami s3 wspélrzedne pewnego punktu materialnego, moze byé niezmiennicza
ze wzgledu na obroty ukladu wspolrzednych. Jej zaleznosé od wspoélrzednych punktu jest
wtedy zaleZnoscia jedynie od promienia wodzacego tego punktu i przybiera ona rowne wartosci
na powierzchni kazdej kuli o srodku w poczgtku ukladu. Istnienie takich powierzchni
kulistych, na ktérych funkcja nie zmienia sig, jest wlasnie wyrazem symetrii w opisanej
sytuacji. Fizycy czesto moéwia o symetrii oddzialywan (np. symetrii obrotowej) majac na
mysli, ze pewne funkcje opisujace te oddzialywania sa niezmiennicze ze wzgledu na odpowiednie
przeksztalcenia ich argumentow. Jak dowiedzielismy si¢ z artykulu W. Kaminskiego, we
wszystkich teoriach fizycznych obowigzuje twierdzenie Emmy Noether. Méwi ono o zwiazku
migdzy niezmienniczosciami i prawami zachowania dla ukladéw izolowanych, a wigc takich,
dla ktorych zachowuje si¢ energia. .
Przedledzimy dowod tego twierdzenia na przykladzie symetrii translacyjnej, ktora wiaze sie
z niezmienniczoscig oddzialywan ze wzgledu na przesunigcia ukladu wspoirzednych.
Ograniczymy si¢ przy tym do przypadku nierelatywistycznej mechaniki klasycznej. Rozpatrzmy
uklad dwoch dowolnie oddzialujacych ze sobg czastek. Uklad jest izolowany i energia,
z zaloZenia, zachowuje si¢ podczas jego ewolucji. Wprowadzmy, jak to zwykle si¢ robi
w takiej sytuacji, energi¢ potencjalng ukladu. Jest ona oczywiscie funkcja wspotrzednych
obu czastek: E,(x,, ¥y, 21, Xz, ¥2, 2;). Przyrost tej funkcji odpowiadajacy przyrostowi
argumentu np. x, 0 Ax, réwna si¢, z definicji energii potencjalnej, pracy jaka musi byé
wykonana s$rodkami zewngtrznymi nad ukladem na to, Zeby czastk¢ pierwszg odsunaé od drugiej
wzdluz osi x o odcinek Ax,.

Ax, Ey, = — Fy,dx,,
gdzie Fy. jest x-owa skladows sily, z jaka czastka druga dziala na pierwsza, a znak minus
oznacza, umownie, prac¢ wykonywang nad ukladem. Jest rzecza oczywista, ze obserwator
zewngtrzny nie oddzialujacy (praktycznie) z ukltadem moze swobodnie przechadzaé si¢ po
pokoju i nie wplynie to w Zaden sposdb na energie potencjalna naszej pary czastek. Fakt ten
(dos¢ oczywisty) oznacza tylko to, Ze energia potencjalna jest niezmiennicza ze wzgledu na
dowolne przesunigcia ukladu wspolrzednych, np. w kierunku osi x o odcinek a:

Ep(x1+a, y1, 21, X2+a, y2, 22) = Ej(x;, V1, 21, X2, Y2, 22)
i podobnie dla osi y oraz z. Poniewaz a jest dowolnym przesunieciem, wigc zwigzek
powyZszy oznacza, Ze energia potencjalna zalezy jedynie od rdznic wspétrzednych czastek

E, = Ey(xy— X3, Y1~ Y2, 21— 2Z2).
Stad sily dzialajace na obie czastki

Figze — — =+ —— = - F,,

%3 réwne co do wartosci, ale przeciwnie skierowane. Otrzymalismy wiec zasade rownej akcji
i reakcji, wychodzac z do$¢ oczywistej niezmienniczosci éfergii oddzialywania ze wrzgledu
na przesunigcia ukladu wspolrzednych.

A zasada ta jest, jak wiemy, rOwnowazna zasadzie zachowania pedu. Podobnie, zadanie
(rownie oczywiste) niezmienniczosci ze wzgledu na obroty wymaga, Zeby energia potencjalna
zalezala jedynie od odlegloici migdzy czastkami (sily o takiej wlasnosci nazywaja sie
centralnymi), a to z kolei prowadzi do zasady zachowania momentu pedu. I tak dalej.
Widzimy juz chyba, jak pot¢znym narzedziem fizyka sa symetrie oddzialywan. Zawsze tez,
ilekro¢ w $wiecie oddzialywari natrafiano na nowa symetri¢ (niezmienniczos¢), prowadzito
to do zupelnie przelomowych odkryé. Chcialbym tu przytoczyé przyklad catkiem wspélczesny,
dotyczacy fizyki czastek elementarnych. Wiedziano od dawna, Ze obowigzuje cisle prawo
zachowania tadunku elektrycznego. Po odkryciu pierwszych czgstek: elektronu, protonu

i neutronu rozrdzniano je za pomocy ladunku elektrycznego. Szybko potem pojawily sie
nowe ozastki o takich samych ladunkach elektrycznych, lecz niejednakowych wiasnosciach.
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W celu ich rozroznienia wprowadzono pewne nowe wielkosci (,,ladunki”) i to w taki sposéb,
zeby dla tych nowych ladunkéw (nie elektrycznych) zachodzily prawa zachowania we
wszystkich obserwowanych reakcjach zachodzacych migedzy czastkami. I tak okazalo si¢

w latach pigcdziesiatych, ze w silnych, jadrowych, oddzialywaniach czastek elementarnych
zachowuje si¢, oprocz ladunku elektrycznego, kilka innych ladunkéw. Zwrdéémy tu uwage,

Ze energia potencjalna ukladu czastek moze zaleze¢ nie tylko od wspolrzgdnych czastek.

W opisanej sytuacji oddzialywan silnych trzeba bylo zalozyé, ze zalezy ona od pewnych
nowych (nie przestrzennych, a ladunkowych) zmiennych, nastepnie znaleZé taka symetrie,

ktora prowadzitaby do prawa zachowania wszystkich ladunkow. Nie bylo to sprawa latwa,

ale wreszcie symetri¢ taka znaleziono. I wtedy okazalo sig¢, Ze najprostszym ukladem majgcym
t¢ symetri¢ jest uklad trzech czastek (kwarkow), ktorych oddzialywania silne powinny byé
nierozroznialne. W ten wlasnie sposob powstala hipoteza kwarkow, ktorych sladow wprawdzie
nikt nie zaobserwowal, ale malo kto dzisiaj watpi, ze z nich zbudowane sg wszystkie silnie
oddzialujgce czastki elementarne.

Na zakoficzenie by¢ moze kto§ z Was chcialby wiedzie¢, dlaczego zachowuje si¢ sama energia,
prawem zachowania ktorej caly czas postugiwaliSmy sie. Prawo to rowniez wynika z pewnej
symetrii, a mianowicie z niezmignniczoéci oddzialywarn wzgledem przesunigé w czasie. Jest
przeciez oczywiste (cho¢ niekoniecznie musi byé prawdziwe), Zze wszystkie znane obecnie
oddzialywania wygladaly tak samo miliony lat temu. PoniewaZ trzymamy si¢ ciagle (jedynie
dla prostoty wykladu) fizyki nierelatywistycznej, wigc wszedzie biegnie ten sam uniwersalny czas.
Warunek E,(r+b, 1+b) = E,(t,t) wymaga wiec, zeby E, = E,(1—1) = E,(0), czyli zeby
energia nie zalezala od czasu. Jest to wlasnie zasada jej zachowania. Teraz chyba juz

wszyscy zaczniemy docenia¢ specjalna i wazng rolg, jaka w Przyrodzie graja symetric

i niezmienniczosci.

Rozwigzanie zadania F 42 '

Podobnie jak w zadaniu z poprzedniego numeru skorzystamy z symetrii rozwazanego ukladu. Oczywiscie istotna
jest tu symetria plynacych pradéw, a nie symetria samych przewodnikow, ktore mozemy dowolnie pogiaé

bez zmiany warunkéw zadania. Uklad ten przechodzi sam w siebie pod wplywem nastgpujacych operacji symetrii:
a) obrotéw o katy n- 120° (n — liczba naturalna) wzgledem prostej AB,

b) odbi¢ wzgledem kazdej z trzech plaszczyzn zawierajacych prostag AB i jedng z trzech krawedzi

wychodzgeych z punktu A. A

Inne operacje symetrii samego dwunastoscianu nie sa operacjami symetrii ukladu, gdy: zmieniaja polozenie
punktéw doplywu i odplywu pradu,

Po podlaczeniu Zrédla pradu potencjal w poszczegodlnych punktach naszego obwodu jest wyznaczony
jednoznacznie. Wynika stad, ze potencjal wszystkich trzech wierzcholkéw oznaczonych pelnym koélkiem jest

taki sam (rys. 1). Gdyby bowiem tak nie bylo, to po obrocie wokdl prostej AB o kat 1207 uklad przeszediby
sam w siebie, a rozklad potencjalu bylby inny niz przed obrotem wbrew stwierdzeniu, Ze jest on wyznaczony
jednoznacznie,

Podobnie dowodzi sig¢, ze potencjal dowolnych dwdch wierzcholkéw oznaczonych na rys. 1 jednakowym
znaczkiem jest taki sam. Zatem rozklad praddéw bedzie taki, jak na rys. 2 (skorzystaliSmy tu z I prawa
Kirchhoffa). Napiccie Uap wzdluz kaizdej z mozliwych drog taczacych A z B jest takie samo (II prawo Kirchhoffai.
Biorage pod uwage droge zaznaczona na rys. 2, moiemy napisaé

1 1 1 7
Upp = % Ir+ % Ir+ - Ir+ B Ir+ 3 Ir = 3 Ir.

Z okreslenia oporu zastgpczego Rap mamy

Uas = IRan,
a wigc
Rap = % { o

Zadanie mo#na rozwiazaé i bez odwolywania si¢ do symetrii ukladu, jednakie postgpujgc w sposob tradycyjny,
znany ze szkoly, otrzymujemy uklad wielu réwnan z wieloma aniewiadomymi. Ulozenie i rozwigzanie tego
ukladu nie nalezy do rzeczy milych, o czym Czytelnik moie si¢ sam latwo przekonad.

1S



Inwolucje

Mgr Krzysztof Prazmowski

Niech I oznacza przeksztalcenie tozsamosciowe (tzn. I(x) = x). Funkcje f o dziedzinie X
i o warto$ciach w X nazywamy inwolucjq jesli spelnia ona warunek ff = . Warunek ten
mozna zapisa¢ tez w nast¢pujacy sposob:

dla dowolnego x e X f(x) = x

lub

dla dowolnych x,yeX f(x)=y—f()) = x.

A wigc inwolucje s3 ,,symetriami wéréd funkcji”. Inwolucja w zbiorze liczb rzeczywistych

" ; : : : 1
jest np. funkcja f,(x) = 1—x, w zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera np. fo(x) = —
X
ﬁ? Te ostatnig funkcje mozna przediuzyé na caly zbiodr liczb rzeczywistych przyjmujac
Rozwigzanic zadania M 124
Moizliwe 53 dwa przypadki: L G
1 na osi symetrii lety co najmniej jeden fi(x) i {

0 gdy x =0,
f2(x) gdy x # 0.

wierzcholek czworokgta, 2° na osi symetrii Zauwaimy ze
L

nie lezy faden wierzcholek czworokata.

W picrwszym przypadku na osi symetrii 1. Inwolucja jest funkcjq réinowartosciowq.

lezg dokladnie dwa wierzcholki czworokata,

ktéry wobec tego jest deltoidem Istotnie, mamy

AB AD, DC BC, skad AD+ BC f(x) =f(y) - X =f(f(x)) =f(f(y}) =y,
AB+ DC, a wiec w czworokat ABCD

mozna wpisaé okrag. 2. Zbidr wartosci inwolucji pokrywa sie z jej dziedzing.

Dowolny element x zbioru X jest bowiem obrazem nalezgcego do X elementu f(x).
Funkcj¢ réznowartosciows ze zbioru X w zbior Y, ktorej zbioér wartosci pokrywa sie
ze zbiorem Y, nazywamy wzajemnie jednoznaczng.

Zatem
3. Inwolucja jest funkcjq wzajemnie jednoznac nq.
4. Jezeli zbiory X, i X, sq rozlgczne, g, jest inwolucjq na X,, g, jest inwolucjq na X, to
£i1(x) gdy xeX,,
g(x) =
£2(x) gdy xeX;
D \ B jest inwolucjq na X,vX,.

A

~ Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego x istnieje takie i (i = 1,2), ze g(g(x)) = £:(gi(x) = x.
A teraz inne okreslenie inwolucji:

5. Funkcja f jest inwolucjq na X wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie zbiory A, B, C
o] i taka funkcja h, ze

W drugim przypadku czworokat jest AVBLC = X,

trapezem rownoramiennym. Mamy wtedy AnB = BnC = CnA = g.

- > " D = 180°, F s ; . . .
FABCERADC = FABCH LHOD ~ 15 h jest funkcjq wzajemnie jednozmaczng o dziedzinie A i zbiorze
wobec czego czworokat moina wpisaé

5 kg wartosci B
oraz
. h(x) gdy xe A
*) f)=§ h'(x) gdy xcB
A B X gdy xeC
Sprawdzenie twierdzenia § wyglada nastepujaco:
Jesli istnieja odpowiednie zbiory A, B, C i funkcja h, to mamy
gdy xe 4
fUf®) =f(h(x) = b (h(x)) = x,
D = gdy xe B
&) =f(h'(x)) = h(h~'(x)) = x,
gdy xeC
k=% oznacza funkci¢ odwrotna do A f(f(x)) = f(x) = x.
Jedli z kolei mamy dang inwolucje f, to najpierw znajdujemy zbior C:
C:= {xeX: f(x) = x}.
Nastgpnie zbior X—C ustawiamy w pary {a, b) spelniajace dwa warunki
(1) fla)=1b
Wty mizicu (orz W, dowodae (2) kazdy z elementéw zbioru X—C wystepuje w dokladnie jednej parze (obojetnie na
twierdzenia 7) korzystamy z pewnika ktérym miejscu).
wyboru — patrz artykul K. Wisniewskiego, Jako A bierzemy zbior wszystkich pierwszych elementéw utworzonych par, jako B — zbidr
R“‘ o AL IR wszystkich drugich elementéw. Funkcje h definiujemy jako
: do zbioru A. g B : h =;fl"_

16



£

Rozwigzanie zadania M 125
Z zalotenia wiemy, e

(n fla,b,¢) < f(b,a,0),
2 fitb,a,c) < f(b,c, a),
skad wynika

3 fla,b,c) < fib, c, a).

Stosujac kolejno (1), (3), (3), (1), (3), (3
otrzymujemy f(x,, X3, x3) < f(x3, %, X3) <
& f(xy, x3, %3) € f(x3, %3, %)) <

< flxa, X3, x,) < flxy, x;,x3) <

€ f(xy, %2, x3).

Poniewai pierwsze i ostatnie wyrazenie

W tym ciggu nierdwnosdci sq réwne, wigc
wszystkie wyrazenia sq rowne, c.n.d.

Jest to twierdzenie udowodnione specjalnie
dla Delty. W literaturze mozna znale#é

analogiczny wynik tylko przy dodatkowym
zalozeniu, e X jest zbiorem skorficzonym.

g

Rozwigzanie zadania M 126

" Miech n > 2. Zauwatmy, te jeteli k i n sy
 liczbami wzglednie pierwszymi

(tzn. najwick 6iny dzielnik liczb k i n
htréwnyl)orazl(sﬁu to liczby n—k
in 33 wzglednie pierwsze i 1 < n—k < n.
Gdyby bowiem d bylo wspdlnym

. dzielnikiem liczb n—k i a, to d byloby

dzielnikiem réinicy tych liczb, tj. liczby k,
a wigc d byloby wspdlnym dzielnikiem

liczb k i n, a jedynym wspdlnym
dzielnikiem tych liczb jest 1, musi wigc byé
d=1.

Oczywicie zachodzg nierdwnosci

0= n—k < n. Gdyby bylo 0 = n—k, to
- k=ni liczby k i n nie bylyby wzglednie

pierwsze (bo n > 1).

- Liczby wzglednie pierwsze z n i nie
4 _m:ujm n moina wigc pogrupowaé
W pary {k,n—k}, gdyt nie jest mozliwe,

by k=n—k (wowczas n = 2k > 2, k > 1,
i liczby k i n = 2k nie bylyby wzglednie
pierwsze). Liczba ¢(n) jest wige (dla n > 2)
parzysta.

Na mocy warunku (2) zbiory 4 i B sa rozlgczne. Poniewaz AVB = X— C, wiec s3 oba
rozlagczne ze zbiorem C. Wreszcie warunek (1) gwarantuje, ze

h(A4) =
a wiec takze
h='(B) = h~'(h(A4)) = h~'h(4) =
Ziozenie dwoch inwolucji moze inwolucjg by¢, a moze tez nie byé inwolucja. Np. jesli
fi,/f2 to funkcje wprowadzone wyzej, a f3(x) = —x, to fif; nie jest inwolucja, zas fif;
jest inwolucja — prosze sprawdzic.
Ogolnie
6. Jesli hy, hy sq inwolucjami na X, to hzhy jest inwolucjq na X wtedy i tylko wrtedy,
gdy hahy = hyh,.
Istotnie, jesli hyh, i hyhy sa inwolucjami, to
hahihy = hahihal = (hzhlhz) (’lzhl) (h;h,) =
= (hz(hx(hzhz)hl)kz)hl = }h:
a wiec
ﬁlhz — (hzhlhl)hz e hzhl(h:hz) —
Jesli z kolei Ay i h; sa inwolucjami oraz h.h, = h,h,, to
(kzhl} (k;h,) = (h).hl.) (h.lhl)
Przeglad wlasnosci inwolucji zakorficzymy twierdzeniem

kgf]’] .

= (k;(hlhl)hs) =1

7. Dia dowoinej wzajemnie jednoznacznej funkcji f zbioru X na X istniejq takie inwolucje
gihnalkX, e f= hg.
Dowod (nieco trudniejszy od dotychczasowych):
Okreslamy indukcyjnie ciag funkeji k¢:
k© = Iy,
kG+1) = fEd,
oraz przyjmujemy umowe
k(=D = (kh)-1,
Wezmy pod uwage relacje ~ na elementach zbioru X:
a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba calkowita n, taka, ze k(™(a) =
Jak latwo sprawdzi¢ ~ jest relacja réwnowaznosci.
Jej klasy abstrakcji to zbiory

= {kM(a): n jest liczbq calkowitq},
gdzie a jest dowolnie ustalonym elementem X,
Okreélimy funkcje g i # oddzielnie na kazdym ze zbioréw D, — mozna tak zrobié
z uwagi na twierdzenie 4 (uogolnione oczywiscie). Zauwazmy najpierw, Ze
x € Dy = f(x) € D,,
a dokladniej
S(k™(a@)) = k@+1)(g),

Mamy wigc zastapi¢ dwiema inwolucjami funkcje, ktéra kazdemu k(™ (a) przyporzadkowuje

k+1)(q),
Beda to funkcje g, i h, okrelone przez warunki:
g(k™(a@)) = k-"(a),
hi(k™(a)) = k(1-m(a).
Mamy
hg (k™ (@) = h(k(-"(@)) = k(1= (a) =
= k(+1(g) = f(R™M(a)).
Pozostaje jeszcze sprawdzié, Ze g, i h, sa inwolucjami na D,:
2.8k (a@)) = gu(k(-D(a)) = k(~(=D)(a) = k()(a),
haho(k®(a)) = h(k(1-D(a)) = k(1-(1-D)(g) = kU)(a).
I w ten sposdb dowod zostat zakorczony.
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