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o kolorowaniu map

Dr Cezary BO WSZYC

Na mapie politycznej jakiegos kontynentu obszary panstw zwykle kolorowane sa
w ten sposób, ze panstwa sasiadujace ze soba wzdluz pewnej linii granicznej
(lub kilku takich linii) maja rózne barwy. W ubieglym wieku wyraznie
postawiono pytanie: Jaka jest najmniej sza liczba barw wystarczajaca do tego, by
mozna bylo pomalowac nimi dowolna mape na plaszczyznie (z zachowaniem
powyzszego warunku)?
Bedziemy zajmowali sie jedynie takimi mapami na calej plaszczyznie; które
zawieraja skonczona liczbe obszarów o granicach regularnych, zlozonych ze
skonczonej liczby krawedzi (byc moze krzywych) polaczonych w wierzcholkach
i tworzacych zamknieta linie bez przeciec. Za obszar bedziemy równiez uwazac
nieograniczona czesc plaszczyzny. Np. mapa na rysunku l zawiera 9
wierzcholków, 14 krawedzi i 7 obszarów. Na nastepnych dwóch rysunkach
pokazane sa przyklady map nie spelniajacych zalozonych warunków: na rys. 2
jeden z obszarów sasiaduje ze soba wzdluz krawedzi, na rys. 3 brzeg jednego
z obszarów sklada sie z dwóch linii zamknietych. Zbiór wierzcholków i krawedzi
bedziemy nazywac grafem mapy. Przy poczynionych zalozeniach graf mapy ma te
wlasnosc, ze mozna przejsc z jednego punktu grafu do dowolnego
innego punktu grafu nie wychodzac z niego. Mówimy w tej sytuacji, ze graf jest
spójny.

Oznaczmy przez 1X0 liczbe wierzcholków, przez 1X1 liczbe krawedzi, a przez 1X2

liczbe obszarów rozwazanej mapy. W przykladzie z rys. l jest 1X0 -lXI + 1X2 = 2.

Okazuje sie, ze dla dowolnej mapy plaskiej o spójnym grafie zachodzi wzór
Eulera:

(Mozna sprawdzic, ze wzór ten zachodzi dla mapy z rys. 2, ale nie zachodzi dla
mapy z rys. 3, bo wartosc lewej strony wzoru równa sie 3.)
Wykazemy przez indukcje wzgledem liczby krawedzi 1X1 , ze ogólniej, gdy graf
mapy plaskiej rozpada sie na s skladowych spójnych, to

Gdy 1X1 = O, a wiec gdy nie ma w ogóle krawedzi, mamy na plaszczyznie jedynie
1X0 wierzcholków tworzacych graf o s = 1X0 skladowych i jeden obszar: 1X2 = l.
Zatem w tym przypadku wzór zachodzi. Zalózmy, ze wzór ten zachodzi dla
dowolnej mapy plaskiej o liczbie krawedzi mniejszej od 1X1 i rozwazmy mape
o liczbie krawedzi 1X1• Usunmy jedna krawedz K z grafu. Jezeli K lezy na brzegu
dwóch obszarów, to po usunieciu K obszary te polacza sie, zatem 1X1 i 1X2 zmaleja
o l, a 1X0 i s pozostana takie same. W tym przypadku obydwie strony równosci
nie zmienia sie. Jezeli zas K lezy na brzegu tylko jednego obszaru (jak na rys. 2),
to po usunieciu K skladowa grafu zawierajaca K rozpadnie sie na dwie, liczba
s skladowych grafu wzrosnie o l, IXt zmaleje o l, a 1X0 i 1X2 pozostana bez zmian.
W tym przypadku obydwie strony równosci wzrosna o l. Z zasady indukcji
wynika wiec slusznosc dowodzonego wzoru, a wiec równiez wzoru Eulera
(dla s = l - por. artykul J. A. Rempaly w Delcie 1/1976).
Mozemy zalozyc, ze w kazdym wierzcholku naszej mapy schodza sie co najmniej
3 krawedzie (bo gdy schodza sie tylko dwie, to mozna zlikwidowac wierzcholek
i polaczyc te dwie krawedzie w jedna). Liczba par: (krawedz - wierzcholek
bedacy jej koncem) jest równa 21X1 ~ 31X0 na mocy powyzszej uwagi. Wynika
stad, ze

Mapa zawiera przynajmniej jeden obszar, kt6rego brzeg sklada sie z pieciu lub
mniejszej liczby krawedzi.
W przypadku przeciwnym brzeg kazdego obszaru skladalby sie z co najmniej
szesciu krawedzi i liczac pary: (krawedz - obszar, do którego przylega ta
krawedz) uzyskalibysmy nierównosc 21X1 ~ 61X2• Uwzgledniajac równanie Eulera

..... 2 l. I'b . 2
l merownosCl 1X0 :::;; 3" cel' 1X2:::;; 3" 1X1 mle I ysmy 2 = 1X0 - 1X1 +(X2:::;; 3" 1X1 - 1X1 +

l O .. d
+ 3" 1X1 = ,co me Jest praw a·
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L (6-PI) = 12.
;= l

o.

schodzacych sie w i-tym wierzcholku dla i = l, 2, ... , !xo, to 2!X1 = L Pi' Ze
i=1

Mozna stad wywnioskowac przez indukcje wzgledem liczby obszarów !X2, ze

Dowolna mape plaska mozna pomalowac piecioma barwami.

Zalózmy wiec, ze twierdzenie nasze zachodzi dla map o liczbie obszarów mniejszej
niz !X2 i rozwazmy mape o !X2 obszarach. Jezeli zawiera ona obszar O sasiadujacy
z czterema (lub mniej) obszarami, to, na mocy zalozenia indukcyjnego, po
pokolorowaniu pozostalych obszarów pozostanie nam jeszcze jedna z pieciu barw
do pomalowania obszaru O. W przypadku przeciwnym istnieje obszar O,
sasiadujacy z piecioma obszarami kolejno 010 O2, 03, 04 i 05 (rys. 4). Jezeli 01 nie
sasiaduje z 03 i 01 #- 03, to likwidujac dwie krawedzie laczymy obszary
0,01 i 03, uzyskujac mape o mniejszej liczbie obszarów i, na mocy zalozenia
indukcyjnego, mozemy ja pokolorowac. Po wprowadzeniu z powrotem usunietych
krawedzi stwierdzamy, ze obszary 01 i 03 maja te sama barwe. Zatem obszary
sasiadujace z O sa pomalowane co najwyzej czterema barwami. Obszar O
mozemy wiec pomalowac nie wykorzystanym kolorem. Jezeli zas 01 i 03
sasiaduja lub 01 = 03, to O2 nie moze sasiadowac z 04 i O2 #- 04 (rys. 5).
Wtedy postepujemy z obszarami O, O2, O.~podobnie jak poprzednio z obszarami
O, 01, 03, Rys. 6 przedstawia mape, w której kazdy z czterech obszarów
ograniczonych sasiaduje z kazdym. Takiej mapy nie mozna pomalowac mniej niz
czterema barwami, ale cztery wystarcza. Wobec tego najmniejsza liczba barw
wystarczajaca do pomalowania dowolnej plaskiej mapy wynosi 4 albo 5. Nasuwa
sie pytanie, czy wystarcza cztery barwy.

Rozwazmy dowolna mape na plaszczyznie. Wewnatrz kazdego obszaru wybierzmy
punkt jako stolice. Stolice sasiadujacych panstw mozna polaczyc krzywa
przecinajaca krawedz, wzdluz której sasiaduja te obszary w ten sposób, by
uzyskane krzywe nie przecinaly sie ze soba poza stolicami. Otrzymany graf
nazywamy grafem dualnym, a mape przezen wyznaczona - mapa dualna.
Rys. 7 ilustruje te pojecia; liniami przerywanymi oznaczone sa krawedzie grafu
dualnego.

Gdybysmy potrafili znalezc mape, w której piec obszarów sasiadowaloby kazdy
z kazdym, rozwiazaniem naszego problemu byloby: potrzeba i wystarczy uzyc
pieciu barw. Niestety taka mapa nie istnieje. Gdyby bowiem istniala, to w grafie
dualnym znalezlibysmy podgraf polozony na plaszczyznie o !xo = 5 wierzcholkach
polaczonych !Xl = en = 10 krawedziami kazdy z kazdym. Ze wzoru Eulera
liczba obszarów mapy wyznaczonej przez ten graf wynosilaby !X2 = 2 - !xo + !X1 =
= 7. Kazdy z nich posiadalby brzeg zlozony z co najmniej trzech krawedzi, wiec
2!Xl ~ 3!X2 czyli 20 ~ 21, co nie jest prawda. Na rys. 8 przedstawiono piec
punktów. Nie mozna ich polaczyc na plaszczyznie kazdy z kazdym bez
dodatkowego przeciecia.

Tak wiec nie mamy rozwi~ania problemu. Hipoteza, ze cztery barwy wystarcza
do pomalowania dowolnej plaskiej mapy mimo wysilków wybitnych umyslów do
niedawna nie byla poprawnie udowodniona ani obalona. Stopniowo wzrastala
liczba n panstw w twierdzeniach typu: Jezeli liczba panstw !X2 jest nie wieksza od n.
to mape mozna pomalowac czterema barwami. Udowodniono rozmaite warunki
równowazne hipotezie czterech barw. Badano wlasnosci ewentualnych map,
których nie mozna pomalowac czterema barwami. W ubieglym roku w Stanach
Zjednoczonych udalo sie rozwiazac pozytywnie problem czterech barw, ale
trzeba bylo odwolac sie az do pomocy ... maszyn matematycznych; podobno
zycia ludzkiego nie starczyloby do sprawdzenia bardzo wielu mozliwosci ...

Idea w uproszczeniu byla taka: Zamiast malowac obszary mapy mozna malowac
wierzcholki grafu dualnego tak, by polaczone krawedzia wierzcholki mialy
rozmaite kolory. Mozna dalej zalozyc, ze obszary wyznaczone przez ten graf
maja brzegi zlozone z trzech krawedzi, wprowadzajac dodatkowe krawedzie, jak
to pokazane jest na rys. 9 (linie przerywane). Takie mapy krótko nazwiemy
triangulacjami. W tej sytuacji 2!X1 = 3!X2• Jezeli Pi oznacza liczbe krawedzi

l o.

= !Xo- 6" ;l;PI' Uwzgledniajac, ze
l . l

wzoru Eu era otrzymujemy 2 = !xo - 3" !Xl

!Xo jest suma !xo jedynek, otrzymujemy

Rozwiazanie zadania F 41. Gdybysmy mieli
tylko jedna elektrodQ, z której wyplywa prad 1
i przylozyli ja do punktu A, to ze wzglQduna
symetriQsieci prad rozplywalby siQjednakowo
we wszystkich czterech kierunkach iku

punktowi B plynalby prad o natQzeniu 1/4.
Podobnie, dla samej elektrody zbierajacej
prad 1przylozonej do punktu B, galQziaAB
plynalby prad o natQzeniu wynoszacym
równiez 1/4. Dla dwóch elektrod rozklad
pradów jest suma rozkladów od poszczególnych
elektrod, a zatem przy podlaczeniu naszej
sieci do zródla w punktach A i B przez
odcinek AB bQdzieplynal prad o natQzeniu
1/4+1/4 ~ 1/2. W zwiazku z tym miQdzy
punktami A i B bQdzienapiQCieUAB =
= r' 1/2. Z okreslenia oporu zastQpczego R
mamy UAB = RABI, a zatem RAB = r/2.
Zadanie powyzsze jest zadaniem bardzo
starym i znanym, jednakze mimo to - ze
wzglQduna bardzo ciekawe i pouczajace
zastosowanie symetrii - zostalo ono
wykorzystane jako jedno z zadan stopnia
wstQpnelloXXVI Olimpiady Fizycznej.
Jest rzecza interesujaca, ze pokrewne zadanie,
lidy punkty A i B nie sa wQzlami
najblizszym i, nie daje siQlatwo rozwiazac.
MusZQprzyznac, ze na znalezienie np. RAC,
lidzie C jest punktem pokazanym na rysunku
w tekscie zadania. poswiecilem sporo czasu,
ale bez skutku. Mozliwe jednak, ze ktos
z Czytelników hQdzie mial wiQCCjszczescia.
Czytelników, którzy znajda wartosc RAC,

prosilbym O nadeslanie rozwiazania do
Redakcji.
Najcickawsze rozwiazanie zostanie
przedstawione w "Delcie". Termin
nadsylania rozwiazan: 31 lipca br.

--
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Rozwiazanie zadania M Ul. Mozemy

przyjac, ze dla pewnej liczby exzachod~a

równosci: a = _.1_, b = _1_ (dlaczego?),sIn et cos ex

gdzie sin excos ex '" O.

Zachodzi oczywista nierównosc.

(cos'ex- sin',,)' ;;. O,

z której wynika, ze

cos6a + sin6a. ~ 2 ~OS3lX sio3a:.

cos '" (1- sin',,) t sin·,,(I- cos'ex) ;;.
~ 2 cos3C( sin3a:,

cos <4ct+sin4« ~ cos<4cx sin:Za:+2cos'a: sin3a:+

+ sin4cc cos2a:,

l l l 2
-s-in-'-ex-t -c-o-s'-,,- ;;. -s-in-'-ex-t ---- +

l
+ cos2(X ,

l l (1 l)'
--t---;;' --+--
sin4.cl cos4cx sinoc COSCl I

a'tb' ~ (a+b)', c.d.h.

Rozwiazanie zadania M 113. Zauwazmy, ze
liczba - 1 jest pierwiastkiem tego równania.
Zachodzi równosc

ax5+bx"'+cx3+cx2+bx+a =
= a(x+ l) (x'+Ax'+Bx'tAx+ l).

. b-a c-b+a
gdz,eA =-- B= ---a a

Musimy wiec rozwiazac równanie

x'+Ax'+Bx'+Ax+1 = O.

Równanie to jest równowazne równaniu

x'+ xl, +A (x+ +) tB = O,

adyz zero nie jest jego pierwiastkiem.

Podstawmy x+ ~ = y. Jest wówczasx

x'+2+ ~ = y', 'x

skady'-2+Ay+B = O. Do rozwiazania

tego równania wystarczaj a cztery dzialania
arytmetyczne i wyciaganie pierwiastków
kwadratowych. Podobnie jest z równaniem

x+ -..!. = y, równowaznym równaniux

x'-yx+1 = O, co konczy dowód.

Wzór ten podal A. B. Kempe juz w koncu ubieglego wieku. Wynika Z niego
m.in., ze kazda triangulacja musi zawierac wierzcholki, w których schodzi sie nie
wiecej niz piec krawedzi (co w dualnej formie udowodnilismy juz wczesniej).
Gdyby istnialy triangulacje nie dajace sie pomalowac czterema barwami, to
istnialaby wsród nich triangulacja minimalna, tzn. o najmniejszej ilosci
wierzcholków. Kempe udowodnil, ze w triangulacji minimalnej nie moga wystapic
wierzcholki, w których schodzi sie mniej niz piec krawedzi, skad wynika, ze
w triangulacji minimalnej musialoby wystapic co najmniej 12 wierzcholków
pieciokrotnych, skad (juz nie tak prosto) wynika, ze w takiej triangulacji co
najmniej jeden wierzcholek pieciokrotny musialby sasiadowac badz
z pieciokrotnym, badz z szesciokrotnym ...
Rozwazania tego rodzaju doprowadzily do stworzenia pojecia zbioru
nieuniknionego t.j. listy konfiguracji (grafów) o nastepujacej wlasnosci: gdyby
istniala triangulacja minimalna, to musialaby ona zawierac przynajmniej jedna
konfiguracje z tej listy. Znane ,sa przyklady róznych zbiorów nieuniknionych:
najprostszy z nich to lista jednoelementowa, na której wystepuje konfiguracja
zlozona z jednego wierzcholka o krotnosci 5 i pieciu polaczonych wierzcholków
sasiednich.
Konfiguracja nazywa sie redukowalna, jesli nie moze ona wystapic w zadnej
triangulacji minimalnej. Najprostszy przyklad konfiguracji redukowalnej to­
jak wynika z tw. Kempego - konfiguracja zlozona z wierzcholka
czterokrotnego i jego sasiadów. Na ogól sprawdzanie redukowalnosci jest
zadaniem bardzo praco- i czasochlonnym.
G. D. Birkhoff zauwazyl w r. 1913, ze twierdzenie o czterech barwach byloby
udowodnione, gdyby udalo sie podac przyklad zbioru nieuniknionego zlozonego
z samych konfiguracji redukowalnych: z istnienia takiej listy wynikaloby, ze nie
moze istniec triangulacja minimalna, a wiec tym bardziej nie moze istniec
jakakolwiek triangulacja nie dajaca sie pomalowac czterema barwami.
W znalezieniu takiej listy dopomógl fakt, ze wzór Kempego mozna interpretowac
w sposób ... elektryczny: z kazdym wierzcholkiem triangulacji zwiazana jest
liczba 6-pi> która mozna traktowac jako ladunek elektryczny, znajdujacy sie
w tym wierzcholku. Rozladowanie grafu polega na przemieszczaniu ladunków
dodatnich pomiedzy wierzcholkami, a graf uznaje sie za rozladowany,
jesli we wszystkich wierzcholkach sa ladunki niedodatnie. Wzór Kempego
orzeka wiec, ze kazda triangulacja nie da sie w pelni rozladowac.
K. Appel i W. Haken opisali pewien algorytm D (sluzacy do rozladowywania
grafu) oraz sporzadzili liste Ll (liczaca 1936 konfiguracji), o których udowodnili, ze
jesli triangulacja minimalna nie zawiera zadnej konfiguracji z listy ,1, to daje sie
rozladowac przy pomocy algorytmu D.

Poniewaz jednak zadna triangulacja nie daje sie rozladowac, to twierdzenie to
orzeka po prostu, ze ,1 jest zbiorem nieuniknionym. Jednoczesnie zas metoda
budowania konfiguracji nalezacych do ,1 pozwalala przypuszczac, ze kazda z tych
konfiguracjijest redukowalna. Nalezalo to sprawdzic. W zasadzie wiadomo bylo, jak to
zrobic i rzecz sprowadzala sie do przeprowadzenia ogromnie pracochlonnych, ale
mechanicznych analiz. Tu wlasnie dopomogly odpowiednio zaprogramowane
komputery.

*

Nasza Ziemia jest kula i mozna by pytac o liczbe barw dla map na
powierzchni kuli czyli sferze, albo jeszcze ogólniej na dowolnej powierzchni.
Rys. 10 pokazuje, ze jezeli ze sfery usuniemy jeden punkt, np. biegun pólnocny,
to reszte powierzchni kuli bedziemy mogli przez rzutowanie z tego bieguna
odwzorowac' wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne. Mapie na sferze bedzie
odpowiadala mapa na plaszczyznie i widac, ze liczba barw dla map sferycznych
jest taka sama jak dla plaskich, a wiec wynosi 4.

Jest rzecza dziwna, ze analogiczne zagadnienia dla innych powierzchni zostaly
rozwiazane wczesniej (w 1968 r. przez G. Ringela i L W. T.Youngsa, bez uciekania
sie do pomocy maszyn matematycznych), podczas gdy najprostsze powierzchnie:
sfera czy plaszczyzna najdluzej stawialy opór w wyjawieniu swych tajemnic.
Trudnosci w przypadku innych powierzchni zreszta polegaly na czym innym: nie
na tym, by wykazac, ze kazda mape mozna pomalowac odpowiednia iloscia
kolorów (znana juz P. J. Heawoodowi w koncu ubieglego wieku), ale na tym, by na
powierzchni wskazac mape o tylu obszarach parami sasiadujacych ie soba.
Okazuje sie np., ze dlamap na torusie czyli "detce" najmniejsza liczba barw
wynosi 7. Rys. 11 podaje przyklad mapy na torusie zlozonej z 7 obszarów,
z których kazde dwa sasiaduja ze soba.
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Odstapienie od zasady równomiernego skalowania osi x-ów i y-ów moze przyniesc istotne
korzysci równiez z punktu widzenia rozwazan czysto matematycznych.

Przyjrzyjmy sie najpierw (rys. 4) wykresowi funkcji y = +x3-x w "normalnie" wyskalowanych

osiach x, y; widzimy, ze wykres ten ma te sama "forme", co rozwazane poprzednio wykresy na
rys. l, i mozna go w opisany wyzej sposób zdeformowac do któregokolwiek z wykresów f" f2.

- .. zatem po odpowiednim doborze skal wykresy te moga byc wykresami funkcji y = + x·--x.

2. Forma funkcji w matematyce
Uchwycenie powyzszej intuicji "formy" bardzo czesto jest celem poczynan matematyków.
Kogokolwiek uczono analizy matematycznej, ten nieraz mial do czynienia z zadaniem: zbadac

przebieg funkcji. W takim zadaniu chodzi o ustalenie przedzialów, w których funkcja maleje,
w których rosnie, czy wystepuja maksima lokalne, minima, punkty przegiecia etc. Przypatrzmy
sie teraz dwom funkcjom, do których stosuje sie nastepujacy opis slowny: najpierw funkcja
monotonicznie rosnie (w pewnym przedziale od -00), osiaga maksimum lokalne, maleje
monotonicznie w skonczonym przedziale, osiaga minimum lokalne, ponownie rosnie
monotonicznie (do + 00). Na rysunku 2 podalismy wykresy dwu funkcji, do których stosuje sie
powyzszy opis. Oceniajac wizualnie te wykresy stwierdzamy, ze forma ich ma "cos wspólnego".
Bedziemy dazyc do matematycznego sprecyzowania istoty tego ich podobienstwa.

Rysunek 3 przedstawia pewien sposób zdeformowania plaszc7;yzny wykresu, przy którym
wykres f, przejdzie na wykres f2'

Przedstawiona deformacje przeprowadzamy w ten sposób, by linie równolegle do osi y-ów po
deformacji równiez pozostaly liniami prostymi równoleglymi do tej osi, podobnie jest z liniami
równoleglymi do osi x-ów. Linie opatrzone poszczególnymi numerkami na górnym wykresie
przechodza na linie o tych samyco numerkach na dolnym wykresie. Powyzsze ponumerowanie
mozemy zinterpretowac jako pewien"sposób "wycechowania" osi x-ów i y-ów (w takim sensie,
w jakim sa wycechowane skale fizycznych przyrzadów pomiarowych). Dzieki takiemu
wyskalowaniu osi x-ów i y-ów nasze wykresy mozna zinterpretowac jako graficzne
przedstawienie pewnej funkcji rzeczywistej (która liczbom przyporzadkowuje liczby). Zauwazmy
teraz, ze przy tak przyjetych wyskalowaniach osi wspólrzednych wykresy na rys. 3 sa wykresami
tej samej funkcji. Sposób wyskalowania osi na górnym wykresie bedziemy sklonni uznac za
"naturalny" - kolejnym liczbom calkowitym odpowiadaja punkty w równych odstepach. Czy
musimy zawsze trzymac sie tej zasady? Jezeli ktokolwiek z Czytelników mial kiedys okazje
ogladac przyrzad zwany higrometrem wlosowym, ten mógl sie przekonac, ze uzywane sa
podzialki, gdzie kreski odpowiadajace liczbom o jednakowych róznicach nie sa rozmieszczone
równomiernie. Jednostki wilgotnosci uzywane przez fizyków sa adekwatniejsze, anizeli jednostki
wynikle z równomiernego wyskalowania podzialki higrometru wlosowego.

3. Pojecie typu funkcji

1. Ilosciowo a jakosciowo
Przyjelo sie pows:rechnie, ze tylko wtedy dana dziedzina wiedzy jest scisla, gdy dostarcza ona

opisu ilosciowego. N mysl utartych stereotypów idealem wiedzy scislej jest fizyka, gdzie ciagle
cos sie mierzy, oblicza, zas ukoronowaniem wyników badan jest formula ilosciowa, do której
mozna podstawiac dane liczbowe. Mozna czasem uslyszec jako podstawowa zasade fizyki:
"fizyk moze w odpowiedzialny sposób mówic tylko o rzeczach, które jest w stanie mierzyc".
Mierzenie jest to przyporzadkowywanie liczby ukladowi fizycznemu w okreslonym stanie.
A zatem liczba mialaby stanowic ostateczna potrzebe ludzkiego intelektu?
Fizycy eksperymentatorzy w swojej ciezkiej pracy bardzo lubia poslugiwac sie wykresami. Jest
nasza ludzka cecha, ze poslugujac sie wykresami jestesmy znacznie operatywniejsi niz gdybysmy
poslugiwali sie wylacznie danymi liczbowymi. Ale czy nie chodzi w tym przypadku o cos
glebszego?
Rene Thom przedstawi! nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie eksperymentatora dokonujacego
pomiarów, który wyniki pomiarów przedstawi! pózniej za pomoca wykresów. Przypuscmy, ze
w wyniku kolejnych eksperymentów uzyskal on krzywe k" k2, k3 takie, jak na rys. 1. Patrzac na
wykresy bedzie on sklonny uznac, ze zjawisko scharakteryzowane krzywa k I ma wiele wspólnego
ze zjawiskiem, któremu odpowiada k2, zas zjawisko zwiazane z k3 ma raczej odmienny
charakter. Podstawa takiej oceny jest podobienstwo formy krzywych k" k2, pomimo faktu, ze
k, ilosciowo jest bardziej zblizone do k3 anizeli do k2• Okazuje sie, ze zycie bardzo czesto

przyznaje racje takiej intuicji, opartej na podobienstwie formy.
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Dzieki swobodzie doboru skali majac dany wykres mozemy interpretowac go jako graficzne
przedstawienie funkcji o bardzo prostym zapisie. a wiec bardzo wygodnej w operowaniu nia.
Rysunek 5 przedstawia wyskalowanie osi wspólrzednych, przy którym wykres f, z rys. 2 jest

wykresem funkcji y = !-x' -x. Uzyskujemy je nastepujaco: niech a oznacza punkt3

stanowiacy lokalne maksimum wykresu f,. b jego minimum lokalne. Punktowi a musimy

przyporzadkowac zatem y = ~. zas punktowi b wartosc y = - ~ (takie sa wartosci funkcji3 3

Y = 2- x' - x w jej maksimum lokalnym i minimum lokalnym). Pozostale wartosci y3

dobieramy tak, by uzyskac zwykla skale "równomierna" (w przypadku wykresu tego typu, co f,
jest to dopuszczalne). Wówczas wartosci na osi x-ów sa jednoznacznie okreslone przez warunek,

ze danej wartosci y odpowiada x spelniajace y = 2- x'-x (funkcja y = ~_x'-x jest3 3

wzajemnie jednoznaczna w przedzialach: od -. ex) do - l. od -1 do + l oraz od l do + ex)).

W analogiczny sposób nasz wykres f, moze odpowiadac funkcji y = xS-x albo funkcji'y =
= x7 -sin x. albo ...• ale nie moglibysmy posluzyc sie np. funkcja y = x.
Zanim przystapimy do wykazania tego ostatniego. zauwazmy. ze to co okreslilismy jako
"wyskalowanie osi" mozna zdefiniowac jako wzajemnie jednoznaczne odwzorowanic tcj osi
(czyli prostej euklidesowej) na zbiór liczb rzeczywistych; przeksztalcenie takie przyporzadkowuje
kazdemu punktowi osi pewna liczbe rzeczywista.
Przypuscmy teraz. ze istnieje mozliwosc takiego wyskalowania osi ukladu wspólrzednych dla

funkcji y = .!.. x'-x oraz takiego wyskalowania osi dla funkcji y = x. ze przy tych3

wyskalowaniach obu funkcjom odpowiada ten sam wykres. Niech hl i gl beda takimi

wyskalowaniami odpowiednio osi x-ów i osi y-ów dla funkcji y = .!.. x'-x. a h, i g, - dla
3

funkcji y = x. Oznaczmy przez h zlozenie h,o hl-l. niech g = gl-log,. Odwzorowania te
przyporzadkowuja liczbom liczby i sa wzajemnie jednoznaczne (poniewaz z zalozenia hl. h,.
KI. g, sa wzajemnie jednoznaczne). Zalozenie. ze przy przyjetych wyskalowaniach obie nasze
funkcje maja ten sam wykres oznacza teraz, ze

1
dla kazdego x: - x' - x = g o h (x).

3

Jest to jednak niemozliwe, poniewaz po prawej stronie mielibysmy funkcje wzajemnie

jednoznaczna. zas funkcja y = 2- x3 - x taka nie jest. Mozemy powiedziec. ze funkcje y =
3 ..

= 2- x'-x oraz y = x maja rózny tyP. ich wykresy maja rózna "forme". Sprecyzujemy to3

w nastepujacej definicji:

Definicja. Mówimy. ze dwie rózniczkowalne funkcje rzeczywiste fI, f, maja ten sam typ'

(typologiczno-rózniczkowy). jesli istnieja dwie funkcje h. g odwzorowujace wzajemnie jednoznacznie
zbiór liczb rzeczywistych na caly zbiór liczb rzeczywistych. spelniajace równosc:

tzn. dla kazdego x fI (x) = g (f,(~(x))).

x

Rys. 7

Zakladamy przy tym, ze kazda z funkcji h. g ma ciagla pochodna. i ze te sama wlasnosc maja
funkcje odwrotne do nich. Funkcje h. K (ogólniej - odwzorowania) spelniajace warunki podane
w powyzszej definicji matematycy nazywaja diffeomorfizmami.

Warunki. jakie nalozylismy na h i g w powyzszej definicji wyrazaja zadanie. by dopuszczac
tylko takie sposoby wyskalowania osi x, y, przy których wykres funkcji wszedzie
rózniczkowalnej bedzie wszedzie gladki. bez ostrych zalaman. a takze by funkcja o tym samym
typie co funkcja rózniczkowalna równiez byla rózniczkowalna.

Na rysunkach 6-9 mamy przyklady funkcji majacych rózne typy.

• Profesor A. Trautman wielokrotnie wyrazal
ubolewanie nad maszkarno ci.! tego potworka
j~zykowego. którego pierwszy czlon (diffeo-)

zostal wziety z laciny, zas drugi (-morfizm)
z greki.

Podobne ubolewanie wyrazal profesor
R. Sikorski z powodu traktowania
przedrostka diffeo -jako lacinskiego, gdy1-.

Rzymianie nie znali takiego zwrotu - pisali
natomiast differo-.

Na marginesie dodam. ze jeszcze
pr7Crazliwiej brzmi "wiazka kostyczna",

gdzie zlepiono lacinski przedrostek "co" ze
"styczna".
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Rys. 10

u
równanie R = - (ebl/2+e-bl/2 ) (przy czym O < u < R, zas R, t> O) ma dokladnie jedno

2

rozwiazanie ze wzgledu na b (sprawdzenie tego polecam jako cwiczenie dla Czytelnika, nalezyl
posluzyc sie pomocnicza zmienna s = ebr/2 i zauwazyc, ze -- = e-bl/2) przy zalozeniu b > O.s

Oznaczmy przez b. tak znaleziona wartosc b odpowiadajaca danemu u. Zatem kazdej wartosci u

odpowiada jednoznacznie funkeja postaci

Opiszemy teraz przyklad pewnego zjawiska fizycznego, dla którego istotna role w jego
wyjasnieniu odgrywa wlasnie wprowadzone wyzej pojecie typu topologicznego funkcji.
Niech beda dane dwa identyczne pierscienie z cienkiego drutu w ksztalcie okregu. Ustawmy je
równolegle do siebie, tak by linia laczaca ich srodki byla prostopadla do ich phiszczyzn
(rysunek 10). Jezeli w takiej pozycji zblizymy je dostatecznie do siebie i zanurzymy w roztworze
mydla, to po wyjeciu uzyskamy blonke z tego roztworu, laczaca pierscienie (rys. 10). Obserwujac
ksztalt tej blonki stwierdzamy, ze nie stanowi ona powierzchni bocznej walca, lecz jest w srodku
przewezona. Wynika to z fizycznej zasady minimalizacji pola powierzchni blony (por. Mala

Delta 7 f 1976), bowiem powierzchnia boczna walca sposród powierzchni rozpietych na
powyzszych pierscieniach wcale nie ma najmniejszego pola. Bardzo latwo mozemy o tym sie
przekonac obliczajac powierzchnie boczna dwóch stozków scietych, takich jak na rys. II (pod
warunkiem, ze r nie bedzie zanadto róznilo sie od R). Metod rozwiazania problemu
powierzchni o minimalnym polu dostarcza dziedzina zwana rachunkiem wariacyjnym.
Sprowadza ona tego typu problemy "minimalizacji" do problemu rozwiazania pewnych równan
rózniczkowych, tzw. równan Eulera-Lagrange'a. Blizsza analiza pokazuje, ze powierzchnia
o minimalnym polu musi byc powierzchnia obrotowa, powstajaca przez obrót pewnej krzywej
plaskiej laczacej pierscienie wokól osi laczacej srodki pierscieni.
Wybierzmy zatem jedna plaszczyzne przechodzaca przez os ukladu. Problem sprowadzilismy do
znalezienia wlasciwej krzywej laczacej dwa punkty pierscieni (patrz rys. 12). Wprowadzamy
w plaszczyznie przekroju wspólrzedne (x, y) tak, by os x przechodzila przez srodki pierscieni, a os y

lezala w równej odleglosci od nich. Punkty Aj A', B, B' sa punktami przekroju naszych pierscieni
z r o z waz a n a plaszczyzna. Wykres poszukiwanej funkcji musi przechodzic przez punkty A, B.

Otóz wykazemy teraz, ze z punktu widzenia rachunku wariacyjnego nasz problem
znalezienia krzywej przekroju jest tozsamy z problemem znalezienia ksztaltu swobodnie wiszacego
jednorodnego lancucha. Z podstawowych zasad mechaniki wiemy, ze taki lancuch znajdzie sie
w polozeniu równowagi tylko wtedy, gdy jego energia potencjalna osiagnie minimalna wartosc.

Rozpatrzmy "element" lancucha o dlugosci ds = V 1+ (dyfdx)2dx. Jego energia potencjalna

jest równa d m.g.y = g,e.y.ds = g.e.y V 1+ (dyfdx)2dx, gdzie e oznacza mase lancucha na
jednostke jego dlugosci. Z kolei rozpatrzmy fragment naszej powierzchni obrotowej zawarty
miedzy plaszczyznami prostopadlymi do osi x-ów i przecinajacymi te os w punktach x oraz
x + dx. Pole powierzchni takiego fragmentu jest równe iloczynowi jego szerokosci ds =
)/1 + (dyfdx)2dx przez jego dlugosc 2ny. Zatem w obydwu przypadkach mamy problem

1/2

zminimalizowania funkcjonalu postaci C ~ Y Vi + (dyfdx)2 dx, gdzie C w przypadku lancucha
-1/2

równe jest ge, w przypadku naszej blony C = 2n. Funkcjonaly rózniace sie o staly
wspólczynnik osiagaj a swe minimalne wartosci na tych samych funkcjach; podobnie dwie funkcje
rózniace sie o staly wspólczynnik dodatni osiagaja swe minima w tych samych punktach. Ogólne
rozwiazanie problemu krzywej lancuchowej podal dr W. Kufel w siódmym numerze Delty
z lipca ub. roku poprzez bezposrednia analize warunków równowagi wiszacego lancucha.

a
W wyniku uzyskal on nastepujacy wzór: y= - (ex/a + e-x/a). Funkcja takiej postaci bedzie2

stanowila rozwiazanie i naszego problemu, jezeli tylko bedzie sie dalo dobrac takie a, dla
którego wykres powyzszej funkcji bedzie przechodzil przez punkty A, B (rys. 12), tzn. a bedzie

4, O rozpinaniu blony mydlanej na dwóch pierscieniach

a
spelnialo równanie R = -- (el/2a + e-I/2a).

2

Dokonamy teraz pewnego manewru, mianowicie powyzsze równanie wzgledem a (jest to
u

równanie niealgebraiczne) przepiszemy w postaci ukladu dwóch równan: R = -- (ebl/2 +2

l
+e-bl/2), u = -, gdzie niewiadomymi sa u, b. Zauwazmy teraz, ze dla danych wartosci R, t, u

b
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(Dokonal on szczególnego wyboru stalych
C 1C l.) Oznacza to, ze posród funkcji takiej
postaci mozemy poszukiwac rozwiazania
naszego problemu. Okazuje sie, ze w naszym
przypadku musimy przyjac C, = O (i nie
jest to kwestia swobodnego wyboru).

Natomiast wybór C1 = Owiaze sie w naszym
przypadku ze szczególnym ukladem
wspólrzednych.

Pomimo identycznej postaci funkcjonalu do

zminimalizowania opisane problemy

wariacyjne sa jednak rMne. Wiszacy lancuch

bowiem osiaga minimum energii
potencjalnej dla wszystkich jego polozen

przy ustalonej jego dlugosci, jest to przyklad
tzw. minimum warunkowego. Zatem klasa

funkcji dopuszczanych tu do konkurencji
jest wezsza i dlatego zbiór rozwiaza.n bedzie
szerszy. Mozna to zilustrowac na przykladzie
funkcji y = x1_ y2. która na plaszczyznie
zmiennych x, y nie ma minimów, zas po
obcieciu jej do osi x-ów (y = O) punkt (0,0)

staje sie miejscem minimum funkcji obcietej.
Rozwazania W. Kufla doprowadzily do

wniosku. ze wszystkie mozliwe krzywe
lancuchowe sa postaci

u
y = _ (eb.x/2 +e-b•X/2)

2 .

Ostatecznie pozostaje nam wiec ustalenie wlasciwej wartosci u, tj. tej, przy której nasza
powierzchnia obrotowa osiagnelaby minimalna wartosc swego pola (o ile taka istnieje).

&



A

s

y

o

u

x

Zauwazmy, ze u mozemy interpretowac jako wartosc zmiennej y, która przyjmuje odpowiadajaca
ej funkcja w punkcie x = O. Mamy wiec do czynienia z rodzina funkcji "numerowana"
punktami na osi y-ów z przedzialu O < y < R (rysunek 13). Wartosci granicznej y = R
odpowiada sytuacja, w której nasza powierzchnia degeneruje sie do powierzchni bocznej walca.
Przy u zblizajacym sie do zera nasza powierzchnia coraz bardziej upodabnia sie do dwóch
membran wypelniajacych wnetrza pierscieni i polaczonych osiowo cienka rurka, której grubosc
maleje do zera. Dla u = O nasza powierzchnia degeneruje sie wiec do dwóch oddzielnych
membran, wypelniajacych wnetrza pierscieni.
Kazdej wartosci u zatem jednoznacznie odpowiada krzywa wyznaczajaca powierzchnie
obrotowa, której wartosc pola powierzchni zapiszemy S(u). Mamy zatem funkcje S = S(u),

która jest ciagla i rózniczkowalna. Funkcja ta ma wartosci graniczne: 2nR2 dla u -+ O oraz
2nRt dla u -+ R (dlaczego?). Wartosc Uo odpowiadajaca minimum tej funkcji (rys. 14) jest
"numerkiem" powierzchni z naszej rodziny, która bedzie zrealizowana przez fizycznie istniejaca
blone mydlana. Gdybysmy wykres funkcji S = S(u) wykonali tak, by mogla po nim toczyc sie
kulka (zakladajac, ze pion wyznacza os S), wówczas wartosci Uo odpowiada
polezenie stabilnej równowagi kulki, jak to symbolicznie zaznaczylismy na rysunku. Funkcja S(u)

zalezy oczywiscie od odleglosci miedzy pierscieniami. Dlatego przy zmieniajacej sie odleglosci t
bedziemy mieli rodzine funkcji S,(u), parametryzowana przez t.

5. O "katastrofalnym" peknieciu blony mydlanej

bJ. ! cm
u. u6c=ou. ut:1Q:=::Ou. ut:1 ~'~: : 7;,~

u. ulio Ou

Ry'. D

Rene Thom (ur. 1923), najwybitniejsza

indy" idua!nosc matema.yczna drugiej

polowy XX w. Swoimi wynikami wywarl

osromny wplyw na oblicze matematyki
wspólczesnej: polozyl podwaliny bardzo

obszerneao obecnie dzialu topoloaii
rózniczkowej - teorii kobordyzmów (ok.
1954 r.l, za co dostal w l958 r. medal
Fie1dsa. Swoim twierdzeniem o

transwersalnosci (ok. 1956) przyczynil sie do
zapoczatkowania teorii osobliwosci jako

samodzielnej dziedziny o silnych,
specyficznych dla niej metodach.

Swoim przypuszczeniem o prawdziwosci

twierdzenia przysotowawczego
Weierstrassa dla funkcji rzeczywistych klasy

Cctl przyczynil sie do powstania nowej

dziedziny zwanej analiza rózniczkowa.

W osromnym stopniu wplynal on na

uksztaltowanie oblicza tzw. teorii gladkich
ukladów dynamicznych (tw. o nieistnieniu

slobalnych calek pierwszych).

Jeso naislosniejszym osiasnieciem jest

wytyczony przezen program matematycznej
teorii morfoaenezy. zwanej potocznie "teoria
katastrof".

Wniósl wiele interesujacych mysli do filozofii
matematyki.

Przesledzimy teraz, jak bedzie zmieniac sie funkcja S,(u) przy systematycznie rosnacym t

poczynajac od wartosci bliskiej zeru. Ewolucje te bedziemy systematycznie konfrontowac
z fizyczna sytuacja blony rozpietej na pierscieniach. Na rysunku 15 mamy "historyjke obrazkowa",
która bedziemy przegladac od góry do dolu. Z prawej strony mamy uklad fizyczny, z lewej ­
odpowiadajaca mu funkcje S,(u). W poczatkowej sytuacji, gdy t < R, prawy koniec wykresu
S,(u) znajduje sie nizej niz lewy, bowiem wówczas 2nRt < 2nR2, wartosc odpowiadajaca Uo

stanowi minimum absolutne S,(u). Przy wzroscie t podnosi sie prawy koniec wykresu, podnosi
sie i przemieszcza w lewo jego minimum ~ Uo, co objawia sie w mocniejszym przewezeniu
blony na srodku jej dlugosci. Dochodzi do tego, ze minimum lokalne w Uo przestaje byc
minimum absolutnym funkcji S,(u), jednak w dalszym ciagu jest ono fizycznie realizowane
przez blone mydlana, bowiem przejscie do innych u musialoby odbywac sie wbrew dzialaniu sil
napiecia powierzchniowego. Tak samo kulka znajdujaca sie w Uo nie moze tego miejsca opuscic,
dopóki jest tam minimum lokalne, nie moze bowiem toczyc sie pod góre. Wreszcie przy
odpowiednio duzym t wykres funkcji S,(u) "wyprostowuje sie" do tego stopnia, ze minimum
lokalne w Uo przestaje istniec: nasza kulka zaczyna gwaltownie sie staczac dazac do u = O.

Odpowiada temu przejscie katastrofalne w naszym ukladzie fizycznym: w pewnym momencie
blona zaczyna gwaltownie sie zwezac w swej srodkowej czesci, az dochodzi do przerwania jej
ciaglosci, w wyniku czego przybiera ona postac dwóch membran wypelniajacych wnetrza
Rierscieni. Przy dalszym wzroscie t funkcja .'1,(1/) staje sie coraz szybciej rosnaca funkcja
monotoniczna, zas w ukladzie fizycznym panuje sytuacja zdegenerowana, odpowiadajaca kresowi
dolnemu wartosci S,(u) na odcinku O < u < R.

Moment katastrofalnego przejscia, które drastycznie zmienilo sytuacje w rozwazanym ukladzie
fizycznym jest dokladnie tym momentem, w którym funkcja S,(u) zmienila swój typ
topologiczny. Do momentu krytycznego funkcja Sr(u) miala typ topologiczny funkcji y = u3-u,

natomiast po jego przekroczeniu ma ona typ funkcji scisle monotonicznie rosnacej,
reprezentowany przez y = u. Gdybysmy dla kazdej wartosci t odpowiednio dobrali sposób
numerowania alternatywnych powierzchni parametrem u, wówczas wyrazenie S,(u) przybraloby
nastepujaca, "kanoniczna" postac: S,(u) = u3 + (t-to) u. Z punktu widzenia "katastrof

elementarnych" Thoma w opisanym przykladzie mielismy do czynienia z przejsciem katastrofalnym
"falda", jest ono naj prostsze sposród elementarnych katastrof. W przyszlosci opowiemy o nich
bardziej szczególowo.

6. Konkluzja
Opisany wyzej przyklad stanowi ilustracje, w jaki sposób mozna pogodzic dwie pozornie
przeciwstawne zasady filozoficzne: z jednei strony mamy tzw. zasade Leibniza, mówi ona, ze
jezeli jakies parametry ilosciowe ukladu fizycznego sa zalezne, to zaleznosc ta jest ciagla (o ile
oczywiscie parametry te okreslimy w dostatecznie naturalny sposób). Zasada Leibniza odegrala
ogromna role w fizyce, zwlaszcza w mechanice kwantowej korzysta sie z niej w sposób jawny
("warunki zszycia"). Z drugiej strony filozofowie dialektycy glosza, iz "przejscia skokowe sa
prawidlowoscia rozwoju", jako przyklad podaja oni proces ogrzewania wody, który w pewnym
momencie doprowadza do gwaltownego przejscia w stan lotny.
Przyjrzyjmy sie, co sie dzieje w krysztale ciala stalego, systematycznie podgrzewanym. Zmieniaja
sie w nich parametry takie jak: predkosci poszczególnych molekul, ich polozenia, srednia
predkosc molekuly etc. Wszystkie te wielkosci zmieniaja sie w sposób ciagly. Kazda molekula
porusza sie w rejo_nie swego wezla sieci Bravais. W miare wzrostu temperatury molekuly
poruszaja sie coraz szybciej i coraz wiekszy obszar jest penetrowany przez poszczególne molekuly.

7



y

~

x

Dochodzi do momentu, kiedy pojecie sieci Bravais dla scharakteryzowania ruchu molekul traci
sens: molekuly uzyskuja swobode poruszania sie po calym rejonie wypelnianym pierwotnie przez
krysztal. Mówimy wówczas, ze krysztal ulegl stopieniu. Widzimy wiec, ze la
skokowa przemiana, jaka jest topnienie, polega na zmianie charakterystyk topologicznych ruchu
poszczególnych molekul, ilosciowych skoków tu nie ma.
Celem sprostowania nieporozumien, jakie narosly wokól teorii Thoma, podkreslam: w teorii tej
nie ma miejsca na nieciaglosci takie, jak na rysunku obok. W gre wchodza tam wylacznie
nieciaglosci wlasnosci jakosciowych. Zwrócmy uwage, ze wyrazenie u3 + lu, w którym obecna
jest nieciaglosc polegajaca na skokowej przemianie typów topologicznych, pod wzgledem
zaleznosci od parametrów u, I jest wzorowym przykladem "porzadnej" funkcji w sensie jej
"zwyklej" ciaglosci, rózniczkowalnosci etc. Tylko takimi funkcjami i odwzorowaniami operuje
teoria Thoma.

Z opisanego wyzej przykladu wynika jeszcze inny moral. Mozna wyobrazic sobie fizyka, który
bedzie staral sie wyjas'1ic opisane zjawisko wysuwajac hipotezy o zmieniajacym sie charakterze
sil napiecia powierzchniowego przy malejacej grubosci blony, mozna sobie wyobrazic, jak
bedzie on budowal coraz bardziej skomplikowane modele na poziomie molekularnym.
Otóz Thom wskazuje, ze byc moze taki wlasnie blad popelniaja wspólczesni biologowie
urzeczeni postepami biochemii i biologii molekularnej, którzy podswiadomie uwierzyli, ze na
molekularnym poziomie znajda wyjasnienie "tajemnicy zycia". Wiele wskazuje na to, ze szereg
zjawisk fizjologicznych znajdzie swoje wyjasnienie w globalnych wlasnosciach zywego
organizmu, nawet bez potrzeby odwolywania sie do poziomu komórkowego, tak jak opisane
przez nas zjawisko znajduje wyjasnienie w globalnej geometrii ukladu.

Kosmologia geometryczna, czyli ewoluujaca geometria

Dr hab. Bronislaw KUCHO WICZ

Aleksander Aleksandrowicz Friedmann, ur.
t 7 VI 1888, zm. I S IX 1925, w 1909 ukonczyl
studia na uniwersytecie w Petersburgu
(sekcja matematyki), sdzie najbardziej
interesowala go meteorologia dynamiczna.
Po studiach pracowal jako matematyk w
Instytucie Dr6s i Mostów, Instytucie
G6rnictwa; po wybuchu Pierwszej Wojny
Swiatowej zSlosil sie jako ochotnik na front,
sdzie sluzyl w lotnictwie, wykorzystujac
wolny czas na pisanie rozpraw naukowych.
Oto co pisal w liscie z frontu: ,.Zajmuje sie
obecnie zaaadnieniem wyznaczenia
temperatury i cisnienia, ady dane sa.

predkosci ... Potem przystapie do napisania,
jesli uznacie to za wlasciwe. dla
.,Geograficzeskiego Sbornika" niewielkiej
notki o przyczynach powstawania iznikania
turbulencji w atmosferze, chocby w
naj ogólniejszej postaci matematycznej". Nic

ma w tym nic dziwnego, jesli wziac pod uwale,
te pierwsza w swym zyciu prace nauko" a

(poswiecona liczbom Bernoullieso) poslal
Friedmann do druku w powaznym czasopismie
(wsród kt6reso redaktoról" byli ludzie tej
klasy, co Klein i Hilbert) jeszcze jako uczen
ostatniej klasy simnazjalnej. Praca ta ukazala
sie w druku, Sdy Friedmann ukonczywszy
llirnnazjum ze zlotym medalem wstepowal na
studia.
Po zakonczeniu Pierwszej Wojny
Swiatowej, jeszcze w latach wojny domowej,

prowadzil wyklady hydrodynamiki i analizy
tensorowej na uniwersytecie w Leningradzie,
wydal Icsiazki"Doswiadczenia z
hydrodynamiki cieczy scisliwych" oraz
"Swiat jako przestrzen i czas'· i prace
kosmolosiczne, o kt6rych wspominalismy
w tekscie, wreszcie kierowal Glównym

Laboratorium Geofizycznym w Leninsradzie.
Niestety, w pelni sil zachorowal i zmarl na
tyfus.

Gdybym mial wymienic jedna tylko, ale za to najbardziej fundamentalna (moim zdaniem)
wlasciwosc Wszechswiata, nie mialbym watpliwosci i bez wahania wymienilbym jego ekspansj~.
Czyz nie jest bowiem czyms niezwykle uderzajacym owo nieustanne rozszerzanie sie
Wszechswiata?
Jest to fakt. Nauka jednak - to nie tylko zbiór faktów. Niezbedna jest choc próba ich

wyjasnienia, powiazania ze soba. Dzis u podstaw wyjasnienia faktów kosmologicznych tkwi
ogólna teoria wzglednosci Einsteina - wspólczesna teoria czasoprzestrzeni. Juz od z góra pól
wieku trwaja próby zastosowania tej skadinad niezwykle owocnej teorii do Wszechswiata jako

calosci. Próby takie podejmowal sam Einstein, podejmowali (i podejmuja do dzis, uogólniajac
teorie) inni, tworzac modele Wszechswiata.
Wspominalismy juz w pierwszym artykule z cyklu kosmologicznego, ze modele kosmologiczne

sa to konstrukcje teoretyczne opisujace zachowanie sie Wszechswiata jako calosci. Modele takie
dopasowuje sie do istniejacych danych obserwacyjnych. Uznanie takich faktów, jak np.
ekspansja kosmiczna albo obecnosc promieniowania szczatkowego (o których byla mowa
w numerach Delty 8{1976 i 10/1976), prowadzi do odrzucenia tych modeli, które nie przewiduja
ekspansji ani promieniowania tla. Tak wiec odrzucony zostal pierwszy sposród modeli
kosmologicznych opartych o ogólna teorie wzglednosci, zaproponowany przez samego
Einsteina w 1917 roku model statycznego Wszechswiata. Bylo to jeszcze na dlugo przed
ogloszeniem przez Hubble'a wyników jego badan nad odleglymi galaktykami, przed
stwierdzeniem ich powszechnej ucieczki. Wydawalo sie wtedy rzecza naturalna przyjac, ze
Wszechswiat jako calosc musi byc niezmienny w czasie, statyczny. Moga wprawdzie powstawac
gwiazdy i uklady planetarne (wystarczy wspomniec o starej teorii Kanta-Laplace'a), zmieniac si~
moga drobiazgi, ale porzadek kosmiczny pozostaje trwaly. Dlaczego bowiem mialby sie zmieniac?
W latach 1922-1924, kiedy koncepcja statycznego, niezmiennego Wszechswiata wydawala sie
czyms naturalnym, p0jawily sie dwie prace mlodego, nieznanego ani Einsteinowi, ani innym
fizykom zachodnim matematyka z Leningradu, A. A. Friedmanna. Juz w pierwszej z nich,
zatytulowanej "O krzywiznie przestrzeni", udalo mu sie uzyskac nieoczekiwany wynik, pozornie
sprzeczny z cala nagromadzona do tej pory wiedza. Geometria Wszechswiata (patrz artykul
Einsteina, Delta 2/1977) zmieniac sie miala nieustannie z uplywem czasu, zakrzywienie
przestrzeni i gestosc materii stale mialy malec lub rosnac, to samo odnosiloby sie do odleglosci
wzajemnej dwóch punktów. Otrzymany przez Friedmanna model Wszechswiata byl modelem
ewoluujacym i stanowil wynik rozwiazania ukladu równan ogólnej teorii wzglednosci.
Rozwiazania takiego nie znal poprzednio Einstein. Nic wiec dziwnego, ze po przeczytaniu
pracy Friedmanna poslal do redakcji list z uwagami krytycznymi, wskazujacymi na to, ze model
Friedmanna wzbudza powazne watpliwosci i ze praca naj prawdopodobniej jest bledna. List ten
redakcja wydrukowala.
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Spowodowalo 10 natychmiastowa odpowwiedz Friedmanna Einsteinowi,

gdy tylko czasopismo owo dotarlo do Lertingradu. Friedmann wyjasnil szczególowo swe
stanowisko, Einstein wszystko sprawdzil i ku swemu zdziwi~niu doszedl do wniosku, ze to
Friedmann ma racje. W 1923 roku ukazala sie odpowiedz Einsteina. Oto fragment: "Wyniki
pana Friedmanna uwazam za sluszne; rzucaja one nowe swiatlo na problem. Okazuje sie, ze
równania pola dopuszczaja dla struktury przestrzeni obok rozwiazan statycznych równiez
i rozwiazania dynamiczne (tj. zmieniajace sie z czasem) o symetrii sferycznej".
Mimo tego odwolania, modele zaproponowane przez Friedmanna nie od ra' \ przyjely sie
w kosmologii. Bylo to jeszcze na pare lat przed odkryciem rozszerzania si~ /szechswiata-

tego, c,? wlasnie przewidywaly modele Friedmanna. A wiec - mogly one lochodzic za poprawne
rozwiazania równan Einsteina, poprawne i nieprzydatne do niczego. Pojawily sie za wczesnie!
Od tej pory minelo ponad pól wieku, pojawilo sie wiele dalszych modeli kosmologicznych,
coraz bardziej zlozonych matematycznie, uzyskiwanych z równan Einsteina przy coraz to
ogólniejszych zalozeniach. Wszystkie one moga nadawac sie do opisu rzeczywistego
Wszechswiata, wciaz jednak najbardziej przydatnymi w praktyce okazuja sie modele Friedmanna.
Jak dotad, zadne dane obserwacyjne nie sa w stanie wykluczyc ich stosowalnosci w kosmologii.
Nalezy sie wiec tym modelom kilka slów w naszym artykule.

Zacznijmy od zalozen, przy których modele te zostaly wyprowadzone. Pierwsze - dosc istotne
(jak by sie nam wydawalo) zalozenie, to uznanie slusznosci równan ogólnej teorii wzglednosci.
Równania te wiaza geometrie czasoprzestrzeni z wypelniajaca ja materia. Mówi sie nieraz
krótko: Rozklad mas w przestrzeni wyznacza jej strukture geometryczna. Gdy teraz spojrzec na
ucieczke galaktyk, to od razu stwierdzamy, ze srednia gestosc materii we Wszechswiecie
nieustannie maleje. Czy nie musi to spowodowac jakiejs ukierunkowanej zmiany geometrii?
W modelach Friedmanna przyjmuje sie jednorodny rozklad mas i izotropowa ekspansje
Wszechswiata, jako naj prostsze mozliwe zalozenia robocze dla otrzymania wyniku
rachunkowego - geometrycznego modelu Wszechswiata. Zalozenia te - to nic innego jak
omawiana przez nas przed kilku miesiacami zasada kosmologiczna.
Mozna wiec modele Friedmanna wyprowadzic z teorii Einsteina przy uzyciu zasady
kosmologicznej. Komu modele te wydaja sie zbyt prymitywne (bo niby dlaczego ekspansja ma byc

izotropowa ?), moze posluzyc sie modelami ogólniejszymi. Dzis juz dostepnych jest wiele innych
modeli, rózniacych sie szczególami od modeli Friedmanna, nic jednak istotnie nowego wszystkie
te uogólnienia nie wnosza. Wszak musza byc one zgodne z wynikami obserwacji, te zas daja

pewna górna granice anizotropii czy tez niejednorodnosci dla Wszechswiata. Wewnatrz zas
obserwacyjnie danych granic tych wielkosci modele niejednorodne i nieizotropowe nie róznia sie
w sposób zasadniczy od modeli Friedmanna.

GMdm _~ ltGR2(ldm.
EPOl = R = 3

Przyjmijmy, ze zachodzi zachowanie energii: E.+ EPOl = constans. Oznaczmy wielkosc stalal
jako - - ec2 dm, wtedy po uproszczeniu przez dm zasada zachowania energii przybiera postac:

2

Do modeli Friedmanna dojsc mozna nie tylko w einsteinowskiej, ale i w newtonowskiej teorii
grawitacji. Posluzymy sie ta ostatnia teoria dla elementarnego wyprowadzenia tzw. równania
ekspansji, które formalnie ma taka sama postac w obu teoriach. Przyjmijmy naj prostszy rodzaj
osrodka ciaglego wypelniajacego Wszechswiat: pyl o gestosci (l. Ruch czasteczek pylu rozwazamy
w tzw. wspólporuszajacym sie (z tymi czasteczkami) ukladzie wspólrzednych. Zastosujmy
wreszcie zasade kosmologiczna do pewnej wycietej we Wszechswiecie kulki o promieniu R,

zawierajacej mase M = .~ ltR3(l. Wraz z calym Wszechswiatem kulka ta bedzie ekspandowac
3

izotropowo, gestosc w niej wciaz bedzie jednorodna (choc oczywiscie bedzie sie zmieniac
w czasie). Rozwazmy teraz energie malenkiej masy dm, umieszczonej na powierzchni kulki.
Uczestniczy ona w tej ekspansji, zwiekszajac swa odleglosc R od srodka kulki. Jej predkoscia jest

. dR .. 1 (dR)' ..
Wiec V = - , a energIa kmetyczna E. = - dm - . Masa ta Jest zarazem przycIagana przez

dl 2 dl

kulke, i jej potencjalna energia grawitacyjna wynosi

Rozwiazanie zadania M 122. Podstawiajac
x 1::1 t, 2, 3 znajdujemy rozwiazanie (x,y) =

(3,\ 1). Mozemy wiec zakladac wdalszych
r~zwataIUach, ze x > 3.
Zauwazmy, ze

(X 3 )'\ +x+x'+x'+x' - x'+ 2 + '8 +
S S5

s·x+T4

i jednoczesnie

(X l )'l+x+x'+x'+x'= x'+2+2 -
l
:4 (x+ l) (x- 3).

Jezeli liczby naturalne x, y .pelnialyby
równosc

I+x+x1+X'+X4 = )11.

lo byloby:

(X 3 )' ( Xl)'.'+ 2+8 < y' < x'+ 2+2 .

l (dR)2 4'2 dl -'J7tGR'(?

Jest to wlasnie owo równanie ekspansji.

I
--::;- ec2•

•'+ X + !. < y < x'+ ~ + ~
2 S 28'

co jesl niemozliwe, adyz liczba calkowita y
letalaby miedzy kolejnymi ulamkami
o mianowniku 8. Równanie nie ma wiec
rozwiazan, w których x > 3.

Gdy e > 0, uklad jest zwiazany silami grawitacyjnymi, gdy e < O - nie jest zwiazany .
Równanie ekspansji, wyprowadzone przez nas dla teorii newtonowskiej, pozostaje w mocy dla
ekspansji izotropowej w teorii Einsteina, gdzie jego rozwiazania daja modele Friedmanna dla
Wszechswiata wypelnionego materia pylowa (moga byc bowiem i inne wypelnienia dla modeli
Friedmanna).
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Rózne modele friedmannowskie

TCizszerzajacego si~ Wszechswiata. Czynnik
skali-R(t) w zaleznosci od czasu I. Model
scharakteryzowany wartoscia parametru
deceleracji qo = 0,5 oddziela klase modeli
otwartych (ekspansja bez konca) od
zamknietych (dla których ekspansje
zastepuje od pewnej chwili kontrakcja).

Rozwiazanie powyzszego równania mozna latwo uzyskac dla E = O. Podstawiamy wyrazenie
wskazujace jaJ.<gestosc pylu w kulce zalezy od jej promienia: e = eo/R\ i mamy równaniel
rózniczkowe dla funkcji R = R(t). Rozwiazaniem jego jest: R = (6:n GeotZ)If3 i e = --- .

6:nGt'

Promien kulki rosnie z czasem nieograniczenie, gestosc pylu - spada. Mozna wykazac, ze
rozwiazanie to przedstawia model Wszechswiata z geometria euklidesowa. Dla E < O otrzymujem)
równiez nieograniczone rozszerzanie - przy geometrii hiperbolicznej. Jesli wreszcie E > O,

dR
wtedy mozliwa jest sytuacja taka, iz w pewnej chwili - = O, tzn. ekspansja konczy sie, uklad

dt .

osiaga maksymalna wartosc promienia R, a nastepnie zaczyna sie faza kontrakcji (~~ < O).

Mówimy wtedy o modelu tzw. zamknietego Wszechswiata (model z E = O nazywamy tez
modelem plaskim, model z li < O - modelem otwartym). Przebieg zaleznosci wielkosci R od
czasu dla trzech typów modeli Friedmanna widac na rysunku obok.
Funkcja R(t), której przebieg przedstawilismy, charakteryzuje wzajemne odleglosci dwóch
czastek czy tez punktów materialnych we Wszechswiecie. Nazywa sie ja nieraz czynnikiem
skali, charakteryzuje ona bowiem skale odleglosci. Zauwazmy, ze wszystkie wyobrazone przez
nas modele zaczynaja sie w czasie od wartosci R(t) = O. Czy to mozliwe, by w poczatkowej
chwili ekspansji rozmiary Wszechswiata byly punktowe, a gestosc materii nieskonczona? Czy nie
zalamalyby sie wtedy zwykle, znane nam prawa fizyki? Jest to istotny problem fizyki
i kosmologii wspólczesnej, problem tzw. poczatkowej osobliwosci (dla modelu zamknietego ­
osobliwosc taka powstanie i pod koniec ewolucji). Do problemu tego powrócimy jeszcze
w przyszlosci, obecnie zauwazymy jedynie, ze pojawienie sie osobliwosd wskazuje na
niestosowalnosc wspólczesnej teorii do stanów materii o dostatecznie wysokiej gestosci, kiedy byc
moze dotychczasowe poglady na strukture materii i przestrzeni traca moc.
Porównujac wyniki obliczen przeprowadzonych dla róznych modeli Friedmanna (otwarte,
zamkniete i plaskie, wypelnione pylem, promieniowaniem albo mieszanina obu itd.)
z obserwacjami ekspansji kosmicznej, usilujac dociec, czy ekspansja ta z uplywem czasu ulega
spowolnieniu czy tez, na odwrót, przyspieszeniu, astronomowie przedstawiaja argumenty na
rzecz przyjecia modeli o okreslonych parametrach. Sytuacja nie jest w pelni jasna do dzis, czy
Wszechswiat jest otwarty, zamkniety czy plaski. Znajdujemy sie naj prawdopodobniej w takim
obszarze z lewej strony rysunku, na którym przedstawiono modele, ze wszystkie krzywe R =
= R(t) biegna zbyt blisko siebie, by mozna bylo ustalic na podstawie danych obserwacyjnych,
wedlug której z nich przebiega ewolucja Wszechswiata i jego geometrii. A jeszcze wazniejszym
jest tu pytanie odnoszace sie do przyszlosci: Czy Wszechswiat bedzie sie rozszerzal bez konca,
czy tez grozi mu przejscie kiedys w faze kontrakcji, zageszczania. Mówimy "grozi", bo przy
takim zageszczaniu i Ziemia i Slonce kiedys przestana istniec jako oddzielne ciala, i nawet jesli
nie dojdzie do stloczenia calej l1jlaterii Wszechswiata do punktu (owej osobliwosci, o której juz
mówilismy), to i tak materi~ zostanie z pewnoscia zageszczona do pewnej nieduzej objetosci.
Cale szczescie jednak, ze gdyby nawet to nam grozilo, to i tak juz nas nie bedzie; wedlug
oszacowan nawet najbardziej pesymistycznych nie mogloby to nastapic wczesniej niz za
kilkadziesiat miliardów lat!
Ekspansja Wszechswiata stanowi naturalna konsekwencje równan Einsteina. Geometria

Wszechswiata zmienia siew czasie, a wraz z nia i gestosc materii. Ucieczka galaktyk prowadzi do
wyjasnienia paradoksu Olbersa. I to jeszcze nie wszystkie rezultaty wynikajace z rozwazan nad
najprostszymi dynamicznymi modelami Wszechswiata - modelami Friedmanna. Dalszymi
konsekwencjami wyplywajacymi z tych modeli Wszechswiata, odnoszacymi sie do analizy stanu
materii w odleglych epokach, do odczytania zapisu procesów fizycznych, jakie wtedy zachodzily,
zajmiemy sie w nastepnych artykulach.

WSZEC~SWIAT lAMKNI ~ TY

obserwator

Dwuwymiarowe modele kosmologiczne.
Przyklady Wszechswiata zamknietego
(z krzywizna dodatnia) iotwartego
(z krzywizna ujemna). We Wszechswiecie
zamknietym promien swietlny moze w

zasadzie obejsc cala przestrzen i powrócic do
punktu, z którego zostal wyslany; sytuacja
taka jest nie do pomyslenia we Wszechswiecie
otwartym. Czy Wszechswiat jest otwarty,
czy zamkniety - zalezy od ilosci materii
w nim. Jesli gestosc materii jest dostatecznie
duza, moze ona doprowadzic w pewnej

chwili do zatrzymania ekspansji, zamiany
jej na kontrakcje.
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Prosze o zapalki

Laboratorium w domu

Mgr inz. Henryk GAJ

Czym sie róznia organy od maszyny parowej oraz o plomyku,
który spiewa w rurze

Kazdy, kto choc raz widzial orgaflY i maszyne parowa, wskaze oczywiscie od razu
wiele róznic, a prawie kazdy na pewno powie, ze maja sie one do siebie jak
przyslowiowa piesc do nosa i zadnych wspólnych cech urzadzenia te nie maja.
Jak sie przekonamy, jest to przekonanie z gruntu bledne, co stwierdzi kazdy
sposród dociekliwych obserwatorów przyrody, których to zbiór chcemy
wzbogacic wlasnymi skromnymi osobami.
Przypomnijmy sobie, ze jedna z form energii, która moze miec cialo gazowe, jest
tak zwana praca przetlaczania równa iloczynowi cisnienia gazu i jego objetosci

L=p' V.

CO dzieje sie w maszynie parowej?

zbiórnik'

:,-pory~1(koclot)//.I

cylinder z Hokiem

konsument pracy Zeby zdac sobie z tego sprawe, przyjrzyjmy sie
schematowi jej glównej czesci - cylindrowi
z tlokiem, pomijajac wszelkie techniczne
zawilosci konstrukcji. Kiedy przy okreslonym
cisnieniu p objetosc V zmieni sie, np. od VI

do Vz, to wykonana zostanie praca

L = p (Vz-VI),

która konsument moze uzyc wedle woli.

l warga

{>==:::(l
rura rezonansowa

A co sie dzieje w organach?

Uznajmy, ze wystarczy nam wiedziec, co sie dzieje w jednej piszczalce organowej,
zeby wyrobic sobie sad ogólny o organach. Kiedy piszczalka wydaje dzwiek, to
j~st ona zródlem energii akustycznej. Mozna to stwierdzic ponad wszelka
watpliwosc, gdyz inaczej blona bebenkowa w naszym uchu nie ugielaby sie i nic
bysmy nie slyszeli. Caly problem w tym, jak energia jest przekazywana na drodze
miech lJdlO. Otóz w rurze rezonansowej wytwarza sie akustyczna fala stojaca,

,.,- której amplituda, pomimo strat energii,

) )) ~~~ utrzymuje sie za sprawa odpowiedniego)))))) =~ rrzeply~u I?owietrza przez szc~eIine zwana warga.~-r OdpowIedmego, to znaczy takIego,
ze iloczyn p . V jest dodatni (w przypadku

s d k Ti h· idealnym) lub wiekszy od strat dla ukladu
o ro e lko~~u~~nt) rzeczy~i.s~eg? (nieideal~ego~ .. No ta~, ale s~ad

f' I V, jesh nIe ma tu objetoscl ogranIczonej
sztywnymi sciankami cylindra i tlokiem. Nie szkodzi­

jesli zmiany objetosci sa dostatecznie szybkie, bezwladnosc slupa gazu bedzie
wystarczajacym ograniczeniem.

Teraz juz mozemy pokusic sie o to, aby wskazac odpowiadajace sobie elementy
w obu opisanych urzadzeniach.

maszyna parowa

kociol
rozrzad
cylinder
tloczysko
pOCIag

piszczalka organowa

miech
warga
rura rezonansowa
osrodek - powietrze
blona bebenkowa

Teraz juz nikt nie powie prawdopodobnie o zadnych rzeczach, ze maja sie do
siebie jak piesc do nosa, chocby z tego powodu, ze zastanowi sie najpierw, jak sie
istotnie ma piesc do nosa.
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rura
rezonansowa

gaz

E
Eo

L.()
<.D

druciki

skrecajqce

A co Z tym spiewaniem w rurze?

Przyszedl wreszcie czas na to, zeby sie wziac do dzialania. Musimy sie
zaopatrzyc w niezbedne rzeczy. A oto ich spis:
l. rurka szklana srednicy 5 mm (mozna uzyc szklanego zakraplacza do oka)
2. rurka gumowa (wezyk) " wewn. 4 mm
3. butelka z gruba szyjka (sloik) o pojemnosci 0,5 l
4. rura" 40, dlugosci 650 mm (moze byc nawet winidurowa)
5. korek gumowy z dwiema dziurkami
6. zródlo gazu palnego.
Wszystkie te elementy laczymy nastepujaco.
Z butelki wyprowadzamy dwie rurki przez korek gumowy. Jedna z nich laczymy
ze zródlem gazu, druga odpowiedniej dlugosci wezykiem gumowym laczymy
z zakraplaczem. Radze usztywnic wezyk, co ulatwi centryczne prowadzenie
plomienia w rezonatorze. Otwieramy doplyw gazu i podpalamy zapalka gaz
uchodzacy z kroplomierza. Plomyczek powinien byc krótki (- 8 mm).
Nakladamy nastepnie rure-rezonator na plomyk i poruszajac nia w góre i w dól
szukamy miejsca, w którym wystapi wzbudzenie akustyczne.
Kiedy wszystko prawidlowo wykonamy, z rury wydobedzie sie piekny, czysty
silny ton utrzymujacy sie dzieki obecnosci plomyczka w rurze. Dokladne
zachowanie podanych wymiarów nie jest konieczne; wazne jest, aby proporcje
miedzy wymiarami byly zblizone do podanych.
Malo wytrwalych eksperymentatorów uprzedzam, ze wzbudzenie drgan nie jest
latwe i czasem udaje sie dopiero po wielu próbach. Wzbudzeniu sprzyja
dmuchniecie w górna krawedz rury lub uderzenie rura w korek.
Bardzo istotnym jest dobranie odpowiedniej srednicy wylotu zakraplacza.
Powinna ona wynosic 0,5 -;-l mm. Jesli jest wieksza, mozna zakraplacz troszke
zatopic nad plomieniem gazowym i w ten sposób zmniejszyc srednice.
Musze Wam tu dac powazna przestroge. Wszelkie czynnosci z gazem palnym
wymagaja szczególnej ostroznosci.
A teraz sprawa podstawowa - jak to dziala? Zastanówcie sie. Podpowiem tylko,
ze zródlem energii jest gaz palny. A moze ktos z Was wymysli inna metode
wytwarzania dzwieku przy uzyciu ciepla.

__ Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

1 1
M.I21. Udowodnic, ze jezeli liczby rzeczywiste a i b spelniaja warunek - + -:;-= 1.a2 b'

to a4+b4 ~ (a+b)2.
W. Mnich

Rozwiazanie na str. 3
M 122. Rozwiazac w liczbach naturalnych równanie

1+x+x2+x'+x4 = y2.

Rozwiazanie na str. 9
M 123. Udowodnic, ze równanie

ax3+bx4+cX3+Cx2+bx+a = O, (a #- O)

A SIC

mozna rozwiazac, wykonujac na jego wspólczynnikach cztery dzialania i wyciagajac
pierwiastki kwadratowe.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje dr W a/demar GO RZK O WSKI

F 41. Dana jest nieskonczona, plaska siec druciana o oczkach kwadratowych, pokazana na
rysunku. Opór kazdego prostoliniowego odcinka drutu laczacego dwa najblizsze wezly wynosi r

Wyznaczyc opór zastepczy RAD tej sieci w przypadku, gdybysmy wlaczyli ja do obwodu w
punktach A i B.
Rozwiazanie na str. 2
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mala delta
Otrzymalismy fragment starej ksiazeczki z opisami
prostych doswiadczen fizycznych i chemicznych. Nie
udalo nam sie ustalic ani autora, ani tytulu, ani tez roku
wydania.
Bardzo prosimy o pomoc w identyfikacji.
Czekamy na listy.

Podniesc talerz za pomoc~ rzodkiewki.

Pokaz swojej publicznosci kieliszek pelen spi·
rytusu i cylinder napelniony wata, która, przedtem
starannie powyciagales palcami, nadaja,c jej mo­
zliwie naj wieksza, objetosc. Mozecie smialo zape·

wnic, ze caly kapelusz waty zm!escicie w kieliszku,
nie uroniwszy z niego ani kropli plynu.

'Wystarczy w tym celu brac wate drobnemi
klaczkami i wprowadzac ja, do spirytusu, kt6rym
szybko nasiaka. Nagromadzajcie ja, stopniowo na
dnie kieliszka, a przekonacie sie, ze zmiesci sie
wszystko, przyczem spirytus pozostanie na dawnem

Pelen kapelusz waty wlozyc do kieliszka wódki.

mIeJSCU. Nikt wam nie zaprzeczy, zescie wlozyli de
kieliszka wódki caly kapelusz waty.

Te wlasnosc waty absorbowania spirytusu uzyt
kuja, do wyrobu kuchenek spirytusowych, które mo
zna przewrócic bez obawy wylania z niej plym
i w ten sposób zabezpieczamy sie od pozar6w lu'
poparzema.

Pelen kapelusz waty wlozyc do kieliszka wódki.

~
2
2
~
2
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

Istnieje zabawka bardzo ciekawa. Jest to kra- ~
tek skórzany, przez srodek którego przewlekamy 2

sznureczek z wezelkiem na koncu, zamykajacym do- ~
klad nie otworek; jezeli taki krazek dobrze zwilzony ~

przycisniemy mocno do deski, albo do innego glad- ~
kiego przedmiotu, tak azeby pomiedzy jego powie- ~
rzchnia, a powierzchnia przedmiotu nie znajdowalo ~
sie wcale powietrza, to ów krazek, na skutek cisnie- ~
nia wywieranego nall przez powietrze atmosferyc?;ne, ~

przylgnie tak mocno, ze z trudnoscia go oderwiemy. ~
Otóz zupelnie cos podobnego mozecie zrobic 2

za pomocf), skromnej rzodkiewki. Przetnijcie ja 2

w poprzek na polowe, wydrazcie z lekka wnetrze ~
polówki z ogonkiem i pocierajcie nia silnie o po· ~

wierzchnie talerza; wilgoc naturalna zawarta w rzod- ~.
kiewce czyni zbytecznem zwilzanie jej woda. Jezeli ~
teraz pociagniecie za ogonek, to ku wielkiemu zdzi- ~
wieniu obecnych, okaze sie, ze talerz przylepiony ~
do rzodkiewki da sie uniesc wraz z nia do góry. ~

2
~
~
~
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Zagotowac wode zimn~ oieplem reki.

Wezcie zwyczajna, szklanke, napelnijcie ja, do
trzech czwartych woda, przykryjcie chustka z ge·
stego plótna, a konce sfaldujcie do okola, wci­
sn~wszy uprzednio srodek chustki tak, azeby doty­
kala do powierzchni plynu. Teraz oprzyj cie silnie
dlon lew~ na otwór szklanki, prawa zas odwróccie

J)~1~

Skaczaca stalka.

ft1....-..-.-..
..;.--- ~-~

- ~_. --. - - ----r~

mIejSCe konce stalki daza, do tego, azeby sie znowu
skrzyzowac; lekkie wstrzasnienie stalki upadajacej
na stól wystarcza do wywolania tego powrotnego
ruchu; jeden z konców przechodzac nagle po nad
drugim, jak odpuszczona sprezyna, sprawi, ze stalka
podskoczy sama w góre.

~ Naciskajac tak zgiete konce przy pomocy pa·
2 znogcia, nadajesz stalce zwyczajna, forme; wszystko
f to jednak czynisz w sekrecie, pokazujesz zas widzom
~ stalke, która wyglada jak kazda inna.

~ Teraz mozesz zapewnic ich, ze umieszczajac
~ prostopadle stalke na stole koncem do góry i po·
, zwalajac jej upasc na stól, zrobisz tak, ze sama pod­
.~ skoczy na 50 albo 60 centymetrów w góre.

~ Ma sie rozumiec, ze nikt temu nie uwierzy, lecz
~ ty mozesz smialo nawet sie zalozyc. Tak sie stanie.
~ W gruncie rzeczy niema nic prostszego. Skrzy­
~ wione naprzód, a nastepnie ustawione na dawne
~
~
2
2
2
2
~
2
2
2
2
~
~
~
~,
~
2
2
2
~
~
2
~
2
2
2
2
~
~
2
(.
2
~
~
~
2
~
~
~
2
~
2
2
2
~
~
~
~
2
2,
(.

fi

N owa, albo stara stalka wystarczy nam do wy­
.onania bardzo ciekawej sztuki. Wybierz tylko
~alke w formie wskazanej na rysunku i skrzyzuj
~j konce naciskajac nia silnie o stól.

Skaoza:oa stalka.

Do tej sztuki wybierz sobie duzy kalamarz
z szerok~ szyjk~.

Zwi~zawszy arkusik papieru bialego w forme
cylindra, pogr/lzasz go do kalamarza i natychmiast
wyciagasz powalany atramentem. Polóz na spodku
powalany papier i przekonaj widzów, ze kalamarz
zawiera rzeczywiscie czarny atrament. Azeby zast~·
pic zuzyty atrament bierzesz buteike stoja,c~ na
stronie i nalewasz jej zawartosc do kalamarza. Idzie
teraz o to, aMby zmaczac w atramencie kawalek
papieru podobny do poprzedzaj~cego i wyciagnac
go równie bialym, jakim byl przed doswiadczeniem.
Pograzajac papier w sposób wskazany na rysunku,
wydobywasz go nieskazitelnie bialym.

A teraz wyjasni.enie tajemnicy. Kalamarz za·
wiera rzeczywiscie atrament, butelka stoja.ca.na sto~
le jest stara, i dobrze wysuszona butelka od atra­
mentu, do której w sekrecie wsypales troche mialko
sproszkowanej kalafonii.

U daja.c dolewanie atramentu do kalamarza, na­
sypales na powierzchnie troche proszku, który two·
rzy rodzaj ochronnej powloki, zabezpieczaja.cej pa·
pier od zetkniecia sie z ciecza; wyciagaj~c papier
nie zapomnij wstrza,sn~c z nim z lekka, azeby pro·
3zek kalafonii spadl do kalamarza, a jezeli postepo·
wales zrecznie, nikt nie domysli sie twego podstepu.

Na tym samym sposobie opiera sie stara sztuka
)Ogr~zenia reki do wody bez zmoczenia jej.

Wlozyc bialy papier do kalama.rza z atramentem
i nie poplamic go.

~~
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Wytnij z mocnego papieru krazek na 15 cen­
tymetrów srednicy, wez kawalek dosc grubego drutu
zelaznego, zrób pierscien o srednicy 7 centymetrów
na jednym z konców, drugi zas zakrzyw i okrec
na okolo swiecy srubowato, azeby sie dobrze na nim
trzymal, jak to widzisz na rysunku.

Kiedy skonczyles te przygotowania, polóz kra)
zek papieru na dloni i nadaj mu palcem wklesla

forme, nastepnie polóz go na drucianym pierscieni~

baczac, aby przynaj mniej 2 centymetry papier~sterczalo po nad drutem. Dzieki tej ostroznosci mOj
zesz wlac do papierowego kociolka tyle wody, z~
poziom j ej bedzie nieco wyzej po nad pierscienie~

z drutu, co jest konieczne; azeby doswiadczenie si~
udalo. I

Teraz zapal swiece i ureguluj tak wysokos(
pierscienia, azeby koniec plomienia znajdowal sil
posrodku papieru i z lekka go lizal. Mozesz utrzy
mac drut w zadanem polozeniu, wtykaja;c w swieCI
pod sruba szpilke, która podtrzymuje drut i nie po
zwala mu sie zeslizgnac na dól.

Po kilku chwilach, ku wielkiemu zdziwieni!
widzów, woda zacznie sie gotowac w papierowy n
kociolku, który zostanie nieuszkodzony, pomimo bli

skiego sasiedztwa plomienia. I

Dziej e sie tak dla tego, ze wszystko ciepl<
dostarczane przez plomien swiecy zuzywa sie n
obr6cenie wody w pare.

Za.gotowa.c wode bez garnka. i ognia.

~ teIce, wywiera na powierzchnie plynu silne Cisnie­

~ nie, jezeli wiec otworzysz wodzie naj mniej sze wyj­
2 scie, to wytrysnie z butelki podobnie jak sie to
2 dzieje w zwyczajnym syfonie od wody sodowej.
~
2
2
2
2
2
2
2
2
4
~
2
2
2
2,
2
2
2
2
2
2
2
~
2
2
2
2
2
~
2
~
2
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~
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~
2
2
~
~
~
2
~
2
~
2
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2
2
~
2
2
2
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2
~
2
2

i~do góry dnem i trzymajcie, jak wskazuje rysu­
nek. Odejmujac reke lew~ przekonacie sie, ze nie
tylko ani jedna kropla wody nie wycieknie, ale
nawet chustka, dzieki cisnieniu atmosferycznemu
zachowa swoja wkleslosc wewnatrz szklanki, jak
to widac na figurze l-ej na rysunku. Jezeli w tern
polozeniu szklanki sciagniecie mocno brzegi chust­
ki, tak azeby plótno naprezylo sie w otworze
szklanki, jak skóra na bebnie, to plyn przyjmie
zwykle polozenie poziome, ale pomiedzy woda, a dnem
szklanki powstanie próznia, jak to objasnia figura 2
na rysunku.

Otóz, jak mówili starozytni, przyroda nie znosi
prózni, przeto powietrze zewnetrzne niezwlocznie
zacznie przechodzic przez plótno i przez wode w po­
staci pecherzyków i robia,cy te sztuke uczuje wstrza­
snienie zupelnie takie samo, jak gdyby trzymal
w reku szklanke z wrzaca, gwaltownie woda. Wi­
dzowie zas beda wyraznie slyszeli gotowanie sie
plynu i swiecie uwierza, zescie zagotowali wode cie·
plem reki.

Wszystkie gazy, a zwlaszcza powietrze, sa sci­
sliwe. Korzystajac z tego latwo mozesz zamienic
butelke na sikawke.

Pokaz widzom butelke do polowy napelniona,
woda, trzymajac ja, za szyjke prawa reka, a wska­
zujacym palcem zatykajac szczelnie otwór. W od·
powiedniej chwili przesun z lekka palec nie odej­
mujac go, tak azeby odslonic mala, czesc wylotu.
Wtedy z butelki wytrysnie cienki strumien wody
dosyc daleko; mozesz go skierowac na jednego z wi­
dzów, o którym wiesz, ze ma lagodne usposobienie
i nie obrazi sie za ten zart niewinny. Chcac jednak
dokonac tej sztuki, musisz nadmuchac mocno kilka
razy do butelki, zatykajac starannie jej otwór wiel­
kim palcem, ilekroc musisz wciagac powietrze do
pluc. Powietrze nagromadza sie coraz bardziej w bu-

Sikawka z butelki.
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INSTRUKCJA

DLA

CZYTELNIKÓW

PRAC

NAUKOWYCH

We wspólczesnych pracach naukowych wystepuja tradycyjne, powszechnie
stosowane zwroty. Podajemy ich wlasciwe (sekretne) znaczenie.

Wstep:
Dobrze wiadomo, ze ... (Nie mialem czasu znalezc odsylacza do pracy, w której
podano to po raz pierwszy).
Ma ogromne znaczenie teoretyczne ipraktyczne (Osobiscie wydaje mi sie to dosc
ciekawe).
Poniewaz nie udalo sie odpowiedziec na wszystkie te pytania równoczesnie ...
(Doswiadczenie nie udalo sie, ale powinienem miec publikacje).
Zastosowano nowe podejscie (B. F. Meissner stosowal to podejscie co najmniej
30 lat temu).
Oczywiscie ... (Nie sprawdzalem tego, ale na zdrowy rozum ... ).
Wyniki te zostaly uzyskane cztery lata temu (Nie mialem nowszego materialu,
a bardzo chcialem pojechac na konferencje).

Opis metodyki doswiadczalnej:
Podczas budowy tego urzadzenia chcielismy uzyskac nastepujace jego parametry ...
(Parametry te zostaly uzyskane przypadkiem, kiedy udalo nam sie w koncu
zmusic to urzadzenie do pracy).
Osiagnelismy postawiony sobie cel (Na ogól nie wychodzi, ale prototyp
doswiadczalny dziala swietnie).
Wybrano stop bizmutu z olowiem, gdyz wlasnie dla niego oczekiwany efekt

powinien zaznaczyc sie najwyrazniej (Innego stopu w ogóle nie mielismy).
... bezposrednim sposobem ... (na sile).
Wybralismy trzy próbki w celu przeprowadzenia bardziej szczególowych badan
(Wyniki otrzymane dla pozostalych dwudziestu próbek byly od Sasa do Lasa) .
.. .zostal przypadkiem nieco uszkodzony w czasie pracy (spadl na podloge) .
... traktowalismy z wyjatkowa ostroznoscia (nie spadl na podloge).
Urzadzenie automatyczne (Ma wylacznik).
Uklad na tranzystorach (Zawiera diode pólprzewodnikowa).
Czesciowo przenosny (Zaopatrzony w raczke).
Przenosny (Zaopatrzony w dwie raczki).
Przedstawienie wyników:

Typowe wyniki przedstawiono na ... (Przedstawiono najlepsze wyniki).
Chociaz na zamieszczonej reprodukcji szczególy sa zatarte, ale z oryginalnej
mikrofotografii jasno widac ... (Na oryginalnej mikrofotografii tez nic nie widac).
Parametry urzadzenia zostaly w istotny sposób poprawione (w porównaniu
z rozlatujacym sie zeszlorocznym modelem).
Oczywiscie trzeba bedzie wykonac znaczna dodatkowa prace nim zrozumiemy ...
(Nie rozumiem tego).
Zgodnosc krzywej teoretycznej z doswiadczeniem
- swietna (rozsadna)
- dobra (zla)
- zadowalajaca (podejrzana)
- rozsadna (wyimaginowana)
- zadowalajaca, jesli wezmie sie pod uwage przyblizenia zrobione przy analizie
(nie ma zadnej zgodnosci).
Wyniki te beda opublikowane pózniej (Beda albo i nie).
Najbardziej obiecujace wyniki uzyskal Jones (To mój magistrant).

Dyskusja wyników:
W tej sprawie panuje calkowita jednomyslnosc (Znam jeszcze dwóch ludzi, którzy sa
tego zdania).
Mozna podyskutowac z tym, ze ... (Sam wymyslilem ten kontrargument, poniewaz
mam na niego swietna odpowiedz).
Prawdziwe co do rzedu wielkosci (Nieprawdziwe).
Mozna oczekiwac, ze praca ta stanie sie bodzcem dla dalszego postepu
rozpatrywanej dziedziny (Praca ta nie reprezentuje soba nic specjalnego, ale to
samo mozna powiedziec o wszystkich innych pracach na ten zalosny temat).
Nasze badania wykazaly perspektywicznosc tego podejscia (Niczego na razie nie
otrzymalismy, ale chcemy, zeby wladze daly potrzebne pieniadze).

Podziekowania:

Dziekuje J. Smithowi za pomoc w przeprowadzeniu doswiadczen i J. Brownowi za
cenne uwagi (Smith otrzymal wszystkie wyniki, a Brown wyjasnil, co one znacza).
Wedlug: IRE Transaction on Audio II, Nr S (1963) i The lournal oC Irreproc1ucible RelulU 9, Nr l (1960).
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Istnieje w psychologii taka szkola uprawiania tej nauki,
w której czlowieka.traktuje sie jako czarna skrzynke. Ma
wejscie,ma wyjscie - a w srodku to nie bardzo wiadomo
cojest. Jak na wejsciu pojawi sie bodziec (cos, co dziala
na zmysly), to na wyjsciu pojawia sie reakcja (jakies
wywolanetym bodzcem zachowanie sie czlowieka).
W matematycznej teorii informacji mamy sytuacje
podobna: analizuje sie tu m.in. kanaly informacyjne,
majace wejscie i wyjscie. Jesli do wejscia podlaczy sie
(wszystkocalkiem abstrakcyjnie) nadajnik, a do wyjscia
odbiornik, to mozna mierzyc pojemnosc tego kanalu ­
maksymalna ilosc informacji, jaka jest on w stanie
jednorazowo przepuscic.

Teraz juz widac, co dalej. Traktujemy czlowieka jako
kanal informacyjny i badamy jego pojemnosc. Atakujemy
go dzwiekami o róznych wysokosciach i sprawdzamy, ile
jest w stanie poprawnie odróznic. Klujemy go
jednoczesnie w kilku miejscach i sprawdzamy, ile ukluc
jest w stanie poprawnie rózróznic. To samo z roztworami
soli o róznym stezeniu. To samo z dzwiekami o róznym
natezeniu. Poniewaz ilosci informacji zawartych i w bodzcu,
i w reakcji daja sie latwo zmierzyc, to wyniki takich badan
(zwanych eksperymentami nad ocenianiem bezwzglednym)
pozwalaja okreslic, jakie sa maksymalne ilosci informacji
przekazywanej miedzy bodzcem a reakcja. Wyniki bywaja
rózne u róznych ludzi w róznych eksperymentach, ale
srednio okreslaja pojemnosc czlowieka-kanalu
informacyjnego na 2,6 bita i na ogól niewiele odbiegaja od
tej liczby. Jest to w przyblizeniu ilosc informacji
wystarczajaca do wyboru jednej z siedmiu jednakowo
prawdopodobnych mozliwosci.

Te sama liczbe siedem mozna w psychologii uzyskac
inaczej.Na przyklad z badan nad tzw. zakresem pamieci
swiezejwiadomo, ze przecietny czlowiek jest
w stanie poprawnie odtworzyc z pamieci przecietnie do
siedmiu szybko po sobie nastepujacych sygnalów (slów,
sylab, liter, cyfr itp. - o ile nie ukladaja sie w zadna
sensowna, regularna calosc, bo wtedy oczywiscie o wiele
wiecej).Wiadomo tez (z badan nad tzw. zakresem uwagi),
ze jesli na ekranie zablysna na krótko (1/5 s)
przypadkowo rozrzucone punkty swietlne, to przecietny
czlowiekna ogól poprawnie podaje ich dokladna ilosc,
jesli jest ich mniej niz siedem, i na ogól tylko zgaduje,
jesli jest ich wiecej niz siedem. Od dawna tez wiadomo, ze
jesli chce sie, by czlowiek ocenial ilosciowo stan swych
uczuc,stosunek do czegos, lubienie itp., to najlepiej
w praktyce zdaje egzamin skala siedmiopunktowa: przy
wiekszejilosci mozliwych ocen powstaja trudnosci
z wyborem, skala krótsza jest odczuwana jako za uboga.
Wszystkiete fakty przytacza amerykanski psycholog
G. A. Miller w swym artykule zatytulowanym

MAGICZNA LICZBA SIEDEM

(PLUS-MINUS DWA)
CZYLI

O GRANICACH NASZYCH MOZLIWOSCI

PRZETWARZANIA INFORMACJI

ostrzegajacjednoczesnie przed zestawianiem ich
z siedmiomacudami swiata, siedmioma morzami,
siedmiomacórkami Atlasa - Plejadami, siedmioma
kregamipiekiel, siedmioma dzwiekami skali muzycznej
i siedmioma dniami tygodnia - i pochopnym
wyciaganiemjakichkolwiek wniosków z tych faktów.
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Artykul, opublikowany w r. 1956 w

czasopismie Psychological Reviews. jest do

dzis bardzo slawny.


