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O kolorowaniu map

Dr Cezary BOWSZYC

Na mapie politycznej jakiego$ kontynentu obszary paristw zwykle kolorowane sa
w ten sposéb, Zze panstwa sasiadujace ze sobg wzdluz pewnej linii granicznej

(lub kilku takich linii) maja rézne barwy. W ubieglym wieku wyraZnie
postawiono pytanie: Jaka jest najmniejsza liczba barw wystarczajaca do tego, by
mozna bylo pomalowa¢ nimi dowolna mape na plaszczyznie (z zachowaniem
powyzszego warunku)?

Bedziemy zajmowali sig jedynie takimi mapami na calej plaszczyznie, ktdre
zawieraja skonczong liczbg obszaréw o granicach regularnych, zloZzonych ze
skoriczonej liczby krawedzi (byé moze krzywych) polaczonych w wierzchotkach
i tworzacych zamknigta linig bez przecigé. Za obszar bedziemy réwniez uwazad
nieograniczona cz¢$¢ plaszczyzny. Np. mapa na rysunku 1 zawiera 9
wierzchotkéw, 14 krawedzi 1 7 obszaréw. Na nastepnych dwéch rysunkach
pokazane sa przyklady map nie spelniajacych zalozonych warunkéw: na rys. 2
jeden z obszaréw sasiaduje ze sobg wzdluz krawedzi, na rys. 3 brzeg jednego

z obszaréw sklada si¢ z dwdch linii zamknietych. Zbior wierzcholkéw i krawedzi
bedziemy nazywa¢ grafem mapy. Przy poczynionych zalozeniach graf mapy ma tg
wlasno$¢, ze mozna przej$c z jednego punktu grafu do dowolnego

innego punktu grafu nie wychodzac z niego. Méwimy w tej sytuacji, ze graf jest
spojny.

Oznaczmy przez o, liczbe wierzchotkdw, przez o, liczbe krawedzi, a przez o,
liczbg obszaréw rozwazanej mapy. W przykladzie z rys. 1 jest ag—or; + 0, = 2.
Okazuje sig, 2e dla dowolnej mapy plaskiej o spdjnym grafie zachodzi wzor
Eulera:

do—0y + o, = 2.

(Mozna sprawdzi¢, ze wzor ten zachodzi dla mapy z rys. 2, ale nie zachodzi dla
mapy z rys. 3, bo warto$¢ lewej strony wzoru réwna sig 3.)

Wykazemy przez indukcje wzgledem liczby krawedzi «,, Zze ogdlniej, gdy graf
mapy ptaskiej rozpada si¢ na s skladowych spdjnych, to

to—0y+o; = 1+5.

Gdy «; = 0, a wigc gdy nie ma w ogdle krawedzi, mamy na plaszczyznie jedynie
oo wierzcholkéw tworzacych graf o s = «, skladowych i jeden obszar: o, = 1.
Zatem w tym przypadku wzdr zachodzi. Zalézmy, Zze wzor ten zachodzi dla
dowolnej mapy plaskiej o liczbie krawedzi mniejszej od e, i rozwazmy mape

o liczbie krawedzi «, . Usufimy jedna krawedZ K z grafu. Jezeli K lezy na brzegu
dwoch obszaréw, to po usunigciu K obszary te polacza sig, zatem a, i «, zmaleja
o 1, a ay i 5 pozostana takie same. W tym przypadku obydwie strony réwnosci
nie zmienia si¢. Jezeli za$ K lezy na brzegu tylko jednego obszaru (jak na rys. 2),
to po usunigciu K skladowa grafu zawierajaca K rozpadnie si¢ na dwie, liczba

s skladowych grafu wzroénie o 1, o, zmaleje 0 1, a o i @, pozostana bez zmian.
W tym przypadku obydwie strony réwnoéci wzrosna o 1. Z zasady indukcji
wynika wiec stuszno$é dowodzonego wzoru, a wiec réwniez wzoru Eulera

(dla s = 1 — por. artykut J. A. Rempaly w Delcie 1/1976).

Mozemy zalozy¢, ze w kazdym wierzcholku naszej mapy schodza si¢ co najmniej
3 krawedzie (bo gdy schodzg si¢ tylko dwie, to mozna zlikwidowa¢ wierzcholek
i polaczy¢ te dwie krawedzie w jedng). Liczba par: (krawedZ — wierzcholek
bedacy jej koricem) jest réwna 2¢, > 3a, na mocy powyZzszej uwagi. Wynika
stad, ze

Mapa zawiera przynajmniej jeden obszar, ktdrego brzeg skiada si¢ z pigciu lub
mniejszej liczby krawedzi.

W przypadku przeciwnym brzeg kazdego obszaru skladalby si¢ z co najmniej
szesciu krawedzi i liczac pary: (krawedZ — obszar, do ktérego przylega ta
krawedz) uzyskaliby$my nieréwno$é 2a, > 6a,. Uwzgledniajac réwnanie Eulera

L5 : 2 - 2
1 nieréwnosci oy < 3 o, 0 < -; oy mielibySmy 2 = ag—oa;+o; < 3 oy —ay+

- —;- a, = 0, co nie jest prawdg.



Rozwiazanie zadania F 41. Gdyby$my mieli
tylko jedng elektrode, z ktorej wyplywa prad I
i przylozyli ja do punktu A, to ze wzgledu na
symetrig sieci prad rozplywalby si¢ jednakowo
we wszystkich czterech kierunkach i ku
punktowi B plyngiby prad o natezeniu /4.
Podobnie, dla samej elektrody zbierajacej
prad I przylotonej do punktu B, galezia AB
plynalby prad o natgzeniu wynoszacym
réwniez I/4. Dla dwéch elektrod rozklad
pradow jest suma rozkladéw od poszczegblnych
elektrod, a zatem przy podigczeniu naszej
sieci do Zrédla w punktach A i B przez
odcinek AB bedzie plynal prad o natgzeniu
H4+1/4 = I/2. W zwiazku z tym migdzy
punktami A i B bedzie napigcie Uap =
= r- I{2. Z okreilenia oporu R
mamy Uap = Rapl, a zatem Rap = rf2.
Zadanie powyi#sze jest zadaniem bardzo
starym i znanym, jednakie mimo to — ze
wzgledu na bardm ciekawe i pouczajgce
ii — zostalo ono

wykorzystane jako jedno z zadan sl'.opma

tepnego XX VI Olimpiady Fi
Jest rzeczg interesujacy, e pukrewne zadanle,
gdy punkty A i B nie s3 wezlami
najblizszymi, nie daje si¢ latwo rozwigzaé.
Musz¢ przyznaé, ze na znalezienie np. Rac,
gdzie C jest punktem pokazanym na rysunku
w tekécie zadania, poswigcilem sporo czasu,
ale bez skutku. Moiliwe jednak, e ktos
z Czytelnikdéw bedzie mial wigcej szezgicia.
Czytelnikéw, ktérzy znajdg wartosé Rac,
prosilbym o nadeslanie rozwigzania do
Redakcji.
Majciekawsze rozwigzanie zostanie
przedstawione w ,,Delcie”’. Termin
nadsylania rozwigzan: 31 lipca br,

Mozna stad wywnioskowa¢ przez indukcje wzgledem liczby obszarow «,, Ze
Dowolng mape plaskq mozina pomalowa¢ piecioma barwami.

Zalézmy wiec, ze twierdzenie nasze zachodzi dla map o liczbie obszaréw mniejszej
niz a, i rozwazmy mape o «, obszarach. JeZeli zawiera ona obszar O sgsiadujacy
z czterema (lub mniej) obszarami, to, na mocy zalozenia indukcyjnego, po
pokolorowaniu pozostatych obszaréw pozosta.me nam Jcszcze jedna z pigciu barw
do pomalowania obszaru O. W przypadku przeciwnym istnieje obszar O,
sasiadujacy z piecioma obszarami kolejno O,, O,, O,, O4 1 Os (rys. 4). Jezeli O, nie
sasiaduje z O, 1 O, # 0;, to likwidujac dwie krawgdzie faczymy obszary

0, 0, i 04, uzyskujac mapg o mniejszej liczbie obszaréw i, na mocy zalozenia
indukcyjnego, mozemy ja pokolorowaé. Po wprowadzeniu z powrotem usunigtych
krawedzi stwierdzamy, Ze obszary O, i O; majg t¢ sama barwe. Zatem obszary
sasiadujace z O sg pomalowane co najwyzej czterema barwami. Obszar O
mozemy wigc pomalowaé nie wykorzystanym kolorem. Jezeli zas O, i Oy
sasiaduja lub O, = 0,, to O, nie moze sgsiadowac z O4 1 O, # Oy (rys. 5).
Wtedy postepujemy z obszarami O, O,, O, podobnie jak poprzednio z obszarami
0, O,, 0;. Rys. 6 przedstawia mape, w ktorej kazdy z czterech obszarow
ogran!czonych sasiaduje z kazdym. Takiej mapy nie mozna pomalowa¢ mniej niz
czterema barwami, ale cztery wystarcza. Wobec tego najmniejsza liczba barw
wystarczajgca do pomalowania dowolnej plaskiej mapy wynosi 4 albo 5. Nasuwa
si¢ pytanie, czy wystarcza cztery barwy.

Rozwazmy dowolng mapeg na plaszczyznie. Wewnatrz kazdego obszaru wybierzmy
punkt jako stolicg. Stolice sasiadujgcych panstw mozna polaczy¢ krzywa
przecinajaca krawgdz wzdluz ktorej sgsiadujg te obszary w ten sposdb, by
uzyskane krzywe nie przecinaly si¢ ze soba poza stolicami. Otrzymany graf
nazywamy grafem dualnym, a mape przezen wyznaczong — mapg dualng.

Rys. 7 ilustruje te pojecia; liniami przerywanymi oznaczone sa krawedzie grafu
dualnego.

Gdybysmy potrafili znalez¢é mape, w ktérej pie¢ obszaréw sasiadowatoby kazdy

z kazdym, rozwigzaniem naszego problemu byloby: potrzeba i wystarczy uzy¢
pigciu barw. Niestety taka mapa nie istnieje. Gdyby bowiem istniala, to w grafie
dualnym znalezlibyémy podgraf polozony na plaszczyznie o oy = 5 wierzchotkach
polaczonych a; = (3) = 10 krawedziami kazdy z kazdym. Ze wzoru Eulera
liczba obszaréw mapy wyznaczonej przez ten graf wynosilaby a; = 2—ap+o; =
= 7. Kazdy z nich posiadaiby brzeg zlozony z co najmniej trzech krawedzi, wige
20y, = 3u, czyli 20 > 21, co nie jest prawda. Na rys. 8 przedstawiono pigé
punktéw. Nie mozna ich polaczyé na plaszczyznie kazdy z kazdym bez
dodatkowego przeciecia.

Tak wigc nie mamy rozwigzania problemu. Hipoteza, ze cztery barwy wystarcza
do pomalowania dowolnej ptaskiej mapy mimo wysitkéw wybitnych umystéw do
niedawna nie byla poprawnie udowodniona ani obalona. Stopniowo wzrastala
liczba n panstw w twierdzeniach typu: Jezeli liczba panstw «, jest nie wieksza od n,
to mape mozna pomalowaé czterema barwami. Udowodniono rozmaite warunki
réwnowazne hipotezie czterech barw. Badano wiasnosci ewentualnych map,
kt6rych nie mozna pomalowaé czterema barwami. W ubieglym roku w Stanach
Zjednoczonych udalo si¢ rozwigzaé pozytywnie problem czterech barw, ale

trzeba bylo odwolaé si¢ az do pomocy ... maszyn matematycznych; podobno
zycia ludzkiego nie starczyloby do sprawdzenia bardzo wielu mozliwosci...

Idea w uproszczeniu byla taka: Zamiast malowaé obszary mapy mozZna malowaé
wierzcholki grafu dualnego tak, by polaczone krawedzia wierzchotki mialy
rozmaite kolory. Mozna dalej zalozy¢, ze obszary wyznaczone przez ten graf
maja brzegi zlozone z trzech krawedzi, wprowadzajac dodatkowe krawedzie, jak
to pokazane jest na rys. 9 (linie przerywane). Takie mapy krétko nazwiemy
triangulacjami. W tej sytuacji 2a; = 3a,. Jezeli p; oznacza liczbg krawedzi

schodzacych si¢ w i-tym wierzchotku dla i = 1, 2, ..., o, to 20, = 3. p;. Ze
i=1

1 1 & sy
=%~ 3 oy = Oop— —6":=21 pi. Uwzgledniajac, ze

o, jest sumg o jedynek, otrzymujemy

wzoru Eulera otrzymujemy 2

Zﬂ 6—pi) =
i=1
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Rozwigzanie zadania M 121. Mozemy
przyjaé, ze dla pewnej liczby « mhoda_:q

réwnosci: @ = l— b= (dlaczego?),

sina " cos a
gdzie sin o cos @ # 0.
Zachodzi oczywista nieréwnosé,
(cos®a—sina)? = 0,
z ktorej wynika, ze
cos%ax+sin®a = 2 cosda sinlax,
cos *a (1 —sin?a) + sin*x(1 —cos?a) =
= 2 cos’a sin’a,
cos *a+sin‘a > cos*a sin?a + 2cosa sinux +
+sin*a cos?a,
1 1 1 2
in* oz 4, in2 i
sin*a cos*a sin?x cosa sina
1
cos?a

+

1 s 1 = 1 1 \?
sin*x  cos*x sina cosx | '
a*+b* 2 (a+b)?, c.di.

Rozwiazanie zadania M 123. Zauwazmy, ze
liczba — 1 jest pierwiastkiem tego réwnania.
Zachodzi rownoéc

ax’+bx* 4 cx? +ex?+ bx+a =

=alx+1) (x*+ Ax> + Bx2+ Ax+1),

e =
gdze A = d“., i SR G

a
Musimy wigc rozwigzaé réwnanie
x*+ Ax3+ Bxt+ Ax+1 = 0,
Réwnanie to jest réwnowaine réwnaniu
YL (x+ —'—-) +B=0,
xx X
gdyz zero nie jest jego pierwiastkiem.

1
Podstawmy x+ s ». Jest wowczas

1
242+ — =),
X

skiqd y?—2+ Ay + B = 0. Do rozwigzania
tego rownania wystarczaja cztery dzialania
arytmetyczne i wycigganie pierwiastkow
kwadratowych. Podobnie jest z réwnaniem

1 . ;
x+ o= 5, rownowainym réwnaniu

x3—yx+1 =0, co koniczy dowdd.

Wzér ten podal A. B. Kempe juz w koficu ubieglego wieku. Wynika z niego
m.in., ze kazda triangulacja musi zawiera¢ wierzchotki, w ktérych schodzi si¢ nie
wigcej niz pigé krawedzi (co w dualnej formie udowodnilismy juz wczeéniej).
Gdyby istnialy triangulacje nie dajace si¢ pomalowac¢ czterema barwami, to
istnialaby wsrdd nich triangulacja minimalna, tzn. o najmniejszej ilosci
wierzchotkéw. Kempe udowodnit, ze w triangulacji minimalnej nie moga wystapic¢
wierzchotki, w ktérych schodzi si¢ mniej niz pigé krawedzi, skad wynika, ze
w triangulacji minimalnej musialoby wystapi¢ co najmniej 12 wierzchotkéw
pieciokrotnych, skad (juz nie tak prosto) wynika, ze w takiej triangulacji co
najmniej jeden wierzcholek pieciokrotny musiatby sasiadowaé badz
z pigciokrotnym, badz z sze$ciokrotnym ...
Rozwazania tego rodzaju doprowadzily do stworzenia pojecia zbioru
nieuniknionego t.j. listy konfiguracji (graféw) o nastgpujacej whasnosci: gdyby
istniala triangulacja minimalna, to musialaby ona zawiera¢ przynajmniej jednag
konfiguracje z tej listy. Znane sg przyklady réznych zbioréw nieuniknionych:
najprostszy z nich to lista jednoelementowa, na ktérej wystepuje konfiguracja
zlozona z jednego wierzcholka o krotnosci 5 i pieciu polaczonych wierzcholtkéw
sgsiednich.
Konfiguracja nazywa si¢ redukowalng, jesli nie moze ona wystapi¢ w zadnej
triangulacji minimalnej. Najprostszy przyklad konfiguracji redukowalnej to —
jak wynika z tw. Kempego — konfiguracja ztozona z wierzcholka
czterokrotnego i jego sasiadéw. Na ogdél sprawdzanie redukowalnosci jest
zadaniem bardzo praco- i czasochlonnym.
G. D. Birkhoff zauwazyl w r. 1913, ze twierdzenie o czterech barwach byloby
udowodnione, gdyby udalo si¢ poda¢ przykiad zbioru nieuniknionego ztozonego
z samych konfiguracji redukowalnych: z istnienia takiej listy wynikaltoby, Ze nie
moze istnie¢ triangulacja minimalna, a wigc tym bardziej nie moze istnie¢
jakakolwiek triangulacja nie dajaca sie pomalowaé czterema barwami.
W znalezieniu takiej listy dopomdgt fakt, ze wzér Kempego mozna interpretowaé
w sposéb ... elektryczny: z kazdym wierzchotkiem triangulacji zwigzana jest
liczba 6 —p;, ktéra mozna traktowaé jako ladunck elektryczny, znajdujacy sie
w tym wierzchotku. Roztadowanie grafu polega na przemieszczaniu tadunkéw
dodatnich pomigdzy wierzcholkami, a graf uznaje si¢ za rozladowany,
jesli we wszystkich wierzcholkach sg ladunki niedodatnie. Wz6r Kempego
orzeka wigc, ze kazda triangulacja nie da si¢ w pelni roztadowaé.
K. Appel i W. Haken opisali pewien algorytm D (stuzacy do roztadowywania
grafu) oraz sporzadzili listg 4 (liczaca 1936 kontiguracji), o ktérych udowodnili, Ze
Jjesli triangulacja minimalna nie zawiera Zadnej konfiguracji z listy A, to daje sig
rozladowaé przy pomocy algorytmu D.
Poniewaz jednak zadna triangulacja nie daje si¢ roztadowac, to twierdzenie to
orzeka po prostu, ze 4 Jest zbiorem nieuniknionym. Jednocze$nie za$ metoda
budowania konfiguracji nalezacych do A4 pozwalata przypuszczaé, ze kazda z tych
konflguraql jestredukowalna. Nalezalo to sprawdzié. W zasadzie wiadomo bylo, jak to
zrobi€ i rzecz sprowadzala si¢ do przeprowadzenia ogromnie pracochtonnych, ale
mechanicznych analiz. Tu wlasnie dopomogly odpowiednio zaprogramowane
komputery.

*

Nasza Ziemia jest kulg i mozna by pytaé o liczbe barw dla map na
powierzchni kuli czyli sferze, albo jeszcze ogdlniej na dowolnej powierzchni.
Rys. 10 pokazuje, Ze jezeli ze sfery usuniemy jeden punkt, np. biegun péinocny,
to reszt¢ powierzchni kuli bedziemy mogli przez rzutowanie z tego bieguna
odwzorowa¢ wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne. Mapie na sferze bedzie
odpowiadata mapa na plaszczyznie i widaé, ze liczba barw dla map sferycznych
Jest taka sama jak dla plaskich, a wigc wynosi 4.

Jest rzecza dziwna, ze analogiczne zagadnienia dla innych powierzchni zostaty
rozwigzane wezesniej (w 1968 r. przez G. Ringela i I. W. T.Youngsa, bez uciekania
sig do pomocy maszyn matematycznych), podczas gdy najprostsze powierzchnie:
sfera czy plaszczyzna najdluzej stawialy opdr w wyjawieniu swych tajcmmc
Trudnosci w przypadku innych powierzchni zreszta polegaly na czym innym: nie
na tym, by wykazaé, ze kazda mape¢ moina pomalowaé odpowiednia iloécig
koloréw (znang juz P. J. Heawoodowi w koricu ub:eglego wieku), ale na tym, by na
powierzchni wskaza¢ mapg o tylu obszarach paraml sasiadujacych ze soba.

Okazuje si¢ np., ze dla map na torusie czyli ,,detce” najmniejsza liczba barw
wynosi 7. Rys. 11 podaje przyklad mapy na torusie zlozonej z 7 obszaréw,

z ktérych kazde dwa sasiaduja ze soba.



Esej o pekaniu blony mydlane;j Jerzy GERESZ, matematyk — thomista

1. TloSciowo a jakoSciowo

Przviglo si¢ powszechnie, e tylko wtedy dana dziedzina wiedzy jest $cista, gdy dostarcza ona
opisu ilosciowego. ¥ mys$l utartych stereotypow idealem wiedzy Scislej jest fizyka, gdzie ciagle
co$ sig mierzy, oblicza, za$ ukoronowaniem wynikéw badan jest formula ilosciowa, do ktérej
mozna podstawia¢ dane liczbowe. Mozna czasem uslysze¢ jako podstawowa zasade fizyki:

i »fizyk moze w odpowiedzialny sposob mowic tylko o rzeczach, ktore jest w stanie mierzy¢”.
Mierzenie jest to przyporzadkowywanie liczby ukladowi fizycznemu w okre§lonym stanie.

% A zatem liczba mialaby stanowic ostateczng potrzebg ludzkiego intelektu?
= Beei® g Fizycy eksperymentatorzy w swojej cigzkiej pracy bardzo lubia postugiwaé si¢ wykresami. Jest
nasza ludzka cecha, ze postugujac si¢ wykresami jesteSmy znacznie operatywniejsi niz gdyby$my
1 postugiwali si¢ wylacznie danymi liczbowymi. Ale czy nie chodzi w tym przypadku o coé

glgbszego?
/_v\ René Thom przedstawil nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie eksperymentatora dokonujacego

K, pomiardéw, ktory wyniki pomiarow przedstawil pozniej za pomoca wykresow. Przypusémy, ze

w wyniku kolejnych eksperymentow uzyskat on krzywe k,, k., k; takie, jak na rys. 1. Patrzac na
Rys. 1 wykresy bedzie on sklonny uznag, ze zjawisko scharakteryzowane krzywa k, ma wiele wspolnego
by ze zjawiskiem, ktéremu odpowiada k., zas zjawisko zwigzane z k3 ma raczej odmienny
charakter. Podstawg takiej oceny jest podobienstwo formy krzywych k;, k,, pomimo faktu, Ze
k, ilodciowo jest bardziej zblizone do k; anizeli do k,. Okazuje sig, ze Zycie bardzo czesto
przyznaje racjg takiej intuicji, opartej na podobiefistwie formy.

fs

x 2. Forma funkcji w matematyce

/ / Uchwycenie powyzszej intuicji ,,formy” bardzo czgsto jest celem poczynan matematykow.
Kogokolwiek uczono analizy matematycznej, ten nieraz miat do czynienia z zadaniem: zbada¢
przebieg funkcji. W takim zadaniu chodzi o ustalenie przedzialéw, w ktorych funkcja maleje,

w ktorych roénie, czy wystgpuja maksima lokalne, minima, punkty przegiecia etc. Przypatrzmy
si¢ teraz dwom funkcjom, do ktdrych stosuje sig nastepujacy opis slowny : najpierw funkcja

[ 1 | )'/ monotonicznie ro$nie (w pewnym przedziale od —o0), osiaga maksimum lokalne, maleje

| [ P monotonicznie w skoficzonym przedziale, osigga minimum lokalne, ponownie ro$nie

L~ ey monotonicznie (do 4+ c0). Na rysunku 2 podalismy wykresy dwu funkcji, do ktérych stosuje sie
| powyzszy opis. Oceniajac wizualnie te wykresy stwierdzamy, ze forma ich ma ,,co§ wspolnego™.
| ) Bedziemy dazy¢ do matematycznego sprecyzowania istoty tego ich podobienstwa.

SRR T T T

SR é e e Rysunek 3 przedstawia pewien sposob zdeformowania plaszczyzny wykresu, przy ktoérym

wykres f; przejdzie na wykres f;.
@ Przedstawiona deformacj¢ przeprowadzamy w ten sposob, by linie réwnolegle do osi y-6w po

deformacji rowniez pozostaly liniami prostymi rownoleglymi do tej osi, podobnie jest z liniami

A I T T rownoleglymi do osi x-6w. Linie opatrzone poszczegélnymi numerkami na gébrnym wykresie

[&=] ‘ [ przechodza na linie o tych samycn numerkach na dolnym wykresie. PowyZsze ponumerowanie

| mozemy zinterpretowaé jako pewien sposob ,,wycechowania™ osi x-Ow i y-6w (w takim sensie,

L s ; w jakim sg wycechowane skale fizycznych przyrzadéw pomiarowych). Dzieki takiemu

| wyskalowaniu osi x-Ow i y-Ow nasze wykresy mozna zinterpretowac jako graficzne

1 | I przedstawienie pewnej funkcji rzeczywistej (ktora liczbom przyporzadkowuje liczby). Zauwazmy

Lo R S 4 5 618 91 011] : teraz, ze przy tak przyjetych wyskalowaniach osi wspolrzednych wykresy na rys. 3 sa wykresami

tej samej funkcji. Sposdb wyskalowania osi na gérnym wykresie bgdziemy sklonni uznaé za

,.naturalny” — kolejnym liczbom calkowitym odpowiadaja punkty w rownych odstepach. Czy

musimy zawsze trzymac si¢ tej zasady? Jezeli ktokolwiek z Czytelnikow mial kiedys okazje

Rys. 2

- kW o g

hy oglada¢ przyrzad zwany higrometrem wlosowym, ten mogl si¢ przekonac, ze uzywane sa
+2 podzialki, gdzie kreski odpowiadajace liczbom o jednakowych roznicach nie s3 rozmieszczone
y= £ 8ot rownomiernie. Jednostki wilgotnosci uzywane przez fizykOow sa adekwatniejsze, anizeli jednostki
o

wynikle z rownomiernego wyskalowania podzialki higrometru wlosowego.

/\ G 3. Pojecie typu funkcji

= 3 ] 2 >  QOdstapienie od zasady rownomiernego skalowania osi x-6w i y-Ow moZe przynies¢ istotne
/2( \-/ korzysci rowniez z punktu widzenia rozwazan czysto matematycznych.

-11 Przyjrzyjmy si¢ najpierw (rys. 4) wykresowi funkcji y = %x’—x w ,,normalnie’ wyskalowanych

osiach x, y; widzimy, Ze wykres ten ma t¢ samg ,,forme”, co rozwazane poprzednio wykresy na
rys. 1, i mozna go w opisany wyzej sposob zdeformowa¢ do ktoregokolwiek z wykresow fy, f2,

— zatem po odpowiednim doborze skal wykresy te moga by¢ wykresami funkcji y = —;— x3--x.

4

Rys. 4
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- _'.i'?ﬂ;feuor A, Trautman wielokrotnie wyrazal

ubolewanie nad maszkarno cia tego potworka

: jgzykowego. kidrego pierwszy czlon (diffeo-)

~ zostal wziety z laciny, zas drugi (-morfizm)

2 greki.

g < Mbne ubolewanie wyraza! profesor

- R. Sikorski z powodu traktowania

. przedrostka diffeo — jako lacifiskicgo, gdyz

‘).zymianie nie znali takiego zwrotu — pisali

" natomiast differo-.

 Na marginesic dodam, #e jeszeze
 przerailiwiej brzmi , wigzka kostyczna™,

gdzie zlepiono lacinski przedrostek ,,co” ze

 wstyezna”.

Dzigki swobodzie doboru skali majac dany wykres mozemy interpretowaé go jako graficzne

przedstawienie funkcji 0 bardzo prostym zapisie, a wiec bardzo wygodnej w operowaniu nia.

Rysunek 5 przedstawia wyskalowanie osi wspolrzednych, przy ktorym wykres f; z rys. 2 jest
1

wykresem funkcji y = 5 x* —x. Uzyskujemy je nastepujaco: niech a oznacza punkt
stanowiacy lokalne maksimum wykresu f;, b jego minimum lokalne. Punktowi @ musimy
przyporzadkowac¢ zatem y = % , zas punktowi b warto$¢ y = — ; (takie sa wartosci funkcji
y= %x’—x w jej maksimum lokalnym i minimum lokalnym). Pozostale wartosci y

dobieramy tak, by uzyskaé zwykla skale ,,rownomierna” (w przypadku wykresu tego typu, co f,
jest to dopuszczalne). Wowczas wartoéci na osi x-0w s3 jednoznacznie okreslone przez warunek,
ze danej wartosci y odpowiada x spelniajace y = .;_ x?—x (funkcgja y = %x’—x jest
wzajemnie jednoznaczna w przedziatach: od —-co do —1, od —1 do +1 oraz od 1 do + o).

W analogiczny sposéb nasz wykres f, moze odpowiada¢ funkgji y = x°—x albo funkcji y =

= x7—sin x, albo..., ale nie mogliby$my poshuzy¢ sie np. funkcja y = x.

Zanim przystapimy do wykazania tego ostatniego, zauwazmy, ze to co okredlilismy jako
»Wyskalowanie osi” mozna zdefiniowaé jako wzajemnie jednoznaczne odwzorowanice tej osi
(czyli prostej euklidesowej) na zbiér liczb rzeczywistych; przeksztalcenie takie przyporzadkowuje
kazdemu punktowi osi pewng liczbe rzeczywista.

Przypus¢my teraz, Ze istnieje mozliwosé¢ takiego wyskalowania osi ukiadu wspolrzednych dla

funkcji y = %x’ —x oraz takiego wyskalowania osi dla funkcji y = x, Zze przy tych
wyskalowaniach obu funkcjom odpowiada ten sam wykres. Niech k, i g, bedg takimi
wyskalowaniami odpowiednio osi x-6w i osi y-6w dla funkcji y = l? x*—x,ahyig; —dla

funkcji y = x. Oznaczmy przez h ztozenie h,o h,~!, niech g = g, 'o g;. Odwzorowania te
przyporzadkowuja liczbom liczby i sa wzajemnie jednoznaczne (poniewaz z zalozenia hy, k,,
£1, g2 53 wzajemnie jednoznaczne). Zalozenie, ze przy przyjetych wyskalowaniach obie nasze
funkcje majg ten sam wykres oznacza teraz, ze

1
dla kaidego x: T xX}*—x=goh(x).

Jest to jednak niemozliwe, poniewaz po prawej stronie mieliby$my funkcje wzajemnie

jednoznaczna, zas$ funkcja y = -;_xj—x takq nie jest. Mozemy powiedzie¢, ze funkcje y =

= %- x3*—x oraz y = x maja rézny typ, ich wykresy maja rozna ,,forme”. Sprecyzujemy to

w nastepujacej definicji:

Definicja. Mowimy, ze dwie rézniczkowalne funkcje rzeczywiste f;, f; maja ten sam ryp
(typologiczno-rézniczkowy), jesli isinieja dwie funkcje h, g odwzorowujace wzajemnie jednoznacznie
zbior liczb rzeczywistych na caly zbiér liczb rzeczywistych, spelniajace rownosé:

fi =gofioh, Si (x) = g (LR

Zakladamy przy tym, ze kazda z funkcji b, g ma ciggla pochodng, i Ze te sama wlasno$¢ maja
funkcje odwrotne do nich. Funkeje /, g (ogélniej — odwzorowania) spelniajace warunki podane
w powyzszej definicji matematycy nazywaja diffeomorfizmami.

Warunki, jakie natozyliSmy na h i g w powyzszej definicji wyrazajaq zadanie, by dopuszczaé
tylko takie sposoby wyskalowania osi x, y, przy ktorych wykres funkcji wszedzie
rozniczkowalnej bedzie wszedzie gladki, bez ostrych zalaman, a takze by funkcja o tym samym
typie co funkcja rézniczkowalna réwniez byla rozniczkowalna.

Na rysunkach 6—9 mamy przyklady funkcji majacych rézne typy.

tzn, dla kazdego x

i

=-x5sx3+ L2
y=-X5ex3 ¢ x2-x

Rys. 8 Rys. »
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Pomimeo identycznej postaci funkcjonatu do
zminimalizowania opisane problemy
wariacyjne sa jednak rozne. Wiszgcy ladcuch
bowiem osigga minimum energii
potencjalnej dla wszystkich jego polozen
przy ustalonej jego dlugosci, jest to przyklad
tzw. minimum warunkowego. Zatem klasa
funkeji dopuszczanych tu do konkurencji
jest weisza i dlatego zbior rozwigzaf bgdzie
szerszy. Mozna to zilustrowaé na przykiadzie
funkeji ¥ = x?— »3, ktdra na plaszczyinie
zmiennych x, y nie ma miniméw, zas po
obeieciu jej do osi x-6w (¥ = 0} punkt (0,0)
staje si¢ miejscem minimum funkcji obcigte;.
Rozwazania W. Kufla doprowadzily do
wniosku, ze wszystkie mozliwe krzywe
lancuchowe sg postaci

@, =G _(:-:- + c,)
YiieAe 1ie )+ Ca.
(Dokonal on szczegélnego wyboru stalych
C,C;.) Oznacza to, ze posrod funkeji takiej
postaci mozemy poszukiwaé rozwigzania

probl Ok je sig, & w naszym
przypadku musimy przyjac C; = 0 (i nie
jest to kwestia swobodnego wyboru).
Natomiast wybér C; = 0 wigie si¢ w naszym
przypadku ze szczegdlnym ukladem
wspolrzednych.

4. O rozpinaniu blony mydlanej na dwdch pierScieniach

Opiszemy teraz przyklad pewnego zjawiska fizycznego, dla ktorego istotng rolg w jego
wyjasnieniu odgrywa wlasnie wprowadzone wyzej pojecie typu topologicznego funkcji.

Niech beda dane dwa identyczne pierécienie z cienkiego drutu w ksztalcie okregu. Ustawmy je
rownolegle do siebie, tak by linia laczaca ich $rodki byla prostopadia do ich plaszczyzn

(rysunek 10). Jezeli w takiej pozycji zblizymy je dostatecznie do siebie i zanurzymy w roztworze
mydta, to po wyjeciu uzyskamy blonke z tego roztworu, taczaca pierscienie (rys. 10). Obserwujac
ksztalt tej blonki stwierdzamy, Ze nie stanowi ona powierzchni bocznej walca, lecz jest w $rodku
przewezona. Wynika to z fizycznej zasady minimalizacji pola powierzchni blony (por. Mala

Delta 7/1976), bowiem powierzchnia boczna walca sposrod powierzchni rozpigtych na
powyiszych pierscieniach weale nie ma najmniejszego pola. Bardzo latwo mozemy o tym sig
przekona¢ obliczajac powierzchnig boczna dwoch stozkow scigtych, takich jak na rys. 11 (pod
warunkiem, ze r nie bedzie zanadto réznito si¢ od R). Metod rozwigzania problemu

powierzchni o minimalnym polu dostarcza dziedzina zwana rachunkiem wariacyjnym.

Sprowadza ona tego typu problemy ,,minimalizacji”’ do problemu rozwiazania pewnych rownan
rozniczkowych, tzw. rownaf Fulera-Lagrange’a. Blizsza analiza pokazuje, ze powierzchnia

o minimalnym polu musi by¢ powierzchnia obrotowa, powstajaca przez obrét pewnej krzywej
plaskiej laczacej pierscienie wokot osi taczacej $rodki pierscieni.

Wybierzmy zatem jedna plaszczyzne przechodzacy przez o$ ukladu. Problem sprowadziliémy do
znalezienia wlasciwej krzywej laczacej dwa punkty pierScieni (patrz rys. 12). Wprowadzamy

w plaszczy#nie przekroju wspolrzedne (x, y) tak, by oé x przechodzila przez $rodki pierscieni, a 0§ y
lezala w rownej odlegloéci od nich. Punkty A, 4°, B, B’ sa punktami przekroju naszych pierscieni
7 rozwazana plaszczyzna. Wykres poszukiwanej funkcji musi przechodzi¢ przez punkty A4, B.
Ot6z wykazemy teraz, ze z punktu widzenia rachunku wariacyjnego nasz problem

rnalezienia krzywej przekroju jest tozsamy z problemem znalezienia ksztaltu swobodnie wiszacego
jednorodnego laficucha. Z podstawowych zasad mechaniki wiemy, Ze taki lancuch znajdzie si¢

w polozeniu réwnowagi tylko wtedy, gdy jego energia potencjalna osiagnie minimalng wartosc.

jest towna d m.g.y = g.o.y.ds = g.0.y 1+ (dy/dx)?dx, gdzie o oznacza mase lancucha na
jednostke jego dlugoici. Z kolei rozpatrzmy fragment naszej powierzchni obrotowej zawarty
migdzy plaszczyznami prostopadlymi do osi x-Ow i przecinajacymi t¢ 0§ w punktach x oraz
x+dx. Pole powierzchni takiego fragmentu jest rowne iloczynowi jego szerokosci ds =
V 1+ (dy/dx)*dx przez jego dlugoéé 2my. Zatem w obydwu przypadkach mamy problem
12
zminimalizowania funkcjonatu postaci C 5 ¥ ;/ 1+ (dy/dx)? dx, gdzie C w przypadku laficucha
—12
réwne jest go, w przypadku naszej blony C = 2x. Funkcjonaly roznigce sig o staly
wspOlezynnik osiagaja swe minimalne wartoéci na tych samych funkcjach; podobnie dwie funkcje
rézniace sig o staly wspolczynnik dodatni osiagaja swe minima w tych samych punktach. Ogolne
rozwigzanie problemu krzywej lanicuchowej podat dr W. Kufel w siodmym numerze Delty
z lipca ub. roku poprzez bezposrednig analize warunkéw rownowagi wiszacego lancucha.

2 a
W wyniku uzyskal on nastepujacy wzor: y= > {ex/a 4 e~*/a)_ Funkcja takiej postaci bedzie

stanowila rozwiazanie i naszego problemu, jezeli tylko bedzie si¢ dato dobra¢ takie a, dla
ktorego wykres powyiszej funkeji bedzie przechodzil przez punkty 4, B (rys. 12), tzn. a bedzie

a
spelnialo réwnanie R = 5 (et/2a 4 g~t/2a),
Dokonamy teraz pewnego manewru, mianowicie powyzsze rownanie wzglgdem a (jest to

113
réwnanie niealgebraiczne) przepiszemy w postaci ukladu dwoch rownan: R = > (ebt/2 +

—

+e-b2) y = — | pdzie niewiadomymi sa u, b. Zauwazmy teraz, ze dla danych wartosci R, 1, u

b
U
rownanie R = — (ebti2 +e=bti2 ) (przy czym 0 < u < R, za§ R, ¢ > 0) ma dokladnie jedno

rozwiazanie ze wzgledu na b (sprawdzenie tego polecam jako ¢wiczenie dla Czytelnika, nalezy

1
postuzyé si¢ pomocnicza zmienng s = e®/2 i zauwazy¢, ze — = e~ /2) przy zalozeniu b > 0.
s

Oznaczmy przez b, tak znaleziong warto$¢ b odpowiadajaca danemu u. Zatem kazdej wartodci u
odpowiada jednoznacznie funkeja postaci

y = % (eb.x;2+e—bu132)'

Ostatecznie pozostaje nam wiec ustalenie wlasciwej wartodci u, tj. tej, przy ktorej nasza
powierzchnia obrotowa osiagnelaby minimalna warto$¢ swego pola (o ile taka istnieje).



Rys. 15

René Thom (ur. 1923), najwybitniejsza
indywidualnoéé matemavyczna drugiej
polowy XX w. Swoimi wynikami wywarl
ogromny wplyw na oblicze matemaryki
wspblczesnej: polozyl podwaliny bardzo
obszernego obecnie dzialu 1opologii
réiniczkowej — teorii kobordyzméw (ok.
1954 r.), za co dostal w 1958 r. medal
Fieldsa. Swoim twierdzeniem o
transwersalnosci (ok. 1956) przyczynil si¢ do
zapoczatkowania teorii osobliwosci jako
samodzielnej dziedziny o silnych,
specyficznych dla niej metodach.

Swoim przypuszczeniem o prawdziwosci
twierdzenia przygotowawczego

Weierstrassa dla funkcji rzeczywistych klasy
C* przyczynil si¢ do powstania nowej

| dziedziny zwanej analizq rézniczkows.

‘W ogromnym stopniu wplyngl on na
uksztaltowanie oblicza tzw. teorii gladkich
ukladdéw dynamicznych (tw. o nieistnieniu
globalnych calek pierwszych).

Jego najgloéniejszym osiggnigciem jest
Wytyczony przezen program matematycznej
teorii morfogenezy, zwanej potocznie ,,teorig
katastrof”".

‘Wnidsl wicle interesujagcych myéli do filozofii
matematyki.

Zauwazmy, ze u mozemy interpretowaé jako warto$é¢ zmiennej y, ktora przyjmuje odpowiadajaca
¢j funkcja w punkcie x = 0. Mamy wiec do czynienia z rodzing funkcji ,,numerowana”
punktami na osi y-Ow z przedzialu 0 < y < R (rysunek 13). Wartosci granicznej y = R
odpowiada sytuacja, w ktorej nasza powierzchnia degeneruje si¢ do powierzchni bocznej walca.
Przy u zblizajacym sie do zera nasza powierzchnia coraz bardziej upodabnia si¢ do dwoch
membran wypelniajacych wnetrza pierscieni i polaczonych osiowo cienka rurka, ktorej grubosé
maleje do zera. Dla # = 0 nasza powierzchnia degeneruje si¢ wigc do dwoch oddzielnych
membran, wypelniajacych wnetrza pierscieni.

Kazdej wartosci 4 zatem jednoznacznie odpowiada krzywa wyznaczajaca powierzchnig
obrotowa, ktorej wartos¢ pola powierzchni zapiszemy S(«). Mamy zatem funkcj¢ S = S(u),
ktora jest ciggla i rozniczkowalna. Funkcja ta ma wartoéci graniczne: 2 R? dla « — 0 oraz

2Rt dla u — R (dlaczego?). Wartos¢ u, odpowiadajagca minimum tej funkcji (rys. 14) jest
,.,humerkiem” powierzchni z naszej rodziny, ktora bedzie zrealizowana przez fizycznie istniejaca
blong mydlana. Gdybysmy wykres funkcji § = S(«) wykonali tak, by mogla po nim toczyc¢ si¢
kulka (zakladajac, ze pion wyznacza o$ §), wowczas wartosci u, odpowiada

polczenie stabilnej rownowagi kulki, jak to symbolicznie zaznaczyliémy na rysunku. Funkcja S(u)
zalezy oczywiscie od odlegloéci miedzy pierScieniami. Dlatego przy zmieniajacej si¢ odleglosci ¢
bedziemy mieli rodzing funkcji .S, (), parametryzowang przez f.

5. O ,katastrofalnym”™ peknigciu blony mydlanej

Przesledzimy teraz, jak bedzie zmieniac si¢ funkcja S;(«) przy systematycznie rosngcym /
poczynajac od wartosci bliskiej zeru. Ewolucje te bedziemy systematycznie konfrontowac

z fizyczng sytuacja blony rozpietej na pierécieniach. Na rysunku 15 mamy , historyjk¢ obrazkowa”,
ktora bedziemy przegladac od gory do dolu. Z prawej strony mamy uklad fizyczny, z lewej —
odpowiadajaca mu funkcje S,(«). W poczatkowej sytuacji, gdy ¢ < R, prawy koniec wykresu
S:(u) znajduje sie nizej niz lewy, bowiem wowczas 2nRt < 27 R?, wartos¢ odpowiadajaca u,
stanowi minimum absolutne S,(#). Przy wzroscie t podnosi si¢ prawy koniec wykresu, podnosi
si¢ i przemieszcza w lewo jego minimum w u«,, co objawia si¢ w mocniejszym przewgzeniu

blony na s$rodku jej diugosci. Dochodzi do tego, Ze minimum lokalne w u, przestaje by¢
minimum absolutnym funkcji S,(x), jednak w dalszym ciagu jest ono fizycznie realizowane

przez blon¢ mydlana, bowiem przejicie do innych u musialoby odbywac¢ si¢ wbrew dzialaniu sit
napigcia powierzchniowego. Tak samo kulka znajdujaca si¢ w u, nie moze tego miejsca opuscic,
dopdki jest tam minimum lokalne, nie moze bowiem toczy¢ sig¢ pod gor¢. Wreszcie przy
odpowiednio duzym ¢ wykres funkcji S,(u) ,,wyprostowuje si¢” do tego stopnia, Ze minimum
lokalne w u, przestaje istnie¢: nasza kulka zaczyna gwaltownie si¢ stacza¢ dazac do u = 0.
Odpowiada temu przejécie katastrofalne w naszym ukladzie fizycznym: w pewnym momencie
blona zaczyna gwaltownie si¢ zweza¢ w swej srodkowej czesci, az dochodzi do przerwania jej
ciagloéci, w wyniku czego przybiera ona posta¢ dwoch membran wypelniajacych wnetrza
piericieni. Przy dalszym wzroécie ¢ funkcja S,(«) staje si¢ coraz szybciej rosnacy funkcja
monotoniczng, za$ w ukladzie fizycznym panuje sytuacja zdegenerowana, odpowiadajgca kresowi
dolnemu wartosci S;(«) na odcinku 0 < u < R.

Moment katastrofalnego przejécia, ktore drastycznie zmienito sytuacje w rozwazanym ukladzie
fizycznym jest dokladnie tym momentem, w ktorym funkcja S,(«) zmienila swoj typ
topologiczny. Do momentu krytycznego funkcja S, («) miala typ topologiczny funkcji y = u*—u,
natoriast po jego przekroczeniu ma ona typ funkgji cisle monotonicznie rosnacej,
reprezentowany przez y = u. Gdyby$my dla kazdej wartosci 7 odpowiednio dobrali sposéb
numerowania alternatywnych powierzchni parametrem u, wowczas wyrazenie S,(«) przybraloby
nastepujaca, ,.kanoniczng™ postac: S,(u) = w®+ (1—1,) u. Z punktu widzenia , katastrof
elementarnych” Thoma w opisanym przykladzie mielismy do czynienia z przejéciem katastrofalnym
,falda”, jest ono najprostsze sposrod elementarnych katastrof. W przyszlosci opowiemy o nich
bardziej szczegotowo.

6. Konkluzja

Opisany wyzej przykiad stanowi ilustracjg, w jaki sposdéb moizna pogodzi¢ dwie pozornie
przeciwstawne zasady filozoficzne: z jednej strony mamy tzw. zasade Leibniza, mowi ona, ze
jezeli jakies parametry iloSciowe ukiadu fizycznego sg zalezne, to zaleznos¢ ta jest ciagla (o ile
oczywiscie parametry te okreslimy w dostatecznie naturalny sposob). Zasada Leibniza odegrala
ogromna role w fizyce, zwlaszcza w mechanice kwantowej korzysta si¢ z niej w sposob jawny
(,,warunki zszycia™). Z drugiej strony filozofowie dialektycy glosza, iz ,,przejicia skokowe sg
prawidlowoscig rozwoju”, jako przyklad podaja oni proces ogrzewania wody, ktory w pewnym
momencie doprowadza do gwaltownego przejscia w stan lotny.

Przyjrzyjmy sig, co si¢ dzieje w krysztale ciala stalego, systematycznie podgrzewanym. Zmieniajg
si¢ w nich parametry takie jak: predkosci poszczegdlnych molekul, ich polozenia, $rednia
predkosé¢ molekuly etc. Wszystkie te wielkosci zmieniaja si¢ w sposob ciagly. Kazda molekula
porusza si¢ w rejonie swego wezla sieci Bravais. W miare wzrostu temperatury molekuly
poruszajg si¢ coraz szybciej i coraz wigkszy obszar jest penetrowany przez poszczegolne molekuly.
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Dochodzi do momentu, kiedy pojecie sieci Bravais dla scharakteryzowania ruchu molekut traci
sens: molekuly uzyskuja swobode poruszania si¢ po calym rejonie wypelnianym pierwotnie przez
krysztal. Mowimy wowczas, ze krysztal uleg! stopieniu. Widzimy wigc, ze ta

skokowa przemiana, jaka jest topnienie, polega na zmianie charakterystyk topologicznych ruchu
poszczegbinych molekul, ilosciowych skokow tu nie ma.

Celem sprostowania nieporozumien, jakie narosty wokol teorii Thoma, podkreslam: w teorii tej
nie ma miejsca na nieciaglodci takie, jak na rysunku obok. W gre wchodza tam wylacznie
nieciaglosci wlasnosci jakosciowych. Zwro¢my uwage, ze wyrazenie #®+ ru, w ktérym obecna
jest niecigglo$¢ polegajaca na skokowej przemianie typéw topologicznych, pod wzgledem
zaleznosci od parametrow u, f jest wzorowym przykladem ,,porzadnej” funkcji w sensie jej
,zwyklej” cigglosci, rézniczkowalnosci etc. Tylko takimi funkcjami i odwzorowaniami operuje
teoria Thoma.

Z opisanego wyzej przykladu wynika jeszcze inny moral. Mozna wyobrazi¢ sobie fizyka, ktory
bedzie staral sig¢ wyja$nic¢ opisane zjawisko wysuwajac hipotezy o zmieniajacym sie charakterze
sil napigcia powierzchniowego przy malejacej grubosci blony, mozna sobie wyobrazié, jak
bedzie on budowal coraz bardziej skomplikowane modele na poziomie molekularnym.

Oto6z Thom wskazuje, ze by¢ moze taki wlasnie blad popelniajg wspolczesni biologowie
urzeczeni postgpami biochemii i biologii molekularnej, ktorzy podswiadomie uwierzyli, ze na
molekularnym poziomie znajda wyjasnienie ,,tajemnicy zycia”. Wiele wskazuje na to, Ze szereg
zjawisk fizjologicznych znajdzie swoje wyjasnienie w globalnych wlasnosciach zywego
organizmu, nawet bez potrzeby odwolywania si¢ do poziomu komoérkowego, tak jak opisane
przez nas zjawisko znajduje wyjasnienie w globalnej geometrii ukladu.

Kosmologia geometryczna, czyli ewoluujgca geometria

Aleksander Aleksandrowicz Friedmann, ur.
17 VI 1888, zm. 15 IX 1925, w 1909 ukoriczyl
studia na uniwersytecie w Petersburgu

(sekcja matematyki), gdzie najbardziej
interesowala go meteorologia dynamiczna.
Po studiach pracowal jako matematyk w
Instytucie Drég i Mostéw, Instytucie
Gornictwa; po wybuchu Pierwszej Wojny
Swiatowej zglosil si¢ jako ochotnik na front,
gdzie sluzyl w lotnictwie, wykorzystujac
wolny czas na pisanie rozpraw naukowych.
Oto co pisal w liscie z frontu: ,,Zajmuje si¢
obecnie zagadnieniem wyznaczenia
temperatury i ciSnienia, gdy dane sg
predkosci... Potem przystgpig do napisania,
jesli uznacie to za wlasciwe, dla
.»Geograficzeskiego Sbornika' niewielkiej
notki o przyczynach powstawania i znikania
turbulencji w atmosferze, choéby w
najogdiniejszej postaci ycznej”. Nie
ma w tym nic dziwnego, jesli wziaé pod uwage,
ie pierwsza w swym Zyciu pracg naukowa
(podwigcong liczbom Bernoulliego) poslal
Friedmann do druku w powainym czasopi$mie
(wirdd ktorego redaktorow byli ludzie tej
klasy, co Klein i Hilbert) jeszcze jako uczen
ostatniej klasy gimnazjalnej. Praca ta ukazala
si¢ w druku, gdy Friedmann ukonczywszy
gimnazjum ze zlotym medalem wst¢powal na
studia.

Po zakoriczeniu Pierwszej Wojny

Swiatowej, jeszcze w latach wojny domowej,
prowadzil wyklady hydrodynamiki i analizy
tensorowej na uniwersytecie w Leningradzie,
wydal ksiazki ,,Doswiadczenia z
hydrodynamiki cieczy scisliwych’' oraz
Swiat jako przestrzen i czas i prace
kosmologiczne, o ktérych wspominali$émy

w tekicie, wreszcie kierowal Gléwnym
Laboratorium Geofizycznym w Leningradzie.

Niestety, w pelni sil zachorowal i zmarl na
tyfus.

Dr hab. Bronistaw KUCHOWICZ

Gdybym miat wymieni¢ jedng tylko, ale za to najbardziej fundamentalng (moim zdaniem)
wlasciwos¢ Wszech$wiata, nie miatbym watpliwosci i bez wahania wymienitbym jego ekspansje.
Czyz nie jest bowiem czyms$ niezwykle uderzajacym owo nieustanne rozszerzanie sig¢
Wszechswiata?

Jest to fakt. Nauka jednak — to nie tylko zbior faktow. Niezbedna jest cho¢ préoba ich
wyjasnienia, powiazania ze sobg. Dzi$ u podstaw wyjasnienia faktow kosmologicznych tkwi
ogolna teoria wzglednosci Einsteina — wspolczesna teoria czasoprzestrzeni. Juz od z gora pot
wieku trwaja proby zastosowania tej skadinad niezwykle owocnej teorii do Wszechswiata jako
caloséci. Proby takie podejmowal sam Einstein, podejmowali (i podejmuja do dzis, uogolniajac
teorie) inni, tworzac modele Wszech§wiata.

Wspominali$my juz w pierwszym artykule z cyklu kosmologicznego, ze modele kosmologiczne
sg to konstrukcje teoretyczne opisujace zachowanie si¢ Wszechswiata jako calosci. Modele takie
dopasowuje si¢ do istniejacych danych obserwacyjnych. Uznanie takich faktow, jak np.
ekspansja kosmiczna albo obecno$¢ promieniowania szczatkowego (o ktorych byla mowa

w numerach Delty 8/1976 i 10/1976), prowadzi do odrzucenia tych modeli, ktore nie przewiduja
ekspansji ani promieniowania tla. Tak wigc odrzucony zostal pierwszy sposréd modeli
kosmologicznych opartych o ogolna teori¢ wzglednosci, zaproponowany przez samego
Einsteina w 1917 roku model statycznego Wszech$wiata. Bylo to jeszcze na dlugo przed
ogloszeniem przez Hubble’a wynikow jego badai nad odleglymi galaktykami, przed
stwierdzeniem ich powszechnej ucieczki. Wydawalo si¢ wtedy rzecza naturalng przyjac, ze
Wszechswiat jako calo$¢ musi by¢ niezmienny w czasie, statyczny. Moga wprawdzie powstawaé
gwiazdy i uklady planetarne (wystarczy wspomnie¢ o starej teorii Kanta-Laplace’a), zmienia¢ si¢
mogg drobiazgi, ale porzadek kosmiczny pozostaje trwaly. Dlaczego bowiem mialby si¢ zmieniaé?
W latach 1922-1924, kiedy koncepcja statycznego, niezmiennego Wszechswiata wydawala sig¢
czym$ naturalnym, pojawily sie dwie prace mlodego, nieznanego ani Einsteinowi, ani innym
fizykom zachodnim matematyka z Leningradu, A. A. Friedmanna. Juz w pierwszej z nich,
zatytulowanej ,,O krzywiznie przestrzeni”, udalo mu si¢ uzyska¢ nieoczekiwany wynik, pozornie
sprzeczny z calg nagromadzona do tej pory wiedza. Geometria Wszechéwiata (patrz artykut
Einsteina, Delta 2/1977) zmienia¢ si¢ miala nieustannie z uplywem czasu, zakrzywienie
przestrzeni i gestosS¢ materii stale mialy maleé lub rosna¢, to samo odnositoby sie do odleglosci
wzajemnej dwoch punktoéw. Otrzymany przez Friedmanna model Wszech$wiata byl modelem
ewoluujacym i stanowil wynik rozwigzania ukladu rownan ogolnej teorii wzglednosci.
Rozwigzania takiego nie znal poprzednio Einstein. Nic wigc dziwnego, Ze po przeczytaniu

pracy Friedmanna postal do redakcji list z uwagami krytycznymi, wskazujacymi na to, ze model
Friedmanna wzbudza powazne watpliwosci i Zze praca najprawdopodobniej jest bledna. List ten
redakcja wydrukowala.



zanie zadania M 122, Podstawiajac
2, 3 znajdujemy rozwiazanie (x,y) =
11). Monmy wigc zakladaé w dalszych
Fan fiex > 3.
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| jest niemozliwe, gdyz liczba calkowita y
talaby migdzy kolejnymi ulamkami
« mhno!m“ku 8. Réwnanie nie ma wigc
zan, w ktérych x > 3.

Spowodowalo to natychmiastowa odpowwiedZ Friedmanna Einsteinowi,

gdy tylko czasopismo owo dotarto do Leningradu. Friedmann wyjasnit szczegotowo swe
stanowisko, Einstein wszystko sprawdzil i ku swemu zdziwieniu doszed! do wniosku, ze to
Friedmann ma racje. W 1923 roku ukazala si¢ odpowiedz Einsteina. Oto fragment: ,,Wyniki
pana Friedmanna uwazam za sluszne; rzucaja one nowe $wiatlo na problem. Okazuje sig, ze
roOwnania pola dopuszczajg dla struktury przestrzeni obok rozwigzan statycznych rowniez

i rozwigzania dynamiczne (tj. zmieniajace si¢ z czasem) o symetrii sferycznej”.

Mimo tego odwolania, modele zaproponowane przez Friedmanna nie od ra' 1 przyjely si¢

w kosmologii. Bylo to jeszcze na pare lat przed odkryciem rozszerzania si¢ /szech$wiata —
tego, co whasnie przewidywaly modele Friedmanna. A wigc — mogly one uchodzi¢ za poprawne
rozwigzania rownas Einsteina, poprawne i nieprzydatne do niczego. Pojawily si¢ za wczesnie!
Od tej pory mingto ponad pol wieku, pojawito sie wiele dalszych modeli kosmologicznych,
coraz bardziej zlozonych matematycznie, uzyskiwanych z rownan Einsteina przy coraz to
ogodlniejszych zatozeniach. Wszystkie one mogg nadawac si¢ do opisu rzeczywistego
Wszechéwiata, wciaz jednak najbardziej przydatnymi w praktyce okazuja si¢ modele Friedmanna.
Jak dotad, zadne dane obserwacyjne nie sg w stanie wykluczy¢ ich stosowalnosci w kosmologii.
Nalezy sig wigc tym modelom kilka stow w naszym artykule.

Zacznijmy od zalozen, przy ktorych modele te zostaly wyprowadzone, Pierwsze — dos¢ istotne
(jak by sie nam wydawalo) zaloZenie, to uznanie stusznosci rownan ogolnej teorii wzglednosci.
Rownania te wiaza geometrig czasoprzestrzeni z wypelniajacg ja materig. Mowi sie nieraz
krotko: Rozklad mas w przestrzeni wyznacza jej strukture geometryczng. Gdy teraz spojrze¢ na
ucieczke galaktyk, to od razu stwierdzamy, ze srednia gestos¢ materii we Wszech$wiecie
nieustannie maleje. Czy nie musi to spowodowa¢ jakiej$ ukierunkowanej zmiany geometrii?

W modelach Friedmanna przyjmuje si¢ jednorodny rozklad mas i izotropowa ekspansje¢
Wszech$wiata, jako najprostsze mozliwe zalozenia robocze dla otrzymania wyniku
rachunkowego — geometrycznego modelu Wszechéwiata. Zalozenia te — to nic innego jak
omawiana przez nas przed kilku miesiacami zasada kosmologiczna,

Moina wigc modele Friedmanna wyprowadzi¢ z teorii Einsteina przy uzyciu zasady
kosmologicznej. Komu modele te wydaja si¢ zbyt prymitywne (bo niby dlaczego ekspansja ma by¢
izotropowa?), moze postuzy¢ sig¢ modelami ogolniejszymi. Dzi§ juz dostgpnych jest wiele innych
modeli, réznigcych sig szczegétami od modeli Friedmanna, nic jednak istotnie nowego wszystkie
te uogolnienia nie wnosza. Wszak musza by¢ one zgodne z wynikami obserwacji, te za$ daja
pewna gorng granice anizotropii czy tez niejednorodnosci dla Wszechswiata. Wewnatrz za$
obserwacyjnie danych granic tych wielkosci modele niejednorodne i nieizotropowe nie roznia sig
w sposob zasadniczy od modeli Friedmanna.

Do modeli Friedmanna doj$¢ mozna nie tylko w einsteinowskiej, ale i w newtonowskiej teorii
grawitacji. Postuzymy si¢ tg ostatnia teoria dla elementarnego wyprowadzenia tzw. rOwnania
ekspansji, ktore formalnie ma taka sama posta¢ w obu teoriach. Przyjmijmy najprostszy rodzaj
oérodka ciaglego wypelniajacego Wszechswiat: pyt o gestosci p. Ruch czasteczek pylu rozwazamy
w tzw. wspOlporuszajacym si¢ (z tymi czasteczkami) ukladzie wspolrzednych. Zastosujmy
wreszcie zasade kosmologiczng do pewnej wycietej we Wszechéwiecie kulki o promieniu R,

zawierajacej mase M = .;l nR3p. Wraz z calym Wszech$wiatem kulka ta bedzie ekspandowac

izotropowo, gesto$¢ w niej weigz bedzie jednorodna (cho¢ oczywiscie bedzie sie zmieniaé
w czasie). Rozwazmy teraz energi¢ malenkiej masy dm, umieszczonej na powierzchni kulki.
Uczestniczy ona w tej ekspansji, zwigkszajac swa odleglo$¢ R od srodka kulki. Jej predkoscia jest

1

dR\?
wigc , a energia kinetyczng E; = = dm (F) . Masa ta jest zarazem przyciagana przez

kulke, i jej potencjalna energia grawitacyjna wynosi

GMdm 4
Eor = — _R— = — "3‘ G R*gdm.

Przyimijmy, ze zachodzi zachowanie energii: Ey+ E,. = constans. Oznaczmy wielkos¢ stalg

1
jako — ?sc2 dm, wtedy po uproszczeniu przez dm zasada zachowania energii przybiera postac:

dR\* 4 1
14 —) —-—nGR¥* = —-—ec?.
2\ dr 3

Jest to wlasnie owo rownanie ekspansji.

Gdy & > 0, uklad jest zwigzany silami grawitacyjnymi, gdy ¢ < 0 — nie jest zwigzany.
Réwnanie ekspansji, wyprowadzone przez nas dla teorii newtonowskiej, pozostaje w mocy dla
ekspansji izotropowej w teorii Einsteina, gdzie jego rozwigzania daja modele Friedmanna dla
Wszech$wiata wypelnionego materig pylowa (mogg by¢ bowiem i inne wypelnienia dla modeli
Friedmanna).




CZAS

Réine modele friedmannowskie
rozszerzajacego sie Wszechswiata. Czynnik
skali R(r) w zaleznosci od czasu r. Model
scharakteryzowany wartoscia parametru
deceleracji qo = 0,5 oddziela klas¢ modeli
otwartych (ekspansja bez kofica) od
zamknigtych (dla ktérych ekspansje
zastgpuje od pewnej chwili kontrakcja).

WSZECHSWIAT ZAMKNIETY
cbserwator

punkt antypodyczny .

Rozwigzanie powyzszego rownania mozna latwo uzyska¢ dla ¢ = 0. Podstawiamy wyrazenie
wskazujace jak gestoé¢ pylu w kulce zalezy od jej promienia: p = go/R?, i mamy rownanie

1
6aGr?
Promien kulki ro$nie z czasem nieograniczenie, gestos¢ pylu — spada. Mozna wykazac, ze
rozwigzanie to przedstawia model Wszechswiata z geometria euklidesowa. Dla ¢ < 0 otrzymujem}
rOwniez nieograniczone rozszerzanie — przy geometrii hiperbolicznej. Jesli wreszcie € > 0,

rézniczkowe dla funkcji R = R(r). Rozwigzaniem jego jest: R = (6 Gogt?)'/*ip =

dR
wtedy mozliwa jest sytuacja taka, iz w pewnej chwili = 0, tzn. ekspansja konczy sig¢, uklad
t

dR
osigga maksymalna wartos¢ promienia R, a nast¢pnie zaczyna si¢ faza kontrakcji (— < O)_

Mowimy wtedy o modelu tzw. zamknigtego Wszechswiata (model z ¢ = 0 nazywamy tez
modelem plaskim, model z ¢ < 0 — modelem otwartym). Przebieg zaleznosci wielkosci R od
czasu dla trzech typoéw modeli Friedmanna wida¢ na rysunku obok.

Funkcja R(r), ktorej przebieg przedstawilismy, charakteryzuje wzajemne odleglosci dwoch
czastek czy tez punktow materialnych we Wszechswiecie. Nazywa sie ja nieraz czynnikiem

skali, charakteryzuje ona bowiem skale odlegloéci. Zauwazmy, ze wszystkie wyobrazone przez
nas modele zaczynajg si¢ w czasie od wartosci R(t) = 0. Czy to mozliwe, by w poczatkowej
chwili ekspansji rozmiary Wszechswiata byly punktowe, a ggsto$¢ materii nieskorniczona? Czy nie
zalamalyby sie¢ wtedy zwykle, znane nam prawa fizyki? Jest to istotny problem fizyki

i kosmologii wspolczesnej, problem tzw. poczatkowej osobliwosci (dla modelu zamknigtego |
osobliwos¢ taka powstanie i pod koniec ewolucji). Do problemu tego powrdcimy jeszcze

w przyszlosci, obecnie zauwazymy jedynie, Ze pojawienie si¢ osobliwosci wskazuje na
niestosowalno$¢ wspolczesnej teorii do stanéw materii o dostatecznie wysokiej gestosci, kiedy by¢
moze dotychczasowe poglady na strukture materii i przestrzeni traca moc.

Poréwnujac wyniki obliczefi przeprowadzonych dla ré6znych modeli Friedmanna (otwarte,
zamknigte i plaskie, wypelnione pylem, promieniowaniem albo mieszaning obu itd.)

z obserwacjami ekspansji kosmicznej, usilujgc dociec, czy ekspansja ta z uplywem czasu ulega
spowolnieniu czy tez, na odwroét, przyspieszeniu, astronomowie przedstawiaja argumenty na
rzecz przyjecia modeli o okreslonych parametrach. Sytuacja nie jest w pelni jasna do dzi$, czy
Wszechswiat jest otwarty, zamknigty czy plaski. Znajdujemy si¢ najprawdopodobniej w takim
obszarze z lewej strony rysunku, na ktorym przedstawiono modele, ze wszystkie krzywe R =

= R(r) biegna zbyt blisko siebie, by mozna bylo ustali¢ na podstawie danych obserwacyjnych,
wedlug ktorej z nich przebiega ewolucja Wszechswiata i jego geometrii. A jeszcze wazniejszym
jest tu pytanie odnoszace si¢ do przysztosci: Czy Wszechswiat bedzie si¢ rozszerzal bez korica,
czy tez grozi mu przejécie kiedys w faze kontrakcji, zageszczania. Mowimy ,,grozi”, bo przy
takim zageszczaniu i Ziemia i Slofice kiedy$ przestang istnie¢ jako oddzielne ciala, i nawet jesli
nie dojdzie do stloczenia calej materii Wszech§wiata do punktu (owej osobliwosci, o ktorej juz
mowilismy), to i tak materia zostanie z pewnoscia zageszczona do pewnej nieduzej objetesci.
Cale szczgscie jednak, ze gdyby nawet to nam grozilto, to i tak juz nas nie bedzie; wedlug
oszacowan nawet najbardziej pesymistycznych nie mogloby to nastapi¢ wczesniej niz za
kilkadziesiat miliardow lat!

Ekspansja Wszech$wiata stanowi naturalna konsekwencje rownan Einsteina. Geometria
Wszechiwiata zmienia si¢ w czasie, a wraz z nig i gesto$¢ materii. Ucieczka galaktyk prowadzi do
wyjasnienia paradoksu Olbersa. I to jeszcze nie wszystkie rezultaty wynikajace z rozwazan nad
najprostszymi dynamicznymi modelami Wszech§wiata — modelami Friedmanna. Dalszymi
konsekwencjami wyplywajacymi z tych modeli Wszechéwiata, odnoszacymi si¢ do analizy stanu
materii w odleglych epokach, do odczytania zapisu procesow fizycznych, jakie wtedy zachodzily,
zajmiemy si¢ w nastgpnych artykulach.

WSZECHSWIAT
OTWARTY

obserwator

Dwuwymiarowe modele kosmologiczne.
Przyklady Wszechéwiata zamknigtego

(z krzywiznga dodatnia) i otwartego

(z krzywizng ujemna). We Wszechiwiecie
zamknig¢tym promien $wietlny moie w
zasadzie obejié cala przestrzen i powrdci¢ do
punktu, z ktorego zostal wyslany; sytuacja
taka jest nie do pomyslenia we Wszechswiecie
otwartym. Czy Wszechiéwiat jest otwarty,
czy zamknigty — zalezy od ilosci materii

w nim. Jesli gestosé materii jest dostatecznie
duza, moze ona doprowadzi¢ w pewnej
chwili do zatrzymania ekspansji, zamiany

jej na kontrakcje.

10



Laboratorium w domu
Mgr inz. Henryk GAJ

Czym si¢ r6znig organy od maszyny parowej oraz o plomyku,
ktéry Spiewa w rurze

Kazdy, kto cho¢ raz widzial organy i maszyne parowg, wskaze oczywiscie od razu
Prosze o zapatki b wiele réznic, a prawie kazdy na pewno powie, ze maja si¢ one do siebie jak

. przystowiowa pigé¢ do nosa i zadnych wspélnych cech urzadzenia te nie maja.
Jak si¢ przekonamy, jest to przekonanie z gruntu bledne, co stwierdzi kazdy
sposrdd dociekliwych obserwatoréw przyrody, ktérych to zbiér chcemy
wzbogaci¢ wlasnymi skromnymi osobami.

Przypomnijmy sobie, Ze jedna z form energii, ktéra moze mie¢ cialo gazowe, jest
tak zwana praca przetlaczania rowna iloczynowi ci$nienia gazu i jego objetosci

L=p'V.
Co dzieje si¢ w maszynie parowe;j?

konsument pracy Zeby zdaé sobie z tego sprawe, przyjrzyjmy sig
schematowi jej gtéwnej czesci — cylindrowi

z tokiem, pomijajac wszelkie techniczne
zawitosci konstrukcji. Kiedy przy okreslonym
ci$nieniu p objetos¢ V zmieni si¢, np. od ¥V,

do ¥,, to wykonana zostanie praca

L=p (Vz—Vll)»
ktérag konsument moze uzy¢ wedle woli.

cylinder z ttokiem

A co si¢ dzieje w organach?

Uznajmy, Ze wystarczy nam wiedzie¢, co si¢ dzieje w jednej piszczalce organowej,
zeby wyrobi¢ sobie sad ogdélny o organach. Kiedy piszczatka wydaje dzwigk, to
jest ona Zrédlem energii akustycznej. Mozna to stwierdzi¢ ponad wszelka
watpliwo$¢, gdyz inaczej blona bgbenkowa w naszym uchu nie ugiglaby sig¢ i nic
by$my nie styszeli. Caly problem w tym, jak energia jest przekazywana na drodze
miech  ucho. Ot6z w rurze rezonansowej wytwarza si¢ akustyczna fala stojaca,
o ktorej amplituda, pomimo strat energii,
] ) ))) ) 5"22 P utrzymuje si¢ za sprawa odpowiedniego
J il
furd rezonansowa [ osrodek  Tucho]

warga ?__;
przeplywu powietrza przez szczeling zwang wargg.
{konsument)

) k;/ Odpowiedniego, to znaczy takiego,

re iloczyn p - V jest dodatni (w przypadku
idealnym) lub wigkszy od strat dla uktadu
rzeczywistego (nieidealnego). No tak, ale skad
p 1V, jesli nie ma tu objetosci ograniczonej
sztywnymi §ciankami cylindra i tlokiem. Nie szkodzi —
jesli zmiany objetosci sa dostatecznie szybkie, bezwladnoéc stupa gazu bedzie
wystarczajagcym ograniczeniem.

Teraz juz mozemy pokusi¢ si¢ o to, aby wskaza¢ odpowiadajace sobie elementy
w obu opisanych urzadzeniach.

maszyna parowa | piszczatka organowa
kociot miech

rozrzad warga

cylinder rura rezonansowa
tloczysko osrodek — powietrze
pociag blona bgbenkowa

Teraz juz nikt nie powie prawdopodobnie o zadnych rzeczach, ze maja si¢ do
siebie jak pie$¢ do nosa, choéby z tego powodu, Ze zastanowi si¢ najpierw, jak sig
istotnie ma pigs¢ do nosa.



rura
reZzonansowa

s

plomyk
gazowyN

zakraplacz|

wezyki
guMOowWe™

gaz

650 mm

L patyczek
| usztywnia-

jacy
rdruciki
Lskrecajgce

A co z tym Spiewaniem w rurze?

Przyszed! wreszcie czas na to, zeby sie wziaé do dzialania. Musimy sie
zaopatrzy¢ w niezbedne rzeczy. A oto ich spis:

rurka szklana $rednicy 5 mm (mozna uzy¢ szklanego zakraplacza do oka)
rurka gumowa (we¢zyk) @ wewn. 4 mm

. butelka z grubg szyjka (stoik) o pojemnosci 0,5 |

rura ¢ 40, dlugosci 650 mm (moze by¢ nawet winidurowa)

korek gumowy z dwiema dziurkami

. zrodlo gazu palnego.

Wszystkie te elementy laczymy nastepujaco.

Z butelki wyprowadzamy dwie rurki przez korek gumowy. Jedna z nich lgczymy
ze Zrédlem gazu, druga odpowiedniej dlugosci wezykiem gumowym laczymy

z zakraplaczem. Radzg usztywni¢ wezyk, co ulatwi centryczne prowadzenie
plomienia w rezonatorze. Otwieramy doplyw gazu i podpalamy zapatka gaz
uchodzacy z kroplomierza. Plomyczek powinien by¢ krétki (~ 8 mm).
Nakladamy nast¢pnie rurg-rezonator na ptomyk i poruszajac nia w gorg i w dét
szukamy miejsca, w ktérym wystapi wzbudzenie akustyczne.

Kiedy wszystko prawidlowo wykonamy, z rury wydobedzie si¢ pigkny, czysty
silny ton utrzymujacy si¢ dzigki obecnosci plomyczka w rurze. Dokladne
zachowanie podanych wymiaréw nie jest konieczne; wazne jest, aby proporcje
migdzy wymiarami byly zblizone do podanych.

Mato wytrwalych eksperymentatoréw uprzedzam, ze wzbudzenie drgan nie jest
fatwe i czasem udaje si¢ dopiero po wielu prébach. Wzbudzeniu sprzyja
dmuchniecie w gérna krawedz rury lub uderzenie rurag w korek.

Bardzo istotnym jest dobranie odpowiedniej srednicy wylotu zakraplacza.
Powinna ona wynosi¢ 0,5+ 1 mm. Jesli jest wigksza, mozna zakraplacz troszke
zatopié¢ nad plomieniem gazowym i w ten sposéb zmniejszy¢ Srednicg.

Musz¢ Wam tu da¢ powaing przestroge. Wszelkie czynnosci z gazem palnym
wymagaja szczegdlnej ostroznosci.

A teraz sprawa podstawowa — jak to dziala? Zastanéwcie si¢. Podpowiem tylko,
ze zrédlem energii jest gaz palny. A moze kto$§ z Was wymysli inng metodeg
wytwarzania dZwigku przy uzyciu ciepla.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOW SKI

U

1 1
M. 121. Udowodni¢, ze jezeli liczby rzeczywiste a i b spelniaja warunek — + 7" 1k
a

to a*+b* = (a+b)>.

W. Mnich
Rozwigzanie na str. 3
M 122. Rozwigza¢ w liczbach naturalnych rownanie

1+x+x2+x"+x* = 2.
Rozwigzanie na str, 9
M 123, Udowodnié, ze rownanie
ax’+bx*+exP+ext+bx+a =0, (a # 0)

mozna rozwiaza¢, wykonujac na jego wspolczynnikach cztery dzialania i wyciagajac
pierwiastki kwadratowe.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 41. Dana jest nieskonczona, plaska sie¢ druciana o oczkach kwadratowych, pokazana na
rysunku. Opér kazdego prostoliniowego odcinka drutu lgczacego dwa najblizsze wezly wynosi r
Wyznaczy¢ opor zastepezy Rap tej sieci w przypadku, gdybysmy wiaczyli ja do obwodu w
punktach A i B.

Rozwigzanie na str. 2
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Podnie§d talerz za pomocy rzedkiewki.

Istnieje zabawka bardzo ciekawa. Jest to kra-
skérzany, przez Srodek ktérego przewlekamy
reczek z wezelkiem na koncu, zamykajacym do-
nie otworek; jezeli taki krazek dobrze zwilzony
eiSniemy mocno do deski, albo do innego glad-
0 przedmiotu, tak azeby pomiedzy jego powie-
Inig a powierzchnia przedmiotu nie znajdowalo
cale powietrza, to 6w krazek, na skutek ciénie-
@ wywieranego naii przez powietrze atmosferyczne,
lgnie tak mocno, ze z trudno$cig go oderwiemy.
Otéz zupelnie co$ podobnego mozecie zrobié
pomocy skromnej rzodkiewki. Przetnijcie jg
oprzek na polowe, wydrgzcie z lekka wnetrze
yki z ogonkiem i pocierajcie nig silnie o po-
chnig talerza; wilgo¢ naturalna zawarta w rzod-
yee czyni zbytecznem zwilzanie jej woda. Jezeli
pociggniecie za ogonek, to ku wielkiemu zdzi-
piu obeenych, okaze sig, 2e talerz przylepiony
rzodkiewki da sig unie$é wraz z nig do géry.

13
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Otrzymaliémy fragment starej ksigzeczki z opisami
prostych doswiadczen fizycznych i chemicznych. Nie
udalo nam si¢ ustali¢ ani autora, ani tytulu, ani tez roku
wydania.

Bardzo prosimy o pomoc w identyfikaciji.

Czekamy na listy.

Pelen kapelusz waty wiozyé do kieliszka wodki.

Pokaz swojej publicznosci kieliszek pelen spi-
rytusu i cylinder napelniony wata, ktérg przedtem
starannie powyciggale§ palcami, nadajac jej mo-
zliwie najwiekszg objetosé. Mozecie $mialo zape-
wnid, ze caly kapelusz waty zmiedcicie w kieliszku,
nie uroniwszy z niego ani kropli ptynu.

Wystarczy w tym celu braé watg drobnemi
kiaczkami i wprowadzaé jg do spirytusu, ktérym
szybko nasigka. Nagromadzajcie jg stopniowo na
dnie kieliszka, a przekonacie sig, ze zmiedci sig
wszystko, przyczem spirytus pozostanie na dawnem

Pelen kapelusz waty wiozyé¢ do kieliszka wddki.

miejscu. Nikt wam nie zaprzeczy, zescie wlozyli dc
kieliszka w6dki caly kapelusz waty.

Te wilasnosé waty absorbowania spirytusu uzyt
kujg do wyrobu kuchenek spirytusowych, ktére mo
zna przewrdcié bez obawy wylania z niej plym
i w ten sposéb zabezpieczamy sig od pozaréw Iu'
poparzenia.

do e



Wiozyé bialy papier do kalamarza z atramentem
i nie poplamic go.

Do tej sztuki wybierz sobie duzy kalamarz
z szerokg szyjka.

Zwigzawszy arkusik papieru bialego w forme
cylindra, pogrgzasz go do kalamarza i natychmiast
wyciggasz powalany atramentem. Poléz na spodku
powalany papier i przekonaj widzéw, ze kalamarz
zawiera rzeczywiscie czarny atrament. Azeby zastg-
pié zuzyty atrament bierzesz butelke stojacg na
stronie i nalewasz jej zawarto$é do kalamarza. Idzie
teraz o to, azeby zmaczaé w atramencie kawalek
papieru podobny do poprzedzajgcego i wyciagnad
go réwnie bialym, jakim byl przed doéwiadczeniem.
Pograzajac papier w sposéb wskazany na rysunku,
wydobywasz go nieskazitelnie bialym.

A teraz wyjaénienie tajemnicy. Kalamarz za-
wiera rzeczywiscie atrament, butelka stojgea na sto-
le jest starg i dobrze wysuszong butelkg od atra-
mentu, do ktérej w sekrecie wsypaled trochg miatko
sproszkowanej kalafonii. x '

Udajgc dolewanie atramentu do kalamarza, na-
sypale§ na powierzchnig troche proszku, ktéry two-
rzy rodzaj ochronnej powloki, zabezpieczajgcej pa-
pier od zetknigcia sig z cieeza; wyciagajgc papier
nie zapomnij wstrzasngé z nim z lekka, azeby pro-
szek kalafonii spadl do kalamarza, a jezeli postepo-
wale§ zrecznie, nikt nie domysli sig twego podstepu.

Na tym samym sposobie opiera sig stara sztuka
yograzenia reki do wody bez zmoczenia jej.

T e

Skaczgea stalka.

Nowa, albo stara stalka wystarczy nam do wy-
onania bardzo ciekawej sztuki. Wybierz tylko
talkg w formie wskazaunej na rysunku i skrzyzuj
3j korice naciskajgc nig silnie o stél.
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Naciskajac tak zgiete konce przy pomocy pa-
znogcia, nadajesz stalce zwyczajng forme; wszystko
to jednak eczynisz w sekrecie, pokazujesz za§ widzom
stalke, ktéra wyglada jak kazda inna.

Teraz mozesz zapewnié ich, 2ze umieszczajgc
prostopadle stalkg na stole koficem do géry i po-
zwalajac jej upa$é na st6l, zrobisz tak, ze sama pod-
skoczy na 50 albo 60 centymetréw w gére.

Ma si¢ rozumied, ze nikt temu nie uwierzy, lecz
ty mozesz Smialo nawet sig zalozyé, Tak sig stanie.

W gruncie rzeczy niema nic prostszego. Skrzy-
wione naprzéd, a nastepnie ustawione na dawne

Skaczaca stalka,

miejsce korice stalki dgzg do tego, azeby si¢ znowu
skrzyzowad; lekkie wstrzgénienie stalki upadajgcej
na st6l wystarcza do wywolania tego powrotnego
ruchu; jeden z koricow przechodzac nagle po nad
drugim, jak odpuszczona spreiyna, sprawi, Ze stalka
podskoczy sama w goére.

Zagotowaé wode zimng cieplem reki.

Weicie zwyczajng szklanke, napelnijcie ja do
trzech czwartych woda, przykryjcie chustkg z ge-
stego plétna, a konce sfaldujcie do okola, wei-
sngwszy uprzednio $rodek chustki tak, azeby doty-
kala do powierzchni plynu, Teraz oprzyjcie silnie
dlori lewg na otwér szklanki, prawg zas odwrédcie
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telce, wywiera na powierzchnig plynu silne ci$nie-
nie, jezeli wige otworzysz wodzie najmniejsze Wyj-
dcie, to wytryénie z butelki podobnie jak sig to
dzieje w zwyczajnym syfonie od wody sodowej.

3 do géry dnem i trzymajcie, jak wskazuje rysu-
k. Odejmujac reke lewa przekonacie sig, Ze nie
lko ani jedna kropla wody nie wycieknie, ale
wet chustka, dzigki cis$nieniu atmosferycznmemu
jachowa Swoj3 wklgslos’é wewnatrz szklanki, jak
widaé na figurze 1-e¢j na rysunku. Jezeli w tem
fozeniu szklanki $ciggniecie mocno brzegi chust-
tak azeby plétno naprezylo sig w otworze
klanki, jak skéra na bgbnie, to plyn przyjmie
yykle polozenie poziome, ale pomiedzy wodg a dnem
klanki powstanie préznia, jak to objadnia figura 2
a rysunku,

Otéz, jak méwili starozytni, przyroda nie znosi
6zni, przeto powietrze zewngtrzne niezwlocznie
eznie przechodzié przez pi6tno i przez wodg w po-
aci pgcherzykow i robigey te sztuke uczuje wstrzg-
jenie zupelnie takie samo, jak gdyby trzymal
reku szklanke z wrzgeg gwaltownie woda. Wi-
jowie za§ beda wyraznie slyszeli gotowanie sig
u i dwigcie uwierza, zedcie zagotowali wodg cie-

Zagotowad wode bez garnka i ognia.

Wytnij z mocnego papieru krazek na 15 cen-
tymetréw $rednicy, wes kawalek doéé grubego drutu
zelaznego, zréb pier§ciert o érednicy 7 centymetréw
na jednym z konicéw, drugi za$ zakrzyw 1 okrgé
na okolo §wiecy srubowato, azeby sig dobrze na nim
trzymal, jak to widzisz na rysunku. |

Kiedy skoficzyles te przygotowania, poléz qu,
2ek papieru na dloni i nadaj mu palcem wklgslal
formg, nastepnie poléz go na drucianym pierseieniy
baczac, aby przynajmniej 2 centymetry papieru
sterczato po nad drutem. Dzieki tej ostroznosei moéf
zesz wlaé do papierowego kociotka tyle wody, #¢
poziom jej bedzie nieco wyzej po nad pierdcieniem
z drutu, co jest konieczne, azeby dogwiadczenie sig
udalo. '

Sikawka z butelki.

Teraz zapal $wiece i1 ureguluj tak wysokose
pierScienia, azeby koniec plomienia znajdowal sic
posrodku papieru i z lekka go lizal. Mozesz utrzy
maé drut w zgdanem polozeniu, wtykajac w swieck
pod éruba szpilke, ktéra podtrzymuje drut i nie po |
zwala mu sig zedlizgnagé na dol.

Waszystkie gazy, a zwlaszcza powietrze, sg $ci-
Korzystajac z tego latwo mozesz zamienié
itelke na sikawke.

- Pokaz widzom butelkg do polowy napelniong
da, trzymajac ja za szyjke prawg rgkg a wska-
acym palcem zatykajac szczelnie otwér. W od-
edniej chwili przesuni z lekka palec nie odej-
jac go, tak azeby odslonié malg czgédé wylotu.
edy z butelki wytrysnie cienki strumienn wody
5yé daleko; mozesz go skierowad na jednego z wi-
, 0 ktérym wiesz, ze ma lagodne usposobienie
ie obrazi si¢ za ten zart niewinny. Chcac jednak
konad tej sztuki, musisz nadmuchaé mocno kilka
do butelki, zatykajgc starannie jej otwér wiel-
palcem, ilekroé musisz wciggaé powietrze do
Powietrze nagromadza sig coraz bardziej w bu-

Po kilku chwilach, ku wielkiemu zdziwieni:
widzéw, woda zacznie sig gotowad w papierowyn
kociotku, ktéry zostanie nieuszkodzony, pomimo bli
skiego sasiedztwa plomienia.

Dzieje sig tak dla tego, ze wszystko meph
dostarczane przez plomien $wiecy zuzywa sig n
obrécenie wody w pare.
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INSTRUKCIJA We wspélczesnych pracach naukowych wystepuja tradycyjne, powszechnie
stosowane zwroty. Podajemy ich wlasciwe (sekretne) znaczenie.

DLA Wstep:
Dobrze wiadomo, Ze... (Nie mialem czasu znalez¢ odsylacza do pracy, w ktorej
CZYTELNIKOW podano to po raz pierwszy).
Ma ogromne znaczenie teoretyczne i praktyczne (Osobiscie wydaje mi si¢ to dosé
PRAC ciekawe).
: Poniewaz nie udalo sie odpowiedzie¢ na wszystkie te pytania réwnoczesnie...
Doswiadczenie nie udalo sie, ale powinienem mieé¢ publikacje).
NAUKOWYCH : g g

Zastosowano nowe podejscie (B. F. Meissner stosowal to podejscie co najmniej
30 lat temu).

Oczywiscie... (Nie sprawdzalem tego, ale na zdrowy rozum...).

Wyniki te zostaly uzyskane cztery lata temu (Nie mialem nowszego materiatu,
a bardzo chcialem pojechaé¢ na konferencje).

Opis metodyki doswiadczalnej:

Podczas budowy tego urzqdzenia chcielismy uzyskaé nastepujgce jego parametry...
(Parametry te zostaly uzyskane przypadkiem, kiedy udato nam si¢ w korcu

zmusi¢ to urzadzenie do pracy).

Osiggnelismy postawiony sobie cel (Na ogét nie wychodzi, ale prototyp

doswiadczalny dziala $wietnie).

Wybrano stop bizmutu z olowiem, gdyz wlasnie dla niego oczekiwany efekt

powinien zaznaczyc si¢ najwyrazniej (Innego stopu w ogodle nie mieliémy).
...bezposrednim sposobem... (na sile).

Wybralismy trzy prébki w celu przeprowadzenia bardziej szczegélowych badar
(Wyniki otrzymane dla pozostalych dwudziestu prébek byly od Sasa do Lasa).
..zostal przypadkiem nieco uszkodzony w czasie pracy (spad! na podlogg).
...traktowalismy z wyjqtkowq ostroznosciq (nie spadt na podloge).

Urzqdzenie automatyczne (Ma wylacznik).

Uklad na tranzystorach (Zawiera diode pélprzewodnikowsg).

Czesciowo przenosny (Zaopatrzony w raczke).

Przenosny (Zaopatrzony w dwie raczki).

Przedstawienie wynikow:

Typowe wyniki przedstawiono na... (Przedstawiono najlepsze wyniki).

Chociaz na zamieszczonej reprodukcji szczegdly sq zatarte, ale z oryginalnej
mikrofotografii jasno widaé... (Na oryginalnej mikrofotografii tez nic nie widac).
Parametry urzqdzenia zostaly w istotny sposéb poprawione (w poréwnaniu

z rozlatujacym si¢ zeszlorocznym modelem).

Oczywiscie trzeba bedzie wykonaé znaczng dodatkowq prace nim zrozumiemy...
(Nie rozumiem tego).

Zgodnos$é krzywej teoretycznej z doswiadczeniem

— $wietna (rozsadna)

— dobra (zla)

— zadowalajgca (podejrzana)

— rozsqdna (wyimaginowana)

— zadowalajqca, jesli weimie si¢ pod uwage przyblizenia zrobione przy analizie
(nie ma zadnej zgodnosci).

Wyniki te bedq opublikowane pdézniej (Bgda albo i nie).

Najbardziej obiecujqce wyniki uzyskal Jones (To moj magistrant).

Dyskusja wynikow:

W tej sprawie panuje calkowita jednomysinos¢ (Znam jeszcze dwdch ludzi, ktérzy sa
tego zdania).

Mozna podyskutowac z tym, Ze... (Sam wymyslilem ten kontrargument, poniewaz
mam na niego $wietng odpowiedz).

Prawdziwe co do rzedu wielkosci (Nieprawdziwe).

Mozna oczekiwad, zZe praca ta stanie si¢ bodzcem dla dalszego postepu
rozpatrywanej dziedziny (Praca ta nie reprezentuje sobg nic specjalnego, ale to
samo mozna powiedzie¢ o wszystkich innych pracach na ten Zalosny temat).
Nasze badania wykazaly perspektywicznosé tego podejscia (Niczego na razie nie
otrzymaliémy, ale chcemy, zeby wladze daly potrzebne pienigdze).

Podziekowania:

Dziekuje J. Smithowi za pomoc w przeprowadzeniu doswiadczen i J. Brownowi za
cenne uwagi (Smith otrzymal wszystkie wyniki, a Brown wyjasnil, co one znaczg).
Wediug: IRE Transaction on Audio 11, Nr 5 (1963) i The Journal of Irreproducible Results 9, Nr 1 (1960).



Istnieje w psychologii taka szkola uprawiania tej nauki,
w ktorej czlowieka traktuje si¢ jako czarng skrzynke. Ma
wejscie, ma wyjécie — a w §rodku to nie bardzo wiadomo
co jest. Jak na wejsciu pojawi si¢ bodziec (co$, co dziala
na zmysly), to na wyjsciu pojawia sie reakcja (jakie$
wywolane tym bodZcem zachowanie sie cztowieka).

W matematycznej teorii informacji mamy sytuacje
podobna: analizuje si¢ tu m.in. kanaly informacyjne,
majace wejscie 1 wyjécie. Jesli do wejscia podlaczy sig
(wszystko catkiem abstrakcyjnie) nadajnik, a do wyjscia
odbiornik, to mozna mierzy¢ pojemnosé tego kanatu —
maksymalng ilos¢ informacji, jaka jest on w stanie
jednorazowo przepuécic.

Te¢ sama liczbe siedem mozna w psychologii uzyskaé
inaczej. Na przykiad z badan nad tzw. zakresem pamieci
$wiezej wiadomo, ze przecietny czlowiek jest
w stanie poprawnie odtworzy¢ z pamigci przecigtnie do
siedmiu szybko po sobie nastgpujacych sygnatow (stéw,
sylab, liter, cyfr itp. — o ile nie ukladaja sie w zadna
sensowna, regularng calos¢, bo wtedy oczywiscie o wiele
wigcej). Wiadomo tez (z badari nad tzw. zakresem uwagi),
2e jesli na ekranie zablysna na krétko (1/5 s)
przypadkowo rozrzucone punkty $wietlne, to przecigtny
czlowiek na ogé6t poprawnie podaje ich dokiadna ilos¢,
jesli jest ich mniej niz siedem, i na ogoét tylko zgaduje,
jesli jest ich wiecej niz siedem. Od dawna tez wiadomo, Ze
jesli chee sig, by cztowiek oceniat iloéciowo stan swych
uczu¢, stosunek do czego$, lubienie itp., to najlepiej
W praktyce zdaje egzamin skala siedmiopunktowa: przy

- wigkszej ilosci mozliwych ocen powstaja trudnoéci

-z wyborem, skala krétsza jest odczuwana jako za uboga.

- Wszystkie te fakty przytacza amerykafiski psycholog

- G. A. Miller w swym artykule zatytulowanym

- ostrzegajac jednoczeénie przed zestawianiem ich

'z siedmioma cudami $wiata, siedmioma morzami,

- siedmioma cérkami Atlasa — Plejadami, siedmioma
kregami piekiet, siecdmioma dZzwigkami skali muzycznej
i sitdmioma dniami tygodnia — i pochopnym
wycigganiem jakichkolwiek wnioskéw z tych faktéw.
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Teraz juz wida¢, co dalej. Traktujemy czlowieka jako
kanat informacyjny i badamy jego pojemno$é. Atakujemy
go dzwigkami o réznych wysokosciach i sprawdzamy, ile
jest w stanie poprawnie odréznié. Klujemy go
jednoczesnie w kilku miejscach i sprawdzamy, ile uktué
jest w stanie poprawnie rozrézni¢. To samo z roztworami
soli o réznym steZeniu. To samo z dZwickami o réZnym
nat¢zeniu. Poniewaz iloéci informacji zawartych i w bodZcu,
i w reakcji dajg si¢ latwo zmierzy¢, to wyniki takich badan
(zwanych eksperymentami nad ocenianiem bezwzglednym)
pozwalaja okresli¢, jakie sa maksymalne ilosci informacji
przekazywanej migdzy bodzcem a reakcja. Wyniki bywaja
rézne u roznych ludzi w réznych eksperymentach, ale
§rednio okrelaja pojemno$¢ cztowieka-kanatu
informacyjnego na 2,6 bita i na ogét niewiele odbiegaja od
tej liczby. Jest to w przyblizeniu iloéé informacji
wystarczajaca do wyboru jednej z siedmiu jednakowo
prawdopodobnych mozliwosci.

MAGICZNA LICZBA SIEDEM
(PLUS-MINUS DWA)
CZYLI
O GRANICACH NASZYCH MOZLIWOSCI
PRZETWARZANIA INFORMACIJI

Artykul, opublikowany w r. 1956 w
smie Psychological Reviews, jest do

czasop

dzi$é bardzo sltawny.




