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Zob. Kombinatoryka i boisko, Delta 3/1976 r.

Pewnik wyboru

Dr Kazimierz WIS NIEWSKI

Dzi$§ o zbiorach uczg si¢ mlodzi ludzie juz w przedszkolach. Nie zawsze jednak
tak bylo. Nie tak dawno elementow teorii mnogosci (taka jest tradycyjna nazwa
nauki o zbiorach) uczono dopiero na studiach i to matematycznych. A jak bylo
jeszcze dawniej? Nie mozemy cofaé sie¢ zbyt daleko w przeszlosé, bo teoria ta
Jest dos$¢ miodg dziedzing matematyki. Od ukazania si¢ pierwszych poswigconych
teorii mnogosci prac jej tworcy, Georga Cantora, uplynat zaledwie wiek, a nieco

wigcej od ukazania si¢ prac innych matematykéw na ten temat.

Nawet przez matematykow byla ona przyjmowana réznie. Oddajmy glos
$wiadkowi pewnego zdarzenia z poczatkéw naszego stulecia (R. Courant,
Wspomnienia z Getyngi, Wiadom. Mat. 18(1974), 145-157): ,,Przypominam sobie,
jak pewnego razu Henri Poincaré krétko przed swa $miercig przybyt do Getyngi
dla wygloszenia kilku bardzo interesujacych odczytéw na rézne tematy. Jednym
z nich bylo rozchodzenie si¢ dokota Ziemi fal elektromagnetycznych, innym —
odczyt o podstawach matematyki. Byl to gwaltowny atak na cantoryzm, na
pewnik wyboru itd., przeciw twierdzeniu w rodzaju dobrego uporzadkowania.

Wtiasnie wtedy Zermelo udowodnit, Zze kazdy zbiér moze by¢ dobrze
uporzadkowany. Zermelo siedzial w pierwszych rzedach, a Poincaré starat si¢ by¢
uprzejmym (a umial by¢ straszliwie nieuprzejmy, gdy starat si¢ okazaé¢ przyjazny
stosunek) i przemawial. Och! Jak on grzmial przeciw podejéciu cantorowskiemu
i rozwijaniu w matematyce tego kierunku. Powiedzial: «Nalezy ukreci¢ leb nawet
najbardziej pomystowemu dowodowi pana Zermelo i wyrzuci¢ przez okno».
Zermelo, pasjonat i dziwak, byt zrozpaczony i wéciekly. W czasie kolacji w tym
samym dniu bylby zastrzelil Poincarégo, gdyby byt zreczniejszy; byl jednak
wielkim niezgraba’’. WypowiedzZ ta oddaje ducha tamtych czaséw. Zdania
wybitnych matematykéw byly podzielone. Na powszechny szacunek teoria
mnogo$ci musiala zastuzyé swa uzytecznoscig dla innych dzialéw matematyki;
stala si¢ nawet nieodzowna baza dla nowych dyscyplin matematycznych.

Po tym przydlugim wstepie trzeba przystapi¢ do tematu. W artykule tym
chcialbym opowiedzie¢ o najbardziej chyba kontrowersyjnym aksjomacie teorii
mnogosci — o pewniku wyboru (zob. artykut A. Mostowskiego o dobrym
uporzadkowaniu w zeszycie 3 «Delty» z 1974 r). Jak pisalem we wstepie,

wszyscy ucza si¢ dzi§ teorii mnogoéci, a wigc moge zakladaé, ze Czytelnik zna
podstawowe jej pojecia: pojecie zbioru i pojecie funkcji. Niech R bedzie rodzing
zbioréw (tj. zbiorem, ktdrego elementami sa réwniez zbiory). Selektorem rodziny R
nazwiemy zbidr skladajacy si¢ z pewnych elementéw zbiorow nalezacych do
rodziny R i majacy z kazdym z tych zbioréw po dokladnic jednym elemencie
wspolnym. Przez Sel(R) oznaczymy zbidr wszystkich selekioréw rodziny R.

Z aksjomat6w teorii mnogosci (z wyjatkiem pewnika wyboru, do ktérego
sformulowania zmierzam) mozna wywnioskowaé, Ze dla kazdej rodziny R
isinieje (dokladnie jeden) zbidr Sel(R).

Przyktady
1. Jezeli R = {{1, 2}, {3, 4}}, to Sel(R) = {{1, 3}, {1, 4}, {2,3}, {2,4}}
2. Sel (@) = {d}.

3. Jezeli @ € R, to Sel(R) = @
4. Jezeli R = {{1,2}, {1, 3}, {2, 3}}, to Sel(R) =

Po obejrzeniu powyzszych przykladow i glegbszym zastanowieniu si¢ mozna przez
analogie dojé¢ do wniosku, Ze jezeli tylko rodzina R sklada si¢ ze zbioréw
rozlacznych i niepustych, to Sel(R) jest niepusty. Wiasnie ten wniosek zostat
przyjety przez Ernsta Zermelo w 1904 r. jako pewnik wyboru. Pogladowo mozna
go sformutowaé tak: z kazdego zbioru rodziny skladajace; si¢ ze zbioréw
niepustych i rozigcznych mozna wybra¢ po jednym elemencie i utworzy¢ z nich
zbior.



To ostatnie sformulowanie tltumaczy nazwe pewnika. Z pewnika tego
nieSwiadomie korzystat Cantor i inni jeszcze przed jego sformutowaniem. Jako
pierwszy zwrocil uwage na pewnik wyboru juz w 1890 r. Giuseppe Peano w pracy
poswigconej dowodowi istnienia rozwigzan uktadu réwnan rézniczkowych.

Obylo si¢ jednak bez przyjecia tego aksjomatu, bo w tej konkretnej sytuacji
udato si¢ mu udowodni¢ istnienie selektora, a wigc nie musiat zakladaé
aksjomatycznie jego istnienia. Beppo Levi w 1902 r. zauwazyl, Ze w dowodzie
rownolicznosci zbioru wartosci funkcji z pewnym podzbiorem jej dziedziny
(zbioru okreslonosci) trzeba powolaé si¢ na jaki§ nowy aksjomat.

Samo sformulowanie pewnika wyboru niewiele o nim méwi. Zeby pokazaé, jak on
funkcjonuje, rozpatrze przykiady. Pierwszym bgdzie dowdd twierdzenia

o réwnolicznosci zbioréw, o ktérych wyzej pisatem. Zakladam, ze f jest funkcja
odwzorowujaca zbidr A na zbiér B. Warstwq funkcji f nazwiemy zbior

wszystkich tych elementéw zbioru A4, dla ktérych warto$é funkcji jest taka sama.

Oczywiscie, warstwy sg zbiorami niepustymi, a ponadto dwie réZne warstwy sg
roziaczne. Niech R bedzie rodzing wszystkich warstw funkcji f. Pewnik wyboru
stwierdza, Ze Sel(R) # O, a wigc istnieje selektor W rodziny R. Niech g(y) bedzie
(jgdynym) elementem zbioru Wn {x € 4:f(x) = y} dla y € B. Napisalem
,»jedynym”, bo zbiér {x € 4:f(x) = y} jest warstwa. Funkcja g jest okreslona

na zbiorze B, a zbidr jej wartosci jest zawarty w 4. Ponadto g jest
réznowartosciowa. W ten sposdb zostat zakonczony dowdd twierdzenia.

Zbior B jest rownoliczny ze zbiorem warto$ci funkcji g, a ten z kolei jest zawarty
w zbiorze A.

Drugie zastosowanie pewnika wyboru begdzie wykraczalo poza teori¢ mnogosci.

Tym razem udowodni¢ pewne twierdzenie z poczatkéw analizy matematyczne;j.
Jezeli kto$ nie zna poje¢, o ktérych bede mowit, niech si¢ tym nie zraza.
Wszystko, co bedzie niezbedne, mozna bez trudu odczytaé¢ z tekstu dowodu.
Bedziemy interesowali si¢ funkcjami okre§lonymi na zbiorze liczb rzeczywistych

i przyjmujagcymi wartosci rzeczywiste. Celem jest dowod twierdzenia: Funkcja f jest
ciqgla w sensie Cauchy’ego w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona ciqgla

w sensie Heinego w punkcie x,. W artykule udowodnie tylko, Ze ciaglto$¢ w sensie
Heinego pociaga za sobg cigglo$¢ w sensie Cauchy’ego, gdyz w tej czgsci dowodu
korzysta si¢ z pewnika wyboru. Dowéd implikacji odwrotnej nie jest trudny i nie
korzysta (lepiej byloby powiedzie¢: nie musi korzystac) z pewnika wyboru. Sadzg,
ze Czytelnik da sobie z nim rade.

Przystapmy do dziela. Zaloze, Ze funkcja f jest ciagla w sensie Heinego
w punkcie x,, tzn. Ze dla dowolnego ciggu {x,} warunek lim x, = x, pociaga

n =+ 00

za sobg warunek lim f(x,) = f(x,). W celu uzyskania sprzecznosci zaloze, Zze

funkcja f nie jest ciagla w sensie Cauchy’ego w punkcie x,, tzn. zakltadam ze
VoA,V (x=xol < SAIf)~fGol) > o)

Dla kazdej liczby naturalnej n tworze zbidr

A= {0, X):|x—x0| <1/n A |f(x)=f(x0)| > €}

Zbidr ten zgodnie z przyjetym zalozeniem (dla 6 = 1/n) jest niepusty. Niech R
bedzie rodzing ztozong ze wszystkich zbioréw A4,. Jezelin # m, to A,Nn A, = O,
bo oba te zbiory skladajg si¢ z par uporzadkowanych, przy czym pary
uporzgdkowane wystgpujace w réznych zbiorach maja rézne poprzedniki, a wigc
sq rozne. Zatem R jest rodzing zbioréw niepustych i rozlacznych. Pewnik wyboru
stwierdza, ze Sel(R) # @. Niech W bedzie selektorem rodziny R. Dla kazde;j
liczby naturalnej # zbiér 4,n W ma dokladnie jeden element bedacy para
uporzadkowang, ktdrej poprzednikiem jest liczba n, a nastepnikiem liczba
rzeczywista, oznaczmy ja przez Xx,, taka, ze spetnione sg warunki |x,—xo| < 1/n
oraz | f(xa)—f(xo)| = &. Otrzymali$my zatem ciag {x,} o nastgpujacych
wlasno$ciach: |x,—x,| < 1/n oraz |f(x,)—f(x,)| = & dla kazdej liczby
naturalnej n. Z pierwszego z tych warunkéw wynika, ze lim x, = x,, za$

- - - - . - w.
z drugiego, Ze f(x,) nie jest granica ciagu {/f(x,)}. Otrzymaliémy zatem
sprzecznos¢ z przyjetym na wstepie zalozeniem, Ze funkcja f jest ciggla w sensie
Heinego w punkcie x,.

Udowodnione twierdzenie bardzo czgsto bywa wykorzystywane przy badaniu
ciggloéci funkgji.
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Rozwigzanie zadania M 117, Przypusé

#e liczb tej postaci jest liczba skonczor

3 wszystkie takie hezby

1 '\L:‘_
nieparzysty. Jest 1 e, by wszystkie
takie dzielniki byly postaci 4k + 1, gdyz

iloczyn liczb tej postaci jest znowu liczbg tej

postaci. Jeden z dzielnikow pierws

i 4k +

roiny od kaidej z liceb p,y, p2

liczby N jest wige pe

przez te liczby dzieli si¢ liczba N+ 1;

i N byla podzielna przez kiores p
N+1

to Liczba

co jest

wszystkie takie liczby
Udowodnione twierd
przypad}
Dirichleta (udo

orzekajgcego, Ze jeiel

sq liczbami

naturalnymi wzgleds: ymi, to istnieje

nieskofniczenie wiele li szych postaci

ak +b. Dowdd tego Lwierdzeni

rudny

Szczegblowy analize¢ wielu innych dowodéw opartych na aksjomacie wyboru
przeprowadzit juz w 1918 r. wielce zastuzony dla matematyki polskiej i §wiatowej,
jeden z twércéw Warszawskiej Szkoly Matematycznej — Waclaw Sierpinski.

Byl on jednym z zalozycieli i dlugoletnim redaktorem organu tej Szkoly,
,,Fundamenta Mathematicae”, po§wigconego teorii mnogosci i jej zastosowaniom.
Byl on réwniez autorem pierwszego w skali §wiatowej podrecznika teorii
mnogos$ci wydanego w 1912 r. Pewnik wyboru-byt jednym z tematéw, ktore
pasjonowaly Sierpinskiego niemal do kofica Zycia. Jednym z najwybitniejszych

w $wiecie badaczy pewnika wyboru byl inny przedstawiciel tej Szkoly, zmarly
niedawno prof. Andrzej Mostowski. Jest on autorem zdania: ,,Tylko Zon nie
trzeba wybiera¢, one sg nam dane”.

Do tej pory pisalem o pozytku plynacym z przyjecia pewnika wyboru.
Przysparza on réwniez pewnych klopotéw. Otéz Stefan Banach i Alfred Tarski
udowodnili, korzystajac oczywiscie z pewnika wyboru, Ze kule mozna tak chytrze
podzieli¢ na skoniczong liczbe czgsci, Ze z nich mozna zlozyé dwie kule

identyczne z wyjéciowa. Taki paradoksalny wniosek (tzw. paradoksalny rozklad
kuli) 1 inne sklanialy do przypuszczenia, Zze pewnik wyboru jest sprzeczny

z pozostalymi pewnikami teorii mnogos$ci. Przypuszczenia te zostaly rozwiane

w 1938 r. przez Kurta Gdodla, co wigcej w 1963 r. Paul J. Cohen udowodnit,

Ze przyjecie zaprzeczenia pewnika wyboru réwnieZ nie prowadzi do sprzecznosci
z pozostalym’ aksjomatami teorii mnogosci. Okazalo si¢ zatem, ze pewnik wyboru
jest niezalezny ( od pozostalych aksjomatow). Tak wigc nasze rozumowanie przez
analogi¢, prowadzace do sformulowania pewnika wyboru, niczym nie bylo
usprawiedliwione. Powstaje zatem pytanie: przyjaé czy odrzuci¢ pewnik wyboru?
Argumentem za przyjeciem pewnika wyboru jest fakt, Zze wiele waznych odkry¢
matematycznych nie zostaloby dokonanych bez niego. Nie mozZna by na przyklad
byto udowodni¢ twierdzen, ktérych dowody tu podalem. Oczywiscie, nie tylko
dlatego, ze w ich dowodach korzystalem z pewnika wyboru, ale przede wszystkim
dlatego, ze pokazano nieistnienie dowoddw tych twierdzen bez opierania si¢ na
pewniku wyboru. Badaniami, o ktérych pisalem pod koniec artykutu, zajmuje sig
specjalny i bardzo zaawansowany dzial matematyki zwany podstawami teorii
mnogoéci. Z tego wzgledu ograniczylem si¢ tu tylko do podania pewnych wynikow

tego dziahu.

Rozwigzanie zadania F 39. W sytuacji
statycznej warunek réwnodci napieé liny po
obu stronach bloczka jest postaci:

F=P+W-F,

zadania M 115. Dla n = 3 gdzie F jest silg, z jaka czlowick ciggnie ling
rwiscie 3. Zalozmy, w punkcic 4.

1 4) ma x ostrych 1

k'._l!u'\ wewnetrznych. Wiadomo, #e suma Stad: F 5 (P+ W)

miar wszystkich katéw wewngtrznych n-kata
—2)7, a kazdy taki
4 od n. Byloby wige

T'yle wynosi napiecie liny zardwno
w punkcie 4 jak i B. Oczywiicie nacisk na

wypuklego rowna jest (n

o0f C rowna sig 2F = P+ W.
(n—-2)x < x ‘| +(n—x)x, czyli 2n—4 < Réwnania ruchu czlowieka i mostka, gdy
= Sl P czlowiek podcigga si¢ ze stalym
< Xx+2n—2x,skad x < 4,czylix < 3

. . 2
przyspieszeniem - wzgledem bloczka, sa

nastepujace:
'
e 1 .
F'4+T P+ = P czlowiek,
F'e1 4 : W tek
: W+ maste
4

F' jest wartodcig sily z jaka czlowiek

oddzialuje na ling, a T wartoscig sily

wzajemnego oddzialywania czlowieka i mostka

x Y Stad:
Rozpatrzmy teraz deltoid o katach 60°, 80 F' = — (P+ W)
607 i 160° (dia n 4 szukana liczba jest wigc

R ) Poniewaz lina jest niewatka, réwnieZ napiecie

tek rowna 3) i % 4 ' .

2 5 : liny w punkcie B wynosi F'. Natomiast

Moina wpisaé weri okrag. Niech X i ¥ beda g 3
-, 2 nacisk na os C rowna sig

yunktami stycznosci tego okrggu z bokami

deltoic i z wierzcholka kata
1607, Obierajac na krotszym

z lukdw XY n-5 punktow, }‘l"._,-’]'."!jl. ny Wwr

2+ F : (P+ W
- 4 .‘.' ".
4

iec pytanie: czy ten sam wynik

ierzcholkami przy katach ostryc idu y w przypadku podciggania

ki n-kata wypuklego o trzech katach drugiego czlowieka, nie

stojacego na mostku?



O niektorych prr‘blf“n ich wspolczesne;

syuop:yk — z greckiego .synopr!kos _—
1 lJ Y. w i ok &1, 3 10

ud:las: si¢ do pogody. Tak wigc synoptyk to
czlowiek zajmujgcy si¢ badaniem
i przewidywaniem pogody.

na stacjach meteorologicznych wykonuje sig
pomiary za pomocg przyrzadow
umisszczonych na stale na powierzchni Ziemi,
przyrzadéw przymocowanych do

unoszacych si¢ swobodnie specjalnych
balondéw oraz i ynych w malych,
wystrzeliwanych w powietrze rakietach.
Pomiary wykonuje sig rowniez na
plywajacych i zakotwiczonych statkach

oceanicznych., Najwiecej jest stacji naziemnych.

Charakterystyczna dla takiej stacji jest dobrze
znana tzw. klatka meteorologiczna.

algorytm — dokladny schemat posupmma
pro d do ro i i} ok

zadania.,

interpolacja — przyblizone znajdowanie
wartoéci funkcji w pewnym punkcie na
podstawie znanych wartosci tej funkcji

w punktach niezbyt odlegiych.

powierzchnia izobaryczna — hipotetyczna

powierzchnia w atmosferze pr
przez punkty, w ktérych ci$nienie
atmosferyczne ma 1¢ sama wartosc,

meteorologi

Mgr Elzbieta MOTRENKO

.. dzi§ w Warszawie bedzie zachmurzenie
umiarkowane, przej$ciowo dutze,
z mozliwosciq przelotnego opadu deszczu.
Temperatura maksymalna okolo 8 st.

Komunikat o prognozie pogody. Jeden z wielu przygotowywanych kazdego dnia
w instytutach meteorologii i biurach pogody a nastegpnie rozpowszechnianych
przez rozne $rodki informacji. Wynik Zmudnej pracy meteorologow, ktérego
warto$¢ praktyczna bywa jednak czesto znikoma. Dlaczego tak si¢ dzieje?

Jakie sa zasadnicze trudnosci, ktére napotyka synoptyk przy prognozie pogody?
Czy pogode w ogéle da sig przewidywaé dokladnie? Jak zagadnienie prognozy
traktuje wspéiczesna meteorologia? Oto problemy, ktérym warto poéwmcné nieco
uwagi.

Pogode, jaka bedzie w przyszloéci, przewiduje synoptyk na podstawie wynikéw
aktualnych obserwacji. Jako$¢ prognozy zalezy zatem w duZej mierze od jakosci
materiatu obserwacyjnego. Pomiaréw meteorologicznych dokonuje si¢ na
specjalnie w tym celu zorganizowanych stacjach meteorologicznych, ktére tworzg
Swiatowa sie¢ i posiadaja wlasny system lacznos$ci. Sieé stacji jest wciaZ jeszcze
nieregularna i na znacznych obszarach zbyt ,,rzadka’ — stacje umieszczone sg

w zbyt duzych odlegto$ciach od siebie. Za mato pomiaréw wykonywanych jest

na réznych wysokosciach w atmosferze. W technice pomiarowej zaznaczyl si¢
jednak znaczny postep. Stacje meteorologiczne sz coraz lepiej wyposazane; do
stuzby meteorologicznej wykorzystuje sie sztuczne satelity. Ilo§¢ informacji— tzw.
danych meteorologicznych — dostarczana przez §wiatowa siec stacji juz obecnie
jest ogromna. Kazdorazowe ich opracowanie w celu ustalenia ,,aktualnego’ stanu
atmosfery jest trudne bez pomocy maszyn matematycznych. Przetworzenia danych
nalezy dokonaé¢ odpowiednio szybko, by przygotowana na ich podstawie
prognoza mogla mieé¢ warto$¢ praktyczng. Dotyczy to szczegolnie prognoz
krétkoterminowych. To ograniczenie czasu stanowi istotng trudnosé dla
meteorologdw.

Analiza danych meteorologicznych przy uZyciu maszyn matematycznych nazywa si¢
analiza obiektywng. W jej wyniku uzyskuje si¢ warto$ci parametréw
meteorologicznych w réznych punktach atmosfery, wykorzystujac dane
zmierzone na stacjach. Znalezienie wlasciwych metod analizy obiektywnej —
odpowiednich algorytméw interpolacyjnych — to wcale nietatwy problem
matematyczny zwigzany z prognozg pogody.

Analiza obiektywna jest doskonalsza wersja tzw. analizy subiektywnej, ktora jest
jeszcze do$¢ powszechnie stosowana w tych biurach pogody, gdzie z réznych
wzgledow (czesto z braku maszyn matematycznych) nie wykonuje si¢ analizy
obiektywnej. W analizie subiektywnej brana jest pod uwage tylko taka

liczba danych meteorologicznych, jaka jest w stanie przeanalizowaé synoptyk.
Wybér danych najwazniejszych dla przeprowadzanej analizy zalezy od intuicji

i doéwiadczenia synoptyka. Stan atmosfery w okre§lonym terminie przedstawiany
jest za pomocg ustalonych symboli na kilku dwuwymiarowych wykresach,

przy czym plaszczyzna wykresu odpowiada powierzchni Ziemi albo okreslone;j
powierzchni izobarycznej w atmosferze.




izolinia — linia na mapie synoptycznej
przechodzaca przez punkty odpowiadajgce
jednakowym wartosciom parametru

o np. citni

temperatury — izoterma.

ia — izobara,

Taki wykres — mapa synoptvczna — analizowany jest przez synoptyka graficznie.
Kreéli on izolinie parametréw meteorologicznych i stara si¢ rozpoznaé na mapie
wyroznione w praktyce synoptycznej obszary o szczegélnym rozkladzie

tych parametréw — np. niZe lub wyze atmosferyczne — poniewaz

zwigzany jest z nimi okreslony typ pogody. Synoptyk wyréznia tez na mapie
obszary, w ktorych wystepuje wyrazna zmiana pogody, tzw. strefy frontalne
(fronty atmosferyczne). Zaznacza réwniez takie zjawiska jak burza, zamie¢ itp.
Prognoza wykonana w oparciu o analiz¢ subiektywng polega na przewidzeniu
ewolucji wyréZznionych na mapie elementéw zgodnie z regutami, jakim zwykle
podlega ich rozwdj. Niemala rolg odgrywa tu zgadywanie. Prognozy takie sg mato
precyzyjne i czgsto nietrafne. Zobiektywizowanie metod prognozy wydawalo si¢
panaceum na klopoty synoptykéw. Réwnania matematyczne, ktére wyraZaja
prawa rzadzace zachowaniem os$rodka gazowego, jakim jest atmosfera

ziemska — réwnania ruchu, energii i zachowania masy — lgcznie z rownaniem
stanu tworzg ukiad réwnan rézniczkowych hydrodynamiki. Nie ma teorii, ktéra
zapewnialaby w kazdym przypadku istnienie jednoznacznych rozwigzan tego
ukladu i podawala metody uzyskania takich rozwiagzan. Mozliwe jest to tylko

w bardzo szczegdlnych przypadkach. Réwnania hydrodynamiki maja jednak taka
forme, ze tendencje zmiany stanu atmosfery w danej chwili zwigzane sg
bezposrednio z aktualnym stanem atmosfery i wplywem czynnikow

zewngtrznych (podloze, promieniowanie stoneczne). Nasunglo to mysl, ze
prognoza pogody moze by¢ uzyskana przez numeryczne rozwigzanie rownan
hydrodynamiki. Aktualny stan atmosfery okre$laja zmierzone na stacjach
meteorologicznych parametry, ktére wchodza w réwnania. Wstawiajac te znane
wartoéci do réwnai mozemy wigc obliczy¢ tendencje zmiany stanu atmosfery.
Musimy przy tym w jakis sposob okresli¢ wplyw czynnikéw zewngtrznych na
atmosferg. Przyjmuje si¢ zazwyczaj, Zze czynniki te nie majg Zadnego wpltywu, co
dla niewielkich okreséw czasu okazuje si¢ zupelnie dobrym przyblizeniem.
Wykorzystujac w ten sposéb uklad réwnan hydrodynamiki praktycznie

ustalamy, jak zmienig si¢ wartoéci parametrow meteorologicznych w ciaggu
najblizszego — krétkiego — okresu czasu. Dodajgc obliczoné wartoéci zmian

do aktualnych wartosci parametréw meteorologicznych okres$lamy, jakie beda
warto$ci tych parametréw po uplywie czasu przyjetégo za okres, w ktérym
obliczona zmiana nastapi. Powtarzajgc rachunek wielokrotnie (traktujgc kazdy
obliczony przyszly stan atmosfery jak nowy stan ,,aktualny’’) mozna uzyskaé
stan atmosfery w dowolnym czasie w przyszlosci. Pierwsza proba takiej prognozy,
podjeta juz w 1922 roku przez Anglika L. F. Richardsona, byla nieudana.

Z matematycznego punktu widzenia numeryczne rozwigzanie réwnan
hydrodynamiki wymaga zastgpienia wystgpujgcych w nich pochodnych
czastkowych réznicami skonczonymi. Przy zamianie tak skomplikowanego ukiadu
réwnan, jakim jest ukiad réwnan hydrodynamiki, na odpowiedni ukiad
réznicowy w celu wykorzystania go do obliczania zmian wielkosci uzyskanych

z obserwacji — zawsze wigc zmierzonych z pewnym bledem — pojawia sig¢ wiele
matematycznych problemodw, ktdre trzeba rozwigzaé, zeby uzyska¢ poprawny
wynik. Nieznajomo$¢ tych probleméw byla jedna z przyczyn niepowodzenia
Richardsona; klopoty z ich rozwigzaniem stanowily réwniez zasadniczg trudno$é
dla meteorologéw, ktorzy dysponowali maszynami matematycznymi i znali wiele
teoretycznych ustalen dotyczacych metod numerycznych rozwigzywania réwnan
rézniczkowych.

Wiele proceséw atmosferycznych opisywanych przez réwnania hydrodynamiki nie
ma dla zjawisk pogody wigkszego znaczenia. Do prognozy mozna wigc w zasadzie
uzywac¢ réwnan uproszczonych, z ktérych ,,odfiltrowano’ takie nieistotne procesy,
traktujac je jako ,,szumy’’. Zagadnienie poprawnego matematycznie i fizycznie
uzasadnionego upraszczania réwnan hydrodynamicznych dla celéw prognozy,

to nastgpny trudny problem matematyczny. Znalezienie i rozwigzanie
odpowiedniego ukladu réznicowego dla obszaru obj¢tego prognoza — to kolejne
trudne zadanie w numerycznej prognozie pogody.




Nie wszystkie trudnoéci udalo sig dotychczas pokonaé, choé¢ wiele z wyzej
sygnalizowanych probleméw matematycznych doczekalo si¢ pomystowych

i skutecznych rozwigzan. Swiatowe meteorologiczne centra obliczeniowe, ktdre
dysponuja maszynami matematycznymi i odpowiednia kadra specjalistéw,
przygotowujg prognoz¢ podstawowych parametréw meteorologicznych dla calej
potkuli péinocnej na okres od dwunastu godzin do kilku dni. Punkty, dla ktérych
obliczane sg przyszle wartosci parametrow, dzieli odlegtoéé¢ kilkuset kilometréw.
Tego typu prognoza moze wi¢c stanowi¢ jedynie podstawe dla prognoz bardziej
szczegélowych, to jest takich, ktdre interesuja bezposrednio uzytkownikow.
Postgp w zakresie opracowywania takich lokalnych prognoz jest jednak raczej
sprawa przyszloéci. Powaznym ograniczeniem w rozwoju metod numerycznych jest
istnienie tzw. limitu przewidywalnosci pogody w oparciu o réwnania
hydrodynamiki. Teoretycznie, zgodnie z réwnaniami, jak bylo juz wyiej
powiedziane, znajgc dokladnie aktualny stan atmosfery i wplyw czynnikéw
zewnetrznych mozemy wyznaczyé kazdy inny stan atmosfery z dowolna
dokladnoscig. Praktycznie jednak jest to niemozliwe. W atmosferze nieustannie
na siebie oddzialuje wiele réznorodnych proceséw i na podstawie pomiaréw

w poszczeg6lnych punktach nie mozemy wyznaczy¢ dokladnie stanu atmosfery,
ktéry by wyznaczal wszystkie nastgpne. Nie chodzi tu tylko o blad pomiaru, ale
gléwnie o to, Ze pomiar nie uwzglednia proceséw zachodzgcych w obszarze
migdzy punktami pomiarowymi, ktére majg wplyw na zmiany stanu atmosfery.
Jedynie zjawiska periodyczne nie maja w zasadzie limitu przewidywalnosci. Dla
wszystkich innych zjawisk taki limit istnieje i sprawdzenie si¢ numerycznej
prognozy pogody na okres diuzszy niz jeden tydzien jest raczej sprawg przypadku.
Opracowanie skuteczniejszych metod prognozy jest zadaniem, ktére wcigZ stoi
przed meteorologia. Sukces w tej dziedzinie uwarunkowany jest jednak lepsza
Znajomoscia mechanizméw proceséw atmosferycznych, o ktérych wiemy jeszcze
za malo. Nowe rozwigzania w dziedzinie prognoz numerycznych sg
niewatpliwym osiagnigciem meteorologii, ale nie przyczyniajg si¢ do zrozumienia
podstaw dynamiki i termodynamiki atmosfery. Konieczny jest wysitek badawczy
w celu ustalenia zasadniczych dynamicznych cech takiego fizycznego ukiadu,
jakim jest atmosfera ziemska i wyjasnienia nie znanych nam dotychczas
przyczyn wielu rozpoznanych juz zjawisk.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOW SKI

M 115, Jaka jest najwigksza liczba ostrych katéw wewnetrznych, ktére moze mie¢ n-kat wypukly?
W. Mnich

Rozwigzanie na str. 3

M 116. Czy istnieje taki niepusty zbiér prostych zawartych w jednej plaszczyZnie, Ze kazda prosta

jest rozlaczna z co najmniej jedng prosta tego zbioru?

W. Mnich
IS A S AL LA I LSS SIS

Rozwigzanie na str. 10

M 117. Udowodnié, ze liczb pierwszych postaci 4k+3 jest nieskoriczenie wiele.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 39. Czlowiek o cigzarze P znajduje si¢ na mostku bosmariskim o cigzarze W (patrz rysunek obok).
Mostek zawieszony jest na niewazkiej linie, przeprowadzonej przez bloczek C. Czlowiek trzyma
swobodny koniec liny (punkt A4). Zakladajac, ze uklad pokazany na rysunku znajduje si¢

w roOwnowadze, nalezy znaleié:

a) sile F, z ktorg czlowiek dziata na swobodny koniec liny w punkcie A4,

b) sile napiecia liny w punkcie B,

¢) sile dzialajaca na o$ bloczka w punkcie C.

Nastepnie rozwazcie przypadek, kiedy czlowiek stara si¢ podciggnac do gory z przyspieszeniem
a = g/4, wyciagajac ling w punkcie 4 z odpowiednig stala szybkoscia.

Wyznaczcie ponownie sily wspomniane w punktach a) — ¢).

Rozwigzanie na str. 3

&



Fizyka wspomaga geometri¢ Zbigniew OGIELSKI

Matematyka jest nauka, ktéra w rozwoju swoich metod z reguly nie korzysta z osiagnie¢ zadnych
innych nauk. Niejednokrotnie jednak przy rozwiazywaniu zadan mozna skorzysta¢ ze zdobyczy

W momencie pisania artykulu autor byl innych nauk, przez co rozwiazania mozna uprosci¢ lub urozmaicic.
uczniem III kl. LO im. M. Konopnickiej

w Inowroclawiu.

Na podstawie kilku przykladow pragng pokazaé, w jaki sposob mozna wykorzysta¢ wlasnosci
$rodka cigzkodci do rozwigzywania zadan z geometrii.

W rozwazaniach naszych bedziemy korzystali ze znanego i latwego do udowodnienia twierdzenia:
,,Jezeli w danym ukladzie punktow A,, 4,, ..., A, o masach m;, ma, ..., m, zastapimy punkty
Ay, A;, ..., Ay ich $rodkiem cigzkosci T nadajac mu mase m, +m; + ... +my, to uklad punktow
T, Ax4y, ..., An ma ten sam srodek ciezkosci, co uklad dany”.

Bedziemy tez korzystaé z faktu, iz §rodkiem ciezkosci dwoch punktéw A4 i B o masach a i b jest

AS b
taki punkt S odcinka AB, Z¢ —— = —.
SB a

" Wykorzystujac wlasnosci §rodka cigzkosci udowodnimy teraz kilka znanych twierdzen o tréjkacie,
a takze wyprowadzimy pewne wzory, mogace si¢ przydac przy rozwiazywaniu zadan.
Zadanie 1. Udowodnié, #e trzy dwusieczne katéw wewnetrznych w trojkacie przecinaja sig
w jednym punkcie.
Rozwiazanie. Niech w trojkacie ABC o bokach dlugosci a, b, c:
dwusieczna ¥ A przecina bok o dlugosci a w punkcie 4’,
dwusieczna ¥ B przecina bok o dlugoéci b w punkcie B’,
dwusieczna ¥ C przecina bok o dlugosci ¢ w punkcie C”.
Umie$émy w punktach A, B, C odpowiednio masy a, b, ¢. Niech $rodkiem cig¢zkosci ukladu
punktéow A, B, C bedzie punkt O. Poniewaz z twierdzenia o dwusiecznej kata wewngtrznego
AC’ ! .
CB = — , wigc punkt C’ jest srodkiem cigzkosci mas a i b w punktach A4 i B.
a
Zatem jezeli w punkcie C’ umiescimy mase a+ b, to srodek cigzkosci punktow C’ i C bedzie sig
pokrywatl z punktem O, Zatem punkt O nalezy do odcinka CC’. Analogicznie dowodzimy, Ze
punkt O nalezy do odcinkéw A4’ i BB’. Zatem odcinki AA’, BB’ i CC’ przecinajg si¢ w punkcie O,
; c.n.d.
Obliczymy jeszcze w jakich stosunkach dzielg si¢ dwusieczne katow wewnetrznych w trojkacie.
Jak udowodnili$my wyzej, dwusieczne katoéw wewnetrznych tréjkata ABC przecinaja sig
w punkcie O. Mamy wigc obliczyé w jakich stosunkach punkt O dzieli dwusieczne AA’, BB’, CC",
Poniewaz punkt O jest §rodkiem cigzkoéci mas ¢ i a+ b umieszczonych w punktach Ci C’ zatem:

w trojkacie mamy

co a+b
oc. | ¢
AO b+e BO atc
Analogicznie znajdujemy: T X or b

Zadanie 2. W jakim stosunku przecinaja si¢ wysokosci w trojkacie ostrokatnym?

Rozwiazanie. Niech w trojkacie ABC odcinki A4’, BB’ i CC’ beda wysokosciami tego trojkata.
Umieéémy w punktach A, B, C odpowiednio masy tg ¥ 4, tg ¥ B, tg ¥ C. Niech $rodkiem
cigzko$ci uktadu punktow A, B, C bedzie punkt O.

v cc AC' tgxB

cC
Poniewaz tg ¥ A= — itg¥xB=—— wigc —— = ——— zatem punkt C’ jest $rodki
£ e £ B gC CB  tgxd pu Jest srodkiem

cigzkodci mas tg ¥ A i tg ¥ B w punktach 4 i B.

Umie$émy zatem w punkcie C” mase tg ¥ A +tg ¥ B. Wtedy $rodek ciezkosci punktow Ci C’
pokrywa si¢ z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC’. Analogicznie dowodzimy,

ze punkt O naleZzy do odcinkéw AA’ i BB'. Zatem odcinki A4’, BB’ i CC’ przecinaja si¢

w punkcie O. :
Wykazali$my, Ze punkt O jest $rodkiem cigzkosci mas tg ¥ Ci tg ¥ A+tg ¥ B w punktach Ci C".

Zatem
Lo tgxA+tgxB
oc’ e tgxC
A0 tgxB+tgxC BO tgxAd+tgxC
Analogicznic dowodzimy, ze 0A' = gx A AT tg ¥ B

Uogolnieniem zadan 1 i 2 jest nastgpujace zadanie:
Zadanie 3. Niech w trojkacie ABC na bokach 4B, BC, CA begda dane odpowiednio punkty
C’, A', B’ takie, ze

AC BA’ CB

—_—=k —=k i — =k i ki‘ki-ka=1
CB 1 4C L SR | BA 3 1 1° K2 K3
Udowodnié, ze odcinki AA4°, BB’, CC’ przecinajg si¢ w jednym punkcie. W jakich stosunkach
dzielg sie te odcinki? )

7



Rozwigzanie. Umies¢my w punktach A4, B, C odpowiednio masy 1, k,, k; * k. Niech punkt O
bedzie §rodkiem ciezkosci ukladu punktéw A, B, C.
1 CHB’ 1
Poniewaz ky - ka- ks = 1, i ky = zate —_— = .
ewaz ky ki ks wigc 3 Tk m = r

A
Poniewaz e ky wiec punkt C’ jest srodkiem ciezkosci mas 1 i k; w punktach 4 i B. Zatem

jezeli w punkcie C’ umie$cimy mase 1+k,, to srodek cigzkosci punktow C i C’ bedzie si¢
pokrywal z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC’. Analogicznie z rownoéci

E—{- =k; = kaks oraz _63_ = —1—— wnioskujemy, ze punkt O nalezy
AC ky B'A kik,
do odcinkéw AA’ i BB'. Zatem proste A4’ i BB’ oraz CC’ przecinaja si¢ w punkcie O, c.n.d.
Jak juz udowodnili$my, punkt O jest srodkiem cig¢zko$ci mas k, * k; i 1+k, w punktach Ci C’,
i 0. T

oc’ kika
Podobnie obliczamy g;- = l-l-zl—h : % =kiks+k, = ky(k2+1)

Rozwigzemy teraz dwa zadania o czworokatach.

Zadanie 4 (XXVI Olimpiada_matematyczna). W czworokacie plaskim wypuklym 4ABCD wybrano
na bokach przeciwleglych AB i CD punkty P i R, za$ na bokach przeciwleglych AD i BC

P ktyQ'S t 'b. T —‘——_—-bDOW‘Eﬁc' "I'O’t
un 1 W ten sposob, Ze s . | , Ze Jezell [
poO a, Je! ]
3 e az = da.

Rozwiazanie. Umie$émy w punktach 4, B, C, D odpowiednio masy 1, a, ab, b. Poniewaz
BS A
ol bi —QIQ) = b wigc punkt S jest srodkiem ciezkos$ci mas a i ab w punktach Bi C,
a punkt Q jest srodkiem mas 1 i b w punktach 4 i D.
Umie$émy zatem w punktach S i Q odpowiednio masy a+ab i 1+b. Wtedy $rodek cigzkosci
punktdéw S i Q pokrywa si¢ ze Srodkiem cigzkosci ukladu punktéw A4, B, C, D. Zatem srodek
ciezRosci ukladu punktéw A4, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Analogicznie, umieszczajac w punktach P i R odpowiednio masy 1+a i b+ ab wnioskujemy,
ze $rodek ciezkosci ukladu punktow A4, B, C, D lezy na odcinku PR. Poniewaz nalezy on
jednoczesnie do odcinka QS i do odcinka PR, wiec jest nim punkt O. Punkt O jest zatem takze
$rodkiem ciezko$ci ukladu punktéw P, R oraz ukladu punktow S, Q wigc

PO b+ab . Q0 a+tab

= — = 1 —_— — =,

OR l1+a 0s  1+b cn.d.
Rozwiazemy teraz zadanie ogolniejsze od zadania 4.

Zadanie 5. W czworokacie plaskim wypuklym ABCD wybrano na bokach AB, BC, CD i DA
odpowiednio punkty P, S, R, Q w ten sposob, ze
AP BS CR DQ = 1
PR T 3 T® Oa T mwia
Niech punkt O bedzie punktem przecigcia odcinkéow PR i SQ.
W jakich stosunkach punkt O dzieli te odcinki?

Rozwigzanie. Umie$émy w punktach 4, B, C, D odpowiednio masy 1, a,, a,° a2, a;1- a2 as.
. _ AP .CR a‘-az"das " : o 5 :
Poniewaz — = a; i — = a3 = ——— wigc punkt P jest $rodkiem cigzkosci mas 1i a,

PB RD a,az -
w punktach A i B, a punkt R jest srodkiem mas a, a; i a,a;as w punktach C i D. Umies¢my
zatem w punktach P i R odpowiednio masy 1+a;, i a;a:+a,a:a;.
Wtedy $rodek ciezkosci punktow P i R pokrywa sig ze §rodkiem cigzkosci calego ukladu
punktéw A4, B, C, D. Zatem $rodek ciezkosci calego ukladu punktoéw A4, B, C, D lezy na
odcinku PR.
Analogicznie umieszczajac w punktach S i Q odpowiednio masy a;+a,a, i 1 +a,aza;
dowodzimy, Ze $rodek ciezkosci catego ukladu punktéw A, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Poniewaz lezy on tez na odcinku PR, wiec $rodkiem ciezkosci ukladu punktoéw 4, B, C, D jest
punkt O. Punkt O jest jednocze$nie srodkiem ciezkosci mas 1+a, i a,a;+a, @243 w punktach
P i R oraz $rodkiem ciezkosci mas a; +a;a; i 1 +a;a:a; w punktach §'i Q. Zatem

PO 1+a; SO 1+ajaza;
— =aa;" oraz —— = ————
OR s 1+ay oQ a;+a,a;

Pokazali$my na przykladach, jak moZna stosowaé zasady fizyki do rozwiazywania zadan

z geometrii. Zadania te moina by oczywiscie rozwiaza¢ metoda ,,czysto matematyczng”, ktora
jednak moglaby by¢ bardziej skomplikowana (np. zadanie 4 rozwiazatem korzystajac

z twierdzenia Menelausa, co bylo bardzo pracochlonne i wymagalo wielu wyliczen).
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K. Olszewski i Z. Wréblewski — polscy
fizycy, ktorzy w 1883 r. otrzymali po raz
pierwszy ciekle powietrze w makroskopowych
ilodciach.

Niskq temperature moZna te: uzyskaé przy
pomocy pelnego naboju do syfonu. Zrdbceie
w nim otwdr i zobaczcie, co si¢ stanie.

[.aboratorium w domu

Dr Jan A. GAJ
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Zawrotna kariera, jaka zrobily w Zyciu codziennym opakowania aerozolowe, nie
ogranicza si¢ do farb, kosmetykow czy lekarstw, ale rozciaga si¢ nawet na jezyk.
Aerozol bywa symbolem kto wie czy nie demoralizujgcych utatwien, jakie niesie
z soba cywilizacja. Mozemy takze mowié o czym§ w aerozolu majgc na mysli
znikoma, symboliczng iloéé tej rzeczy — na przyklad tytulem ,,Ushugi

w aerozolu” méglby dziennikarz opatrzy¢ artykul opisujacy sytuacje

w niektérych nowo wybudowanych osiedlach mieszkaniowych. Jak sig

z pewnos$cig Czytelniku domyslasz, my sprébujemy zastosowaé aerozol w fizyce,
a konkretnie — do kilku prostych do§wiadczen z dziedziny nauki o cieple.

Przekrdj opakowania aerozolowego przedstawia rysunek. Wewnatrz
hermetycznego pojemnika metalowego znajduje si¢ ciecz zawierajgca skiadnik
uzytkowy (np. farbe) zmieszany z cieczg o duzym ci$nieniu par nasyconych (kllka
atmosfer). Naci$nigcie przycisku powoduje otwarcie zaworka i wyplyniecie c1eczy
przez rurk¢. Rozpylanie ulatwia natychmiastowe wrzenie cieczy po wydostaniu sie

jej do obszaru ci$nienia atmosferycznego. Poznanie konstrukcji zaworka

ulatwi Ci wyjecie przycisku. Zakoriczony jest on rozcietg rurka (rys. 2). Jesli
ciekawos¢ kaze Ci zajrze¢ do §rodka pojemnika, pamigtaj aby rozcinaé go tylko
wtedy, kiedy jest calkowicie pusty — w przeciwnym razie moze to byé
niebezpieczne.

Tak, nie mylisz si¢. Ciecz szybko parujgca obniza znacznie swoja temperature.
Mozesz to sprawdzi¢ w bardzo prostym do$wiadczeniu, kierujgc strumien
aerozolu na zbiorniczek termometru — stupek rteci spadnie znacznie poniZej
zera. Uwaga: nie chcac narazac si¢ domownikom wytworzeniem w mieszkaniu
zapachu na przykiad dezodorantu w stezeniu przekraczajacym granice ludzkiej
wytrzymalosci, najlepiej wykonywaé nasze do§wiadczenia na dworze lub
ostatecznie na parapecie szeroko otwartego okna.

Sprébujmy teraz otrzymaé makroskopows ilo$¢ cieczy ,,aerozolowej” pod
ci$nieniem atmosferycznym. Poniewaz bedzie ona bardzo zimna, umie$cimy ja

w termosie. Dla osiggnigcia maksimum wydajnosci (nie jest to jednak niezbednie
konieczne) warto przedtem ochlodzi¢ nasz aerozol a takze termos (otwarty)

w zamrazalniku lodéwki domowej przez pare godzin (najlepiej z dnia na dzien).
Dla przelania cieczy z pojemnika do termosu musimy zaopatrzy¢ si¢ w rurke,
ktora pasuje do zaworka pojemnika. Dobre sg czasem rurki wkladéw do
dlugopiséw, a na ogdt plastikowe ,,stomki’ do picia zimnych napojéw.
Oczywiscie rurkg nalezy na koricu lekko nacigé¢ na przyklad nozem do
pomidoréw. Rurkg wyginamy, jeden koniec wprowadzamy do termosu, a drugi
(ten rozcigty) weiskamy do zaworka reka w rekawiczce (zimne!) — rys. 3. Przy
odpowiedniej sile nacisku ciecz zacznie wyplywa¢ do termosu. Kiedy zbierze si¢ jej
dostatecznie duzo, moZemy zmierzyé temperaturg termometrem — powinno by¢
okolo —30°C! Idziemy w tym momencie §ladem znakomitych poprzednikéw —
Olszewskiego i Wréblewskiego — przez gwaltowne parowanie obnizamy
temperaturg. Z pewnoscia zapytasz, Czytelniku, zach¢cony powodzeniem:

Mozna. Dla zachgcenia cieczy do dalszego intensywnego parowania nalezy jeszcze
bardziej obnizy¢ jej ci$nienie. Do tego celu postuzy nam pompka wodna, ktorg
nietrudno zrobi¢ samemu. Przekrdj pompki wodnej wida¢ na rysunku 4. Widag, ze
do jej wykonania potrzebne s3 nastgpujace materiaty: mocna rurka metalowa lub
z tworzywa sztucznego o $rednicy paru cm, dwa korki gumowe, parg cienszych
rurek (z zuzytego flamastra) oraz kawatki wegza gumowego. Decydujace

o dzialaniu pompki bedzie wspoldziatanie dyszy, z ktérej wyplywa woda, z rurka,
do ktorej woda trafia.

o)
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Jesli strumien wody bedzie za cienki w stosunku do tej

rurki — nie bedzie zasysat powietrza; jesli rurka bedzie zbyt waska — moze
hamowa¢é przepltyw wody i te uniemozliwié dziatanie pompk1 Przy
prawidlowym dzialaniu pompki mozZna rozrzedzaé nia powietrze do ciénien rzedu
kilku centymetréw stupa rteci! Jezeli teraz zamkniemy nasza zimnag ciecz
szczelnie w termosie i przez rurkg w korku odpompujemy powietrze (rys. 5) —
obnizymy temperature jeszcze bardziej. Cheesz sprawdzi¢ swoje kwalifikacje
eksperymentatora? Oto szansa, czyli — podobnie jak w poprzednim numerze —

KONKURS SAMYCH ZWYCIEZCOW

Kazdy, kto do 15 kwietnia br. nadesle do redakcji dziatajaca pompke wodng
zbudowang samodzielnie w warunkach i z materialow ogdlnie dostepnych,
otrzyma nagrode ksigzkowg. Wszystkie pompki zostang sprawdzone przy
jednakowym ci$nieniu wody i konstruktor najlepszej z nich (to znaczy tej, ktéra
wytworzy najniZsze ci$nienie) otrzyma nagrodg gléwng — zestaw do
eksperymentéw elektrycznych. Powodzenia!
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O zasadach w kosmologii

Rozwigzanie zadania M 116. Zbiorem takim
jest (A)w (B)w (C), gdzie 4, B, C sa trzema
niewspofliniowymi punktami plaszczyzny,
(X) zas oznacza zbidr wszystkich prostych
przechodzacych przez X. Jeieli bowiem
pewna prosta ma punkt wspdlny z katda
prosta peku (X)), to jest prostg tego peku.
Prosta majaca punkt wspdlny z kazdg prostg
zbioru (A)w (B), to wobec tego prosta AB.
Jest ona jednak rozlaczna z prosta
przechodzacy przez C i rownolegig do AB

Dr Bronistaw KUCHOWICZ

W poprzednich artykulach podaliSmy w zarysie najwazniejsze fakty, odnoszace si¢ do
Wszechéwiata jako caloéci, nie wymieniajac faktu naszego istnienia (cho¢ gdyby nie ten fakt,

nie powstalby i méj artykut). Co2, racje miat chyba Thornton Wilder, wkladajac w ,,Idach
marcowych” w usta Cezara stwierdzenie, Ze ,,Wszech$wiat nie wie nawet, Ze Zyja w nim ludzie”
(Ksiega I, List X).

Zdanie powyzsze nie uwlacza godnosci czlowieka, cho¢ w sposdb moze dla niejednego az zbyt
jaskrawy wystepuje przeciwko antropocentryzmowi. Pierwsze naiwne wyobraZenia o budowie
Wszechswiata, modele geocentryczne, dawaly wyraz przekonaniu o centralnej roli czlowieka

we Wszech$wiecie. Zasadnicze zerwanie z ta koncepcja stanowilo usunigcie przez Kopernika
Ziemi z jej centralnej, specjalnie wyréznionej pozycji. Uznanie, ze Ziemia jest jedng z planet

nie rézniaca sie w zasadzie od pozostalych, stanowilo pierwszy krok do uznania, Ze nasze Stofice
jest jednym z wielu storic w Galaktyce, nasza Galaktyka — jedna z wielu we Wszech$wiecie.
Istotnym w koncepcji naszego wielkiego rodaka bylo nie to, ze ,,wstrzymal Slorice”, a to ze
,,Tuszyl Ziemie”, spychajac ja z pozycji wyrdznionej na niemal typowa. Nic wigc dziwnego, Ze we
wspolczesnej kosmologii zasadg Kopernika nazwano stwierdzenie, iZ Ziemia nie zajmuje
wyroznionege polozenia nie tylko w Ukladzie Slonecznym, ale i we Wszech$wiecie. Stwierdzenie
to daje si¢ uogélnié na coraz to wigksza skalg. Mozna wigc mowié, ze ani Uklad Sloneczny, ani
Galaktyka, ani Lokalna Grupa Galaktyk (w sklad ktorej nasza Galaktyka wchodzi) nie
znajduja si¢ w wyrdznionej pozycji. Stad jeszcze dalsza ekstrapolacja prowadzi do uznania, iz we
Wszech$wiecie nie ma Zzadnych miejsc zastugujacych na wyrdznienie pod jakimkolwiek wzgledem.
Wszechswiat ma by¢ taki sam w kazdym punkcie, jesli tylko nie bierzemy pod uwage lokalnych
nieregularnosci. Gwiazdy, galaktyki i ich gromady stanowi¢ majg tylko lokalne fluktuacje,
odgrywajace w skali Wszech$wiata role nie wiekszq niz gory i doliny na powierzchni Ziemi dla
obserwujacego ja z oddali kosmonauty. Tak uogélniong zasade Kopernika zwyklo si¢ nazywaé
zasadq kosmologiczng.
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Jedli przyjac, e obserwowana przez nas
predkosé ucieczki ma tylko skladowa
radialng, to latwo sig przekonaé (np. przez
transformacj¢ Galileusza), e obraz ucieczki
widziany z kazdej innej gwiazdy bedzie taki
sam.

Zgodnie z powyzsza zasada tak wyniki obserwacji Wszechéwiata, jak i wyciagane z nich wnioski
nie moga zaleze¢ od miejsca obserwacji. Wspominali§my juz o odkryciu zjawiska ,,ucieczki
galaktyk™ przez Hubble’a. Naiwne ttumaczenie tego zjawiska mogloby wskaza¢ na to, ze my
wiasnie znajdujemy sie¢ w ,,Srodku Wszechéwiata”, a wszystko sie od nas oddala, ucieka. Wystarczy
jednak odwolac si¢ od zasady Kopernika; zgodnie z nia to samo co o naszym poloZeniu mozna
powiedzie¢ o kazdym innym obserwatorze we Wszech§wiecie. Coz wigc stad wynika?
Wszech$wiat wykazuje symetrie sferyczna woko! dowolnego punktu, a jednocze$nie zaden

z punktoéw w nim nie jest wyrozniony. Wszechswiat jest wiec przestrzennie jednorodny
iizotropowy, a jednoczesnie odlegloéci miedzy dowolnymi dwoma jego punktami rosng

z uplywem czasu.

Pamietajmy, ze jednorodnosé rozkladu materii Wszechswiata rozumie¢ nalezy jako jednorodnos$é
w duzej skali. Jest to podejicie analogiczne do wprowadzania gestosci gazu rozrzedzonego,
wypelniajacego naczynie. Jesli w naczyniu o pojemnosci 1 m* mamy zaledwie milion czasteczek
gazu, wtedy nie ma sensu moéwié o gestosci jednorodnej w skali niewielkich obszaréw o objetosci
rzegdu | mm3, W obszarach takich wystapia niewatpliwie fluktuacje gestoéci, i to znaczne.
Natomiast w skali objetosci rzedu 10* cm® mozna juz mowi¢ w dobrym przyblizeniu

o jednorodnosci. )

Wspomnijmy o prostocie podejécia. Do opisu miliona czasteczek w naczyniu wygodniej jest
stosowac kilka parametrow makroskopowych w rodzaju $redniej gestosci, temperatury czy
ci$nienia (ktore tracg sens w odniesieniu do pojedynczej czasteczki), niz parametry mikroskopowe
wszystkich czasteczek. Analogicznie jest i w kosmologii. Gdy jeszcze stosunkowo niewiele wiemy
o Wszechswiecie, mozZna si¢ spodziewac, Ze najlatwiej bedzie dokonac postepu przy najprostszym
zalozeniu roboczym, tzn. przyjmujac najprostsza, a wigc po prostu jednorodna strukture
Wszechswiata w duzej skali. By¢ moze, jest to tylko przyblizenie, ale przyblizenie to pozwala
nam w najprostszy sposob uzyskaé pewne wyniki teoretyczne, ktore znéw mozna sprawdzaé
obserwacyjnie.

Nie umiemy zbudowaé takich modeli, ktére bylyby sensowne, zgodne z obserwacjami natury
kosmologicznej, a ponadto zawieralyby informacje odnoszace si¢ do takich szczebli struktury
Wszechswiata, jak galaktyki i gwiazdy. Praktycznie wszystkie modele Wszech$wiata abstrahujg
od tej jego ,,drobnoziarnistej” struktury, a i bez tego do$¢ jest trudnosci natury matematycznej.
Podkre$lmy w tym miejscu réznice migdzy kosmologia a astrofizyka: kosmologia zajmuje sig¢
Wszech$wiatem jako calofcig, astrofizyka natomiast — wlasciwoéciami poszczeg6lnych obiektow
w Kosmosie.

Omawiana przez nas zasada kosmologiczna postuluje jednorodnoéé przestrzenna Wszechswiata.
Usitowano dodatkowo postulowaé jednorodno$é Wszechswiata w czasie, tzn. jego niezmiennos¢.
Uogolnienie to nazwano nawet doskonala (albo druga) zasada kosmologiczng. Teraz, po odkryciu
promieniowania szczatkowego, wiemy juz, ze uogdlnienia tego utrzymac si¢ nie da, ze
Wszech$wiat zmienia si¢ w czasie — starzeje.

Zapytajmy si¢ na koniec, czy zasady sa w ogéle potrzebne w kosmologii? W odréznieniu od
fizyki, nie mamy w kosmologii moznoéci kontrolowania warunkéw, w ktorych odbywaja si¢
zjawiska fizyczne. Jeéli przeprowadzamy do$wiadczenie w laboratorium ziemskim i wynik jego
nie zgadza si¢ z wynikiem otrzymanym w innym laboratorium w rzekomo tych samych
warunkach, staramy si¢ odnalez¢ tkwiacy u podstaw tego czynnik fizyczny (zmiana pewnych
warunkow, ktore uwazaliSmy za nieistotne dla doswiadczenia). Na ogot postuluje si¢ przy tym,
Ze polozenie laboratorium i czas (chwila) przeprowadzenia do$wiadczenia nie s istotne. Podobne
postgpowanie niemozliwe jest w kosmologii, nie mozemy warunkéw sprawdzi¢ na miejscu, bo
miejsce to nie tylko jest odlegle w sensie przestrzennym, ale i w czasie (wszak obserwujemy
wszystko za pomoca §wiatla, ktérego predkoéé rozchodzenia si¢ jest skoficzona). Stad tez, chcac
otrzyma¢ wyniki teoretyczne w kosmologii, nadajace sie do poréwnania z obserwacjami, trzeba

w pewien sposob ekstrapolowa¢ fizyke ziemska. Mozna tego dokonaé przy uzyciu zasady
kosmologicznej, ktora zaprzecza wyjatkowemu polozeniu Ziemi czy naszej Galaktyki, ale —
wlaénie dzigki temu pozwala rozciagnaé na caly Wszechswiat prawa fizyki poznane na Ziemi.

W zasadzie kosmologicznej wyrdinié mozna umownie czg$¢ geometryczng: jednorodnosé
przestrzeni, oraz czg$é fizyczna: jednorodnosé rozkladu materii we Wszechéwiecie. Z czesci
geometrycznej wynika mozno$é przeniesienia na Wszechswiat praw poznanych w laboratoriach
ziemskich, z czeéci fizycznej — mozno$é zbudowania prostych rachunkowo modeli Wszech$wiata.




Forzadek leKksykograliczny

Porzadek leksykograficzny to sposéb porzqdkowania
stosowany w leksykonach, stownikach i encyklopediach.
Gdy porzadkujemy wyrazy méwimy po prostu o porzadku
alfabetycznym. Porzadek taki ma ciekawa wlasnosc.
Miedzy dowolne dwa stowa wstawié mozemy trzecie (nie
przejmujac sig, czy napisane przez nas stowo ma J’akié
sens, czy nie). Przykltadowo: mlqdzy stowa kram i kran
wstawiamy kramarza, miedzy sport i sportowca

wstawiamy na przyklad sportoablex (nic nie szkodzi, ze
nie ma to sensu, chodzi o zasadg).

N"ota delld

W lesie, na $§wiezo spadiym $niegu odcisngl swoje tropy rys,
ktéry chodzil noca od drzewa do drzewa. Na rysunku
zamiast tropéw mamy strzalki. Grube kropki to drzewa.
Czy mozna ustali¢, na ktérym drzewie schowat sie ry$?
Zwré¢my uwage na drzewo otoczone zielong obwddkg.
Prowadza do niego 4 strzalki, a odchodzg tylko 3. Rys§
przyszed! tu czterokrotnie, natomiast tylko 3 razy odszedt.
Jasne wiec, Ze siedzi on na tym wlasnie drzewie. Latwo
sprawdzié, Zze do pozostalych drzew przyszed! tyle samo
razy, ile razy od nich odszedt.

A oto inna sytuacja. Tym razem, jak latwo sprawdzié, ry$
rozpoczal spater schodzac z tego drzewa, do ktdrego po
dlugiej wedréwee wrécit z powrotem. Nie ma sposobu,
Zeby ustalié¢, na ktorym drzewie teraz siedzi. Mozna
zacza¢ od dowolnego drzewa i wykresli¢ jeden

z mozliwyeh wariantéw takiej wedréwki. Jedno jest pewne.
Skonczymy spacer tam, skad rozpoczeliSmy.

Tropienie rysia to dobry wstep do popularnych zadan

o jednokrotnym obieganiu wszystkich krawegdzi danej
figury, bez odrywania otéwka od papieru. Pokazemy, jak
rozwigzywac takie zadania w sytuacjach, kiedy
rozwigzanie istnieje. Metoda, ktéra opiszemy, pochodzi od
szwajcarskiego matematyka Eulera (czyt. Ojlera).
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Uporzadkujemy teraz krawedzie figury przedstawionej na
rysunku. Zaczynamy spacer od dowolnego wierzcholka

i kazdg kolejng krawedZ oznaczamy kolejng litera
alfabetu. Po krawedziach juz oznaczonych drugi raz
spacerowaé nie wolno. Spacerujemy tak dtugo, dopéki
jest to mozliwe. Nie obeszlismy wszystkich krawedzi?
Nic nie szkodzi. Zaraz si¢ poprawimy. Oto wolna
krawedz jest przy wierzcholku, do ktérego prowadzi
krawedz a. Z tego wierzchotka rozpoczynamy inny spacer,
oznaczajac kolejno przebyte krawedzie stowami: aa, ab,
ac itd. Jeszcze nie obeszliSmy wszystkich krawedzi? Tez nie
szkodzi, bedziemy rozpoczyna¢ dalsze spacery az do
skutku.

No nareszcie. WyczerpaliSmy wszystkie krawedzie
oznaczajac je odpowiednimi stfowami. Uporzadkujmy te
stowa alfabetycznie — i mamy jednokrotny obieg naszej
figury.

Zanalizujmy calg rzecz teoretycznie. Wierzchotlek figury
nazwiemy parzystym, gdy przylega do tego wierzcholka
parzysta ilo$¢ krawedzi. W przeciwnym razie nazwiemy
wierzcholek wierzchotkiem nieparzystym. Jesli obieg
figury jest mozliwy, to tylko dwa wierzchotki moga by¢
nieparzyste: ten, w ktérym zacz¢li$my spacer i ten,

w ktérym spacer skonczyliémy (dlaczego? Przypomnijcie
sobie tropienie rysia).

Mozliwa jest takZe sytuacja, gdy wszystkie wierzchotki sa
parzyste. MoZna wtedy rozpoczynac spacer

w ktorymkolwiek wierzchotku. Kiedy sa dwa
wierzchotki nieparzyste, rozpoczyna¢ nalezy w jednym

z nich. Nie ma figury z jednym tylko wierzchotkiem
nieparzystym (dlaczego? Zajrzyjcie do poprzedniego
numeru malej Delty). Jeéli figura ma wigcej niz dwa
wierzcholki nieparzyste, jednokrotny obieg wszystkich
jej krawedzi jest niemozliwy.

Zadanie 1. Ktore z narysowanych figur sg jednobiezne,
a ktore nie? Narysujcie te, ktére sa jednobieZne, jednym
pociagnigciem oléwka.

Zadanie 2. Przeczytajcie jeszcze raz caly artykut

i sprébujcie udowodnié, ze figura, ktéra ma co najwyzej
dwa wierzcholki nieparzyste, jest jednobieZna.
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Tajemnicze centrum Galaktyki

JesteSmy uposledzeni! Wzrok nasz czuly jest tylko na fale elektromagnetyczne o dtugoéciach w zakresie kilku
dziesigciomilionowych czgéci metra — nazywamy te fale §wiatlem widzialnym. A co z reszta, ze $wiatlem
niewidzialnym? Patrzac przez kolorowg szybke powiemy, Ze obraz §wiata jest zafalszowany, naprawde tak nie
wyglada. A przeciez bez szybki tez widzimy tylko niektdre kolory — te widzialne. Czy mamy prawo powiedzieé,

Ze obraz jest falszywy? Pomysicie! Mozemy pomdc sobie i korzystaé z przyrzadéw czulych na fale w réznym zakresie
dhugosci. Okazalo sig, Ze ze $wiata ptyna do nas obrazy, ktérych bez urzadzen specjalnych nie widzimy. Urzadzenia
te to wielkie radioteleskopy, patrzace na niebo calymi zespolami anten. Opowiem Wam, co astronomowie

zobaczyli przy ich pomocy.

Uklad gwiazd, do ktérego nalezy nasze Stonce, nazywamy Galaktyka. Nasza Galaktyka (jest bardzo wiele innych
galaktyk) jest splaszczona z wybrzuszeniem w §rodku. Stofice jest odlegle od centrum Galaktyki o 30 tys. lat
$wietlnych. Oznacza to, Ze $wiatlo przebiega te odleglos¢ w 30 tys. lat, poruszajgc sig stale z zawrotng predkoscig
okoto 300 tys. km/s. Kto lubi liczy¢, niech sprawdzi, ile to jest w kilometrach. Okazalo sig, Ze gestoéé gwiazd czyli
ilo$¢ gwiazd w jednostce objetosci przestrzeni wzrasta w miarg zblizania si¢ do centrum Galaktyki. W poblizu centrum
_gesto$¢ gwiazd jest okolo szeSciu milionéw razy wigksza niz w otoczeniu Storica. Co dzieje sie¢ w samym centrum?

Nie mozZna sprawdzi¢ tego w $wietle widzialnym, bo zalega tam py! rozpraszajacy swiatlo. Przez obszar ten przenikaja
bez trudu dlugie fale: od takich, jakie odczuwamy jako promieniowanie cieplne, do fal radiowych.
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Przeprowadzono badania w takim niewidzialnym $wietle
1 zauwazono ciekawg budowg obszaru w poblizu centrum
Galaktyki. Wyniki obserwacji pokazuje schematyczny
rysunek. Najsilniejsze promieniowanie dobiega jednak

z obszaru oznaczonego jako jadro. Jest to niezwykle,

jak na skalg Galaktyki, maty obszar 1 dnia §wietlnego,
czyli tylko okoto 100 razy wiekszy niz §rednica orbity
ziemskiej wokoét Stonca. Ilo§é wypromieniowanej energii
i male rozmiary Zrédta wskazuja, Ze promieniuje nie
zwykla gwiazda, ale obiekt o niezwyklych wlasciwosciach.
Nie wiadomo jeszcze co to za obiekt, chociaz wysunigto
szereg pomystéw. Swiatlo niewidzialne pozwala ogromnie
posunac naprzod naszg wiedze o $wiecie.

Jak jednak si¢ patrzy w §wietle niewidzialnym? Sprobuj
dla zabawy wykorzystaé te¢ metode do zbadania

na przyklad swojego pokoju. Oto pytanie. Jak wyglada
Twéj pokdj (mieszkanie) w $wietle o takiej dlugosci,
ktére odczuwamy jako promieniowanie cieplne?

A wiec

Bawimy si¢ w badania

Zaczynamy od zgromadzenia aparatury. Potrzebny jest
termometr pokojowy, papier, oléwek, centymetr
krawiecki (lub metrowy sznurek) i trochg cierpliwosci.
Zbadamy rozklad temperatury w pokoju na dwdch
poziomach: na poziomie podlogi i metr nad nig.
Narysujmy zatem dwa plany badanego pomieszczenia.
Wybieramy w pokoju punkty, w ktérych przeprowadzimy
pomiary temperatur i zaznaczamy je na planie. Punktéw
powinno by¢ mozliwie duzo i powinny by¢ réwnomiernie
rozmieszczone, tak aby mozna bylo podzieli¢ caly obszar na
kwadraty z punktem pomiarowym w $rodku. Wyniki
pomiaréw zapisujemy na planie. Kazdy kwadrat
kolorujemy inaczej zaleZnie od wyznaczonej temperatury.
Dobér koloréw jest oczywiscie umowny. Na przyktad od
temperatur ujemnych do zera (to dla obszaru za oknem)
malujemy na granatowo. Od temperatury 30° wzwyz

(to przy Zrddle ciepla) malujemy na ciemny kolor
czerwony — wiSniowy. Poérednie temperatury oznaczamy
innymi kolorami. Wykonanie takiego planu to nie tylko
zabawa — mozemy zobaczy¢, gdzie jest najchlodniej,
gdzie nie powinno si¢ bawi¢ na ziemi miodsze
rodzeristwo. Pomiary na poziomie 1 m pokaZg nam, jak
bardzo ciggnie od podiogi.

Przydlijcie wykonane plany. Najciekawszy nagrodzimy.

Malq Deltg opracowali: Tomasz Hofmokl i Przemyslaw Nowicki.



CYROGRAF Gra sprawiedliwa — to taka, ktdrej warunki nie faworyzuja Zadnego z graczy,

a ewentualna wygrana jest skutkiem — w zaleznoéci od typu gry — badz
wyzszych umiejetnoéci (w grach strategicznych), badz tzw. ,,szczeécia”, czyli
przypadku (w grach czysto losowych).

Jesli gra losowa jest korzystna dla ktérego$ z graczy, to mozna uczynicé ja
sprawiedliwa Zadajac, by gracz faworyzowany placit kazdorazowo za prawo jej
rozegrania tyle, ile wynosi przecigtna jego wygrana (czyli tzw. wartos$¢ gry).
Wyobraz sobie, Zze zaproponowaliémy Ci gre nastepujaca: rzucasz rzetelng
monet¢ do momentu, w ktérym po raz pierwszy wypadnie reszka. Za wynik
»seria n ortdw zakonczona reszka’’ otrzymujesz wygrang 2" zt (a wigc za R—2° =
= 11zl za OR — 2 zl, za OOR — 4 zt itd.). Warunki gry faworyzuja Ciebie
wyrazZnie, sg wigc podstawy do zazadania, by$§ kazdorazowo za prawo

rozegrania tej gry co$§ nam zaplacit: tyle ile wynosi oczekiwana (przecigtna)
Twoja wygrana. Wtedy to, czy wygrasz, czy przegrasz, zalezaloby jedynie od losu.
JestesSmy jednak altruistami: zagdamy jedynie, by$ placit kazdorazowo tylko
polowe wartosci gry. Na takich warunkach na pewno zechcesz z nami zagra¢,
prawda?

Pozostaje obliczy¢ warto$é v gry. Przecietnie raz na dwie rozgrywki moZesz
oczekiwacé tego, ze wypadnie reszka i otrzymasz 1 zl, a wiec ten wynik da Ci

e
przecigtnie 7! 1 zt: 1
U= '5 ' l+ ans

Ponadto przecigtnie raz na cztery gry wynik rzutéw bedzie nastgpujacy: OR, co
da Ci kazdorazowo 2 zl, a wigc przeciqtm'e% -2 71

1 1
- 1+T 2+ ...

Ogdlnie — przecigtnie raz na 2"*! razy otrzymasz wygrana 2" zl (za serig n orlow

zakonczong reszka). Zatem
1 1 S|

U=-2—'l+z'2+.;.+'?l:'1-'2"+ vas =
e s i iy o, 0
R B 5
Ostatecznie rOwnieZ %ﬂ = + 0.
Jest 1o tew. paradoks petersburskl, A wigc zadanie, aby$ za prawo rozgrywania tej gry zaplacil nam wszystko, co

sformulowany przez M. Bernoulliego w okresie,  posiadasz i zobowigzal si¢ do przekazywania nam wszystkiego, co
gdy mieszkal i pracowal w Petersburgu. kiedykolwiek zarobisz w ciagu calego Zycia nie jest wygérowane: warunki gry
i tak Ciebie faworyzuja. Spisuj cyrograf’!

BOCIANY

Korelacjg (dokladniej: wspdtczynnikiem korelacji) nazywa sig liczbe, ktora jest
pewnego rodzaju miara zalezno$ci migdzy dwiema zmiennymi losowymi.
Wspélczynnik ten przyjmuje wartosci z przedziatu {(—1, 1). Jesli X, ¥ sa dwiema
niezaleznymi zmiennymi losowymi, to ich wspélczynnik korelacji g, y jest rowny
zeru. Jesli natomiast |ox.y] = 1, to istnieja takie liczby a, b i ¢, Ze aX+bY +c = 0:
zmienne X i ¥ sg liniowo zaleZne.

W naukach empirycznych wyniki pomiaru traktuje si¢ czesto jako wartosci
zmiennych losowych. Jesli dokona si¢ wielu jednoczesnych pomiaréw dwu réznych
wlasciwosci (np. wzrostu i wagi ciala czy dochoddw i kosztéw utrzymania wielu
0s6b), to na podstawie otrzymanych wynikéw mozna okresli¢ przyblizZong warto§é
wspdlczynnika korelacji migdzy odpowiednimi zmiennymi losowymi. Jesli pomiaréw
jest wiele, a otrzymana wielko$¢ wspélczynnika korelacji duza (np. wigksza co do
warto$ci bezwzglednej od 1/2), to méwi sig, Ze korelacja jest istotna. Jesli
mierzone zmienne s3 niezaleZne, to otrzymanie istotnej korelacji-jest bardzo mato
prawdopodobne.

Fakt otrzymania istotnej korelacji interpretuje si¢ czesto w zwiazku z tym jako
empiryczne potwierdzenie przypuszczenia, ze pomigdzy mierzonymi zjawiskami
zachodzi zwigzek przyczynowo-skutkowy. Zbadano kiedy$ korelacje pomiedzy
iloécig zajetych gniazd bocianich a iloécig urodzeni w Bremie w latach 1919-1935.
Okazala sig istotna.
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CZEMU ROWNA SIE Hans Albrecht Bethe, laureat nagrody Nobla z fizyki,
ZERO REZW7ZGI EDNE? opublikowal w latach trzydziestych nastgpujacy dowdd na
ZERO BEZWZGLEDNE? to, Ze temperatura zera bezwzglednego wynosi —273
stopnie Celsjusza:
Jak wiadomo odstep mi¢dzy poziomami energetycznymi
roénie ze wzrostem sily oddzialywania. Odwrotnos¢ stalej
sprz¢zenia oddziatywan, decydujacej o ich sile, jest wigc
miarg liczby pozioméw, czyli stopni swobody ukiadu.
Dla oddzialywan elektromagnetycznych,
odpowiedzialnych za wlasno$ci atoméw i czasteczek,

2
% = % . Liczba stopni swobody
wynosi wigc 137 dla elektrondw i 137 dla protonéw
(innych czastek naladowanych w atomach nie ma) —
razem 274 stopnie. PoniewaZ w temperaturze zera
bezwzglednego wszystko jest zamroZone, wigc mamy
o jeden stopieri swobody mniej. Ostatecznie
otrzymujemy 273 stopnie.

stala ta réwna si¢ a =

Monika M. z Warszawy: ,,Nie jest dla mnie jasna
definicja prawdopodobienstwa. Moéwi sig w niej, Ze «jest to
funkcja, ktora przeksztalca zbidr zdarzen losowych Z

w zbidr €0, 1), tzn. P:Z — {0, 1>». A mnie si¢ wcigZ
wydaje, ze prawdopodobienstwo to warto§¢ wspomnianej
funkcji. To przeciez konkretna liczba.

Red.: Warto$¢ funkcji ,,prawdopodobienistwo’ na
konkretnym zdarzeniu nazywa si¢ prawdopodobieristwem
tego zdarzenia i jest dla konkretnego zdarzenia konkretna
liczbg. Nie ma wiec sprzeczno$ci migdzy cytowang
definicja, a pogladem Czytelniczki. Podobna sytuacja
terminologiczna zdarza si¢ czgsto: sinus — to nazwa
funkcji, ale sinus konkretnego kqta jest konkretng liczbg.
Bywa tez inaczej: metryka — to nazwa funkcji okreslone;j
na parach punktéw; warto$é tej funkcji na konkretnej
parze nazywa si¢ odleglosciq punktow tej pary.

JAK SIENE JEST POLE Z czym je poréwnamy? Oczywiécie z polami elektrostatycznymi, jakie
e S e . wytwarzamy w laboratoriach. Nasuwa si¢ od razu odpowiedz — stabiutkie.
WEWNATRZ ATOMU?  przeciez w takim pojedynczym atomie wszystko jest male i slabe. Aby
zjonizowa¢ np. atom wodoru (czyli rozerwac go na jadro i elektron) potrzebna
jest energia okolo 10eV = 1,6 - 10~!! erga, a wigc okolo 100 miliardow razy
mniejsza od energii skaczgcej pchly. A tymczasem zabicie stonia byloby w naszych
laboratoriach drobnostka. :
Mimo pozornej oczywisto$ci wniosek powyzszy jest bledny — pola atomowe sg
znacznie silniejsze od makroskopowych. MozZna bowiem w laboratorium uzyska¢
naprawde¢ wielkie napiecia — napigcia, czyli energie, jaka zyskuja ladunki
jednostkowe po przejsciu miedzy elektrodami. Ale spadek napigcia przypadajacy
na jednostke odleglosci nie bedzie weale taki duzy. A wlasnie dw spadek — czyli
natezenie pola elektrostatycznego — moéwi nam jak silne jest pole.
Dla atomu wodoru natgzenie w odleglosci od jadra (protonu) zwanej promieniem
Bohra (a, ~ 1071° m) wynosi
E = ((energia jonizacji): (fadunek elementarny)):a, ~
~ ((10eV):(1 €)):(107° m) = 10'* V/m,
podczas gdy w laboratoriach nie umiemy uzyskaé natgzenia wigkszego od
107 V/m. Pole atomowe jest wigc bardzo silne. Tyle, Ze dziala ono na

niewielkich odleglosciach (maleje bowiem bardzo szybko — proporcjonalnie do ;1‘; ;

gdzie r jest odlegloscig od jadra) i dlatego daje znikoma energie jonizacji.

Mozna by dojé¢ do prawidtowej odpowiedzi na tytulowe pytanie réwnieZ bez
pastugiwania si¢ obliczeniami. Gdyby$my bowiem umieli uzyskaé

w laboratorium natgzenia réwne, badZ wigksze od nat¢zen pdol atomowych, nasze
urzgdzenia rozsypalyby si¢ na jadra i elektrony. :
Na koncu zwréémy uwage na jednostki. Zwykle jednostki atomowe sg bardzo
male w poréwnaniu z makroskopowymi (odleglto$¢ 10~1° m, energia 10~!! erga,
ladunek 4,8 - 10~'° kulomba). Ale jednostka napigcia, wolt, obstuguje z réwnym
powodzeniem mikro- i makroswiat.
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10 wzoréw, ktdre zmienily oblicze Ziemi
(thumaczenie nadrukdw na rewersach
znaczkéw przedstawionych na oktadce —

za ich tres¢ nie bierzemy odpowiedzialnosci) 6. James Clerk Maxwell (1831-1879)

1. Czlowiek pierwotny

Ta elementarna rownos¢ miala fundamentalne
znaczenie dla czlowieka pierwotnego, poniewaz
nauczyla go liczenia. Bez zrozumienia pojecia
liczby ludzie mogli operowac¢ w handlu jedynie
nazwami przedmiotow; nie znali ilosci owiec

i krow, ktore posiadali, ani liczby czlonkow
plemienia. Umiejetnosé liczenia doprowadzila
bezposrednio do szybkiego rozwoju handlu,

a w dalszej perspektywie do rozkwitu nauk
mierniczych.

2. Pitagoras (570-497/6 p.n.e.)

Najbardziej znanym twierdzeniem geometrii jest
niewatpliwie twierdzenie Pitagorasa, ktore
dotyczy dlugosci trzech bok6w tréjkata
prostokatnego. Po raz pierwszy zostalo
sformulowane przy obliczaniu dlugosci jako
sposOb posredni, pozwalajacy czlowiekowi
robi¢ rozne obliczenia geometryczne, a takze
mapy. Starozytni Grecy uzywali wzoru
Pitagorasa do mierzenia odleglosci statkoéw na
morzu, obliczania wysokosci budynkow itp.
Wzor ten jest podstawg formulowania wielu
poje¢ matematyki.

3. Archimedes (287-212 p.n.e.)

Archimedes powiedzial: ,,Dajcie mi punkt
oparcia, a porusz¢ Ziemig”.

Proste rownanie dZwigni jest podstawg calej
inZynierii, np. konstrukcji kola z¢batego,
dzwigu itp. Znajomos$¢ tego réwnania
umozliwia sporzadzanie dokumentacji
technicznej (rysunki, szkice) od mostu do
budynku. Wiekszo$¢ narzedzi dziala na zasadzie
dzwigni (kazda nakretka, sworzen itp.).

4. John Napier (1550-1617)

Napier poréwnywal znaczenie logarytmow

w matematyce do roli stenografii. Pozwolily one
dokonywac¢ szybko i w sposéb
nieskomplikowany mnozenia i dzielenia liczb
wielocyfrowych (dodajac lub odejmujac ich
logarytmy). Logarytmy znalazly zastosowanie

w astronomii i nawigacji; ich znaczenie na polu
tych nauk jest porownywalne z dzisiejsza
rewolucja komputerowa.

5. Izaak Newton (1642-1727)

W czasach Newtona ludzie wiedzieli juz, ze
planety kraza dookola Slofica a Ksiezyc wokot
Ziemi, jednakze 6wczesny poziom nauki

i techniki nie pozwalal na loty w kosmos.
Newton wykazal, iz wszystkie ciala fizyczne
przyciagaja si¢ wzajemnie sila grawitacji.
Rownanie jego uwidocznilo, ze sila ta zalezy
od mas cial fizycznych. Nie zauwaza sie jej
dzialania w przypadku przedmiotéw nas
otaczajacych, gdyz ich masa jest znikoma.
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Wiek XIX jest epoka dokonan fizyka
szkockiego. Sformulowat on 4 stynne rbwnania
podsumowujace wiedze czlowieka w dziedzinie
elektrycznodci i magnetyzmu. Umozliwit tym
samym rozwdj radiofonii, komunikowania sie
na odleglo$é, skonstruowanie radaru, ktory
znalaz! zastosowanie na ziemi, morzu

i w przestrzeni.

Swiatlo, promienie X i inne rodzaje
promieniowania elektromagnetycznego
spelniaja zwiazki wynikajace z podanego wzoru.

7. Ludwik Boltzmann (1844—1906)

Roéwnania Boltzmanna ujawnily zaleznosé
miedzy zachowaniem si¢ gazow, a ruchem
atomow i molekul. Ich znaczenie uwydatnia sie
wszedzie, gdzie znalazly zastosowanie gazy:

w maszynach parowych, w urzadzeniach, kt6re
wykorzystujg spalanie wewngtrzne, w przemysle
farmaceutycznym, w produkcji mas
plastycznych itp. Oprécz tego nadal stanowia
one podstawe do wyjasniania proceséw

, zachodzacych na Sloricu, gwiazdach

i odleglych galaktykach.
8. Louis de Broglie (ur. 1892)

Swiatlo — forma energii — posiada wlasnosci
czgstek i fal. De Broglie odkryl, ze czastki
elementarne, z ktérych zbudowana jest materia,
maja takze wlasciwosci podobne do fali.
Roéwnanie de Broglie’a mialo ogromne znaczenie
dla rozwoju nowoczesnej optyki i urzadzen
elektronicznych, np. tranzystorow —
znajdujacych zastosowanie w radiu, telewizji,
komputerach, statkach kosmicznych,
wojskowosci itp.

Przyczynilo si¢ takze do skonstruowania
mikroskopu elektronowego, wzbogacajac w ten
sposob zasob przyrzadéw badawczych w wielu
galeziach nauki.

9. Konstanty Ciotkowski (1857-1935)

Roéwnanie to stanowi wazng czes$é techniki
kosmicznej. Opisuje ono zmiane predkosci
statkow odrzutowych. Wynika bezposrednio

z jednej z trzech zasad dynamiki Newtona.

Bez niego niemozliwe bylyby loty na Ksiezyc
ina inne planety — a nawet loty orbitalne
dookola Ziemi. Wykorzystano je takze w czasie
II Wojny Swiatowej do konstrukcji pociskow
sterowanych.

10. Albert Einstein (1879-1955)

Rownanie to zapoczatkowalo wiek atomowy.
Uwidacznia ono, ze znikoma masa materii moze
by¢ zrodlem ogromnej energii, ktora moze sig
objawiaé w formie reakcji kontrolowanej lub

w postaci gwaltownych wybuchow bomb
atomowych i wodorowych. Czlowiek jednakze
potrafit wykorzysta¢ reakcje atomowa
(reaktory) dla uzupeinienia lub zastapienia
ciepla i elektrycznosci, tak potrzebnych

w domach i fabrykach.



