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Zob. Kombinatoryka iboisko, Delta 3/1976 r.

Pewnik wyboru

Dr Kazimierz WISNIEWSKI

Dzis o zbiorach ucza sie mlodzi ludzie juz w przedszkolach. Nie zawsze jednak
tak bylo. Nie tak dawno elementów teorii mnogosci (taka jest tradycyjna nazwa
nauki o zbiorach) uczono dopiero na studiach i to matematycznych. A jak bylo
jeszcze dawniej? Nie mozemy cofac sie zbyt daleko w przeszlosc, bo teoria ta
jest dosc mloda dziedzina matematyki. Od ukazania sie pierwszych poswieconych
teorii mnogosci prac jej twórcy, Georga Cantora, uplynal zaledwie wiek, a nieco
wiecej od ukazania sie prac innych matematyków na ten temat.

Nawet przez matematyków byla ona przyjmowana róznie. Oddajmy glos
swiadkowi pewnego zdarzenia z poczatków naszego stulecia (R. Courant,
Wspomnienia z Getyngi, Wiadom. Mat. 18(1974), 145-157): "Przypominam sobie,
jak pewnego razu Renri Poincare krótko przed swa smiercia przybyl do Getyngi
dla wygloszenia kilku bardzo interesujacych odczytów na rózne tematy. Jednym
z nich bylo rozchodzenie sie dokola Ziemi fal elektromagnetycznych, innym ­
odczyt o podstawach matematyki. Byl to gwaltowny atak na cantoryzm, na
pewnik wyboru itd., przeciw twierdzeniu w rodzaju dobrego uporzadkowania.

Wlasnie wtedy Zermelo udowodnil, ze kazdy zbiór moze byc dobrze
uporzadkowany. Zermelo siedzial w pierwszych rzedach, a Poincare staral sie byc
uprzejmym (a umial byc straszliwie nieuprzejmy, gdy staral sie okazac przyjazny
stosunek) i przemawial. Och! Jak on grzmial przeciw podejsciu cantorowskiemu
i rozwijaniu w matematyce tego kierunku. Powiedzial: «Nalezy ukrecic leb nawet
najbardziej pomyslowemu dowodowi pana Zermelo i wyrzucic przez okno».
Zermelo, pasjonat i dziwak, byl zrozpaczony i wsciekly. W czasie kolacji w tym
samym dniu bylby zastrzelil Poincarego, gdyby byl zreczniejszy; byl jednak
wielkim niezgraba". Wypowiedz ta oddaje ducha tamtych czasów. Zdania
wybitnych matematyków byly podzielone. Na powszechny szacunek teoria
mnogosci musi~la zasluzyc swa uzytecznoscia dla innych dzialów matematyki;
stala sie nawet nieodzowna baza dla nowych dyscyplin matematycznych.

Po tym przydlugim wstepie trzeba przystapic do tematu. W artykule tym
chcialbym opowiedziec o najbardziej chyba kontrowersyjnym aksjomacie teorii
mnogosci - o pewniku wyboru (zob. artykul A. Mostowskiego o dobrym
uporzadkowaniu w zeszycie 3 «Delty» z 1974 r). Jak pisalem we wstepie,
wszyscy ucza sie dzis teorii mnogosci, a wiec moge zakladac, ze Czytelnik zna
podstawowe jej pojecia: pojecie zbioru i pojecie funkcji. Niech R bedzie rodzina
zbiorów (tj. zbiorem, którego elementami sa równiez zbiory). Selektorem rodziny R
nazwiemy zbiór skladajacy sie z pewnych elementów zbiorów nalezacych do
rodziny R i majacy z kazdym z tych zbiorów po dokladnie jednym elemencie
wspólnym. Przez Sel(R) oznaczymy zbiór wszystkich selekrorów rodziny R.

Z aksjomatów teorii mnogosci (z wyjatkiem pewnika wyboru, do którego
sformulowania zmierzam) mozna wywnioskowac, ze dla kazdej rodziny R
istnieje (dokladnie jeden) zbiór Sel(R).

Prlyklady
L Jezeli R = {{l, 2}, {3, 4}}, to Sel(R) = {{l, 3}, {l, 4}; {2, 3}, {2, 4}}
2. Sel (0) = {0}.
3. Jezeli 0 e R, to Sel(R) = 0.
4. Jezeli R = {{l, 2}, {l, 3}, {2, 3} }, to Sel(R) = 0.

Po obejrzeniu powyzszych przykladów i glebszym zastanowieniu sie mozna przez
analogie dojsc do wniosku, ze jezeli tylko rodzina R sklada sie ze zbiorów
rozlacznych i niepustych, to Sel(R) jest niepusty. Wlasnie ten wniosek zostal
przyjety przez Ernsta Zermelo w 1904 r. jako pewnik wyboru. Pogladowo mozna
go sformulowac tak: z kazdego zbioru rodziny skladajacej sie ze zbiorów
niepustych i rozlacznych mozna wybrac po jednym elemencie i utworzyc z nich
zbiór.
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To ostatnie sformulowanie tlumaczy nazwe pewnika. Z pewnika tego
nieswiadomie korzystal Cantor i inni jeszcze przed jego sformulowaniem. Jako
pierwszy zwrócil uwage na pewnik wyboru juz w 1890 r. Giuseppe Peano w pracy
poswieconej dowodowi istnienia rozwiazan ukladu równan rózniczkowych.

Obylo sie jednak bez przyjecia tego aksjomatu, bo w tej ko"nkretnej sytuacji
udalo sie mu udowodnic istnienie selektora, a wiec nie musial zakladac
aksjomatycznie jego istnienia. Beppo Levi w 1902 r. zauwazyl, ze w dowodzie
równolicznosci zbioru wartosci funkcji z pewnym podzbiorem jej dziedziny
(zbioru okreslonosci) trzeba powolac sie na jakis nowy aksjomat.

Samo sformulowanie pewnika wyboru niewiele o nim mówi. Zeby pokazac, jak on
funkcjonuje, rozpatrze przyklady. Pierwszym bedzie dowód twierdzenia
o równolicznosci zbiorów, o których wyzej pisalem. Zakladam, zef jest funkcja
odwzorowujaca zbiór A na zbiór B. Warstwa funkcji f nazwiemy zbiór
wszystkich tych elementów zbioru A, dla których wartosc funkcji jest taka sama.

Oczywiscie, warstwy sa zbiorami niepustymi, a ponadto dwie rózne warstwy sa
rozlaczne. Niech R bedzie rodzina wszystkich warstw funkcji f Pewnik wyboru
stwierdza, ze SeleR) # 0, a wiec istnieje selektor W rodziny R. Niech g(y) bedzie
(jedynym) elementem zbioru Wn {x E A :f(x) = y} dla y E B. Napisalem
"Jedynym", bo zbiór {x E A :f(x) = y} jest warstwa. Funkcja g jest okreslona
na zbiorze B, a zbiór jej wartosci jest zawarty w A. Ponadto g jest
róznowartosciowa. W ten sposób zostal zakonczony dowód twierdzenia.

Zbiór B jest równoliczny ze zbiorem wartosci funkcji g, a ten z kolei jest zawarty
w zbiorze A.

Drugie zastosowanie pewnika wyboru bedzie wykraczalo poza teorie mnogosci.
Tym razem udowodnie pewne twierdzenie z poczatków analizy matematycznej.
Jezeli ktos nie zna pojec, o których bede mówil, niech sie tym nie zraza.
Wszystko, co bedzie niezbedne, mozna bez trudu odczytac z tekstu dowodu.
Bedziemy interesowali sie funkcjami okreslonymi na zbiorze liczb rzeczywistych
i przyjmujacymi wartosci rzeczywiste. Celem jest dowód twierdzenia: Funkcja f jest
ciagla w sensie Cauchy'ego w punkcie Xo wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona ciagla
w sensie Heinego w punkcie Xo. W artykule udowodnie tylko, ze ciaglosc w sensie
Heinego pociaga za soba ciaglosc w sensie Cauchy'ego, gdyz w tej czesci dowodu
korzysta sie.z pewnika wyboru. Dowód implikacji odwrotnej nie jest trudny i nie
korzysta (lepiej byloby powiedziec: nie musi korzystac) z pewnika wyboru. Sadze,
ze Czytelnik da sobie z nim rad.e.

Przystapmy do dziela. Zaloze, ze funkcja f jest ciagla w sensie Heinego
w punkcie xo, tzn. ze dla dowolnego ciagu {xn} warunek lim Xn = Xo pociaga

n -+ <Xl

za soba warunek lim f(xn) = f(xo). W celu uzyskania sprzecznosci zaloze, ze
n ...• <Xl

funkcja f nie jest ciagla w sensie Cauchy'ego w punkcie Xo, tzn. zakladam ze
V A V (lx-xol < {JA If(x)-f(xo)l) ~ e).

8>0">0 x

Dla kazdej liczby naturalnej n tworze zbiór

An = {(n, x).:lx-xol < l/nA lf(x)-f(xo)1 ~ e}.

Zbiór ten zgodnie z przyjetym zalozeniem (dla {J = l/n) jest niepus~y. Niech R
bedzie rodzina zlozona ze wszystkich zbiorów An. Jezeli n # m, to AnnAm = 0,
bo oba te zbiory skladaja sie z par uporzadkowanych, przy czym pary
uporzadkowane wystepujace w róznych zbiorach maja rózne poprzedniki, a wiec
sa rózne. Zatem R jest rodzina zbiorów niepustych i rozlacznych. Pewnik wyboru
stwierdza, ze SeleR) # 0. Niech W bedzie selektorem rodziny R. Dla kazdej
liczby naturalnej n zbiór Ann W ma dokJadnie jeden element bedacy para
uporzadkowana, której poprzednikiem jest liczba n, a nastepnikiem liczba
rzeczywista, oznaczmy ja przez xn, taka, ze spelnione sa warunki IXn- Xo I < l/n
orilZ If(xn)-f(xo)1 ~ e. Otrzymalismy zatem ciag {xn} o nastepujacych
wlasnosciach: Ixn-xol < l/n oraz If(xn)-f(xo)1 ~ e dla kazdej liczby
naturalnej n. Z pierwszego z tych warunków wynika, ze lim Xn = Xo, zas

n -+ <Xl

Z drugiego, zef(xo) nie jest granica ciagu {I(xn)}. Otrzymalismy zatem
sprzeczn9sc z przyjetym na wstepie zalozeniem, ze funkcja f jest ciagla w sensie
Heine~o w punkcie Xo.

Udowodnione twierdzenie bardzo czesto bywa wykorzystywane przy badaniu
ciaglosci funkcji.
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Szczególowa analize wielu innych dowodów opartych na aksjomacie wyboru
przeprowadzil juz w 1918 r. wielce zasluzony dla matematyki polskiej i swiatowej,
jeden z twórców Warszawskiej Szkoly Matematycznej - Waclaw Sierpinski.
Byl on jednym z zalozycieli i dlugoletnim redaktorem organu tej Szkoly,
"Fundamenta Mathematicae", poswieconego teorii mnogosci i jej zastosowaniom.
Byl on równiez autorem pierwszego w skali swiatowej podrecznika teorii
mnogosci wydanego w 1912 r. Pewnik wyboru-o'9ljednym z tematów, które
pasjonowaly Sierpinskiego niemal do konca zycia. Jednym znajwybitniejszych
w swiecie badaczy pewnika wyboru byl inny przedstawiciel tej Szkoly, zmarly
niedawno prof. Andrzej Mostowski. Jest on autorem zdania: "Tylko zon nie
trzeba wybierac, one sa nam dane".
Do tej pory pisalem o pozytku plynacym z przyjecia pewnika wyboru.
Przysparza on równiez pewnych klopotów. Otóz Stefan Banach i Alfred Tarski
udowodnili, korzystajac oczywiscie z pewnika wyboru, ze kule mozna tak chytrze
podzielic na skonczona liczbe czesci, ze z nich mozna zlozyc dwie kule
identyczne z wyjsciowa. Taki paradoksalny wniosek (tzw. paradoksalny rozklad
kuli) i inne sklanialy do przypuszczenia, ze pewnik wyboru jest sprzeczny
z pozostalymi pewnikami teorii mnogosci. Przypuszczenia te zostaly rozwiane
w 1938 r. przez Kurta GOdla, co wiecej w 1963 r. Paul J. Cohen udowodnil,
ze przyjecie zaprzeczenia pewnika wyboru równiez nie prowadzi do sprzecznosci
z pozostalym; aksjomatami teorii mnogosci. Okazalo sie zatem, ze pewnik wyboru
jestniezalezny ( od pozostalych aksjomatów). Tak wiec nasze rozumowanie przez
analogie, prowadzace do sformulowania pewnika wyboru, niczym nie bylo
usprawiedliwione. Powstaje zatem pytanie: przyjac czy odrzucic pewnik wyboru?
Argumentem za przyjeciem pewnika wyboru jest fakt, ze wiele waznych odkryc
matematycznych nie zostaloby dokonanych bez niego. Nie mozna by na przyklad
bylo udowodnic twierdzen, których dowody tu podalem. Oczywiscie, nie tylko
dlatego, ze w ich dowodach korzystalem z pewnika wyboru, ale przede wszystkim
dlatego, ze pokazano nieistnienie dowodów tych twierdzen bez opierania sie na
pewniku wyboru. Badaniami, o których pisalem pod konie,? artykulu, zajmuje sie
specjalny i bardzo zaawansowany dzial matematyki zwany podstawami teorii
mnogosci. Z tego wzgledu ograniczylem sie tu tylko do podania pewnych wyników
tego dzialu.

r = ~ (P+W).
8

czlowiek,

1

2' (P+ W).
F

W + ~ W mostek.
4

F'+T -p+ ..!... p
4

1"-1'

F' jest wartoscia sily z jaka czlowiek
oddzialuje na line, a T wartoscia sily

wzajemnego oddzialywania czlowieka i mostka.

Stad:

Tyle wynosi napiecie liny zarówno

w punkcie A jak i B. Oczywiscie nacisk na
os C równa sie 2F = P+ W.
Równania ruchu czlowieka i mostka, gdy

czlowiek podciaga sie ze stalym

przyspieszeniem -~ wzgledem bloczka, sa

nastepujace:

5
2' r ~4 (P+ W).

Na koniec pytanie: czy ten sam wynik

uzyskalibysmy w przypadku podciagania
mostka przez drugiego czlowieka. nje

stojacego na mostku?

Rozwiazanie zadania F 39. W sytuacji
statycznej warunek równosci napiec liny po

obu .tronach bloczka jest postaci:

F- P+ W-F,
gdzie F jest sila, z jaka czlowiek ciagnie line
w punkcie A.

Pomewaz lina jest niewai:ka, równiez napiecie

liny w punkcie B wynosi r.Natomiast
nacisk na os C równa sie

Stad:

x y

Ro,pati7my teraz deltoid o katach 60', 80

60' i 160' (dla n ,4 szukana liczba jest wie •..

tez równa 3).

Mozna wpisac wen okrag. Niech X i Y beda

punktami stycznosci tego okregu z bokami
deltoidu wychodzacymi z wierzcholka kata
o mierze 160". Obierajac na krótszym
z luków XY n-5 punktów, otrzymujemy wraz

z wierzcholkami przy katach ostrych deltoidu

wierzcholki n-kata wypuklego o trze~h katach

ostrych

Rozwiazanie zadania M 115. Dla n, 3

szukana liczba jest oczywiscie 3. Zalózmy,

ze n-kat wypukly (n ;;, 4) ma x ostrych

katów wewnetrznych. Wiadomo. ze suma

miar wszystkich katóW wewnetrznych n-kata
wypuk/ego równa jest (n - 2)n, a kazdy taki

kat ma miare mniejsza od n. Byloby wiec

(n - 2)" < x' :: + (n x)", czyli 2n 4 <
2

< x ~2n-2x, skad x < 4. czyli x •• 3,

Rozwiazanie zadania '\1117. Przypu,cmy,
ze liczb tcj postaci jt:st liczba skonczona

i ze Pl' P2t o.' Pil to 54 wszYl)tkie takie hClby.

Rozpatrzmy hczb

N 4PIPJ .. Po I
Jest to liczba wieksza od jednosci i ma wobec

tego jakis dzielnik pierwszy. oczywiscie

nieparz)'sty. Jest niemozliwe, by wszystkie

takie dzielniki byly po,taci 4k + 1, gdyz
iloczyn liczb tej postaci jest znowu liczba tej

postaci. Jeden z dzielników pierwszych

liczby N jest wiec pc,staci 4" + 3. Jest on

rózny od kazdej z Iiczh Pl. Plo ... , Prl. gdyz

pncz te liczby dzieh sj~ liczba .v + t; gdyby
iN byla podzielna prl.CL które~ Pl, to liczba

N+ 1 -iV l dzielilab)' sie prLeL. Pl, co je.'\t

niemozliwe. \'.'skaJ'.ali,my wiec liczbe pierwsza

postaci 4k + 3 rózr l od kazdej 'L, liczb Pl' Pl,
...• Pll. co przeczy laloi:eniu. ze byl)' to
wszystkie takie ~iClhy.

Udo\\odnionc t\\icn.lJcnie jest szczególnym

przypadkiem twierd;cnia P G. Lejeune
Dirichlcta (udowouniunego w roku 1837)

orzekajacego, ze jeLch 'J j b ~a liczbami
naturalnymi wzglednie pierwszymi. to istnieje

nieskonczenie wieJe lic.lb pien~·szych postaci
ak+b. Dowód tego l"ieru"enia jest jednak
rudny.
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o niektórych problemach wspólczesnej 'meteorologii

Mgr Elzbieta MOTRENKO

... dzis w Warszawie bedzie zachmurzenie
umiarkowane, przejsciowo duze,
z mozliwoscia przelotnego opadu deszczu.
Temperatura maksymalna okolo 8 st.

synoptyk - z greckiego synoptlkos­

przegladowy. W meteorologii okreslenie to
odnosi sie do pogody. Tak wiec synoptyk to
czlowiek zajmujacy sie badaniem
i przewidywaniem pogody.

na stacjach meteorologicznych wykonuje sie
pomiary za pomoca przyrzadów
umieszczonych na stale na powierzchni Ziemi,
przyrzadów przymocowanych do
unoszacych sie swobodnie specjalnych
balonów oraz umieszczonych w malych.
wystrzeliwanych w powietrze rakietach.
Pomiary wykonuje sie równiet na
plywajacych i zakotwiczonych statkach
oceanicznych. Najwiecej jest stacji naziemnych.
Charakterystyczna dla takiej stacji jest dobrze
znana tzw. klatka meteorologiczna.

algorytm - dokladny schemat postepowania
prowadzacy do rozwiazania okreslonego
zadania.

interpolacja - przyblitone znajdowanie
wartosci funkcji w pewnym punkcie na
podstawie znanych wartosci tej funkcji
w punktach niezbyt odleglych.

powierzchnia izobaryczna - hipotetyczna
powierzchnia w atmosferze przechodzaca
przez punkty. w których cisnienie
atmosferyczne ma te sama wartosc .

Komunikat o prognozie pogody. Jeden z wielu przygotowywanych kazdego dnia
w instytutach meteorologii i biurach pogody a nastepnie rozpowszechnianych
przez rózne srodki informacji. Wynik zmudnej pracy meteorologów, którego
wartosc praktyczna bywa jednak czesto znikoma. Dlaczego tak sie dzieje?
Jakie sa zasadnicze trudnosci, które napotyka synoptyk przy prognozie pogody?
Czy pogode w ogóle da sie przewidywac dokladnie? Jak zagadnienie prognozy
traktuje wspólczesna meteorologia? Oto problemy, którym warto poswiecic nieco
uwagi.

Pogode, jaka bedzie w przyszlosci, przewiduje synoptyk na podstawie wyników
aktualnych obserwacji. Jakosc prognozy zalezy zatem w duzej mierze od jakosci
materialu obserwacyjnego. Pomiarów meteorologicznych dokonuje sie na
specjalnie w tym celu zorganizowanych stacjach meteorologicznych, które tworza
swiatowa siec i posiadaja wlasny system lacznosci. Siec stacji jest wciaz jeszcze
nieregularna i na znacznych obszarach zbyt "rzadka" - stacje umieszczone sa
w zbyt duzych odleglosciach od siebie. Za malo pomiarów wykonywanych jest
na róznych wysokosciach w atmosferze. W technice pomiarowej zaznaczyl sie
jednak znaczny postep. Stacje meteorologiczne sa coraz lepiej wyposazane; do
sluzby meteorologicznej wykorzystuje sie sztuczne satelity. Ilosc informacji·-tzw.
danych meteorologicznych - dostarczana przez swiatowa siec stacji juz obecnie
jest ogromna. Kazdorazowe ich opracowanie w celu ustalenia "aktualnego" stanu
atmosfery jest trudne bez pomocy maszyn matematycznych. Przetworzenia danych
nalezy dokonac odpowiednio szybko, by przygotowana na ich podstawie
prognoza mogla miec wartosc praktyczna. Dotyczy to szczególnie prognoz
krótkoterminowych. To ograniczenie czasu stanowi istotna trudnosc dla
meteorologów.

Analiza danych meteorologicznych przy uzyciu maszyn matematycznych nazywa sie
analiza obiektywna. W jej wyniku uzyskuje sie wartosci parametrów
meteorologicznych w róznych punktach atmosfery, wykorzystujac dane
zmierzone na stacjach. Znalezienie wlasciwych metod analizy obiektywnej ­
odpowiednich algorytmów interpolacyjnych - to wcale nielatwy problem
matematyczny zwiazany z prognoza pogody. "
Analiza obiektywna jest doskonalsza wersja tzw. analizy subiektywnej, która jest
jeszcze dosc powszechnie stosowana w tych biurach pogody, gdzie z róznych
wzgledów (czesto z braku maszyn matematycznych) nie wykonuje sie analizy
obiektywnej. W analizie subiektywnej brana jest pod uwage tylko taka
liczba danych meteorologicznych, jaka jest w stanie przeanalizowac synoptyk.
Wybór danych najwazniejszych dla przeprowadzanej analizy zalezy od intuicji
i doswiadczenia synoptyka. Stan atmosfery w okreslonym terminie przedstawiany
jest za pomoca ustalonych symboli na kilku dwuwymiarowych wykresach,
przy czym plaszczyzna wykresu odpowiada powierzchni Ziemi albo okreslonej
powierzchni izobarycznej w atmosferze.

.,
,.

.•'
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izolinia -linia na mapie synoplycmej
przechodzaca przez punkty odpowiadajace
jednakowym wartosciom parametru
meteorologicmego, np. cisnienia - izobara,
temperatury - izoterma.

Taki wykres - mapa synoptyczna - analizowany jest przez synoptyka graficznie.
Kresli on izolinie parametrów meteorologicznych i stara sie rozpoznac na mapie
wyróznione w praktyce synoptycznej obszary o szczególnym rozkladzie
tych parametrów~ np. nize lub wyze atmosferyczne - poniewaz
zwiazany jest z nimi okreslony typ pogody. Synoptyk wyróznia tez na mapie
obszary, w których wystepuje wyrazna zmiana pogody, tzw. strefy frontalne
(fronty atmosferyczne). Zaznacza równiez takie zjawiska jak burza, zamiec itp.
Prognoza wykonana w oparciu o analize subiektywna polega na przewidzeniu
ewolucji wyróznionych na mapie elementów zgodnie z regulami, jakim zwykle
podlega ich rozwój. Niemala role odgrywa tu zgadywanie. Prognozy takie sa malo
precyzyjne i czesto nietrafne. Zobiektywizowanie metod prognozy wydawalo sie
panaceum na klopoty synoptyków. Równania matematyczne, które wyrazaja
prawa rzadzace zachowaniem osrodka gazowego, jakim jest atmosfera
ziemska - równania ruchu, energii i zachowania masy - lacznie z równaniem
stanu tworza uklad równan rózniczkowych hydrodynamiki. Nie ma teorii, która
zapewnialaby w kazdym przypadku istnienie jednoznacznych rozwiazan tego
ukladu i podawala metody uzyskania takich rozwiazan. Mozliwe jest to tylko
w bardzo szczególnych przypadkach. Równania hydrodynamiki maja jednak taka
forme, ze tendencje zmiany stanu atmosfery w danej chwili zwiazane sa
bezposrednio z aktualnym stanem atmosfery iwplywem czynnikó~
zewnetrznych (podloze, promieniowanie sloneczne). Nasunelo to mysl, ze
prognoza pogody moze byc uzyskana przez numeryczne rozwiazanie równan
hydrodynamiki. Aktualny stan atmosfery okreslaja zmierzone na stacjach
meteorologicznych parametry, które wchodza w równania. Wstawiajac te znane
wartosci do równan mozemy wiec obliczyc tendencje zmiany stanu atmosfery.
Musimy przy tym w jakis sposób okreslic wplyw czynników zewnetrznych na
atmosfere. Przyjmuje sie zazwyczaj, ze czynniki te nie maja zadnego wplywu, co
dla niewielkich okresów czasu okazuje sie zupelnie dobrym przyblizeniem.
Wykorzystujac w ten sposób uklad równan hydrodynamiki praktycznie
ustalamy, jak zmienia sie wartosci parametrów meteorologicznych w ciagu
najblizszego - krótkiego - okresu czasu. Dodajac obliczone wartosci zmian
do aktualnych wartosci parametrów meteorologicznych okreslamy, jakie beda
wartosci tych parametrów po uplywie czasu przyjetego za okres, w którym
obliczona zmiana nastapi. Powtarzajac rachunek wielokrotnie (traktujac kazdy
obliczo;ny przyszly stan atmosfery jak nowy stan "aktualny") mozna uzyskac
stan atmosfery w dowolnym czasie w przyszlosci. Pierwsza próba takiej prognozy,
podjeta juz w 1922 roku przez Anglika L. F. Richardsona, byla nieudana.
Z matematycznego punktu widzenia numeryczne rozwiazanie równan
hydrodynamiki wymaga zastapienia wystepujacych w nich pochodnych
czastkowych rói:nicami skonczonymi. Przy zamianie tak skomplikowanego ukladu
równan, jakim jest uklad równan hydrodynamiki, na odpowiedni uklad
róznicowy w celu wykorzystania go do obliczania zmian wielkosci uzyskanych
z obserwacji - zawsze wiec zmierzonych z pewnym bledem - pojawia sie wiele
matematycznych problemów, które trzeba rozwiazac, zeby uzyskac poprawny
wynik. Nieznajomosc tych problemów byla jedna z przyczyn niepowodzenia
Richardsona ; klopoty z ich rozwiazaniem stanowily równiei: zasadnicza trudnosc
dla meteorologów, którzy dysponowali maszynami matematycznymi i znali wiele
teoretycznych ustalen dotyczacych metod numerycznych rozwiazywania równan
rózniczkowych.
Wiele procesów atmosferycznych opisywanych przez równania hydrodynamiki nie
ma dla zjawisk pogody wiekszego znaczenia. Do prognozy mozna wiec w zasadzie
uzywac równan uproszczonych, z których "odfiltrowano" takie nieistotne procesy,
traktujac je jako "szumy". Zagadnienie poprawnego matematycznie i fizycznie
uzasadnionego upraszczania równan hydrodynamicznych dla celów prognozy,
to nastepny trudny problem matematyczny. Znalezienie i rozwiazanie
odpowiedniego ukladu rói:nicowego dla obszaru objetego prognoza - to kolejne
trudne zadanie w numerycznej prognozie pogody.
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Nie wszystkie trudnosci udalo sie dotychczas pokonac, choc wiele z wyzej
sygnalizowanych problemów matematycznych doczekalo sie pomyslowych
i skutecznych rozwiazan. Swiatowe meteorologiczne centra obliczeniowe, które
dysponuja maszynami matematycznymi i odpowiednia kadra specjalistów,
przygotowuja prognoze podstawowych parametrów meteorologicznych dla calej
pólkuli 'pólnocnej na okres od dwunastu godzin do kilku dni. Punkty, dla których
obliczane sa przyszle wartosci parametrów, dzieli odleglosc kilkuset kilometrów.
Tego typu prognoza moze wiec stanowic jedynie podstawe dla prognoz bardziej
szczególowych, to jest takich, które interes~a bezposrednio uzytkowników.
Postep w zakresie opracowywania takich lokalnych prognoz jest jednak raczej
sprawa przyszlosci. Powaznym ograniczeniem w rozwoju metod numerycznych jest
istnienie tzw. limitu przewidywalnosci pogody w oparciu o równania
hydrodynamiki. Teoretycznie, zgodnie z równaniami, jak bylo juz wyzej
powiedziane, znajac dokladnie aktualny stan atmosfery i wplyw czynników
zewnetrznych mozemy wyznaczyc kazdy inny stan atmosfery z dowolna
dokladnoscia. Praktycznie jednak jest to niemozliwe. W atmosferze nieustannie
na siebie oddzialuje wiele róznorodnych procesów i na podstawie pomiarów
w poszczególnych punktach nie mozemy wyznaczyc dokladnie stanu atmosfery,
który by wyznaczal wszystkie nastepne. Nie chodzi tu tyl)co o blad pomiaru, ale
glównie o to, ze pomiar nie uwzglednia procesów zachodzacych w obszarze
miedzy punktami pomiarowymi, które maja wplyw na zmiany stanu atmosfery.
Jedynie zjawiska periodyczne nie maja w zasadzie limitu przewidywalnosci. Dla
wszystkich innych zjawisk taki limit istnieje i sprawdzenie sie numerycznej
prognozy pogody na okres dluzszy niz jeden tydzien jest raczej sprawa przypadku.
Opracowanie skuteczniejszych metod prognozy jest zadaniem, które wciaz stoi
przed meteorologia. Sukces w tej dziedzinie uwarunkowany jest jednak lepsza
znajomoscia mechanizmów procesów atmosferycznych, o których wiemy jeszcze
za malo. Nowe rozwiazania w dziedzinie prognoz numerycznych sa
niewatpliwym osiagnieciem meteorologii, ale nie przyczyniaja sie do zrozumienia
podstaw dynamiki i termodynamiki atmosfery. Konieczny jest wysilek badawczy
w celu ustalenia zasadniczych dynamicznych cech takiego fizycznego ukladu,
jakim jest atmosfera ziemska i wyjasnienia nie znanych nam dotychczas
przyczyn wielu rozpoznanych juz Zjawisk.

-- Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 115. Jaka jest najwieksza liczba ostrych katów wewnetrznych, które moze miec n-kat wypukly?
W. Mnich

Rozwiazanie na str. 3

M 116. Czy istnieje taki niepusty zbiór prostych zawartych w jednej plaszczyznie, ze kazda prosta
jest rozlaczna z co najmniej jedna prosta tego zbioru?

W. Mnich

Rozwiazanie na str. 10

M 117. Udowodnic, ze liczb pierwszych postaci 4k+3 jest nieskonczenie wiele.
Rozwiazanie na str. 3

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 39. Czlowiek o ciezarze P znajduje sie na mostku bosmanskim o ciezarze W (patrz rysunek obok).
Mostek zawieszony jest na niewazkiej linie, przeprpwadzonej przez bloczek C. Czlowiek trzyma
swobodny koniec liny (punkt A). Zakladajac, ze uklad pokazany na rysunku znajduje sie
w równowadze, nalezy znaleZC:
a) sile F, z która czlowiek dziala na swobodny koniec liny w punkcie A,
b) sile napiecia liny w punkcie B,
e) sile dzialajaca na os bloczka w punkcie C.
Nastepnie rozwazcie przypadek, kiedy czlowiek stara sie podciagnac do góry z przyspieszeniem
a = gj4, wyciagajac line w punkcie A z odpowiednia stala szybkoscia.
Wyznaczcie ponownie sily wspomniane w punktach a) - e).
Rozwiazanie na str. 3
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Fizyka wspomaga geometrie Zbigniew OGIELSKI

W momencie pisania artykulu autor byl
uczniem III kl. 1;0 im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.

c

A B

Matematyka jest nauka, która w rozwoju swoich metod z reguly nie korzysta z osiagniec zadnych
innych nauk. Niejednokrotnie jednak przy rozwiazywaniu zadan mozna skorzystac ze zdobyczy
innych nauk, przez co rozwiazania mozna uproscic lub urozmaicic.
Na podstawie kilku przykladów pragne pokazac, w jaki sposób mozna wykorzystac wlasnosci
srodka ciezkosci do rozwiazywania zadan z geometrii.
W rozwazaniach naszych bedziemy korzystali ze znanego i latwego do udowodnienia twierdzenia:
"Jezeli w danym ukladzie punktów At. Az, ... , A. o masach mt, mz, , m. zastapimy punkty
At, Az, , Ak ich srodkiem ciezkosci T nadajac mu mase mt +mz + +mk' to uklad punktów
T, AHt, , A. ma ten sam srodek ciezkosci, co uklad dany".
Bedziemy tez korzystac z faktu, iz srodkiem ciezkosci dwóch punktów A i B o masach a i b jest

AS b
taki punkt S odcinka AB, ze -- = - .

SB a

. Wykorzystujac wlasnosci srodka ciezkosci udowodnimy teraz kilka manych twierdzen o trójkacie,
a takze wyprowadzimy pewne wzory, mogace sie przydac przy rozwiazywaniu zadan.

Zadanie 1. Udowodnic, ~. t~zy dwusieczne katów wewnetrznych w trójkacie przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwiazanie. Niech w trójkacie ABC o bokach dlugosci a, b, c:
dwusieczna 1: A przecina bok o dlugosci a w punkcie A',
dwusieczna 1:B przecina bok o dlugosci b w punkcie B',
dwusiecma 1: C przecina bok o dlugosci c w punkcie C'.

Umiescmy w punktach A, B, C odpowiednio masy a, b, c. Niech srodkiem ciezkosci ukladu
punktów A, B, C bedzie punkt O. Poniewaz z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego

AC' b n
W trójkacie mamy -- = - , wiec punkt C' jest srodkiem ciezkosci mas a i b w punktach A i B.

C'B a

Zatem jezeli w punkcie C' umiescimy mase a + b, to srodek ciezkosci punktów C' i C bedzie sie
pokrywal z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC'. Analogicznie dowodzimy, ze
punkt O nalezy do odcinków AA' i BB'. Zatem odcinki AA', BB' i CC' przecinaja sie w punkcie O.

c.n.d.

Obliczymy jeszcze w jakich stosunkach dziela sie dwusiecme katów wewnetrznych w trójkacie.
Jak udowodnilismy wyzej, dwusieczne katów wewnetrznych trójkata ABC przecinaja sie
w punkcie O. Mamy wiec obliczyc w jakich stosunkach punkt O dzieli dwusiecme AA', BB', CC'.
Poniewaz punkt O jest srodkiem ciezkosci mas c i a+b umieszczonych w punktach C i C' zatem:

CO a+b

OC' --c-
Analogicznie znajdujemy:

AO b+c-----
OA' a

BO a+c--=--
OB' b

tg1:A+tg1:C

tg 1:B

c

B

Zadanie 2. W jakim stosunku przecinaja sie wysokosci w trójkacie ostrokatnym?

Rozwiazanie. Niech w trójkacie ABC odcinkI AA', BB' i CC' beda wysokosciami tego trójkata.
UmieSCmy w punktach A, B, C odpowiednio masy tg 1:A, tg 1:B, tg 1: C. Niech srodkiem
ciezkosci ukladu punktów A, B, C bedzie punkt O.

CC' CC' AC' tg 1:B
Poniewaz tg 1:A = -- i tg 1:B = -- WieC-- = -- zatem punkt C' jest srodkiem

AC' C'B' C'B tg1:A
ciezkosci mas tg 1:A i tg 1:B w punktach A i B.
UmieSCmy zatem w punkcie C' mase tg 1:A + tg 1:B. Wtedy srodek ciezkosci punktów C i C'
pokrywa sie z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC'. Analogicznie dowodzimy,
ze punkt O nalezy do odcinków AA' i BB'. Zatem odcinki AA'; BB' i CC' przecinaja sie

w punkcie O..
Wykazalismy, ze punkt O jest srodkiem ciezkosci mas tg 1:C i tg 1:A + tg 1:B w punktach C i C'.
Zatem

.CO tg 1:A+tg 1:B

OC' tg 1:C

AO tg 1:B+tg 1:C BO

Analogicznie dowodzimy, ze OA' = tg 1:A ' OB'

Uogólnieniem zadan 1 i 2 jest nastepujace zaaanie:
Zadanie 3. Niech w trójkacie ABC na bokach AB, BC, CA beda dane odpowiednio punkty
C', A', B' takie, ze

AC'

C'B = kt,

BA'

A'C = kz

CB
B'A = k3

Udowodnic, ze odcinki AA', BB', CC' przecinaja sie w jednym punkcie. W jakich stosunkach
dziela sie te odcinki?
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A

c

B

Rozwiazanie. Umiescmy w punktach A, B, C odpowiednio masy l, ki, ki . k2• Niech punkt O
bedzie srodkiem ciezkosci ukladu punktów A, B, C.

1 CB'
Poniewaz ki . k2 • k3 = l, wiec k3 = -- zatem -- = --.

kIk2 B'A klk2
AC' .

Poniewaz -- = kI wiec punkt C' jest srodkiem ciezkosci mas 1 i ki w punktach A i B. Zatem
C'B

jezeli w punkcie C' umiescimy mase 1+kI, to srodek ciezkosci punktów C i C' bedzie sie
pokrywal z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC'. Analogicznie z równosci
BA' . k2kI CB' 1 .....
-- = -k2 = -- oraz --- = -. - wmoskUJemy, ze punkt O nalezy
A'C ki B'A klk2

do odcinków AA' i BB'. Zatem proste AA' i BB' oraz CC' przecinaja sie w punkcie O, c.n.d.
Jak juz udowodnilismy, punkt O jest srodkiem ciezkosci mas kl' k2 i 1+kiw punktach C i C',

CO 1+kl
zatem--= --

OC' klk2

A

A

Q
D

D

.. BO 1+klk2 AO
Podobme obliczamy _.- = ---, -- = klk2+kl = kl(k2+1)

OB' ki OA'

Rozwiazemy teraz dwa zadania o czworokatach.

Zadanie 4 (XXVI Olimpiada. matematyczna). W czworokacie plaskim wypuklym ABCD wybrano
na bokach przeciwleglych AB i CD punkty P i R, zas na bokach przeciwleglych AD i BC

punkty' Q i S w ten sposób, ze A_P_= D_R= a, A_Q_= _B_S= b. Dowiesc, ze jezeli O jest
PB RC QD SC

punktem przeciecia odcinków PR i QS, to PO = b oraz QO = a.
OR OS

Rozwiazanie. Umiescmy w punktach A, B, C, D odpowiednio masy l, a, ab, b. Poniewaz

BS b' AQ b' kS" dk' "k' .. b k h B . C- = I -- = WieCpun t Jest sro lem CleZ OSCImas a I a w pun tac I,
SC QD

a punkt Q jest srodkiem mas 1 i b w punktach A i D.
Umiescmy zatem w punktach S i Q odpowiednio masy a+ab i 1+b. Wtedy srodek ciezkosci
punktów S i Q pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci ukladu punktów A, B, C, D. Zatem srodek
ciezRosci ukladu punktów A, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Analogicznie, umieszczajac w punktach P i R odpowiednio masy l +a i b+ab wnioskujemy,
ze srodek ciezkosci ukladu punktów A, B, C, D lezy na odcinku PR. Poniewaz nalezy on
jednoczesnie do odcinka QS i do odcinka PR, wiec jest nim punkt O. Punkt O jest zatem takze
srodkiem ciezkosci ukladu punktów P, R oraz ukladu punktów S, Q wiec

PO b+ab . QO a+ab
- = --- = b I - = -- = a,
OR l+a. OS l+b c.n.d.

Rozwiazemy teraz zadanie ogólniejsze od zadania 4.

Zadanie 5. W czworokacie plaskim wypuklym ABCD wybrano na bokach AB, BC, CD i DA
odpowiednio punkty P, S, R, Q w ten sposób, ze

AP BS CR DQ
-=01, - =02, - =a3, -=-----
PB SC RD QA, al . a2 . a3

Niech punkt O bedzie punktem przeciecia odcinków PR i SQ.
W jakich stosunkach punkt O dzieli te odcinki?

Rozwiazanie. Umiescmy w punktach A, B, C, D odpowiednio masy l, al, al' a2, al' a2' a3·
AP CR a . a . a

Poniewaz - = al i - = a3 = l 2 3 wiec punkt P jest srodkiem ciezkosci mas 1 i al
PB RD ala2

w punktach A i B, a punkt Rjest srodkiem mas ala2 i ala2a3 w punktach C i D. Umiescmy
zatem w punktach P i R odpowiednio masy 1+al i al a2+al a2 a3·
Wtedy srodek ciezkosci punktów P i R pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci calego ukladu

punktów A, B, C, D. Zatem srodek ciezkosci calego ukladu punktów A, B, C, D lezy na
odcinku PR.
Analogicznie umieszczajac w punktach S i Q odpowiednio masy al +ala2 i 1+ala2a3

dowodzimy, ze srodek ciezkosci calego ukladu punktów A, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Poniewaz lezy on tez na odcinku PR, wiec srodkiem ciezkosci ukladu punktów A, B, C, D jest
punkt O. Punkt O jest jednoczesnie srodkiem ciezkosci mas l +al i al a2 +ala2a3 w punktach
P i R oraz srodkiem ciezkosci mas al +al a2 i 1 +al a2a3 w punktach S i Q. Zatem

PO 1+a3 SO 1+ala2a3
- = ala2' -- oraz -- = ----
OR . l+al OQ. al +ala2

Pokazalismy na przykladach, jak mozna stosowac zasady fizyki do rozwiazywania zadan
z geometrii. Zadania te mozna by oczywiscie rozwiazac metoda "czysto matematyczna", która
jednak moglaby byc bardziej skomplikowana (np. zadanie 4 rozwiazalem korzystajac
z twierdzenia Menelausa, co bylo bardzo pracochlonne i wymagalo wielu wyliczen).



Laboratorium \v domu

Dr Jan A. GAJ

TERMODYNAMIKA '?ol AEROZOl U

Rys. 3

i odplyw

Zawrotna kariera, jaka zrobily w zyciu codziennym opakowania aerozolowe, nie
ogranicza sie do farb, kpsmetyków czy lekarstw, ale rozciaga sie nawet na jezyk.
Aerozol bywa symbolem ~to wie czy nie demoralizujacych ulatwien, jakie niesie
z soba cywilizacja. Mozemy takze mówic o czyms w aerozolu majac na mysli
znikoma, symboliczna ilosc tej rzeczy - na przyklad tytulem "Uslugi
w aerozolu" móglby dziennikarz opatrzyc artykul opisujacy sytuacje
w niektórych nowo wybudowanych osiedlach mieszkaniowych. Jak sie
z pewnoscia Czytelniku domyslasz, my spróbujemy zastosowac aerozol w fizyce,
a konkretnie - do kilku prostych doswiadczen z dziedziny nauki o cieple.

'lADOMOSCI \VSTEP'E CO SIEI,,"?' V SR0DI(IJ.
Przekrój opakowania aerozolowego przedstawia rysunek. Wewnatrz
hermetycznego pojemnika metalowego znajduje sie ciecz zawierajaca skladnik
uzytkowy (np. farbe) zmieszany z ciecza o duzym cisnieniu par nasyconych (kilka
atmosfer). Nacisniecie przycisku powoduje otwarcie zaworka i wyplyniecie cieczy
przez rurke. Rozpylanie ulatwia natychmiastowe wrzenie cieczy po wydostaniu sie
jej do obszaru cisnienia atmosferycznego. Poznanie konstrukcji zaworka
ulatwi Ci wyjecie przycisku. Zakonczony jest on rozcieta rurka (rys. 2). Jesli
ciekawosc kaze Ci zajrzec do srodka pojemnika, pamietaj aby rozcinac go tylko
wtedy, kiedy jest calkowicie pusty - w przeciwnym razie moze to byc
niebezpieczne.

)OS\ r rJ 7 ''\in:: f LOD' , j{ 1\ V' /-r \..
Tak, nie mylisz sie. Ciecz szybko parujaca obniza znacznie swoja temperature.
Mozesz to sprawdzic w bardzo prostym doswiadczeniu, kierujac strumien
aerozolu na zbiorniczek termometru - slupek rteci spadnie znacznie ponizej
zera. Uwaga: nie chcac narazac sie domownikom wytworzeniem w mieszkaniu
zapachu na przyklad dezodorantu w stezeniu przekraczajacym granice ludzkiej
wytrzymalosci, najlepiej wykonywac nasze doswiadczenia na dworze lub
ostatecznie na parapecie szeroko otwartego okna.

D" ,S ' .,\DCZd'l E l ER v~OL \ LO)I C

Spróbujmy teraz otrzymac makroskopowa ilosc cieczy "aerozolowej" pod
cisnieniem atmosferycznym. Poniewaz bedzie ona bardzo zimna, umiescimy ja
w termosie. Dla osiagniecia maksimum wydajn~sci (nie jest to jednak niezbednie
konieczne) warto przedtem ochlodzic nasz aerozol a takze termos (otwarty)
w zamrazalniku lodówki domowej przez pare godzin (najlepiej z dnia na dzien).
Dla przelania cieczy z pojemnika do termosu musimy zaopatrzyc sie w rurke,
która pasuje do zaworka pojemnika. Dobre sa czasem rurki wkladów do
dlugopisów, a na ogól plastikowe "slomki" do picia zimnych napojów.
Oczywiscie rurke nalezy na koncu lekko naciac na przyklad nozem do
pomidorów. Rurke wyginamy, jeden koniec wprowadzamy do termosu, a drugi
(ten rozciety) wciskamy do zaworka reka w rekawiczce (zimne!) - rys. 3. Przy
odpowiedniej sile nacisku ciecz zacznie wyplywac do termosu. Kiedy zbierze sie jej
dostatecznie duzo, mozemy zmierzyc temperature termometrem - powinno byc
okolo - 30°C! Idziemy w tym momencie sladem znakomitych poprzedników ­
Olszewskiego i Wróblewskiego - przez gwaltowne parowanie obnizamy
temperature. Z pewnoscia zapytasz, Czytelniku, zachecony powodzeniem:

·AO ~FJSr E~7,C~E

Mozna. Dla zachecenia cieczy do dalszego intensywnego parowania nalezy jeszcze
bardziej obnizyc jej cisnienie. Do tego celu posluzy nam pompka wodna, która
nietrudno zrobic samemu. Przekrój pompki wodnej widac na rysunku 4. Widac, ze
do jej wykonania potrzebne sa nastepujace materialy: mocna rurka metalowa lub
z tworzywa sztucznego o srednicy paru cm, dwa korki gumowe, pare cienszych
rurek (z zuzytego flamastra) oraz kawalki weza gumowego. Decydujace
o dzialaniu pompki bedzie wspóldzialanie dyszy, z której wyplywa woda, z rurka,
do której woda trafia.

wq.i gumowy
do wodociq,gu

~ aerozolem

wq.Z ssq.cy

Rys .••

K. Olszewski i Z. Wróblewski - polscy
fizycy, którzy w 1883 r. otrzymali po raz
pierwszy ciekle powietrze w makroskopowych
ilosciach.

Niska temperature mozna tez uzyskac przy
pomocy pelnego naboju do syfonu. Zróbcie
"fi nim otwór i zobaczcie, co sie stanie.
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Rys. 5

pompki
wodnej

Jesli strumien wody bedzie za cienki w stosunku do tej
rurki - nie bedzie zasysal powietrza; jesli rurka bedzie zbyt waska - moze
hamowac przeplyw wody i tez uniemozliwic dzialanie pompki. Przy
prawidlowym dzialaniu pompki mozna rozrzedzac nia powietrze do cisnien rzedu
kilku centymetrów slupa rteci! Jezeli teraz zamkniemy nasza zimna ciecz
szczelnie w termosie i przez rurke w korku odpompujemy powietrze (rys. 5)­
obnizymy temperature jeszcze bardziej. Chcesz sprawdzic swoje kwalifikacje
eksperymentatora? Oto szansa, czyli - podobnie jak w poprzednim numerze -

KONKURS SAMYCH ZWYCIEZCÓW
Kazdy, kto do 15 kwietnia br. nadesle do redakcji dzialajaca pompke wodna
zbudowana samodzielnie w warunkach i z materialów ogólnie dostepnych,
otrzyma 'nagrode ksiazkowa. Wszystkie pompki zostana sprawdzone przy
jednakowym cisnieniu wody i konstruktor najlepszej z nich (to znaczy tej, która
wytworzy najnizsze cisnienie) otrzyma nagrode glówna - zestaw do
eksperymentów elektrycznych. Powodzenia!

@

o zasadach w kosmologii

Dr Bronislaw KUCHO WICZ

--
Rozwiazanie zadania M 116. Zbiorem takim
jest (A)v(B)v(C), gdzie A, B, C sa trzema
niewsp6lliniowymi punktami plaszczyzny,
(X) zas oznacza zbiór wszystkich prostych
przechodzacych przez X. Jezeli bowiem
pewna prosta ma punkt wspólny z kazda
prosta peku (X), to jest prosta tego peku.
Prosta majaca punkt wspólny z kazda prosta
zbioru (A)v (B), to wobec tego prosta A B.
Jest ona jednak rozlaczna z prosta
przechodzaca przez C i równolegla do AB.

W poprzednich artykulach podalismy w zarysie najwazniejsze fakty, odnoszace sie do
Wszechswiata jako calosci, nie wymieniajac faktu naszego istnienia (choc gdyby nie ten fakt,
nie powstalby (mój artykul). Cóz, racje mial chyba Thornton Wilder, wkladajac w "Idach
marcowych" w usta Cezara stwierdzenie, ze "Wszechswiat nie wie nawet, ze zYja w nim ludzie"
(Ksiega I, List X).
Zdanie powyzsze nie uwlacza godnosci czlowieka, choc w sposób moze dla niejednego az zbyt
jaskrawy wystepuje przeciwko antropocentryzmowi. Pierwsze naiwne wyobrazenia o budowie
Wszechswiata, modele geocentryczne, dawaly wyraz przekonaniu o centralnej roli czlowieka
we Wszechswiecie. Zasadnicze zerwanie z ta koncepcja stanowilo usuniecie przez Kopernika
Ziemi z jej centralnej, specjalnie wyróznióne:i pozycji. Uznanie, ze Ziemia jest jedna z planet
nie rózniaca sie w zasadzie od pozostalych, stanowilo pierwszy krok do uznania, ze nasze Slonce
jest jednym z wielu slonc w Galaktyce, nasza Galaktyka - jedna z wielu we Wszechswiecie.
Istotnym w koncepcji naszego wielkiego rodaka bylo nie to, ze "wstrzymal Slonce", a to ze
"ruszyl Ziemie", spychajac ja z pozycji wyróznionej na niemal typowa. Nic wiec dziwnego, ze we
wspólczesnej kosmologii zasada Kopernika nazwano stwierdzenie, iz Ziemia nie zajmuje
wyróznionego polozenia nie tylko w D:kladzie Slonecznym, ale i we Wszechswiecie. Stwierdzenie
to daje sie uogólnic na coraz to wieksza skale. Mozna wiec mówic, ze ani Uklad Sloneczny, ani
Galaktyka, ani Lokalna Grupa Galaktyk (w sklad której nasza Galaktyka wchodzi) nie
znajduja sie w wyróznionej pozycji. Stad jeszcze dalsza ekstrapolacja prowadzi do uznania, iz we
Wszechswiecie nie ma zadnych miejsc zaslugujacych na wyróznienie pod jakimkolwiek wzgledem.
Wszechswiat ma byc taki sarn w kazdym punkcie, jesli tylko nie bierzemy pod uwage lokalnych
nieregularnosci. Gwiazdy, galaktyki i ich gromady stanowic maja tylko lokalne fluktuacje,
odgrywajace w skali Wszechswiata role nie wieksza niz góry i doliny na powierzchni Ziemi dla
obserwujacego ja z oddali kosmonauty. Tak uogólniona zasade Kopernika zwyklo sie nazywac
zasada kosmologiczna.
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Jesli przyjac, ze obserwowana przez nas
predkosc ucieczki ma tylko skladowa
radialna, to latwo sie przekonac (np. przez
transformacje Galileusza), ze obraz ucieczki
widziany z kazdej innej Ilwiazdy bedzie taki
sam.

Zgodnie z powyzsza zasada tak wyniki obserwacji Wszechswiata, jak i wyciagane z nich wnioski
nie moga zalezec od miejsca obserwacji. Wspominalismy juz o odkryciu zjawiska "ucieczki
galaktyk" przez Hubble'a. Naiwne tlumaczenie tego zjawiska mogloby wskazac na to, ze my
wlasnie znajdujemy sie w "srodku Wszechswiata", a wszystko sie od nas oddala, ucieka. Wystarczy
jednak odwolac sie od zasady Kopernika; zgodnie z nia to samo co o naszym polozeniu mozna
powiedziec o kazdym innym obserwatorze we Wszechswiecie. Cóz wiec stad wynika?

Wszechswiat wykazuje symetrie sferyczna wokól dowolnego punktu, a jednoczesnie ~den
z punktów w nim nie jest wyrózniony. Wszechswiat jest wiec przestrzennie jednorodny
i izotropowy, a jednoczesnie odleglosci miedzy dowolnymi dwoma jego punktami rosna
z uplywem czasu.
Pamietajmy, ze jednorodnosc rozkladu materii Wszechswiata rozumiec nalezy jako jednorodnosc
w duzej skali. Jest to podejscie analogiczne do wprowadzania gestosci gazu rozrzedzonego,
wypelniajacego naczynie. Jesli w naczyniu o pojemnosci 1 m3 mamy zaledwie milion czasteczek
gazu, wtedy nie ma sensu mówic o gestosci jednorodnej w skali niewielkich obszarów o objetosci
rzedu 1 mm3• W obszarach takich wystapia niewatpliwie fluktuacje gestosci, i to znaczne.
Natomiast w skali objetosci rzedu 103 cm3 mozna juz mówic w dobrym przyblizeniu
o jednorodnosci.
Wspomnijmy o prostocie podejscia. Do opisu miliona czasteczek w naczyniu wygodniej jest
stosowac kilka parametrów makroskopowych w rodzaju sredniej gestosci, temperatury czy
cisnienia (które traca sens w odniesieniu do pojedynczej czasteczki), niz parametry mikroskopowe
wszystkich czasteczek. Analogicznie jest i w kosmologii. Gdy jeszcze stosunkowo niewiele wiemy
o Wszechswiecie, mozna sie spodziewac, ze najlatwiej bedzie dokonac postepu przy najprostszym
zalozeniu roboczym, tzn. przyjmujac najprostsza, a wiec po prostu jednorodna strukture
Wszechswiata w duzej skali. Byc moze, jest to tylko przyblizenie, ale przyblizenie to pozwala
nam w najprostszy sposób uzyskac pewne wyniki teoretyczne, które znów mozna sprawdzac
obserwacyjnie.

Nie umiemy zbudowac takich modeli, które bylyby sensowne, zgodne z obserwacjami natury
kosmologicznej, a ponadto zawieralyby informacje odnoszace sie do takich szczebli struktury
Wszechswiata, jak galaktyki i gwiazdy. Praktycznie wszystkie modele Wszechswiata abstrahuja·
od tej jego "drobnoziarnistej" struktury, a i bez tego dosc jest trudnosdnatury matematycznej.
Podkreslmy w tym miejscu róznice miedzy kosmologia a astrofizyka: kosmologia zajmuje sie
Wszechswiatem jako caloscia, astrofizyka natomiast - wlasciwosciami poszczególnych obiektów
w Kosmosie.

Omawiana przez nas zasada kosmologiczna postuluje jednorodnosc przestrzenna Wszechswiata.
Usilowano dodatkowo postulowac jednorodnosc Wszechswiata w czasie, tzn. jego niezmiennosc.
Uogólnienie to nazwano nawet doskonala (albo druga) zasada kosmologiczna. Teraz, po odkryciu
promieniowania szczatkowego, wiemy juz, ze uogólnienia tego utrzymac sie nie da, ze
Wszechswiat zmienia sie w czasie - starzeje.

Zapytajmy sie na koniec, czy zasady sa w ogóle potrzebne w kosmologii? W odróznieniu od
fizyki, nie mamy w kosmologii moznosci kontrolowania warunków, w których odbywaja sie
zjawiska fizyczne. Jesli przeprowadzamy doswiadczenie w laboratorium ziemskim i wynik jego
nie zgadza sie z wynikiem otrzymanym w innym laboratorium w rzekomo tych samych
warunkach, staramy sie odnalezc tkwiacy u podstaw tego czynnik fizyczny (zmiana pewnych
warunków, które uwazalismy za nieistotne dla doswiadczenia). Na ogól postuluje sie przy tym,
ze polozenie laboratorium i czas (chwila) przeprowadzenia doswiadczenia nie sa istotne. Podobne
postepowanie niemozliwe jest W kosmologii, nie mozemy warunków sprawdzic na miejscu, bo
miejsce to nie tylko jest odlegle w sensie przestrzennym, ale i w czasie (wszak obserwujemy
wszystko za pomoca swiatla, którego predkosc rozchodzenia sie jest skonczona). Stad tez, chcac
otrzymac wyniki teoretyczne w kosmologii, nadajace sie do porównania z obserwacjami, trzeba
w pewien sposób ekstrapolowac fizyke ziemska. tdozna tego dokonac przy uzyciu zasady
kosmologicznej, która zaprzecza wyjatkowemu polozeniu Ziemi czy naszej Galaktyki, ale ­
wlasnie dzieki temu pozwala rozciagnac na caly Wszechswiat prawa fizyki.poznane na Ziemi.
W zasadzie kosmologicznej wyróznic mozna umownie czesc geometryczna: jednorodnosc
przestrzeni, oraz czesc fizyczna: jednorodnosc roZkladu materii we Wszechswiecie. Z czesci
geometrycznej wynika moznosc przeniesienia na Wszechswiat praw poznanych w laboratoriach
ziemskich, z czesci fizycznej - moznosc zbudowania prostych rachunkowo modeli Wszechswiata.
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Tropimy rysia

W lesie, na swiezo spadlym sniegu odcisnal swoje tropy rys,
który chodzil noca od drzewa do drzewa. Na rysunku
zamiast tropów mamy strzalki. Grube kropki to drzewa.
Czy mozna ustalic, na którym drzewie schowal sie rys?
Zwrócmy uwage na drzewo otoczone zielona obwódka.
Prowadza do niego 4 strzalki, a odchodza tylko 3. Rys
przyszedl tu czterokrotnie, natomiast tylko 3 razy odszedl.
Jasne wiec, ze siedzi on na tym wlasnie drzewie. Latwo

. sprawdzic, ze do pozostalych drzew przyszedl tyle samo
razy, ile razy od nich odszedl.
A oto inna sytuacja. Tym razem, jak latwo sprawdzic, rys
roi poczal spacer schodzac z tego drzewa, do którego po
dlugiej wedrówce wrócil z powrotem. Nie ma sposobu,
zeby ustalic, na którym drzewie teraz siedzi. Mozna
zaczac od dowolnego drzewa i wykreslic jeden
z mozliwych wariantów takiej wedrówki. Jedno jest pewne.
Skonczymy spacer tam, skad rozpoczelismy.
Tropienie rysia to dobry wstep do popularnych zadan
o jc;dnokrotnym obieganiu wszystkich krawedzi danej
figury, bez odrywania olówka od papieru. Pokazemy, jak
rozwiazywac takie zadania w sytuacjach, kiedy
rozwiazanie istnieje. Metoda, która opiszemy, pochodzi od
szwajcarskiego matematyka Bulera (czyt. Oj/era).
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Porzadek leksykograficzny to sposób porzadkowania
stosowany w leksykonach, slownikach i encyklopediach.
Gdy porzadkujemy wyrazy mówimy po prostu o porzadku
alfabetycznym. Porzadek taki ma ciekawa wlasnosc.
Miedzy dowolne dwa slowa wstawic mozemy trzecie (nie
przejmujac sie, czy napisane przez nas slowo ma Jakis
sens, czy nie). Przykladowo: miedzy slowa kram i kran
wstawiamy kramarza, lniedzy sport i sportowca .
wstawiamy na przyklad sportoab/ex (nic nie szkodzi, Ze
nie ma to sensu, chodzi o zasade).
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Uporzadkujemy teraz krawedzie figury przedstawionej na
rysunku. Zaczynamy spacer od dowolnego wierzcholka
i kazda kolejna krawedz oznaczamy kolejna litera
alfabetu. Po krawedziach juz oznaczonych drugi raz
spacerowac nie wolno. Spacerujemy tak dlugo, dopóki
jest to mozliwe. Nie obeszlismy wszystkich krawedzi?
Nic nie szkodzi. Zaraz sie poprawimy. Oto wolna
krawedz jest przy wierzcholku, do którego prowadzi
krawedz a. Z tego wierzcholka rozpoczynamy inny spacer,
oznaczajac kolejno przebyte krawedzie slowami: aa, ab,
ac itd. Jeszcze nie obeszlismy wszystkich krawedzi? Tez nie
szkodzi, bedziemy rozpoczynac dalsze spacery az do
skutku.
No nareszcie. Wyczerpalismy wszystkie krawedzie
oznaczajac je odpowiednimi slowami. Uporzadkujmy te
slowa alfabetycznie - i mamy jednokrotny obieg naszej
figury.
Zanalizujmy cala rzecz teoretycznie. Wierzcholek figury
nazwiemy parzystym, gdy przylega do tego wierzcholka
parzysta ilosc krawedzi. W przeciwnym razie nazwiemy
wierzcholek wierzcholkiem nieparzystym. Jesli obieg
figury jest mozliwy, to tylko dwa wierzcholki moga byc
nieparzyste : ten, w którym zaczelismy spacer i ten,
w którym spacer skonczylismy (dlaczego? Przypomnijcie
sobie tropienie rysia).
Mozliwa jest takze sytuacja, gdy wszystkie wierzcholki sa
parzyste. Mozna wtedy rozpoczynac spacer
w którymkolwiek wierzcholku. Kiedy sa dwa
wierzcholki nieparzyste, rozpoczynac nalezy w jednym
z nich. Nie ma figury z jednym tylko wi~rzcholkiem
nieparzystym (dlaczego? Zajrzyjcie do poprzedniego
numeru malej Delty). Jesli figura ma wiecej niz dwa
wierzcholki nieparzyste, jednokrotny obieg wszystkich
jej krawedzi jest niemozliwy.

Zadanie l. Które z narysowanych figur sa jednobiezne,
a które nie? Narysujcie te, które sa jednobiezne, jednym
pociagnieciem olówka.
Zadanie 2. Przeczytajcie jeszcze raz caly artykul
i spróbujcie udowodnic, ze figura, która ma co najwyzej
dwa wierzcholki nieparzyste, jest jednobiezna.
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Zaczynamy od zgromadzenia aparatury. Potrzebny jest
termometr pokojowy, papier, olówek, centymetr
krawiecki (lub metrowy sznurek) i troche cierpliwosci.
Zbadamy rozklad temperatury w pokoju na dwóch
poziomach: na poziomie podlogi i metr nad nia.
Narysujmy zatem dwa plany badanego pomieszczenia.
Wybieramy w pokoju punkty, w których przeprowadzimy
pomiary temperatur i zaznaczamy je na planie. Punktów
powinno byc mozliwie duzo ipowinny byc równomiernie
rozmieszczone, tak aby mozna bylo podzielic caly obszar na
kwadraty z punktem pomiarowym w srodku. Wyniki
pomiarów zapisujemy na planie. Kazdy kwadrat
kolorujemy inaczej zaleznie od wyznaczonej temperatury.
Dobór kolorów jest oczywiscie umowny. Na przyklad od
temperatur ujemnych do zera (to dla obszaru za oknem)
malujemy na granatowo. Od temperatury 30° wzwyz
(to przy zródle ciepla) malujemy na ciemny kolor
czerwony - wisniowy. Posrednie temperatury oznaczamy
innymi kolorami. Wykonanie takiego planu to nie tylko
zabawa - mozemy zobaczyc, gdzie jest najchlodniej,
gdzie nie powinno sie bawic na ziemi mlodsze
rodzenstwo. Pomiary na poziomie l m pokaza nam, jak
bardzo ciagnie od podlogi.
Przyslijcie wykonane plany. Najciekawszy nagrodzimy.
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Tajemnicze centrum Galaktyki
Jestesmy uposledzeni! Wzrok nasz czuly jest tylko na fale elektromagnetyczne o dlugosciach w zakresie kilku
dziesieciomilionowych czesci metra - nazywamy te fale swiatlem widzialnym. A co z reszta, ze swiatlem
niewidzialnym? Patrzac przez kolorowa szybke powiemy, ze obraz swiata jest zafalszowany, naprawde tak nie
wyglada. A przeciez bez szybki tez widzimy tylko niektóre kolory - te widzialne. Czy mamy prawo powiedziec,
ze obraz jest falszywy? Pomyslcie! Mozemy pomóc sobie i korzystac z przyrzadów czulych na fale w róznym zakresie
dlugosci. Okazalo sie, ze ze swiata plyna do nas obrazy, których bez urzadzen specjalnych nie widzimy. Urzadzenia
te to wielkie radioteleskopy, patrzace na niebo calymi zespolami anten. Opowiem Wam, co astronomowie
zobaczyli przy ich pomocy.
Uklad gwiazd, do którego nalezy nasze Slonce, nazywamy Galaktyka. Nasza Galaktyka (jest bardzo wiele innych
galaktyk) jest splaszczona z wybrzuszeniem w srodku. Slonce jest odlegle od centrum Galaktyki o 30 tys. lat
swietlnych. Oznacza to, ze swiatlo przebiega te odleglosc w 30 tys. lat, poruszajac sie stale z zawrotna predkoscia
okolo 300 tys. km/s. Kto lubi liczyc, niech sprawdzi, ile to jest w kilometrach. Okazalo sie, ze gestosc gwiazd czyli
ilosc gwiazd w jednostce objetosci przestrzeni wzrasta w miare zblizania sie do centrum Galaktyki. W poblizu centrum
gestosc gwiazd jest okolo szesciu milionów razy wieksza niz w otoczeniu Slonca. Co dzieje sie w samym centrum?
Nie mozna sprawdzic tego w swietle widzialnym, bo zalega tam pyl rozpraszajacy swiatlo. Przez obszar ten przenikaja
bez trudu dlugie fale: od takich, jakie odczuwamy jako promieniowanie cieplne, do fal radiowych.

Przeprowadzono badania w takim niewidzialnym swietle
i zauwazono ciekawa budowe obszaru w poblizu centrum
Galaktyki. Wyniki obserwacji pokazuje schematyczny
rysunek. Najsilniejsze promienio'Yanie dobiega jednak
z obszaru oznaczonego jako jadro. Jest to niezwykle,
jak na skale Galaktyki, maly obszar l dnia swietlnego,
czyli tylko okolo 100 razy wiekszy niz srednica orbity
ziemskiej wokól Slonca. Ilosc wypromieniowanej energii
i male rozmiary zródla wskazuja, ze promieniuje nie

I zwykla gwiazda, ale obi,ekt o niezwyklych wlasciwosciach.

Nie wiadomo jeszcze co to za obiekt, chociaz wysunieto
szereg pomyslów. Swiatlo niewidzialne pozwala ogromnie
posunac naprzód nasza wiedze o swiecie.

g Jak jednak sie patrzy w swietle niewidzialnym ? Spróbuj
; dla zabawy wykorzystac te metode do zbadania
;: na przyklad swojego pokoju. Oto pytanie. Jak wygladat Twój pokój (mieszkanie) w swietle o takiej dlugosci,
-J które odczuwamy jako promieniowanie cieplne?

~jAwiecBawimy sie w badania

1

Mala Delte opracowali: Tomasz Ho/moki i Przemyslaw Nowicki.
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Ostatecznie równiez

1
v = 2: . 1+ ...

Ponadto przecietnie raz na cztery gry wynik rzutów bedzie nastepujacy: OR, co

da Ci kazdorazowo 2 zl, a wiec przecietnie ~ . 2 zl:

1 1
v = 2: . 1+ 4" . 2+ ...

Ogólnie - przecietnie raz na 2"+ 1 razy otrzymasz wygrana 2" zl (za serie n orlów
zakonczona reszka). Zatem

1 1 . 1
v = 2: . 1 + 4" . 2 + .;. + 2"+ 1 • 2" +

111
= 2: + 2: + ... + 2: + ... = +00.

1

2v.= +00.

A wiec zadanie, abys za prawo rozgrywania tej gry zaplacil nam wszystko, co
posiadasz i zobowiazal sie do przekazywania nam wszystkiego, co
kiedykolwiek zarobisz w ciagu calego zycia nie jest wygórowane: warunki gry
i tak Ciebie faworyzuja. Spisuj cyrograf!

Gra sprawiedliwa - to taka, której warunki nie faworyzuja zadnego z graczy,
a ewentualna wygrana jest skutkiem - w zaleznosci od typu gry - badz
wyzszych umiejetnosci (w grach strategicznych), badz tzw. "szczescia", czyli
przypadku (w grach czysto losowych).
Jesli gra losowa jest korzystna dla któregos z graczy, to mozna uczynic ja
sprawiedliwa zadajac, by gracz faworyzowany placil kazdorazowo za prawo jej
rozegrania tyle, ile wynosi przecietna jego wygrana (czyli tzw. wartosc gry).
Wyobraz sobie, ze zaproponowalismy Ci gre nastepujaca: rzucasz rzetelna
monete do momentu, w którym po raz pierwszy wypadnie reszka. Za wynik
"seria n orlów zakonczona reszka" otrzymujesz wygrana 2" zl (a wiec za R-2° =
= 1 zl, za OR - 2 zl, za OOR - 4 zl itd.). Warunki gry faworyzuja Ciebie
wyraznie, sa wiec podstawy do zazadania, bys kazdorazowo za prawo
rozegrania tej gry cos nam zaplacil~ tyle ile wynosi oczekiwana (przecietna)
Twoja wygrana. Wtedy to, czy wygrasz, czy przegrasz, zalezaloby jedynie od losu.
Jestesmy jednak altruistami: zadamy jedynie, bys placil kazdorazowo tylko
polowe wartosci gry. Na takich warunkach na pewno zechcesz z nami zagrac,
prawda?
Pozostaje obliczyc wartosc v gry. Przecietnie raz na dwie rozgrywki mozesz
oczekiwac tego, ze wypadnie reszka i otrzymasz 1 zl, a wiec ten wynik da Ci

.. 1 1 l
przecletme 2:' z:

Jest to tzw. paradoks petersburski,

sformulowany przez M. Bemoulliego w okresie,
gdy mieszkal i pracowal w Petersburgu.

CYROGRAF

BOCIANY

Korelacja (dokladniej: wspólczynnikiem korelacji) nazywa sie liczbe, która jest
pewnego rodzaju miara zaleznosci miedzy dwiema zmiennymi losowymi.
Wspólczynnik ten przyjmuje wartosci z przedzialu < - I, l). Jesli X, Y sa dwiema
niezaleznymi zmiennymi losowymi, to ich wspólczynnik korelacji ex: y jest równy
zeru. Jesli natomiast lex.yl = I, to istnieja takie liczby a, b i c, ze aX+bY+e == O:
zmienne X i Y sa liniowo zalezne.
W naukach empirycznych wyniki pomiaru traktuje sie czesto jako wartosci
zmiennych losowych. Jesli dokona sie wielu jednoczesnych pomiarów dwu róznych
wlasciwosci (np. wzrostu i wagi ciala czy dochodów i kosztów utrzymania wielu
osób), to na podstawie otrzymanych wyników mozna okreslic przyblizona wartosc
wspólczynnika korelacji miedzy odpowiednimi zmiennymi losowymi. Jesli pomiarów
jest wiele, a otrzymana wielkosc wspólczynnika korelacji duza (np. wieksza co do .
wartosci bezwzglednej od 1/2), to mówi sie, ze korelacja jest istotna. Jesli
mierzone zmienne sa niezalezne, to otrzymanie istotnej korelacji-jest bardzo malo
prawdopodobne.
Fakt otrzymania istotnej korelacji interpretuje sie czesto w zwiazku z tym jako
empiryczne potwierdzenie przypuszczenia, ze pomIedzy mierzonymi ~awiskami
zachodzi zwiazek przyczynowo-skutkowy. Zbadano kiedys korelacje pomiedzy
iloscia zajetych gniazd bocianich a iloscia urodzen w Bremie w latach 1919-1935.
Okazala sie istotna.
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CZEMU RÓWNA SIE
ZERO BEZ\VZGLEDNE?
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Hans Albrecht Bethe, laureat nagrody Nobla z fizyki,
opublikowal w latach trzydziestych nastepujacy dowód na
to, ze temperatura zera bezwzglednego wynosi - 273
stopnie Celsjusza:
Jak wiadomo odstep miedzy poziomami energetycznymi
rosnie ze wzrostem sily oddzialywania. Odwrotnosc stalej
sprzezenia oddzialywan, decydujacej o ich sile, jest wiec
miara liczby poziomów, czyli stopni swobody ukladu.
Dla oddzialywan elektromagnetycznych,
odpowiedzialnych za wlasnosci atomów i czasteczek,

l .. e2 l L' b . b d
sta a ta rowna SIea = he = 137' ICZa stopm swo o y
wynosi wiec 137 dla elektronów i 137 dla protonów
(innych czastek naladowanych w atomach nie ma) ­
razem 274 stopnie. Poniewaz w temperaturze zera
bezwzglednego wszystko jest zamrozone, wiec mamy
o jeden stopien swobody mniej. Ostatecznie
otrzymujemy 273 stopnie.

Monika M. z Warszawy: "Nie jest dla mnie jasna
definicja prawdopodobienstwa. Mówi sie w niej, ze «jest to
funkcja, która przeksztalca zbiór zdarzen losowych Z
w zbiór <0, l), tzn. P:Z -+ <0, l»). A mnie sie wciaz
wydaje, ze prawdopodobienstwo to wartosc wspomnianej
funkcji. To przeciez konkretna liczba.
Red.: Wartosc funkcji "prawdopodobienstwo" na
konkretnym zdarzeniu nazywa sie prawdopodobienstwem
tego zdarzenia i jest dla konkretnego zdarzenia konkretna
liczba. Nie ma wiec sprzecznosci miedzy cytowana
definicja, a pogladem Czytelniczki. Podobna sytuacja
terminologiczna zdarza sie czesto: sinus ~ to nazwa
funkcji, ale sinus konkretnego kata jest konkretna liczba.
Bywa tez inaczej: metryka - to nazwa funkcji okreslonej
na parach punktów; wartosc tej funkcji na konkretnej
,parze nazywa sie odlegloscia punktów tej pary.

JAK SI LNE JEST POLE

WEWNATRZ ATOMU?

Z czym je porównamy? Oczywiscie z polami elektrostatycznymi, jakie
wytwarzamy w laboratoriach. Nasuwa sie od razu odpowiedi - slabiutkie.
Przeciez w takim pojedynczym atomie wszystko jest male i slabe. Aby
~onizowac np. atom wodoru (czyli rozerwac go na jadro i elektron) potrzebna
jest energia okolo 10 eY = 1,6' 10-11 erga, a wiec okolo 100 miliardów razy
mniejsza od energii skaczacej pchly. A tymczasem zabicie slonia byloby w naszych
laboratoriach drobnostka.
Mimo pozornej oczywistosci wniosek powyzszy jest bledny - pola atomowe sa
znacznie silniejsze od makroskopowych. Mozna bowiem w laboratorium uzyskac
naprawde wielkie napiecia - napiecia, czyli energie, jaka zyskuja ladunki
jednostkowe po przejsciu miedzy elektrodami. Ale spadek napiecia przypadajacy
na jednostke odleglosci nie bedzie wcale taki duzy. A wlasnie ów spadek - czyli
natezenie pola elektrostatycznego - mówi nam jak silne Jest pole.
Dla atomu wodoru natezenie w odleglosci od jadra (protonu) zwanej promieniem
Bohra (00 ~ 10-10 m) wynosi

E = (energia jonizacji): (ladunek elementarny) ): 00 ~
~ (lOeV):(1 e)): (10-10 m) = 1011 Y/m, .

podczas gdy w laboratoriach nie umiemy uzyskac natezenia wiekszego od
107 Y/m. Pole atomowe jest wiec bardzo silne. Tyle, ze dziala ono na

niewielkich odleglosciach (maleje bowiem bardzo szybko - proporcjonalnie do -; ,r

gdzie r jest odlegloscia od jadra) i dlatego daje znikoma energie jonizacji.
Mozna by dojsc do prawidlowej odpowiedzi na tytulowe pytanie równiez bez

. poslugiwania sie obliczeniami. Gdybysmy bowiem umieli uzyskac
w laboratorium natezenia równe, badz wieksze od natezen pól atomowych, nasze
urzadzenia rozsypalyby sie na jadra i elektrony.
Na koncu zwrócmy uwage na jednostki. Zwykle jednostki atomowe sa bardzo
male w porównaniu z makroskopowymi (odleglosc 10-10 m, energia 10-11 erga,
ladunek 4,8 . 10-19 kulomba). Ale jednostka napiecia, wolt, obsluguje z równym
powodzeniem mikro- imakroswiat.
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10 wzorów, które zmienily oblicze Ziemi
(tlumaczenie nadruków na rewersach
znaczków przedstawionych na okladce-
za ich tresc nie bierzemy odpowiedzialnosci)

1. Czlowiek pierwotny
Ta elementarna równosc miala fundamentalne

znaczenie dla czlowieka pierwotnego, poniewaz
nauczyla go liczenia. Bez zrozumienia pojecia
liczby ludzie mogli operowac w handlujedynie
nazwami przedmiotów; nie znali ilosci owiec
i krów, które posiadali, ani liczby czlonków
plemienia. Umiejetnosc liczenia doprowadzila
bezposrednio do szybkiego rozwoju handlu,
a w dalszej perspektywie do rozkwitu nauk
mierniczych.

2. Pitagoras (570-497/6 p.n.e.)
Najbardziej znanym twierdzeniem geometriije~t
niewatpliwie twierdzenie Pitagorasa, które
dotyczy dlugosci trzech boków trójkata
prostokatnego. Po raz pierwszy zostalo
sformulowane przy obliczaniu dlugosci jako
sposób posredni, pozwalajacy czlowiekowi
robic rózne obliczenia geometryczne, a takze
mapy. Starozytni Grecy uzywali wzoru
Pitagorasa do mierzenia odleglosci statków na
morzu, obliczania wysokosci budynków itp.
Wzór ten jest podstawa formulowania wielu
pojec matematyki.

3. Archimedes (287-212 p.n.e.)
Archimedes powiedzial: "Dajcie mi punkt
oparcia, a porusze Ziemie".
Proste równanie dzwigni jest podstawa calej
inzynierii, np. konstrukcji kola zebatego,
dzwigu itp. Znajomosc tego równania
umozliwia sporzadzanie dokumentacji
technicznej (rysunki, szkice) od mostu do
budynku. Wiekszosc narzedzi dziala na zasadzie
dzwigni (kazda nakretka, sworzen itp.).

4. John Napier (1550-1617)
Napier porównywal znaczenie logarytmów
w matematyce do roli stenografii. Pozwolily one
dokonywac szybko i w sposób
nieskomplikowany mnozenia i dzielenia liczb

wielocyfrowych (dodajac lub odejmujac ich
logarytmy). Logarytmy znalazly zastosowanie
w astronomii i nawigacji; ich znaczenie na polu
tych nauk jest porównywalne z dzisiejsza
rewolucja komputerowa.

5. Izaak Newton (1642-1727)
W czasach Newtona ludzie wiedzieli juz, ze
planety kraza dookola Slonca a Ksiezyc wokól
Ziemi, jednakze ówczesny poziom nauki
i techniki nie pozwalal na loty w kosmos.
Newton wykazal, iz wszystkie ciala fizyczne
przyciagaja sie wzajemnie sila grawitacji.
Równanie jego uwidocznilo, ze sila ta zalezy
od mas cial fizycznych. Nie zauwaza sie jej
dzialania w przypadku przedmiotów nas
otaczajacych, gdyz ich masa jest znikoma.
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6. James Clerk Maxwell (1831-1879)
Wiek XIX jest epoka dokonan fizyka
szkockiego. Sformulowal on 4 slynne równania
podsumowujace wiedze czlowieka w dziedzinie

elektrycznosci i magnetyzmu. Umozliwil tym
samym rozwój radiofonii, komunikowania sie
na odleglosc, skonstruowanie radaru, który
znalazl zastosowanie na ziemi, morzu
i w przestrzeni.
Swiatlo, promienie X i inne rodzaje
promieniowania elektromagnetycznego
spelniaja zwiazki wynikajace z podanego wzoru.

7. Ludwik Boltzmann (1844-1906)
Równania BoJtzmanna ujawnily zaleznosc

miedzy zachowaniem sie gazów, a ruchem
atomów i molekul. Ich znaczenie uwydatnia sie

wszedzie, gdzie znalazly zastosowanie gazy:
w maszynach parowych, w urzadzeniach, które
wykorzystuja spalanie wewnetrzne, w przemysle
farmaceutycznym, w produkcji mas
plastycznych itp. Oprócz tego nadal stanowia
one podstawe do wyjasniania procesów

, zachodzacych na Sloncu, gwiazdach
i odleglych galaktykach.

8. Louis de Broglie (ur. 1892)
Swiatlo ~ forma energii - posiada wlasnosci
czastek i faJ. De Broglie odkryl, ze czastki
elementarne, z których zbudowana jest materia,
maja takze wlasciwosci podobne do fali.
Równanie de BrogIie'a mialo ogromne znaczenie
dla rozwoju nowoczesnej optyki i urzadzen
elektronicznych, np. tranzystorów ­
znajdujacYCh zastosowanie w radiu, telewizji,
komputerach, statkach kosmicznych,
wojskowosci itp.
Przyczynilo sie takze do skonstruowania
mikroskopu· elektronowego, wzbogacajac w ten
sposób zasób przyrzadów badawczych w wielu
galeziach nauki.

9. Konstanty Ciolkowski (1857-1935)
Równanie to stanowi wazna czesc techniki
kosmicznej. Opisuje ono zmiane predkosci
statków odrzutowych. Wynika bezposrednio
z jednej z trzech zasad dynamiki Newtona.
Bez niego niemozliwe bylyby loty na Ksiezyc
ina inne planety - a nawet loty orbitalne
dookola Ziemi. Wykorzystano je takze w czasie
II Wojny Swiatowej do konstrukcji pocisków
sterowanych.

10. Albert Einstein (1879-1955)
Równanie to zapoczatkowalo wiek atomowy.
Uwidacznia ono, ze znikoma masa materii moze
byc zródlem ogromnej energii, która moze sie
objawiac w formie reakcji kontrolowanej lub
w postaci gwaltownych wybuchów bomb
atomowych i wodorowych. Czlowiek jednakze
potrafil wykorzystac reakcje atomowa
(reaktory) dla uzupelnienia lub zastapienia
ciepla i elektrycznosci, tak potrzebnych
w domach i fabrykach.


