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ALBERT EINSTEIN

Geometrija

Doswiadczenie

INSTYTUT WYDAWNICZY ,RENAISSANCE"

WIEDEN

LWOW

BERLIN

mutacja 1

" "
oo
"

mutacja 2
*ew wun
e oaw
rhw
-
mutacja ¥
. -
" wew oW
* .
. *
Saw

mutacja 4

ke

-
mutacja &
-

e

T e
- -

FLE
aww
-

mutacja 7

-
-

mutacja

LR -
L
-

.
L
.

*
mutacja 9
LR ]

- -
- -

e

mutacja 10

NEW YORK

Geometria a doswiadczenie

Albert EINSTEIN

(Artykul napisany w latach dwudziestych naszego stulecia i przetlumaczony przez
prof. dr Gottfryda. Dokonalismy jedynie drobnych zmian slownictwa i pisowni. (Red.))

Spoéréd wszystkich innych nauk matematyka przede wszystkim z jednego powodu cieszy si¢
szczegdlnym powazaniem: jej twierdzenia sa bezwzglednie pewne i niezaprzeczalne, podczas gdy
twierdzenia wszystkich innych nauk sa do pewnego stopnia przedmiotem sporu i wciaz narazone
na obalenie wskutek odkrycia nowych faktéw. Mimo to badacz, pracujacy na innych polach,
nie miatby jeszcze powodu zazdroéci¢ matematykowi, gdyby jego wywody nie odnosily sie do
przedmiotow rzeczywistych, lecz tylko do tworéw naszej wyobraZni. Nie mozna sie przeciez
dziwic, Ze si¢ dochodzi do zgodnych wnioskow logicznych, jezeli sie zawarto umowe co do
twierdzen zasadniczych (pewnikéw), jak tez co do metod, ktérymi mamy postugiwaé sig, aby

z owych twierdzeni zasadniczych wyprowadzaé dalsze twierdzenia. Otéz tutaj zjawia sie zagadka,
ktéra niepokoita badaczy we wszystkich czasach. Jak to mozliwe, ze matematyka, ktora jest
owocem ludzkiego my$lenia niezawistym od wszelkiego do§wiadczenia, tak doskonale stosuje sie
do przedmiotéw rzeczywistych. Czyz rozum ludzki moze badaé¢ wlasnosci przedmiotéw
rzeczywistych samym my$leniem, bez pomocy doswiadczenia. Na to wedle mego zdania nalezy
krétko odpowiedziec: o ile twierdzenia matematyczne odnosza sig do rzeczywistosci nie sa one
pewne, a o ile sa pewne, to nie odnosza si¢ do rzeczywistosci. Zdaje mi sig, ze ogo6l uzyskat

w tej sprawie zupelng jasno$¢ dopiero dzieki owemu kierunkowi w matematyce, ktéry nosi
nazwe aksjomatyzacji. Postep uzyskany przez aksjomatyzacj¢ polega na $cistym oddzieleniu tego,
co jest logiczne, formalne od tego, co jest rzeczowe i dostepne dla zmyslow: wedle zasad
aksjomatyzacji tylko zagadnienia logiczno-formalne sg przedmiotem matematyki, a nie zwiazana
z nimi tre$¢ zmyslowa lub jakakolwiek inna. Zastanéwmy si¢ z tego punktu widzenia nad
jakimkolwiek pewnikiem geometrycznym, np. nast¢pujacym: Przez dwa punkty w przestrzeni
przechodzi jedna i tylko jedna prosta. Jak nalezy interpretowaé ten pewnik w my$l dawniejszych
i w my$l nowoczesnych zasad.

Dawniejsza interpretacja. Kazdy wie, co to jest prosta i co to jest punkt. Czy ta wiedza pochodzi
z jakiej$ wlasnosci ducha ludzkiego, czy tez z doswiadczenia, czy moze z obu Zrédel lub skadinad,
tego matematyk nie ma potrzeby roztrzygac, lecz pozostawia to filozofowi. Opierajac sie na tej
wiedzy, danej przed wszelka matematyka, pewnik ten (jak zreszta wszystkie inne pewniki) jest
oczywisty, to znaczy jest apriorycznym wyrazem czesci tej wiedzy.

Nowsza interpretacja. Geometria zajmuje si¢ przedmiotami, ktdre oznacza si¢ wyrazami: prosta,
punkt itd. Nie zaklada sig, ze istnieje uzmyslowienie tych przedmiotéw lub wiedza o nich,
przyjmuje si¢ tylko prawdziwo$¢ pewnikow, jak wyzej przytoczonego, w sposob czysto formalny,
to znaczy bez wzgledu na jakakolwiek tres¢ pogladowa lub doswiadczalna. Te pewniki sa
wolnymi tworami ducha ludzkiego. Wszystkie inne twierdzenia geometryczne sa logicznymi
wnioskami, wyprowadzonymi z pewnikow (ktore nalezy pojmowa¢ czysto formalnie). Pewniki
okreslaja dopiero przedmioty, ktérymi zajmuje si¢ geometria. Schlick dlatego bardzo trafnie

w swej ksiaZce o teorii poznania nazwal je ,,definicjami uwiklanymi” (implizite Definitionen).
Takie pojmowanie pewnikow ze stanowiska aksjomatyki nowoczesnej uwalnia matematyke od
skiadnikéw obcych i usuwa mistyczng niejasno$é, ktora przedtem ciazyla na jej podstawach.
Takie czyste przedstawienie przekonuje nas jednak w sposéb oczywisty, ze matematyka jako
‘aka nie moze niczego powiedzie¢ ani o przedmiotach pogladowego wyobrazenia, ani

o przedmiotach rzeczywistych. W geometrii aksjomatycznej ,,punkt”, ,,prosta” itd. sa to tylko
schematy beztresciowe. To, co im daje tresé, nie nalezy juz do matematyki.

Jednakowoz wiadomo, ze matematyka w ogélnoéci, a geometria w szczegdlnodci zawdzieczaja
swoje powstanie potrzebie dowiedzenia sig czego§ o zachowaniu sig przedmiotow

rzeczywistych. Juz samo slowo ,,geometria”, ktdre oznacza ,,mierzenie ziemi”, §wiadczy o tym.
Miernictwo zajmuje si¢ bowiem mozliwo$ciami wzajemnego potozenia pe“mycl'i ciat
rzeczywistych, mianowicie czeséci kuli ziemskiej, sznurdéw i plyt mierniczych. Oczywiscie systemy
pojeciowe aksjomatyki same przez sig¢ nie moga niczego powiedzie¢ o zachowaniu si¢ takich
przedmiotdw rzeczywistych, ktore bedziemy nazywaé cialami praktycznie sztywnymi. Celem
umozliwienia tego, nalezy geometrig ogoloci¢ z jej szaty tylko logiczno-formalnej i pod
beztresciowe uklady pojeciowe geometrii aksjomatycznej podlozyé przedmioty rzeczywiste

i dostepne dla zmystow. Aby to uczynié, nalezy tylko dodaé zdanie nastepujace: Co do swego
wzajemnego polozenia, ciafa stale zachowuja sie tak jak twory tréjwymiarowe geometrii
euklidesowej: wtedy twierdzenia geometrii euklidesowej zawieraja juz stwierdzenia o zachowaniu
si¢ ciat praktycznie sztywnych. Geometria tak uzupelniona jest oczywiscie nauka przyrodnicza:
mozZemy ja nawet uwazac za najdawniejsza galaz fizyki. Jej stwierdzenia polegaja w istocie na
indukcji z doswiadczenia, a nie na wnioskach logicznych. Tak uzupelniona geometrie bedziemy
nazywali ,,geometrig praktyczna™ i bedziemy ja odrdzniali od geometrii czysto aksjomatycznej.
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Rownania wspdlzmiennicze — réwnania,
ktorych obie strony zachowuia sie przy
zmianach ukiadu wspolrzednych tak jak
skalar lub wektor, albo ogdlniej — tensor.
(przyp. red.)
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Przedzial czasoprzestrzenny — odleglosé

w czlerowymiarowej przestrzeni (x, v, z, {J.
Dia dwach zdarzed preedzial ten réwna sig
pierwiastkowi z roinicy kwadratow zwyklej
(zmierzonej linijka) odleglodci migdzy
miejscami zajécia tych zdarzen oraz drogi, jaka
przebyloby $wiatlo w czasie réwnym odstgpowi
czasowemu migdzy tymi zdarzeniami.

(przyp. red.)

Pytanie, czy praktyczna geometria $wiata jest euklidesowa, czy nie, ma istotne znaczenie; tylko
do$wiadczenie moze na nie odpowiedzieé. Kazde mierzenie dlugosci w fizyce jest praktyczng
geometriag w tym znaczeniu, podobnie jak pomiary geodetyczne i astronomiczne, jezeli sie weZmie
do pomocy prawdg, oparta na do§wiadczeniu, ze $wiatlo rozchodzi si¢ po liniach prostych wedle
okreslefi geometrii praktycznej. Do tak okre§lonego pojmowania geometrii dlatego przywiazuje
szczegblna wage, iz bez niego nie moglbym stworzy¢ teorii wzglednosci. Bez niego mianowicie
nastepujace rozumowanie byloby niemozliwe : W ukladzie odniesienia, ktéry znajduje si¢ w ruchu
obrotowym wzgledem jakiego$ ukladu inercjalnego, prawa rozmieszczenia cial sztywnych

(z powodu skrécenia lorentzowskiego) nie odpowiadaja regulom geometrii euklidesowej; jezeli
wigc ukladom nieinercjalnym nadajemy réwne prawa z ukladami inercjalnymi, nalezy opuscié
geometrig euklidesowa. Stanowcze posunigcie, jakim jest przejécie do wspélzmienniczych réwnan
og6lnej teorii wzglednoéci, nie doszloby do skutku, gdyby nie mozna bylo oprze¢ sie na powyzszej
interpretacji. Jezeli odrzucimy zwigzek miedzy obiektami aksjomatycznej geometrii euklidesowej
a cialami praktycznie sztywnymi, ktére spotykamy w rzeczywistosci, dochodzimy latwo do
nastepujacego rozumienia rzeczy, ktoremu holdowat tak bystry i gleboki mysliciel, jak

H. Poincaré : Sposrod wszystkich mozliwych geometrii aksjomatycznych euklidesowa odznacza
sig prostota. Poniewaz geometria aksjomatyczna sama przez sig nie zawiera zadnych stwierdzen
o rzeczywistosci zmystowej, lecz dopiero w polaczeniu z prawami fizycznymi, to byloby
posunigciem mozliwym i rozsadnym pozostanie przy geometrii euklidesowej bez wzgledu na to,
Jjaka jest w istocie rzeczywisto$é. Latwiej bowiem bedzie zdoby¢ sig¢ na zmiang praw fizycznych,
niz na zmiang aksjomatycznej geometrii euklidesowej, gdyby wystapily sprzecznoéci miedzy
teorig a doswiadczeniem. Jezeli odrzucimy zwigzek migdzy cialem praktycznie sztywnym a
geometria, to faktycznie nielatwo bedziemy mogli oderwac si¢ od umowy, Ze nalezy pozostaé
przy geometrii euklidesowej, jako najprostszej. Dlaczego Poincaré i inni badacze odrzucaja
nasuwajaca si¢ samg przez sig rownowaznosé cial praktycznie sztywnych, znanych z do§wiadczenia,
i bryt geometrycznych? Po prostu dlatego, ze praktycznie sztywne ciata przyrody przy blizszym
badaniu okazuja sig¢ nie sztywnymi; mozliwos¢ wzglednych polozen ich elementow zalezy od
temperatury, sit zewngtrznych itd. Przez to pierwotny, bezposredni zwiazek migdzy geometrig

a fizyczng rzeczywistoscig wydaje sig zniszczony i nasuwa si¢ nam nastepujacy, ogdlniejszy
sposob pojmowania, ktory charakteryzuje stanowisko Poincarégo. Geometria G nie wypowiada
niczego o zachowaniu si¢ przedmiotow rzeczywistych, czyni to dopiero w polaczeniu z ogblem

F praw fizycznych. Symbolicznie moZzemy powiedzieé, Ze tylko suma G+F podlega kontroli
dos$wiadczenia. Mozna wiec dowolnie wybrac¢ G, podobnie — czgs¢ F. W celu uniknigeia
sprzecznosci nalezy tylko reszte F tak wybraé, aby G i calkowite F razem wzigte odpowiadaly
doswiadczeniu. Przy takim pojmowaniu geometria aksjomatyczna i konwencjonalna. czgs¢ praw
przyrody sa dla teorii poznania rOwnowartosciowe. Sub specie aeternitatis Poincaré pojmujac
rzecz w ten sposob, ma wedle mego zdania racje. Pojecie ciata pomiarowego i odpowiadajace mu
w teorii wzglednosci pojecie zegara pomiarowego nie znajdujg w $wiecie rzeczywistym scisle
odpowiadajacych im przedmiotéw. Jest zreszta jasne, Ze ciala stale i zegar w ukladzie pojec
fizycznych nie zajmuja stanowiska elementéw redukowalnych, lecz sg tworami zlozonymi, ktére
w gmachu fizyki teoretycznej nie maja roli samodzielnej. Jestem jednak przekonany, Ze przy
dzisiejszym stanie fizyki teoretycznej nalezy uwazaé je za pojecia samodzielne;
jestedmy bowiem jeszcze bardzo daleko od tak $cislej znajomosci podstaw teoretycznych, abySmy
mogli podaé¢ dokladna konstrukcjg teoretyczng owych twordow.

Co sig tyczy zarzutu, iZ w przyrodzie nie ma cial faktycznie sztywnych, Ze wigc wlasnodci, ktdre
im przypisujemy, nie odnosza si¢ do fizycznej rzeczywistosci, to nie jest on tak gleboki, jak to
sie na pierwszy rzut oka wydaje. Nie jest bowiem trudno tak dokladnie oznacza¢ stan fizyczny
ciala pomiarowego, zeby jego zachowanie ze wzgledu na polozenie wobec innych ciat
pomiarowych bylo dostatecznie jednoznaczne; tak, zeby je mozna bylo zastapi¢ ciatem sztywnym.
Do takich cial beda odnosily sig¢ nasze stwierdzenia o cialach sztywnych.

Cala geometria praktyczna polega na pewnej zasadzie dostgpnej dla do$wiadczenia, nad ktora
zatrzymamy sie. Zrébmy dwa znaki na ciele praktycznie sztywnym i zaznaczmy migdzy nimi
odcinek. Dwa takie odcinki zwaé sig beda réwne, jesli znaki jednego z nich mozna sprowadzi¢
do statego pokrycia ze znakami drugiego. Ot6z zakladamy:

Jesli dwa odcinki kiedykolwick i gdziekolwiek okazaly sie réwnymi, to sg zawsze i wszgdzie
rOwne.

Nie tylko praktyczna geometria euklidesowa, lecz takze najblizsze jej uogdlnienie, praktyczna
geometria Riemanna, a przez to takze ogdlna teoria wzglednosci, polegaja na tych zalozeniach.
Z dowodéw doswiadczalnych, ktére przemawiaja za prawdziwoscig tego zalozenia, przytocze
tylko jeden. Zjawisko rozchodzenia sig §wiatla w prozni przyporzadkowuje kazdemu przedzialowi
czasoprzestrzennemu pewien odcinek, mianowicie odpowiednia droge $wiatla, i nawzajem. Stad
wynika, ze powyzsze zaloZenie o odcinkach w teorii wzgiednosci odnosié sie musi takze do
przedzialéw czasoprzestrzennych.

Mozna je wtedy tak sformutowaé: jesli dwa idealne zegary kiedykolwiek i gdziekolwiek ida
réwnie szybko (przy czym znajduja si¢ w bezposrednim sasiedztwie), to ida zawsze i wszedzie
jednakowo szybko, niezaleznie od tego, gdzie i kiedy (chociaz stale bedace w sasiedztwie) je
wzajemnie porownano.
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Problem ten do dzisiaj nie doczekal sig
zadowalajacego rozwiazania.

(przyp. red.)

‘Ta sprawa réwniet nie zostala do dzisiaj

rozstrzygnigta,
(przyp. red.)

Chodzi tu o tzw. ruch rozetkowy Merkurego.
Orbita Merkurego (jak i innych planet) jest
elipsa, ktdra powoli obraca sig. Szybkosc tego
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obrotu (w dutym stopniu zwigzanego

z zaburzajacym wplywem innych planet) moZe

byé calkowicie wyjaéniona dopiero po
uwzglodmemu pupmwek wymka,;acych

teorii

led

(nrzrp red.)

Jesli to twierdzenie nie stosowaloby si¢ do zegardw rzeczywistych, to

czestosci wlasne pojedynczych atomow tego samego pierwiastka chemicznego nie zgadzalyby
sie ze soba tak dokladnie, jak uczy doswiadczenie. Istnienie ostrych linii widmowych jest
przekonywajacym dowodem doswiadczalnym na korzy$¢ wymienionej zasady geometrii
praktycznej. Stad to wlasnie wynika fakt, ze mozemy bardzo trafnie méwi¢ o mierzeniu
czterowymiarowego riemannowskiego kontinuum czasoprzestrzennego.

Pytanie, czy to kontinuum jest euklidesowe, czy ogélnie riemannowskie, czy tez jeszcze inaczej
zbudowane, jest wedle niniejszego rozumienia wlasciwie pytaniem fizycznym, na ktore
doswiadczenie musi daé odpowiedz, a nie kwestia samej konwencji, ktora nalczy przyjaé ze
stanowiska utylitarnego. Geometria riemannowska bedzie wazna, jesli prawa rozmieszczenia cial
praktycznie sztywnych tym dokladniej beda odpowiadaly prawom geometrii euklidesowej, im
mniejsze beda rozmiary upatrzonego obszaru czasoprzestrzennego.

Niniejsza interpretacja fizyczna geometrii jest niemozliwa, gdyby$my probowali zastosowac ja

do przestrzeni rzedu poddrobinowego. Czes¢ swego znaczenia zachowuje jednakowoz takze wobec
kwestii budowy czastek elementarnych. Mozna bowiem probowaé nadaé znaczenie fizyczne

owym pojeciom, ktére sa zdefiniowane dla zachowania sig cial wielkich w poréwnaniu z drobinami
takze i wtedy, gdy chodzi o opis elementarnych czastek elektrycznych, tworzacych materig.

Tylko do§wiadczenie roztrzygnac¢ moze czy jesteSmy uprawnieni do takiej proby zakladajacej
wazno$c fizyczna geometrii riemannowskiej poza jej wlasciwym zakresem fizycznym. Mogloby

sie okazaé, ze to uogélnienie jest rOwnie niedopuszczalne, jak rozszerzenie pojecia temperatury
na czesci ciala wielkosci rzedu drobinowego. Mniej problematyczne okazuje sig rozszerzenie pojeé
geometrii praktycznej na obszary wielkosci kosmicznej. Wprawdzie mozna zarzuci¢, ze
konsirukcja utworzona ze sztywnych sztab tym bardziej oddala si¢ od idealu sztywnosci, im
wieksze sa jej rozmiary, ale trudno przypisywac¢ temu zarzutowi znaczenie zasadnicze. Dlatego
pytanie czy Wszech$wiat jest w swych rozmiarach skoficzony, czy nie, wydaje mi si¢, w mysl
geometrii praktycznej, bardzo uzasadnione. Nie wydaje mi si¢ nawet wykluczone, Ze w niezbyt
dalekiej przyszlosci astronomia da na nie odpowiedz. Uprzytomm_]my sobie, czego uczy tu ogdlna
teoria wzglednosci. Wedle niej istnieja dwie mozliwosci:

1. Wszechswiat jest w swych rozmiarach nieskoriczony. To jest tylko mozliwe, jesli przecigtna
gesto$¢ przestrzenna materii skoncentrowanej w gwiazdach znika w calej przestrzeni, to znaczy,
jezeli stosunek catkowitej masy gwiazd do wielkosci przestrzeni, w ktorej sa rozsiane, zbliza sig
nieograniczenie do zera, jesli bierze sie pod uwage coraz wigksze przestrzenie.

2. Wszechswiat jest skoniczony. To musi zachodzi¢, jezeli we Wszechswiccie istnieje gestos¢
érednia materii wazkiej, rézna od zera. Objeto$¢ Wszech$wiata jest tym wigksza, im mnicjsza jest
owa gestosc¢ srednia.

Musze zauwazyé, Ze istnieje powod teoretyczny, przemawiajacy za skoficzonoscia Wszech$wiata.
Og6lna teoria wzglednosci uczy, ze bezwladno$¢ danego ciala jest tym wigksza, im wigcej mas
ciezkich znajduje sie w jego sasiedztwie; nasuwa sig zatem mysl przypisania calej bezwladnosci
ciala wzajemnemu oddzialywaniu migdzy nim a resztg cial Wszeché$wiata, gdyz cigzkos¢ od czasow
Newtona sprowadzono do wzajemnego oddzialywania miedzy ciatami. Z réwnan ogdlnej teorii
wzglednoéci mozna wyprowadzié, ze takie zupelne sprowadzenie bezwladnosci do WwZajemnego
oddzialywania miedzy masami — jak tego np. zadal E. Mach — tylko wtedy jest mozliwe, jesli
Wszech$wiat jest skoriczony.

Na wielu fizykéw i astronoméw argument ten nie wywiera wrazenia. Ostatecznie tylko
doéwiadczenie moze roztrzygnad, ktéra z obu mozliwosci jest w Przyrodzie zrealizowana. Jak
doswiadczenie moze na to odpowiedzieé¢? Najpierw mozna by sadzié, 7e gesto$c¢ srednia mozna
oznaczyé przez obserwacje czesci Wszechéwiata dostepnej naszym badaniom. Ta nadzieja jest
zwodnicza. Rozmieszczenie gwiazd widzialnych jest ogromnie nieregularne, tak e nie mamy
prawa przypuszczad, iz érednia gesto$¢ materii gwiazdowej w przestrzeni réwna sie mniej wigcej
éredniej gestoéci Drogi Mlecznej. W ogéle mozna by zawsze — bez wzgledu na wielkosé
zbadanej przestrzeni — podejrzewad, e poza ta przestrzenia nie ma gwiazd. Ocenienic redniej
gestosci jest zatem wykluczone.

Istnieje jednak druga droga, ktora wydaje mi sig skuteczniejsza, chociaz i ta przedstawia wielkie
trudnoéci. Jezeli bowiem pytamy sie o odstepstwa, jakie przedstawiajg wnioski wysnute z ogodlnej
teorii wzglednosci w poréwnaniu z wynikami teorii Newtona, to przede wszystkim spotykamy
odstepstwa objawiajace si¢ w bliskosci cigzkich mas, ktére mozna stwierdzi¢ na przykladzie
Merkurego. Je§li Wszech$wiat jest w swych rozmiarach skoriczony, to istnieje jeszeze drugie
odstepstwo od teorii Newtona, ktére w jezyku tej teorii tak mozna wyrazi¢: Pole grawitacyjne
newtdiowskie byloby wtedy takie, jak gdyby bylo wywolane nie tylko przez klasyczne masy, lecz
takze przez mas¢ ujemng, réwnomiernie rozmieszczong W przestrzeni.

Poniewaz gesto$é tej fikcyjnej masy musialaby by¢ ogromnie mata, to mozna by bylo spostrzec
ja tylko w uktadach grawitacyjnych o bardzo wielkich rozmiarach.

3
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Przypusémy, ze znamy rozmieszczenie gwiazd w Drodze Mlecznej, jak tez ich masy. Wtedy
mozemy na podstawie praw Newtona obliczy¢ pole grawitacyjne, jak tez $rednia pr¢dkosé, jaka
gwiazdy musza posiadac, aby Droga Mleczna wskutek wzajemnego oddzialywania gwiazd nie
zapadla si¢ w sobie, lecz zachowala swojg rozcigglosé. Gdyby wigc rzeczywiste predkosci gwiazd,
ktore przeciez mozna mierzyé, byly mniejsze niz obliczone, to byloby udowodnione, ze rzeczywiste
przyciaganie na wielkich odleglosciach jest mniejsze niz wedle prawa Newtona. Z takiego
odstepstwa mozna by posrednio dowie$é skonczonosé Wszech$wiata, a nawet oszacowac jego
rozmiary.

Czy mozemy wyobrazi¢ sobie Wszech$wiat tréjwymiarowy, skoficzony, a przeciez bez granic?
Na to pytanie odpowiada si¢ zwykle przeczaco, ale niestusznie. Nastepujace wywody beda mialy
za zadanie uzasadnié to. Okaze, ze bez zbytecznego trudu mozemy sobie utworzy¢ pogladowy
obraz teorii skorficzonosci Wszechéwiata, ktéry po niejakiej wprawie wydaje si¢ nam nawet
swojski.

Najpierw uwaga z teorii poznania: Kazda teoria geometryczno-fizyczna jest jako taka z natury
niewyobrazalna; stanowi tylko system pojeé. Jednak te pojecia shuza do tego, aby w szereg
do$wiadczefi czy to faktycznie przezytych, czy tylko pomyslanych, wprowadzi¢ zwigzek logiczny.
Teorie uczyni¢ pogladowa, znaczy wigc wywola¢ wyobrazenie owych mnogich faktoéw, przezytych
przez nas, ktérych uporzadkowania schematycznego dokonuje dana teoria. W naszym przypadku
musimy pytaé sie: Jak mozna sobie wyobrazi¢ zachowanie sie cial sztywnych ze wzgledu na ich
wzajemne polozenie, ktére odpowiada teorii skoficzonosci Wszechswiata? Wszystko, co mam tu
do przytoczenia, jest pozbawione nowoéci; ale niezliczone, postawione mi pytania dowodza, ze
pod tym wzgledem nie zaspokojono jeszcze catkowicie potrzeb ludzi zadnych wiedzy. Znajacy
rzecz zechce mi wigc wybaczy¢, ze przyporing rzeczy po czesci juz dawno znane.

Co chcemy powiedzieé, gdy twierdzimy, Ze nasza przestrzen jest nieskonczona? Nic innego, jak to,
iz mogliby$Smy w niej pomiescié obok siebie dowolnie duzo ciat réwnej wielkosci, a nigdy jej

nie wypelnimy. Pomy$lmy sobie mnogosc¢ skrzyn szeiciennych rownej wielkosci, to wedle geometrii
zuklidesowej mozemy je tak ukladaé¢ ponad soba, obok siebie i za soba, iz zapeiniag dowolnie
wielka czg$¢ przestrzeni; ale ta budowa nie skonczy sie nigdy; zawsze bedzie mozna przykladaé
nowe szefciany, a nigdy nie zabraknie miejsca. To jest trescig powiedzenia: przestrzen jest
nieskoriczona ze wzgledu na ciala praktycznie sztywne, przy zalozeniu, ze prawa wzajemnego
polozenia tych ostatnich dane sa przez geometrig euklidesowa.

Drugim przykiadem nieskoniczonego kontinuum jest plaszczyzna. Na plaszczyznie mozemy
kwadratowe plytki z kartonu tak umieszczaé obok siebie, iz kazdy kwadrat ma po kazdej stronie
inny, taki sam kwadrat. Budowa nie koriczy si¢ nigdy; coraz nowe kwadraty z kartonu mozna
przykladaé, jesli prawa rzgdzace wzajemnym ich poloZeniem, dane sa przez geometrig euklidesows .
Plaszczyzna jest wigc nieskonczona ze wzgledu na kwadraty z kartonu. Mowi si¢ wiec, Ze
plaszczyzna jest kontinuum dwuwymiarowym, przestrzen za$ jest kontinuum tréjwymiarowym:

co nalezy rozumie¢ przez liczb¢ wymiaréw, uznaje za znane.

Ot6z dajmy przyklad kontinuum dwuwymiarowego, skoriczonego, ale bez granic. Pomyslmy
sobie powierzchni¢ wielkiego globu i bardzo duzo okraglych tarcz papierowych.

Kladziemy takie kotko gdziekolwiek na powierzchnie globu. Gdy je przesuwamy dowolnie
palcem po powierzchni globu, nigdzie na tej powierzchni nie spotykamy granicy. Powiadamy
dlatego, ze powierzchnia globu jest nieograniczonym kontinuum. Powierzchnia kuli jest przy tym
kontinuum skoficzonym. Jezeli bowiem nalepiamy takie koéleczka na globus, nie nalepiajgc
nigdzie dwéch kolek na siebie, to powierzchnia globu staje si¢ wreszcie tak peina, ze zadne nowe
kotko nie znajdzie tam miejsca; oznacza to wlasnie, ze powierzchnia globu jest skorczona ze
wzgledu na kotka papierowe. Powierzchnia kuli jest kontinuum dwuwymiarowym,
nieeuklidesowym, to znaczy — prawa wzajemnego polozenia ciat sztywnych w niej lezacych nie
zgadzaja si¢ z prawami plaszczyzny euklidesowej. Mozna to stwierdzi¢ w sposob nastgpujacy:
Polézmy dokola jednego takiego kolka sze§¢ nowych koleczek itd. Jezeli wykonujemy t¢
konstrukcje na plaszczyznie, to powstaje konglomerat bez luki, w ktoérym kazde kotko, nie lezace
na granicy styka sie z sze§cioma innymi. Na powierzchni kuli z poczatku konstrukcja takze sig
udaje, tym lepiej, im mniejszy jest promien takiego kolka w poréwnaniu z promieniem kuli.

Im dalej konstrukcja postepuje, tym jawniej okazuje sig, ze ugrupowanie kolek w sposéb
wskazany i to bez luk nie jest mozliwe, jakby to musiato by¢ wedle zasad geometrii
euklidesowej. W ten sposob nawet istoty nie mogace opuszczaé powierzchni kulistej, ani
spogladaé stamtad w przestrzeii trojwymiarowa, moglyby przez samo eksperymentowanie owymi
kolkami stwierdzié, ze ich ,,przestrzefi” dwuwymiarowa nie jest euklidesowa, lecz sferyczna.
Wedle najnowszych wynikoéw teorii wzglednosci jest prawdopodobne, Ze nasza przestrzen
trojwymiarowa jest w przyblizeniu sferyczna, to znaczy, Ze prawa wzajemnego polozenia lezacych
w niej cial sztywnych dane sa nie przez geometrig euklidesowg, lecz w przybliZzeniu sferyczng,
jezeli bierze si¢ pod uwage dostatecznie wielkie obszary. W tym to miejscu buntuja si¢ mysli
Czytelnika. ,, Tego sobie zaden czlowiek nie moze wyobrazi¢” — moéwi oburzony. ,,To mozna
méwié, ale nie mysleé. Mogg sobie pomysleé¢ powierzchnig kulista, ale nie jej analogon
tréjwymiarowy"”. :
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Te przeszkode nalezy pokonaé, a cierpliwy Czytelnik zobaczy, ze nie jest to rzecz zbyt trudna.
W tym celu zajmijmy sie znowu badaniem dwuwymiarowej powierzchni kulistej. Niech na
rysunku X~ bedzie powierzchnia kuli, & plaszczyzna styczna w punkcie S, ktorg na rysunku —
dla latwiejszego uzmystowienia — przedstawiono ograniczong. Niech L bedzie kolowa tarcza
na powierzchni kuli. Pomy$lmy sobie punkt $wietlny, umieszczony w punkcie N, lezacym
diametralnie naprzeciwko punktu S. Kétko L rzuca wtedy na plaszczyzne & cien kotowy L’.
Kazdemu punktowi na kuli odpowiada jego cien na plaszczyZnie. Gdy kolko L porusza si¢ po
kuli X, to cien L posuwa si¢ po plaszczyinie &. Gdy tarcza L jest w S, to nakrywa si¢ ze swoim
cieniem. Gdy od S porusza si¢ ku gorze, to cieni L’ oddala si¢ na plaszczyZnie & od S i roénie
coraz bardziej. Gdy kétko L zbliza si¢ do punktu $wietlnego N, to L’ dazy ku nieskoriczonosci
i staje si¢ nieskoriczenie wielkie.
. Pytamy sig, jakie sa prawa, normujace poloZenie cieni L’ na plaszczyZnie &7 Oczywiscie takie
same, jak dla kétek L na kuli X", gdyz kazdej figurze pierwotnej na X odpowiada ciefi jej na &.
:'I" ."-': Geometria cieni na plaszczyZnie zgadza si¢ z geometrig kolek na kuli. Jezeli owe cienie nazwiemy
e figurami sztywnymi, to rzadzi nimi na plaszczyZnie & geometria sferyczna. W szczegbdlnosci ze
wzgledu na te cienie plaszczyzna jest skoniczona, gdyz cienie te na niej zmiescic si¢ moga tylko
R e w skoriczonej liczbie. Otdz powie si¢: ,,To nonsens; owe cienie nie sa figurami sztywnymi;
<o b i wystarczy posuwac podziatke po plaszczyZnie, aby si¢ przekonac, Ze cienie stajg si¢ coraz wigksze
eor T T e w miarg, jak wedruja od S do nieskoriczonoéci”. C6z jednak, jesli na plaszczyZnie & podziakki
sy s tak si¢ zachowuja, jak cienie L’. Wtedy nie mozna by stwierdzi¢, Ze cienie rosna, oddalajac si¢
G od §; wtedy to powiedzenie jest bezprzedmiotowe. W ogole o cieniach na plaszczyznie to jedynie
mutacga 30 mozna powiedziec, iz geometrycznie zachowuja si¢ dokladnie tak, jak sztywne koélka na
P powierzchni kuli, w my$l geometrii euklidesowe;j.
bk Nalezy dokladnie sobie zda¢ sprawg z faktu, iz nasze powiedzenie o roénigciu cieni kélek w miarg
. . oddalania si¢ od S ku nieskorficzonosci nie ma samo w sobie znaczenia obiektywnego, jak dlugo
E E dla poréwnania nie mozemy postugiwac si¢ cialami sztywnymi w znaczeniu euklidesowym, ktére
0l . mozna by bylo przesuwaé po plaszczyinie &. Ze wzgledu na prawa rzadzace polozeniem cieni L’
. i . punkt S jest na plaszczyZnie tak samo nieuprzywilejowany, jak na kuli. Podane powyzej
o '_ oo % uzmystowienie geometrii sferycznej na plaszczyinie jest dla nas dlatego wazne, Ze mozna wygodnie
ok " e przenie$c je na przestrzen trojwymiarowa.
b Pomyslmy sobie punkt S w naszej przestrzeni i wielkg ilo§¢ matych kul L', ktére wszystkie mozna
_ sprowadzi¢ do wzajemnego nakrycia. Niech te kule nie bedg jednak sztywne w znaczeniu
euklidesowym, lecz niech ich promieni roénie (widziany ze stanowiska geometrii euklidesowej)
: w miarg¢ poruszania si¢ od § ku nieskoriczonoéci i niech 6w wzrost odbywa si¢ wedle tego
. samego prawa, jak wzrost promieni cieni L’ na plaszczyZnie.
. O Po zywym uprzytomnieniu sobie geometrycznego zachowania si¢ naszych kul przyjmiemy, ze
w naszej przestrzeni nie ma w ogodle cial sztywnych w my$l geometrii euklidesowej, a sa tylko
ciala zachowujace sieg, jak nasze kule L’

.*" o “'. Wtedy posiadamy zywy obraz tréjwymiarowej przestrzeni sferycznej czy tez raczej tréjwymiarowej
FRANEL L RN geometrii sferycznej. Przy tym musimy nasze kule nazywa¢ kulami ,,sztywnymi”. Ich wzrastania
".'E o w miarg¢ oddalania si¢ od S tak samo nie mozna zauwazy¢ przy pomocy podzialek, jak tego nie

R _:::. 2 mozna zauwazy¢ na cieniach, na plaszczyZnie &, gdyz podziatki zachowuja si¢ tak, jak kule.
- Przestrzen jest jednorodna, to znaczy — w otoczeniu kazdego punktu mozliwe sa te same
muracia 32 konfiguracje kul. Bez rachunku mozna to zrozumie¢ tylko dla dwoch wymiaréow, gdy znowu
~-E’i_: wracamy do kélek na powierzchni kulistej. Nasza przestrzen jest skonczona, gdyz z powodu
:';' el ,»wzrastania” kul tylko skoriczona ich liczba moze zmiesci¢ si¢ w przestrzeni.
S sy Tak uzyskaliémy pogladowy obraz geometrii sferycznej, postugujac si¢ swa wprawa w mysleniu
sl i wyobrazaniu jako narzedziem. Nietrudno poglebic i ozywi¢ tak uzyskane wyobraZenia przez
wykonanie specjalnych konstrukcji. Nietrudno byloby zreszta uzmystowic¢ sobie w sposob
e : . analogiczny tak zwang geometrig eliptyczng. Tutaj chcialem tylko okazaé, ze ludzka zdolno$éé
:' .:-‘. ol wyobrazania wcale nie ma potrzeby kapitulowaé przed geometrig nieeuklidesowa.
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Rozwigzanie zadania M 112

Niech O bedzie srodkiem danych okregow

Poniewat OA | PAi OB | PB, wiec
wh ww
i g OA*+ PA? or? OB*+ PB?,
- -
- - -\.ki!d
L -
. PAI— PB? = OB~ 0A? = OC1—0A? = AC?
- EL ]
P « %o
.": : e 't : :“. Rozwigzanie zadania M 114
L b ik Nieréwnosé te mozna udowodnié przez
- :.:::::::::‘: . indukcje. Jest jednak dowdd bardziej
*u .- o - clegancki:
haw EEw
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Aby liczba 2% — 1 byla liczba pierwsza :
potrzeha, zeby n bylo liczby pierwsza, bowiem

2% % | jest podzielne przez 2"t —1

Cataldi zauwazyl to w 1603 roku i spl_'awdzil,
#e 2P — 1 jest pierwsze dla p = 13, 17i 19,

Roz rie zadania M 113 y
‘Zauw s, 2e liczby 27 i 27+3 daja przy
dziel yrzez T takic same reszty, gdyi

roZnica M M o M3 1) == T 2" jest
podzizlna przez 7. Podobnie liczby n? i (n+ 7?2
dajy przy dzieleniu przez 7 takie same reszty,
co wynika z réwnodci (n+7)2 —n? = 7(2n+ 7).
Cigg reszt z dzielenia przez 7 liczb 2"
(n=1,2,3,...) jest zatem okresowy i okres
wynosi 3, jest to wigc ciag

{*) 2.4, 12,4, 1, ...
Ciag reszt z dzielenia przez 7 liczb n?
(n=1,2,3,..) jest tez okresowy i okres

wynosi 7, jest to wigc ciag
(**) 0,1,4,2,2,4,1,0,1,4,2,2,4,1, ...

Reszta, jaka daje przy dzieleniu przez 7
liczba 27 + a2, jest suma reszt, jakie daja
liczby 2" i n? (by¢ moze zmniejszong 0 7).
Latwo jednak sprawdzié, ze liczba 7 nie jest
sumg liczb wzietych po jednej ze zbioréw
{1,2,4}i {0, 1,2, 4}, tj. ze zbioréw wartosci
ciagow (*) i (**).

Wykazalismy w ten sposob twierdzenie
ogolniejsze:

Dla zadnych liczb naturalnych m i # liczba
2m 4"’ nie dzieli si¢ przez 7.

O najwiekszej znanej liczbie pierwszej

Dr hab. Andrzej ROTKIEWICZ

Wielki polski matematyk, tworca polskiej szkoty matematycznej i genialny badacz,
znakomity popularyzator matematyki, autor pigtdziesigciu ksiazek i 720 prac
naukowych, doctor honoris causa wielu uniwersytetéw, zmarly przed ponad
siedmiu laty Profesor dr Wactaw Sierpiniski w przedmowie do II czgsci swej Teorii
Liczb napisat:

,.Jako przyklad postepu, jaki dokonat si¢ w teorii liczb w ostatnim czasie,
wystarczy podaé, ze najwigksza znana w roku 1950 liczba pierwsza byla liczba
2127 _ 1, majaca 39 cyfr, dzi§ za$ najwigksza znana liczba pierwsza jest liczba
23217 _ ] majaca 969 cyfr. Wéwczas znali$my tylko 12 liczb doskonatych, dzi§

za$ znamy ich 18”. Te stowa byly pisane w roku 1958. Liczby pierwsze sa to
liczby naturalne, ktdre maja dokladnie dwa dzielniki naturalne. Sa to wigc liczby
2,3,5,7, 11, ... Liczby doskonale sa to liczby, ktére sa réwne sumie swych
dzielnik6w naturalnych, mniejszych od nich samych. Najmniejsza liczba doskonala
jest, jak latwo widzie¢, liczba 6 = 1+2+ 3. Nastgpna po niej jest liczba

28 = 14+24447+14.

Mozna dowieéé, Ze na to, aby liczba parzysta n byla liczba doskonata, potrzeba
i wystarcza, by byla ona postaci 2°~!(2°—1), gdzie 2°—1 jest liczba pierwsza.
Zatem wszystkie liczby doskonale parzyste sa zawarte we wzorze 2°~1(2°—1)

z warunkiem, ze liczby p oraz 27 —1 sa pierwsze.

Juz Euklides podat nastgpujaca metodg wyznaczania liczb doskonatych:
,,Obliczamy kolejne sumy sktadnikéw szeregu

142+4+8+16+32+...

Jezeli suma taka okaze sie liczba pierwsza, to pomnoZmy ja przez ostatni

sktadnik. Otrzymamy liczbe doskonaly”.

Na podstawie przytoczonego poprzednio twierdzenia widzimy, Zze metoda

Euklidesa wyznacza wszystkie parzyste liczby doskonate. Dla p = 2, 3, 5, 7 liczby

27 —1 odpowiednio réwne 3, 7, 31, 127 sa pierwsze, zatem 6, 28, 496, 8128 s3 liczbami
doskonalymi, co zostalo zauwazone juz przez Nicomachusa okolto 100 roku naszej
ery.

Manuskrypt z roku 1456 podaje poprawnie jako piata liczbg doskonalg liczbe
33550336, ktora réwna sig 2'2(2'3—1).

Fermat w 1640 roku zauwazyl, ze 22%—1 ma dzielnik 47, za$§ 2°7 — 1 ma dzielnik
223, za$ Euler w 1732 r. zauwazyl, ze 1103 jest dzielnikiem liczby 22° —1. Euler

w 1772 roku stwierdzil, Ze liczba 231 —1 = 2147483647 jest pierwsza i — co za tym
idzie — Ze liczba 23°(23! —1) = 2305843008139952128 jest doskonata. Jest to

ésma z kolei liczba doskonala parzysta. Dziewiata z kolei liczba doskonata
parzysta odpowiada wykladnikowi p = 61. Jest to liczba 2°°(2°! —1). Pierwszos¢
liczby 26 — 1 majacej 19 cyfr zostata stwierdzona przez Pierwuszyna w 1883 r.,
Seelhoffa w 1886 r. i Hudelota w 1887 r.

Powers w 1911 r, znalazl nastepna liczbe doskonala 288(28° —1). Tenze wraz

z Fauquemberguem znalazt w 1914 r. liczbe doskonatg 2'96(21°7 —1),

a Fauquembergue réwniez w 1914 r. znalazt dwunasta liczb¢ doskonala
2126(2127 _ 1) majaca 77 cyfr. Drugi czynnik tej liczby, 2?7 — 1, byl najwigksza
liczba pierwsza do roku 1950. Ze wzgledéw historycznych wazna jest uwaga,
7e Mersenne w 1644 r. twierdzil, ze 2 — 1 jest pierwsze tylko dla 11 wartosci p,
a mianowicie dla p = 2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, i 257.

Lehmer dowiddt jednak, Ze liczba 2257 —1 nie jest pierwsza i przeto liczba
2256(2257 _ 1) nie jest doskonala. Tak wigc w ciggu Mersenne’a nalezy skresli¢
257 i 67 a dopisac 61, 89 i 107. Poza tym istnieja dla n > 257 liczby Mersenne’a
M,, ktdre s3 pierwsze. W styczniu 1952 r. przy uzyciu maszyny matematycznej
SWAC, oraz twierdzenia Lucasa-Lehmera udowodniono, Ze liczby Mersenne’a
Mgy, = 2521 —11i Mgo, = 2°°' —1 sg pierwsze. Pierwsza z tych liczb ma 157
cyfr, druga 183 cyfry. W tym samym roku, w czerwcu, udowodniono, Ze liczba
M50 = 2'27% —1 jest pierwsza. Ma ona 376 cyfr. We wrzeéniu 1952 r.
znaleziono, ze liczby M ;503 1 M;,5, sa pierwsze. Pierwsza ma 664 cyfry, druga
687 cyfr. Praca maszyny elektronowej dla stwierdzenia, Ze liczba M4, jest
pierwsza, trwala 66 minut.
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W 1958 roku na szwedzkiej maszynie elektronowe;j
BESK stwierdzono, Ze liczba M;,,, = 2591170 ... 09315071, majaca 969 cyfr jest
pierwsza. Praca maszyny trwatla 5 —;— godzin. Nastepnie w 1964 r. znaleziono liczby

pierwsze Moego, Moosy i Myy513. UZywano maszyny ILLAC II na uniwersytecie
w Illinois. M,,,,5 ma 3381 cyfr. Czas pracy maszyny dla udowodnienia, ze jest
ona pierwsza wynosit 2 godziny i 14 minut.

Dzi§ znamy 24 liczby Mersenne’a, ktére sg pierwsze i tyle samo znamy liczb
doskonatych.

Najwigksza znana liczba pierwsza wynosi 219437 — | = 4315424797 ... 0968041471
1 ma 6002 cyfry.

Najwickszg znang liczba doskonalg jest obecnie (21°937 —1)219936 —

= 9311445590 ... 0271942656 i ma 12003 cyfry.

Tak wigc obecnie znamy 24 liczby Mersenne’a M,,, ktore sg pierwsze.
Otrzymujemy je dlan = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107,127, 521, 617, 1279,
2203, 2281, 3217, 4219, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937.

Najwigksza znana liczba pierwsza M 9934 1 najwigksza znana liczba doskonala
zostaly znalezione 4 marca 1971 roku na maszynie elektronowej IBM 360/91

w Stanach Zjednoczonych Ameryki przez Tuckermanna przy pomocy twierdzenia
Lucasa-Lehmera. Czas pracy maszyny wynosit 35.01 min. Dokladniejsze dane
mozna znalez¢é w artykule Tuckermanna w 68 tomie czasopisma The

Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of America
na stronach 2319-2320 w artykule pt. ,,The 24th Mersenne Prime”.

Twierdzenie Lucasa-Lehmera mozna sformutowac tak: Liczba 27— 1, gdzie p jest
liczbg pierwsza > 2, jest liczbg pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy

() @ -DIA+Y3HF T +(1-yY3H? ' = v,r-L

Aby wiec stwierdzié, ze liczba 219937 — 1 jest dzielnikiem liczby (1+/3)2"*"*° +

+(1- ]/3-)21”“ mozna pogladowo powiedzie¢, ze twierdzenie Lucasa-Lehmera
zastepuje biliony, biliony, biliony ... dzielen jednym dzieleniem..
Z kolei latwo dowies¢, Zze podzielnos¢ (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(p—1)-szy wyraz ciggu
Sl = 4, S2 = 14, S3 = 194, wary Sk, rery

gdzie

S;=4za8 Sy = S§_;—-2dlak=2,3,..;
jest podzielny przez M, = 2P—1.
Rzeczywicie, przez indukcje latwo dowiesé, ze
@) Vis = 2275, _,

W samej rzeczy, jezelin = 2 to V-1 = V1 = (14 3)2+(1-}/3)* = 8 oraz
=N =028 = 0vd o 8
Jesli za§ zachodzi (2) dla liczby naturalnej n = 2 to

2
Su-s = 255, skad 2778, = 27751, -2) - 22““(’;":-‘~~ )

2Nt
= V31=2: 277 = [V )T+ (-T2 27 =

= 1+YH"+(1-YH" =V
i na mocy indukcji stwierdzamy, Zze wzor (2) zachodzi dla kazdego n > 2.
Oznaczmy teraz przez f reszt¢ jaka otrzymamy dzielgc ¢ przez M, = 2P —1. Wtedy
twierdzenie Lucasa-Lehmera mozna wypowiedzie¢ tak: Liczba M, = 2P—1,

gdzie p jest liczbg pierwsza > 2, jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy
(p—1)-szy wyraz ciggu okreslonego rekurencyjnie przez

rn=4r=14, .., 5, =r-2dak=1,2,..

jest podzielny przez M, = 2P—1.

Aby obliczy¢ r,_, potrzeba wigc wykona¢ p—2 podnoszen do kwadratu liczb
bedacych resztami z dzielenia przez M, a wigc majacych nie wigcej cyfr niz
liczba M, = 2"—1, a nast¢pnie znajdowac reszte z dzielenia przez M, tych
kwadratéw zmniejszonych o liczbg 2. Te mnozenia i dzielenia wykonujg wlasnie
maszyny matematyczne.

Do tej pory nie wiemy jednak, czy istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych
Mersenne’a.

7
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bardso wakne: pozostawienie resztek pasty
lub innych zanieczyszczen moke spowodowad
wybuch. Doswiadczenie wykonywad

w okularach.

[Laboratorium w domu

Dr Jan A. GAJ
Prad elektryczny w szkle

Z géry zastrzegam, Ze nie bedzie mowy o zadnym nowym wynalazku. Bedziemy
przepuszczaé prad przez najzwyklejsze szklo, ktére — jak wiadomo — uzywane
jest nieraz jako izolator, chociazby w pierwowzorze kondensatora — butelce
lejdejskiej. Nie bedziemy si¢ tez postugiwaé zadnymi wyrafinowanymi przyrzadami,
ktére bylyby w stanie mierzy¢ znikome natezenia pradu, jakie moga plynaé przez
izolator. Postaramy si¢ zmusi¢ szklo, aby przewodzito zupelnie tatwo wykrywalne
prady.

Jak to zrobi¢?

Trzeba szklo ogrzaé i to dosy¢ mocno. Zrobimy to w plomieniu gazowym
kuchenki domowej lub turystycznej. Z gory ostrzegam, Ze pierwsze nasze
doswiadczenie bedzie bardzo trudno wykonaé przy uzyciu gazu ziemnego. Musimy
zaopatrzy¢ si¢ w pigc lub sze$¢ baterii plaskich, ktdre polaczymy szeregowo
otrzymujac Zrédlo prqdu o napigciu dwudziestu kilku woltéw. Do stwierdzenia
przeplywu pradu uzyjemy zaréweczki o mozliwie malym nominalnym nateZeniu
pradu (najwyzej 0,2 A). Jako elektrody do szkla beda nam potrzebne dwa kawatki
niezbyt cienkiego (ok. 0,5 mm) drutu stalowego (moga by¢ wyprostowane spinacze
biurowe), ktére musimy zamocowa¢é tak, aby ich kofice znajdowaly sie w stalej
odleglodci 1-2 mm i nie grozily zwarciem, co spowodowaloby zniszczenie
zaréweczki. Wymagane zamocowanie mozna osiagna¢ na przyklad przybijajac
druty gwozdzikami do kawalka drewna. Do przeciwnych koficow drutéw
dolaczamy przewody miedziane (rys. 1). Wystajaca cze$é drutow musi by¢
dostatecznie dtuga, aby przy ogrzewaniu ich w plomieniu deseczka nie palila si¢.
Mozna si¢ tez postuzy¢ kostka porcelanowa, jakiej uzywa si¢ do laczenia lamp
elektrycznych z przewodami zasilajacymi. Zrédlo pradu, elektrody i zaréweczke
taczymy szeregowo (rys. 2). Nastepnie w plomieniu gazowym rozgrzewamy silnie
kawalek szkla — na przyklad z malej buteleczki lub rurki szklanej. Kiedy szklo
zmigknie, nabieramy go troche na elektrody tak, aby utworzylo ,,perelke” laczaca
konce drutéw i dalej ogrzewamy ja w plomieniu. Zaréweczka powinna zaczaé

si¢ zarzy¢, wskazujac przeptyw pradu. Gdyby posiadany przez nas przedmiot
szklany byl za duzy, aby zmiekna¢ w plomieniu kuchenki, moiemy odlupdc
kawalek szkla, polozy¢ go na koncach elektrod i tak ogrzewa¢. Szklo powinno
by¢ zwykle }atwotopliwe (nie jenajskie).

Przekonawszy si¢ w ten sposéb do§wiadczalnie, ze prad przez szklo moZe plynaé,
stajemy wobec problemu:

Dlaczego szklo przewodzi?

Najprostsza nasuwajgca si¢ odpowiedz brzmi: bo elektrony przenosza si¢ do pasma
przewodnictwa pod wplywem energii cieplnej. Niestety jest ona blgdna. Szklo
przewodzi na tej samej zasadzie co elektrolity, a nie pétprzewodniki: przez ruch
jonéw. W wysokiej temperaturze, kiedy szklo zaczyna migkna¢, a nawet nieco
wczesniej, drgania cieplne ulatwiaja ruch makroskopowy jondw, ktore si¢ tam
znajduja. Najlatwiej bedzie poruszaé si¢ jonom najmniejszym jak na przyklad Na*,
ktore tez w gléwnej mierze przyczyniaja si¢ do przewodzenia pragdu. Mam nadzieje,
Ze nie dasz si¢, Czytelniku, zby¢ golostownymi zapewnieniami i zapytasz:

A skad wiadomo, ze to jony?

Z do$wiadczenia oczywiscie i to bardzo ciekawego. Zeby je wykonaé, musimy
zdoby¢ pewna ilo$¢ dwdch zwiazkow: azotanu sodu NaNO, i azotynu sodu
NaNO,. Mozna prébowaé postuzyé si¢ tylko jednym z nich (zapewne latwiej
bedzie zdoby¢ azotan sodu, czyli saletrg sodowa), utrudni to jednak wykonanie
doé$wiadczenia. Ale do rzeczy: réwne ilo§ci azotanu i azotynu sodu stapiamy na
matym plomieniu w pudetku po pascie do butéw, uprzednio dokladnie wymytym

- szczotka i mydiem. Mozna uzy¢ plytki azbestowej. W stopionej soli zanurzamy

czedciowo barike Zaréweczki, trzymanej gwintem w gére. Zaréweczke nalezy
zamocowa¢ w tym poloZeniu tak, aby ja mozna bylo zasila¢. Mozna to zrobi¢
przy pomocy wspomnianej juZ kostki porcelanowej i drutu, jak na rys. 3,

a nastepnie kostke oprzeé na brzegu pudeika zanurzajac jednocze$nie zaréweczke.
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Zaroweczke zasilamy z jednej bateryjki, a pie¢ lub sze$é¢ baterii polaczonych
szeregowo laczymy pomig¢dzy wiékno zaréwki (minus) a ogrzewane na gazie
pudelko (plus) — patrz rys. 4. I teraz zacznie si¢ najciekawsze: dolaczone do
ujemnego bieguna rozgrzane widkno bedzie emitowalo elektrony i odpychato je

w strong bieguna dodatniego czyli stopionej soli. Po przejsciu przez gaz w zarowce
elektrony dotra do wewngtrznej powierzchni szkla, gdzie beda zoboj¢tniac
docierujace tam poprzez szklo dodatnie jony sodu. W efekcie na wewnetrznej
powierzchni zaréweczki powstanie juz po kilku minutach cienka warstwa metalu,
glownie sodu. Jest to bezposredni dowdd jonowego charakteru pradu elektrycznego
w szkle. Aby doswiadczenie si¢ udalo, podajg jeszcze

Kilka rad praktycznych

1. Nalezy uzy¢ zaréwki 3,5 V — widkno bedzie miato temperature wyZsza od
nominalnej i silniej bgdzie emitowac elektrony. Dobrze jest miec kilka zaréweczek
na zapas.

2. Bardzo przydatny jest czuly miernik natgzenia pradu plynacego przez szklo

o zakresie 100 uA, a w kazdym razie nie wigcej niz | mA — na przyktad opisany
w ,,Delcie” nr 5/75 miernik wlasnej roboty ze wzmacniaczem tranzystorowym.

3. Nie nalezy dopusci¢ do zbyt silnego rozgrzania sig¢ cieczy — szklo zaréweczki
moze zmigkngé. Najlepiej kontrolowaé¢ miernikiem nateZenie pradu i utrzymywaé
je w okolicy 100 uA przez regulowanie plomienia — w przeciwnym razie trzeba
grza¢ bardzo ostroznie metoda prob i blgdéw — przy ktérej$ Zaroweczce powinno
sig¢ udac.

A teraz rzecz bez precedensu, a mianowicie

Konkurs samych zwycig¢zcoOw

Kazdy, kto do L.IIL.1977 r. przysle pod adresem redakcji zarédweczke pokryta
wewnatrz do potowy metalem oraz dane dotyczace wykonania do$wiadczenia,
otrzyma nagrode ksigzkowq. Ponadto migdzy uczestnikow zostanie
rozlosowana nagroda specjalna — silniczek elektryczny. Powodzenia!

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 112. Na plaszczyZnie dane sa dwa okregi wspotsrodkowe i punkt P na zewnatrz nich. Przez
punkt P poprowadzono styczne do tych okregdw; punktem stycznosci z mniejszym okregiem
jest A, z wiekszym — B. Odcinek PA przecina wiekszy okrag w punkcie C. Udowodnié, ze
PA*—PB? = AC?.

Rozwiazanie na str. 5

M 113. Udowodni¢, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba 2"+ n?* nie dzieli sig przez 7.
Rozwiazanie na str. 6

M 114. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

) < 4n

Rozwigzanie na str. 5

Redaguje dr hab. Andrzej SZYMACHA

F 38. Pewnej ekspedycji naukowej przebywajacej na bezludnej wyspie wyczerpaly si¢ wszystkie
zrodta energii. Na wyspie tej nie wieja zadne wiatry, nie plyna strumienie, niebo pokryte jest
gruba warstwa chmur, ci$nienie atmosfery jest stale, a temperatura atmosfery i wody

w otaczajacym niezwykle spokojnym oceanie jest dniem i nocg stale jednakowa. Na wyspie
odkryto zrodlo obojetnego chemicznie gazu saczacego sie ze stalg wydajnoscia z pewnej groty.
Wydobywajacy si¢ gaz ma zardwno ci$nienie jak i temperaturg rOwna cisnieniu i temperaturze
atmosfery. Czlonkowie ekspedycji dysponuja dwiema pélprzepuszczalnymi blonami, z ktérych
jedna przepuszcza swobodnie czasteczki gazu bedac jednoczesénie catkowicie nieprzepuszezalng
dla czasteczek powietrza, druga blona na odwrét, przepuszcza czasteczki powietrza, a nie
przepuszcza czasteczek owego gazu. Majac ponadto mozliwoéci skonstruowania prostych
urzadzen mechanicznych w rodzaju cylindréw z tlokiem, czy zawordw, czlonkowie ekspedycji
postanowili zbudowa¢ silnik. Wykaz, ze nie istnieje teoretyczne ograniczenie na moc idealnego
silnika pracujacego z wykorzystaniem tego gazu.

Rozwiazanie na str. 14
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Metoda kresek — czyli jak wykorzystaé relacje do obliczen

POPLATANE PRZEWODY Wyobrazmy sobie fragment pewnego urzadzenia

o nast¢pujacej konstrukcji. Na wieczku jednego pudetka
umocowano 6 koncéwek i do kazdej z nich podiaczono
3 przewody prowadzace do wnetrza drugiego, zakrytego
pudetka. W pokrywie zakrytego pudelka sg otwory.
Zagladajac przez nie do $rodka mozna sprawdzié, Ze
wewnatrz znajdujg si¢ koncéwki. Nie da si¢ ich wprawdzie
, policzy¢, lecz wida¢, Zze do kazdej z nich podigczono dwa
| przewody. Ile konicowek jest wewnatrz tego pudetka?
Zadanie jest oczywiscie dziecinnie latwe, ale ilustruje
pewien schemat powtarzajacy si¢ w wielu ciekawych
zadaniach kombinatorycznych. Rozwigzmy je zatem.
Najpierw liczymy przewody. Jest ich 18, bo 63 = 18.
Wobec tego w zakrytym pudeltku musi by¢ 9 koncowek,
bo 18:2 =9,

Dwunastoscian foremny zbudowany jest w ten sposob.
Wszystkie Sciany (jest ich 12) to pigciokaty foremne, przy
czym w kazdym wierzcholku bryly stykaja si¢ 3 takie
pigciokaty. Ile wierzchotkéw liczy ten wielo$cian?
Zwykle liczymy tak. DwanaScie §cian po pig¢ wierzchoikéw
to 60 wierzcholkéw. Poniewaz jednak kazdy wierzcholek
policzylismy trzykrotnie, wobec tego bryla liczy 20
wierzcholkdéw (bo 60:3 = 20). Kto$ pedantyczny méglby
zarzuci¢ nam nieécistoé¢ w wyslawianiu si¢. Raz twierdzimy
ze wierzchotkéw jest 60, poZniej okazuje sig, Ze tylko 20.
Nasuwa to podejrzenie, Zze cale rozumowanie bylo
watpliwe. Odwolajmy si¢ wobec tego do rysunkowego
schematu. Rysunek przypomina nasze poplatane
przewody. Wyjasni¢ nalezy w jaki sposéb poprowadzone 12 giian e il
sg kreski. Ot6z kazda $ciang laczymy kreska z tymi wierzcholkdw
wierzcholkami, do ktérych ona przylega. Nie trzeba
jednak wnika¢ w szczeglly. Wystarczy zauwazy¢, ze
z kazdej Sciany musi wychodzié¢ 5 kresek, a z kazdego
wierzchotka 3 kreski. Wiedzac, Ze Scian jest 12, liczymy
wierzcholki w ten sam sposob jak liczyliSmy koncowki
w zakrytym pudelku.
A gdzie tutaj s wspomniane w tytule relacje? W tym
przyktadzie byla mowa o relacji przylegania wierzchotka
i $§ciany wielo$cianu. Graficzng ilustracjg tej relacji sa
kreski.
W podobny sposdb da si¢ policzy¢, ile wierzchotkow licza
pozostale wieloSciany platonskie. Krawedzie tych
wieloéciandw i przekatne wielokatéw wypuktych
przeliczamy wedtug identycznego schematu. iy
A oto zupelnie inny przyktad. tzworoscian szescian osmioseian  dwudziestoscian
oremmy. joremfny, forefmng,

WIELOSCIANY PLATONSKIE

\ wievzcholki

——————

DZIURKOWANIE KART Z PERFOROWANYM BRZEGIEM ALBO PODZBIORY

W pewnej kartotece kazda karta ma 8 dziurek — a wigc
9 miejsc do nacinania. Na ile sposobéw moZna wycigé
dwa, trzy, cztery i pig¢ miejsc na karcie?

W zadaniu tym wykorzystamy pewnag relacjg: dwie karty
sa ze soba w naszej relacji (a wigc polaczymy je kreska),
jesli we wszystkich miejscach poza jednym sa nacigte
identycznie.




Karta nacigta trzykrotnie jest w tej relacji
z dziewi¢cioma innymi kartami. Jak pokazuje rysunek,
trzy z nich to karty nacigte dwukrotnie a pozostale sze$¢

to karty nacigte czterokrotnie.
[- : ' ----- Oczywiécie jedno nacigcie wykonaé¢ mozna na 9 sposobow.
\\_\ / Rozwiaza¢ nasze zadanie metodg kresek jest juz zupetnie
PR latwo.
-'— A skad w podtytule wzigly si¢ podzbiory? Proste —
“ o \\

karib[ nacigde /

nacia¢ kartg trzykrotnie to spoérdd dziewigeciu miejsc
wybra¢é tréjelementowy podzbidr.
I jeszcze jeden przykiad.
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Figure zloZong z wierzchotkéw i krawedzi, jak na rysunku, PARZYSTE I NIEPARZYSTE WIERZCHOLKI GRAFU
bedziemy nazywaé grafem.

Wierzcholek grafu nazwiemy parzystym, gdy styka sig
z parzysta liczba krawedzi; nieparzystym, gdy styka si¢
z nieparzysta ich liczbg. W naszym przykladzie parzyste
sa wierzchotki: a, b, f, natomiast nieparzyste c, d, e, g.
Sprébujcie narysowac graf, ktéry mialtby tylko jeden
wierzcholek nieparzysty, a pozostale parzyste.

Trudne, prawda? PokaZemy, Ze jest to zadanie
niewykonalne.

Wszystko wyjasnia metoda kresek. Relacja, jaka bedziemy mmcho&k } —
rozpatrywac, to oczywiscie przyleganie krawedzi do ——]
wierzchotka. Kreski lgczg wigc wierzcholek z przylegajacymi d me?“'”ﬂs L
do niego krawedziami i na odwrét.

Zanalizujemy schemat interesujacego nas grafu z jednym tylko wierzchotkiem nieparzystym. Z jednej strony, biorgc
pod uwage wierzcholki, kresek musi by¢ nieparzysta ilo$¢. Z drugiej strony, biorac pod uwage krawedzie (kazda
ma dwa korice, a wiec przylega do dwdch wierzchotkow) kresek jest ilo$¢ parzysta. Rysunek nasz ilustrowalby
sytuacje niemozliwa. Nie ma grafu, ktéry ma tylko jeden wierzcholek nieparzysty.

po-ng sta
Paﬂa&tﬂw

Zadanie. Patrzac na rysunki wieloécianéw archimedesowych
i wykorzystujac podane informacje obliczcie, ile liczag one
wierzchotkdéw i krawedzi.

Czy umiecie pytac?

Przechodzimy obojetnie wokot dziwéw. Nie zwracamy na nie uwagi. Sa zbyt znane, codzienne. Czy umiemy je
zauwazy¢? Czy potrafimy zadaé pytanie dlaczego? jak? Czy potraf imy dojrzeé niezwyklos¢ otaczajacych nas
zjawisk? Sprébujmy. Proponujemy zabawg w stawianie pytan Im prostszych, bardziej codzxennych ZdelSk beda
dotyczyly, tym lepiej. Nalezy przetamaé przyzwyczajenia i na wszystko patrzec tak, jakby si¢ po raz pierwszy zobaczylo
$wiat. Pytania nadsysajcie na kartkach pocztowych. W kazdym numerze zamiescimy kilka naszym zdaniem
najciekawszych wraz z nazwiskiem autora. Te najciekawsze z najciekawazych nagrodzimy ksigzkami. Moze zdarzg sig
pytania, na ktdre nikt nie zna odpowiedzi, moze bedzie warto posw1¢c1c poruszonemu tematowi osobay artykul.

To co uwazamy za najcenniejsze to umiejgtnos¢ widzenia zjawisk i stawiania pytan — jest to przeciez podstawa
wszelkiej pracy naukowej. A oto kilka pytan jakie przychodza do glowy, niektdre wybrane sa z Waszych listéw:

— dlaczego w herbacie mieszanej {yzeczka fusy gromadza sig¢ w §rodku?

— dlaczcgo mate kropelki wody tworzace mgle wisza w powietrzu, a nie opadaja na ziemig?

— jaka pajeczyne utkalby pajak w laboratorium kosmicznym w stanie niewazkoéci?

— niektére lekarstwa wydziela si¢ kroplami. Czy wielko$¢ kropli zalezy od rodzaju cieczy?

— co powoduje, Ze soki doplywaja do najwyzszych galezi drzewa? Gdzie jest pompa, ktdra je tloczy?
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Bawimy si¢ w badania

Sprébujmy odpowiedzie¢ na pytanie, czy. wielkos¢ kropli zalezy od jej rodzaju?
Odpowiedzi poszukamy na drodze do$wiadczalnej. W tym celu zgromadzimy
urzadzenia i materialy: g
— co najmniej dwie rézne ciecze, na przyklad wode i olej jadalny,
— naparstek lub podobnej wielkosci naczynko, moze by¢ po lekarstwie,
— nadlamanag zapalke, ktéra postuzy jako kroplomierz.
Wykonanie do$§wiadczenia ilustruje rysunek. Ostroznie kapiac i liczac krople
napelniamy naczyfko ciecza do okreslonego poziomu. Im wigcej kropel zmiesci
sie, tym mniejsze sa krople. Liczymy krople potrzebne do zapelnienia w ten sam
sposOb wybranego naczynia kazda badana cieczg. Poréwnujac liczby kropel
powinni$my umie¢ odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Ostroznie jednak
z wyciaganiem wnioskéw. Przeprowadzenie po jednym pomiarze dla kazdej cieczy
nie wystarcza:
— moglismy si¢ pomyli¢ w liczeniu,
— mogli$my 7le uchwyci¢ chwile, w ktérej nalezy przerwa¢ napeinianie naczynia,
— powierzchnia réznych cieczy wyglada inaczej, jednej jest wypukla, innej moze
by¢ wklesta, trudno okresli¢ czy naczynie jest juz pelne,
— mogla reka drgnac i kilka kropel oderwalo si¢ mniejszych niz powinny,
— moglo zdarzy¢ si¢ wiele rzeczy, ktére ostatecznie zmienily ilo§¢ kropel
W naczyniu.
Pomytki w liczeniu mozna unikna¢. Drgnigcia reki trudniej, wplywu zas innych
przypadkowych czynnikow jeszcze trudniej. Jezeli nie moZemy unikna¢ ich wplywu,
to skorzystajmy z tego, Ze sa przypadkowe. Przypadkowe wplywy powinny sie
znosi¢ w wielu powtdrzonych do$wiadczeniach.
Nie da si¢ w ten sposéb usunaé bledow systematycznych wywolanych np. réznym
ksztaltem powierzchni cieczy, ale bledy te nie bgda duze, jesli naczynie nie jest
zbyt mate.
Powtérzmy wiec doswiadczenie z kazda ciecza kilka razy, na przyktad pigc.
Oto przykladowe wyniki:

Nr do$wiadczenia liczba kropel I cieczy liczba kropel II cieczy
1 120 201
2 115 189
3 125 195
e 130 215
5 100 180

Z kazdej serii pomiaréw obliczamy $rednia liczbe kropel potrzebna do wypelnienia
naczynia.

1204 115+125+130+100 _ 590

NI — -———---——T—-- , = S = 118
N, = %_(_)_1_+189—!_—_1_2_§_f_215+180 & 9850 — 196

Im wigcej razy powtérzymy doswiadczenia, tym bardziej oswobodzimy si¢ od
wplywu czynnikéw przypadkowych. Calkowicie oswobodzi¢ si¢ od ich wplywu
nie mozna. Poréwnanie wartosci érednich pozwoli nam w wigkszosci przypadkdéw
odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Wiemy juz jak postgpowaé w przypadku
naszego do$wiadczenia. MoZemy jednak rozszerzy¢ znacznie program badan. Oto
gar§¢ dodatkowych pytan:
— czy rozmiary kropli zaleza od gruboéci zakonczenia drewienka, z ktdrego
kapia?
— czy rozmiary kropli zalezg od temperatury cieczy? SprawdzZcie korzystajac
z oleju jadalnego ochlodzonego w lodéwcee i podgrzanego.
— czy dodatek mydta do wody zwigksza czy tez zmniejsza rozmiary kropli?
Na zakonczenie proponuj¢ zbadanie wpltywu czynnikéw przypadkowych.
Powtdrzcie do$wiadczenie z jedng ciecza 50 razy. Mozna w tym celu wybra¢
naczynie bardzo male (ale nie za male, bo wprowadzimy duze bledy
systematyczne), aby wkraplanie nie bylo zbyt nuzace: Wykreslcie wyniki pomiaréw
na papierze kratkowanym tak jak na rysunku i zaznaczcie strzatkg, w ktorym
miejscu znajduje si¢ warto$¢ Srednia. Czy wynik pozwala zrozumie¢, dlaczego
liczyli§my w naszych do$wiadczeniach wartos¢ rednig?

Mala ., Deltg's opracowali: Tomasz Hofmokl i Przemysiaw N owicki.



lle jest wieloscianow polregularnych, czyli czy Archimedes miat racje?

Wielosciany potregularne znane sga od ponad 2000 lat. Juz Archimedes
stwierdzil, Ze oprdécz dwdch serii (graniastostupy i antygraniastostupy) istnieje

13 takich wieloScianéw (patrz Delta 12/1975). Przez 2000 lat, a szczegdlnie po
systematycznym zbadaniu tego zagadnienia przez Keplera, wierzono, ze innych
wielodcianéw pdtregularnych niz wymienione przez Archimedesa by¢ nie moze.
Okazalo si¢ jednak, ze w teorii wieloscianéw poélregularnych byt pewien defekt.
Na poczatku lat pigcdziesiatych naszego stulecia radziecki matematyk Aszkinuze
zauwazyl, ze istnieje jeszcze jeden, czternasty wielo$cian pdiregularny. ,,Portret™
tego wielo$cianu widzimy na rys. 2. Wieloécian ten to chytrusek nie lada, bowiem
liczby $cian poszczegdlnych rodzajow, krawedzi i wierzchotkéw ma dokladnie
takie same jak wieloscian pélregularny pokazany na rys. 1 (wymieniony przez

Archimedesa). A mimo to jest on inny!

Czytelnik zechce zwréci¢ uwage, ze na wieloécianie z rys. 1 istnieja trzy
,;fancuchy” kwadratéw spojonych przeciwleglymi bokami. Lancuchy te

zaznaczono liniami przerywanymi. Natomiast na wielocianie z rys. 2 istnieje
tylko jeden taki ,,faficuch”. Przy obracaniu wieloécianu, jego przesuwaniu, a takze

przy odbijaniu w lustrze, liczba ,,laficuchéw™ nie moze ulec zmianie. Wynika stad,
ze pokazane wielo$ciany sg rézne w tym znaczeniu, ze zaden z nich nie daje si¢
doktadnie pokry¢ z drugim za pomoca przeksztalcenia izometrycznego.

Tak wigc liczba écian poszczegdlnych rodzajdw, liczba krawedzi a takze liczba

i rodzaj wierzchotkéw nie charakteryzuja jeszcze wieloécianu w pehni.
Wspomniany defekt teorii wielo§cianéw potregularnych polegat wlasnie na

niedostrzezeniu tego faktu.

Zauwazmy, ze wieloscian z rys. 2 moZna otrzymac¢ przez odcigcie gornej czesci
wielodcianu z rys. 1 (wzdluz czerwonej linii ciaglej), obrécenie jej o 45° i poriowne
polaczenie z reszta. I jak tu po tym wszystkim nie wierzy¢ w feralnosé trzynastki?
Poniewaz nasz chytrusek ukrywat si¢ przez ponad 2000 lat, trudno sie dziwié,

ze zostal opuszczony w spisie wieloscianéw zamieszczonym w Delcie. (W. G.)

Czytelnicy proponuja

Mamy wykazac, ze opisany w poprzednim numerze
przyrzad kresli prostg.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku i na pewien czas
pominmy listewke Q7.

Zauwazmy, ze ORPR’ jest deltoidem, a QRPR’ rombem,
co pozwala na stwierdzenie, Ze :

punkty O, P, O leza na jednej prostej prostopadiej

do prostej RR’, punkt S za$ jest srodkiem odcinka PQ.

Z uogdlnionego twierdzenia Pitagorasa (w A OPR) mamy

¢? = a*+0P*—2-OP- PS =
= a*+0P*-2- OP--;-(OPvOQ) = a*+0P- 0Q

Widac wigc, ze iloczyn OP - OQ jest staly: niezaleznie od
polozenia przyrzadu wynosi ¢ —a?. Stad wynika, ze taki
»zubozony” przyrzad pokazuje nam wzajemne polozenie
punktow inwersyjnych wzgledem okregu o $rodku O

1 promieniu ]/cz—waz: mianowicie Q i P sa wzajemnie
inwersyjne.

Powro¢my do calego przyrzadu. Listewka QT gwarantuje
nam, ze punkt Q lezy na okregu (o érodku 7T'), ktory
(wobec TO = b = TQ) przechodzi przez punkt O.
Obrazem inwersyjnym takiego okregu jest prosta (patrz
,» Tylko cyrklem”, Delta 7/76) i po niej wlasnie musi sie
poruszac przegub P.
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Kolega Jan ANTONIK z Grzebieni, uczen II klasy LO
w Dabrowie Bialostockiej, podat twierdzenie :

Niech punkt A4 lezy na prostej k, punkt B na prostej /
réwnoleglej do k, punkt C na prostej m réwnoleglej

do AB. Oznaczmy przez K punkt przecigcia prostych k
i m. Jeshi odleglos¢ k i I wynosi 2 [cm], to pole AABC
jest rowne AK [cm?].

Polecamy sprawdzenie. Autor proponuje zastosowaé to
twierdzenie do mierzenia pola tréjkata.

Dlaczego tak jest? — rozwigzanie




XVIII MIEDZYNARODOWA OLIMPIADA MATEMATYCZNA
ODBYLA SIE W AUSTRII (7-21 LIPCA 1976 R.)

OLympiaD®

Dwudniowe zawody odbyly si¢ w Lienzu (Wschodni Tyrol) w dniach 12 i 13 lipca. W zawodach uczestniczyli
uczniowie z 18 panstw: Austrii, Bulgarii, Czechoslowacji, Finlandii, Francji, Grecji, Holandii, Jugostawii, Kuby,
NRD, Polski, Rumunii, Stanéw Zjednoczonych AP, Szwecji, Wegier, Wielkiej Brytanii, Wietnamu i ZSRR (z Kuby
przyjechalo trzech uczniéw, z pozostalych panstw po o$miu). Ponadto na prawach obserwatoréw uczestniczylo
dwoch uczniow z RFN. Migdzynarodowe jury przyznato 9 nagrdd I stopnia, 28 nagréd II stopnia i 45 nagrod

I1I stopnia. Polacy zdobyli 6 nagrdéd III stopnia. Otrzymali je: Jerzy Grzybowski (V LO w Krakowie), Andrzej
Huczynski (III LO we Wroclawiu), Adam Parusinski (I LO w Gdansku), Janusz Pawlikowski (I LO w Bydgoszczy),
Jan Wehr (XIV LO w Warszawie).

W nieoficjalnej punktacji zespolowej Polacy zajeli IX miejsce za ZSRR, Wielka Brytania, Stanami Zjednoczonymi,
Bulgarig, Austrig, Wegrami i NRD. Oto zadania:

1. Pole powierzchni plaskiego czworokata wypuklego rowne jest 32 cm? a suma dlugoéci dwoch przeciwleglych jego bokéw i jednej
przekatnej rowna jest 16 cm. Wyznaczy¢ wszystkie wartoéci, ktore moze przyjmowac dlugosc drugiej przekatnej.

2. Niech Py(x) = x*—21i Py(x) = P,(P;_,(x)) dlaj = 2, 3, ... Udowodnié, Ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wszystkie

pierwiastki rownania P,(x) = x s rzeczywiste i parami rézne.

3 Prostopa.dloécienne pudelko mozna calkowicie wypelni¢ szescianami jednostkowymi. Jezeli bedziemy umieszcza¢ w nim sze$ciany

o objetosci 2 i krawegdziach réwnoleglych do krawedzi pudelka, to maksymalna liczba takich szescianow wypeini tylko 40% objgtosci pudelka.
Wyznaczy¢ wewngtrzne wymiary wszystkich pudelek o tych wlasnoéciach. (]/_ = 1,2599.. .).

4. Znalez¢ najwiekszg warto$¢ iloczynu liczb naturalnych, ktérych suma réwna jest 1976.

(Odpowiedz uzasadnic.)

5. Dany jest uklad p réwnan z ¢ = 2p niewiadomymi a;;x; +a;2X3+ ... +a;x, =0

Ay X1+ apa X+ ... tapxe=0

gdziea, e {0, -1, +1}dlai=1,2,...,p;j=1,2, ..., g. Udowodni¢, zZe istnieje rozwigzanie (x,, xa, ..., X,) tego ukladu spelniajace
nastepujgce warunki:

— wszystkie x; (=1, 2, ..., q) sa liczbami calkowitymi,

— co najmniej jedna z liczb x; (j = 1, 2, ..., g) jest r6zna od zera,

—dla kazdegoj (j= 1, 2, ..., q) jest |x;] < q.

S
6. Ciag liczbowy uo, uy, 2, ... jest okredlony nastepujgco: wo = 2, uy = 7,'

Upsy = Up(Ui_ 1 —2)—u, (n=1,2,..)
Udowodnié, ze zachodzi réwnosé
» (-1
[ud = 2 % n=1,2,:..); ([x] jest najwigkszg liczbg calkowity nie wigksza od x).

i' Rozwiazanie zadania F 38

Schematyczny wyglad silnika moze by¢ np. taki jak na rysunku obok.

Pierwsza faza cyklu: zawdr Z,; otwarty, Z; zamknigty. Ciénienie pod tlokiem na mocy prawa Daltona wynosi Potpo.
Odsuwajac tlok od dna cylindra vzyskujemy prace wykonywang przez nadwyzke cisnienia pod tlokiem nad cisnieniem
atmosferycznym. W fazie tej pobieramy iloé¢ gazu jaka wydziela si¢ z groty w czasie przewidzianym na pelny cykl.
Jesli jest to objgtos¢ Vg, to praca tloka w tej fazie wyniesic pg Vy. Poniewaz wyczerpalidmy juz ilosé gazu przypadajgca
na caly cykl, wigc musimy zamknaé zawor Z, i dalsze rozprezanie prowadzié przy zamknigtym zaworze Z, . Wskutek
tego ciénienie czgstkowe gazu z groty bedzie pod tlokiem spadalo zgodnie z wzorem pg- Fo/ V. Dzieki blonie B, cisnienie
czgstkowe powietrza pod tlokiem jest w kazdej chwili rowne p, i réownowaty ciénienie nad tlokiem. Efektywna prace
wykonuje wiec ciénienie czgstkowe gazu z groty. Pytanie postawione w zadaniu réwnowazne jest zapytaniu, czy istnieje
ograniczenie na prace jaka mozemy uzyskad rozprezajgc izotermicznie okreslong porcje gazu. Zeby to zbadaé,
sporzadzmy wykres funkcji py - Vy/V w zaleinosci od V.

Jasne jest, ze jesli w tej drugiej fazie rozprezymy gaz do objetodci Vi, to wykonana w drugiej fazie praca réwna jest
polu powierzchni zakreskowanej na rysunku. Musimy dowies¢, Ze przy dostatecznie dutym Vi (na co nie ma
teoretycznych ograniczeri) otrzymana praca moze by¢ dowolnie duza.

Rozpatrzmy w tym celu zaznaczone na rysunku prostokaty odpowiadajace odcigtym 2V, 4 Vg, 8V, ..., 2°F,. Jest
oczywiste, e pola tych prostokatéw sa rowne i ze pod krzywa moina pg- Vo/V ,,zmieicié¢ ""dowolnie duzo takich
prostokatow. Jezeli My = 2"V, to jest jasne, e praca L moze byé ograniczona przez nastgpujqce dwie liczby

PaV
_ﬁz.—n n < LVth < poVon

2o s Vi Ve
lub w do$é¢ grubym przyblizeniu LVu Vi = PoVo log: - W praktyce log, 7 nie moze by¢ liczby zbyt duzg, gdyz

logarytm roénie niezwykle wolno ze wzrostem Vg, teoretycznie jednak liczba ta nie jest ograniczona. Oczywiicie po
p osiggnigciu 2adanej objgtodci Fx otwieramy zawér Z; i sprowadzamy tlok do polozenia poczatkowego bez wykonywania
zadnej pracy.
Dowiedlismy wigc, 2e w okreslonym czasie trwania cyklu mozemy uzyska¢ teoretycznie dowolnie wielkg prace. Moc
silnika (idealnego) moze byé dowelnie duza mimo ograniczonej liczby gazu roboczego wydobywajacego sig z groty
w jednostce czasu.
Praca ta wykonywana jest oczywiscie kosztem ciepla otoczenia jakie jest pobierane przy izotermicznym rozprezaniu
gazu. Wynik ten nie jest sprzeczny z II zasada termodynamiki, gdyZ pobieranie ciepla z otoczenia nie jest jedynym
efektem pracy silnika. Odbywa si¢ nieustanne mieszanie gazu wydobywajacego si¢ z groty z powietrzem atmosferycznym
Uwaga! W zadaniu rozwazaliémy silnik idealny. W praktyce moc silnika bedzie ograniczona. Zastandwcie sig, jakie
Vo 2Vo 4V, 8V, VK v moga by¢ tego powody (nie termodynamiczne) i jak duzy jest ich wplyw.
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O ukladzie SI

Dr inz. Romuald BIA£OBRZESKI

Jedng z podstawowych czynnosci poznawczych, ktérych celem jest dostarczenie danych do
ilosciowego opisu badanych zjawisk fizycznych lub rzeczy, jest pomiar. Pomiar polega na
przyporzadkowaniu badanym cechom zjawisk lub przedmiotéw pewnych liczb rzeczywistych
jako ich miary. Najprosciej mozna powiedzie¢, ze pomiar stanowi zesp6! czynnoéci zwiazanych
z poréwnywaniem badanej wielkosci fizycznej z wzorcem tej wielkosci przyjetej umownie za
jednostke miary. Wynik pomiaru wyraza si¢ wigc iloczynem jednostki miary przez liczbe,
okreslajgcg ile razy ta jednostka jest mniejsza (lub wigksza) od badanej wartosci. Nalezy
pamigta¢, ze dokladna znajomos¢ zjawisk fizycznych jest $ci$le zwiazana z pojeciem miary.
b Najdawniejszymi jednostkami miar byly jednostki dlugosci. Za jednostki dlugosci stuzyly
s pierwotnie czeici ciala ludzkiego. Dzi$ z niedowierzaniem czytamy XVI-wieczng definicje
. jednostki dlugosci nazywanej stopa: ,,sfopa jest dlugosciq [zapewne $rednia] — ustawionych
ol Jednq za drugq — lewych stdp, pierwszych 16 meziczyzn, opuszezajqcych kosciol w pewng
& niedziele rano™.

* %
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Jednostki miary utworzone dla réznych wielkoéci w sposéb dowolny i nieuporzadkowany
whe utrudnialy pomiary i poréwnania. Do$¢ powiedzie¢, iz w Europie w wieku XVIII obowiazywalo
mutacja 49 okoto 100 réznych lokci, 50 réznych mil oraz okoto 120 réznych funtéw. Aby uniknaé tych
niedogodnoéci starano si¢ stworzy¢ jednolite uklady jednostek miar. Uklad jednostek miar jest
zbiorem kilku wielkosci fizycznych, ktérych jednostki tworza baze uktadu (jednostki
podstawowe). Za pomoca jednostek podstawowych mozna tworzyé dowolne pochodne
jednostki miar innych wielkoéci fizycznych.

Najbardziej znane uklady jednostek miar nalezg do tzw. systemu metrycznego, choé istnieja
i niemetryczne uklady jednostek miar stosowane gléwnie w krajach anglosaskich. System
metryczny po raz pierwszy wprowadzono podczas Wielkie] Rewolucji Francuskiej ustawa z dnia
7.IV.1795 1., a w roku 1799 wprowadzono wzorce metra i kilograma. Byly to wzorce
prototypowe i, w zamierzeniu ich twércow, jeden mial odtwarzaé dlugosé 1/40 000 000 czesci
ziemskiego kola poludnikowego, a drugi mase¢ jednego decymetra szesciennego wody. Jednak
w wyniku dalszych pomiaréw okazalo sie, ze przyjete wzorce nie odtwarzaja zamierzonych
oE g wielkosci. Fakt ten oraz potrzeba powiazania wzorca danej wielkoséci z odtwarzalnym,
. an w dowolnym miejscu i czasie zjawiskiem fizycznym, a nie tak jak dotychczas z pewnym
materialnym wyrobem (prototypem), stymulowaly dalsze badania. Powstalo wowczas pytanie
o ot czy na podstawie jakiego$ zjawiska fizycznego ustanowi¢ nowy metr, czy tez do istniejacego
AR metra dopasowac jakie$ zjawisko fizyczne? Wybrano rozwiazanie drugie. Ta tendencja tworzenia
wzorcow fizycznych a nie prototypowych spowodowata, iz w chwili obecnej wszystkie wzorce
jednostek miar, z wyjatkiem wzorca kilograma, sa wzorcami opartymi na zaleznoéciach wiazacych
. zjawiska fizyczne. W trakcie badarn powstawaly w réznych osrodkach naukowych rézne uklady
mutacja 50 Jjednostek miar. Uklady te mimo nalezenia do systemu metrycznego, z powodu dowolnego wyboru
baz ukladéw, dawaly dla tych samych wielkosci fizycznych jednostki miar o réznych wymiarach
i nazwach. Jest to zjawisko wysoce niepozadane, zwlaszcza obecnie, gdy szereg najrozmaitszych
dziedzin wiedzy przenika sig¢ wzajemnie, badz tez kojarzy sie czesto w jedna nowa galaZ nauki.
Narastala wigc potrzeba opracowania takiego ukladu jednostek miar, ktéry by umozliwial
uniknigcie klopotéw przy przechodzeniu z jednego ukladu jednosfek miar do innego i ktéry bylby
obowigzujgcy we wszystkich dziedzinach nauki i techniki.

Od szeregu juz lat podejmowano prace nad stworzeniem takiego uniwersalnego ukladu
jednostek miar. Uklad ten jako Miedzynarodowy Uklad Jednostek Miar (Systéme
International d’Unites), zwany rowniez w skrécie Ukladem SI, zostal przyjety w 1960 roku na
XI Generalnej Konferencji Miar. Postanowienie to zostalo przyjete rowniez przez wicle
W Minikonkursie (,Delta 5/76) za wykeyele  miedzynarodowych organizacji, jak np. Migdzynarodowa Organizacja Normalizacyjna (ISO),
?i’ﬁ;] “‘nr‘:;zr::f:m:;;;iif;a (rws;;f::lti_ Rada Wzajemnej Pomocy Gospodarczej (RWPG), oraz przez wszystkie pafistwa uczestniczace
Waclaw Slerpifiski®") otrzymuja: w Generalnej Konferencji Miar.
- Jacek Chrobak z Bielska-Biale], Miedzynarodowy Uklad Jednostek Miar (ukfad SI) opiera sie na nastepujacych zalozeniach:
r;;‘ii':]wn?;;tzz“; ;‘i‘i‘:”" 1. Ustala sig¢ 7 podstawowych jednostek miar: metr, kilogram, sekunda, amper, kelwin, mol
: ikandela; jednostki te podporzadkowane sa odpowiednio 7 wybranym podstawowym
wielkosciom fizycznym: dlugosci, masie, czasowi, natezeniu pradu elektrycznego, temperaturze,
licznosci materii i §wiatlosci. '
2. Ustala si¢ 2 uzupelniajace jednostki miar: radian i steradian; pierwszy dla pomiaréw kata
plaskiego, drugi dla pomiaréw kata brylowego.

Termin ,,sp6jnoéé jednostek’ oznacza, te

zaleznosci miedzy jednostkami ukiadu 3. Pochodne jednostki miar podporzadkowane wlasciwym wielkosciom pochodnym tworzy sie
}:’g;ﬁfw’: :,‘,';;ﬁ;’gﬁ;w‘:,“,‘;’ el T womarchuo odpowiednie prawa fizyczne formulujace zaleznosci miedzy wielkosciami
jednosci. podstawowymi, uwzgl¢dniajac zasadg spOjnosci jednostek.
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mutacja 52

Zarzadzenie Prezesa Polskiego Komitetu
Normalizacji i Miar z dnia 5 stycznia 1976 r.
w sprawie ustalenia definicji, nazw i oznaczen
jednostek miar (Monitor Polski Nr 4, poz. 19)
oraz Zarzadzenie Prezesa Polskiego Komitetu
Normalizacji i Miar z dnia 25 maja 1976r.

w sprawie ustalenia ogolnego programu
wprowadzenia jednostek miar
Miegdzynarodowego Ukladu Jednostek SI

do stosowania w gospodarce narodowej.

mutacja 53

L]
mutacja 54

Analizujac dobér jednostek podstawowych i uzupelniajacych mozna stwierdzié, ze:

a) Trzy jednostki podstawowe : metr, kilogram i sekunda umozliwiaja stworzenie jednostek
pochodnych dla wszystkich wielkosci mechanicznych.

b) Cztery pozostale jednostki podstawowe : amper, kelwin, mol i kandela, dodawane pojedynczo
lub tacznie do pierwszej grupy jednostek — umozliwiaja utworzenie wszelkich jednostek
pochodnych dla wielkosci elektrycznych, magnetycznych, cieplnych, §wietlnych itp.

¢) Jednostki uzupelniajace: radian i steradian nie wchodza do grupy jednostek podstawowych;
maja wymiar L°, czyli rowny 1 i nie zaleza od wyboru jednostek podstawowych.

Definicje podstawowych jednostek miar uktadu SI sg (procz definicji kilograma) definicjami
,,atomowymi”, tzn. zwigzanymi z pewnymi zjawiskami zachodzacymi w atomie. Historig
opracowania takich definicji najlepiej ilustruje ewolucja definicji sekundy, ktora byla pierwotnie
okreslana jako 1/86 400 czgéé¢ éredniej doby stonecznej. Jednak zjawiska astronomiczne cechuje
pewna zmienno$¢ w czasie i z tego powodu od 1956 r. obowigzywala definicja nastgpujaca:
sekunda jest 1/31 556 925,974 7 czescia roku zwrotnikowego 1900 stycznia 1 godzina 12 czasu
efemeryd. Wyrazenie ,,czas efemeryd” oznacza w astronomii czas przyjety za réwnomiernie
biegnacy, niezaleznie od wszelkich zakiocen.

Réznice miedzy tymi definicjami i trudnogci z uwzglednianiem skali czasu oraz konieczno§é
wymuszana przez wspoltczesng technike, dokladniejszego wyznaczania wartosci sekundy
spowodowaly kolejna zmiane definicji. I tak proponowana w roku 1964 jako réwnolegla,

a obowiazujaca od roku 1967 jest definicja wykorzystujaca zwiazek czasu z czgstotliwoscia oraz
zjawiska zachodzace w atomie cezu 133. Definicja ta brzmi: sekunda jest to czas rowny

9 192 631 770 okresom promieniowania odpowiadajacego przejsciu migdzy dwoma nadsubtelnymi
poziomami stanu podstawowego atomu '*3*Cs (cezu 133).

Jednakze uscislenie definicji podstawowych jednostek miar nie wprowadzito wigkszych zmian.
Najwieksze zmiany wprowadzil uklad SI w nazwach i zasadach tworzenia pochodnych jednostek
miar. Zmiany te dotycza gléwnie jednostek miar ci$nienia, sily, promieniowania jonizujacego

i energii cieplnej; zmiany te dotycza rowniez logarytmicznych jednostek miar stosowanych

w elektronice i akustyce.

Uklad SI zlikwidowal wszystkie dotychczas stosowane jednostki ci$nienia, a wprowadzit jako
obowiazujaca jednostke paskal. Podobna sytuacja istnieje w jednostkach sily. Obecnie
obowigzuje niuton z jego wielokrotnymi i podwielokrotnymi. Energia.cieplna zyskujac dzula
stracila kalorig, a wielkosci elektryczne i akustyczne stracily nepera przechodzac na decybel.
Wielkosci promieniowania jonizujacego, takie jak dawka pochlonigta i ekspozycyjna, bedziemy
teraz mierzyli w grejach i kulombach na kilogram, zamiast jak do tej pory w rentgenach i w radach
lub w dzulach na kilogram czy ergach na gram. Nie wolno zapomina¢, ze zmiany te spowodowaly
roéwniez zmiany jednostek miar pochodnych od zlikwidowanych. Na przyklad jednostka mocy
dawki pochlonigtej, rad na sekundg, jest zastapiona jednostka centygrej na sekundg. Takie
przyklady moina wyliczaé jeszcze doéé dlugo, gdyz kazda dziedzina techniki zostala objgta
zmianami.

Z tego powodu przyjecie, wprowadzenie i stosowanie spdjnego ukladu jednostek miar nie jest
sprawa ani prosta ani fatwg. We wszystkich panstwach zajmuja si¢ tym Komitety Miar. U nas
sprawg tg zajmuje si¢ Polski Komitet Normalizacji i Miar, ktory wydaje odpowiednie zarzadzenia
dotyczace ustalenia definicji, nazw i oznaczen jednostek miar oraz zasad wprowadzania

i stosowania jednostek ukladu SI. Z zarzadzen tych wynikaja pewne obowiazki cigzace na
naukowcach i inzynierach wszystkich dziedzin nauki i techniki. W Polsce jestesmy przed
wielkimi przemianami spowodowanymi przyjeciem ukladu SI:

— od dnia 1 stycznia 1977 r. jednostki uktadu SI powinny by¢ stosowane w normalizacji,
szkolnictwie, w wydawnictwach i publicystyce,

— do dnia 31 grudnia 1979 r. powinien zosta¢ zakonczony proces wprowadzania w Zycie jednostek
miar uktadu SI. Proces ten obesimuje takie dzialania jak: nowelizacja norm, katalogow

i podrecznikow; przewzorcowanie na nowe jednostki lub wymiang przyrzaddéw pomiarowych
wyskalowanych w jednostkach stosowanych dotychczas; zmiang oznaczen jednostek miar

w dokumentacji technicznej, na opakowaniach i tabliczkach znamionowych urzadzen; podjecie
produkcji przyrzadéw pomiarowych wyskalowanych w nowych jednostkach miar i przestawienie
procesow technologicznych tak, aby byly stosowane w nich jednostki uktadu SI.

Czy uktad SI mozemy uwazac za doskonaly i czy prace nad udoskonaleniem ukladu jednostek
miar mozemy uwazac za zakonczone? Chyba nie. Zwré¢my uwage na stosunkowo
nicprecyzyjna definicje ampera i prototypowy wzorzec kilograma. Uklad jednostek SI spelni
moze zadanie podobnie jak to zrobil system metryczny, a nasze pokolenie byé moze zadowoli
sig¢ nim. Jednak moze sie zdarzy¢, ze ktos w przyszlosci bedzie si¢ dziwil swoim przodkom
zyjacym w XX wieku, ze stosowali tak niewygodne i nieprecyzyjne uklady jednostek miar jak
uklad SI.

Wiemy o tym i mamy nadzieje, ze wielu sposrdd Was przyczyni si¢ do lepszego poznania zjawisk
dotyczacych materii i bedzie dazyé na przyklad do ustalenia nowego wzorca jednostki masy —
kilograma. Rozwdj nauki nie znosi przestojow. Musimy o tym pamigiac¢ przystgpujac do
pomiardw i nowych badan.



Wykaz zmian jednostek miar stosowanych w elektrotechnice i elektronice

Dotychczas stosowana jednostka miary Nowa jednostka miary w ukladzie SI .Relac.ia pomiedzy
Lp.| Wielkosé | lodisio gutomes.
- Ozna- otychczas a jednostka
Nazwa Oznaczenie | Nazwa Sl ukiadu SI
1. | NatezZenie kilowolt na milimetr kV/mm megawolt na metr MV/m 1kV/mm = 1 MV/m
ola elektrycznego g :
P miliwolt na centymetr mV/cm wolt na metr V/m 1 mV/em = 10~ V/m
Seni 1
2. | Natezenie ersted Oe amper na metr A/m 1 Oe = — +10° A/m
pola magnetycznego 4
—|— : :
3.| Sila gilbert 3 Gb amper A 1Gbm <10 K
magnetomotoryczna 4
: 7,95775 A-10~* A
: Indukcja gaus Gs militesla mT 1Gs =10"'mT
magnetyczna weber na centymetr Whb/cm? kilotesla kT 1 Wb/em? = 10 kT
5. kwadratowy
6. | Strumienfi makswel Mx nanoweber nWhb 1 Mx = 10 nWb
magnetyczny . =
T woltogodzina V-h kiloweber kWb 1V-h=3,6kWb
8. | Opor elektryczny omocentymetr 2-cm miliomometr m2'm |[1Q2:cm=10mf2'm
whasciwy gt
om razy milimetr 2+ -mm?/m | mikroomometr u82 - m 12 mm*m=1uR2 -m
kwadratowy na metr
9. | Przewodnosé simens na centymetr S/em kilosimens na metr kS/m 1S/cm = 10~* kS/m
elektryczna wlasciwa z ;
10. metr na om m/(2-mm?) | megasimens na metr MS/m 1 m/(2-mm?) = 1 MS/m
i milimetr kwadratowy
11. | Energia, praca watosekunda W-s dzul J 1W-s=117
(czynna)
12. | Poziom bezwzgledny | neper Np decybel dB 1 Np = 8,685890 dB
mocy elektrycznej
13. | Luminancja nit nt kandela na metr cd/m? 1nt = 1cd/m?
kwadratowy
14. stilb sb kilokandela na metr ked/m? | 1sb = 1 cd/m?
kwadratowy
15. : 2 . 1
3 apostilb brak kandela na metr cd/m 1 apostilb = — cd/m?
kwadratowy .
16. i 2 1
lambert brak kilokandela na metr ked/m 1 fambert o= oo
. kwadratowy E 1
x 10 ked/m?
17.| Natetenie ofwietlenia | fot ' ph kiloluks kix 1 ph = 1,0- 10 kix
'Zasady' wyraZama} fi;lesu:tnych \ylelokrotnoécl Proodrostek | ©Z08CZ- St
1 podwielokrotnosci jednostek miar =
Dziesigtne wielokrotnosci i podwielokrotnosci jednostek miar eksa E 10'% = 1 000 000 000 00O DOO 000
mozna wyrazac przez dolgczenie (odpowiednio) do nazwy lub peta P 1015 = 1 000 000 000 000 06y
oznaczen jednostek miar przedrostkéw lub ich oznaczen tera 1012 = | 000 000 000 000
wyrazajacych mnozniki dziesigtne. Zestawienie tych przedrostkow giga G 10° = 1000 000 000
i oznaczen podane jest obok. mega M 105 = 1000 000
kilo k 10° = 1000
hekto h 102 =100
deka da 100 =10
decy d 10-t =0,1
centy ¢ 10-2 = 0,01
mili m 10-* = 0,001
mikro I 10-% = 0,000 001
nano n 10-9 = 0,000 000 001
o - g . = piko P 10-12 = 0,000 000 000 001
Jedynym wyjatkiem jest tworzenie dziesigtnych wielokrotnosci femto f 10-15 = 0,000 000 000 000 001
i podwielokrotnosci kilograma, ktére wyraza sig¢ przez dolaczenie atto a 10-18 = 0,000 000 000 000 000 001

przedrostkéw (oznaczer) do stowa gram (oznaczenie — g).
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