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znajdziecie rysunki ponumerowane od 1 do 52.
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Geometria a doswiadczenie

Albert EINSTEIN

(Artykul napisany w latach dwudziestych naszego stulecia i przetlumaczony przez

pro! dr Gottfryda. Dokonalismy jedynie drobnych zmian slownictwa ipisowni. (Red.))

Sposród wszystkich innych nauk matematyka przede wszystkim z jednego powodu cieszy sie
szczególnym powazaniem: jej twierdzenia sa bezwzglednie pewne i niezaprzeczalne, podczas gdy
twierdzenia wszystkich innych nauk sa do pewnego stopnia przedmiotem sporu i wciaz narazone
na obalenie wskutek odkrycia nowych faktów. Mimo to badacz, pracujacy na innych polach,
nie mialby jeszcze powodu zazdroscic matematykowi, gdyby jego wywody nie odnosily sie do

przedmiotów rzeczywistych, lecz tylko do tworów naszej wyobrazni. Nie mozna sie przeciez
dziwic, ze sie dochodzi do zgodnych wniosków logicznych, jezeli sie zawarlo umowe co do
twierdzen zasadniczych (pewników), jak tez co do metod, którymi mamy poslugiwac sie, aby
z owych twierdzen zasadniczych wyprowadzac dalsze twierdzenia. Otóz tutaj zjawia sie zagadka,
która niepokoila badaczy we wszystkich czasach. Jak to mozliwe, ze matematyka, która jest
owocem ludzkiego myslenia niezawislym od wszelkiego doswiadczenia, tak doskonale stosuje sie
do przedmiotów rzeczywistych. Czyz rozum ludzki moze badac wlasnosci przedmiotów
rzeczywistych samym mysleniem, bez pomocy doswiadczenia. Na to wedle mego zdania nalezy
krótko odpowiedziec: o ile twierdzenia matematyczne odnosza sie do rzeczywistosci nie sa one
pewne, a o ile sa pewne, to nie odnosza sie do rzeczywistosci. Zdaje mi sie, ze ogól uzyskal
w tej sprawie zupelna jasnosc dopiero dzieki owemu kierunkowi w matematyce, który nosi
nazwe aksjomatyzacji. Postep uzyskany przez aksjomatyzacje polega na scislym oddzieleniu tego,
co jest logiczne, formalne od tego, co jest rzeczowe i dostepne dla zmyslów: wedle zasad
aksjomatyzacji tylko zagadnienia logiczno-formalne sa przedmiotem matematyki, a nie zwiazana
z nimi tresc zmyslowa lub jakakolwiek inna. Zastanówmy sie z tego punktu widzenia nad
jakimkolwiek pewnikiem geometrycznym, np. nastepujacym: Przez dwa punkty w przestrzeni
przechodzi jedna i tylko jedna prosta. Jak nalezy interpretowac ten pewnik w mysl dawniejszych
i w mysl nowoczesnych zasad.

Dawniejsza interpretacja. Kazdy wie, co to jest prosta i co to jest punkt. Czy ta wiedza pochodzi
z jakiejs wlasnosci ducha ludzkiego, czy tez z doswiadczenia, czy moze z obu zródel lub skadinad,
tego matematyk nie ma potrzeby roztrzygac, lecz pozostawia to filozofowi. Opierajac sie na tej
wiedzy, danej przed wszelka matematyka, pewnik ten Uak zreszta wszystkie inne pewniki) jest
oczywisty, to znaczy jest apriorycznym wyrazem czesci tej wiedzy .

Nowsza interpretacja. Geometria zajmuje sie przedmiotami, które oznacza sie wyrazami: prosta,
punkt itd. Nie zaklada sie, ze istnieje uzmyslowienie tych przedmiotów lub wiedza o nich,

przyjmuje sie tylko prawdziwosc pewników, jak wyzej przytoczonego, w sposób czysto formalny,
to znaczy bez wzgledu na jakakolwiek tresc pogladowa lub doswiadczalna. Te pewniki sa
wolnymi tworami ducha ludzkiego. Wszystkie inne twierdzenia geometryczne sa logicznymi
wnioskami, wyprowadzonymi z pewników (które nalezy pojmowac czysto formalnie). Pewniki
okreslaja dopiero przedmioty, którymi zajmuje sie geometria. Schli ck dlatego bardzo trafnie
w swej ksiazce o teorii poznania nazwal je "definicjami uwiklanymi" (implizite Definitionen).

Takie pojmowanie pewników ze stanowiska aksjomatyki nowoczesnej uwalnia matematyke od
skladników obcych i usuwa mistyczna niejasnosc, która przedtem ciazyla na jej podstawach .
Takie czyste przedstawienie przekonuje nas jednak w sposób oczywisty, ze matematyka jako
~aka nie moze niczego powiedziec ani o przedmiotach pogladowego wyobrazenia, ani
:J przedmiotach rzeczywistych. W geometrii aksjomatycznej "punkt", "prosta" itd. sa to tylko
schematy beztresciowe. To, co im daje tresc, nJe nalezy juz do matematyki.
Jednakowoz wiadomo, ze matematyka w ogólnosci, a geometria w szczególnosci zawdzieczaja
swoje powstanie potrzebie dowiedzenia sie czegos o zachowaniu sie przedmiotów

rzeczywistych. Juz samo slowo "geometria", które oznacza "mierzenie ziemi", ~wiadczy o tym.
Miernictwo zajmuje sie bowiem mozliwosciami wzajemnego polozenia pewnych cial
rzeczywistych, mianowicie czesci kuli ziemskiej, sznurów i plyt mierniczych. Oczywiscie systemy
pojeciowe aksjomatyki same przez sie nie moga niczego powiedziec o zachowaniu sie takich
przedmiotów rzeczywistych, które bedziemy nazywac cialami praktycznie sztywnymi. Celem
umozliwienia tego, nalezy geometrie ogolocic z jej szaty tylko logiczno-formalnej i pod
beztresciowe uklady pojeciowe geometrii aksjomatycznej podlozyc przedmioty rzeczywiste
i dostepne dla zmyslów. Aby to uczynic, nalezy tylko dodac zdanie nastepujace: Co do swego
wzajemnego polozenia, ciala stale zachowuja sie tak jak twory trójwymiarowe geometrii
euklidesowej; wtedy twierdzenia geometrii euklidesowej zawieraja juz stwierdzenia o zachowaniu
sie' cial praktycznie sztywnych. Geometria tak uzupelniona jest oczywiscie nauka przyrodnicza:
mozemy ja nawet uwazac za najdawniejsza galaz fizyki. Jej stwierdzenia polegaja w istocie na
indukcji z doswiadczenia, a nie na wnioskach logicznych. Tak uzupelniona geometrie bedziemy
nazywali "geometria praktyczna" i bedziemy ja odrózniali od geometrii czysto aksjomatycznej.
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Pytanie, czy praktyczna geometria swiata jest euklidesowa, czy nie, ma istotne znaczenie; tylko
doswiadczenie moze na nie odpowiedziec. Kazde mierzenie dlugosci w fizyce jest praktyczna
geometria w tym znaczeniu, podobnie jak pomiary geodetyczne i astronomiczne, jezeli sie wezmie
do pomocy prawde, oparta na doswiadczeniu, ze swiatlo rozchodzi sie po liniach prostych wedle
okreslen geometrii praktycznej. Do tak okreslonego pojmowania geometrii dlatego przywiazuje
szczególna wage, iz bez niego nie móglbym stworzyc teorii wzglednosci. Bez niego mianowicie
nastepujace rozumowanie byloby niemozliwe: W -ukladzie odniesienia, który znajduje sie w ruchu
obrotowym wzgledem jakiegos ukladu inercjalnego, prawa rozmieszczenia cial sztywnych
(z powodu skrócenia lorentzowskiego) nie odpowiadaja regulom geometrii euklidesowej; jezeli
wiec ukladom nieinetcjalnym nadajemy równe prawa z ukladami inercjalnymi, nalezy opuscic
geometrie euklidesowa. Stanowcze posuniecie, jakim jest przejscie do wspólzmienniczych równan
ogólnej teorii wzglednosci, nie doszloby do skutku, gdyby nie mozna bylo oprzec sie na powyzszej
interpretacji. Jezeli odrzucimy zwiazek miedzy obiektami aksjomatycznej geometrii euklidesowej
a cialami praktycznie sztywnymi, które spotykamy w rzeczywistosci, dochodzimy latwo do
nastepujacego rozumienia rzeczy, któremu holdowal tak bystry i gleboki mysliciel, jak
H. Poincare: Sposród wszystkich mozliwych geometrii aksjomatycznych euklidesowa odznacza
sie prostota. Poniewaz geometria aksjomatyczna sama przez sie nie zawiera zadnych stwierdzen
o rzeczywistosci zmyslowej, lecz dopiero w polaczeniu z prawami fizycznymi, to byloby
posunieciem mozliwym i rozsadnym pozostanie przy geometrii euklidesowej bez wzgledu na to,
jaka jest w istocie rzeczywistosc. Latwiej bowiem bedzie zdobyc sie na zmiane praw fizycznych,
niz na zmiane aksjomatycznej geometrii euklidesowej, gdyby wystapily sprzecznosci miedzy
teoria a doswiadczeniem. Jezeli odrzucimy zwiazek miedzy cialem praktycznie sztywnym a
geometria, to faktycznie nielatwo bedziemy mogli oderwac sie od umowy, ze nalezy pozostac
przy geometrii euklidesowej, jako najprostszej. Dlaczego Poincare i inni badacze odrzucaja
nasuwajaca sie sama przez sie równowaznosc cial praktycznie sztywnych, znanych z doswiadczenia,
i bryl geometrycznych? Po prostu dlatego, ze praktycznie sztywne ciala przYlody przy blizszym
badaniu okazuja sie nie sztywnymi; mozliwosc wzglednych polozen ich elementów zalezy od
temperatury, sil zewnetrznych itd. Przez to pierwotny, bezposredni zwiazek miedzy geometria
a fizyczna rzeczywistoscia wydaje sie zniszczony i nasuwa sie nam nastepujacy, ogólniejszy

sposób pojmowania, który charakteryzuje stanowisko Poincarego. Geometria G nie wypowiada
niczego o zachowaniu sie przedmiotów rzeczywistych, czyni to dopiero w polaczeniu z ogólem
F praw fizycznych. Symbolicznie mozemy powiedziec, ze tylko suma G +F podlega kontroli
doswiadczenia. Mozna wiec dowolnie wybrac G, podobnie - czesc F. W celu unikniecia
sprzecznosci nalezy tylko reszte F tak wybrac, aby G i calkowite F razem wziete odpowiadaly
doswiadczeniu. Przy takim pojmowaniu geometria aksjomatyczna i konwencjonalna. czesc praw
przyrody sa dla teorii poznania równowartosciowe. Sub specie aeternitatis Poincare pojmujac
rzecz w ten sposób, ma wedle mego zdania racje. Pojecie ciala pomiarowego i odpowiadajace mu
w teorii wzglednosci pojecie zegara pomiarowego nie znajduja w swiecie rzeczywistym scisle

odpowiadajacych im przedmiotów. Jest zreszta jasne, ze ciala stale i zegar w ukladzie pojec
fizycznych nie zajmuja stanowiska elementów redukowalnych, lecz sa tworami zlozonymi, które
w gmachu fizyki teoretycznej nie maja roli samodzielnej. Jestemjednak przekonany, ze przy
dzisiejszym stanie fizyki teoretycznej nalezy uwazac je za pojecia samodzielne;
jestesmy bowiem jeszcze bardzo daleko od tak scislej znajomosci podstaw teoretycznych, abysmy
mogli podac dokladna konstrukcje teoretyczna owych tworów.
Co sie tyczy zarzutu, iz w przyrodzie nie ma cial faktycznie sztywnych, ze wiec wlasnosci, które
im przypisujemy, nie odnosza sie do fizycznej rzeczywistosci, to nie jest on tak gleboki, jak to
sie na pierwszy rzut oka wydaje. Nie jest bowiem trudno tak dokladnie oznaczac stan fizyczny
ciala pomiarowego, zeby jego zachowanie ze wzgledu na polozenie wobec innych cial
pomiarowych bylo dostatecznie jednoznaczne; tak, zeby je mozna bylo zastapic cialem sztywnym.
Do takich cial beda odnosily sie nasze stwierdzenia o cialach sztywnych .
Cala geometria praktyczna polega na pewnej zasadzie dostepnej dla doswiadczenia, nad która
zatrzymamy sie. Zróbmy dwa znaki na ciele praktycznie sztywnym i. zaznaczmy miedzy nimi
odcinek. Dwa takie odcinki zwac sie beda równe, jesli znaki jednego z nich mozna sprowadzic
do stalego pokrycia ze znakami drugiego. Otóz zakladamy:
Jesli dwa odcinki kiedykolwiek i gdziekolwiek okazaly sie równymi, to sa zawsze i wszedzie
równe.

Nie tylko praktyczna geometria euklidesowa, lecz takze najblizsze jej uogólnienie, praktyczna
geometria Riemanna, a przez to takze ogólna teoria wzglednosci, polegaja na tych zalozeniach.
Z dowodów doswiadczalnych, które przemawiaja za prawdziwoscia tego zalozenia, przytocze
tylko jeden. Zjawisko rozchodzenia sie swiatla w prózni przyporzadkowuje kazdemu przedzialowi

czasoprzestrzennemu pewien odcinek, mianowicie odpowiednia droge swiatla, i nawzajem. Stad
wynika, ze powyzsze zalozenie o odcinkach w teorii wzglednosci odnosic sie musi takze do
przedzialów czasoprzestrzennych.
Moznaje wtedy tak sformulowac: jesli dwa idealne zegary kiedykolwiek i gdziekolwiek ida
równie szybko (przy czym znajduja sie w bezposrednim sasiedztwie), to ida zawsze i wszedzie
jednakowo szybko, niezaleznie od tego, gdzie i kiedy (chociaz stale bedace w sasiedztwie) je
wzajemnie porównano.
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Przedzial czasoprzestrzenny -- odleglosc
w czterowymiarowej przestrzeni (x. Y. Z t t).
Dla dwóch zdarzen przedzial tcn równa sie
pierwiastkowi z róznicy kwadratów zwyklej
(zmierzonej linijka) odleglosci miedzy
miejscami zajscia tych zdarzen oraz drogi. jaka
przebyloby swiatlo w czasie równym odstepowi
czasowemu miedzy tymi zdarzeniami.
(przyp. red.)
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Równania wsp6lzmiennicze - równania,
których obie strony zachowu,~a sie przy
zmianach ukladu wspólrzednych lak jak
skalar lub wektor, albo ogólniej - tensar.
(przyp. red.)
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Problem ten do dzisiaj nie doczekal sie
zadowalajacego rozwiazania.
(przyp. red.)

Ta sprawa równiez nie zostala do dzisiaj
rozstrzygnieta.
(przyp. red.)
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Chodzi tu O tzw. ruch rozetkowy Merkurego.
Orbita Merkurego (jak i innych planet) jest
elipsa, która powoli obraca sie. Szybkosc tego
obrotu (w dutym stopniu zwiazanego
z zaburzajacym wplywem innych planet) mote
byc calkowicie wyjasniona dopiero po
uwzglednieniu poprawek wynikajacych
z ogólnej teorii wzglednosci.
(przyp. red.)

Jesli to twierdzenie nie stosowaloby sie do zegarów rzeczywistych, to
czestosci wlasne pojedynczych atomów tego samego pierwiastka chemicznego nie zgadzalyby
sie ze soba tak dokladnie, jak uczy doswiadczenie. Istnienie ostrych linii widmowych jest
przekonywajacym dowodem doswiadczalnym na korzysc wymienionej zasady geometrii
praktycznej. Stad to wlasnie wynika fakt, ze mozemy bardzo trafnie mówic o mierzeniu
czterowymiarowego riemannowskiego kontinuum czasoprzestrzennego.

Pytanie, czy to kontinuum jest euklidesowe, czy ogólnie riemannowskie, czy tez jeszcze inaczej
zbudowane, jest wedle niniejszego rozumienia wlasciwie pytaniem fizycznym, na które
doswiadczenie musi dac odpowiedz, a nie kwestia samej konwencji, która nalezy przyjac ze
stanowiska utylitarnego. Geometria riemannowska bedzie wazna, jesli prawa rozmieszczenia cial
praktycznie sztywnych tym dokladniej beda odpowiadaly prawom geometrii euklidesowej, im
mniejsze beda rozmiary upatrzonego obszaru czasoprzestrzennego.

Niniejsza interpretacja fizyczna geometrii jest niemozliwa, gdybysmy próbowali zastosowac ja
do przestrzeni rzedu poddrobinowego. Czesc swego znaczenia zachowuje jednakowoz takze wobec
kwestii budowy czastek elementarnych. Mozna bowiem próbowac nadac znaczenie fizyczne

owym pojeciom, które sa zdefiniowane dla zachowania sie cial wielkich w porównaniu z drobinami
takze i wtedy, gdy chodzi o opis elementarnych czastek elektrycznych, tworzacych materie·

Tylko doswiadczenie roztrzygnac moze czy jestesmy uprawnieni do takiej próby zakladajacej
waznosc fizyczna geometrii riemannowskiej poza jej wlasciwym zakresem fizycznym. Mogloby
sie okazac, ze to uogólnienie jest równie niedopuszczalne, jak rozszerzenie pojecia temperatury
na czesci ciala wielkosci rzedu drobinowego. Mniej problematyczne okazuje sie rozszerzenie pojec

geometrii praktycznej na obszary wielkosci kosmicznej. Wprawdzie mozna zarzucic, ze
konstrukcja utworzona ze sztywnych sztab tym bardziej oddala sie od idealu sztywnosci, im
wieksze sa jej rozmiary, ale trudno przypisywac temu zarzutowi znaczenie zasadnicze. Dlatego
pytanie czy Wszechswiat jest w swych rozmiarach skonczony, czy nie, wydaje mi sie, w mysl
geometrii praktycznej, bardzo uzasadnione. Nie wydaje mi sie nawet wykluczone, ze w niezbyt
dalekiej przyszlosci astronomia da na nie odpowiedz. Uprzytomnijmy sobie, czego uczy tu ogólna
teoria wzglednosci. Wedle niej istnieja dwie mozliwosci:

1. Wszechswiat jest w swych rozmiarach nieskonczony. To jest tylko mozliwe, jesli przecietna

gestosc przestrzenna mater"ii skoncentrowanej w gwiazdach znika w calej przestrzeni, to znaczy,
jezeli stosunek calkowitej masy gwiazd do wielkosci przestrzeni, w któr{j sa rozsiane, zbliza sie
nieograniczenie do zera, jesli bierze sie pod uwage coraz wieksze przestrzenie.

2. Wszechswiat jest skonczony. To musi zachodzic, jezeli we Wszechswiecie istnieje gestosc
srednia materii wazkiej, rózna od zera. Objetosc Wszechswiata jest tym wieksza, im mniejsza jest
owa gestosc srednia.
Musze zauwazyc, ze istnieje powód teoretyczny, przemawiajacy za skonczonoscia Wszechswiata.

Ogólna teoria wzglednosci uczy, ze bezwladnosc danego ciala jest tym wieksza, im wiecej mas
ciezkich znajduje sie w jego sasiedztwie; nasuwa sie zatem mysl przypisania calej bezwladnosci
ciala wzajemnemu oddzialywaniu miedzy nim a reszta cial Wszechswiata, gdyz ciezkosc od czasów
Newtona sprowadzono do wzajemnego oddzialywania miedzy cialami. Z równan ogólnej teorii
wzglednosci mozna wyprowadzic, ze takie zupelne sprowadzenie bezwladnosci do wzajemnego
oddzialywania miedzy masami - jak tego np. zadal E. Mach - tylko wtedy jest mozliwe, jesli
Wszechswiat jest skonczony.

Na wielu fizyków i astronomów argument ten nie wywiera wrazenia. Ostatecznie tylko
doswiadczenie moze roztrzygnac, która z obu mozliwosci jest w Przyrodzie zrealizowana. Jak
doswiadczenie moze na to odpowiedziec? Najpierw mozna by sadzic, ze gestosc srednia mozna
oznaczyc przez obserwacje czesci Wszechswiata dostepnej naszym badaniom. Ta nadzieja jest
zwodnicza. R·ozmieszczenie gwiazd widzialnych jest ogromnie nieregularne, tak ze nie mamy
prawa przypuszczac, iz srednia gestosc materii gwiazdowej w przestrzeni równa sie mniej wiecej
sredniej gestosci Drogi Mlecznej. W ogóle mozna by zawsze - bez wzgledu na wielkosc
zbadanej przestrzeni - podejrzewac, ze poza ta przestrzenia nie ma gwiazd. Ocenienie sredniej
gestosci jest zatem wykluczone.

Istnieje jednak druga droga, która wydaje mi sie skuteczniejsza, chociaz i ta przedstawia wielkie
trudnosci. Jezeli bowiem pytamy sie o odstepstwa, jakie przedstawiaja wnioski wysnute z ogólnej
teorii wzglednosci w porównaniu z wynikami teorii Newtona, to przede wszystkim spotykamy
odstepstwa objawiajace sie w bliskosci ciezkich mas, które mozna stwierdzic na przykladzie
Merkurego. Jesli Wszechswiat jest w swych rozmiarach skonczony, to istnieje jeszcze drugie
odst~pstwo od teorii Newtona, które w jezyku tej teorii tak mozna wyrazic: Pole grawitacyjne
newtd'rrbwskie byloby wtedy takie, jak gdyby bylo wywolane nie tylko przez klasyczne masy, lecz
takze przez mase ujemna, równomiernie rozmieszczona w przestrzeni.
Poniewaz gestosc tej fikcyjnej masy musialaby byc ogromnie mala, to mozna by bylo spostrzec
ja tylko w ukladach grawitacyjnych o bardzo wielkich rozmiarach.

3
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Przypuscmy, ze znamy rozmieszczenie gy.tiazd w Drodze Mlecznej, jak tez ich masy. Wtedy
mozemy na podstawie praw Newtona obliczyc pole grawitacyjne, jak tez srednia predkosc, jaka
gwiazdy musza posiadac, aby Droga Mleczna wskutek wzajemnego oddzialywania gwiazd nie
zapadla sie w sobie, lecz zachowala swoja rozciaglosc. Gdyby wiec rzeczywiste predkosci gwiazd,
które przeciez mozna mierzyc, byly mniejsze niz obliczone, to byloby udowodnione, ze rzeczywiste
przyciaganie na wielkich odleglosciach jest mniejsze niz wedle prawa Newtona. Z takiego
odstepstwa mozna by posrednio dowiesc skonczonosc Wszechswiata, a nawet oszacowac jego
rozmiary.

Czy mozemy wyobrazic sobie Wszechswiat trójwymiarowy, skonczony, a przeciez bez granic?
Na to pytanie odpowiada sie zwykle przeczaco, ale nieslusznie. Nastepujace wywody beda mialy
za zadanie uzasadnic to. Okaze, ze bez zbytecznego trudu mozemy sobie utworzyc pogladowy
obraz teorii skonczonosci Wszechswiata, który po niejakiej wprawie wydaje sie nam nawet
swojski.
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Otóz dajmy przyklad kontinuum dwuwymiarowego, skonczonego, ale bez granic. Pomyslmy
sobie powierzchnie wielkiego globu i bardzo duzo okraglych tarcz papierowych.
Kladziemy takie kólko gdziekolwiek na powierzchnie globu. Gdy je przesuwamy dowolnie

palcem po powierzchni globu, nigdzie na tej powierzchni nie spotykamy granicy. Powiadamy
dlatego, ze powierzchnia globu jest nieograniczonym kontinuum. Powierzchnia kuli jest przy tym
kontinuum skonczonym. Jezeli bowiem nalepiamy takie kóleczka na globus, nie nalepiajac
nigdzie dwóch kólek na siebie, to powierzchnia globu staje sie wreszcie tak pelna, ze zadne nowe
kólko nie znajdzie tam miejsca; oznacza to wlasnie, ze powierzchnia globu jest skonczona ze

wzgledu na kólka papierowe. Powierzchnia kuli jest kontinuum dwuwymiarowym,
nieeuklidesowym, to znaczy - prawa wzajemnego polozenia cial sztywnych w niej lezacych nie
zgadzaja sie z prawami plaszczyzny euklidesowej. Mozna to stwierdzic w sposób nastepujacy:
Polózmy dokola jednego takiego kólka szesc nowych kóleczek itd. Jezeli wykonujemy te

konstrukcje na plaszczyznie, to powstaje konglomerat bez luki, w którym kazde kólko, nie lezace
na granicy styka sie z szescioma innymi. Na powierzchni kuli z poczatku konstrukcja takze sie
udaje, tym lepiej, im mniejszy jest promien takiego kólka w porównaniu z promieniem kuli .
Im dalej konstrukcja postepuje, tym jawniej okazuje sie, ze ugrupowanie kólek w sposób
wskazany i to bez luk nie jest mozliwe, jakby to musialo byc wedle zasad geometrii
euklidesowej. W ten sposób nawet istoty nie mogace opuszczac pOWierzchni kulistej, ani
spogladac stamtad w przestrzen trójwymiarowa, moglyby przez samo eksperymentowanie owymi
kólkami stwierdzic, ze ich "przestrzen" dwuwymiarowa nie jest euklidesowa, lecz sferyczna.
Wedle najnowszych wyników teorii wzglednosci jest prawdopodobne, ze nasza przestrzen
trójwymiarowa jest w przyblizeniu sferyczna, to znaczy, ze prawa wzajemnego polozenia lezacych
w niej cial sztywnych dane sa nie przez geometrie euklidesowa, lecz w przyblizeniu sferyczna,
jezeli bierze sie pod uwage dostatecznie wielkie obszary. W tym to miejscu buntuja sie mysli
Czytelnika. "Tego sobie zaden czlowiek nie moze wyobrazic" - mówi oburzony. "To mozna
mówic, ale nie myslec. Moge sobie pomyslec powierzchnie kulista, ale nie jej analogon
trójwymiarowy" •

Najpierw uwaga z teorii poznania: Kazda teoria geometryczno-fizyczna jest jako taka z natury
niewyobrazalna; stanowi tylko system pojec. Jednak te pojecia sluza do tego, aby w szereg
doswiadczen czy to faktycznie przezytych, czy tylko pomyslanych, wprowadzic zwiazek logiczny.
Teorie uczynic pogladowa, znaczy wiec wywolac wyobrazenie owych mnogich faktów, przezytych
przez nas, których uporzadkowania schematycznego dokonuje dana teoria. W naszym przypadku
musimy pytac sie: Jak mozna sobie wyobrazic zachowanie sie cial sztywnych ze wzgledu na ich
wzajemne polozenie, które odpowiada teorii skollczonosci Wszechswiata? Wszystko, co mam tu
do przytoczenia, jest pozbawione nowosci; ale niezliczone, postawione mi pytania dowodza, ze
pod tym wzgledem nie zaspokojono jeszcze calkowicie potrzeb ludzi zadnych wiedzy. Znajacy
rzecz zechce mi wiec wybaczyc, ze przypOl'me rzeczy po czesci juz dawno znane.

Co chcemy powiedziec, gdy twierdzimy, ze nasza przestrzen jest nieskonczona? Nic innego, jak to,
iz moglibysmy w niej pomiescic obok siebie dowolnie duzo cial równej wielkosci, a nigdy jej
nie wypelnimy. Pomyslmy sobie mnogosc skrzyn szesciennych równej wielkosci, to wedle geometrii

;:uklidesowej mozemy je tak ukladac ponad soba, obok siebie i za soba, iz zapelnia dowolnie
wielka czesc przestrzeni; ale ta budowa nie skonczy sie nigdy; zawsze bedzie mozna przykladac
nowe szesciany, a nigdy nie zabraknie miejsc·a. To jest trescia powiedzenia: przestrzen jest
nieskonczona ze wzgledu na ciala praktycznie sztywne, przy zalozeniu, ze prawa wzajemnego
polozenia tych ostatnich dane sa przez geometrie euklidesowa.

Drugim przykladem nieskonczonego kontinuum jest plaszczyzna. Na plaszczyznie mozemy
kwadratowe plytki z kartonu tak umieszczac obok siebie, iz kazdy kwadrat ma po kazdej stronie
inny, taki sam kwadrat. Budowa nie konczy sie nigdy; coraz nowe kwadraty z kartonu mozna
przykladac, jesli prawa rzadzace wzajemnym ich polozeniem, dane sa przez geometrie euklidesowa .
Plaszczyzna jest wiec nieskonczona ze wzgledu na kwadraty z kartonu. Mówi sie wiec, ze

plaszczyzna jest kontinuum dwuwymiarowym, przestrzen zas jest kontinuum trójwymiarowym:
co nalezy rozumiec przez liczbe wymiarów, uznaje za znane.
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mutacja 3'

fe przeszkode nalezy pokonac, a cierpliwy Czytelnik zobaczy, ze nie jest to rzecz zbyt trudna.
W tym celu zajmijmy sie znowu badaniem dwuwymiarowej powierzchni kulistej. Niech na
rysunku Jt" bedzie powierzchnia kuli, tf plaszczyzna styczna w punkcie S, która na rysunku ­
dla latwiejszego uzmyslowienia - przedstawiono ograniczona. Niech L bedzie kolowa tarcza
na powierzchni kuli. Pomyslmy sobie punkt swietlny, umieszczony w punkcie N, lezacym
diametralnie naprzeciwko punktu S. Kólko L rzuca wtedy na plaszczyzne tf cien kolowy L'.
Kazdemu punktowi na kuli odpowiada jego cien na plaszczyznie. Gdy kólko L porusza sie po
kuli Jt", to cien L' posuwa sie po plaszczyznie tf. Gdy tarcza L jest w S, to nakrywa sie ze swoim
cieniem. Gdy od S porusza sie ku górze, to cien L' oddala sie na plaszczyznie tf od S i rosnie
coraz bardziej. Gdy kólko L zbliza sie do punktu swietlnego N, to L' dazy ku nieskonczonosci
i staje sie nieskonczenie wielkie.

Pytamy sie, jakie sa prawa, normujace polozenie cieni L' na plaszczyznie tf? Oczywiscie takie
same, jak dla kólek L na kuli Jt", gdyz kazdej figurze pierwotnej na Jt" odpowiada cien jej na tf •

Geometria cieni na plaszczyznie zgadza sie z geometria kólek na kuli. Jezeli owe cienie nazwiemy
figurami sztywnymi, to rzadzi nimi na plaszczyznie tf geometria sferyczna. W szczególnosci ze
wzgledu na te cienie plaszczyzna jest skonczona, gdyz cienie te na niej zmiescic sie moga tylko
w skonczonej liczbie. Otóz powie sie: "To nonsens; owe cienie nie sa figurami sztywnymi;
wystarczy posuwac podzialke po plaszczyznie, aby sie przekonac, ze cienie staja sie coraz wieksze
w miare, jak wedruja od S do nieskonczonosci". Cózjednak,jesli na plaszczyznie tf podzialki
tak sie zachowuja, jak cienie L'. Wtedy nie mozna by stwierdzic, ze cienie rosna, oddalajac sie
od S; wtedy to powiedzenie jest bezprzedmiotowe. W ogóle o cieniach na plaszczyznie to jedynie
mozna powiedziec, iz geometrycznie zachowuja sie dokladnie tak, jak sztywne kólka na
powierzchni kuli, w mysl geometrii euklidesowej.
Nalezy dokladnie sobie zdac sprawe z faktu, iz nasze powiedzenie o rosnieciu cieni kólek w miare
oddalania sie od S ku nieskonczonosci nie ma samo w sobie znaczenia obiektywnego, jak dlugo
dla porównania nie mozemy poslugiwac sie cialami sztywnymi w znaczeniu euklidesowym, które
mozna by bylo przesuwac po plaszczyznie tf. Ze wzgledu na prawa rzadzace polozeniem cieni L'
punkt S jest na plaszczyznie tak samo nie uprzywilejowany, jak na kuli. Podane powyzej
uzmyslowienie geometrii sferycznej na plaszczyznie jest dla nas dlatego wazne, ze mozna wygodnie
przeniesc je na przestrzen trójwymiarowa.
Pomyslmy sobie punkt S w naszej przestrzeni i wielka ilosc malych kul L', które wszystkie mozna
sprowadzic do wzajemnego nakrycia. Niech te kule nie beda jednak sztywne w znaczeniu
euklidesowym, lecz niech ich promien rosnie (widziany ze stanowiska geometrii euklidesowej)
w miare poruszania sie od S ku nieskonczonosci i niech ów wzrost odbywa sie wedle tego
samego prawa, jak wzrost promieni cieni L' na plaszczyznie .
Po zywym uprzytomnieniu sobie geometrycznego zachowania sie naszych kul przyjmiemy, ze
w naszej przestrzeni nie ma w ogóle cial sztywnych w mysl geometrii euklidesowej, a sa tylko
ciala zachowujace sie, jak nasze kule L' .
Wtedy posiadamy zywy obraz trójwymiarowej przestrzeni sferycznej czy tez raczej trójwymiarowej
geometrii sferycznej. Przy tym musimy nasze kule nazywac kulami "sztywnymi". Ich wzrastania
w miare oddalania sie od S tak samo nie mozna zauwazyc przy pomocy podzialek, jak tego nie
mozna zauwazyc na cieniach, na plaszczy:tnie tf, gdyz podzialki zachowuja sie tak, jak kule .
Przestrzen jest jednorodna, to znaczy - w otoczeniu kazdego punktu mozliwe sa te same
konfiguracje kul. Bez rachunku mozna to zrozumiec tylko dla dwóch wymiarów, gdy znowu
wracamy do kólek na powierzchni kulistej. Nasza przestrzen jest skonczona, gdyz z powodu
"wzrastania" kul tylko skonczona ich liczba moze zmiescic sie w przestrzeni.
Tak uzyskalismy pogladowy obraz geometrii sferycznej, poslugujac sie swa wprawa w mysleniu
iwyobraza.niu jako narzedziem. Nietrudno poglebic i ozywic tak uzyskane wyobrazenia przez
wykonanie specjalnych konstrukcji. Nietrudno byloby zreszta uzmyslowic sobie w sposób
analogiczny tak zwana geometrie eliptyczna. Tutaj chcialem tylko okazac, ze ludzka zdolnosc
wyobrazania wcale nie ma potrzeby kapitulowac przed geometria nieeukJidesowa .
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Rozwiazanie adania M 112
Niech O bedzie srodkiem danych okregó"
Poniewaz OA J. PA i OB 1. PB, wiec

OA2+PA2 Op2 = OB2+PB'.

skad

PA'-PB2 = OB'-OA2 = OC2-OA2 = AC2

Rozwiazanie zadania M 114
Nierównosc te mozna udowodnic przeL
indukcje. Jest jednak dowód bardziej
elegancki:

4" 22" 0(1+1)2" (::'")+<'t)+ ... +('n")~
+ ... + (~~)> (~n).
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o najwiekszej znanej liczbie pierwszej

.Dr hab. Andrzej ROTKIEWICZ

Wielki polski matematyk, twórca polskiej szkoly matematycznej i genialny badacz,
znakomity popularyzator matematyki, autor piecdziesieciu ksiazek i 720 prac
naukowych, doctor honoris causa wielu uniwersytetów, zmarly przed ponad
siedmiu laty Profesor dr Waclaw Sierpinski w przedmowie do II czesci swej Teorii
Liczb napisal:
"Jako przyklad postepu, jaki dokonal sie w teorii liczb w ostatnim czasie,
wystarczy podac, ze najwieksza znana w roku 1950 liczba pierwsza byla liczba
2127- l, majaca 39 cyfr, dzis zas najwieksza znana liczba pierwsza jest liczba
23217_ 1, majaca 969 cyfr. Wówczas znalismy tylko 12 liczb doskonalych, dzis
zas znamy ich 18". Te slowa byly pisane w roku 1958. Liczby pierwsze sa to
liczby naturalne, które maja dokladnie dwa dzielniki naturalne. Sa to wiec liczby
2, 3, 5, 7, 11, ... Liczby doskonale sa to liczby, które sa równe sumie swych
dzielników naturalnych, mniejszych od nich samych. Najmniejsza liczba doskonala
jest, jak latwo widziec, liczba 6 = 1+ 2 + 3. Nastepna po niej jest liczba
28 = 1+2+4+7+14.

mUtilcjOl 36

Aby liczba 2"-1 byla liczba pierwsza
potrLcba. zeby n bylo liczba pierwsza, bowiem
21l, ~ I jest podzielne przez 2"1-1

Cataldi zauwazyl to w 1603 roku i sprawdzi/,
ze 2P-l jest pierwsze dla p = 13,17 i 19.

--
Rozwiazanie zadania M 113
'Zauwazmy, ze lic'lby 2" i2/1+3 daja przy
dzieleniu pr.zez 7 takie same reszty, gdyz
róinica 2"+3_2" =: 2"(23- t) = 7, 2" jest
podziolna przez 7. Podobnie liczby n' i (n+ 7)'
daja przy dzieleniu przez 7 takie same reszty.
co wynika z równo';ci (n + 7)' - n' = 7(2n + 7).
Ciag reszt z dzielenia przez 7 liczb 211

(n = 1,2,3, ... ) jest zatem okresowy i okres
wynosi 3, jest to wiec ciag

(0) 2,4, 1,2,4, l, ...

Ciag reszt z dzielenia przez 7 liczb nI
(n = 1,2,3, ... ) jest tez okresowy i okres
wynosi 7, jest to wiec ciag

(00) O, 1,4,2,2,4, I, O, 1,4,2,2,4, l, ".

Reszta, jaka daje przy dzieleniu przez 7
liczba 2" + n2• jest suma reszt, jakie daja

liczby 2n i n2 (byc moze zmniejszona 0'7).
Latwo jednak sprawdzic, ze liczba 7 nie jest
suma liczb wzietych po jednej ze zbiorów
{l, 2,4) i {O, 1,2,4l, tj, ze zbiorów wartosci
ciagów (0) i (00),
Wykazalismy w ten sposób twierdzenie
ogólniejsze:
Dla zadnych liczb naturalnych m i n liczba

2,"+n1nie dzieli sie przez 7.

Mozna dowiesc, ze na to, aby liczba parzysta n byla liczba doskonala, potrzeba
i wystarcza, by byla ona postaci 2'-1 (2' -l), gdzie 2' -1 jest liczba pierwsza.
Zatem wszystkie liczby doskonale parzyste sa zawarte we wzorze 2P-1(2P-l)

z warunkiem, ze liczby p oraz 2P- l sa pierwsze.
Juz Euklides podal nastepujaca metode wyznaczania liczb doskonalych:
"Obliczamy kolejne sumy skladników szeregu

1+2+4+8+ 16+32+ ...

Jezeli suma taka okaze sie liczba pierwsza, to pomnózmy ja przez ostatni
skladnik. Otrzymamy liczbe doskonala".
Na podstawie przytoczonego poprzednio twierdzenia widzimy, ze metoda
Euklidesa wyznacza wszystkie parzyste liczby doskonale. Dla p = 2, 3, 5, 7 liczby
2P -l odpowiednio równe 3,7,31, 127 sa pierwsze, zatem 6,28,496,8128 sa liczbami
doskonalymi, co zostalo zauwazone juz przez Nicomachusa okolo 100 roku naszej
ery.

Manuskrypt z roku 1456 podaje poprawnie jako piata liczbe doskonala liczbe
33550336, która równa sie 212(213 -1).

Fermat w 1640 roku zauwazyl, ze 223_1 ma dzielnik 47, zas 237 -1 ma dzielnik
223, zas Euler w 1732 r. zauwazyl, ze 1103 jest dzielnikiem liczby 229 -1. Euler
w 1772 roku stwierdzil, ze liczba 231_1 = 2147483647 jest pierwsza i - co za tym
idzie - ze liczba 230(231_1) = 2305843008139952128 jest doskonala. Jest to
ósma z kolei liczba doskonala parzysta. Dziewiata z kolei liczba doskonala
parzysta odpowiada wykladnikowi p = 61. Jest to liczba 260(261_1). Pierwszosc
liczby 261_1 majacej 19 cyfr zostala stwierdzona przez Pierwuszyna w 1883 r.,
Seelhoffa w 1886 r. i Hudelota w 1887 r.

Powers w 1911 r. znalazl nastepna liczbe doskonala 288(289 -l). Tenze wraz
z Fauquemberguem znalazl w 1914 r. liczbe doskonala 2106(2107 -l),
a Fauquembergue równiez w 1914 r. znalazl dwunasta liczbe doskonala
2126(2127 -1) majaca 77 cyfr. Drugi czynnik tej liczby, 2127-1, byl najwieksza
liczba pierwsza do roku 1950. Ze wzgledów historycznych wazna jest uwaga,
ze Mersenne w 1644 r. twierdzil, ze 2P - l jest pierwsze tylko dla 11 wartosci p,
a mianowicie dla p = 2,3,5,7, 13, 17, 19,31,67, 127, i 257.

Lehmer dowiódl jednak, ze liczba 2257 -1 nie jest pierwsza i przeto liczba
2256(2257 -1) nie jest doskonala. Tak wiec w ciagu Mersenne'a nalezy skreslic
257 i 67 a dopisac 61, 89 i 107. Poza tym istnieja dla n > 257 liczby Mersenne'a
Mn, które sa pierwsze. W styczniu 1952 r. przy uzyciu maszyny matematycznej
SWAC, oraz twierdzenia Lucasa-Lehmera udowodniono, ze liczby Mersenne'a
1\1521 = 2521_1 i M601 = 2601_1 sa pierwsze. Pierwsza z tych liczb ma 157
cyfr, druga 183 cyfry. W tym samym roku, w czerwcu, udowodniono, ze liczba
M1279 = 21279-l jest pierwsza. Ma ona 376 cyfr. We wrzesniu 1952 r.
znaleziono, ze liczby M2203 i M2281 sa pierwsze. Pierwsza ma 664 cyfry, druga
687 cyfr. Praca maszyny elektronowej dla stwierdzenia, ze liczba M2281 jest
pierwsza, trwala 66 minut.
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gdzie

W 1958 roku na szwedzkiej maszynie elektronowej
BESK stwierdzono, ze liczba M3217 = 2591170 ... 09315071, majaca 969 cyfr jest

pierwsza. Praca maszyny trwala 5 -}-godzin. Nastepnie w 1964 r. znaleziono liczby
pierwsze M9689, M9941 i M11213. Uzywano maszyny ILLAC II na uniwersytecie
w Illinois. M11213 ma 3381 cyfr. Czas pracy maszyny dla udowodnienia, ze jest
ona pierwsza wynosil 2 godziny i 14 minut .
Dzis znamy 24 liczby Mersenne'a, które sa pierwsze i tyle samo znamy liczb
d'oskonalych .
Najwieksza znana liczba pierwsza wynosi 219437-1 = 4315424797 ... 0968041471
i ma 6002 cyfry.
Najwieksza znana liczba doskonala jest obecnie (219937- 1)219936=
= 9311445590 ... 0271942656 i ma 12003 cyfry.
Tak wiec obecnie znamy 241iczby Mersenne'a Mn, które sa pierwsze.
Otrzymujemy je dla n = 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,617,1279,
2203,2281,3217,4219,4423,9689,9941, 11213,19937 .
Najwieksza znana liczba pierwsza M19937 i najwieksza znana liczba doskonala
zostaly znalezione 4 marca 1971 roku na maszynie elektronowej IBM 360/91
w Stanach Zjednoczonych Ameryki przez T,uckermanna przy pomocy twierdzenia
Lucasa-Lehmera. Czas pracy maszyny' wynosil 35.01 min. Dokladniejsze dane
mozna znalezc w artykule Tuckermanna w 68 tomie czasopisma The
Proceedings oj the National Academy oj Sciences oj the United States oj America
na stronach 2319-2320 w artykule pt. "The 24th Mersenne Prime".
Twierdzenie Lucasa-Lehmera mozna sformulowac tak: Liczba 2P-l, gdzie p jest
liczba pierwsza> 2, jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy

(I) (2P-1)10 + Y3)2P-1 + (I - y'3)2P-1 = V2P-1.

Aby wiec stwierdzic, ze liczba 219937-l jest dzielnikiem liczby (l +Y3)219936 +

+ (I - Y3)219936 mozna pogladowo powiedziec, ze twierdzenie Lucasa-Lehmera
zastepuje biliony, biliony, biliony ... dzielen jednym dzieleniem ..
Z kolei latwo dowiesc, ze podzielnosc (I) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(p - l )-szy wyraz ciagu

SI = 4, S2 = 14, S3 = 194, ... , Sb ... ,
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jest podzielny przez Mp = 2P-1.

Aby obliczyc rp-1 potrzeba wiec wykonac p-2 podnoszen do kwadratu liczb
bedacych resztami z dzielenia przez Mp, a wiec majacych nie wiecej cyfr niz
liczba Mp = 2n-1, a nastepnie znajdowac reszte z dzielenia przez Mp tych
kwadratów zmniejszonych o liczbe 2. Te mnozenia i dzielenia wykonuja wlasnie
maszyny matematyczne.
Do tej pory nie wiemy jednak, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Mersenne'a.

V2n-l 2"-1 2"-1 2 2n_1(V~n_1 )
Sn-1 = ---n=2, skad 2 .Sn = 2 . (S n-l - 2) = 2 --.=y - 2 =

22 22

= Vin_1-2.22n-1 = [(1+Y3)2H+(1_y3)2n-1Y_2'22n-1 =

= (1+ y3)2" + (1- y3)2" = V2"

i na mocy indukcji stwierdzamy, ze wzór (2) zachodzi dla kazdego n ;;?; 2.
Oznaczmy teraz przez treszte jaka otrzymamy dzielac t przez Mp = 2P -1. Wtedy
twierdzenie'Lucasa-Lehmera mozna wypowiedziec tak: Liczba Mp = 2P-1,
gdzie p jest liczba pierwsza > 2, jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy
(p - I)-szy wyraz ciagu okreslonego rekurencyjnie przez

r1 = 4, r2 = 14, ... , rH1 = rf-2 dla k = 1,2, ...

SI = 4 zas Sk = Si-1-2 dla k = 2,3, ... ,

jest podzielny przez Mp = 2P-1.
Rzeczywiscie, przez indukcje latwo dowiesc, ze

2"-2
(2) V2"-1 = 2 Sn-l

W samej rzeczy, jezeli n = 2 to V2H = V21 = 0+ )1/3)2 + (I - y3)2 = 8 oraz
2n-2 Sn-1 = 220 • SI = 2· 4 = 8.
Jesli zas zachodzi (2) dla liczby naturalnej n ;;?; 2 to

.......
••• * ••..

.•. • ***
* •••.•....

.... ...••• •*.....

.•.••• * •.•.•*.* ••• * •••..

.
.. .. .. .• .•.. .. ...

..... ............. ..

mU[OIl..Ja •• 1....
.• .. .. .. .......

...*.* •........ ..... ...

" .•. f. ••

** *-

7



"".l', I

T
k}!l. ~.

~
,0 @

Rys, 3.

Laboratorium w domu

Dr Jan A: GAJ

Prad elektryczny w szkle

Z góry zastrzegam, ze nie bedzie mowy o zadnym nowym wynalazku. Bedziemy
przepuszczac prad przez najzwyklejsze szklo, które - jak wiadomo - uzywane
jest nieraz jako izolator, chociazby w pierwowzorze kondensatora - butelce
lejdejskiej. Nie bedziemy sie tez poslugiwac zadnymi wyrafinowanymi przyrzadami,
które bylyby w stanie mierzyc znikome natezenia pradu, jakie moga plynac przez
izolator. Postaramy sie zmusic szklo, aby przewodzilo zupelnie latwo wykrywalne
prady.

Jak to zrobic?

Trzeba szklo ogrzac i to dosyc mocno. Zrobimy to w plomieniu gazowym
kuchenki domowej lub turystycznej. Z góry ostrzegam, ze pierwsze nasze
doswiadczenie bedzie bardzo trudno wykonac przy uzyciu gazu ziemnego. Musimy
zaopatrzyc sie w piec lub szesc baterii plaskich, które polaczymy szeregowo
otrzymujac zródlo pradu o napieciu dwudziestu kilku woltów. Do stwierdzenia
przeplywu pradu uzyjemy zaróweczki o mozliwie malym nominalnym natezeniu
pradu (najwyzej 0,2 A). Jako elektrody do szkla beda nam potrzebne dwa kawalki
niezbyt cienkiego (ok. 0,5 mm) drutu stalowego (moga byc wyprostowane spinacze
biurowe), które musimy zamocowac tak, aby ich konce znajdowaly sie w stalej
odleglosci 1-2 mm i nie grozily zwarciem, co spowodowaloby zniszczenie
zaróweczki. Wymagane zamocowanie mozna osiagnac na przyklad przybijajac
druty gwozdzikami do kawalka drewna. Do przeciwnych konców drutów
dolaczamy przewody miedziane (rys. 1). Wystajaca czesc drutów musi byc
dostatecznie dluga, aby przy ogrzewaniu ich w plomieniu deseczka nie palila sie.
Mozna sie tez posluzyc kostka porcelanowa, jakiej uzywa sie do laczenia lamp
elektrycznych z przewodami zasilajacymi. Zródlo pradu, elektrody i zaróweczke
laczymy szeregowo (rys. 2). Nastepnie w plomieniu gazowym rozgrzewamy silnie
kawalek szkla - na przyklad z malej buteleczki lub rurki szklanej. Kiedy szklo
zmieknie, nabieramy go troche na elektrody tak, aby utworzylo "perelke" laczaca
konce drutów i dalej ogrzewamy ja w plomieniu. Zaróweczka powinna zaczac
sie zarzyc, wskazujac przeplyw pradu. Gdyby posiadany przez nas przedmiot
szklany byl za duzy, aby zmieknac w plomieniu kuchenki, mozemy odlupac
kawalek szkla, polozyc go na koncach elektrod i tak ogrzewac. Szklo powinno
byc zwykle latwotopliwe (nie jenajskie).
Przekonawszy sie w ten sposób doswiadczalnie, ze prad przez szklo moze plynac,
stajemy wobec ploblemu:
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Dlaczego szklo przewodzi?

Najprostsza nasuwajaca sie odpowiedz brzmi: bo elektrony przenosza sie do pasma
przewodnictwa pod wplywem energii cieplnej. Niestety jest ona bledna. Szklo
przewodzi na tej samej zasadzie co elektrolity, a nie pólprzewodniki: przez ruch
jonów. W wysokiej temperaturze, kiedy szklo zaczyna mieknac, a nawet nieco
wczesniej, drgania cieplne ulatwiaja ruch makroskopowy jonów, które sie tam
znajduja. Najlatwiej bedzie poruszac sie jonom najmniejszym jak na przyklad Na +,
które tez w glównej mierze przyczyniaja sie do przewodzenia pradu. Mam nadzieje,
ze nie dasz sie, Czytelniku, zbyc goloslownymi zapewnieniami i zapytasz:

A skad wiadomo, ze to jony?'

bard.o walne: pozo~tawienie resztek pasty
lub innych :z.aniec2'.Y$zczen moze spowodowac
wybuch. Do!wiadczenie wykonywac
w okularach.

Z doswiadczenia oczywiscie i to bardzo ciekawego. Zeby je wykonac, musimy
zdobyc pewna ilosc dwóch zwiazków: azotanu sodu NaN03 i azotynu sodu
NaNOz. Mozna próbowac posluzyc sie tylko jednym z nich (zapewne latwiej
bedzie zdobyc azotan sodu, czyli saletre sodowa), utrudni to jednak wykonanie
doswiadczenia. Ale do rzeczy: równe ilosci azotanu i azotynu sodu stapiamy na
malym plomieniu w pudelku po pascie do butów, uprzednio dokladnie wymytym
szczotka i mydlem. Mozna uzyc plytki azbestowej. W stopionej soli zanurzamy
czesciowo banke zaróweczki, trzymanej gwintem w góre. Zaróweczke nalezy
zamocowac w tym polozeniu tak, aby ja mozna bylo zasilac. Mozna to zrobic
przy pomocy wspomnianej juz kostki porcelanowej i drutu, jak na rys. 3,
a nastepnie kostke oprzec na brzegu pudelka zanurzajac jednoczesnie zaróweczke.
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Zaróweczke zasilamy z jednej bateryjki, a piec lub szesc ball::rii polaczonych
szeregowo laczymy pomiedzy wlókno zarówki (minus) a ogrzewane na gazie
pudelko (Plus) - patrz rys. 4. I teraz zacznie sie najciekawsze : dolaczone do
ujemnego bieguna rozgrzane wlókno bedzie emitowalo elektrony i odpychalo je
w strone bieguna dodatniego czyli stopionej soli. Po przejsciu przez gaz w zarówce
elektrony dotra do wewnetrznej powierzchni szkla, gdzie beda zobojetniac
docierajace tam poprzez szklo dodatnie jony sodu. W efekcie na wewnetrznej
Po\\ icrzchni zaróweczki powstanie juz po kilku minutach cienka warstwa metalu,
gló\\nic sndu. Jest to bezposredni dowód jonowego charakteru pradu elektrycznego
w szkle. Aby doswiadczenie sie udalo, podaje jeszcze

Kilka rad praktycznych

I. Nalezy uzyc zarówki 3,5 V - wlókno bedzie mialo temperature wyzsza od
nominalnej i silniej bedzie emitowac elektrony. Dobrze jest miec kilka zaróweczek
na zapas.
2. Bardzo przydatny jest czuly miernik natezenia pradu plynacego przez szklo
o zakresie 100 flA, a w kazdym razie nie wiecej niz 1 mA - na przyklad opisany
w "Delcie" nr 5/75 miernik wlasnej roboty ze wzmacniaczem tranzystorowym.
3. Nie nalezy dopuscic do zbyt silnego rozgrzania sie cieczy - szklo zaróweczki
moze zmieknac. Najlepiej kontrolowac miernikiem natezenie pradu i utrzymywac
je w okolicy lOOflA przez regulowanie plomienia - w przeciwnym razie trzeba
grzac bardzo ostroznie metoda prób i bledów - przy którejs zaróweczce powinno
sie udac.
A teraz rzecz bez precedensu, a mianowicie

Konkurs samych zwyciezców

Kazdy, kto do l.III.1977 r. przysle pod adresem redakcji zaróweczke pokryta
wewnatrz do polowy metalem oraz dane dotyczace wykonania doswiadczenia,
otrzyma nagrode ksiazkowa. Ponadto miedzy uczestników zostanie
rozlosowana nagroda specjalna - silniczek elektryczny. Powodzenia!
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Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M 112. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi wspólsrodkowe i punkt p na zewnatrz nich. Przez
punkt p poprowadzono styczne do tych okregów; punktem stycznosci z mniejszym okregiem
jest A, z wiekszym - B. Odcinek PA przecina wiekszy okrag w punkcie C. Udowodnic, ze
PA2_PB2 = AC2 •

Rozwiazanie na str. 5

M 113. Udowodnic, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba 2"+n2 nie dzieli sie przez 7.
Rozwiazanie na str. 6
M 114. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierównosc

en") < 4".

Rozwiazanie na str. 5
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Redaguje dr hab. Andrzej SZYMACHA

F 38. Pewnej ekspedycji naukowej przebywajacej na bezludnej wyspie wyczerpaly sie wszystkie
zródla energii. Na wyspie tej nie wieja zadne wiatry, nie plyna strumienie, niebo pokryte jest
gruba warstwa chmur, cisnienie atmosfery jest stale, a temperatura atmosfery i wody
w otaczajacym niezwykle spokojnym oceanie jest dniem i noca stale jednakowa. Na wyspie
odkryto zródlo obojetnego chemicznie gazu saczacego sie ze stala wydajnoscia z pewnej groty.
Wydobywajacy sie gaz ma zarówno cisnienie jak i temperature równa cisnieniu i temperaturze

atmosfery. <;:zlonkowie ekspedycji dysponuja dwiema pólprzepuszczalnymi blonami, z których
jedna przepuszcza swobodnie czasteczki gazu bedac jednoczesnie calkowicie nieprzepuszczalna
dla czasteczek powietrza, druga blona na odwrót, przepuszcza czasteczki powietrza, a nie
przepuszcza czasteczek owego gazu. Majac ponadto mozliwosci skonstruowania prostych
urzadzen mechanicznych w rodzaju cylindrów z tlokiem, czy zaworów, czlonkowie ekspedycji
postanowili zbudowac silnik. Wykaz, ze nie istnieje teoretyczne ograniczenie na moc idealnego
silnika pracujacego z wykorzystaniem tego gazu.
Rozwiazanie na str. 14
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Metoda kresek - czyli jak wykorzystac relacje do obliczen

mala della
POPLA TANE PRZEWODY Wyobrazmy sobie fragment pewnego urzadzenia

o nastepujacej konstrukcji. Na wieczku jednego pudelka
umocowano 6 koncówek i do kazdej z nich podlaczono
3 przewody prowadzace do wnetrza drugiego, zakrytego
pudelka. W pokrywie zakrytego pudelka sa otwory.
Zagladajac przez nie do srodka mozna sprawdzic, ze
wewnatrz znajduja sie koncówki. Nie da sie ich wprawdzie
policzyc, lecz widac, ze do kazdej z nich podlaczono dwa
przewody. Ile koncówek jest wewnatrz tego pudelka?
Zadanie jest oczywiscie dziecinnie latwe, ale ilustruje
pewien schemat powtarzajacy sie w wielu ciekawych
zadaniach kombinatorycznych. Rozwiazmy je zatem.
Najpierw liczymy przewody. Jest ich 18, bo 6·3 = 18.
Wobec tego w zakrytym pudelku musi byc 9 koncówek,
bo 18:2 = 9.

WIELOSCIA NY PLATONSKIE
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Dwunastoscian foremny zbudowany jest w ten sposób.
Wszystkie sciany Gest ich 12) to pieciokaty foremne, przy
czym w kazdym wierzcholku bryly stykaja sie 3 takie
pieciokaty. Ile wierzcholków liczy ten wieloscian?
Zwykle liczymy tak. Dwanascie scian po piec wierzcholków
to 60 wierzcholków. Poniewaz jednak kazdy wierzcholek
policzylismy trzykrotnie, wobec tego bryla liczy 20
wierzcholków (bo 60: 3 = 20). Ktos pedantyczny móglby
zarzucic nam niescislosc w wyslawianiu sie. Raz twierdzimy
ze wierzcholków jest 60, pózniej okazuje sie, ze tylko 20.
Nasuwa to podejrzenie, ze cale rozumowanie bylo
watpliwe. Odwolajmy sie wobec tego do rysunkowego
schematu. Rysunek przypomina nasze poplatane
przewody. Wyjasnic nalezy w jaki sposób poprowadzone
sa kreski. Otóz kazda sciane laczymy kreska z tymi
wierzcholkami, do których ona przylega. Nie trzeba
jednak wnikac w szczególy. Wystarczy zauwazyc, ze
z kazdej sciany musi wychodzic 5 kresek, a z kazdego
wierzcholka 3 kreski. Wiedzac, ze scian jest 12, liczymy
wierzcholki w ten sam sposób jak liczylismy koncówki
w zakrytym pudelku.
A gdzie tutaj sa wspomniane w tytule relacje? W tym
przykladzie byla mowa o relacji przylegania wierzcholka
i sciany wieloscianu. Graficzna ilustracja tej relacji sa
kreski.
W podobny sposób da sie policzyc, ile wierzcholków licza
pozostale wielosciany platonskie. Krawedzie tych
wieloscianów i przekatne wielokatów wypuklych
przeliczamy wedlug identycznego schematu.
A oto zupelnie inny przyklad.

DZIURKOWANIE KART Z PERFOROWANYM BRZEGIEM ALBO PODZBIORY

[00001

W pewnej kartotece kazda karta ma 8 dziurek - a wiec
9 miejsc do nacinania. Na ile sposobów mozna wyciac
dwa, trzy, cztery i piec miejsc na karcie?
W zadaniu tym wykorzystamy pewna relacje: dwie karty
sa ze soba w naszej relacji (a wiec polaczymy je kreska),
jesli we wszystkich miejscach poza jednym sa naciete
identycznie.
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Karta nacieta trzykrotnie jest w tej relacji
z dziewiecioma innymi kartami. Jak pokazuje rysunek,
trzy z nich to karty naciete dwukrotnie a pozostale szesc
to karty naciete czterokrotnie.
Oczywiscie jedno naciecie wykonac mozna na 9 sposobów.
Rozwiazac nasze zadanie metoda kresek jest juz zupelnie
latwo.
A skad w podtytule wziely sie podzbiory? Proste ­
naciac karte trzykrotnie to sposród dziewieciu miejsc
wybrac trójelementowy podzbiór.
T jeszcze jeden przyklad.

o o
o o

o o
o

o D o o D o

Figure zlozona z wierzcholków i krawedzi, jak na rysunku. PARZYSTE I NIEPARZYSTE WIERZCHOLKI GRAFU
bedziemy nazywac grafem.
Wierzcholek grafu nazwiemy parzystym, gdy styka sie
z parzysta liczba krawedzi; nieparzystym, gdy styka sie
z nieparzysta ich liczba. W naszym przykladzie parzyste
sa wierzcholki: a, b, f, natomiast nieparzyste c, d, e, g.
Spróbujcie narysowac graf, który mialby tylko jeden
wierzcholek nieparzysty, a pozostale parzyste.
Trudne, prawda? Pokazemy, ze jest to zadanie
niewykonalne.
Wszystko wyjasnia metoda kresek. Relacja, jaka bedziemy
rozpatrywac, to oczywiscie przyleganie krawedzi do
wierzcholka. Kreski lacza wiec wierzcholek z przylegajacymi
do niego krawedziami i na odwrót.
Zanalizujemy schemat interesujacego nas grafu z jednym tylko wierzcholkiem nieparzysfym. Z jednej strony, biorac
pod uwage wierzcholki, kresek musi byc nieparzysta ilosc. Z drugiej strony, biorac pod uwage krawedzie (kazda
ma dwa konce, a wiec przylega do dwóch wierzcholków) kresek jest ilosc parzysta. Rysunek nasz ilustrowalby
sytuacje niemozliwa. Nie ma grafu, który ma tylko jeden wierzcholek nieparzysty.

Zadanie. Patrzac na rysunki wieloscianówarchimedesowych
i wykorzystujac podane informacje obliczcie, ile licza one
wierzcholków i krawedzi.

Czy umiecie pytac?

Przechodzimy obojetnie wokól dziwów. Nie zwracamy na nie uwagi. Sa zbyt znane, codzienne. Czy umiemy je
zauwazyc? Czy potrafimy zadac pytanie dlaczego? jak? Czy potrafimy dojrzec niezwyklosc otaczajacych nas
zjawisk? Spróbujmy. Proponujemy zabawe w stawianie pytan. Im prostszych, bardziej codziennych zjawisk beda
dotyczyly, tym lepiej. Nalezy przelamac przyzwyczajenia i na wszystko patrzec tak, jakby sie po raz pierwszy zobaczylo
swiat. Pytania nadSYlajcie na kartkach pocztowych. W kazdym numerze zamiescimy kilka naszym zdaniem
najciekawszych wraz z nazwiskiem autora. Te najciekawsze z najciekawszych nagrodzimy ksiazkami. Moze zdarza sie
pytania, na które nikt nie zna odpowiedzi, moze bedzie warto poswiecic poruszonemu tematowi osobny artykul.
To co uwazamy za najcenniejsze to umiejetnosc widzenia zjawisk i stawiania pytan - jest to przeciez podstawa
wszelkiej pracy naukowej. A oto kilka pytan jakie przychodza do glowy, niektóre wybrane sa z Waszych listów:
- dlaczego w herbacie mieszanej lyzeczka fusy gromadza sie w srodku?
- dlaczego male kropelki wody tworzace mgle wisza w powietrzu, a nie opadaja na ziemie?
- jaka pajeczyne utkaloy pajak w laboratorium kosmicznym w stanie niewazkosci?
- niektóre lekarstwa wydziela sie kroplami. Czy wielkosc kropli zalezy od rodzaju cieczy?
- ~o powoduje, ze soki doplywaja do najwyzszych galezi drzewa? Gdzie jest pompa, która je tloczy?
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Bawimy sie w badania

Z kazdej serii pomiarów obliczamy srednia liczbe kropel potrzebna do wypelnienia
naczyma.

liczba kropel II cieczy
201
189
195
215
180

liczba kropel I cieczy
120
115
125
130
100

120+115+125+130+100 = 590 = 118
5

N2 = 201+189+195+215+180 = 980 = 1965 5

NI

Spróbujmy odpowiedziec na pytanie, czy.wielkosc kropli zalezy od jej rodzaju?
Odpowiedzi poszukamy na drodze doswiadczalnej. W tym celu zgromadzimy
urzadzenia i materialy: .
- co najmniej dwie rózne ciecze, na przyklad wode i olej jadalny,
- naparstek lub podobnej wielkosci naczynko, moze byc po lekarstwie,
- nadlamana zapalke, która posluzy jako kroplomierz.
Wykonanie doswiadczenia ilustruje rysunek. Ostroznie kapiac i liczac krople
napelniamy naczynko ciecza do okreslonego poziomu. Im wiecej kropel zmiesci
sie, tym mniejsze sa krople. Liczymy krople potrzebne do zapelnienia w ten sam
sposób wybranego naczynia kazda badana ciecza. Porównujac liczby kropel
powinnismy umiec odpowiedziec na postawione pytanie. Ostroznie jednak
z wyciaganiem wniosków. Przeprowadzenie po jednym pomiarze dla kazdej cieczy
nie wystarcza:
- moglismy sie pomylic w liczeniu,
- moglismy zle uchwycic chwile, w której nalezy przerwac napelnianie naczynia,
- powierzchnia róznych cieczy wyglada inaczej, jednej jest wypukla, innej moze

byc wklesla, trudno okreslic czy naczynie jest juz pelne,
- mogla reka drgnac i kilka kropel oderwalo sie mniejszych niz powinny,
- moglo zd.arzyc sie wiele rzeczy, które ostatecznie zmienily ilosc kropel

w naczymu.
Pomylki w liczeniu mozna uniknac. Drgniecia reki trudniej, wplywu zas innych
przypadkowych czynników jeszcze trudniej. Jezeli nie mozemy uniknac ich wplywu,
to skorzystajmy z tego, ze sa przypadkowe. Przypadkowe wplywy powinny sie
znosic w wielu powtórzonych doswiadczeniach.
Nie da sie w ten sposób usunac bledów systematycznych wywolanych np. róznym
ksztaltem powierzchni cieczy, ale bledy te nie beda duze, jesli naczynie nie jest
zbyt male.
Powtórzmy wiec doswiadczenie z kazda ciecza kilka razy, na przyklad piec.
Oto przykladowe wyniki:

Nr doswiadczenia
1
2
3
4
5

,:..:~:
...".l:.

x

x x
xx

x:

x
x

)(xl<
)(

xX
"-xx

~
6 •• O22 3 5 , ••

e

ci

Im wiecej razy powtórzymy doswiadczenia, tym bardziej oswobodzimy sie od
wplywu czynników przypadkowych. Calkowicie oswobodzic sie od ich wplywu

nie mozna. Porównanie wartoscI.'srednich pOlwoli nam w wiekszosci przypadkówodpowiedziec na postawione pytanie. Wiemy juz jak postepowac w przypadku
naszego doswiadczenia. Mozemy jednak rozszerzyc znacznie program badan. Oto
garsc dodatkowych pytan:
- czy rozmiary kropli zaleza od grubosci zakonczenia dre",ienka, z którego

kapia?
- czy rozmiary kropli zaleza od temperatury cieczy? Sprawdzcie korzystajac

z oleju jadalnego ochlodZ0nego w lodówce i podgrzanego.
- czy dodatek mydla do wody zwieksza czy tez zmniejsza rozmiary kropli?
Na zakonczenie proponuje zbadanie wplywu czynników przypadkowych.
Powtórzcie doswiadczenie z jedna ciecza 50 razy. Mozna w tym celu wybrac
naczynie bardzo male (ale nie za male, bo wprowadzimy duze bledy
systematyczne), aby wkraplanie nie bylo zbyt nuzace: Wykreslcie wyniki pomiarów
na papierze kratkowanym tak jak na rysunku i zaznaczcie strzalka, w którym
miejscu znajduje sie wartosc srednia. Czy wynik pozwala zrozumiec, dlaczego
liczylismy w naszych doswiadczeniach wartosc srednia?

J( - Jedel'L fomt(t?,- Mala "Delte" opracowali: Tomasz Ho/mokI i Przemyslaw Nowicki.
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Ile jest wieloscianów pólregularnych, czyli czy Archimedes mial racje?

Rys. I

Rys.

Kolega Jan ANTONIK z Grzebieni, uczen IIklasy LO
w Dabrowie Bialostockiej, podal twierdzenie:

Niech punkt A lezy na prostej k, punkt B na prostej J

równoleglej do k, punkt C na prostej m równoleglej
do AB. Oznaczmy przez K punkt przeciecia prostych k
i m. Jesli odleglosc k i l wynosi 2 [cm], to pole IlABC
jest równe AK [cm2].

Polecamy sprawdzenie. Autor proponuje zastosowac to
twierdzenie do mierzeni~ pola trójkata.

k

Wielosciany pólregularne znane sa od ponad 2000 lat. Juz Archimedes
stwierdzil, ze oprócz dwóch serii (graniastoslupy i antygraniastoslupy) istnieje
13 takich wieloscianów (patrz Delta 12/1975). Przez 2000 lat, a szczególnie po
systematycznym zbadaniu tego zagadnienia przez Kepiera, wierzono, ze innych
wieloscianów pólreguJarnych niz wymienione przez Archimedesa byc nie moze.
Okazalo sie jednak, ze w teorii wieloscianów pólregularnych byl pewien defekt.
Na poczatku lat piecdziesiatych naszego stulecia radziecki matematyk Aszkinuze
zauwazyl, ze istnieje jeszcze jeden, czternasty wieloscian pólregularny. "Portret"
tego wieloscianu widzimy na rys. 'l.. Wieloscian ten to chytrusek nie lada, bowiem
liczby scian poszczególnych rodzajów, krawedzi i wierzcholków ma dokladnie
takie same jak wieloscian pólregularny pokazany na rys. 1 (wymieniony przez
Archimedesa). A mimo to jest on inny t

Czytelnik zechce zwrócic uwage, ze na wieloscianie z rys. 1 istnieja trzy
"lancuchy" kwadratów spojonych przeciwleglymi bokami. Lancuchy te
zaznaczono liniami przerywanymi. Natomiast na wieloscianie z rys. 2 istnieje
tylko jeden taki "lancuch". Przy obracaniu wieloscianu, jego przesuwaniu, a takze
przy odbijaniu w lustrze, liczba "lancuchów" nie moze ulec zmianie. Wynika stad,
ze pokazane wielosciany sa rózne w tym znaczeniu, ze zaden z nich nie daje sie
dokladnie pokryc z drugim za pomoca przeksztalcenia izometrycznego.
Tak wiec liczba scian poszczególnych rodzajów, liczba krawedzi a takze liczba
i rodzaj wierzcholków nie charakteryzuja jeszcze wieloscianu w pelni.
Wspomniany defekt teorii wieloscianów pólregularnych polegal wlasnie na
niedostrzezeniu tego faktu.
Zauwazmy, ze wieloscian z rys. 2 mozna otrzymac przez odciecie górnej czesci
wieloscianu z rys. 1 (wzdluz czerwonej linii ciaglej), obrócenie jej o 45° i pOnowne
polaczenie z reszta. I ja k tu po tym wszystkim nie wierzyc w feralnosc trzynastki?
Poniewaz nasz chytrusek ukrywal sie przez ponad 2000 lat, trudno sie dziwic,
ze zostal opuszczony w spisie wieloscianów zamieszczonym w Delcie. (W. G.)

Czytelnicy proponuja

Mamy wykazac, ze opisaflY w poprzednim Ilumerze
przyrzad kresli prosta.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku i na pewien czas.
pominmy listewke QT.
Zauwazmy, ze ORPR' jest deltoidem, a QRPR' rombem,
co pozwala na stwierdzenie, ze
punkty O, P, Q leza na jednej prostej prostopadlej
do prostej RR', punkt S zas jest srodkiem odcinka fiQ:
Z uogólnionego twierdzenia Pitagorasa (w IlOPR) mamy
c2 = a2+0p2-2' Op· PS =

1
= a2+0p2-2' OP '-(OP-OQ) = a2+OP' OQ, 2

Dlaczego tak jest? - rozwiazanie

p

Widac wiec, ze iloczyn Op· OQ jest staly: niezaleznie od
polozenia przyrzadu wynosi c2 - a2• Stad wynika, ze taki
"zubozony" przyrzad pokazuje nam wzajemne polozenie
punktów inwersyjnych wzgledem okregu o srodku O
i promieniu vc2"':"a2: mianowicie Q i P sa wzajemnie..
IllwersYJne.
Powrócmy do calego przyrzadu. Listewka QT gwarantuje
nam, ze punkt Q lezy na okregu (o srodku T), który
(wobec TO = b = TQ) przechodzi przez punkt O.
Obrazem inwersyjnym takiego okregu jest prosta (patrz
"Tylko cyrklem", Delta 7/76) i po niej wlasnie musi sie
poruszac przegub P.

R'

b

-
T

R
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XVIII MIEDZYNARODOWA OLIMPIADA MATEMATYCZNA
ODBYLA SIE W AUSTRII (7-21 LIPCA 1976 R.)
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Dwudniowe zawody odbyly sie w Lienzu (Wschodni Tyrol) w dniach 12 i 13 lipca. W zawodach uczestniczyli
uczniowie z 18 panstw: Austrii, Bulgarii, Czechoslowacji, Finlandii, Francji, Grecji, Holandii, Jugoslawii, Kuby,
NRD, Polski, Rumunii, Stanów Zjednoczonych AP, Szwecji, Wegier, Wielkiej Brytanii, Wietnamu i ZSRR (z Kuby
przyjechalo trzech uczniów, z pozostalych panstw po osmiu). Ponadto na prawach obserwatorów uczestniczylo
dwóch uczniów z RFN. Miedzynarodowe jury przyznalo 9 nagród I stopnia, 28 nagród II stopnia i 45 nagród
III stopnia. Polacy zdobyli 6 nagród III stopnia. Otrzymali je: Jerzy Grzybowski (V LO w Krakowie), Andrzej
Huczynski (III LO we Wroclawiu), Adam Parusinski (I LO w Gdansku), Janusz Pawlikowski (I LO w Bydgoszczy),
Jan Wehr (XIV LO w Warszawie).

W nieoficjalnej punktacji zespolowej Polacy zajeli IX miejsce za ZSRR, Wielka Brytania, Stanami Zjednoczonymi,
Bulgaria, Austria, Wegrami i NRD. Oto zadania:
1. Pole powierzchni plaskiego czworokata wypuklego równe jest 32 cmz a suma dlugosci dwóch przeciwleglych jego boków i jednej
przekatnej równajest 16 cm. Wyznaczyc wszystkie wartosci, które moze przyjmowac dlugosc drugiej przekatnej.
2. Niech P,(x) = xZ-2 i Pix) = P,(PJ-,(x» dlaj = 2,3, ... Udowodnic, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n wszystkie
pierwiastki równania p.(x) = x sa rzeczywiste i parami rózne.
3. Prostopadloscienne pudelko mozna calkowicie wypelnic szescianami jednostkowymi. Jezeli bedziemy umieszczac w nim szesciany
o objetosci 2 i krawedziach równoleglych do krawedzi pudelka, to maksymalna liczba takich szescianów wypelni tylko 40% objetosci pudelka.

Wyznaczyc wewnetrzne wymiary wszystkich pudelek o tych wlasnosciach. (yi = 1,2599 ... ).
4. Znalezc najwieksza wartosc iloczynu liczb naturalnych, których suma równa jest 1976.
(Odpowiedz uzasadnic.)
S. Dany jest ukladp równan z q = 2p niewiaaomymi allX, +auxz+ ... +a"x. = O

(n = 1,2, ...)

ap,x, +apzxz+ .,. +ap.x. = O

gdzie al} E {O, - 1, + 1} dla i = 1, 2, ... , p ; j = 1, 2, ... , q. Udowodnic, ze istnieje rozwiazanie (x, , xz, ... , x.) tego ukladu spelniajace
nastepujace warunki:
- wszystkie XJ (j = l, 2, ... , q) sa liczbami calkowitymi,
- co najmniej jedna z liczb xJ U = 1, 2, ... , q) jest rózna od zera,
- dla kazdegoj (j = 1,2, ... , q) jest IXJI ..:; q.

5
6. Ciag liczbowy uo, u" Uz, ... jest okreslony nastepujaco: Uo = 2, u, = -,

2

U.+1 = u.(u:_,-2)-u,
Udowodnic, ze zachodzi równosc

2·-(-1)' .
[u,l = 2 --- (n = 1,2, ... ),

3
([xl jest najwieksza liczba calkowita nie wieksza od x).

Po

.•.. Rozwiazanie zadania F 38
Schematyczny wyglad silnika moze byc np. taki jak na rysunku obok.

Pierwsza faza cyklu: zawór Zlotwarty, Z2 L.1.mkniety.Cisnienie pod tlokiem na mocy prawa Daltona wynosi Po+Po.
Odsuwajac tlok od dna cylindra uzyskujemy prace wykonywana przez nadwyzke cisnienia pod tlokiem nad cisnieniem
atmosferycznym. W fazie tej pobieramy ilosc gazu jaka wydziela sie z groty w czasie przewidzianym na pelny cykl.
Jesli jest to objetosc VOt to praca tloka w tej fazie wyniesie Po Vo. Poniewaz wyczerpalismy juz ilosc gazu przypadajaca
na caly cykl, wiec musimy zamknac zawór Zl i dalsze rozprezanie prowadzic przy zamknietym zaworze Zl' Wskutek
tego cisnienie czastkowe gazu z groty bedzie pod tlokiem spadalo zgOdnie z wzorem PO' V0/ V. Dzieki blonie Bz cisnienie
czastkowe powietrza pod tlokiem jest w kazdej chwili równe Po i równowazy cisnienie nad tlokiem. Efektywna prace
wykonuje wiec cisnienie czastkowe gazu z groty. Pytanie postawione w zadaniu równowazne jest zapytaniu, czy istnieje
ograniczenie na prace jaka mozemy uzyskac rozprezajac izotermicznie okreslona porcje gazu. Zeby to zbadac,
sporzadzmy wykres funkcji Po . Yo/ y w zaleznosci od Y.

Jasne jest, ze jesli w tej drugiej fazie rozprezymy gaz do objetosci V", to wykonana w drugiej fazie praca równa jest
polu powierzchni zakreskowanej na rysunku. Musimy dowiesc, ze przy dostatecznie duzym Vjc (na co nie ma
teoretycznych ograniczen) otrzymana praca moze byc dowolnie duza.
Rozpatrzmy w tym celu zaznaczone na rysunku prostokaty odpowiadajace odcietym 2Vo, 4 Vo• 8 Vo, ... , 2nvo. Jest
oczywiste. ze pola tych prostokatów sa równe i ze pod krzywa mozna Po' VolV "zmiescic "dowolnie duzo takich
prostokatów. Jezeli Vt = 2"Vo, to jest jasne, ze praca L moze byc ograniczona prLez nastepujace dwie liczby

PoYo
-2-n < LYoYk < poYon

82

Po

p

P

Po

Vo2Vo 4Vo avo VK V

lub w dosc grubym przyblizeniu Ly Yk '" Po Yo log, ~. W praktyce log, yYk nie moze byc liczba zbyt duza, gdyzo y o

logarytm rosnie niezwykle wolno ze wzrostem V", teoretycznie jednak liczba ta nie jest ograniczona. Oczywiscie po
osiagnieciu zadanej objetosci Vt otwieramy zawór Z2 i sprowadzamy tlok do polozenia poczatkowego bez wykonywania
zadnej pracy.
Dowiedlismy wiec, ze w okreslonym czasie trwania cyklu mozemy uzyskac teoretycznie dowolnie wielka prace. l\1oc
silnika (idealnego) m~ze byc dowolnie duza mimo ograniczonej liczby gazu roboczego wydohywajacego sie z groty
w jednostce czasu.
Praca ta wykonywana jest oczywiscie kosztem ciepla otoczenia jakie jest pobierane przy izotermicznym rozprezaniu
gazu. \Vynik ten nie jest sprzeCl.nyz II zasada termodynamiki, gdyz pobieranie ciepla z otoczenia nie jest jedynym
efektem pracy silnika. Odbywa sie nieustanne mieszanie gazu wydobywajacego sie z groty z powietrzem atmosferycznym
Uwaga! W zadaniu rozwazalismy silnik idealny. W praktyce moc silnika be.dzieograniczona. Zastanówcie sie, jakie
moga byc tego powody (nie termodynamiczne) i jak duzy jest ich wplyw.
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W Minikonkursie ("Delta 5/76) za wykrycie
bledu w rozwiazaniu zadania M67 ("Delta"
11/75) nagrody ksiazkowe (A. Schincel­
"Waclaw Sierpinski") otrzymuja:
- lacek Chrobak z Bielska-Bialej.
- Miroslaw Gorbaczow z Gdyni.
- Andrzej Rychlewicz zLodzi.

Termin "spójnosc jednostek" oznacza, te
zaleznosci miedzy jednostkami ukladu
wyrazaja sie wzorami, w których wspólczynniki
liczbowe (przeliczeniowe) sa law ••e równe
jednosci. '

o ukladzie SI

Dr inz. Romuald BIALOBRZESKI

Jedna z podstawowych czynnosci poznawczych, których celem jest dostarczenie danych do
ilosciowego opisu badanych zjawisk fizycznych lub rzeczy, jest pomiar. Pomiar polega na
przyporzadkowaniu badanym cechom zjawisk lub przedmiotów pewnych liczb rzeczywistych
jako ich miary. Najprosciej mozna powiedziec, ze pomiar stanowi zespól czynnosci zwiazanych
z porównywaniem badanej wielkosci fizycznej z wzorcem tej wielkosci przyjetej umownie za
jednostke miary. Wynik pomiaru wyraza sie wiec iloczynem jednostki miary przez liczbe,
okreslajaca ile razy ta jednostka jest mniejsza (lub wieksza) od badanej wartosci. Nalezy
pamietac, ze dokladna znajomosc zjawisk fizycznych jest scisle zwiazana z pojeciem miary.
Najdawniejszymi jednostkami miar byly jednostki dlugosci. Za jednostki dlugosci sluzyly
pierwotnie czesci ciala ludzkiego. Dzis z niedowierzaniem czytamy XVI-wieczna defin;cje
jednostki dlugosci nazywanej stopa: "stopa jest dlugoscia [zapewne srednia] - ustawionych

jedna za. druga - lewych stóp, pierwszych 16 mezczyzn, opuszczajacych kosciól w pewna
niedziele rano".

Jednostki miary utworzone dla róznych wielkosci w sposób dowolny i nieuporzadkowany
utrudnialy pomiary i porównania. Dosc powiedziec, iz w Europie w wieku XVIII obowiazywalo
okolo 100 róznych lokci, 50 róznych mil oraz okolo 120 róznych funtów. Aby uniknac tych
niedogodnosci starano sie stworzyc jednolite uklady jednostek miar. Uklad jednostek miar jest
zbiorem kilku wielkosci fizycznych, których jednostki tworza baze ukladu (jednostki
podstawowe). Za pomoca jednostek podstawowych mozna tworzyc dowolne pochodne
jednostki miar innych wielkosci fizycznych.

Najbardziej znane uklady jednostek miar naleza do tzw. systemu metrycznego, choc istnieja
iniemetryczne uklady jednostek miar stosowane glównie w krajach anglosaskich. System
metryczny po raz pierwszy wprowadzono podczas Wielkiej Rewolucji Francuskiej ustawa z dnia
7.IV.1795 r., a w roku 1799 wprowadzono wzorce metra i kilograma. Byly to wzorce
prototypowe i, w zamierzeniu ich twórców, jeden mial odtwarzac dlugosc 1/40000000 czesci
ziemskiego kola poludnikowego, a drugi mase jednego decymetra szesciennego wody. Jednak
w wyniku dalszych pomiarów okazalo sie, ze przyjete wzorce nie odtwarzaja zamierzonych
wielkosci. Fakt ten oraz potrzeba powiazania wzorca danej wielkosci z odtwarzalnym,

w dowolnym miejscu i czasie zjawiskiem fizycznym, a nie tak jak dotychczas z pewnym
materialnym wyrobem (prototypem), stymulowaly dalsze badania. Powstalo wówczas pytanie:
czy na podstawie jakiegos zjawiska fizycznego ustanowic nowy metr, czy tez do istniejacego
metra dopasowac jakies zjawisko fizyczne? Wybrano rozwiazanie drugie. Ta tendencja tworzenia

wzorców fizycznych a nie prototypowych spowodowala! iz w chwili obecnej wszystkie wzorce .
jednostek miar, z wyjatkiem wzorca kilograma, sa wzorcami opartymi na zaleznosciach wiazacych
zjawiska fizyczne. W trakcie badan powstawaly w róznych osrodkach naukowych rózne uklady
jednostek miar. Uklady te mimo nalezenia do systemu metrycznego, z powodu dowolnego wyboru
baz ukladów, dawaly dla tych samych wielkosci fizycznych jednostki miar o róznych wymiarach
i nazwach. Jest to zjawisko wysoce niepozadane, zwlaszcza obecnie, gdy szereg najrozmaitszych
dziedzin wiedzy przenika sie wzajemnie, badz tez kojarzy sie czesto w jedna nowa galaz nauki.
Narastala wiec potrzeba opracowania takiego ukladu jednostek miar, który by umozliwial
unikniecie klopotów przy przechodzeniu z jednego ukladujednosrek miar do innego i który bylby
obowiazujacy we wszystkich dziedzinach nauki i techniki.

Od szeregu juz lat podejmowano prace nad stworzeniem takiego uniwersalnego ukladu
jednostek miar. Uklad ten jako Miedzynarodowy Uklad Jednostek Miar (Systeme
International d'Unites), zwany równiez w skrócie Ukladem SI, zostal przyjety w 1960 roku na
XI Generalnej Konferencji Miar. Postanowienie to zostalo przyjete równiez przez wiele
miedzynarodowych organizacji, jak np. Miedzynarodowa Organizacja Normalizacyjna (ISO),
Rada Wzajemnej Pomocy Gospodarczej (RWPG), oraz przez wszystkie panstwa uc.zestniczace
w Generalnej Konferencji Miar.

Miedzynarodowy Uklad Jednostek Miar (uklad SI) opiera sie na nastepujacych zalozeniach:
1. Ustala sie 7 podstawowych jednostek miar: metr, kilogram, sekunda, amper, kelwin, mol
i kandela; jednostki te podporzadkowane sa odpowiednio 7 wybranym podstawowym
wielkosciom fizycznym: dlugosci, masie, czasowi, natezeniu pradu elektrycznego, temperaturze,
licznosci materii i swiatlosci. .

2. Ustala sie 2 uzupelniajace jednostki miar: radian i steradian ; pierwszy dla pomiarów kata
plaskiego, drugi dla pomiarów kata brylowego.

3. Pochodne jednostki miar podporzadkowane wlasciwym wielkosciom pochodnym tworzy sie
w oparciu o odpowiednie prawa fizyczne formulujace zaleznosci miedzy wielkosciami
podstawowymi, uwzgledniajac zasade spójnosci jednostek.
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Zarzadzenie Prezesa Polskiego Komitetu
Normalizacji i Miar z dnIa 5 stycznia 1976 r.
w sprawie ustalenia definicji, nazw i oznaczen
jednostek miar (Monitor Polski Nr 4. poz. 19)
oraz Zarzadzenie Prezesa Polskiego Komitetu
Normalizacji i Miar z dnia 25 maJa 1979ir.
w sprawie ustalenia ogólnego programu
wprowadzenia jednostek miar
Miedzynarodowego Ukladu Jednostek SI
do stosowania w gospodarce narodowej.

?•
mutacja. 53

?•
mutacja 54

Analizujac dobór jednostek podstawowych i uzupelniajacych mozna stwierdzic, ze:
a) Trzy jednostki podstawowe: metr, kilogram i sekunda umozliwiaja stworzenie jednostek
pochodnych dla wszystkich wielkosci mechanicznych.
b) Cztery pozostale jednostki podstawowe: amper, kelwin, mol i kandela, dodawane pojedynczo
lub lacznie do pierwszej grupy jednostek - umozliwiaja utworzenie wszelkich jednostek
pochodnych dla wielkosci elektrycznych, magnetycznych, cieplnych, swietlnych itp.
c) Jednostki uzupelniajace: radian i steradian nie wchodza do grupy jednostek podstawowych;
maja wymiar LO, czyli równy 1 i nie zaleza od wyboru jednostek podstawowych .
Definicje podstawowychjednostek miar ukladu SI sa (prócz definicji kilograma) definicjami
"atomowymi", tzn. zwiazanymi z pewnymi zjawiskami zachodzacymi w atomie. Historie
opracowania takich definicji najlepiej ilustruje ewolucja definicji sekundy, która byla pierwotnie
okreslana jako 1/86400 czesc sredniej doby slonecznej. Jednak zjawiska astronomiczne cechuje
pewna zmiennosc w czasie i z tego powodu od 1956 r. obowiazywala definicja nastepujaca:
sekunda jest 1/31 556925,9747 czescia roku zwrotnikowego 1900 stycznia l godzina 12 czasu
efemeryd. Wyrazenie "czas efemeryd" oznacza w astronomii czas przyjety za równomiernie
biegnacy, niezaleznie od wszelkich zaklócen.
Róznice miedzy tymi definicjami i trudIiosci z uwzglednianiem skali czasu oraz koniecznosc
wymuszana przez wspólczesna technike, dokladniejszego wyznaczania wartosci sekundy
spowodowaly kolejna zmiane definicji. I tak proponowana w roku 1964 jako równolegla,
a obowiazujaca od roku 1967 jest definicja wykorzystujaca zwiazek czasu z czestotliwoscia oraz
zjawiska zachodzace w atomie cezu 133. Definicja ta brzmi: sekunda jest to czas równy
9192631 770 okresom promieniowania odpowiadajacego przejsciu miedzy dwoma nadsubtelnymi
poziomami stanu podstawowego atomu !33CS (cezu 133).
Jednakze uscislenie definicji podstawowych jednostek miar nie wprowadzilo wiekszych zmian.
Najwieksze zmiany wprowadzil uklad SI w nazwach i zasadach tworzenia pochodnych jednostek
miar. Zmiany te dotycza glównie jednostek miar cisnienia, sily, promieniowania jonizujacego
i energii cieplnej; zmiany te dotycza równiez logarytmicznych jednostek miar stosowanych
w elektronice i akustyce.
Uklad SI zlikwidowal wszystkie dotychczas stosowane jednostki cisnienia, a wprowadzil jako
obowiazujaca jednostke paskal. Podobna sytuacja istnieje w jednostkach sily. Obecnie
obowiazuje niuton zjego wielokrotnymi i podwielokrotnymi. Energia.cieplna zyskujac dzula
stracila kalorie, a wielkosci elektryczne i akustyczne stracily nepera przechodzac na decybel.
Wielkosci promieniowania jonizujacego, takie jak dawka pochlonieta i ekspozycyjna, bedziemy
teraz mierzyli w grejach i kulombach na kilogram, zamiast jak do tej pory w rentgenach i w radach
lub w dzulach na kilogram czy ergach na gram. Nie wolno zapominac, ze zmiany te spowodowaly
równiez zmiany jednostek miar pochodnych od zlikwidowanych. Na przyklad jednostka mocy
dawki pochlonietej, rad na sekunde, jest zastapiona jednostka centygrej na sekunde. Takie
przyklady mozna Wyliczac jeszcze dosc dlugo, gdyz kazda dziedzina techniki zostala objeta
zmianami.

Z tego powodu przyjecie, wprowadzenie i stosowanie spójnego ukladu jednostek miar nie jest
sprawa ani prosta ani latwa. We wszystkich panstwach zajmuja sie tym Komitety Miar. U nas
sprawa ta zajmuje sie Polski Komitet Normalizacji i Miar, który wydaje odpowiednie zarzadzenia
dotyczace ustalenia definicji, nazw i oznaczen jednostek miar oraz zasad wprowadzania
i stosowania jednostek ukladu SI. Z zarzadzen tych wynikaja pewne obowiazki ciazace na
naukowcach i inzynierach wszystkich dziedzin nauki i techniki. W Polsce jestesmy przed
wielkimi przemianami spowodowanymi przyjeciem ukladu SI:
- od dnia 1 stycznia 1977 r. jednostki ukladu SI powinny byc stosowane w normalizacji,
szkolnictwie, w wydawnictwach i publicystyce,
- do dnia 31 grudnia 1979 r. powinien zostac zakonczony proces wprowadzania w zycie jednostek
miar ukladu SI. Proces ten obejmuje takie dzialania jak: nowelizacja norm, katalogów
i podreczników; przewzorcowanie na nowe jednostki lub wymiane przyrzadów pomiarowych
wyskalowanych wjednoslkach stosowanych d01ychczas; zmiane oznaczenjednos1ek miar
w dokumentacji technicznej, na opakowaniach i tabliczkach znamionowych urzadzen; podjecie
produkcji przyrzadów pomiarowych wyskalowanych w nowych jednostkach miar i przestawienie
procesów technologicznych tak, aby byly stosowane w nich jednostki ukladu SI.

Czy uklad SI mozemy uwazac za doskonaly i czy prace nad udoskonaleniem ukladu jednostek
miar mozemy uwaz.ac za zakonczone? Chyba nie. Zwrócmy uwage na slosunkowo
nieprecyzyjna definicje ampcra i prototypowy wzorzec kilograma. Uklad jednostek SI spelni
moze zadanie podobnie jak to zrobil system metryczny, a nasze pokolenie byc moze zadowoli
sie nim. Jednak moze sie zdarzyc, ze ktos w przyszlosci bedzie sie dziwi l swoim przodkom
zyjacym w XX wieku, ze stosowali tak niewygodne i nieprecyzyjne uklady jednostek miar jak
uklad S r.

Wiemy o tym i mamy nadzieje, ze wielu sposród Was przyczyni sie do lepszego poznania zjawisk
dotyczacych materii i bedzie dazyc na przyklad do ustalenia nowego wzorcajednostki masy­
kilograma. Rozwój nauki nic znosi przestojów. Musimy o 1ym pamietac przystepujac do
pomiarów i nowych badan.
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Wykaz zmian jednostek miar stosowanych w elektrotechnice i elektronice

I Dotychczas stosowana jednostka miary I Nowa jednostka miary w ukladzie SI I Relacja pomiedzy

pol Wielkosc

I . jednostka stosowana

Nazwa
I OznaczenieNazwa I Ozna-dotychczas a jednostka

I

czenieukladu SI
I

1.
Natezenie kilowolt na milimetrkV/mmmegawolt na metrMV/m1 kV/mm ,",1 MV/m

pola elektrycznego miliwolt na centymetr
mY/cmwolt na metr V/m1 mY/cm = 10-1 V/m

20

Natezenie erstedOeamper na metrA/m1
1 Oe = - o103 A/mpola magnetycznego

4n

30

Sila gilbertGbamper A1
1 Gb = - °10Amagnetomotoryczna

41t

I

7,95775 A o10-1 A

40

Indukcja gausGsmilitesla mT1 Gs = 10-1 mT

magnetyczna
weber na centymetrWb/cm2kilotesla kT1 Wb/cm2 = 10 kT

50
kwadratowy

60

Strumien makswelMxnanoweber nWb1 Mx = 10nWb

70

magnetyczny

woltogodzina
Vohkiloweber kWb1 VOh = 3,6 kWb- 80 Opór elektryczny omocentymetrf}. cmmili omometr mf}'m1f}°cm=lOmf}°m

wlasciwy
I om razy milimetr

f} omm2/mmikroomometr Ilf} om1 f}. mm2/m = 1 Ilf} om
kwadratowy na metr

-
l simens na centymetr

---
9. Przewodnosc S/cmkilosimens na metrkS/m1 S/cm = 10-1 kS/m

elektryczna wlasciwa 10.
metr na omm/(f}o mm2)megasimens na metrMS/m1 m/(f} omm2) = 1 MS/m

i milimetr kwadratowy 11.

Energia, prac~ watosekundaW'sdzul J1Wos=lJ
(czynna)

12.

Poziom bezwzgledny neperNpdecybel dBl Np = 8,685890 dB
mocy elektrycznej

130

Luminancja nitl ntkandela na metrcd/m21 nt = 1 cd/m2
kwadratowy14.

stilbsbkilokandela na metrkcd/m21 sb = 1 cd/m2
kwadratowy15.

apostilbbrakkandela na metrcd/m21
1 apostilb = - cd/m2kwadratowy

n

16.

lambertbrakkilokandela na metrkcd/m21
l lambert = - x. kwadratowy n

x 10 kcd/m2
- 17. Natezenie oswietlenia

I fot
phkiloluks klx1ph=1,0'10klxL

Zasady wyrazania dziesietnych wielokrotnosciipod wielokrotnosci jednostek miar
Dziesietne wielokrotnosci i podwielokrotnoscijednostek miar
mozna wyrazac przez dolaczenie (odpowiednio) do nazwy lub
oznaczenjednostek miar przedrostków lub ich oznaczen
wyrazajacych mnozniki dziesietne. Zestawienie tych przedrostków
i oznaczen podane jest obok.

Jedynym wyjatkiem jest tworzenie dziesietnych wielokrotnosci
i podwielokrotnosci kilograma, które wyraza sie przez dolaczenie
przedrostków (oznaczen) do slowa gram (oznaczenie - g).

Przedroslek
Oznacze-

Mnozniknie

eksa

E10"= I 000 000 000 ooa 000 000
peta

P1015= 1 000 000 000 000 000
tera

T1()12= 1 000 000 000 000

giga

G10'= 1 000 000 000

mega

M10'= 1000000
kilo

k103= 1000
hekto

h103= 100
deka

dalO'= 10

decy

d10-1 = 0,1

centy

c10-3 = 0,01

mili

m10-3 = 0,001

mikro
p10-' = 0,000001

nano

n10-' = 0,000 000 001

piko

p10-13 = 0,000000000 001

femto
f10-15 = 0,000 000 000 000 001

atlo

a10- Il = 0,000000 000 000 000 001
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