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Prof. dr Marek KUCZMA

Pole prostokata o bokach a i b wyraza sig¢ wzorem: P = a- b. Dlaczego? Czy wzor
ten zostal nam narzucony przez autoréw podrecznikow i zalezy wylacznie od ich
wyboru? Czy tez moze jest on konieczno$cia i nie ma innej mozliwosci; innymi
stowy, moze moZna go udowodnic¢?

Aby méc na te pytania odpowiedzie¢, musimy wpierw dobrze zda¢ sobie spraweg
z tego, czym wiasciwie jest pole prostokgta. MozZemy powiedzie¢, Ze jest to miara
wielko$ci prostokata. Zauwazmy jednak, Ze zdanie to nie jest bynajmniej definicja,
gdyz zastgpuje tylko jedno niesprecyzowane pojecie (pole) przez inne (miara
wielkos$ci). Niemniej pozwala ono odwota¢ si¢ do intuicji geometrycznej. Jakiez
zatem wlasno$ci powinna mie¢ taka miara wielkosci prostokata? Intuicja
geometryczna sugeruje nam, Ze powinna ona speinia¢ nast¢pujace trzy warunki:

A. Kazdy prostokat ma jednoznacznie okreslone pole, ktére wyraza si¢ liczba
rzeczywista nieujemng.

B. Przystajace prostokaty majg rowne pola.

C. Jezeli prostokat podzielimy na dwie czgéci odcinkiem réwnoleglym do
ktéregokolwiek z bokdw, to suma pél powstaltych w ten sposéb dwéch
prostokatéw jest réwna polu wyjéciowego prostokata.

Zanim posuniemy si¢ dalej w naszych rozwazaniach, trzeba jasno stwierdzié,
Zze powyZsze postulaty, aczkolwiek dyktowane intuicja geometryczng, nie sg
bynajmniej konieczne i w znacznym stopniu przyjgcie ich zalezy od naszej woli.

Zgadzamy sig, Ze miara powinna byé¢ liczba nieujemng, ale sg przeciez wielkosci
(np. temperatura, czas), ktorych miar¢ wyrazamy w liczbach wzglednych.

Dwa przystajace prostokatne poletka gruntu moga mieé réZng ceng¢ (a ceng wszak
tez moZzemy uwazaé za pewna miar¢) w zaleZnoéci od polozenia, gleby itp.

Wreszcie np. dwie pigciodekowe paczki kawy kosztuja wigcej niz jedna paczka
dziesigciodekowa. Tak wigc w pewnych okoliczno$ciach miara nie musi spelniac¢
zadnego ze sformulowanych powyzej postulatéw A, B, C. W przypadku pola
prostokata wydajq si¢g nam one rozsgdne i zgodne z nasza intuich, zatem jeste$my
gotowi przyjac je bez zastrzezen. Zalezy to jednakZe od naszej woli, od naszego
wyboru.

Zgodzmy sie zatem, Ze przyjmujemy postulaty A, B, C i postarajmy si¢ teraz
przettumaczy¢ je na jezyk matematyczny. PoniewaZ prostokaty o bokach odpowiednio
rownych sa przystajace wigc z postulatéw A i B wynika, Ze pole prostokata zalezy
wylacznie od jego bokéw (czy tez, dokladniej, od dlugoéci jego bokow)

Scislej méwigc, pole to jest funkc_]g P = P(a, b), okreslong w pierwszej ¢wiartce
ukladu wspdlrzednych i przyjmujaca wartosci w zbiorze ( 0, + 0):

4] P: {0, +0)x {0, +o) = (0, 4 w).
=2
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August Louis Cauchy (1789—1857), matematyk
francuski. Twérca wspdlczesnego, icislego
wykladu analizy matematycznej. Zajmowal
si¢ wszystkimi niemal éwczesnie rozwijanymj
dzialami matematyki, szczegdlnie za$ analiza
matematyczng, teorig funkcji zespolonych

i rownaniami rézniczkowymi, gdzie uzyskal
szereg bardzo wainych rezultatow.
(Ciekawostka: pierwszy podal poprawny
dowdd wzoru Taylora). Zajmowal sie réwniez
mechanikgy, astronomia i optyka.

Najistotniejsze informacje zawiera jednak postulat C. Dokonujac opisanych
podzialéw (patrz rysunek) widzimy, e funkcja P musi spelnia¢ nastgpujgce

dwa zwigzki:

2 P(a,+a,, b) = P(a,, b)+ P(a,, b),

3) P(a,b,+b,) = P(a, by)+P(a, b,).

Zwigzki (2) 1 (3) musza byé prawdziwe dla wszelkich nieujemnych a, b, a,, a;,
b,, b,; sa zatem tozsamoéciami. Nasze zadanie mozna wiec sformutowac nastgpujaco:
znalez¢ funkcje (1), dla ktdrej zwiazki (2) i (3) sg spelnione tozsamosciowo
wzgledem wszystkich wystepujacych tam zmiennych.

Tego typu zadania, w ktorych problem polega na wyznaczeniu niewiadomej funkcji
na podstawie zadanej tozsamodci, ktérg funkcja ta ma spelniaé, nosza nazwe
réwnan funkcyjnych.

Zwigzki (2) i (3) sa wilasnie przykladarm rownan funkcwnych Zostawmy na chwilg
problem wzoru na pole prostokqta i zajmijmy si¢ rownaniami funkcyjnymi. Jednym
z najwazniejszych réwnan funkcyjnych jest réwnanie Cauchy’ego

@ Sx+y) = ) +/).

Postarajmy si¢ wyznaczy¢ funkcje f: (0, +0) = €0, +o0) (tj. funkcje o warto-
§ciach nieujemnych, okreslona dla nieujemnych warto$ci zmiennej niezaleznej)
spelniajaca zwiazek (4) dla wszystkich nieujemnych x, y. W szczegélnoéci (4) ma

zachodzié¢ dla x =y = 0.

Zastepujac w (4) x i y przez zero otrzymamy f(0) = 2f(0), skad wynika, ze
5) f®=o0.

Przez indukcj¢ tatwo udowodnié, ze

(6) f(nx) = nf(x)

dla wszelkich x nieujemnych i wszelkich n calkowitych nieujemnych. Istotnie,
dla n = 0 prawdziwo$¢ zwiazku (6) wynika z (5). Zakladajgc, ze zachodzi dla
pewnego calkowitego n = k = 0 i dla wszelkich x = 0, mamy dla » = k+1

i dowolnego x = 0:

flk+1)x) = flx+kx) = f(x)+f(kx) = f(x) +kf(x) = (k+Df(x),

gdzie po drodze wykorzystaliSmy wlasno$é¢ (4) dla y = kx. Tak wigc zwigzek (6)
zostal udowodniony.

Pokazemy z kolei, ze zwiazek (6) pozostaje rowniez stuszny dla n wymiernych
nieujemnych. Wezmy dowolne liczby catkowite p = 0, ¢ > 0 oraz dowolna liczbg
rzeczywista x = 0. Mamy na podstawie (6):

) = f(px) = f( wx) = qf( ) skad  f (% x) = 1.
Innymi stowy, funkcja f spetnia zwigzek
Q) f(rx) = rf(x)
dla wszelkich nieujemnych x rzeczywistych i r wymiernych.
Kladac w (7) w szczegdlnosci x = 1 i oznaczajac f(1) = ¢, otrzymujemy
®) fr)=cr
dla wszelkich nieujemnych r wymiernych.

Udowodnimy teraz, ze zwiazek (8) zachodzi nie tylko dla r wymiernych, ale dla
dowolnych r rzeczywistych nieujemnych. W tym celu utwdérzmy nowa funkcje

®) g(x) = f(x)—cx,

gdzie, jak wyzej, ¢ = f(1).
Uwzgledniajac fakt, ze funkcja f spelnia rownanie (4) w szczegdlnosei dla y = 1,
oirzymamy

gx+1) = f(x+1)—c(x+1) = fix)+f(1)—cx—c = f(x)—cx = g(x) gdyz f(1) = ¢.
g(x).

QOznacza to, Ze funkcja g jest okresowa, o okiesie 1@ g(x+1) =

okl
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Mamy

AM 5 MP ; BM =t MQ

AB BC AB AC
skad

AM?2-BC? = MP?- AB?

i BM?2-AC? = MQ?*- AB2,
Dodajgc stronami te réwnosci otrzymujemy
AM?2-BC2+BM2- AC? = (MP2+ MQ?) - AB?,
a poniewaz MP3 4+ MQ? PQ? CM?, wigc
otrzymujemy stad zadang rownoséé

Poniewaz wartosci funkcji /' sa nieujemne, a warto$¢ wyraZenia cx dla x € €0, 1)
nie przekracza ¢, wigc z (9) widzimy, Ze funkcja g spelnia warunek

(10) gx)= —c dla xe0,1).
Z okresowosci za$ wynika, ze nieréwno$¢ (10) jest stuszna dla wszystkich x > 0.

WeZmy teraz dowolne x € (0, 1). Na podstawie wzoru (9) oraz réwnania
(4), gdzie przyjmiemy y = 1 —x, mamy

g(x)+g(1—x) = f(x)—ex+f(1 —x)—c(1 -

(11) g(x)+g(l—x) =0,

Chcemy pokazac, ze funkcja g jest identycznie rowna zeru. Gdyby w jakim§ punkcie
x € <0, I warto$¢ funkcji g byla rézna od zera, to jak wynika ze zwigzku (11)
dokladnie jedna z wartosci g(x) i g(1 —x) bylaby ujemna. Niech x, bedzie takim
punktem przedziatu <0, 1), ze g(x,) < 0. Na podstawie (6) mamy dla dowolnych n
naturalnych

= f(1)—c = 0, tj.

g(nxo) = f(nxo) —cnxo = nf(xo) —ncxe = n[f(xo) —exo] = ng(x,).
Zatem dla dostatecznie duzego n naturalnego bedziemy mieli g(nx,) < —c, co jest
sprzeczne z (10). Funkcja g musi wiec by¢ tozsamosciowo réowna zeru, w przedziale
<0, 1>, a wobec okresowosci musi byé ona tozsamo$ciowo réwna zeru w calym
przedziale <0, + o). Oznacza to (por. (9)), ze

(12)

Tym samym wyznaczyliémy funkcje f, a wigc rozwigzaliémy réwnanie (4).

S(x) = ex dla wszystkich x €0, ).

Mozemy obecnie rozwigza¢ réwnania (2) i (3). Ustalajgc na chwile w (2) zmienng b
i piszgc f(x) = P(x, b) widzimy, ze funkcja f spelnia réwnanie (4). Musi by¢ zatem
postaci (12), gdzie wspdlczynnik ¢ moze jednak zaleze¢ od ustalonej chwilowo
wartosci zmiennej b:

(13) P(a, b) = c(b)a.

Jezeli teraz podstawimy wzor (13) do réwnania (3) i przyjmiemy, ze @ = 1, to
otrzymamy c(b, +b,) = ¢(b;)+c(b;), co oznacza, ze funkcja ¢ réwniez spelnia
rownanie (4). (Nie jest istotne czy zmienne niezalezne oznaczymy przez X, y, Czy
przez b, b,). Musi byé zatem c(b) = cb, gdzie wspSlczynnik ¢ jest juz teraz staly.
Podstawiajac znaleziona postaé¢ funkcji ¢ do wzoru (13) otrzymamy

(14) P(a, b) = cab.

Co robi we wzorze (14) wspolezynnik ¢? Jest on zwigzany z jednostka pomiaru
pola. Jesli uméwimy sig, ze kwadrat o boku 1 ma pole jednostkowe, to wowczas
= 1. Jedli jednak np. boki prostokata mierzy¢ bedziemy w metrach, pole zas
w centymetrach kwadratowych, to ¢ = 10000. Tak wigc nasze rozumowanie dalo
nam na pole prostokata wzor (14), ogélniejszy, niz klasyczny wzor P = ab, bo

uwzgledniajacy jednostki pomiaru.

Zarazem otrzymaliSmy odpowiedZ na pytania postawione na poczatku artykutu.
O ile przyjmiemy postulaty A, B, C, to wzor (14) jest jedynym mozliwym wzorem
na pole prostokata. Przyjecie tych postulatéw, aczkolwiek dobrze umotywowane
intuicja geometryczna, zalezy jednak od naszej woli.

Wréémy teraz zndw do réwnania (4), ale zalézmy tym razem, ze funkcja niewiadoma

fiest typu f:(— o0, + ) = (=00, + ©). Mozemy wowczas potozyé w (4) y = —x
ibiorgc pod uwage zwigzek (5) otrzymamy
(15) A—x) = —f(x),

co oznacza, Ze f jest funkc;q meparzystq Poniewaz przy wyprowadzaniu zwigzku
(7) nie korzystaliSmy z nieujemnoéci ani x, ani f, wiec zwiazek ten jest stuszny

i w obecnym przypadku, a z (15) wynika, Ze (7) zachodzi dla wszystkich x
rzeczywistych i r wymiernych. Dalszego rozumowania, prowadzgcego do wzoru
(12), nie da si¢ jednak powtdrzy¢, gdyz korzystalo ono w bardzo istotny sposéb

z zalozenia o nieujemnosci funkcji f. Jezeli zalozymy dodatkowo, ze f jest funkcja
ciggla lub monotoniczng, to ze wzoru (8) (waznego teraz dla dowolnych
wymiernych r) wyniknie wzér (12) (wazny dla dowolnych rzeczywistych x). Jeli
jednak nie zalozymy o funkcji nic wigcej ponadto, ze speinia ona réwnanie (4),

to czy moze mie¢ ona inng postaé niz (12)?

- §



Georg Hamel (1877—1954), dzialal w Berlinie.

1 ak - Pytanie to nurtowalo matematykéw przez wiele lat, a odpowiedz
Autor waiznych prac z mechaniki teoretycznej

ek ke vallat sOamlis i okaz_a%g. si¢ zupelnie nieoczekiwapa: zalezy ona od tego, jakq_ matematyke
w teori¢ réwnan réiniczkowych zwyczainych  Przyjmiemy. Gdyz matematyka jest systemem dedukcyjnym i zalezy od
i teorig funkeji. przyjetego uktadu aksjomatéw. Tak, jak mozemy mieé rézne geometrie

(geometria euklidesowa i rézne geometrie nieeuklidesowe), tak tez mozemy mie¢
rozne matematyki. Jezeli do uktadu aksjomatow, na ktérych oprzemy nasza
matematyke, wiaczymy tzw. pewnik wyboru, to — jak pokazal w 1905 roku
matematyk niemiecki G. Hamel — réwnanie (4) ma réwniez rozwiazania nie
wyrazajace si¢ wzorem (12). Istnieja jednak matematyki, w ktérych funkcje (12)
4 jedynymi rozwiazaniami réwnania (4).

Rozwiazania réwnania (4), rézne od funkcji (12), sa bardzo nieregularne i maja
bardzo osobliwe wiasnosci. Nie sg one ograniczone ani z géry, ani z dotu na zadnym
przedziale, ich wykresy sa geste na plaszczyZznie i nie dadza si¢ one zapisaé
efektywnym wzorem. W dalszym ciagu nie bedziemy si¢ nimi zajmowali.

Jak widzieliSmy, w klasie funkcji ciaglych jedynymi funkcjami, ktére maja wlasnosé
(4), sa funkcje liniowe jednorodne (12); sa one przez te wiasnos¢ (tzw. addytywno$cé)
jednoznacznie scharakteryzowane. Kazda wlasnos¢ wyrazona przez réwnanie

funkcyjne charakteryzuje pewne funkcje (mianowicie — rozwiazania tego réwnania).

Np. funkcje logarytmiczne,
L(x) = log,x, spelniaja wazna zaleZno$¢
(16) L(xy) = L(x)+ L(y).

Inaczej méwiac, zamieniaja one mnozenie na dodawanie, co ma ogromne znaczenie
praktyczne. Czy istnieja jeszcze inne funkcje o tej wlasnosci?

Zwigzek (16) mozna traktowaé jako réwnanie funkcyjne na funkcje L:(0, + o0) —
— (—o0, + ). Dokonajmy zmiany zmiennych kladac f(x) = L(e¥). Wowczas
S(x+y) = L(e**) = L(e"”) = L(e")+ L(e") = f(x)+f(»), 1. funkcja

fi(—o0, + ) = (—o0, + ©) spetnia réwnanie Cauchy’ego (4). Jezeli funkcja L jest
ciggla lub monotoniczna, to funkcja f réwniez jest ciagla lub monotoniczna i, jak
widzieliémy, musi by¢ postaci f(x) = cx. Wracajac do starych zmiennych, otrzymamy
stad L(x) = log,x, gdzie a = e/, Tak wiec funkcje logarytmiczne sg jedynymi
funkcjami o wiasnosci (16), jesli ograniczymy si¢ do klasy funkgcji ciagtych lub

klasy funkcji monotonicznych. Jezeli jednak dopuscimy funkcje analogiczne do
hamelowskich rozwiazan réwnania Cauchy’ego, to w matematyce opartej na
pewniku wyboru istniejg jeszcze inne funkcje spelniajace zwiazek (16), ale ze
wzgledu na swoje osobliwe wlasnoéci nie maja one znaczenia praktycznego.

Podobnie przedstawia si¢ sprawa z funkcja wykladnicza

A(x) = a*.
Wzér a**? = a*a’, ktéremu odpowiada réwnanie
(17) A(x+y) = AX)A®),

okazuje si¢ charakterystyczng wilasnoscig tych funkcji. Wzér (17) uogélnia znana
wlasnos$¢ poteg o wyktadnikach naturalnych. Jesli chcemy zdefiniowaé potege

dla dowolnych wyktadnikéw rzeczywistych tak, aby zachowana byta wlasnos¢ (17)
i aby warto$¢ potegi zmieniala si¢ monotonicznie ze zmiana wyktadnika, mozemy
to zrobi¢ w jeden tylko sposéb. (Sprawdzenie tego pozostawiam Czytelnikowi).

Funkcje trygonometryczne

S(x) = sinex oraz C(x) = coscx

;ﬁ (gdzie ¢ jest dowolnie ustalona stalg) spelniajg zwiazki
Rozwigzanic zadania M 110, Zauwazmy, Ze (18) S(x+y) = SX)CH+Cx) Sy,
(19) Clx+y) = CE)CO)—~SH)SG),
@ = Wt < wesn ~ (20) S(x—y) = S C) - C(x)S),
- "k_ ; 4('11- = (21) C(x—y) = C(x)C(»)+S(x)S(y).
Wynika stad, ze Zadne z powyzszych réwnan nie charakteryzuje funkcji S i C w klasie funkcji

(R ! el ciaglych. Najblizsze tego jest réwnanie (21); poza funkcjami trygonometrycznymi

¥ T @t D@’ T jedynymi funkcjami ciaglymi, ktdre spelniaja to réwnanie, sa funkcje stale C(x) = ¢
< : - ; i ; = :2 oo ¥ 4{“'_ T iSx) =+ ]/c(l —c¢). Tak wigc rownanie (21) charakteryzuje funkcje S(x) = sincx
e : : i , 1 C(x) = cosex w klasie funkcji ciggtych i niestatych. (Zwréémy tu uwage na

an T 4n 4+ T 4 4+ ~ 4 interesujacy fakt, Ze jedno réwnanie pozwala wyznaczyé dwie funkcje niewiadome!)



Y

Zadne z pozostatych réwnai — (18), (19), (20) nie ma tej wlasnoéci. Np.
rozwigzaniem réwnania (20) jest tez para funkcji

SE) = 5 [ e, C() =+l e,

(tzw. sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny), jak réwniez para funkcji liniowych
S(x) = gx, C(x)=1+px,

gdzie p i g sa zupelnie dowolnymi statymi.
Nawet dwa réwnania (18) i (19) razem nie charakteryzuja funkcji
trygonometrycznych. Ich rozwiazanie w klasie funkgcji ciagltych ma postaé

S(x) = e”sincx, C(x) = e®*coscx,

gdzie stale a i ¢ moga by¢ dowolne. Funkcje trygonometryczne otrzymamy,
przyjmujgc warto$é parametru a jako zero.

Oczywiscie istnieje duzo innych réwnan funkcyjnych, postacia i wlasnoéciami
nieraz bardzo réZniacych si¢ od podanych tutaj przyktadéw. Niektére typy réwnan
funkcyjnych, jak np. réwnania rézniczkowe czy catkowe, wyodrebnily si¢ dzis

w osobne dyscypliny matematyczne. Obecnie pod nazwa ,,réwnania funkcyjne”
rozumie si¢ takie réwnania funkcyjne, w ktérych nie wystgpuja pochodne ani
calki. Nawet po tym ograniczeniu, bogactwo i rozmaito$¢ réznych rodzajéw

i typéw réwnan funkcyjnych sa ogromne. Jesli dodamy ponadto, Ze réwnania
funkcyjne pojawiaja si¢ w niemal wszystkich dziedzinach matematyki, stanie sie
jasne, Ze stanowig one fascynujacy przedmiot badan naukowych. Wéréd pionieréw
tych badan znajduja si¢ réwniez najwybitniejsi matematycy polscy, jak

Waclaw Sierpinski czy Stefan Banach. A dzisiaj w badaniach nad réwnaniami
funkcyjnymi matematycy polscy odgrywaja czolowa role na §wiecie.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 109. Na plaszczyZnie dany jest zbiér n punktéw (n = 2), przy czym odlegloéé dowolnych
dwoch punktéw tego zbioru jest nie wigksza od 1. Udowodnié, ze zbidr ten jest zawarty w pewnym
kwadracie o boku diugosci 1.

Rozwigzanie na str. 10

M 110. Udowodni¢, ze jezeli n jest liczba naturalna, to

1 1 1 1
3—2+?2"+ +a—+-ﬁ < i
Rozwiazanie na str. 5
M 111. Udowodni¢, ze jezeli M jest punktem wewnetrznym przeciwprostokatnej 4B trojkata
prostokatnego ABC, to
AM?*- BC*+ BM?*- AC* = CM?* - AB*.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr hab. Andrzej SZYMACHA

F37. Na plytke plaskoréwnolegla, ktérej wspolczynnik zalamania n zmienia si¢ wedlug wzoru
Ng e 1 ,2

L,
& e

R 13 [em]
pada w punkcie A(0, 0), prostopadle do plytki, promien éwiatla. Promieni opuszcza plytke

w punkcie B(/, ) pod katem « = 30° (patrz rysunek). Wyznaczy¢ grubos¢ plytki 4 oraz
odleglos¢ / punktu B od osi y. Po jakim torze porusza si¢ promien wewnatrz plytki?
Rozwigzanie na str. 11
(zadanie z VII Migdzynarodowej Olimpiady Fizycznej, autor dr hab. A. Szymacha)

&

n(x) =

1-—-
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O zagadkach wzlotu balonu wierszy kilka...

Dr hab. Eukasz A. TURSKI

Kilka lat temu ,,Physics Today” zamiescito artykul pt. ,,Zmeczyly cie bieguny
Reggego, strefy Brillouina itp. — sprébuj tego™. Tym ,,czym$”™ byla teoria

i praktyka roweru nie nadajgcego si¢ zupelnie do jazdy. W niniejszym artykule
chciatbym zaja¢ si¢ nie tyle fizyka ,,nieujezdzalnego’ roweru, ile, chyba réwnie
pasjonujacym zagadnieniem teoretycznego ,,baloniarstwa”, a mianowicie tym,
jakie jest przyspieszenie, z ktorym startuja balony. Oczywiscie wiemy, Zze ruchem
balonéw, tak jak i ich zwycigskich konkurentow — aeroplanow, rzadza prawa
mechaniki osrodkow ciggltych (MOC) i ze ta dyscyplina wiedzy to archaizm
zupeinie nic nie majgcy wspolnego ze wspolczesna fizyka. Ten, niestety, dosé
powszechny wérdd fizykow poglad jest catkowicie mylny i, jak zobaczymy, nasze
zagadnienie balonowe doprowadzi nas do pojecia szeroko stosowanego we
wspolczesnej fizyce np. w teorii ciala stalego, a mianowicie — pojecia masy
efektywnej. Tyle, ze w MOC-y pojecie to znane bylo od poczatkéw ubieglego
stulecia.

Hydrodynamika i aerodynamika, dwa podstawowe dzialy MOC-y, sa bardzo
trudnymi dzialami ludzkiej ciekawosci i, co tu ukrywaé, do dzi$ borykaja sie

z wielu fundamentalnymi klopotami. Ot, chociazby tym, Ze pomimo zastosowania
Bog wie jakich metod matematycznych do dzi$ nie udalo si¢ udowodnié ogdlnego
twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan réwnania Naviera-Stokesa —
podstawowego rownania opisujacego dynamike cieczy lepkiej. Ba, c6Z mowié

o rownaniu Naviera-Stokesa, jezeli do dzi§ nie wiadomo, co bylo przyczyna krew
w zylach mrozgcej historii szyb okiennych w superwiezowcu kompanii
ubezpieczeniowej Johna Hancocka. (Podobna historia, acz na mniejsza skalg,
wydarzyta si¢ oknom Klubu MPiK w domu towarowym Junior w Warszawie

i, by¢ moze, co starsi Czytelnicy ,,Delty’”” widzieli ,,to to’” na wlasne oczy). Otoz,
kiedy ten superwiezowiec, (IV str. okl.), ulokowany w centrum Bostonu, zostal szczelnie
zamknigty i ruszyla jego super-klimatyzacja, to nagle, pod wplywem wiejacych
znad oceanu wiatréw cudowne, zielono-niebieskie przeciwstoneczne szyby okienne
zaczely wyskakiwaé z ram i z cichym §wistem spada¢ w dét na miasto (szyby byly
porzadnie ,,okitowane’’). Dobry Bog Towarzystw Ubezpieczeniowych czuwal

i, o ile wiem, nikt nie zostal zgilotynowany przez te fruwajace kawaty szkla.
Puste oczodoly okien zabijano dyktg az do momentu, gdy do akcji wkroczyta...
straz pozarna — bo przecie tyle dykty stanowi istotne zagroZenie poZarowe.

W tunelu aerodynamicznym, nalezacym do stawnej bostonskiej uczelni MIT
(Massachusetts Institute of Technology) zbudowano nielichym naktadem kosztéw,
acz ku uciesze spragnionych kontraktéw badawczych uczonych, model budynku

i calej otaczajacej go dzielnicy. Nikt nie wie, ile pienigdzy wydano na symulacje
numeryczne (na maszynach cyfrowych MIT) przeptywow aerodynamicznych
powietrza wokodt wiezowca itp, aZ w koricu zaufano majstrom 1 zamontowano
znacznie grubsze szyby. Dlaczego teraz nie wypadaja?

Ba, kto to wie? MOC kryje w sobie wiele ciekawych i zaskakujacych historii,

jak wiasnie ta o balonach.

Zacznijmy od dwu zadan. Zadanie pierwsze podstawowe:

Wyobrazmy sobie balon kulisty, ktorego calkowita masa réwna jest 1/10 masy
wypartego powietrza. Pytanie: jakie jest przyspieszenie tegoz balonu w momencie
startu?

Drugie zadanie (bardziej ,,naukowa’ wersja pierwszego):

Wyobrazmy sobie wielkie akwarium wypeinione woda, wewnatrz akwarium
umieszczamy kulg wykonang z niewazkiego materiatu i pomijamy zupelnie
wystgpowanie sit cigzkoséci. Calemu akwarium nadajemy przyspieszenie a wzgledem
laboratoryjnego uktadu odniesienia. Pytanie: ile wynosi przyspieszenie kuli
wzgledem laboratorium? (Doswiadczenie tego typu — jak powyisze zadanie —
zostalto przeprowadzone przez wybitnego matematyka Birkhoffa i Caywooda;
badano w nim ruch niewielkich pecherzykéw powietrza w wodzie).

Czytelnikow zachecam do proby rozwigzania tych zadan bez czytania dalszej
czeéci artykutu i do nadestania rozwigzan do redakcji. Sposréd autorow
najoryginalniejszych rozwiazan rozlosujemy kilka nagréd w postaci $wiezej wody
do akwarium.
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Jak przystapiliby§my do rozwiazania pierwszego zadania? Oczywiscie, najpierw
trzeba obliczy¢ site dzialajaca na balon: wynosi ona, zgodnie z prawem
Archimedesa, Fy = 9Mbg, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Co dale_]'? Trzeba
wstawié sile Fy do réwnania ruchu, a to, zgodnie z prawem Newtona, powinno
mieé postaé: M, - a = Fy, gdzie M, jest masa balonu. Korzystajac z warunkéw
zadania otrzymujemy: a = 9g. Poniewaz wiemy, ze piloci balonéw nie przyjmuja
przed startem pozycji horyzontalnej ani tez nie nosza specjalnych
przeciwprzecigzeniowych strojow jak kosmonauci, to co$ jest niedobrze z naszym
rozwigzaniem. Nim powiem co — cofnijmy si¢ wstecz w czasie, do korica

XVIII wieku. Uczeni w owym czasie pasjonowali sie doktadnym wyznaczaniem
warto$ci przyspieszenia ziemskiego g. Praktycznym zagadnieniem bedacym
partnerem tego ,,problemu poznawczego’’ bylo dokladne wyznaczanie okresu
drgan wahadet uzywanych w precyzyjnych chronometrach. W 1776 roku Du Buat
przeprowadzil pomiary okresu drgan wahadta zbudowanego z ,,niewazkiej”” nici
zakonczonej sferycznym cigzarkiem zrobionym z materialu o ggstoéci o i pelnej
masie M = 4/3 aR%g, gdzie R jest promieniem cigzarka. Du Buat stwierdzit
istotne odchylenia okreséw drgan od przewidywanych teoretycznie; zauwazyt
‘przy tym, ze jest w stanie dopasowaé swoje wyniki do teorii, jezeli zalozy,

ze cigzarek wahadla ma mase nieco wieksza niz M, co wiecej, ten dodatek

do masy zdawal sie zaleze¢ od tego czy wahadlo poruszalo si¢ w powietrzu,

czy w innym gazie. Pominmy fakt, ze w opisie ruchu wahadta nalezy uwzglednic¢
tarcie zawieszenia, wage nici itp. i zajmijmy si¢ teorig do§wiadczenia Du Buat’a.
Jak wiemy, réwnanie ruchu wahadta ma postac:

MI@ = Mgsin®,

gdzie O jest katem wychylenia wahadta, / — diugoscig, a M — masa,
a dwie kropki oznaczaja drugg pochodng wzgledem czasu.
Dla matlych katéw @ okres drgan wahadla dany jest znanym wzorem T2 = 4n?l/g.
Poniewaz ruch wahadla odbywa si¢ w powietrzu, nalezy uwzglednic sil¢ wyporu
dzialajaca na ciezarek wahadla. Prowadzi to do zmiany réwnania ruchu
polegajacej na pomnozeniu prawej strony przez wspélczynnik (1 —p'/p), gdzie
o’ jest gestoscig powietrza. W 1832 roku Baily przeprowadzil pomiar wplywu tej
poprawki na okres drgan wahadta i stwierdzil, Ze teoretyczna réznica okresow
(rzgdu 5 minut na dzien) nie wystarcza do uzyskania dobrej zgodnosci
z doswiadczeniem. W tej sytuacji na aren¢ wkroczyli teoretycy i w 1833 roku
Green (tenze Green od twierdzen catkowych Greena, Ostrogradzkiego, Gaussa,
Stokesa i innych) wykazal, ze w rownaniu ruchu wahadla nalezy wprowadzi¢
jeszcze jedna poprawke polegajaca na zastapieniu masy wahadla M po lewej

*

stronie rownania ruchu przez mase M, ktora nazwal masa wirtualna.
Uwzglednienie tej zmlany prowadzi do wydluZenia okresu drgan wahadla

T
t kul: 1 L
w stosunku '/ + M

Teoria Greena dawala wzor na masg wirtualng w postaci:

ﬂ.a‘=M+k9'V,

gdzie V jest objetoscia cigzarka, a k pewna liczba, zalezna od

ksztaltu cigzarka. Poréwnywanie okresow drgan wahadla z przewidywaniami
teoretycznymi sprowadza si¢ wigc do porownywania do$wiadczalnej wartosci
wspdlczynnika k z teoretycznymi. Z doS§wiadczenn Du Buata dla sferycznego
cigzarka uzyskano wynik: k = 0,45+0,67. Nie jest to wynik zgodny

z przewidywaniem teoretycznym: k = 1/2. Prosz¢ pamigtaé, Zze w czasach,

o ktérych mowa, doktadnos¢ doswiadczen mechanicznych byta niewiele mniejsza
niz dzisiaj. Analiza wynikow doswiadczen, o ktérych méwimy, nasunela Stokes’owi
pomyst, Ze co$ jeszcze jest pominigte przy analizie wplywu osrodka na ruch
wahadla. Wlasnie w ten sposéb odkry! on swoje prawo wigzace lepkosé

z dodatkowa silg dzialajacg na cialo poruszajgce si¢ w ptynie. Zauwazamy, Ze juz
w poczatkach XIX wieku fizycy byli gotowi ,,psychicznie’ do postuzenia sie,

w opisie ruchu czastki w osrodku, trickiem polegajacym na tym, Ze cze$¢ wplywu
osrodka na ruch czastki zastgpuje si¢ przez wprowadzenie ,,fikcyjnej”” czastki
poruszajacej si¢ pod wplywem takiej samej sily, ale majgcej inng mase.

W dzisiejszej fizyce taka zmieniong mas¢ nazywamy masa efektywna i pojecie

to powszechnie stosujemy np. w fizyce ciala stalego, gdzie badajac ruch elektronu
w krysztale poiprzewodnikowym, zastgpuje si¢ mas¢ elektronu m przez mase
efektywna i, ktéra dla wielu materialéw moze byé mniejsza niz masa elektronu
w prozni.




<y

Jak wyjasni¢ te koniecznos¢ zastapienia masy cigzarka wahadta, masy balonu itp.
przez masg efektywna? Kazdy z Czytelnikéw na pewno trzymat kiedy§ w reku
wiosto. Otoz tatwo sobie przypomnie¢, Ze na to, aby wykona¢ pelne pociagniecic
wiostem bez zanurzania piéra w wodzie, trzeba do rekojesci wiosta przylozyé
mniejszg sil¢ niz wtedy, gdy wiosto zanurzamy w wodzie. Wyobrazmy sobie
sytuacje, Ze nie wiemy czy wiosto zostalo zanurzone w wodzie, czy nie; wiemy
tylko, ze musimy wykona¢ pociggnigcie wioslem z okre$lona predkoscig. Otéz —
raz ,;opor” wiosta na nadanie mu tej samej predkosci bedzie wiekszy (wiosto

w wodzie) niz za drugim razem (wiosto w powietrzu).

W pierwszym przypadku wiosto jest ,,cigZsze’” tj. wiosto o odpowiednio wigkszej
masie, poruszajgce si¢ w powietrzu stawia¢ bedzie nam taki sam ,,opér’” jak
,,prawdziwe”, poruszajace si¢ w wodzie. Powyzszy przyktad zawiera podstawowa
ideg fizyczna, lezaca u podstaw zrozumienia pojg¢cia masy efektywnej. Powstaje
pytanie, jak obliczy¢ t¢ ,,dodatkowa™ masg¢ potrzebna w naszym ,,suchym’” opisie
,,;mokrego”” wiostowania? Dla wiosta problem ten jest niebywale skomplikowany.
Oprocz dos¢ wstretnego ksztaltu wiosta, wykluczajacego jakiekolwiek rachunki
analityczne, przy opisie ruchu wiosta trzeba uwzglednia¢ efekty zwigzane

z powierzchnig cieczy itp. Dla ruchu obiektéw sferycznych (balon) w mocno
wyidealizowanym modelu osrodka, jakim jest nielepka, niescisliwa ciecz (ciecz,
w ktorej gesto$¢ ptynu w danym punkcie przestrzeni pozostaje stata podczas
ruchu ptynu), wszystkie rachunki mozZna przeprowadzi¢ do konfica w elementarny
sposob. Musimy pamigta¢, Ze jest to bardzo uproszczony opis, ale catkiem
sensowny wiasnie dla opisu ruchu balonéw w poczatkowej fazie lotu, a takze

i dla innych, fizycznie ciekawszych zjawisk np. ruchu dodatnio natadowanych
jondw w nadcieklym helu.

Przystapmy wreszcie do wykonania tych rachunkéw. Na rysunku mamy
przedstawiony szkic sytuacji. Sferyczny balon — kula o promieniu R porusza si¢
z predkoscia v w plynie o gestosci p'. Wygodnie jest postugiwac sig ukladem
wspotrzednych biegunowych: r, @, ¢. Przy czym, w zwigzku z zalozeniem

o nielepkosci plynu, mozemy latwo przekonac si¢, ze sktadowa predkosci ptynu
u, jest réwna zeru (nie ma mechanizmu oddzialywania obracajgcej si¢ kuli

z nielepka ciecza). Pozostale dwie sktadowe pola predkosci: u, i u, fatwo jest
znalez¢, pamigtajac, ze musza one na powierzchni kuli spelnia¢ warunek
brzegowy rownosci skladowych normalnych ptynu i kuli. Otrzymujemy wigc
nastgpujgce wyrazenia na te sktadowe: u, = R3vcos@/r3, u; = R3vsin®/[2r3.

Znajac pr¢dkos¢ plynu @ mozemy obliczy¢ jego energi¢ kinetyczna. W tym celu
nalezy zauwazyc, Ze energia kinetyczna elementu objgtosci plynu AV rowna jest

1 ; :
5} o'u®. Cheac obliczyé T, — pelng energig¢ plynu, nalezy zsumowaé wkiady

pochodzgce od poszczegdlnych elementéw objetosci ptynu. Mamy wtedy

T, = Z—;—g'u’ - --é— o’ Sd’xu’.

AV

Calkowanie potréjne w powyZszym wzorze musimy wykona¢ po calej objetosci
wypelnionej plynem, tj. przy naszym zaltoZeniu nieskonczonego osrodka, po calej
przestrzeni z wyjatkiem sferycznej ,,dziury’’ o promieniu R, zajgtej przez nasz balon.
Calkowanie powyZzsze jest elementarne i przebiega, jak nastg¢puje:

T, = %9’ S (u? +u3)r*sin@drd@de = np'v?R® S rdr Ssin@ |-— —;?- -+
r=R 0 -

sin?@ 1 1 [4n
P

' 1 1 {4n
e "R3|9p?2 = — M,v?: == | = cepad
4r o E’R)"" 5 Maoi M, (3 eR)

2

Jak widzimy, energie kinetyczna cieczy mozemy zapisa¢ w postaci energii
kinetycznej, jaka mialaby czastka poruszajaca si¢ w prozni z tg sama predkosceia,
co nasz balon, ale majgca mas¢ rowng 1/2 masy wypartego przez balon plynu.
Pelna energia kinetyczna uktadu balon plus ptyn réwna jest T = T,+ T, =

% (My+ M,)v? i tym samym rowna jest energii kinetycznej czastki o masie

M = masa balonu plus polowa masy wypartej przez balon cieczy. Jest to bardzo
ciekawy i elegancki wynik, ktory stat si¢ podstawa do rozumowania Greena
dotyczacego ruchu wahadta.



ﬂ Obliczenie energii kinetycznej ptynu, wywotanej ruchem niesferycznych obiektow,
= jest o kilka ,,rzedéw wielko$ci” bardziej skomplikowane. Przede wszystkim nalezy
znalez¢ pole predkosci ptynu u, speiniajace odpowiednie warunki brzegowe,

no i oczywiscie, obliczenie calki potrdjnej we wzorze na T przestaje by¢ igraszka.
Mozna jednak wykazaé nastepujace, wazne twierdzenie. Jak wiemy, kazda bryla
sztywna opisana jest przez sze$¢ stopni swobody (trzy zwigzane sa z ruchem
postgpowym, a trzy z obrotami). Oznaczamy odpowiadajgce tym stopniom
swobody wspdtrzedne jako: q,, ..., 6. Odpowiednie predkosci oznaczymy jako:
gy, ---» §6. Twierdzenie, o ktérym mowa, orzeka, Ze energia kinetyczna ptynu

T, jest forma kwadratowa predkosci ¢;, a wspolczynniki tej formy zaleza wylacznie
od g;. Mozemy wigc napisaé:

Rozwiazanie zadania M 109. Przez punkiy

rownoleglyc h nie przekr
zbibr zawarty jest w pr

dlugosci nie wickszej od 1; sty

zawarty w kwadracie o bok

6
T,= 3 M$q.4s.
a, b=1
Mozna réwniez podaé skomplikowane wyrazenia
na obliczanie wspélczynnikéw M. W ogdlnym
przypadku peina energia kinetyczna ukfadu plyn i kula jest wigc forma
kwadratowa predkosci, a co za tym idzie, nie mozna przypisac naszej fikcyjnej
czastce jednej masy skalarnej, ale cala tablice mas (wspétczynniki M?); méwimy
wtedy o tensorowej masie efektywnej. I znowu np. w fizyce ciala stalego czesto
mowi si¢ o tensorowej masie efektywnej no$nikow tadunku. W ciele stalym ta
tensorowos$¢ wiaze si¢ z geometrig pasm energetycznych, dozwolonych dla
no$nikow ladunku przez symetrie sieci krystalicznej, sklad krysztatu itp.

W mechanice teoretycznej udawadnia sig¢, ze rownania ruchu dla ukiadu mozna
zapisa¢ w postaci tzw. rownan Lagrange’a. Rownania te majg postac:

d ar ar - 0
dt 83,  oq.

W réwnaniach tych T jest peing energig kinetyczng ukiadu. Q, to tzw. sity
uogolnione. W konkretnym przypadku ruchu naszego balonu Q, to po prostu
skladowe wektora sily wyporu. Korzystajac z prawa Archimedesa mozemy latwo
obliczy¢ te sity. Dla kuli jedynymi stopniami swobody, ktdre trzeba uwzgledniaé,
sg te, ktére wiaza si¢ z ruchem postgpowym. Wspéirzedne g, w tym wypadku

to wspotrzedne srodka kuli, a predkoéci g, to po prostu skladowe wektora

predkosci kuli R = ». Wstawiajgc nasze wyrazenie na energi¢ kinetyczng plynu
plus kula oraz sil¢ wyporu do réwnan Lagrange’a, uzyskujemy réwnanie ruchu
balonu w postaci:

(My+M,)-a=F,.

-
Jest to réwnanie ruchu dla ,,czastki” o masie efektywnej M.
Gdybysmy analogiczne rozumowanie, jak powylej, przeprowadzili dla wahadla,
to otrzymahbysmy, omawiane uprzednio, rownanie Greena. MoZemy teraz
nareszcie rozwigza¢ do konca zadanie o balonie. Znamy juz sil¢ wyporu Fy,
a masa efektywna wynosi teraz (1/10+ 5/10) masy wypartego powietrza.
Roéwnanie ruchu ma wiec postaé: (6/10)a = (9/10)g, skad: a = (3/2)g.
Jest to calkiem sensowne przyspieszenie i kazdy, kto widzial startujacy balon,
gotow jest ,,kupi¢” ten wynik. Tak wigc, to masa efektywna balonu gwarantuje
nam to, ze balon nie wzlatuje w gore jak rakieta. Trzeba podkresli¢, Zze nasza
analiza jest stuszna tylko dla bardzo krdtkiego okresu czasu, zaraz po starcie
balonu. Dla pelnego opisu trzeba by uwzgledni¢ wiele dodatkowych efektow, np.
niesferyczno$¢ (gondola, w ktdrej siedza aeronauci) itp.

Poniewaz maja Panstwo zapewne dos¢ tej matematyki, czas juz zakonczy¢ ten
artykul. Staratem si¢ w nim przekona¢ Panstwa, ze w MOC-y pojecie masy
efektywnej, tak dzi§ powszechnie stosowane, narodzilo si¢ znacznie wczes$niej

niz w innych dzialach fizyki. Mam nadaziejg, e ci sposréd Czytelnikéw, ktérzy
beda teraz czyta¢ powazne dziela naukowe, w ktérych napotkaja takie to terminy,
jak: masa polowa elektronu, renormalizacja masy, masa polaronu, masa efektywna
no$nikéw tadunku, cigzkie i lekkie elektrony itp., beda mogli powiedzie¢: phi,

to nic takiego nowego, to jest to, dlaczego balony latajg wolno. Aha, no i mam
nadziejg, Ze przekonalem Panstwa o tym, iZ MOC to ciekawa dyscyplina fizyki.

Mozna np., korzystajac z jej praw, udowodni¢, Ze samoloty w ogdle nie moga
lataé. Ale o tym to mozZe kiedy indziej.
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XI MIEDZYNARODOWA OLIMPIADA FIZYCZNA

W dniach od 1 do 8 lipca 1976 roku w Budapeszcie odbyta si¢ kolejna, IX Migdzynarodowa Olimpiada Fizyczna,
w ktorej czestniczylo 10 panistw: Bulgaria, Czechostowacja, Francja, NRD, RFN, Polska, Rumunia, Szwecja,

Wegry i ZSRR.

Polske reprezentowali uczniowie najlepsi na zawodach krajowej XXV Olimpiady Fizycznej: Konrad Gajewski,
Wojciech Jawien, Krzysztof Kulpa, Rafat Lubis i Waldemar Rachowicz.

Druzyna polska co roku wypada niezle. Tak tez byto i teraz. Dwaj nasi zawodnicy: Krzysztof Kulpa i Rafal Eubis
znalezli si¢ w grupie zdobywcdow pierwszych nagréd, za$ pozostali trzej otrzymali wyréznienia. Bezwzglednie najlepszym
uczestnikiem zawodéw okazal si¢ Rafal Lubis z I Liceum Ogdlnoksztalcacego im. J. Sniadeckiego w Pabianicach,
ktéry oprécz nagrody otrzymat z tej okazji dodatkowo pigkny Medal Wegierskiego Towarzystwa Fizycznego.

Oto krotki wywiad z Rafalem Lubisem dla Czytelnik6éw ,,Delty”:

.1

Rozwigzanie zadania F 37

Rozwaimy nieco ogdlnicjszy problem ruchu
. plaskiej fali swietinej padajacej prostopadie
na plytke. Zgodnie z zasady Huygensa kaidy
punkt, do ktdrego dotarla fala, staje si¢ Zrodlem
nowej fali kulistej. Narysujmy czola tych
nowych fal uwzgledniajac, 2e dlugodé fali
wewngtrz plytki zalety od x. Poniewat

A~ R—x,
(a dokladniej jej przekrdj plaszczyeng rysunku)

obwicdnia tych fal kulistych

jest linig prostg przecinajacy os x-6w w punkcie
x R.
do plytki przed wniknicciem fali w plytke

A zatem cxc fali plaskiej rownolegle
pozostaje linig prosty (Scisle) plaszczyzna)
tyle, #e tworzgca z plaszczyzng piviki pewien
kgt.

Powtarzajgc rozomowanic z zasada Huygensa
jeszcze raz, latwo si¢ przekonal, e nastgpne
czolo Fali bedzic znow linig prosta przecho-
dzacg przez punkt x R, lecz obrocona jeszcze
bardziej w stosunku do kierunku pierwotnego.-
Zbior czol fali ma zatem postaé pecku plostych
wychodzgcych z punkiu x R.

Promienic Swictloe sg 1o linie prostopadic

do czola fali. Liniami prostopadiymi do peku
prostych wychodzgcych z jednego punkiu sa
oczywiscie okregi o srodku w punkcie przecigecia
prostych peku.

Mozemy teraz zapomnicé o calej fali

i ograniczyé si¢ do promicnia z tredci zadania.
Wiemy jui, 2e wewngtrz plytki promiefi ten
bedzie mial ksztalt okregu o érodku w punkcie
X R, »

wynosil R

0 a promien tego okregu bedzie
13 cm. Dalsze obliczenia nie
wymagaja ju? dokladniejszych objasnien

sing n(l) -sing,

d
4
1+ R-cosf = R.

sin

Eliminujgc f# z powyzszych zwiazkow

dostaniemy uklad dwich réwnan o dwich

niewiadomych o i |
> d n,
smna
{
=
R
dj? 133
i =2k = ) i,
r ktorego latwo znajdujemy / I cm

d = S5cm.

Przede wszystkim serdecznie gratulujemy. -

Dzigkuje bardzo.

Co uwazasz za najbardziej pociagajace w fizyce?

W fizyce szczegélnie pasjonuje mnie mozliwosé wyjasnienia za pomocg niewielu prostych praw
ogromnej liczby skomplikowanych zjawisk. Najbardziej ciekawi mnie elektrycznoéé oraz
dynamika cieczy.

Czy uczeniu sig fizyki poswiecales duzo czasu?

Sporo, ale nie za duzo. Uczenie sig fizyki zawsze przychodzilo mi bardzo tatwo. Wiecej czasu
na nauke¢ zaczalem poswigca¢ dopiero w klasie trzeciej, kiedy przygotowywalem si¢ do
wojewodzkiego quizu fizycznego.

Niewgtpliwie swoj sukces zawdzigczasz przede wszystkim swojej pracy, ale na spos6b pracy

i jej skuteczno$¢ z pewnosciag mialy wplyw niektére osoby z twojego otoczenia. Komu
najwigcej zawdzigczasz?

W okresie poprzedzajacym zawody dopingowalo mnie wiele 0s6b, szczegblnie rodzice, ale
najwigcej zawdzigczam pani profesor Aleksandrze Wojcik. Ona to naktonila mnie do wziecia
udzialu w olimpiadzie krajowej, a potem starala sie, zebym miat jak najlepsze warunki do pracy
i jak najlepsze wyniki. Najczesciej uczylem si¢ samodzielnie w domu, ale gdyby nie
kierownictwo pani profesor, z pewnoscia nie osiggnatbym tego sukcesu. Pani Wajcik
podsuwala mi zbiory zadan oraz podreczniki, ktére czesto byly kupowane do biblioteki
szkolnej gléwnie z mysla o mnie. Na pewno w moim sukcesie ma ona wielki udzial.

Co bylo trudniejsze: olimpiada krajowa czy miedzynarodowa?

Sadze, ze organizatorzy olimpiady krajowej stawiajg uczestnikom wyzsze wymagania niz
organizatorzy olimpiad migdzynarodowych. Chyba jest to jedna z przyczyn sukcesow Polakéw
w spotkaniach z uczniami z innych krajow.

Jako laureat olimpiady krajowej masz zapewniony wstep bez egzaminu wstgpnego na kazda
uczelni¢ techniczng i na dowolny kierunek $cisly uniwersytetow. Jaka jest twoja decyzja?
Wybieram si¢ na elektronike Politechniki Warszawskiej. Mysle, ze po ukoriczeniu studiow
bed¢ miat z wybranego zawodu duzg satysfakcje, bo odpowiada on moim zainteresowaniom.
Jak twoj sukces zostal przyjety przez kolegow?

Gdy wroécitem z Budapesztu, moi koledzy wlasnie konczyli egzaminy na wyzsze uczelnie

i gratulacje prawie bez wyjatku byly obustronne. Potem wszystkich nas pochlongta Olimpiada
w Montrealu. Korzystajac z okazji chcialbym serdecznie pozdrowi¢ Czytelnikow ,,Delty”,
najciekawszego pisma, jakie znam.

Dzigkujemy bardzo i ze swej strony zyczymy Ci dalszych sukcesow.

Rozmawial mgr Waldemar GORZKOWSKI.




Ta trzecia

Dr Marek KORDOS

,»,Samolot wystartowat z Warszawy i polecial prosto przed siebie, by potem
skreci¢ pod katem prostym, znéw lecie¢ 1 znow skreci¢ pod katem prostym

i po pewnym czasie wroci¢ do Warszawy z kierunku prostopadlego do tego,
w ktérym odlecial. Ile przeleciat kilometréw?”’

Gtlupie zadanie, prawda? Niewatpliwie wida¢ na sil¢ dorobiong fabule, ktéra
wyda sie jeszcze glupsza po rozwiazaniu zadania. Malo jest (o ile si¢ w ogdle
trafiaja) samolotow mogacych przelecie¢ bez ladowania 30 tys. kilometrow,

a taka wlasnie jest odpowiedz.

Zeby to ustalié, trzeba tylko uéwiadomi¢ sobie, Ze zwrot ,,prosto’’ ma dla nas
kilka znaczen. W przypadku za$ poruszania si¢ po sferze (powierzchni kuli)
oznacza ,,wzdluz okregu wielkiego™ (tj. lezacego w plaszczyZnie przechodzacej
przez §rodek kuli). Jest to rozsadny poglad, albowiem tuk okregu wielkiego
przechodzacego przez punkty A i B sfery jest najkrotsza linig lezaca na sferze
i laczaca te dwa punkty: a wigc — prosto, czyli najkrétsza droga.

W tym miejscu mozna wpas¢ w zdziwienie przypomniawszy sobie, jak wielki szum
towarzyszyl odkryciu geometrii Bolyai-E.obaczewskiego. Przeciez zdumieni
odkryciem jakiej$ nieeuklidesowej geometrii byli ludzie“od diuzszego czasu
przyzwyczajeni do poruszania si¢ po sferze i uzywania pojecia ,,prostej”” w dwu
znaczeniach. Mieli nawet na sferze tréjkaty z trzema katami prostymi, jak ten,
ktory przelecial nasz kompromitujacy samolot. Istotnie, jesli z bieguna péinocnego
udamy si¢ poludnikiem Greenwich na réwnik, réwnikiem do jednego

z dziewigcdziesigtych poludnikdw, i z powrotem na biegun, to przemierzymy
wlasnie taki trojkat.

No dobrze, ale z Warszawy? Z Warszawy tez mozna, bo przeciez sfera jest
wszedzie taka sama (choéby na to nie wygladata).

Nie nalezy jednak sadzi¢ pochopnie, a juz w szczegdlnosci naszych poprzednikéw,
od ktérych przeciez sami wszystkiego si¢ nauczyliémy. Mieli oni istotne powody,
aby geometrii sferycznej (tak si¢ nazywa geometria powierzchni kuli) nie
traktowaé rownorzednie z euklidesows. I to nie tylko dlatego, Ze mieli klopoty

z wyobraZeniem jej sobie w tréjwymiarowej postaci. Bardzo wyrazne opory
budzily proste przecinajgce si¢ w dwdch punktach; punktach, miedzy ktorymi
jest nieskonczenie wiele najkrotszych drég. A przeciez na sferze tak jest. Dlatego
tez geometria sferyczna zawsze byla dyskryminowana.

Sprawg mozna jednak uratowaé zauwazajac, ze wszystko psuja antypody.

To wlasnie na antypodach przecinaja si¢ dwukrotnie proste; przez antypody
przechodzi nieskonczenie wiele prostych. Mozna by wigc sprawe ratowac
pozbawiajgc sferg antypoddéw. Np. sklejajac je ze sobg. Ten genialny w swej
prostocie pomyst istotnie, jak si¢ okazuje, poprawia sytuacje; ma tylko jedng
wade, o ktdrej moze si¢ przekona¢ kazdy, kto sprobuje polaczyé rownoczesnie
wszystkie antypody jakiegokolwiek modelu sfery (np. worka, lepiej —
zawigzanego). Tego nie da si¢ zrobié!

W kazdym jednak razie moZemy sobie wyobrazi¢, co to bedzie. Bo, na przyklad,
na polsferze sa reprezentowane wszystkie pary antypodow sfery, a tylko te na
brzegu sa oba obecne. Mozna wigc skleja¢ antypody na brzegu pdisfery (np.
zawigza¢ tak worek). Tez si¢ nie da!

Ale wyobrazenie mamy: jakby sig¢ dato, to byloby to. To ogromnie gigboka
informacja — wobec tego wszelkie lokalne sprawy w tak powstalej plaszczyznie
(jej geometria nazywa sig¢ eliptyczna) przedstawiaja si¢ tak samo jak na sferze —
wygoda niestychana. A musi tak by¢, jesli problem ,,zmiesci si¢’” na podlsferze nie
dotykajac jej brzegu — tu przeciez nic nie zmienialismy.

Chcialoby si¢ jednak mie¢ jakie$ wyobraZenie, jak to wyglada ,,w calosci”, a nie
tylko lokalnie, cho¢ po prawdzie nie znam osobiscie nikogo, kto obejrzatby
plaszczyzne euklidesowa inaczej niz lokalnie. Plaszczyzna, o ktorej mowimy, bywa
nazywana eliptyczng lub rzutowa (tak ja nazywamy, kiedy nie interesuja nas
odleglosci na niej). Pod ta ostatnia nazwa figurowala jej podobizna np. w ,,Delcie”
10/1976, gdzie napisano o niej tez, Ze jest zaklejeniem sfery z otworem wstgga
Mobiusa. Proste, nie?
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Moze wigc nie przygladaé sie, tylko zbieraé jej ciekawsze wiasnosci. Plaszczyzna
taka ma np. wlasnosé dualnosci, co oznacza, Ze jesli w jakims$ twierdzeniu

o punktach, prostych i ich wzajemnym poloZeniu zamienimy miejscami nazwy
punktéw i prostych, to otrzymane zdanie tez bedzie twierdzeniem. Przyktad:
»Przez dowolne dwa punkty przechodzi prosta’; dualnie (z modyfikacjami,
jakich wymaga jezyk potoczny, a nie matematyka) bedzie to brzmialo: ,,Dowolne
dwie proste majg punkt wspolny’”.

No i w tym miejscu, istotnie, stwierdzamy, Ze nie jest to ani geometria Euklidesa.
ani Bolyai-Lobaczewskiego, to jest wlasnie ta trzecia (patrz: ,,Delta’ 7/1975).

Z rozwazan o poélsferze mamy natomiast wniosek, Ze prosta jest krzywa
zamknieta. Istotnie! Okregi wielkie opuszczaly pélsferg w antypodach, a te
wiasnie majg by¢ sklejone. Prosta zatem ma skonczong diugos¢! Istnieja
najbardziej od siebie oddalone punkty na plaszczyZznie!

Nadzwyczajnoéé tego ostatniego stwierdzenia mozna jednak wydatnie zmniejszyc,
kojarzac ja z dualno$cia. Maksymalne oddalenie punktdw jest po prostu obrazem
dualnym prostopadioéci prostych. Istotnie, przecinajgce si¢ proste (a tu mamy
tylko takie) ,,dalej” od siebie by¢ nie moga.

Czytajac raz jeszcze ,,Klasyfikacjg powlerzchm z ,,Delty’” 10/1976 stwierdzamy,
Ze nasza plaszczyzna jest chnostronna izZe prosta (mimo, iz jest krzywa
zamknigta) plaszczyzny nie rozcina. Nie ma wigc tam polplaszczyzn —

i

plaszczyzna z wycigtg prosta jest dalej ,,w jednym kawatku’!

Istnienie maksymalnie oddalonych punktéw moze nasuna¢ skojarzenia z geometrig
Bolyai — Lobaczewskiego, gdzie mozna bylo geometrycznie obra¢ jednostke dtugosci.
I jest to dobre skojarzenie. Ustalajac, Zze maksymalnie oddalone punkty sa
w odlegtosci m/2, otrzymujemy zwiazek podobny do znanego np. z ,,Delty”
10/1975: pole tréjkata jest réwne minus defektowi tego trdjkata. Dlaczego minus?
Detckt troikala’ ALC Dlatego, ze tu tréjkaty maja sume katéw wieksza niz =. Pelnej analogii oczywiscie
Blieat nie ma: tak jak prosta ma tu skonczona dtugos¢ m, tak i pole calej plaszczyzny
jest skoriczone i wynosi 2r. Sprébujcie uzasadni¢ — czemu (moze o czyms$
$wiadczy model na potsferze?)
Analogicznie natomiast do geometrii Bolyai-Lobaczewskiego i tu jest prawdziwa
IV cecha przystawania tréjkatow: je§li odpowiednie katy sa réwne, to tréjkaty
sa przystajgce. I tu od razu watpliwosé: trojkat? A co to takiego? Przeciez prosta
nie rozcina plaszczyzny. No tak, ale trzy proste nie przechodzace przez jeden
punkt rozcinajg nasza plaszczyzne. Tyle, ze nie na siedem czedci, jak to bylo
u Euklidesa i Bolyai-Eobaczewskiego, a zaledwie na cztery. Wyznaczajg wigc
cztery tréjkaty na ogdt o réznych katach (pytanie: kiedy wszystkie cztery trojkaty
sg przystajgce?)

- 4 ABC— < BCA— < CAB

A teraz problem do samodzielnego rozwigzania:

Czemu geodeci triangulujgc powierzchnig Ziemi startuja zawsze z odmierzonej
bazy? Przeciez lokalnie obowiazuja na sferze te same zaleznosci, co w geometrii
eliptycznej. Czy, wobec tego, nie mozna by obeji¢ si¢ bez bazy?

I na zakoriczenie o powazniejszych problemach do samodzielnego rozwigzania.

Za poczatek istnienia geometrii eliptycznej uwaza si¢ rok 1854 (praca Riemanna —
patrz ,,Delta’™ 7/1975).

Mimo jednak 120-letniej historii jest to bardzo stabo rozwinigta geometria.
Dopiero np. w ostatnich latach zostala zaksjomatyzowana w zadawalajacy sposob.
Jest w niej jeszcze bardzo wiele do zrobienia 1 mozna w niej znalez¢ wigcej biatych
plam niz w geometrii Euklidesa i Bolyai-Lobaczewskiego razem wzigtych. Jesli
tylko bedzie si¢ jg badac.

"3zs(aruw snmonnmp [aiuwfeu 03 sjod amu snw jeapemy AzslHup i wajqoig
‘meIpemy 0FzsHdm moxoq vypois zazid drzpoyosazid kzsnuwu BUOIWEI  OMONZOBIIBIA “* 19IUEBPRY
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Zabawa w badanie

Pobawmy si¢ w badanie naukowe. Bedzic to zabawa,
poniewaz postawimy pytanie, na ktére fizycy znaja
odpowiedz — w prawdziwych badaniach stawia si¢ pytania,
na ktére nikt nie zna odpowiedzi i nawet niekiedy nie
wiadomo, czy pytania te majg sens.

Nasze pytanie brzmi: Czy dlugosé ciala zalezy od
temperatury i w jaki sposéb? Wyobrazmy sobie, Ze nikt

nie wie, jak na to odpowiedzieé. Mozna przywotaé

na pomoc nasze do$wiadczenia z Zycia codziennego.

W czasie silnych mrozéw palce grabiejg, cztowiek sie

{‘j‘\\ 9‘\\ kurczy — czy to §wiadczy, ze dlugosé ciala maleje?

N W 2 Kl6dke pozostawiong na mrozie trudno otworzyé — czy
f,_‘;_n__“i e - 14 = ( 1‘-&‘*"; to §wiadczy, ze mechanizmy kiédki powickszyly si¢ pod
= N\ /?\. ( ) .j /. 3 wplywem spadku temperatury i blokujg jej otwarcie?

‘lﬂ W 7 .-:?;,-_ v TR gL A W jednym i drugim przypadku nie mamy prawa wyciggac

NP AN TIPS A ]’ ¢ i takich wnioskéw, poniewaz wiele czynnikéw odgrywa role

A== ({ = E= S E A= == . 93== W obserwowanych, nazwijmy je, zjawiskach i obserwujemy
f W I ) A dopiero efekt koncowy.

Nas interesuje wplyw na dlugos¢ jednego, $ciéle okre$lonego
czynnika — temperatury ciala. Trzeba stworzy¢ takie
warunki obserwacji, aby unikna¢ wplywu innych,
niepozadanych czynnikéw. Powiemy, Ze trzeba
przeprowadzi¢ do$wiadczenie.

Przygotowujemy dos$wiadczenie

Wyszukajmy niezbyt gruby pr¢t metalowy, moze to byc
drut do rgcznych robdt. Zbadamy, jak jego dlugo$é zalezy
od temperatury.

Budujemy uktad pomiarowy. W tym celu potrzebne sg
(patrz rysunek): deszczulka (1) nieco diuzsza od badanego
preta (4), klocek (2), dwa gwozdzie, listewka (3) oraz
kilka gumek recepturek. Gumki takie mozna wyciaé

ze starej detki rowerowej.

Do podgrzewania preta mozemy uzy¢ §wieczki tak
przycigtej, aby mozna jg bylo zmiesci¢ pod prgtem.
Cato$é montujemy zgodnie z rysunkiem.




§s

Podgrzewamy pret. Jesli przy podgrzewaniu wydtuzy sie,
to listwa — wskazéwka (3) wychyli sie¢ w lewo. Wychylenie
w prawo oznacza skrdcenie si¢ preta. Mamy wiec
przyrzad, ktéry pozwoli badaé zalezno$é¢ diugosci od
temperatury.

Proponujemy wykonanie calego szeregu pomiardéw, ktdre
odpowiedza na dodatkowe pytania, jakie zazwyczaj
pojawiaja si¢ przy wykonywaniu do§wiadczenia:

I. Czy wychylenie wskazéwki zalezy od polozenia
ogrzewajacej $wieczki (mozemy jg przeciez przesuwaé
wzdhuz preta)?

2. Czy wychylenie, przy ogrzewaniu dwiema §wieczkami
jest dwukrotnie wigksze?

3. Zaznaczcie polozenia wskazowki, gdy pret jest
nieogrzany i przy ogrzewaniu jedng i dwiema $§wieczkami.
Zgadcie Swieczki. Sprawdzcie, ktdéry odcinek tak utworzonej
skali przebedzie wskazowka predzej przy ostyganiu preta.
Pytan mozna stawiaé wigcej, w miarg, jak zaczynamy
rozumie¢, jakie prawa rzadza badanym zjawiskiem. To jest
naJwazme_]sza czg$¢ pracy badawczej — zrozumieé, co
oznaczajg otrzymane wyniki.

Zakonczcie zabawe chwilg zastanowienia; teraz mozna
zajrze¢ do podrecznikéw, popytaé nauczyciela lub napisaé
do nas. Obiecujemy odpisaé.

(Projekt tego do§wiadczenia przy uzyciu najprostszych
srodkow opracowal w Zakladzie Dydaktyki Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego — mgr Krzysztof
Tabaszewski).

Wykonanie doswiadczenia

Przecinamy kwadrat Na pewno umiecie tak przecia¢ kwadrat, by za pomoca
‘ szpilki zrobi¢ z niego wiatraczek.
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Co6z w tym trudnego? Mozna sobie jednak zadanie

przecinania kwadratu skomplikowaé. Np. taka sama, jak W ::"3’
poprzednio, szpilka przypinamy $rodek mniejszego !" {;%‘-\ 3
kwadratu do $rodka wigkszego. e \ T %. h

Jesli ,,wiatraczkowo™ przedituzymy boki malego kwadratu, A ) ( T, M
to podziela one wystajaca czg$é wigkszego na cztery :;...;_.% (. ) = ;
jednakowe czgsci. Ksztalt takiej czesci bedzie jednak E O N : = T
zalezat od tego, jak bedzie po%otony maly kwadrat i

w wigkszym.
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A teraz zadanie: Jak musi by¢ polozony maty kwadracik,
zeby z wycigtych przez jego ,,wiatraczkowe’™ ramiona
czg$ci mozna bylo utozy¢ kwadrat? Jako wskazéwke
dajemy rysunek zabawki, jakag mozna zrobi¢ z malego
kwadracika i wycietych czesci wigkszego, o ile wszystkie
pie¢ czeéci zrobimy z deseczki i odpowiednio polaczymy
zawiaskami. Juz wiecie, jak wyglada rozwiazanie zadania?
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Natomiast, gdy mamy dwa kwadraty, to zawsze jeden
z nich mozna tak przecigé¢ na cztery jednakowe czesci,
aby z pieciu posiadanych kawatkéw ulozy¢ mozna bylo
kwadrat. Instrukcja jest podana na rysunku.

e ‘

Z kolei problem: Czy zawsze mozna czterema cigciami
wyciaé zadany kwadrat z danego, wigkszego od niego,
tak, aby z pozostatych cinkéw dat si¢ utozy¢ kwadrat
(bez dodatkowego przecinania)?

Sadzac z rysunku — chyba nie.

Jak myslicie ...

Sadze, Ze teraz juz wszyscy umiecie rozwigzaé postawiony
problem. Oczywiscie, nie zawsze moZna. Sprébujcie
odpowiedzie¢ na pytanie, jaki warunek muszg spelniac
kwadraty: ten, z ktorego wycinamy i ten, ktory chcemy
wyciac, tak, aby mozna to bylo zrobi¢ takimi czterema
cigciami, Zeby ze $cinkow dat si¢ utozy¢ kwadrat,
Odpowiedz znajdziecie w numerze.

Malq Delte opracowali: Tomasz Hofmokl, Marek Kordos i Przemyslaw Nowicki.
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PRAWA J. M. MURPHY’EGO

1. Spadajace swobodnie narzedzie lub przedmiot upadnie
zawsze tak, aby wyrzadzi¢ najwigcej szkody.

2. W kazdym obliczeniu, ktére przekracza pewien stopien
komplikacji, jakie§ wyrazenie z licznika znajdzie si¢

w mianowniku.

3. W kazdym obliczeniu liczba, ktérej poprawno$é jest dla
wszystkich oczywista, okaze si¢ Zrédlem bledu.

4. Wszystkie stale sg zmienne.

5. Kazda rura po skréceniu okaze si¢ za krotka.

6. Wszystkie szczelne zlacza przeciekajg.

7. Kazda rzecz po wyrzuceniu staje si¢ niezbgdnie
potrzebna.

8. Po rozlozeniu i ponownym zloZzeniu dowolnego
urzadzenia pozostaje kilka czesci.

9. Liczba czgéci zamiennych bedacych do dyspozycji jest
odwrotnie proporcjonalna do zapotrzebowania na nie.

Inz. Stanislaw WOLSKI z Warszawy pisze:

Czy mozna podyskutowaé o smokach z Nr 6/1976 ,,Delty”?
Szczegélnie chodzi mi o smoka jedenastkowego. Jest on
rownie lagodny jak smok dziewigtkowy i dlatego probuje
go broni¢. Napisano o nim (niestusznie!) ,,... przeciez nie
znamy cech podzielnoéci przez jedenascie”.

A wiaénie, ze znamy. I cecha ta jest bardzo prosta.
Praktycznie dotyczy to liczb co najmniej trzycyfrowych.
Otéz, w kazdej liczbie rozréZzniamy pozycje (miejsca)
poszczegolnych jej cyfr: parzyste i nieparzyste. Kazda
liczba jest podzielna przez jedenascie, jeZeli réznica sum
pozycji parzystych i nieparzystych jest podzielna przez 11
(lub réwna si¢ 0). Np. przytoczona w Waszym artykule
liczba 18 447 jest podzielna przez 11, gdyz (1+4+7)—
—(8+4) = 0. Albo: 278 949, tutaj suma pozycji
parzystych wynosi: 74+9+9 = 25, suma pozycji
nieparzystych wynosi: 2+8+4 = 14;25—14 = 11.
Jeszcze tatwiejsze beda liczby trzy- i czterocyfrowe.

Np.: 792 (9-9); 506 (11-0); 2 761 (8—8);

5192 (14-3).

Natomiast smok siddemkowy jest rzeczywiscie ,,wredny”’
i poddaje si¢ tylko przy atakowaniu go ,,tabelami reszt”,
ktore sg zresztg znane od bardzo dawna.

Naszym zdaniem i smok siddemkowy jest {agodny, moze nie tak, jak
jedenastkowy, ale zawsze...

Gdy mamy zbadaé podzielno$é liczby wielocyfrowej przez 7, dzielimy
ja (od konca) na grupy trzycyfrowe, np. 6/789/456/321/012.

Liczba ta daje przy dzieleniu przez 7 reszt¢ takg, jak liczba
012—321+456—789+6 = —636, czyli 1 (bo—636 = —91 - 7+1),
Jest to rowniez cecha podzielnosci przez 11 i 13. (Red.).

Kol. Jerzy DOMINSKI z Kiele zauwaza, ze wartoéé calki

wynosi 7/4, poniewaz y = }2x—x2 = y’l —{x—1)? jest funkcjg, ktorej wykresem j‘ml polokrag pokazany na rysunku

obok.

Ten bardzo prosty przyklad pokazuje, e dobre r
przypadku znajomosé twierdzenia o zwigzku

prostym pomysiem.

DLACZEGO TAK JEST?

Z czterech listewek o dlugosci a, jednej diugosci b i dwdch dlugosci ¢ montujemy
przyrzad taki, jak na rysunku. Punkty oznaczaja przeguby, co oznacza, Ze listewki
moga si¢ W nich obracaé. Jezeli pomaraficzowe przeguby przymocujemy do
podioza (np. tektury) tak, by ich odleglo$¢ byla b, to przegub P bedzie si¢
poruszal po prostej, a dokladniej — po odcinku.

Jesli kto$ nie wierzy, to moze sprawdzi¢ mocujgc w tym przegubie jaki$ pisak.
Dtugosci a, b i ¢ sa doé¢ dowolne — wazne tylko, by a bylo wyraZnie mniejsze
od c.

No dobrze, ale dlaczego tak si¢ dzieje?

Pewne wskazéwki na ten temat znajdziecie w numerze 7/1976 ,,Delty”.

A odpowiedz bedzie w nastgpnym numerze.
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