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O piorunach kulistych, latajgcych talerzach
i innych ,,meteorach”

Prof. dr Andrzej K. WROBLEWSKI

»»Meteora nie co innego jest tylko z Greckiego Sublimia (zjawiska gorne) unoszace sie, ze bedac
Exhalacya, do géry si¢ maia. Ktére si¢ rodza z Elementarnych subtelnych czesci, znacznie
pomieszanych y znowu skupionych.

Te meteora z czterech Elementéw urodzone sa cztery, Ogniste, wodne, Powietrzne y ziemskie.
Ignea, ogniste, z ognistey rodza si¢ Materyi, iako to Ignis Fatuus (bledny ognik) za idacym
lecacy, przed goniacym uciekaiacy; jest to alias subtelna, tlusta, kleiowata Exhalacya, ktéra
Zaigwszy sig, tu y owdzie lata ponad ziemie, dla tego Ogniem szalonym nazwany. Prosci ludzie
latawcami, albo diablami, nazywaia, ktérzy w prostocie swoiey causas rerum (przyczyn rzeczy)
nie wiedzac, wszystkie rzeczy extraordynaryine albo Bogu albo diablu imputuia.”

Powyiszy wyjatek z ,,Nowych Aten” wydanych przez ks. Benedykta Chmielowskiego w latach
1754-1756 odzwierciedla osiemnastowieczne poglady na szereg zjawisk atmosferycznych, ktérych
W owym czasie rzecz jasna zupelnie nie rozumiano. Jeszcze na poczatku XIX wieku utrzymywano
nazwe ,,meteory” dla wszystkich zjawisk rozgrywajacych sie w atmosferze; nauke o tych
zjawiskach nazywano meteorologia. Rozrdzniano wowczas az sze$¢ rodzajow ,,meteorow" :
ogniowe, elektryczne, wodne (mgla, chmury, énieg, grad, rosa, deszcz itp.), $wiatla, ciepta

i powietrzne.

Wyladowania elektryczne zaliczano najpierw do ,,meteoréw ogniowych”, potem do ,,meteoroéw
elektrycznych”. Poglady z pierwszej polowy XVIII wieku na temat piorunéw znakomicie ilustruje
nastepujacy wyjatek z dziela ,,Informacya matematyczna przez ksiedza Woyciecha
Bystrzanowskiego do druku podana Roku 1743":

,,Bo piorun jest to exhalacya ziemna siarczysta, saletrzysta, goraca y sucha, slorica promieniem
w gbre wyciagniona, y z piekla, od tegoz storica albo powietrza goracego zapalona, ktéra gdy

na chmur¢ wodnista napadnie, grzmot w niey sprawuje... Blyskawica za$ iest podobnaz
exhalacya ziemna goraca y sucha, ale tak od slofica zpiekla, kt6éra zapalona w wyszszym nad
chmury krayu, predzey sig spali nim do chmury dopadnie: na podobienstwo zywicy na proch
startey y zapaloney...”

Dzi$ pioruny przestaly by¢ juz zjawiskiem tak tajemniczym, jakim byly dla naszych przodkow

z polowy XVIII wieku. Beniamin Franklin swymi pieknymi i odwaznymi do§wiadczeniami
udowodnil, Ze sg to wyladowania elektryczne podobne do tych, ktére mozemy wywolaé przy
uzyciu maszyny elektrostatycznej, tyle ze sa to zjawiska niepomiernie wigkszej skali. Konstruujac
piorunochron tenze Franklin pierwszy podal sposob zabezpieczenia przed tymi groZnymi
fenomenami natury. Zdjecia takie, jak na okladce niniejszego numeru, nie sa niczym osobliwym
i moze je uzyskac kazdy, kto podczas nocnej burzy bedzie czekal z otwarta migawka aparatu
fotograficznego. Zjawiska najpospolitszych piorunow, tzw. liniowych, zostaly juz do$é¢ szczegdlowo
zbadane i mozna na ten temat znaleZ¢ wiele informacji w podrecznikach fizyki, meteorologii,
encyklopediach i innych wydawnictwach.

A jednak pozostalo zjawisko, ktére, mimo wysitkéw uczonych, do dzi$ jest tajemnicze

i niewyjasnione. Tym zjawiskiem jest tzw. piorun kulisty.
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Rozwigzanie zadania F 31.

Zwykle odpowiadamy od razu: , Nie, bowiem
proces przekazywania ciepla urywa sie z chwila,
gdy temperatura obu litrow wody stanie si¢
jednakowa. Aby go podtrzymad, konieczne
byloby przekazywanie ciepla od ciala
chiodniejszego do cieplejszego, co jest
niemoiliwe’".

Jednakie, okazuje sig, ze odpowiedz jest:
.sMozna". Jak?

(&

Wezmy dla przykladu najprostszq mozliwg
realizacjg. Niech w naczyniu A znajduje sig
woda gorgea, w B chiodna, Latlozymy
teraz, ze oba naczynia sa doskonalymi
termosami i w dalszym ciggu bedziemy
zaniedbywaé wszelkie straty cieplne podczas
wykonywanych operacji.

Nalejmy teraz do naczynia C (o doskonale
przewodzacych cieplo $ciankach) chiodnej
wody z B i opusémy je do naczynia z wodg

gorgea (A). Po pewnym czasie temperatury

wody w A i C wyrownaja sie i ustali si¢ jakas
temperatura x, gdzie

Iy X fa.

Wylejmy teraz z naczynia ¢ wode ogrzang do
temperatury x do nowego naczynia D

i powtorzmy raz jeszcze cala operacje nalewajac
do naczvnia C reszte chiodnej wody z B

i wstawiajac je do naczynia A zawierajacego

obecnie wode o temperaturze x. W wyniku

otrzymamy wode o temperaturze y, gdzie
X>y> 1.

Wilewajac te¢ wode do naczynia D otrzymamy po

zmieszaniu obu czgici nagrzanej wody,

o temperaturach x iy

(przy czym x > y) wode

o temperaturze z, gdzie

¥ S r s P,

Woda ta, to nasz poczatkowy 1 litr wody
chlodnej. Natomiast w wodzie poczatkowo
gorgcej ustali sig temperatura y przy czym
y = z, crego i nalezato dowiesc,

Pytanie:

Jakg maksymalng roznice temperatur y i 2
moina osiggnac?

Odpowiedi na str. 17,

Pierwsze obserwacje piorundéw kulistych znajdujemy juz u starozytnych, w dzielach Arystotelesa,
Lukrecjusza, Seneki. Wzmianki te nie maja jednak wartosci naukowej, lecz tylko historyczna,

gdyz trudno z nich wyciagnaé cechy charakterystyczne zjawiska. Jak wiadomo, przez dlugie lata
ludzie sklonni byli uznawacé wszelkie niezrozumiale zjawiska za cuda. I tak np. kronikarz francuski
Grzegorz z Tours, zyjacy w VI w., opisuje cud, jaki zdarzyl si¢ w tym miescie podczas procesii,

gdy nad zgromadzonymi przeleciala oslepiajaco jasna kula ognista, ktora tak przerazila ludzi,

ze padli na ziemie. Mogt to by¢ wilasnie piorun kulisty,

Wzmianki o obserwacjach podobnych zjawisk z ostatnich paruset lat przynosza juz wiele

materiatu faktograficznego. W 1838 r. znany fizyk francuski Franciszek Arago napisal pierwsza
prace naukowa na temat piorundw kulistych, zbierajac w niej ponad 20 dobrze udokumentowanych
doniesieri na temat tego zjawiska. Od tego czasu napisano na temat piorundéw kulistych setki prac
z zestawieniami i analiza obserwacji. Niedawno wydana monografia S. Singera (The Nature of Ball
Lightening, 1971 r.) zawiera szes¢set odnoénikéw do prac wezesniejszych, w tym do wielu prac
przegladowych. I mimo wszystko nadal nie umiemy powiedzie¢ z cala pewnoscia, czym jest to
tajemnicze zjawisko.

Przytoczymy kilka ciekawszych doniesieni o piorunach kulistych. Zacytujmy najpierw informacje

z ogloszonego w 1858 r, zbioru kuriozow Krolestwa Polskiego. Dowiadujemy sie tam, ze,,...Roku
1724 w m. lutym okolo godziny 8 z rana, wirdd szumu, kula ognista wielkosci piesci, przez okno
wpadia do Zamku Warszawskiego z hukiem réwnym bombie i napetnila pokoje dymem i ogniem
smrodliwym ogluszajac przy tym trzy-osoby w kancelarii kréolewskiej”. A teraz szereg informacji
$wiadczacych o niszczgcym dzialaniu piorunéw kulistych. W 1711 r. kula ognista wpadla przez wieze
do kosciota w Solingen i eksplodowala zabijajac trzy osoby, raniac ponad sto. W 1789 r. kula

ognista wielkosci,,kuli armatniej” wpadta do wielkiego holu w Feltre; eksplozja spowodowala $mieré
10 0s6b i rany ponad 100. W 1901 r. w Uralsku podczas burzy 21 os6b skrylo sie do sieni w pewnym -
domu, gdy nagle zagrzmialo i pojawita si¢ we wnetrzu kula ognista, ktoéra bardzo powoli zblizyla

si¢ do glowy jednej z dziewczat; po dotknigciu przez kule dziewczyna padla martwa, natomiast kula
ognista oddalita si¢ do sasiedniego pokoju i tam wybuchla powodujac zniszczenie. W podobny
sposoOb zginal takze fizyk rosyjski Richmann, ktéry w 1753 r. powtarzal w Petersburgu do$wiadczenia
Franklina z wydobywaniem iskier podczas burzy z wysokiego preta metalowego; w pewnej chwili

z preta wyskoczyl w kierunku profesora bladoblekitny , klab ognisty” wielkosci pigsci; rozlegh sie
huk jakby wystrzalu z dziala i Richmann pad! martwy. :
W innych opisywanych przypadkach piorun kulisty powoduje daleko mniejsze szkody lub nie
powoduje ich wcale. I tak, np. w 1934 r. pewien Anglik wraz z dwunastoletnim synem znajdowat sig
na wycieczce samochodem i napotkal burze. Jego syn otwieral wlasnie zelazng brame na drodze, gdy
ojciec spostrzegt kulg ognista o $rednicy okolo 30 cm zblizajaca si¢ do bramy wsréd drzew; gdy kula
zetkngla si¢ z brama, reka chlopca zostala sparalizowana na kilka godzin, ale na tym sie skoriczylo.
W 1936 r. zdarzylo sig, Ze po uderzeniu zwyklego pioruna do wngtrza domu przenikngla kula
ognista o §rednicy okolo 20 cm i potoczyla sie pod drewniana lawe; wtedy gospodarz odwaznie
zdolal zniszczyé kulg kilkoma uderzeniami deski nie ponoszac zadnego szwanku; po kuli pozostal
tylko silny zapach. y

Znane sa tez liczne obserwacje pioruna kulistego w samolotach. W 1938 r. kula ognista wpadla przez
otwarte okno do kabiny pilota wodnoplatowca brytyjskiego lecacego na wysokosci 2500 m. Kula
osmalila brwi i rzgsy pilota, po czym nie czyniac dalszej krzywdy przewedrowala obok zdumionego
pasazera, aby z glo$nym hukiem wybuchnaé w tylnej czesci samolotu. W 1956 r. obserwowano dwa
,Zderzenia” samolotéw radzieckich z piorunami kulistymi (na wysokosci 3300 i 5000 m); w jednym
przypadku dokiadne oglgdziny samolotu po wyladowaniu wykazaly, Ze uszkodzona jest cze$é
$migta, w drugim — nie stwierdzono najmniejszych §ladoéw, chociaz po uderzeniu pioruna zgast
Jjeden z silnikéw samolotu, uruchomiony po jakimsé czasie przez pilota. W 1963 r. po uderzeniu
pioruna zwyktego w pasazerski samolot ,,Eastern Airlines” lecacy z Nowego Jorku do Waszyngtonu,
pasazerowie ze zdumieniem spostrzegli, Ze od strony kabiny pilotéw leci (z predkoscia tylko ok.
1,5 m/s) na wysokodci ok. 75 cm nad podloga kula ognista o $rednicy ok. 20 cm. Przelatywala ona
w odlegloéci zaledwie kilkudziesigciu centymetrow od pasazerdw, ktérzy jednak nie doznali zadnej
krzywdy; kula miala podobno $wieci¢ jak zaréwka o mocy ok. 10 W, lecz nie wysylala ciepla.

W 1957 r. piloci brazylijskiego transportowca spostrzegli w nocy, jak do ich samolotu zbliza si¢
czerwonawy ,,obiekt”, ktoéry w poblizu samolotu nagle zniknal, przy czym uleglo zniszczeniu kilka
elektrycznych urzadzen pokladowych, np. nadajnik. (Ta ostatnia relacja pochodzi z ksiazki

o latajgcych talerzach).

Podobnych relacji przytaczaé mozna by bardzo wiele. Duza réznorodoéé zjawiska, zaskoczenie
$wiadkow, ich czesty brak kwalifikacji, wszystko to sprawia, ze do$¢ trudno jest wyrdznié najbardziej
charakterystyczne i powtarzalne cechy dla zjawisk zaliczanych do piorunéw kulistych. Sprébujmy
jednak podaé takie podsumowanie wzorujac sie na istniejacych pracach przegladowych:

1. Pioruny kuliste pojawiaja si¢ najczesciej podczas burzy lub tuz po niej, ale pewien ich procent
(ok. 20%, wedlug ostatnich statystyk radzieckich) nie ma widocznego zwiazku z burza, wystepuje
przy ladnej pogodzie. !

2. Rozmiary pioruna sa réznorodne, najczesciej srednica kuli ma od kilkunastu do kilkudziesieciu
centymetrow, sa jednak relacje o kulach kilkucentymetrowych i parometrowych.
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Rozwiazanie zadania M 93,

Jeteli jedna z liczb n i n— 1 dzieli sie przez 3,
to rozpatlrywana suma nie jest podzielna przez
3. Rozpatrywana suma moze dzielic¢ sig przez
3 tylko wtedy, gdy »n 3k + 1. Wowezas suma
ta ma postac (3k+ 1)3IK+2 4 (3 +2)3k+ 1,
Pierwszy skiadnik jest liczba postaci 3a+1,
drugi za$ postaci 3b+ (— 1)3%+ 1, co wynika
z zastosowania wzoru dwumianowego do
wyrazenia [3(k+1) !!3"*". Rozpatrywana
suma dzieli si¢ wigc przez 3 tylko wtedy, gdy
14 (= 1)3K+1 = 0 cayli gdy 1 - (~1)3k = 0.
dla & parzystych, a wigc dla » postaci 6m + 1
(m — liczba calkowita nieujemna).

o

Rozwiazanie zadania M 91.

cych faktow
(Czytelnik zechee je udowodnid):

Bedziemy korzystaé z nastepuj

(1) Prosta przechodzaca przez dwa punkty
wymierne moze byé okreslona rownaniem
postaci ax+by-+r = 0 gdzie a, b, ¢ sa liczbami
wymiernymi.
(2) Srodek odcinka o koricach w punktach
0 wspolrzednych (xy, 3,) 1 (x3, y2) ma
| i '

wspolrzedne [ = k)= 0n 'l'.l':l,-
{3) Prosta prostopadia do prostej o r()wn::niu
ax+hy+ 0 moze byé okreslona rownaniem
postaci by—ay+d = 0.
(4) Jezeli prosta okreslona rownaniem ax +
+by+c = 0, gdzie a, b — liczby wymierne,
przechodzi przez jakis punkt wymierny, to ¢
jest liczba wymierna,

" Przejdimy teraz do rozwiazania zadania. Niech
trzy rézne punkty o wspdlrzednych wymiernych
(xg, ) Cra, ¥2), (x5, »3) leia na okrggu
o srodku majacym wspdirzedne (p, g). Na
mocy (2) srodki odeinkéw o koricach w tych
punktach maja wspolrzgdne wymierne, na
mocy zas (1) prosta przechodzaca przez ktéres
dwa z tych punktéw ma réwnanie postaci
ax+by+e¢ = 0, gdzie a, b, ¢ — liczby

wymierne,

Symetralne odcinkéw o korcach w tyvch

punktach majy wige rownanie postaci Ax -+

+By+C = 0, gdzie 4, B

{co wynika z (3)), poniewaz zas symetralne

liczby wymierne

te przechodzy przez srodki odcinkow bedace
punktami wymiernymi, wiec na mocy (4) takze
wyrazy wolne réwnan sa liczbami wymiernymi,
Srodek okregu lezy na kazdej z symetralnych,
jest wige rozwigzaniem ukladu réwnan

acych dwie takie symetralne. Poniewaz
rownania te majg wspdlczynniki wymicrne,
wigc rozwiazaniem ukladu tych réwnan jest

para liczb wymiernych, a wiec p i g sa liczbami
wymiernymi.

Udowodnilismy wige, Ze jezeli na okregu leza
trzy punkty wymierne, to Srodek iego okregu

_ jest tez punktem wymicrnym. Caytelnikow
interesujgcyeh sie podobnymi zagadnieniami
odsylamy do ksigzki Waclawa Sierpinskiego:

O st prosiyeh, ale trudnyeh zagadnieniach

aeytmetvkhi. £ pogranicza geometrii §

arytimelvhi, Biblioteczka Matematyczna, tom 6,
PZWS, Warszawa 1959,

3. Ksztalt na og6l zblizony do kulistego, ale czasem nieregularny gruszkowaty, z wystepami;
niekiedy sypig sig¢ iskry. .
4. Barwa najczesciej czerwonawa, ale moze by¢ takze z6lta, pomaranczowa, biala, niebieska, zielona.l
5. Ruch odbywa si¢ czasem na niewielkiej wysokosci nad ziemia, z wiatrem lub pod wiatr, czasem
mamy jakby swobodne spadanie pioruna, czasem unoszenie si¢ do gory. Obserwacje z samolotow
$wiadcza o wystgpowaniu tych zjawisk takze na duzych wysokosciach. Czasem kule ogniste poruszaja |
si¢ wzdluz dobrych przewodnikéw elektrycznosci, w innych przypadkach nie sa zwiazane z zadnymi |
przedmiotami, czasem wrecz zdaja si¢ unikac przewodnikdéw. Mogg nagle pojawiaé sie w zamknietych .
pomieszczeniach. f
6. Czas trwania: kilka do kilkunastu sekund, ale sa relacje o zjawiskach trwajacych wiele minut. |
7. Czasem pojawia si¢ nie jedna kula, lecz dwie lub wiecej. ;
8. Niektore pioruny kuliste wyraZnie promieniujg cieplo odczuwane przez obserwatoréw, inne nie.
Jedne s oslepiajaco jasne, inne nie. Jedne niszczg i zabijaja, inne znikaja bezglosnie nie powodujac
zadnych szkod.

Z tego zestawienia najlepiej widad, z jak malo poznanym zjawiskiem mamy do czynienia. Nic wiec
dziwnego, Ze zadna z wysuwanych hipotez nie potrafita dotychczas wytlumaczyé wszystkich )
obserwowanych i tak roznorodnych cech piorunéw kulistych. A bylo juz tych hipotez bardzo wiele,
Wigkszo$¢ z nich, ale nie wszystkie, przyjmuja, Ze pioruny kuliste maja rzeczywiscie nature
elektryczng. Trudno$é zasadnicza sprawia wyjasnienie Zrodia duzej energii kul ognistych (pewnego
razu piorun kulisty wpadl do beczki pelnej wody, ktora zaczela sie gotowaé; na tej podstawie !
mozna bylo ocenié jego calkowita energi¢ na ok. 0,3 kWh) i ich diugiego, jak na male rozmiary, |
$wiecenia. Znany radziecki fizyk Piotr Kapica zwrécil uwage, 7e czas wypromieniowania energii
przez piorun kulisty jest proporcjonalny do jego $rednicy & (wynika to stad, ze energia calkowita
~ d3, a straty zalezg od powierzchni, czyli od d?). Wezmy dla poréwnania §wiecacy oblok
zjonizowanego gazu powstajacy przy wybuchu jadrowym: przy érednicy okolo 150 m czas jego
wyswiecenia jest mniejszy niz 10 sekund. Stad wynika, Ze piorun kulisty o $rednicy 10 cm
powinien przestaé $wieci¢ po okolo 0,01 s, tymczasem w bardzo licznych przypadkach
obserwowano te zjawiska przez 1-2 minuty. Wobec tego, méwi Kapica, nalezy przyjac, Ze energia
pioruna kulistego jest ciagle dostarczana z zewnatrz; jest on czym$ w rodzaju rezonatora,
pochlaniajacego energie fal elektromagnetycznych powstajacych podczas wyladowan
elektrycznych. W tej hipotezie zrozumiale jest takze to, ze pioruny kuliste moga z latwoscia
przenika¢ przez okna lub Sciany, nie powodujac zadnych uszkodzen. I

A oto kilka innych hipotez:

a. energia pioruna bierze si¢ z reakcji jadrowej rozszczepienia jader ksenonu z powietrza pod |
wplywem wyladowan elektrycznych, |
b. energia pioruna powstaje wskutek zachodzacej reakcji chemicznej utleniania azotu, silnie |
egzotermicznej i samopodtrzymujgcej si¢ z chwila zapoczatkowania, |
c. pioruny kuliste sg wywolywane przez mikrometeoryty z antymaterii, ktorych anihilacja

w powietrzu jest spowolniona przez warstweg ,,ochronng” zjonizowanego gazu wytwarzana
podczas tego procesu.

Satakie fizycy, ktérzy, uwazajg, ze wiekszos¢ piorundw kulistych to zludzenie optyczne, tzw.
powidoki, zjawisko powstawania obrazéw na siatkowce oka wskutek silnych bodZcow $wietlnych
(jak np. po spojrzeniu na Slorice lub silna lampe). Ta hipoteza wysuwana juz przez Kelvina
tlumaczy dziwaczne relacje o niespodziewanym pojawianiu si¢ kul ognistych w zamknigtych
pomieszczeniach, wewnatrz samolotow itd. Niektore z tych relacji sa rzeczywiscie niezwykle. Oto,
jak opowiada pewien chemik z uniwersytetu w Sheffield, podczas silnej burzy znajdowal si¢ on

w budynku, w ktérym bylo lacznie 25 oséb w réznych pomieszczeniach. W pewnej chwili piorun
(liniowy) uderzyl w drzewo w odleglosci okolo 100 m, niszczac je i uszkadzajac przy okazji
przewody telefoniczne. W tym momencie ludzie w tym budynku spostrzegli jednoczesnie biala
$wiecacg kule o Srednicy okolo 30 cm. Ale nie byla to jedna kula, lecz tyle, ile bylo pomieszczen:
kazdy obserwator zobaczyl jasna kule w §rodku pomieszczenia, w ktérym si¢ znajdowal, w kuchni,
w salonie, w lazience, itd. Po kilku sekunach kule te znikly, bez widocznego $ladu. Dodac trzeba,
Ze wskutek silnego grzmotu w chwili uderzenia pioruna ludzie byli ogluszeni przez okolo poét
godziny. Trudno przypuszczaé, zeby bylo to kilka piorundéw kulistych jednoczesnie. Nalezy sadzié,
ze w tym wypadku przyczyna byl powidok, wywolany silnym bodZcem elektromagnetycznym. |
Nie ma wigc w tej chwili jednej, jedynej teorii wyjasniajacej wszystkie obserwowane cechy |
réznorodnych zjawisk nazywanych piorunami kulistymi. Podobnie ma si¢ sprawa z ,,latajacymi
talerzami”, ktére rowniez wedlug relacji obserwatoré6w wykazuja bardzo réznorodne cechy i dla |
ktoérych nie ma dotychczas jednolitego wyjasnienia. Autorowi tego artykutu wydaje sig, Zze byé
moze jesteSmy w sytuacji podobnej do naszych przodkéw z XVIII w.,, ktorzy wszystkie réznorodne |
obserwowane zjawiska nazywali meteorami. My tez obserwujemy wiele réznych zjawisk,
tajemniczych i niezrozumialych, wspolczesnych ,,meteoréw”, niektore z nich nazywamy piorunami
kulistymi, inne — latajacymi talerzami. Za jaki$ czas moze sie okazaé, Ze chodzi o kilka odrebnych |
zjawisk rézniacych si¢ naturg fizyczna. I moze kto§ w przyszlosci bedzie sig z politowaniem wyrazal |
o swych nierozsadnych przodkach z XX wieku, kt6rzy nie potrafili znalezé wlasciwego podzialu
i wyjasnienia tych zjawisk.
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O slimakach, liSciach i taricuchach

Christian Huygens (1629-95), holenderski
fizyk i matematyk. Podal zarys teorii falowej
§wiatla oraz wyjainil za jej pomoca wiele
zjawisk optycznych, podal teorig ruchu wahadla
matemalycznego, pierwszy skonstruowal zegar
wahadlowy, opracowal nowe metody
szlifowania i polerowania soczewek, zbudowal
teleskop, za pomocg ktérego odkryl jeden

z ksigzycow Saturna, badal krzywe; podat
sposob obliczania powierzchni bryl obrotowych
napisal pierwszy podrecznik z zakresu
rachunku prawdopodobiedstwa,

Jean Bernoulli (1667-1748), szwajearski fizyk
i matematyk. Zapoczatkowal rachunek
wariacyjny, autor pierwszego wykladu
rachunku calkowego, badal ruch cial

w osrodkach stawiajgcych opor.

\N—B te
A

>
o

Rys. 1

Wielkosé charakteryzujaca nieskonczenie maly
preyrost dlugodci luku nazywamy rozniczka
luku i oznaczamy dS'. Jest ona réwna

Fealf
d§ = 1+ {——] dx;
dx

T e B ST dy \?
stad — = = 1+ 1—] -
dx dx

y

Rys. 2

Dr Wieslaw KUFEL

Zacznijmy od laficucha. Co to takiego — odpowiedzie¢ mozna na przyklad tak: szereg
polaczonych ze soba jednakowych czesci, zwanych ogniwami, tworzacych rodzaj sznura.
Lancuchy znane byly od dawna — w epoce brazu kobiety nosily je jako ozdoby, a w epoce
zelaza stuzyly juz do podnoszenia cigzaréw. Jedne i drugie réznily si¢ pewnie masa i ksztaltem.
Stosowany obecnie w réZznych mechanizmach laficuch przegubowy zaprojektowal jeszcze
Leonardo da Vinci. Inny wielki Wioch, Galileo Galilei (Galileusz), interesowat sie odpowiedzia
na pytanie: jaka krzywa wyznacza laficuch zawieszony w dwu punktach? Odpowiedz:
,-poszukiwana krzywa jest zwykla parabola” znalazl w 1638 roku. Odpowiedz ta byla bledna.
Poprawne rozwiazanie podali nieco pdZniej Leibniz, Huygens i Bernoulli. Przesledzmy ich :
argumentacjg.

. Zaléimy najpierw, ze masa laficucha jest rozmieszczona rownomiernie wzdluz calej jego

dlugosci. Znaczy to, Ze przyrost masy na jednostke dlugosci jest staly, rowny o. Wprowadzmy
uktad wspolrzednych jak na rys. 1.

O$ y jest osia symetrii taficucha, a odcinek OA ma dlugosé a. Oznaczmy dowolny punkt krzywej
przez B(x, y) oraz dlugos¢ tuku AB przez S. Jezeli lanicuch znajduje si¢ w polozeniu réwnowagi,
to mozna zalozy¢, ze na tuk AB dzialaja trzy sily: sily naciagu laficucha t,, tz dzialajace
odpowiednio w punktach 4 i B w kierunku stycznym do krzywej oraz sila b rowna cigzarowi
tuku AB. Zgodnie z zalozonym réwnomiernym rozkladem masy, sifa b jest rowna b = [0, pS].
Rozlozmy sile £ na skladowe tp = [t'5, £%5]:

(0 t'y = |tglcosa,
t?p = |tglsina.
Skoro laficuch jest w réwnowadze, to suma sit znika: t,+ts+b = 0.
Z ostatniej rOwnosci mamy
) te=ltd =1
ty = pS.
Pordwnujac (1) z (2) otrzymujemy réwnanie

3 tge = % s.

d
Wykorzystujac zwiazek tge = Ty~ réwnos¢ (3) mozemy przepisaé¢ w postaci
X

&_l &

t
S =—

2

Rézniczkujac ostatnie rownanie stronami wzgledem x i wykorzystujac zwiazek

d—; = 'l(/ 1+ (%_)2 otrzymamy

d?y e dy 2
4 il . 14—
@ dx? r]/ dx

Roéwnanie (4) jest nieliniowym rownaniem rézniczkowym, ktére mozna rozwu;zaé wykonujac
proste calkowania. Zapiszmy w tym celu rownanie (4) w postaci

e dar
— i+
t ,/ » dx

d
gdzie p = p(x) = d_y . Calkujac stronami ostatnia réwno$¢ dostajemy zwiazek
X
3 L e
S;/1+p dp =\ —dx.
Stad

&) In(p+ Yi+p%) = —f—x+C.

Uktad wspotrzednych wprowadzilismy tak, ze dla x = 0 jest:

d
= ay- = tga = 0. Zatem w réwnaniu (5) mamy C = 0 i wobec tego

=|m

x

© p+]/ﬁ;3=e .
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Rys. 4

Blaise Pascal (1623-62), francuski fizyk,

matematyk, pisarz i filozof. Sformulowal
zasadg indukcji matematycznej oraz czesd
podstaw rachunku prawdopodobicdstwa,

badal zjawiska ci$nienia atmosfery 20,
prekursor rachunku rézniczkowego.
1
y 1
1
1
1
1
1
1
|
1
3.: X
|
I
: L<2a
|
1
|
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Rys. 6

Nikomedes, zy! w 11l wicku p.n.e., matematyk
grecki, rozwigzal zagadnienie trysekcji kata
(konstrukeyjnego podzialu dowolnego kata na
3 réwne czgdici). Omawiana konchoida
wynaleziona byla przez niego.

Latwo sprawdzié, ze

0__1(%‘ S o
r=dae 2\ :

jest rozwiazaniem réwnania (6). Rozwiazanie to calkujemy wzgledem x i dostajemy
1 -% x - —E x
@) »(x) = E e +e + C;.

- e i - 'r
Przyjmijmy teraz, Ze dlugo$¢ odcinka OA réwna jest — = a, wtedy dlax =0,y = a
e

i z réwnania (7) mamy C, = 0. Poszukiwana krzywa, nazwana linia laficuchowa, ma réwnanie

x x

e[ 5. -5
=—le* + :
4 2( B )

xl
Lezy ona powyzej paraboli y = a+ R W poblizu punktu (0, @) odleglosci odpowiednich

Jej wykres przedstawia rys. 2.

punktow linii laficuchowej i paraboli sa niewielkie, natomiast powiekszaja si¢, gdy oddalamy si¢
od tego punktu.
Dotychczas mowiliémy o krzywej nie okreslajac, co to takiego jest. Choé proby zdefiniowania
krzywej byly czynione jeszcze w starozytnosci, dopiero wybitny mysliciel francuski René
Descartes (Kartezjusz) podal oparte na wprowadzonym przez siebie pojeciu wspolrzednych
zadowalajace jej okreslenie.
Niech x, y beda wspdirzednymi punktu na plaszczyzZnie. Zbiér punktéw (x,y) nazywaé bedziemy
krzywa, jezeli ich wspélirzedne spelniaja zwiazek F(x, y) = 0. Funkcja F dwu zmiennych x i y
moze by¢ dowolna; jezeli jest wielomianem stopnia n, to krzywa nazywamy algebraiczna stopnia n.
Krzywe niealgebraiczne nazywamy przestepnymi. Zgodnie z tg definicja linia laficuchowa jest
krzywa przestepna.
Przyktadem krzywej algebraicznej jest tzw. $limak Pascala. Jest to krzywa stopnia czwartego
okreslona robwnaniem

(x2—y?—2ax)* —1*(x*+y?) = 0.
Stale a i / maja nastepujaca interpretacje geometryczng. Rozpatrzmy w kartezjaniskim ukladzie
wspolrzednych x, y okrag o promieniu a i Srodku w punkcie (a, 0). Promieniem wodzacym
dowolnego punktu P z tego okregu bedzie wektor OP. Ustalmy / jako dlugo$é pewnego odcinka,
(rys. 3). Slimakiem Pascala dla tak ustalonych a i / bedzie zbiér punktow, ktéry otrzymuje sig
przez powigkszenie i zmniejszenie promienia wodzacego kazdego punktu okregu o odcinek
dlugosci /. Zbior punktow, ktory otrzymuje si¢ przez dodawanie [ (punkty oznaczone indeksem 1)
nazywa si¢ galezia zewnetrzna, natomiast zbidr punktdéw otrzymany przez odejmowanie /
(punkty oznaczone indeksem 2) nazywa si¢ galezia wewnetrzna. Rysunek 3 przedstawia §limaka
Pascala w przypadku a > /. Gdy @ < I < 2a,l = 2ail > 2a $limaki Pascala maja ksztalt jak
na rys. 4.

:[I (-9

s
Rys. 3 Rys. 5

Slimak Pascala spelniajacy warunek / = 2a nosi nazwe kardioidy. Jedna z czesci mechanizmu
podnoszacego i opuszczajacego semafor ma ksztalt §limaka Pascala, dla ktérego a < | <2a.
W rezultacie predko$é ramienia semafora osiaga maksymalna warto$¢ nie na koricu, lecz
w §rodku ruchu ramienia, tj. dla = = /4, (rys. 5). Inaczej méwiac, dzieki $limakowi ramig
semafora jest hamowane lagodnie.
Inne efektowne zastosowanie znalaz! §limak Pascala w maszynie do szycia — w urzadzeniu do
nawijania nici na szpule czélenka. Zamienia on tam ruch obrotowy na ruch jednostajny
prostoliniowy.
Ogolniej, rozpatrywac mozna krzywe, ktore powstaja przez powiekszanie i zmniejszanie o dany
odcinek [ promienia wodzacego kazdego punktu pewnej ustalonej krzywej zwanej krzywa bazowa.
Krzywe takie nazywa si¢ konchoidami (od greckiego konchoeides — podobny do muszli). Tak wiec
§limak Pascala jest konchoida, ktérej krzywa bazowa jest okrag. W przypadku, gdy krzywa
bazowa jest prosta, otrzymujemy tzw. konchoide Nikomedesa (rys. 6).
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WyobraZmy sobie teraz, ze po plaszczyZnie porusza si¢ punkt. Intuicyjnie wiemy, co to znaczy,

ale jak to wyrazi¢ analitycznie? Ot6z, niech (fo,¢,) bedzie pewnym przedzialem (skoficzonym

lub nie), ktérego punkty # nazywaé bedziemy czasem. Jezeli wspolrzedne x, y sa ciaglymi funkcjami
czasu: x = x(t), y = y(t), to zalezno$¢ te nazywac bedziemy ruchem punktu. Poruszajacy si¢
punkt wyznacza zbiér {(x(¢), »(1)) hec, 1,)» ktéry nazwiemy torem albo krzywa punktu.

Rugujac czas z rownan x = x(t), y = y(¢) otrzymamy zwiazek F(x, y) = 0 identyczny

z rownaniem definiujacym krzywa w sensie Kartezjusza.

» : Rozpatrzone krzywe: linia laficuchowa i §limak Pascala sa torami punktu w podanym wyzej

. eTie : . : af ¢ i
sensie. Zapisa¢ je bowiem moZna w postaci x = ¢,y = 5 (e ¢ —¢ a ) (linia laficuchowa),

i a'h- x = acos’t+Icost, y = acostsint+Isint (§limak Pascala). Innym przykladem toru punktu jest
lis¢ Kartezjusza (rys. 7), okreslony réwnaniami

3at
8 =R e — = —_
®) x(t) g ¥() a>0, t# —1.

14237
Krzywa ta ma asymptote o rownaniu x+y+a = 0. Przy t — + oo obie wspéirzedne x(¢) i y(r)
daza do 0. Punkt (0,0) otrzymuje si¢ wigc dwukrotnie dla ¢ = 0i ¢ = co. Gdy ¢ zmierza od —c0
do —1, to punkt (x, y) wychodzac z punktu (0,0) oddala si¢ po prawej galezi do nieskoficzonosci,
gdy 7 zmienia sie od —1 do 0, to punkt ten wraca z nieskorficzonosci po lewej galezi do punktu
(0,0), wreszcie przy wzrastaniu £ od 0 do + oo punkt przebiega petle w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara. Rugujac z rownan (8) czas otrzymujemy x*+y*—3axy = 0.
Zwiazek ten pochodzi od Kartezjusza, ktéry zastanawial sie (1638) nad ksztaltem krzywej, dla
ktorej suma objetosei szeSciandéw utworzonych z odcinkéw o dlugosciach rownych wspdlrzednym
punktu (x, y) jest robwna objetosci prostopadloscianu utworzonego z odcinkéw, ktérych -
diugosci sa réwne x, y oraz pewnej stalej. Niedlugo potem znaleziono fragment tej krzywej,
mianowicie §rodkowa petlg, i nazwano ja , lisciem jasminu”. Pelny wykres liscia podali Huygens
i Bernoulli. Nazwa li$¢ Kartezjusza utrwalita sic dopiero na poczatku XVIIT wieku.
Przedstawione krzywe sa krzywymi plaskimi. Podane definicje mozna zmodyfikowa¢ tak, aby
opisywaly krzywe przestrzenne. Istnieje wiele interesujacych przykltadéw opisujacych ruch
w trojwymiarowej przestrzeni fizycznej, ale do tych probleméw powrdcimy innym razem.

Rys. 7

Rysujemy konchoidy

Wytnijcie ze sklejki (0,5 do 1,0 cm) ksztalt jak na rysunku. Otrzymany przyrzad jest
najprostszym konchoidografem, a wiec stuzy do rysowania konchoid.

e > O 0)

o) e

8mm 8 mm
Potrzebny nam jeszcze bedzie gwozdzik o duzym lepku (np. tapicerski lub papowiec) i kawalek
plyty (lub stol sosnowy, w ktoéry wolno nam wbijaé gwozdzie), jako podkladka. W jednym
z otworow konchoidografu mocujemy oléwek, w drugi wkltadamy wypisany juz dlugopis. Na
podkiadce kladziemy arkusz papieru z narysowang linia, dla ktérej chcemy narysowaé konchoide
i przypinamy go pineskami. Nastgpnie wbijamy gwozdzik tak, zeby pod jego lepek moina bylo
wsunac wyciecie konchoidografu. Gdy bedziemy wodzili dlugopisem po linii, oléwek narysuje
nam jedna galaZ konchoidy. Po zamianie miejscami oléwka i dlugopisu uzyskamy druga gataz.
Na pewno kazdy zauwazyl, ze nie mozna takim konchoidografem narysowaé kazdej konchoidy.

6 Moina jednak z cienkiej blaszki wykonac lepszy. Sadze, Ze rysunek wystarczy jako objaénienie
A jak to zrobié.

\,\oncho'd Prost e 4 A czy umielibyscie zrobi¢ konchoidograf rysujacy od razu obie galezie konchoidy (czyli na dwa
.,-a-f-"""—__— 8 olowki)?

Jest rzecza ciekawa, Ze konchoidografem mozna wykonac tzw. konstrukcje platofiskie (patrz
artykul M. Brynskiego »Delta« 6/1976). Obok podajemy konstrukcje podzialu kata na trzy
rowne czesci. Potrzebna do tego jedna (zewnetrzna) galaz konchoidy prostej (czyli konchoidy

Nikomedesa). Sprawdicie, ze konstrukcja jest poprawna.
3 'A a — odleglo$é $rodkéw konchoidografu,
@
okrag 1 ma promied — .
0 T 2
5 |

Gdy gwéidi wbijemy w 0, to 4C 308 = -;—a.
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Banki mydlane

Czy lubicie puszczaé banki mydlane? Mysle, ze tak, bo
kto by tego nie lubil. Jest to zabawa stara jak §wiat. Wasi
rodzice, a takze i dziadkowie, bardzo chetnie bawili sig
puszczaniem baniek mydlanych, gdy byli jeszcze dzie¢mi.
W starych kronikach nie ma, niestety, wzmianek o tym
jak bawily si¢ dzieci w dawnych czasach, ale w Luwrze,
w Paryzu, jest starozytna waza etruska z rysunkiem
przedstawiajacym dzieci wydmuchujace barki za pomoca
rurek. Ciekawe tylko, jakiego mydia uzywaly dzieci
etruskie do tego celu.

Jak zrobi¢ dobry ptyn do baniek? Najlepiej wziaé
przegotowana wodg lub deszczéwke. Rozpuszczamy

w niej kawalek mydta, az powstanie gesty roztwér. Zeby
bariki byly trwalsze, mozna do tego roztworu dodaé¢
trochg cukru. Potrzebna jest jeszcze rurka. Najlepsza jest
stomka z koficem rozszczepionym w ksztalcie krzyza.
Dzieci mieszkajace w mie§cie moga mieé trudnosci ze
znalezieniem kawatka stomki. Mozna si¢ wtedy zadowolié
zwinigta w rurke kartkg papieru — kiedy przemoknie
mozna zrobi¢ drugg. Banki moZna réwnicz wydmuchiwaé
za pomoca lejka lub drucianego piericienia. Oba te
przyrzady przydadza nam si¢ zreszta do nastepnych
doswiadczen z barikami mydlanymi

- Przygladaj si¢ baiikom, ktére wypuszczasz w powietrze.,
Mozna zauwazy¢ rézne ciekawe rzeczy. Chociaz woda
mydlana jest szara, barika mieni si¢ wszystkimi kolorami

‘teczy. Poczatkowo banka unosi si¢ do gory, nastepnie
kurczy si¢ i opada. Gdyby$ przed wypuszczeniem bariki
rozbujat ja, wprawitoby to ja w drgania. Mozna zauwazyé,
ze wigksze banki drgaja wolniej niz male. Wyglada to tak,
jakby blonka, tworzaca banke byla sprezysta — podobnie
jak gumowy balonik. Te sprezystoéé¢ banki mydlanej mozna
zademonstrowaé w ciekawy sposéb

Postaw na stole zapalona §wiece. Wydmuchaj barike na
szerokiej czgdci lejka. Nastgpnie zatkaj czubek lejka palcem
i zbliz do plomienia $wiecy. Kiedy usuniesz palec,
powietrze z banki bgdzie dmuchalo na plomien i odchyli
go w bok. To blonka banki mydlanej kurczy si¢ i wypycha
na zewngtrz zawarte w bance powietrze. MozZesz

jeszcze raz wydmucha¢ barke i przylozy¢ otworek lejka do
twarzy. Wyraznie poczujesz powiew powietrza
wypychanego z banki.
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Zrobimy teraz inne do$wiadczenie, ktére ma na celu
zbadanie wlasnosci banki mydlanej. Potrzebny nam bedzie
pierscient z drutu. Mozna kawalek drutu wygiaé na
butelce lub innym walcowatym przedmiocie. Do
piericienia przywigzujemy w dwdch oddalonych od siebie
punktach dwa kofice nitki. Nastgpnie zanurzamy pierscien
w mydlanym roztworze. Kiedy powstanie banka mydlana,
przebijemy ja igla, ktorej koniec rozgrzaliSmy przez chwile
nad ptomieniem. Zauwazymy, Ze blonka pekla tylko

z jednej strony nitki. Ta czg$¢, ktéra pozostala, stara sig
jak najbardziej zmniejszy¢ swoja powierzchnig. Napina
wige nitke tak, Zze nitka przyjmuje ksztait tuku. Usunmy
teraz t¢ nitke i przywigzmy inng nitke, z petelka w $rodku,
Nitka musi by¢ dluzsza niz $rednica pierscienia i nie
powinna by¢ napigta. Znowu utworzmy na pierécieniu
blonke mydlang i przeklujmy ja wewnatrz petelki. Blonka,
ktdra pozostala na zewnatrz petelki stara si¢ zajaé jak
najmniejsza powierzchni¢. Nadaje wigc petelce taki
ksztalt, by powierzchnia wewnatrz niej byla jak najwicksza.
Jaka figura geometryczna ma najwigksza powierzchnie
przy danym obwodzie? — Oczywiscie koto. Na wielko$é
powierzchni pozostatej blonki nie wplywa to, gdzie ta
petelka sie znajduje — mozemy ja przesuwaé dowolnie

w obrgbie pierScienia. Mozna to zrobi¢ ostroznie igla
zamoczong uprzednio w wodzie mydlanej.

Zeby poréwnaé napiecie réznych rodzajéw cieczy, zrébmy
nastgpujace doswiadczenie: nalejmy do naczynia
niewielkg ilo$¢ wody, tak, zeby tylko przykryla jego dno.
Na $rodek powierzchni wody upuéémy kropelke spirytusu.
Obie ciecze staja teraz w zawody. Kazda ma swoja blonke
powierzchniows, ktéra stara sig skurczyé, ciagnie wiec
linig granicy cieczy w swoja strong. Zwycieza ta ciecz,
ktérej blonka jest silniej napigta. Okazuje sie, Ze jest nia
woda. Ciagnie ona za soba na wszystkie strony spirytus,

a dno naczynia w tym miejscu, gdzie by! spirytus, pozostaje

suche. O tym ostatnim do§wiadczeniu warto pamietad,
kiedy przyjdzie nam wywabi¢ ttustag plame na ubraniu.
Jak to zrobimy? Zwykle, w miejsce, gdzie znajduje sie
plama, spuszczamy kilka kropel benzyny i trzemy watka
lub gatgankiem. Tak postgpuje prawie kazdy czlowiek,
wlaczajac sporg czgs¢ fizykéw. Po chwili, ku swojemu
zmartwieniu stwierdza on, Ze plama rozpostarta si¢ na

wszystkie strony. Dolewa wigc benzyny, co pogarsza sprawe.

Im wigcej benzyny, tym wigksza plama. Wreszcie stwierdza
ze zloscia, Ze nalezato chodzi¢ z malg plamka, lub oddaé
ubranie do pralni. A co naprawde nalezalo zrobié?
Najpierw spusci¢ pare kropli benzyny wokét plamy,

a dopiero potem na Srodek. Benzyna zattuszczona ma
wigksze napigcie powierzchniowe niz czysta, wiec pociaga
czystg benzyng ku Srodkowi. Tluszcz zbiera si¢ w mala
kulke, ktora tatwo zebraé czysta szmatka.

Nie tylko woda mydlana ma wlasno$¢ tworzenia sprezystej
blonki. W podobny sposéb jest napigta powierzchnia
kazdej cieczy. Zeby si¢ o tym przekonaé, mozesz polozyé
plasko na powierzchni wody iglg lub zyletke. Zobaczysz,
Ze przedmioty te moga utrzymywac si¢ na wodzie, mimo,
Ze sa od niej cigzsze. Oczywiscie, zeby si¢ to udato, trzeba
uwazaé, Zeby nie przebi¢ tej delikatnej blonki wodne;j.

mﬂlw .
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Start do biegu na 400 metréw.

Zawodnicy podchodza do blokéw startowych i przyklekaja.

Za chwilg padnie strzat. Wida¢ teraz wyraznie, Ze miejsca

startu zawodnikéw sa przesunigte wzgledem siebie.

Réznice sg znaczne. Zawodnik biegnacy po ostatnim :
zewngtrznym torze wysuniety jest do przodu ponad 40 :

metréw w stosunku do najbardziej cofnigtego zawodnika,

ktéry wystartuje po wewnetrznym torze.

To—_wiroz

\
>‘f.!’nt“r 5

Wyréwnania,

; : . = -
bo tak si¢ to fachowo nazywa, sa konieczne, jeli na e 04504

wirazach zawodnicy biegna po torach, Ciekawe, ze do
obliczenia wyréwnan, czym si¢ zaraz zajmiemy, wystarczy ‘

wiedzie¢ tylko jedno: Jaka jest szerokos¢ toréw. Jesli, | o
jak nakazuja przepisy, tory maja szeroko$é jednego \ \
metra, wtedy wyréwnania do biegu na jedno okrazenie \

sa zawsze jednakowe — praktyczna wiadomo$é dla tych, : \ Sepl T Prosle R s
ktérzy na nietypowym boisku (np. na trzystumetrowej N P
biezni o ostrych wirazach) chcieliby zorganizowaé bieg 20 o= —

po torach. Wyjasnimy to teraz. Przypu$émy, ze dwéch
zawodnikow przebieglo po sasiednich torach jedno
okrazenie. Kazdy z nich przebiegt dwa wiraze i dwie
proste. Po prostych przebiegli oczywiscie tyle samo
(najlepiej thumaczy to rysunek). Po wirazach kazdy z nich .
przebiegt lacznie dlugosé jednego okregu, z tym ze biegli Tor wewngtrzny Tor zewnetrzny
po okregach o réznych promieniach. Litera R oznaczmy
dlugo$¢ w metrach promienia mniejszego okregu i zabierzmy
si¢ do liczenia (niestety, trudno tego unikna¢).

Poréwnujac tabelki stwierdzamy, Ze zawodnik biegnacy po i ¥ 3 )
zewnetrznym torze przebiegt o 2x wiecej niz jego kolega. diugos¢ drogi 2R dtugosc drogi | 2n(R+1) =
27 metréw to z doktadnoscia, jaka tu zupelnie wystarczy, | Na wirazach na wirazach I = 2AR+2n
6 m 28 cm. I tyle wlasnie wynosi wyréwnanie do biegu
na 1 okrazenie biezni — oczywiscie

obliczone dla sasiednich torow.

promien
na wirazu

promien
na wirazu

R R+1

Przenie$my si¢ teraz na skocznig, gdzie rozgrywany jest
skok w dal. Po szybkim rozbiegu nie jest zadaniem latwym
trafi¢ wiasciwa noga na deske — wiele czasu na treningach
zajmuje ¢wiczenie tej umiejetnosci. Sprébujcie poradzié

zawodnikowi ¢wiczacemu t¢ konkurencje w takiej sytuacji.
Zawodnik rozpoczyna rozbieg zawsze z prawej nogi

i odbija si¢ z nogi lewej. W pierwszej probie trafit
idealnie na deskg... ale noga prawa. Zawodnik wie, Ze

pierwszy krok rozbiegu jest dtugosci 80 cm, natomiast
tuz przed odbiciem biegnie krokami dtugosci 2 m 25 cm.
O ile powinien przesunaé¢ miejsce, skad rozpoczyna

bieg — o 80 cm, czy tez 0 2 m 25 cm?

Niech odpowiedZ na to pytanie bedzie pierwszym

sportowym zadaniem do rozwiazania. A oto dalsze:

— Dlaczego w rzucie dyskiem korzystniej

jest rzucaé pod wiatr?

— Obliczcie wyréwnanie dla zawodnika startujacego do @ napastnik @

biegu na 200 metréw na ésmym torze (zewnetrznym).

— Na zamieszczonych obok schematycznych rysunkach

czarna kropka — to napastnik szykujacy sie do strzatu. @ bramkarz ®
Pomaranczowa kropka oznacza bramkarza bronigcego do-
stepu do bramki. Odpowiedzcie na pytanie, czy bramkarz
jest dobrze ustawiony? Sprébujcie poprawié jego ustawienie
przesuwajac go tylko w linii poziomej (nie zmieniajac

Jego odlegtosci od bramki). Jaka geometryczna konstrukcja
postuzycie si¢, Zeby rozwiazaé¢ to zadanie?

wMalg Deltg” opracowali: Przemyslaw Nowicki i Daria Ziemirska
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Tylko cyrklem

Dr Marek KORDOS

W artykule M. Brynskiego (»Delta«, 6, 1976) podane zostato kryterium analityczne
(czyli rachunkowe), jakie spelniaja wszystkie punkty konstruowalne (z pewnego
f uktadu danych wyjsciowych) za pomoca cyrkla i linijki. Tutaj sprobuje przekonaé
I ( Czy telnikow, ze jezeli ograniczymy $rodki konstrukcyjne eliminujac linijke, to
zbidér punktéw konstruowalnych nie zmieni si¢. Czyli, ze samym cyrklem

\ ) mozna skonstruowac wszystkie te punkty, ktére mogg by¢ skonstruowane cyrklem
N — i linijkg. Udowodnil to matematyk wloski Mascheroni (maskeroni) i opublikowat
N w 1797 roku w pracy Geometria del compasso (geometria cyrkla). Wiedziano

o tym zresztg juz sto lat wezesniej (np. Dunczyk Mohr (mor) w ksigzce
Euklides Danicus (Euklides dunski)), ale zwyczajowo przypisuje si¢ ten rezultat
Mascheroniemu ze wzgledu na $cisto$¢ 1 kompletnos¢ jego pracy.

Umdwimy sig, ze dalej male litery lacinskie a, b, ¢, d oznacza¢ beda proste, duze
litery facinskie 4, B, C, D, O, P — punkty. Napis pr. AB oznacza prostg
przechodzaca przez punkty 4 i B, o(4, BC) — okrag o §rodku A4 i promieniu
BC. Napis

a: albAAea
bedziemy odczytywac: a jest prostq prostopadiq do b przechodzqeq przez A. Sadzg,
ze po tych ustaleniach dalej uzywane wzory bedg zrozumiale.
W szczegdlnodcei konstrukcje cyrklem i linijka pozwalajag nam wykonywaé
nastepujace czynnosci:
Jjesli punkty A, B, C, proste a, b i okregi 0,, 0, sq dane bqd? uzyskane
w poprzednich etapach konstrukcji, to mozemy uzyskac jeszcze
l.c: ¢ =pr. AB
2 03:03 =0 (A, .BC)
3.D:{D}=anb
(o ile proste a i b nie sa réwnolegle)
4, Dl! D3: {D;, Dz} =a nNno;
(o ile prosta a nie lezy za daleko od $rodka okregu o,)
\ 5.Dy,D,: {Dy,D;} =0, Nno,
(o ile okregi nie leza zbyt daleko, ani zbyt blisko).

Rezultat Mascheroniego polega na wykazaniu, e skre§lenie z tej listy czynnosci
\ 1, 3 i 4 nie zmieni otrzymanego zbioru punktéw. AbySmy i my mogli ten rezultat

uzyska¢, musimy udowodnié, ze odpowiednio wykonujgc czynnoséci 2 i 5 mozemy
(*) majac dane A4, B, 4,, B, takie, Ze 4 # Bi A, # B, znalei¢
C: {C} =pr.AB npr. A, B,,
oile pr. AB ¥ pr. 4, B,
(**) majac dane o, i 4, B takie, ze A # B znalezé

DI’DZ: {D]_,Dz} =pl‘. AB ﬁol.

Czynnoéci (*) i (**) zastapig czynnoéci 3 i 4. Czynnoéci 1 nie musimy zastgpowaé,
bo nie prowadzi ona do uzyskania nowych punktéw.

INWERSJA

zwana tez symetriq wzgledem okregu bedzie naszym gléwnym narzedziem.
Zapomnijmy wigc na chwilg o naszym zamierzeniu i zajmijmy si¢ badaniem
wlasnosci tego pojecia. Trzeba je najpierw zdefiniowac.

Punkty P i P’ sq symetryczne wzgledem okregu o(O, «), gdzie o jest liczbq
dodatniq, wtedy i tylko wtedy, gdy lezq na tej samej pdiprostej o poczqtku w O
i OP~OP! = o,

Zauwazmy, Ze nie istnieje punkt symetryczny do O wzgledem o(0O, «), za$
punkty okregu o(0, o) sa same do siebie symetryczne.

Inwersjq wzgledem o(0, o) nazywamy przeksztalcenie przyporzqdkowujqce
kazdemu punktowi P # O punkt P' symetryczny do P wzgledem o(0O, o).
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b.
»

Dane: A, B (rdzne)

C: C=SgA)

[TH 0y = o(d, AB)

01! 03 = o (C, CA)

Py, Py {Py, P2} = 01N 03
03: 03 = 0 (Py, P1A)
[ 04 = 0 (P3, P2 A)

D: {A, D} =03 M 0y

Trojkaty AP, D i ACP; sa podobne, bo majg
kat wspolny i sa rownorami Zatem

AD AD AP, AB 1
By 4P, 4c 2 AC 2

‘P‘unkurlA, B, D jako réwnoodlegle od Py i P,
leia na jednej prostej. A wiec D jest srodkiem
AB,

Potrzebne nam wilasno$ci inwersji sg prostymi konsekwencjami nastgpujacego
twierdzenia:
Jesli punkty A i B sq symetryczne wzgledem o(0, o) do punktow A' i B, to
4 OAB = 4 OB'A’.
Dowéd: Tréjkaty OAB i OB'A’ sa podobne, bo maja kat wspdlny (<« AOB)
oraz
2 2
i (o],

4 =~ o0 OB

-

" OA OB Siadii
ozyli 50 = 547~ Stad teza.
Wiynika stad, ze
(I) Obrazem okregu przechodzqcego przez O w inwersji wzgledem o(O, o) jest
prosta nie przechodzqca przez O.
Jest niag mianowicie prosta prostopadia do $rednicy przeksztalcanego okrggu
przechodzacej przez O i przechodzaca przez obraz drugiego konca tej $rednicy.
Dowdd odczyta Czytelnik z rysunku.
(II) Obrazem prostej nie przechodzqcej przez O w inwersji wzgledem o(0, o) jest
okrqg przechodzqcy przez O.
Jest tak dlatego, Zze dwukrotne wykonanie inwersji wzgl¢dem tego samego okrggu
jest tozsamoscia.
(I1I) Obrazem prostej przechodzqcej przez O w inwersji wzgledem o(0, «) jest ta
sama prosta.
To chyba nie wymaga dowodu. I wreszcie
(IV) Obrazem okregu nie przechodzqcego przez O w inwersji wzgledem o(0O, )
Jjest okrqg.
Przeksztalcamy mianowicie §rednice AB (patrz rysunek) a nastepnie stwierdzamy,
ze dla dowolnego punktu P okregu przeksztalcanego kat A'P’B’ jest prosty.
Jako zadanie dla Czytelnikow pozostawiamy wykazaniz, ze
(V) Jezeli styczne do okregu o, poprowadzone w punktach przecigcia o, z o(0, a)
przechodzq przez O, to obrazem oy w inwersji wzgledem o(O, ) jest o, .

PROSTE KONSTRUKCJE CYRKLEM

Zadanie: Znalez¢ obraz symetryczny P’ punktu P wzgledem prostej AB.
Rozwigzanie: Dane 4, B, P (parami rozne). Konstruujemy

0y} 0, = 0(4, AP)
0;: 0, = o(B, BP)
P {P,P'} =o0; Nno;

Prawda?

A co otrzymamy z nastgpujacej konstrukcji?
Dane: 4, B (rézne)

0y o, = o(4, AB)

05 0, = o(B, BA)
PiBs: {Pi, P} =0, 0o,
03: 03 = o(Py,P, A)
Py {4, P3} =03 Nno,
gt 04 = 0(Py, P35 P;)
G: {P,,C} =0, Nnos

Oczywiscie C jest obrazem symetrycznym punktu 4 wzgledem punktu B. MoZemy
wigc za pomoca samego cyrkla konstruowaé obrazy symetryczne punktu P
wzgledem (nie narysowanej!) prostej — oznaczac t¢ konstrukcje bedziemy

przez S,,.4p(P) i wzgledem punktu —S,(P). Mozna tez znalezé §rodek M(4B)
punktéw 4 i B — przepis na marginesie — prosz¢ wykona¢ rysunek.

Mozemy tez znalez¢ rzut prostokatny punktu P na prostg 4B — jest to przecieZ

M(P S,.. 45 (P)).

Mozemy rowniez znalezé punkt prostej prostopadtiej do pr. AB w punkcie B.
Jest nim punkt

_ D: dRD}=0y0i0,
gdzie 0,4 1 04 uzyskujemy jak w konstrukcji symetrii srodkowe;j.

- 11



Pn-y = Spl(0)

’
Pn-2=Sp!_,(0)
itd.

P’ =Sp{(0)

KONSTRUUJEMY OBRAZY INWERSYJNE
Najpierw inwersja punktu.

Dane: o =0(0,a)i P # O
0y o, = o(P, PO)
A,4;: {4,42} =0, no
031 0, = 0(A4,, A4,0)
0;: 03 = 0(A4,, A,0)
P {O,P'} =0, noy
Tréjkaty OA, Pi OP’A, sa podobne, bo maja kat wspélny i sa réwnoramienne.

Zatem

OP _ 04,

o4, " oF
czyli OP- OP' = (0A,)* = «>. Poniewaz punkty O, P, P’ sg jednakowo
odlegle od A, i A,, wigc... udalo sig.
Jest jednak jedno ,,ale”:-moga nie istnie¢ punkty 4, i 4,. Gdy jednak P lezy za
blisko O, to zamiast P bierzemy P; = Sp(0), gdy i dla P, konstrukcja nie da si¢
wykonaé, to bierzemy P, = Sp (O) itd, az konstrukcja dla pewnego P, da si¢
wykonaé dajac P,. Czytelnik zechce wykazaé, ze jesli dla P, wykonamy
analogiczne symetrie jak dla P, to otrzymamy zadany punkt P’
Teraz znajdziemy obraz pr. AB w inwersji wzgledem o(O, «). Wobec (III)
wystarczy rozpatrze¢ tylko przypadek, gdy O ¢ pr. AB. Niech P bedzie rzutem
prostokatnym O na pr. AB (umiemy go znalez¢). Niech C bedzie érodkiem OP',
Z (II) wynika, Zze o(C, CO) jest obrazem pr. AB w inwersji wzgledem 0(0, «).

JAK MASCHERONI

Znalezienie za pomoca cyrkla przeci@cia pr. AB i pr. CD teraz juz nie nastrecza
trudnosci — znajdujemy obraz inwersyjny obu prostych wzgledem okregu

0(0, ) takiego, ze O ¢ pr. AB n pr. CD. Otrzymujemy okregi o, i 0, przechodzace
przez O. Oznaczmy przez P drugi punkt przec1qc1a 0y i0,. Wowczas P’ jest
punktem przecigcia naszych prostych. Zas gdy o, i o0, s3 styczne, to proste AB

1 CD sa réwnolegle.

Gdy chcemy znalezé przecu@cw pr. AB z okrggiem o, = o(0y, o) i gdy

O, ¢ pr. AB, sprawa jest jeszcze mmcj klopotllwa Znajdujemy obraz o, prostej AB
w 1nwersp wzglgdem 0,. Jezeli P, i P, sg przecigciami o, i 0,, to sg rowniez
przecigciami oy 1 pr. AB (czemu?).

Jedynym zatem klopotliwym przypadkiem jest poszukiwanie przecigcia prostej
AO, z okregiem o, = 0(0,,x,). W tym przypadku obieramy taki punkt C,

ktéry nie lezy na prostej A0, i taki, ze CO, > «,. Niech C, bedzie $rodkiem
CO,. Niech punkty D, i D, bgda przecigciami o(C,,C,C) z 0,. Okrag o =

= o(C, D,) ma styczne w D, i D, przechodzace przez O, (prosz¢ uzasadnic).
Wobec tego na mocy (V) obrazem o, w inwersji wzgledem o jest o,. Niech o,
bedzie obrazem pr. A0, wzglgdem o. Jesli zatem P, i P, sa przecigciami o, i 0,5,

to P; i P; (wzgledem o) sa przecigciami o, i pr. AB.

Udowodnilismy zatem, Zze Mascheroni mial racje. Mozemy wiec kazda konstrukcje,
wykonalng cyrklem i linijkg, wykona¢ samym cyrklem. Wiemy nawet jak.
Oczywiscie na ogot istnieje konstrukcja prostsza od tej, ktora uzyskaliby$Smy
nasladujagc w podany wyzej sposéb znane konstrukcje cyrklem i linijka.




Kosmologia —

Klaudiusz Ptolemeusz (IT w.n.e.), astronom
grecki, 2yl w Aleksandrii. W dziele nazwanym
przez Arabdw Almagest (Wielka ksigga)
zestawil wszystkie znane dwczesnie teorie

i obserwacje astronomiczne, tworzac zwarty,
choé wyjatkowo skomplikowany, model
ukladu planetarnego zwany systemem
rycznym albo s Ptol a.

Edmund Halley (1656-1742), astronom
angielski, profesor uniwersytetu w Oxfordzie,
dyrektor obserwatorium w Greenwich.
Wspaolpracowal blisko z Newtonem, wydal
jego Philosophiae naturalis principia
mathematica. Obliczal orbity komet, odkrywajac
przy tym istnienie kometarnych eliptycznych
orbit okresowych (np. nazwana jego imieniem
kometa Halleya o okresie obiegu wokol
Slofica wynoszacym 76 lat). W 1718 r. odkryl
istnienie ruchdw wlasnych gwiazd. Byl
autorem stosowanej w XVIII wieku metody
wyznaczania odleglosci Slonca od Ziemi

z obserwacji przeji¢ Wenus przed tarcza
sloneczng. Oto jego wypowiedi z 1720 roku
w interesujacej nas sprawie: ,,Gdyby liczba
gwiazd stalych byla wigksza od skonczonej,
wtedy cala powierzchnia ich pozornej sfery
(tj. niebo — przypisek B.K.) powinna byé
jasna'".

Jean Philippe L. de Chéseaux (1718-1751),
astronom szwajcarski, napisal w ksigice

Traité de la cométe qui a paru en décembre
1743 (wydanej w Paryiu w 1744 r.): , Jesli
ilodé gwiazd we Wszechdwiecie jest
nieskornczona, to dlaczego cale niebo nie
jasnieje jak powierzchnia pojedynczej gwiazdy?
Dlaczego niebo jest ciemne? Dlaczego gwiazdy
oddzielone sa ciemnymi obszarami?"’ Nie
majgc jednak odwagi posunaé sig zbyt daleko
w swych watpliwosciach, de Chéseaux usiluje
odpowiedzied na nie sam sobie: ,,Najpewniej
chyba obloki pylu kryja przed nami swiatlo
odleglyeh gwiazd. Do obserwatordw ziemskich
dociera tylko promieniowanie z najblizszych
gwiazd”,

Heinrich Wilhelm Matthias Olbers (1758~
1840), lekarz z zawodu, zyl i pracowal

w Bremie, stal si¢ jednym z najwybitniejszych
astronomow poczatku XIX w. (za Wielkg
Encyklopediq Powszechng PWN). Odkryl dwie
male planety: Pallas i Weste, oraz szeéé¢ komet.
- Rozwigzal problem wyznaczania parabolicznej
orbity komety, podal teorie powstania malych
planet z rozpadu pierwotnej wigkszej planety.

Fakty 1

Dr Bronistaw KUCHOWICZ

DLACZEGO NIEBO JEST CIEMNE?

Do wykonania jednej z najbardziej podstawowych obserwacji kosmologicznych
nie trzeba wielkich teleskop6w, nie trzeba wielu nocy obserwacji. Wystarczy
jedna gwiazdzista noc... i chwila zastanowienia. Zastanowienia nad tym, dlaczego
niebo jest gwiazdziste.
W okresie, kiedy Almagest Klaudiusza Ptolemeusza stanowit podstawe wiedzy
astronomicznej, zastanowienie takie wydawalo si¢ zbyteczne. Wszechéwiat stanowit
jedna olbrzymia, puszczona w ruch maching, ktérej centrum stanowita
nieruchoma Ziemia, najdalszym ograniczeniem za§ byla sfera gwiazd stalych,
poza ktérg juz nic by¢ nie moglto. Zgodnie z koncepcjami Arystotelesa, ktére
leghy u podstaw tego modelu, przestrzei pozbawiona materii nie istnieje, tak wigc
przedstawiony model Wszechéwiata byl skoniczony, ograniczony przestrzennie.
W modelu takim skoficzona liczba gwiazd przyczepionych do ostatniej sfery nie
budzi zdziwienia. Warto nadmienié, Ze juz starozytni atomisci z Demokrytem
na czele glosili, iz Wszechéwiat skiada si¢ z nieskonczonej iloéci poruszajacych sie
atoméw, ze atomy te, jak w pojemniku, musza porusza¢ si¢ w nieskoficzenie
rozciaglej pustej przestrzeni, poglady te jednak nie zostaly zaakceptowane przez
wspolczesnych i nie byly w stanie konkurowac¢ przez stulecia z klasycznym
modelem geocentrycznym. Dopiero Newtonowi zawdzigczamy odrodzenie
koncepcji nieskonczonego (przestrzennie) Wszechswiata, tym razem juz na bazie
§cistych sformulowan mechaniki, a nie spekulacji filozoficznych. Ugruntowane
przez Newtona koncepcje absolutnej przestrzeni i absolutnego czasu zapanowaly
na diugo (az do narodzin obu teorii wzglednosci: szczegdlnej i ogdlnej) w fizyce.
Przestrzen kosmiczna istniata u Newtona jak gdyby nieskonczenie rozciagly
pojemnik, obdarzony wlasciwosciami geometrycznymi (oczyw1sc1e 0b0w1qzywala
geometria euklidesowa, bo jakaz by mogta by¢ inna), ale nie fizycznymi,
wypelniony réznego rodzaju cialami niebieskimi. A oto jak Newton uzasadnial
sam nieskonczono$¢ Wszech$wiata: ,,Gdyby cala materia naszego Stonca i planet
i wszelka w ogdle materia we Wszechswiecie roztozona byta rOwnomiernie na
niebie, kazda za$ czastka wykazywala wlasciwe sobie cigZenie ku pozostatym,
jednoczesnie caly obszar przestrzeni wypelniony ta rozmieszczong w nim materig
byt skonczony, wtedy materia znajdujaca si¢ w zewnetrznych czesciach tego
obszaru dazylaby w rezultacie wlasnej cigzkosci ku materii wypelniajacej jego
wnetrze. Spadalaby wigc ona w kierunku do $rodka calej przestrzeni, w wyniku
czego powstataby tam jedna wielka kulista masa. Gdyby jednak materia roziozona
byla réwnomiernie w przestrzeni nieskonczonej, nigdy nie moglaby zebrac sig
w jedng bryle. Czgé¢ jej moglaby utworzy¢ jedng mase, cze$¢ za$ inng, i w ten
sposdb powstataby nieskonczona liczba wielkich mas rozrzuconych w duzych
odleglosciach wzajemnych w calej tej nieskoniczonej przestrzeni. I tak wlasnie
powsta¢ mogto Stofice i gwiazdy state” (Isaac Newton w liscie do Richarda
Bentleya z 10 grudnia 1962 r.).
Rozumowanie Newtona stanowilo prébg wyjasnienia dlaczego ,,wbrew” sitom
powszechnego ciazenia powstalo wiele cial niebieskich zamiast jednego.
Nieskoficzono$é przestrzeni ratowala w tym ujeciu Wszech$wiat przed zapascig
grawitacyjng do jednego miejsca. Ale rodzily sig inne trudnosci, na ktére kolejno
zwracali uwage Halley 1 de Chéseaux, az wreszcie wyraznie sformutowal je Olbers.
Stad nazwa: paradoks Olbersa.
Pod nazwg paradoksu fizykalnego rozumie si¢ twierdzenie wysnute z podstawowych
praw fizyki, lecz prowadzace do wnioskOw sprzecznych z wynikami obserwacji
lub doswiadczenia. Paradoksem w tym sensie byl wilasnie paradoks fotometryczny,
jak niekiedy nazywa si¢ paradoks Olbersa. Powtérzmy w uproszczeniu
rozumowanie Olbersa, pochodzace sprzed ponad pottora wieku. Oto podstawowe
zalozenia newtonowskiego modelu nieskonczonego Wszechswiata, z ktorych
w rozumowaniu swym wychodzit Olbers:

I. Wszechswiat jest nieskonczony przestrzennie i niezmienny w czasie,

II. W tej nieskonczonej przestrzeni gwiazdy sg roztozone (Srednio, ma sig

rozumie¢) w sposdb rownomierny, liczba ich za$ jest nieskonczona.
II1. Srednia na jednostke objetosci Wszech§wiata jasnos¢ gwiazd jest jednakowa.
(To zalozenie okaze si¢ nieistotne dla przeprowadzonego rozumowania).
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Hugo von Secliger (1849-1924), dyrektor
obserwatorium monachijskiego. Opracowal
statystycznie kwesti¢ rozkladu przestrzennego
gwiazd w otoczeniu Slorica. Prace jego nad
paradoksem grawitacyjnym ukazaly sig¢

w latach 1895-96,

Newtonowski model stanowit nieskoriczony, jednorodny, statyczny Wszechéwiat.
Kazdy punkt w tym Wszech$§wiecie moze by¢ uwazany za jego §rodek, zaden
bowiem nie jest wyrézniony. Wezmy dowolny punkt P (ten na przykiad,

w ktérym si¢ znajdujemy) i zatoczmy wokot niego dwie powierzchnie kuliste,
odpowiednio o promieniach r oraz r+ Ar (jak na rysunku). Oznaczmy literg M
moc $rednig pojedynczej gwiazdy, a litera N — liczbe gwiazd w jednostce
objetosci. Bierzemy oczywiscie tak duza jednostke objetosci, by wszelkie
ewentualne fluktuacje gestosci rozmieszczenia gwiazd przestaly odgrywaé rolg.
Objetos¢ zawarta migdzy obu zatoczonymi powierzchniami (przy zaloZeniu

r > Ar) réwna jest 4nr?Ar, w niej znajduje si¢ tacznie 4nr? - NAr gwiazd,
ktorych Igczna moc promieniowania wynosi 4ar2NArM. Wiadomo, Ze natgZenie
promieniowania spada z kwadratem odleglosci, zatem z calej zaznaczonej
objgtosci migdzy obu powierzchniami kulistymi dociera do obserwatora

: : 1 . :
w punkcie P w jednostce czasu tylko & 3 cze$¢ promieniowania:

r—1’ *4nr*NArM = 4nNMAr.

Widaé stad, ze ilo§¢ §wiatla, docierajaca w jednostce czasu do obserwatora

w punkcie P z warstwy kulistej o promieniu r, nie zalezy od promienia tej
warstwy. Jesli tylko grubosci Ar dalszych warstw sa takie same, to z kazdej

z nich dochodzi ta sama ilo§¢ §wiatla. Obrazowo mdwiac, to co tracimy na
natgzeniu $wiatla z pojedynczej gwiazdy (w wyniku spadku natg¢zenia

z kwadratem odleglosci), kompensuje nam wzrost (zndw z kwadratem odleglosci)
$redniej liczby gwiazd w warstwie. Jeé§li dodawa¢ begdziemy nat¢zenia
promieniowania z kolejnych warstw, to w nieskoriczonym Wszechswiecie
dostaniemy sume nieskonczenie wielu identycznych wyrazéw (réznych od zera),

a wigc bedzie to wielko$¢ nieskonczona. Poniewaz spodziewamy sig, ze predzej
czy pézniej promien wyprowadzony z punktu P w jakimkolwiek kierunku
zakorniczy¢ si¢ musi na jakiej§ gwieZdzie, wigc cale niebo powinno by¢
rozéwietlone do jasnesci réwnej jasnosci pojedynczej gwiazdy. Tymczasem niebo
jest czarne w nocy. Dlaczego tak jest?

Nad zagadnieniem tym jeszcze przed Olbersem mys$lat de Chéseaux, ktéremu
wydawalo sig, Ze znalazt wyja$nienie. Obtoki ciemnej materii (pylu) moglyby
zakrywac odlegle gwiazdy. Bylo to jednak wyjasnienie pozorne. Olbers poszedt
dalej, rozpatrujgc krytycznie, co bedzie si¢ dziaé z oblokiem, pochlaniajagcym
padajace nan promieniowanie. Oblok taki bedzie si¢ stopniowo nagrzewac,

w koncu temperatura jego wzroénie, ale wtedy i on begdzie promieniowac,
rozzarzy si¢. Wiemy dzi$, ze przy ustaleniu sie¢ rGwnowagi oblok taki bedzie
wypromieniowywac tyle energii, ile sam dostaje (choé¢ moze byé to w innym zakresie
widma). Tak wigc ani wprowadzenie przestaniajacych oblokéw, ani tez innych
ciemnych (czy jasnych) ciat na drodze promieniowania, docierajacego do nas,

nie jest w stanie usuna¢ paradoksalnej konsekwencji rozumowania. Jesli tak,

to moze ktdres z zalozen jest btedne? Okazalo sig, Ze trzecie zatozenie jest
nieistotne dla rozumowania. Wiec albo zalozenie I, albo tez II jest bledne.
Znaczy to, ze albo przestrzen nie jest nieskonczona, albo skonczong jest
przynajmniej liczba gwiazd w nieskonczonej przestrzeni. Od chwili sformulowania
paradoksu fotometrycznego przez Olbersa w 1823 roku usilowano doprowadzi¢
do zgodnosci miedzy newtonowska koncepcja nieskoniczonego Wszechswiata

a obserwacja nocnego nieba. Wymyslano rézne sposoby uniknigcia paradoksu.

A tu, jak na zto$¢, przybyl jeszcze jeden paradoks: paradoks grawitacyjny,
przypisywany H. von Seeligerowi. Polega on na tym, Ze je§li przyja¢ réwnomierny
(§rednio) rozklad gwiazd w nieskoriczonej przestrzeni, wtedy w dowolnym punkcie
tej przestrzeni kazda masa ma nieskoriczona energi¢ potencjalng. I chociaz mamy
zupelng swobod¢ w wyborze zerowego poziomu energii, to w opisanej sytuacji
napotkalibySmy na fundamentalne trudnosci przy prébach uznania
jakiegokolwiek ukladu odniesienia za uklad inercjalny. A przeciez istnienie cho¢
jednego ukladu inercjalnego jest podstawg calej mechaniki Newtona.

Aby wytlumaczy¢ paradoksy, uciekano si¢ do takich hipotez, jak np. przyjecie,

Ze sita cigzenia maleje nie z kwadratem odleglosci, a nieco szybciej. Paradokséw
mozna by tez unikna¢, gdyby przyjaé, ze obserwator w punkcie P — to
obserwator w miejscu wyréznionym, w ktérego okolicy najwigcej jest gwiazd

w jednostce objetosci. W takim razie bylby to punkt wyrézniony, ktéry mozna by
nazwa¢ Srodkiem Wszech§wiata. A przeciez juz od decydujacego kroku
Kopernika, ktéry polozyl kres systemowi geocentrycznemu, kosmologowie

14



dochodzili do uznania, ze nasze polozenie (tj. polozenie Ziemi, Storica,
Galaktyki, gromady galaktyk, w ktorej si¢ znajdujemy) jest typowe, niczym nie
wyroznione. Aby unikngé powrotu do koncepcji wyjatkowosci polozenia
sformutowali oni nawet specjalng zasade, w myél ktérej obraz Wszechiwiata

i zjawisk w nim nie zalezy od poloZenia obserwatora. Zasada ta pozwolila na
dokonanie postgpu przez rozszerzanie ziemskich praw fizyki, przez latwe
ekstrapolowanie obserwacji astronomicznych. Czy warto z tej zasady rezygnowaé?
(W jednym z dalszych artykuléw powiemy co$ wiecej o tej tzw. zasadzie
kosmologicznej).

Cho¢ przy formutowaniu paradoksu Olbersa méwilismy o gwiazdach, réwnie
dobrze mozna na ich miejsce podstawi¢ galaktyki. Istota paradoksu nie ulegnie
zmianie,

Nie chcialbym, aby w Czytelnikach tego artykutu wyrobi¢ si¢ miato przekonanie,
iz paradoksu Olbersa nie udalo si¢ rozwigzaé na gruncie newtonowskiego
statycznego modelu nieskonczonego Wszechéwiata z geometria euklidesowa.
Rozwigzanie takie udalo si¢ szwedzkiemu astronomowi Charlierowi na poczatku

BN ¥ix Ludwis Chatlier (1862-1934), XX wieku. Stworzyt on model hierarchicznego Wszeché§wiata. Byt to twor

astronom szwedzki, pracujacy gléwnie nad

B Uy swiaxd, Picewsza préba statyczny, nieskoﬂcgony, zlozony z gromad kolejnych rz¢déw. Z gromad rzedu
zbudowania modelu hierarchicznego, pierwszego (np. gwiazd) tworzyly si¢ gromady rzedu drugiego (galaktyki), z tych
nieskoniczonego Wszechswiata statycznego gromady rzedu trzeciego, i tak dalej w nieskoniczonosé¢. Srednia gesto$§é materii

przedstawiona zostala w jego pracy Wie eine

B it cxcion e Fomy = 1508 w gromadach kolejnych rzgdéw maleje przy tym w okreslony sposéb (o; =

roku. IM 7 7 5 3 % .
= TR,_'-‘:)' gdzie M,, R, i g; oznaczaja odpowiednio calkowita masg, promien

i gestos¢ gromady i-tego rzedu. Pozwala to na usunigcie i paradoksu
grawitacyjnego, i fotometrycznego. Brakuje dzi§ przekonywajacych danych
obserwacyjnych na rzecz modelu hierarchicznego Charliera, ponadto oba
wspomniane paradoksy znacznie prociej ttumaczy si¢ w ramach kosmologii
einsteinowskiej rozszerzajacego si¢ Wszech§wiata. Dane wskazujace na
rozszerzanie si¢ Wszechéwiata, a wigc jego niestatyczno$¢, oméwione beda
W nastgpnym numerze «Delty».

A teraz, Czytelniku, przyznaj si¢ przed soba samym: Czy zdziwilo Cig
kiedykolwiek, e niebo jest czarne? Pamigtaj: Zdziwienie to droga do
paradoksow... i odkry¢. Dziwig sig dzieci (zanim je Zycie tego oduczy)...

i geniusze.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOW SKT

M 91. Udowodnié, ze jezeli jedna ze wspolrzednych srodka okregu na plaszczyznie jest
niewymierna, to na okrggu tym leza najwyiej dwa punkty wymierne (tzn. majace obydwie
wspOlrzedne wymierne).

Rozwiazanie na str. 3.

M 92, Na plaszczyzZnie danych jest n punktéw (n = 4) o tej wlasnosci, ze wsrdd kazdych czterech
z nich istnieja trzy lezace na jednej prostej. Scharakteryzowaé wszystkie mozliwe wzajemne
polozenia tych punktow.

Rozwiazanie na str. 16.

M 93. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych liczba n'®+1 + (n+ 1)" jest podzielna
przez 3.
Rozwiazanie na str. 3.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 31. Mamy do dyspozycji 1 litr goracej wody o temperaturze 7, i 1 litr wody chtodnej

o temperaturze ¢,. Ogrzewamy nast¢pnie wode chlodna wykorzystujac w tym celu wode goraca.
Czy mozna to zrobi¢ w ten sposéb, aby koficowa temperatura litra wody poczatkowo chlodnej
byla wyzsza od koficowej temperatury litra wody poczatkowo goracej? (G. Wilk).
Rozwigzanie na str. 2
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Rozwigzanie zadania M 92.

Sposéréd danych punktéw wybierzmy dowolne
cztery. Wirdd nich sa trzy, A, B, C, lezace na
jednej prostej k. Niech wiréd danych n
punktow istniejg dwa, M i N, nie lezace na k.
Jezeli prosta MN jest rownolegla do k, to
wirdd czterech punktéw A, B, M, N nie ma
trzech lezgcych na jednej prostej, co przeczy
warunkom zadania. Prosta MN przecina wigc
prostg k. Dwa spoéréd punktéw A, B, C na
pewno s3 roézne od punktu przecigcia tych
prostych. Niech bedg to punkty 8i C.
Wéwezas wirdd czterech punktow B, C, M, N
nie ma trzech lezgcych na jednej prostej, co
znowu przeczy warunkom zadania. Nasze

zalozenie jest wiec falszywe, czyli poza prostg

k lezy najwy#ej jeden punkt

Dzi$ konkurs i to konkurs dla majsterkowiczéw. Proponujemy Wam zbudowanie
statku napedzanego silg wiatru, ktéry méglby plynaé pod wiatr. Dostownie pod
wiatr i to tym szybciej im silniejszy wiatr wieje. Nie ma mowy o plynigciu zakosami,
pod pewnym katem do wiatru. Znane metody zeglarskie na nic si¢ nie zdadza.
Nalezy zbudowa¢é co§ nowego. Eric Lindahl i Peter Kauffman w Seattle (USA)
zbudowali taki okrecik. Donosi o tym grudniowy numer Scientific American

z ubieglego roku. Zasada wydaje si¢ by¢ bardzo prosta. Spéjrzcie na rysunek.
Na dwdch drewnianych ptywakach umieszczona jest cata konstrukcja napedowa.
Smiglo znajduje si¢ w powietrzu i potaczone jest sztywna osia ze §ruba umieszczona
pod woda. Konstrukcja podtrzymujaca powinna stawia¢ minimalny opér
wiejacemu wiatrowi. Wiatr wieje, $miglo si¢ obraca i napedza $rube. Sruba
napedza statek. Jezeli skrzydetka §ruby sa odpowiednio ustawione, to statek
plynie pod wiatr. Tylko czy plynie i czy teoretycznie powinien plynaé. Otoz

" teoretycznie powinien plynaé, a czy poplynie, to tylko od Was zalezy. Dlaczego

powinien poplynaé¢? Dokladnych obliczen nie mozemy przytoczy¢, ale
przeprowadzimy proste rozwazanie dotyczace pedu i energii. Sila, z jaka wiatr
pcha $miglo, jest proporcjonalna do réznicy predkosci: F, = k,(v, —v,).
(Pamigtajmy, Zze ped rowna si¢ popgdowi: F-t = m - v). Zalézmy dalej, ze nie
ma zadnych strat energii przy obrocie osi napedzajacej srubg¢ pod woda. Cala
energia jest przekazywana wodzie. (L6dka jest nieruchoma) E; = kv = E;
a ciag (sifa z jaka lédka jest ciagnigta) F, = k,v;. Nie znamy oczywiécie
wspolczynnikow k;,ka,k.; Przyjmujac najbardziej uproszczong wersj¢

# k, = ki = k4 (co nie odpowiada rzeczywistosci) mamy

= = 2
F, =yt ]/t’x"'vz,

A s (@ —v,) (v, +9,) 5 ]/91 +7;

F, =0, —v,,

Fy (v1 —0,) (v, —0;) Yy —Va =
Te bardzo uproszczone rozwazania pokazuja, na jakiej zasadzie mozliwy jest
wiegkszy ciag Sruby pod wiatr niz sita, z jaka wiatr pcha na $miglo. £6dZ powinna
wige po odkotwiczeniu (puszczeniu z rak) raznie ruszyé pod wiatr. Efekt bedzie
tym silniejszy im wigksza predkos¢ wiatru. Czy to si¢ uda, zalezy od konstrukcji
todzi, oporéw przy kreceniu si¢ osi i konstrukcji $migla. Warto jednak
sprobowaé.
Zal6ézmy, ze nasz stateczek juz gotowy stoi zakotwiczony nieruchomo na
spokojnej wodzie. Wieje silny wiatr, ktéry napedza $migto. Nie znamy ani
ksztaltu $migla, ani jego wymiaréw, nasza niewiedza dotyczy w réwnej mierze
$ruby. Wiemy jednak, Ze istnieja zasady zachowania pedu i energii. Smiglo
zyskuje energi¢ na koszt wiatru, ktérego predkos¢ przed $miglem wynosi v, ,
a tuz za $miglem v,(v; > v,). Energia przekazana $mighu jest proporcjonalna do
roznicy kwadratéw predkoéci 7 —v? oraz do gestoséci powietrza o,: E =
= a,0,(v}—v3). Sila parcia, z jaka wiatr dziala na $migto, jest proporcjonalna do
réznicy predkoéci v, —v, oraz do gestosei: Fy = a,0,(v; —0,)
(Przypominamy, ze poped réwna sie zmianie pedu F- At = m - Av). Jezeli cala
energia uzyskana przez $miglo jest przekazana do $ruby, a ta krecac sie wprawia
wodg w ruch z predkoscig v;, to energia przekazana wodzie rowna si¢ E =
= 030,73, gdzie g, jest gestoscia wody. Silta ciagu sruby bedzie proporcjonalna
do v;3:F, = a40,v;. Obliczmy stosunek F,/F, :

.'/ oy l/ 02 v +7;
01 Uy —v,
Wspélczynnikéw oy ,az,a3,a4 nie znamy, ale mozemy tak dobra¢ ksztatt §migla

i §ruby, aby o l/ £ 30 Poniewaz

F_ %@ 9
F, Oy 07 UVy—7y

'I/ —= 2 30, wiec nawet w tym skrajnym przypadku
€1

F. v, 40
__lzl/ 1h0 o1
F, U, —Uy

Oczywiécie uproscilismy zagadnienie zaniedbujac parcie wiatru na stateczek
jako catos¢, straty energii przy obrocie osi itd. Dzisiejsze zadanie polega nie na
obliczeniach teoretycznych, ale na skonstruowaniu takiego stateczku, ktéry
poplynie pod wiatr.
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A oto warunki konkursu:

1) Zbudowanie stateczku,

2) Nadestanie go w paczce przesytka pocztowa na adres redakcji wraz
z podaniem informacji, w jakich warunkach byl sprawdzony.

3) Termin nadsylania: 1 pazdziernika 1976.

4) Jury konkursu: doc. dr hab. Tomasz Hofmokl, doc. dr hab. Michat Swiecki.

5) Wygrywa stateczek o najwigkszej sile ciagu w ustalonych warunkach (pomiar
sity dynamometrem).

6) Nagrody ksiazkowe.

Uwaga praktyczna. Strumieni powietrza powinien by¢ dostatecznie silny.

Stateczek redakcyjny pokazany na ostatniej stronie oktadki ptynie pod wiatr

wywolany odkurzaczem nastawionym na dmuchanie: Ciag powietrza z suszarki
ﬁ do wlosow okazal si¢ niewystarczajgcy.

D.c. rozwigzania zadania F 31,
Przyjmijmy, & w naczyniach A i B mamy po M graméw wody o temperaturach jak poprzednio, £, i f; (f; > t;). Postepujemy jak poprzednio, z tym, Ze za katdym
razem nalewamy do naczynia C m gramow wody chiodnej. Po pierwszej operacji, mamy w naczyniu D m graméw wody ogrzanej od ¢; do x,, a w naczyniu A
M gramow wody ozigbionej od t, do x,, przy czym
mixg—13) = Mt —x,),

M m m
skad X, = —— 1 + ty = (1—a)t,+afy, gdzie przez o oznaczylismy:a = —— < |,
m+4+ M m+M m+M
Po drugiej operacji dolewamy do naczynia D nowych m graméw wody o temperaturze x;, zostawiajac w naczyniu A wode o tej samej temperaturze, przy czym teraz
Znowu mixz—13) = M(x,-x;),
M m
co daje nam Xy = ————— X+ ——— 1y = (=&)X, +afy
m+M m+ M
k=1
Dla k-tej operacji mamy xg = (1—a)xy_q+aty = (1 —a)kt, + o Z -a) 1,5,
J=0
Taka tei jest po k operacjach temperatura korficowa wody poczatkowo goracej w naczyniu A. Natomiast w naczyniu D mamy teraz k - m graméw wody o temperaturze:
k k kK j-1 k.
1 1 3 y I XA 1 (1=a)[1—(1—)k) 1 V=1 —a
Ty = — xy= | — (-a)y | ti+ |a— Gmitlibem ] —— e =t b Lo e
k ] Kl k ) k I-(1-g) k 1-(1-a)
j=1 j=1 j=1 I=0 j=1
k
(1—x) 1 M 2 (1—a) (l—a)
= ==}t + — H-(-apity = —— (==t + 1= —— (=1 -a)¥} 15,
ke k . ka ko
J=1
gdzie kilka razy skorzystaliémy z wlasnoéci szeregu geometrycznego. Jesli teraz zakoniczyliémy juz nasz proces, tzn.
M 1 -
k = — czyli op = ——— co daje =1,
m 1+% ka

dostaniemy dla koficowej temperatury wody, poczatkowo chlodnej, wyrazenie:
1 (& 1 1
zm pi=(ti=t2) (l=c)® = gy =def1— —— = e e = Al
Po zupelnie analogicznych obliczeniach, koficowa temperatura wody poczatkowo goracej dana jest przez

y=xp=tL+dt(l-a)f = 3+ M4t ———— =t ty Lt

L\Rg o o a
R
k

24t e—2
-y = At— — = At >0

Zauwaimy, e poniewaz (e = 2,718...)

Wiec rzeczywiicie z > y jak pokazano ju poprzednio.
Wygodniej moze bgdzie zapisaé powyisze koricowe wzory w nieco innej postaci:

g 1 1 1 1

z=t+d4t | 1- - li== r;+dr(|- (_) y=ti=dt] - — T\k ﬁ";o‘h"d! (l— —e—)

1+ ' 1+ —
i k

gdzie widaé od razu, ze woda poczatkowo chlodna (o temperaturze t,) rzeczywiscie ogrzewa si¢ do 7 > f;, a woda poczatkowo goraca ozigbia sig od ¢, do ).

Poniewaz nie wystepuje tutaj zupelne odwrécenie temperatur (bo z < ti, ay > t;), wiec opisany powyzej proces jest procesem nicodwracalnym.

; ‘Weimy dla przykiadu: ¢, = 100°, t; = 0°; wiedy zaletnoté zi v od k ilustruje tabela k I F | Yk

i -
1 50° ‘ 50°
2 55,6° | 44,4°
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-
3 57,8° 42,2°
E 00 63,2° | 36,8°
|
BWige ¢ = 63,2° jest maksymalng temperaturg, do ktdrej w danym przypadku mozna ogrzaé wode chlodna przy pomocy opisanego w zadaniu postgpowania.



