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Kosmologia: Przedmiot i metoda

Dr Bronislaw KUCHO WICZ

W cyklu artykulów, mniej lub bardziej z soba powiazanych, mam zamiar
przedstawic jedna z naj starszych i zarazem najmlodszych nauk przyrodniczych ­
kosmologie. Przymiotnik "najstarsza" wiazac sie moze z tym, ze juz w
w najdawniejszych dokumentach pisanych natrafic mozna na poczatki wyobrazen
kosmologicznych - tj. o budowie Kosmosu, Wszechswiata - tak przynajmniej
rozumianego, jak mogla go na swym etapie rozwoju, przy ograniczonej bazie
obserwacyjnej ówczesna ludzkosc pojac. Wyobrazenia te wiecej mialy wspólnego
z mitami, religia, filozofia, niz z uogólnieniem obserwacji przyrody. Stopniowo
gromadzily sie obserwacje, dlugo zreszta nie siegajace poza Uklad Sloneczny.
Modele Ptolemeusza czy Kopernika stanowily w swoim czasie nie tylko modele
tego Ukladu, byly one zarazem podsumowaniem dostepnej wiedzy o Wszechswiecie.
Do konca XIX wieku kosmologia i astronomia szly w parze, a zasadniczym
obiektem badania tych dyscyplin byly, poza cialami Ukladu Slonecznego, gwiazdy
z naszej Galaktyki. Kosmologia wyodrebnila sie z astronomii dopiero z poczatkiem
XX wieku. Uwazana jest ona odtad przez jednych za dzial astronomii zajmujacy
sie Wszechswiatem jako caloscia (W. Zon n w Wielkiej Encyklopedii
Powszechnej PWN, Tom 6, str. 82), to znów za dyscypline naukowa na pograniczu
astronomii, fizyki teoretycznej i filozofii, traktujaca o Wszechswiecie jako calosci
i o dostepnym obserwacjom obszarze przestrzeni jako czesci Wszechswiata
(A. Pacholczyk w "Postepach Astronomii" z 1963 r., str. 15). Jakkolwiek by bylo
(a mozna by podac jeszcze wiecej definicji w slad za róznymi autorami, ale chyba
nie o to nam chodzi), kosmologie mozna niewatpliwie uwazac za nauke
przyrodnicza. W tej roli jest ona jednak istotnie odmienna od takich nauk jak
chemia, fizyka czy nawet najblizsza jej astronomia. Przedmiot jej studiów,
Wszechswiat, jest jeden.
We wszystkich naukach przyrodniczych istnieje mozliwosc badania okreslonych
grup obiektów czy tez zjawisk, wynajdywania ich elementów wspólnych, przez
umiejetne abstrahowanie od indywidualnych, nieistotnych charakterystyk. Dlugie
serie doswiadczen fizycznych, powtarzanie obserwacji astronomicznych ­
wszystko to pozwala na dochodzenie do uogólnien, na wykrywanie praw przyrody.
Metodologia nauk przyrodniczych pozwala takze na sprawdzanie slusznosci
teorii przez ich laboratoryjne testowanie, przez porównywanie wyników
doswiadczen czy obserwacji z przewidywaniami, otrzymanymi z teorii na drodze
dedukcyjnej. A jak ma wygladac sytuacja w kosmologii? Czy mozna stosowac
metode indukcyjna, skoro Wszechswiat jest jeden, i nie mozna obserwacji w nim
prowadzonych porównywac z obserwacjami w jakichs innych (moze lepszych?)
Wszechswiatach, gdyz takie nie istnieja? Nie mamy zatem gwarancji tego, ze jakas
obserwowana cecha Wszechswiata jest jego cecha istotna, a nie przypadkowa.
Z drugiej znów strony pamietajmy o tym, ze prawa fizyczne, które chcielibysmy
stosowac do opisu Wszechswiata jako calosci, sprawdzone sa eksperymentalnie
badz tylko na Ziemi, badz tez w obrebie Ukladu Slonecznego, a wiec w zbyt
malym zakresie takich wielkosci fizycznych, jak dlugosc, czas czy tez masa.·
Przekonalismy sie w ostatnim pólwieczu, ze prawa makrofizyki ziemskiej nie dadza
sie przeniesc na szczebel poznawania atomowej i jadrowej struktury materii, ze
musza byc zastapione przez mechanike kwantowa. Czy wobec tego mozna prawa
te ekstrapolowac w druga strone i przypuszczac, ze beda spelnione w skali duzych
odleglosci (rzedu milionów lat swietlnych), albo w takich szczególnie ekstremalnych
warunkach (gestosci powyzej gestosci jadrowej, pola grawitacyjne miliardy razy
silniejsze od pola grawitacyjnego Ziemi), jakie moga wystapic w innych obszarach
kosmosu i
Arystoteles odróznial fizyke ziemska, fizyke ruchów prostoliniowych, od fizyki
niebios, operujacej pojeciem ruchów kolowych. Dlugo dochodzila ludzkosc do
uznania faktu, ze fizyka jest jedna.
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Rozwiazallic zadallia MU.

Mamy: L'C = L'L/g", = AL'/g'", iK'A =
= KK'/g", = K'B/g'",. Stad

Me:. = /g'", = L'C i MC =MB AL' MB

K'A
= ta'", = -X'B-

K

i dalej
MB AL' K'A MC
MC +1 = L'C +1, K'B +1 = BM +1

czyli
BC AC BC AB
MC= L'C' BIif= K'B'

a wiec BC:AC = MC:L'C i BC:BA =
= BM:BK',

WIlioskujemy stad, ze ML'IIAB i K'MIIAC.
OZllaczajac kat BAC przez" mamy:
~ ML'L = 90'+", ~ KAL = 90'-",+
+"+,,, = 90'+", ~ KK'M = 90'+".

ML' MC MC
Mamy AB = liC = MCctg' '"+ MC =
= sin2tp, skad, wobec równosci KA. =
= ABsiII"" otrzymujemy ML' = ABsiII'", =
= KA sili"'.

. K'M BM BM
Podobllie -- = -- = -- --- =

AC BC BM+ BM ta' <p

= cos2 rp, a wiec wobec

AL = ACcos<p, otrzymujemy K'M =
= ACcos'<p = ALcos<p.
Mamywiec
ML' . KK' LL'.
XX = SlII""-KA = cos<P'AL = Sln<p,
K'M
AL = co.""

co konczy zadany dowód.

Uwaaa. Zadallic to jest zwiazane z zadaniem 8
z zawodów .topnia pierwszego XXVI
Olimpiady Matematycznej. Z otrzymanego
wyniku mozna latwo wyprowadzic, ze trójkat
KLM jest prostokatny (zob. "Znane

tiwe~dzenie Pitaaorasa", «Delta» 2/1976).

Nie motna zaprzeczyc tC?mu,te poznanie nasze wciat jeszcze jest w istotny sposób
ograniczone, ze w warunkach naszych skromnych laboratoriów ziemskich (czymte
sa one bowiem w porównaniu z takimi chocby laboratoriami Przyrody, jak
wnetrza gwiazd czy przestrzen kosmiczna!) wiele przejawów praw fizycznych ujsc
moglo naszej uwadze, nie odgrywaja one bowiem zadnej roli przy tak malych
np. odleglosciach, jakie wystepuja na Ziemi. Z obserwacji. natomiast materii
we Wszechswiecie mozna dojsc nawet do nowych, nieznanych jeszcze praw
fizycznych, które moga miec doniosle znaczenie dla przyszlego rozwoju fizyki i techniki.
Kosmologia uogólnia dane astronomii pozagalaktycznej, zajmujacej sie
podstawowymi skladnikami Wszechswiata - galaktykami (nie jest jeszcze w pelni
rozstrzygniete zagadnienie istnienia tworów wyzszych rzedów, tzn. gromad galaktyk,
gromad tycMe gromad itp.), abstrahujac od wlasciwosci jednostkowych galaktyki ich ukladów. Poza tym korzysta ona jeszcze z szeregu innych dyscyplin
astronomicznych, o których mowa bedzie w drugiej czesci artykulu. Uogólnienie
to odbywa sie dzieki zastosowaniu teorii fizycznych, w pierwszym rzedzie ogólnej
teorii wzglednosci, stanowiacej wspólczesna teorie przestrzeni, czasu i grawitacji,
nastepnie termodynamiki, mechaniki statystycznej, elektrodynamiki, fizyki
jadrowej. Ogólna teoria wzglednosci pozwala na zbudowanie tzw. modeli
kosmologicznych, konstrukcji teoretycznych ópisujacych zachowanie sie
Wszechswiata jako calosci. Konstrukcji takich jest wiele, przybywaja coraz to
nowe. A czy odzwierciedlaja one cechy charakterystyczne rzeczywistego
Wszechswiata? Bywa z tym róznie. At chce sie zacytowac Lema z jego rozdzialu
"Szalenstwo z metoda" w slynnej ksiazce "Summa Technologiae" (cytowane
wedlug wydania III, Wydawnictwo Literackie, Kraków 1974): "Wyobrazmy
sobie szalonego krawca, który szyje wszelkie mozliwe ubrania ... Nie ciekawi go
swiat, nie bada go. Szyje ubrania~ Nie wie dla kogo. Nie mysli o tym. Niektóre
sa kuliste, bez tadnych otworów; innym wszywa rury, które nazywa "rekawami"
lub "nogawkami". Ilosc ich jest dowolna ... Krawiec dba tylko o jedno: pragnie
byc konsekwentny ... Gdy przystepuje do sporzadzania nowego (ubrania),
przyjmuje okreslone zalotenia. Nie zawsze sa takie same. Ale postepuje dokladnie
w mysl raz powzietych zalozen i pragnie, by nie wynikla z nich sprzecznosc".
Gdy ten szalony krawiec jest teoretykiem - kosmologiem, wystarczy mu
skonstruowanie kolejnego modelu' Wszechswiata. Ubranie wiesza sie w szafie,
model trafia na lamy czasopisma naukowego. A dalsze losy modelu? Trzeba go,
jak ubranie, przymierzyc, sprawdzic w jaki sposób opisuje Wszechswiat. Dotad
byla dedukcja, odtad wkracza empiria. U podstaw wspólczesnego
przyrodoznawstwa tkwi przeciet nastepujace paradoksalne (tylko pozornie!)
sformulowanie metodologiczne: "Teoria naukowa jest tym lepsza, im latwiej ja
mozna obalic". Okreslony model kosmologiczny musi wiec zasugerowac dokonanie
obserwacji, za pomoca których mozna by go obalic (albo i potwierdzic, ale to
ostatnie zadanie jest trudniejsze i w zasadzie niewykonalne).

Wyniki obserwacji pozwalaja na wyeliminowanie przynajmniej czesci
proponowanych modeli teoretycznych jako odpowiadajacych rzeczywistemu
Wszechswiatowi. Inne jeszcze modele dadza sie jako tako, po pewnych
"przeróbkach" dopasowac do istniejacych danych. I tu nasuwa sie watpliwosc:
Wszak Wszechswiat jest jeden, jedyny, czy nie powinien byc wiec opisany
jednoznacznie, za pomoca jednego tylko modelu? Cóz jednak na' to poradzic,
gdy brak danych obserwacyjnych nie pozwala na rozróznienie pomiedzy kilkoma
rótnymi modelami, gdy wszystkie wydaja sie, przynajmniej chwilowo, równie
dobrze do opisu Wszechswiata pasowac. Nie wiemy, f;ZY Wszechswiat jest
otwarty czy zamkniety, i nie wiadomo, czy w najblizszej przyszlosci uda sie
odpowiedz na to pytanie uzyskac. Wystarczy wspomniec, ze gdy na Sympozjum
Miedzynarodowym pod nazwa "Konfrontacja danych kosmologicznych
z teoriami", które odbylo sie VI Krakowie w 1973 roku podczas uroczystosci
kopernikowskich, przewodniczacy urzadzil dla zartu glosowanie, 7 obecnych
glosowalo za modelem otwartym, mniej wiecej tylez osób za modelem
zamknietym, reszta zas (okolo. 200 osób) wstrzymala sie od glosu, uwatajac
(nie bez racji), ze przemówia w koncu fakty.

Przejsc wiec trzeba do faktów. Jest ichjut w kosmologii kilka. Pozwalaja one na
wybór pewnej okreslonej grupy modeli kosmologicznych do opisu Wszechswiata,
tzw, modeli ewolucyjnych rozszerzajacego sie Wszechswiata. Jeszcze pól wieku.
temu fakty owe, stanowiace o specyfice wspólczesnej kosmologii jako nauki
przyrodniczej, byly nieznane. A juz w 1973 roku motna bylo na pierwszym tego
rodzaju sympozjum miedzynarodowym porównywac wyniki obserwacji
kosmologicznych z przewidywaniami teorii. Jakie to obserwacje? Jakie teorie?
Mówic o nich bedziemy w nastepnych numerach "Delty".
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RING WOLNY: WALKI W WADZE PAPIEROWEJ
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Tak, bedziemy organizowac mecz bokserski miedzy zawodnikami z papieru. Wole
walki, sile miesni i kondycje prawdziwych piesciarzy zastapia im sily ,
elektrostatyczne, opisywane przez fizyków prawem Coulomba. Do wykonania
ringu i bokserów beda nam potrzebne nastepujace
Materialy i narzedzia _
I) Blona fotograficzna (najlepiej zdjecie rentgenowskie) lub inna podobna folia

z tworzywa sztucznego,
2) folia aluminiowa (mo:!e byc z opakowania czekolady),
3) kawalek grubej tektury,
4) troche niezbyt cienkiego papieru,
5) maly kawalek cienkiej blaszki - na przyklad takiej, jaka slu:!y do zamykania
torebek z rodzynkami,
6) nozyczki, linijka, olówek, klej 'lub tasma klejaca.
Macie juz wszystko? Mozemy wiec zaczac budowac

RING
Jego podloga bedzie kwadratowy kawalek grubej tektury oklejony folia aluminiowa
(rys. 1). W odróznien~ od pr-awdZiwegoringu, bedzie on mial równiez sciany
i dach, wykonane z przezroczystej folii. W razie uzycia blony fotograficznej
musimy oczywiscie zmyc z niej emulsje, co latwo robi sie w goracej wodzie.
Nastepnie wytniemy z niej (blony) kawalek wedlug rys. 2a i po odpowiednim
wygieciu przykleimy do podlogi (rys. 2b) -ringju:! gotowy. Chetni moga
namalowac slupki i liny. Co nam jeszcze potrzebne?
Oczywiscie
BOKSERZY
Wytniemy ich z papieru. Powinni miec Wysokosc nieco mniejsza od ringu. Dla
leniwych podajemy rysunek 3 do skopiowania. Z wyposuenia bokserów istotne
dla nas beda jedynie buty. Wykonamy je z kawalków blachy zaciskajac je na
nogach zawodników (rys; 4). Zapomnielismy umiescic bokserów na ringu przed
sklejeniem go? Zaden klopot, ring ma przecie:! szczeliny w bocznych krawedziach,
przez które bokserzy beda wchodzic i wychodzic. Gotowe?

RING WOLNY, PIERWSZE STARCIE
Zeby zagrzac zawodników do walki, pocieramy wier2;chringu kawalkiem welny
(np. szalikiem). Po paru ruchach o ile calósc jest sucha, bokserzy poderwa sie
i zaczna energicznie poruszac sie po ringu w sposób przypominajacy prawdziwa
walke piesciarska. Na ogól (zalezy to' od rodzaju uzytej folii) po wstepnej
rozgrzewce welna, do utrzymania bokserów w walce wystarczy'po prostu pocierac
ring dlonia (sucha!). Jezeli pozostawimy ring w spokoju zawodnicy po chwili
zatrzymaja sie, a nastepnie po jakims czasie upadna na podloge. Oczywiscie ten,
który utrzyma sie dluzej - wygrywa. Mozna urzadzac zawo,dy z udzialem wielu
bokserów, którzy walczac kol~jno ze soba wylonia wreszcie mistrza, Za
przylepienie sie do sufitu - dyskwalifikacja. 'Ktos mówi, ze po co to robic, .
skoro taka zabawka ukazala sie kiedys w sprzedazy? Nie zmuszaj~y go, widac
przeznaczona mu tylko polowa przyjemnosci, podobnie jak "wedkarzowi"
przynoszacemu swa zdobycz ze sklepu Centrali Rybnej.
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Prawo Coulomba: Dwa nieruchome
punktowe ladunki elektryczne O, i O,
równoimienne (róznoimienne) odpychaja­

(przyciagaja) sie z sila wprost proporcjonalna
do iloczynu O, O, i odwrotnie proporcjonalna

do kwadratu odleglosci r miedzy nimi:

F= k O,O,, .r

Przez odpowiednie sumowanie (calkowanie)

mozna na ,podstawie prawa Coulomba

okreslic sile takze miedzy cialami o ladunku

nie punktowym, a rozl9zonym na jakims
obszarze. '
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Twierdzenie o kanapkach

Mgr Krzysztof NOWI NSKI

Zbiór otwarty - taki, do którego kazdy punkt

nalezy wraz z pewnym swym otoczeniem (kula
o srodku w tym punkcie).

Zbiór otwarty w przestrzeni trójwymiarowej

jest spójny, jesli kazde dwa jego punkty

mozna polaczyc lamana zawarta w tym

zbiorze. (Zbiór spójny odgrywa role kromki

chleba; maslo i szynka moga byc niespójne.)
Jesli A jest zbiorem otwartym ograniczonym,

to mozna mu przyporzadkowac miare I'(A),
która jest uogólnieniem objetosci. Mozna

sobie wyobrazac, ze zbiory C, M, S sa na tyle

"porzadne", ze maja objetosc i przez p(C).
I'(M), I'(S) rozumiec objetosc;.

Tw. Darboux: Jesli funkcja ciagla na przedziale

< -a, b> przyjmuje wartosci m i M (m < M), to

przyjmuje wszystkie wartosci zawarte pomiedzy

m iM, w szczególnosci przyjmuje wartosc

+ (M+m). (Funkcja h jest ciagla na <-R, R>
i przyjmuje zarówno wartosc zero, jak
i wartosc 1'( Cj).

W poprzednim artykule ("Delta" nr 11/1975) zapowiedzielismy "gastronomiczne"
wnioski z Twierdzenia o Antypodach. Obiecalismy mianowicie udowodnic
"Twierdzenie o Kanapkach": Kanapke z maslem i szynka motna przekroic jednym
cieciem plaskiego noza polowiac i chleb i maslo i szynke.
Nie mozemy, niestety, prowadzic scislego dowodu na podstawie tak
niematematycznych sformulowan. Trzeba wiec nasze twierdzenie napisac bardziej
"naukowo". Bedzie ono brzmialo tak:
Niech C, M i S beda zbiorami otwartymi zawartymi w pewnej kuli o srodku
w poczatku ukladu wspólrzednych i promieniu R. Niech ponadto jeden z nich
(np. C) bedzie spójny. Przy tych zalozeniach istnieje plaszczyzna p dzielaca
przestrzen na dwie pólprzestrzenie p+ i P- takie, ze:
J.t(CnP+) = J.t(CnP-), J.t(MnP+) = J.t(MnP-) oraz J.t(SnP+) = J.t(SnP-), co
wlasnie oznacza, ze plaszczyzna p polowi C, M i S.
A oto idea dowodu: Niech v bedzie wektorem o dlugosci 1. Mozemy go
utozsamiac z punktem ze sfery jednostkowej (dlaczego ?). Oznaczmy przez Po

plaszczyzne prostopadla do v i polowiaca zbiór C (jej istnienie i jednoznacznosc
trzeba bedzie oczywiScie udowodnic). Niech P: bedzie pólprzestrzenia
wyznaczona przez Po rozciagajaca sie w kierunku wektora v. W drugim kroku
dowodu pokazemy, ze miary przeciec zbiorów M i S z pólprzestrzenia P:
(bedziemy je oznaczac odpowiednio m(v) i s(v» sa ciaglymi funkcjami wektora v.
Gdy teraz przypomnimy sobie jeden z wariantów Twierdzenia o Antypodach,
okaze sie, ze istnieje wektor Vo taki, ze m( vo) = m( - vo) oraz s(vo) .= s( - vo).
Jezeli teraz zauwazymy, ze Po = P-o, a ponadto pt = P:o, to okaze sie, ze Poo jest
poszukiwana plaszczyzna.

Zanim przystapimy do realizacji tego programu dzialania, przypomnijmy kilka
prostych faktów z geometrii analitycznej. Jak wiadomo, równanie plaszczyzny p

prostopadlej do wektora v = (VI ,V2,V3) ma postac VI Xl +V2X2 +V3X3 = y,
przy czym jesli v jest wektorem jednostkowym, to y jest odlegloscia p od poczatku
ukladu wspólrzednych O (brana ze znakiem" -" gdy OE pn. Pólprzestrzenie
P: i P; sa wyznaczane odpowiednio przez nierównosci VI Xl +V2X2 +V3X3 > y
oraz VIXI +V2X2+V3X3 < y.
Przypomnijmy ponadto potrzebne nam w dowodzie fakty z teorii miary:
1. Kazdy zbiór otwarty i ograniczony ma miare.
2. Miara sumy zbiorów jest mniejsza lub równa sumie ich miar, przy czym
jesli zbiory te sa rozlaczne, to zachodzi równosc. Wynika stad
3. Jezeli A C B, to J.t(A) ~ J.t(B).

\1ozemy teraz zaczac realizacje kolejnych kroków naszego programu dzialania.
Pierwszym krokiem bedzie dowód
Lematu.
Niech C bedzie zbiorem otwartym i spójnym zawartym w kuli K o srodku
w poczatku ukladu wspólrzednych i promieniu R. Przy tych zaloteniach dla katdego
wektora jednostkowego v istnieje dokladnie jedna plaszczyzna p prostopadla do v
ipolowiaca zbiór C.
Dla dowodu rozpatrzmy funkcje h(y) okreslona na odbinku <-R, R)
i przypisujaca zmiennej y miare przeciecia zbioru C z pólprzestrzenia P: polozona
.,powyzej" plaszczyzny o równaniu VI Xl +V2X2 +V3X3 = y. Pólprzestrzenie Pi.
i P;:'R wygladaja tak jak na rysunku i jak latwo zauwazyc h( - R) = J.t(C),
natomiast h(R) = O. Jezeli teraz YI < h, to h(Yt) ~ h(Y2)' poniewaz
CnP/; ) CnP,~. Równoczesnie h(YI) - h(Y2) jest miara czesci zbioru C zawartej
miedzy plaszczyznami PYt i PY2' Zbiór ten jest zawarty w walcu o promieniu R
i wysokosci Y2 - Yl' Wobec tego h(YI)-h(Y2) ~ nR2(Y2 - Yl), skad juz latwo
wynika ciaglosc funkcji h. Jezeli teraz przypomnimy sobie twierdzenie Darboux,

to latwo zauwazymy, ze dla pewnej wartosci Yo funkcja h przybiera wartosc 1-l~C)

i wobec tego plaszczyzna PYo polowi C. Jezeli teraz y :F Yo np. y > Yo, to
z zalozenia otwartosci i spójnosci zbioru C wynika, ~e miedzy plaszczyznami
py i PYo lezy podzbiór C otwarty i niepusty, wiec o mierze niezerowej, wobec
czego h(y) :F h(yo). Wynika stad, ze Yo jest jedyna wartoscia spelniajaca warunki
lematu.
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Pl - odcina co najmniej tyle, co PV1' .zas

p, - co najwyzej tyle, co PVI •

Niech teraz Vt i V2 beda dwoma róznymi wektorami jednostkowymi i niech
PVI i PVl beda plaszczyznami odpowiadajacymi im na mocy lematu. Kule K(O, R),
w której leza zbiory C, M i S zrzutujemy na plaszczyzne wyznaczona przez
wektory Vt i V2 (obrazami plaszczyzn PVt i PVl beda proste).
Z rysunku latwo wywnioskowac (i nietrudno dokladnie udowodnic), ze kolo
bedace przekrojem plaszczyzny PVl z kula K lezy miedzy plaszczyznami Pl i P2

równoleglymi do Pv I' a których odleglosc jest nie wieksza niz 2R sin 1:: (v l ,v2).

Wynika stad, ze zbiory Mr.Pv~ i Mr.Pv~ róznia sie o podzbiory warstwy kuli K
pomiedzy plaszczyznami Pl ip2 i wobec tego miary Mr.Pv~ i Mr.P:;' róznia
sie co najwyzej o miare tej warstwy, mniejsza od 2nR3 sin 1:: (vl, v2) (dlaczego?).
Jezeli teraz wektory Vl i V2 sa bliskie, to sin 1:: (vl, v2) jest maly i maly jest
równiez modul róznicy m(vl) i m(v2), a wiec funkcja m jest ciagla. Analogiczne
rozwazania przekonuja nas o ciaglosci funkcji s. W poprzednim artykule
udowodnilismy, ze dla dwóch dowolnych funkcji ciaglych o wartosciach

, rzeczywistych iI iJ;, okreslonych na sferze dwuwymiarowej istnieje punkt x taki,
zeiI(x) =fl(-X) orazJ;,(x) =J;,(-x). Zastosujmy to twierdzenie do funkcji m
i s. Okaze sie, ze dla pewnego wektora v mamy m(v) = m( -v) i s(v) = s( -v).
Ale wektory v i - v róznia sie tylko zwrotem i wobec tego plaszczyzna Pv jest
prostopadla do - v i poniewaz na mocy lematu istnieje dokladnie jedna
plaszczyzna polowiaca C i prostopadla do danego wektora, wiec P-v = PV' Te~az
jest juz jasne, ze P::'v= P; i p.(Mr.P;) = m(v) = m(-v) = p.(MnPt), a wiec
plaszczyzna Pv polowi zbiór M. Analogicznie sprawdzimy, ie polowi ona równiez S.
Mozna kroic!! '
Na zakonczenie dwa pytania pod adresem Czytelników:
Czy istnieje podobne twierdzenie "plaskie", tzn. mówiace o podzbiorach
plaszczyzny? (Zob. Dwudziesta Czwarta Olimpiada Matematyczna WSiP 1974,
str. 42.)
Czy mozna zastapic miary zbiorów jakimis innymi ich funkcjami? (np. srednicami?)

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 88. Dany jest trójkat ostrokatny ABC. Na zewnatrz niego konstruujemy takie dwa trójkaty.
ABKi CAL, ze <j:: BKA = <j:: ALC = 90°, <j::ABK= <j:: CAL = qJ < 90°. Niech K' i L' beda
rzutami prostokatnymi punktów K i L odpowiednio na boki AB i A C, M Zas takim punktem
odcinka BC, ze CM = MBtg1qJ. Udowodnic, ze trójkaty ML'L, KK'M i KAL sa podobne
w stosunku sinqJ:cosqJ: 1. (Jerzy Mitek)
Rozwiazanie na str. 2

M 89. W szeregu ustawiono n uczniów (n ;;;. 2) ponumerowanych kolejno liczbami od l do n.

Na dana komende uczen-moze zamienic sie miejscem z innym uczniem lub pozostac na miejscu.
Czy jest mozliwe, by po dwóch komendach uczniowie ustawili sie w szeregu tak, by pierwszy
uczen mial numer n, a nastepnie kolejne numery od l do n-l?
Rozwiazanie na str. 11

M 90. Ciag Sm okreslony jest dla m ;;;.4 wzorami
S4 = l,
Sm+l= sm+l· (m-2)+2' (m-3)+ ... +(m-3)· 2+ (m-2)' 1.

Udowodnic, ze Sm = ( : ).
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 30. Jednorodny pret o dlugosci L stoi pionowo na gladkiej podlodze przy scianie o gladkiej
powierzchni (patrz rysunek). Dolny koniec preta zostal delikatnie popchniety i zaczal swobodnie
odsuwac sie po plaszczyznie prostopadlej do sciany.
Pod jakim katem pret bedzie nachylony do podlogi w momencie, w którym górny koniec preta
oderwie sie od sciany?
Rozwiazanie na str. 11
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Konstrukcje geometryczne

-
Rozwiazanie zadania M90,
Drugi z wzor6w definiujacych ciag (s••)
mozemy zapisac w postaci $'"+1 = oS••• +

m-2
+ ~ k(m - k - I), a wiec (piszemy ~ zamiastk-I

m-2)
~ S"H = S •• + ~km- ~k(k+l) =

k=1

~s.+m~k- ~k'- ~k =

= s••+(m-I) ~k- ~k1.

" 1 "
Poniewaz ~ k = "2 "(11 + I), ~ k' =k=1 k=1

1
= "6"("+ 1)(211+ 1),

wiec S"H = s••+ ..!.. (m-I)'(m-2)­2

_..!.. (m-2) (m-I)(2m-3) -6 -
I

= S•• + "6 (m-I)(m-2)(3m-3-2m+3) =

= S•• + ..!..m(m-I)(m-2) =6

= S •• + (~).

Zauwazmy, ze S3 = 1 = (:).

Zal6zmy, ze dla pewnego m> .•jest

$". = (~). Wówczas $"'+1 = $,"+(~) =

_ (~) + (~) = (m .•+ I).co wynika z

latwej do sprawdzenia tozsamosci (;) +

+ (k:l) = (::11).
Tak wiec przez indukcje udowodoilismy, ze

dla m> "jest s•• = (:).

Dr Maciej BRYNSKI

Z konstrukcjami geometrycznymi spotykamy sie niemal na kazdym kroku zarówno
w samej geometrii, jak i wszedzie tam, gdzie geometria znajduje zastosowanie.
Mozna skonstruowac srodek danego odcinka, mozna skonstruowac trójkat, gdy
dane sa jego trzy boki, albo gdy dane sa dwa boki i kat miedzy nimi itp.
A czego nie mozna skonstruowac? O odpowiedz na to pytanie nieco trudniej.
Spróbujemy jednak znalezc te odpowiedz. Musimy w tym celu dokladnie
sprecyzowac, co bedziemy rozumieli przez konstrukcje geometryczna. Umawiamy
sie, ze mamy do dyspozycji cyrkiel i linijke. Za pomoca tych przyrzadów mozemy
wykonywac nastepujace czynnosci:

a) prowadzic prosta przez dane dwa punkty;
b) wykreslac okrag o srodku w danym punkcie i o promieniu równym

odleglosci dwóch danych punktów;
c) wyznaczac punkty przeciecia tak wykreslonych prostych i okregów.

W wyniku wielokrotnego stosowania tych czynnosci otrzymujemy na plaszczyznie
coraz to nowe punkty, które uznajemy za punkty konstruowalne. Przestrzegamy
przy tym surowo umowy, ze wolno wykonywac tylko czynnosci a), b) lub c), nie
wolno wiec np. dla wykreslenia prostych równoleglych wykorzystac faktu, ze dwie
krawedzie linijki pozwolilyby na narysowanie pewnej pary prostych równoleglych.
Problem, który nas interesuje, brzmi nastepujaco: Dane sa punkty P l , P 2' •.• , Pll
plaszczyzny. Czy dowolny punkt plaszczyzny mozemy uzyskac w wyniku czynnosci
a), b), c) stosowanych poczatkowo do danych punktów, a nastepnie do punktów
danych i otrzymanych w wyniku juz zastosowanych czynnosci a), b), c)?
Odpowiedz jest negatywna. Postaramy sie znalezc kryterium pozwalajace ocenic,
jakie punkty mozna skonstruowac. W tym celu rozwazmy na plaszczyznie uklad
wspólrzednych, przy czym dla wygody przyjmijmy, ze wsród punktów danych
znajduja sie punkty (0,0) i (1,0). Dla dalszych rozwazan potrzebne nam bedzie
pojecie ciala liczbowego. Cialem liczbowym nazywamy taki niepusty zbiór liczb,
ze wynik kazdego z czterech dzialan arytmetycznych: dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia (z wyjatkiem dzielenia przez O) wykonanyca na elementach
tego zbioru równiez jest elementem tego zbioru. Cialami liczbowymi sa na przyklad:

zbiór liczb wymiernych, zbiór liczb rzeczywistych, zbiór liczb postaci a+by2", .
gdzie a, b sa wymierne itp. Nie sa natomiast cialami: zbiór liczb calkowitych,
zbiór liczb niewymiernych itp. (Czytelnik z pewnoscia bez trudu uzasadni
powyzsze' stwierdzenia.)
Powrócmy do plaszczyzny z przyjetym ukladem wspólrzednych i danymi
punktami, wsród których sa (0,0) i (1,0). Niech K bedzie najmniejszym cialem
liczbowym zawierajacym wspólrzedne wszystkich danych punktów. Okazuje sie,
ze wsród punktów, które mozna skonstruowac z danych punktów, sa wszystkie.
te punkty plaszczyzny, których wspólrzedne naleza do ciala K. W ten sposób nie
wyczerpiemy jednak wszystkich punktów, które mozna skonstruowac. To ostatnie
zdanie uzasadnimy rozwazajac nastepujacy przyklad.
Przypuscmy, ze dane sa tylko Po = (0,0) i Pl = (1,0). Wtedy cialo Kjest cialem
liczb wymiernych. Jak skonstruowac punkt, którego wspólrzedne sa ustalonymi
z góry liczbami wymiernymi? Wystarczy skonstruowac kazda z tych wspólrzednych
na odpowiedniej osi. Mamy wiec skonstruowac odcinek, którego dlugosc równa
jest ustalonej liczbie wymien1ej dodatniej (liczbie ujemnej x odpowiada punkt osi
liczbowej lezacy symetrycznie wzgledem poczatku ukladu do punktu
odpowiadajacego liczbie dodatniej - x). O ile ta liczba wymierna jest liczba
naturalna m, to konstrukcja polega na odlozeniu na osi m-krotnie odcinka POPI'
Dla liczby mln postepujemy jak nastepuje: na pierwszej osi wspólrzednych
odkladamy punkty P l i P m odpowiadajace liczbom l i m, rysujemy inna dowolna
prosta przechodzaca przez poczatek ukladu Po i odkladamy na niej kolejno
n równych odcinków, z których pierwszy ma poczatek w Po.
Laczymy koniec tego n-tego odcinka z punktem Pm, a nastepnie do
poprowadzonego tak odcinka rysujemy prosta równolegla przechodzaca przez P l
(prowadzenie równoleglych jest oczywiscie konstrukcyjnie wykonalne).
Z twierdzenia Talesa wynika, ze poprowadzona tak prosta przetnie pierwsza os
wspólrzednych w punkcie odleglym od Po wlasnie o mln.
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Wskazemy teraz punkt, który mozna skonstruowac przy danych tylko punktach
Po = (0,0) i Pl = (1,0), choc jego wspólrzedne nie beda liczbami wymiernymi.
Rozwazmy mianowicie punkty przeciecia okregu o srodku w punkcie Po

i promieniu 1 i prostej przechodzacej przez punkty Po = (0,0) i Q = (1,1).
Otrzymamy równania tych linii

X2+y2 = 1,

x-y = 0,

l których wynika, ze punktami przeciecia sa A = (y~ ' Y22 ),

B = (_ y2 _ VI)2' 2'
Okazuje sie, ze wyznaczenie wspólrzednych punktów uzyskanych w wyniku
konstrukcji, to jest bedacych punktami przeciecia dwóch prostych lub prostej
i okregu lub dwóch okregów, sprowadza sie do rozwiazywania równan liniowych
lub kwadratowych. Wynika stad, ze jesli np. choc jedna wspólrzedna
interesujacego nas punktu jest pierwiastkiem wielomianu stopnia 3 nierozkladalnego
na czynniki stopnia nizszego nad cialem K, to punktu tego skonstruowac nie mozna.
Podobny wniosek otrzymuje sie dla przypadku, gdy choc jedna wspólrzedna
takiego punktu jest liczba przestepna nad K, tzn. nie jest pierwiastkiem zadnego
niezerowego wielomianu o wspólczynnikach z K. Te wyniki pozwalaja
odpowiedziec na pytania, które postawili starozytni Grecy.
Chodzi tu o tak zwane konstrukcje platonskie.
l. Kwadratura kola. Problem polega na tym, czy mozna skonstruowac kwadrat
o polu równym polu danego kola. Odpowiedz jest negatywna, gdyz w przypadku,
gdy promien danego kola wynosi l, pole tego kola wynosi, jak wiadomo, :re,

a wiec bok poszukiwanego kwadratu mialby dlugosc yn. Dla rozwiazania
zadania nalezaloby wiec skonstruowac punkt (:re, O). Okazuje sie jednak, ze liczba
y:re jest przestepna nad cialem liczb wymiernych, które w tym przypadku jest
najmniejszym cialem liczbowym zawierajacym dane. Oznacza to, ze nie mozna
metodami konstrukcyjnymi zbudowac kwadratu, którego pole równa sie polu
kola o promieniu l.
2. Podwojenie szescianu. Zadanie to polega na zbudowaniu szescianu o objetosci
dwukrotnie wiekszej od objetosci danego szescianu. Ewentualne wykonanie tego
zadania polegaloby na zbudowaniu krawedzi takiego szescianu. Jesli dany szescian
ma krawedz dlugosci 1, to dlugosc poszukiwanej krawedzi nowego szescianu
wynosi j/2. Musielibysmy wiec zbudowac punkt (j/2, O). Konstrukcji tej wykonac
nie mozna, bo liczba VIjest pierwiastkiem wielomianu x3 - 2 i nie mozna jej
otrzymac przez rozwiazywanie równan kwadratowych.
3. Trysekcja kata. To zadanie polega na konstrukcyjnym podziale danego kata
na trzy równe czesci. Zauwazmy najpierw, ze dla pewnych katów konstrukcje
te mozna wykonac bardzo latwo; Czytelnik z pewnoscia potrafi zbudowac trzecia
czesc kata prostego (prosze dokladnie opisac konstrukcje l).
Pokazemy, ze na przyklad kata 60° nie mozna konstrukcyjnie podzielic na 3 równe
czesci. W tym celu zauwazmy, ze mozna skonstruowac kat qy wtedy i tylko wtedy,
gdy mozna skonstruowac punkt (cos qy,O). Ze wzoru

cos 3qy = 4cos3qy+3 cosqy

zastosowanego do qy = 20° otrzymamy:

cos 60° = 4 cos32oo-3 cos 20°,
wiec

l
4 cos3 20°-3 cos 20° = T'

co oznacza, ze cos 20° jest pierwiastkiem wielomianu

4x3-3x- +.
Wielomian ten, jak nietrudno sie przekonac, nie ma pierwiastka wymiernego,
skad wynika, ze zaden jego pierwiastek nie moze byc otrzymany przez
rozwiazywanie tylko równan kwadratowych. Oznacza to, ze kata 20° nie mozna
skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki.
(Proponujemy Czytelnikom porównanie powyzszych rezultatów z zadaniem M22,
Delta 8, 1974)
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Patrz takte «Delta» 6/1975.

Mówiac o masie czastki zawsze bedziemy micc
na mysli te mase, która mialaby czastka
o pedzie równym zero. Dla wszystkich
czastek z wyjatkiem fotonu i neutrina jest to.
masa czastki spoczywajacej.

Diagram Feynmana - prawo Coulomba
w kwantowej t~orii elektromagnetyzmu.

Rótnica miedzy suma mas elektronu i protonu
swobodnych, a suma mas, jakie maja te czastki
wewnatrz atomu wodoru, jest wieksza niz

13,6 e~ ,gdy t skladniki atomu poruszaja sie.c '

Czy oddzialywania slabe
sa slabsze
od elektromagnetycznych?

Doc. dr Michal SWIECKI

Bedziemy dzisiaj mówic o pewnej pieknej teorii czastek elementarnych) która zostala stworzona
w ostatnich latach. Poniewaz teoria ta prawdopodobnie stanowi synteze na miare dokonanej
w XIX wieku przez J. C. Maxwella, wiec zaczniemy od zamierzchlej przeszlosci. A przy okazji
nauczymy sie kilku ciekawych i przydatnych dalej rzeczy.

Do,konca XVIII w. nauki o 'Pagnetyzmie i elektrycznosci istnialy zupelnie niezaleznie od siebie

i nikt nie podejrzewal, ze moze byc miedzy nimi jakikolwiek zwiazek. Dopiero na poczatku
XIX w. zauwazono, ze przewodnik z pradem wytwarza pole magnetyczne, a nastepnie
M. Faraday odkryl zjawisko indukcji elektromagnetycznej. Maxwell zebral wszystkie znane prawa
elektromagnetyzmu i sformulowal swoje slynne równania pola elektromagnetycznego, do dzis
stanowiace jedno z najpiekniejszych osiagniec fizyki teoretycznej. Równania Maxwella bezblednie

opisuja wszelkie makroskopowe oddzialywania miedzy ladunkami, magnesami~ obwodami
z pradem, a takze rozchodzenie sie fal elektromagnetycznych. Po raz pierwszy zostalo

wprowad~one do fizykfpojecie rozchodzacego sie ze skonczona predkoscia I'0la, jako zródla
oddzialywan. Do tego predkosc rozchodzenia sie fal elektromagnetycznych musi byc stala,
niezalezna od ukladu odniesienia i równa predkosci swiatla, ~o jest niezbedne na to, zeby
równania Maxwella liczbowo zgadzaly sie ze znanymi dawno prawami magnetyzmu
i elektrycznosci. Stalosc predkosci swiatla, a bylo juz przeciez jasne, ze swiatlo musi stanowic
rodzaj fali elektromagnetycznej, byla, jak wiemy, podstawa teorii wzglednosci stworzonej przez
A. Einsteina. Nastepnie przyszla teoria kwantów i swiatlo okazalo sie zlozone z czasteczek ­
fotonów o energii E = hv. Masa fotonu zmierzona z fenomenalna dokladnoscia jest równa zero.
Przechodzac od historii do czasów wspólczesnych spróbujmy w sposób przyblizony przedstawic,
jak: wyglada kwantowa teoria oddzialywan elektromagnetycznych, teoria, która uwzglednia
kwantowa nature swiatla, tak wazna przy opisie zjawisk zachodzacych w mikroswiecie. A wlasnie
mikroswiatem, swiatem czastek elemeritarnych bedziemy sie dalej zajmowac. W teorii kwantowej
oddzialywanie miedzy ladunkami (np. elektronami) lub magnesami opisywane jest przez wymiane
fotonów. Na rysunku obok narysowany jest tzw. diagram Feynmana, bedacy graficznym
przedstawieniem wszystkich innych praw elektromagnetyzmu. Wymieniany miedzy elektronami
foton nie jest jednak taki sam jak zwykly foton wysylany przez zarówke w pokoju. Po prostu
reakcja elektron -+ elektron +foton nie moze zajsc w rzeczywistosci, gdyz zabraniaja tego zasady
zachowania energii i pedu. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy fatonowi przypiszemy mase nie równa
zeru, taka jaka obserwujemy w doswiadczeniach, ale mase urojona, której kwadrat jest ujemny.
Coz to za foton, którego masa nie jest masa fotonu, zapytacie? I do tego urojona. Otóz w tej
relatywistycznej teorii czastek elementarnych takie dziwne czastki moga sie pojawic. I nie sa

wcale takie dziwne. Wyobrazmy sobie atom wodoru. Elektron i proton sa w stanie zwiazanym,
który mozemy rozbic dostarczajac im energii jonizacji EJon = 13,6 eV. To znaczy, ze energia
swobodnych, nie zwiazanych czastek: elektronu i protonu jest 013,6 eV wieksza od energii
atomu wodoru. Ale energia jest równowazna masie (E = mc2). Tak wiec masa atomu wodoru

jest mniejsza (o 13,6 e; ) od sumy mas elektronu i protonu. Masy elektronu i protonu
wewnatrz atomu sa wiec mniejsze niz masy czastek swobodnych. Ogólnie mamy zasade, ze w teorii
fizycznej moga wystepowac czastki o dowolnych (nawet urojonych) masach, ale tylko w obszarach,
gdzie nie znika oddzialywanie. W doswiadczeniach obserwujemy natomiast czastki praktycznie
swobodne o scisle okreslonych masach. Czastki o masach nie równych masom zmierzonym
w laboratorium nazywamy czastkami wirtualnymi (mozliwymi) albo poza powloka masy.
Narysowany wyzej diagram Feynmana przedstawia wiec wymiane wirtualnego fotonu miedzy
elektronami. Same elektrony sa, poza chwila wysylania i pochlaniania fotonu, zupelnie swobodne

. (MeV)i maja "normalne" masy 0,51 cz .Jest jednak pewna szczególna sytuacja, w której moze

byc wymieniany foton realny. Odpowiada ona tzw. rozpraszaniu elektronów do przodu, czyli bez
zmiany pedu. Moze byc wtedy w zgodzie z zasadami zachowania wyslany foton o masie zerowej
i pedzie zero (choc stale poruszajacy sie z predkoscia swiatla), a wiec o nieskonczonej

( hv h)dlugosci fali p = --z- = T .A jezeli moze byc wyslany, to na pewno bedzie, gdy dostatecznie

dlugo poczekamy. Wyciagamy stad wniosek, ze np. nieruchome ladunki beda ze soba
oddzialywac na dowolnie duzych odleglosciach. Umozliwia to zerowa masa fotonu realnego.
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Pewne róznice prawdopodobnie pozostana.
Nawet w najwyzszych energiach wymiana
ciezkich bozonów posrednich moze prowadzic
do nie2;achowania parzystosci obserwowanej
np. w rozpadach jader atomowych, podczas
gdy oddzialywania elektromagnetyczne
zachowuja parzystosc, co mozemy stwierdzic
ogladajac sie w lustrze.

"Korespondencyjne Kolo Naukowe"
Drukujemy adresy nowych czlonków
1) Marek Wasik

ul. Wieniawskiego 15/6
80-142 Gdansk 18

2) Andrzej Jakubowski
ul. Zachodnia 89/9
90-402 Lódz

3) Tadeusz Kocwin
ul. Sloneczna 23
42-200 Czestochowa

4) Anna Pietryka
Bulwary 10/3
85c056 Bydgoszcz

Z tego to wlasnie powodu potencjal pola elektrostatycznego tak wolno maleje z odlegloscia

od ladunku e(v(r) = ;). Mówimy, ze oddzialywania elektromagnetyczne maja zasieg

nieskonczony. Z tego powodu oddzialywania te sa obserwowane w makroswiecie i jako pierwsze
zostaly zastosowane w technice. Wszystkie inne rodzaje oddzialywan (z wyjatkiem
grawitacyjnych) maja bardzo krótki zasieg. Jest to zwiazane z tym, ze odpowiednie czastki maja
niezerowe masy i moga byc wymieniane tylko jako czastki wirtualne. Obowiazuje tu przyblizona
zasada,' ze wymiana czastki wirtualnej, której masa w stanie swobodnym wynosi m prowadzi do

e-mr
potencjalu V(r) ~ -- . Zasieg oddzialywania jest odwrotnie proporcjonalny do masy mr

MeV
i np. wymiana mezonu 11:o masie 140 --2 - daje zasieg sil jadrowych ok. 10-13 cm, równyc

zmierzonemu w doswiadczeniach promieniowi jadra wodoru (protonu).

Mozemy wreszcie przejsc do rzeczy. Teoria czastek elementarnych, o której chcemy opowiedziec,
to jednolita teoria oddzialywan elektromagnetycznych i slabych, wymyslona ostatnio jako
rezultat prac wielu fizyków z calego swiata, a szczególnie S. Weinberga i A. Salama.

Oddzialywania slabe sa odpowiedzialne za rózne rozpady czastek, a przede wszystkim za rozpady
{J pierwiastków promieniotwórczych (np. neutron rozpada sit<na proton, elektron i antyneutrino).
Z odpowiednich czasów zycia wnioskujemy ze oddzialywania te sa o kilka rzedów wielkosci
slabsze niz oddzialywania elektromagnetyczne. Poza tym maja wyjatkowo krótki zasieg
(doswiadczalnie < 10-Bcm). Przez dlugi czas uwazano nawet, ze zasieg slabych siljest równy
zero, co przy obecnie dostepnych energiach nie moze byc wykluczone doswiadczalnie. Jak tu

unifikowac oddzialywania elektromagnetyczne o nieskonczonym zasiegu ze znacznie slabszymi
oddzialywaniami o' zasiegu wyjatkowo krótkim? Wlasnie te jakosciowe róznice byly powodem,
ze do ostatnich lat dwie teorie fizyczne zyly sobie zupelnie niezaleznym zyciem. Jak teorie
elektrycznosci i magnetyzmu w XVIIIw.

Zastanówmy sie dokladniej, co to znaczy krótki zasieg oddzialywan. Oddzialywania takie na

odpowiednio duzych odleglosciach sa bardzo slabe. I tak na przyklad addzialywania silne sa na
odleglosciach wiekszych niz 10-13 cm slabsze od elektromagnetycznych. Dlatego wlasnie istnienie
jadra atomowego (a stad i sil jadrowych) zostalo stwierdzone dopiero w 1911 roku. Jezeli wiec
przy dostepnych energiach nie jestesmy w stanie obejrzec czastki z odleglosci mniejszej niz
10-Bcm, to moze oddzialywania slabe wcale nie sa takie slabe, tylko patrzymy na nie ze zbyt
duzej odleglosci. Ta obserwacja lezala u.podstaw nowej teorii.
W teorii tej foton jest jednym z czlonków rodziny (prawdopodobnie czteroosobowej) czastek
elementarnych zwanych bozonami posrednimi. Wszystkie one oddzialuja z innymi czastkami
silami proporcjonalnymi do ladunku elektrycznego elektronu (nawet gdy bozony posrednie
oddzialuja z czastkami neutralnymi). Natomiast masy bozonów posrednich sa rózne: foton ma
mase zero, a pozostale bozony sa kilkadziesiat razy ciezsze od protonu. Dlugozasiegowa wymiane
fotonów nazywamy oddzialywaniami elektromagnetycznymi, a wymiana ciezkich bozonów daje
krótkozasiegowe oddzialywania slabe. Przy bardzo duzych energiach oba rodzaje oddzialywan
nie beda sie wiec róznily tak drastycznie jak obecnie. Ich sila bedzie taka sama. W ten sposób

powstala nowa teoria. M~ ona wyjatkowo piekna i prosta postac matematyczna. Równoczesnie
teoria ta usuwa pewne sprzecznosci, które istnialy w starej teorii oddzialywan slabych,
przyjmujacej zerowy ich zasieg. Wreszcie, jak przy kazdej syntezie, pojawily sie nowe
przewidywania. Niektóre z nich zostaly juz potwierdzone doswiadczalnie. Elegancka teoria
zawsze zgadza sie z doswiadczeniem.

Narzuca sie pytanie: czy nowa synteza w fizyce bedzie miala podobne implikacje techniczne,
jak synteza dokonana przeszlo 100 lat temu przez Maxwella? Trudno o tym sadzic. W kazdym
ra~ie nie jest to kwestia najblizszej przyszlosci. Na razie piekno nowej teorii musi nam wystarczyc.
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Najwiekszy wspólny dzielnik jako pewna kombinacja liniowa

Piotr WOJCIECHOWSKI

W chwili pisania artykulu Autor byl uczniem
II klasy XIV LO w Warszawie

Relacja R jest relacja równowaznosci, jesli jest
zwrolna (kazdy element jest w tej relacji
z samym soba), symetryczna (jesli xRy, to
równiez yRx) oraz przechodnia (jesli xRy
i yRz, to xRz). Równosc, dawanie tej samej
reszty przy dzieleniu przez nr - sa przykladami
relacji równowaznosci.

Pierscieniem przemiennym z jednoscia nazywa

sie trójka (A, $, O>, gdzie A - zbiór, $
iO - dwa dzialania w tym zbiorze, i przy
tym spelnione sa nastepujace warunki:
- €f) jest dzialaniem lacznym iprzemiennym;
- istnieje taki element O E A, ze dla kazdego
x EA: x$O = x,
- kazdy element x E A ma element
przeciwny -x tzn. taki, ze x$(-x) = O;
oraz

- O jest laczne i przemienne;
- istnieje element l E A taki, ze dla kazdego
xEA:xOl = x; i ponadto
- Dzialanie O jest rozdzielne wzgledem
dzialania $.
Przykladami pierscieni przemiennych
z jednoscia sa liczby rzeczywiste, liczby
zespolone ze z"wyklymidzialaniami
i przyklad podany przez Autora.

Przy oznaczeniach klas abstrakcji opuscilismy
symbole relacji. Nic powinno to prowadzic do
nieporozumien.

Niezmierzone otchlanie teorii liczb wciaz przyciagaja setki badaczy, chcacych zaznac
przyjemnosci poruszania sie po gruncie dziedziny, która Gauss nazwal Królowa Matematyki.
Spogladajac na jedno pojecie teorii liczb, widzimy jednoczesnie caly ogrom naszych mozliwosci
budowania nowych problemów, czy nawet teorii. Moze uda nam sie pokazac fragmencik
nieklamanego piekna tej dziedziny, tkwiacy w jednym skromniutkim problemie, nad którym
chcielibysmy sie tu zastanowic.
Spróbujemy udowodnic twierdzenie, które intuicyjnie nie jest zupelnie oczywiste, ale jego
prawdziwosc mozna pokazac, siegajac do zagadnien pozornie z nim nie zwiazanych. Przed
podaniem owego twierdzenia ustalimy oznaczenia oraz wspomnimy o klasach abstrakcji, za
pomoca których dokonamy dowodu. Jezeli dane sa dwie liczby calkowite a i b, to ich najwiekszy
wspólny dzielnik oznaczamy symbolem

(a, b).
Symbol ten ma sens tylko wtedy, gdy a%+b% > O.

Jezeli dana jest relacja równowaznosci" -" okreslona w zbiorze X, to klasa abstrakcji tej relacji
wyznaczona przez x e X nazywamy zbiór [x] zdefiniowany nastepujaco:

[x] = {yeX: y - x}.

Zbiór wszystkich klas abstrakcji danej relacji równowaznosci okreslonej w zbiorze X oznaczamy
XI- (zbiór ten nazywamy przestrzenia ilorazowa).
W zbiorze Z wszystkich liczb calkowitych mozemy (przy zalozeniu, ze m # O) wprowadzic
relacje - m W nastepujacy sposób:

- m = {<x,y>:mJ(x-y)}.

Jest to relacja równowaznosci (dlaczego?), wiec dzieli zbiór Z na klasy. Sa to tzw. klasy
modu1o m. Latwo zauwazyc, ze jezeli wprowadzimy dzialania na klasach:

[x]Ef) [y] = [y +x], [x] o [y] = [y. x],

wówczas system <Zj - m,Ef), o> jest pierscieniem przemiennym z jednoscia. Podkreslamy dodatkowo,
ze zerem naszego pierscienia jest [O], a jednoscia [1].
Mozemy teraz przystapic do omówienia zapowiedzianego twierdzenia.
Oto jego tresc:

[(a,b) = nJ-[nlaAnlbA \/(ka+lb = n)].kJEZ

Dowód: Dla przejrzystosci prowadzonych rozumowan czesc "w prawo" (~) naszego
twierdzenia rozwazymy kolejno dla n = 1 i n # 1.
lOn = 1. Zajmiemy sie najpierw przypadkiem, gdy jedna z liczb a, b jest zerem. Wówczas
automatycznie druga jest jednoscia i wystarczy przyjac k = l = 1.
Obecnie zalózmy, ze a # O i b # O. Wprowadzmy relacje - b i wezmy pod uwage zbiór:
(.) U= {[ta], t = I,2 ...,b}.
Pokazemy, ze

(U) U = ZI-b'
Przede wszystkim zauwazmy, ze zbiór U jest b - elementowy - tak jak zbiór ZI- b. Wystarczy
teraz pokazac, ze kazde dwie klasy ze zbioru U sa rózne. Zalózmy przeciwnie, ze dla pewnych
i orazj, i # j, zachodzi

[ia] = Ua].

Otrzymujemy:'
riale Ua] = [O],

zatem

[a] o ([i]eU]) = [O].

A wiec b[a· (i-j).
Z zalozenia (a, b) = 1 wynika, ze

b1(i-j).
Zatem i rózni sie odj o wielokrotnosc b, co przeczy definicji (.) zbioru U. SprzecznoSC ta
przekonuje nas, te kazde dwa elementy zbioru U sa rózne, czyli ze U jest zbiorem wszystkich

klas modulo b.,Jest to dla nas nieslychanie wazne, bo jesli zachodzi (U), to dla kazdej liczby
c~lkowitej z znajdziemy taka klase [ak], by

[ak] = [z].

Polózmy z = 1. Mozemy tak dobrac liczbe k, by
[ak] = [1],Czy cien jest ciekawy?

Nagrody w konkursie otrzymuja:
Leonard Kasprzak z Ostrowa
Wielkopolskiego
Boguslaw Wasilewski z Suwalk.

czyli, by bl(ak-I).
Zatem istnieje taka liczba -l, ze

stad
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Niech dla pewnych k i l zachodzi:
ka+lb = n.

Podzielmy te równosc stronami przez n +p:

2° Zalózmy teraz, ze (a, b) = n, gdzie n jest dowolna liczba naturalna. Jasne jest, ze istnieja
takie liczby et. i p, ze

a = et.nA b = pnA (et.,P) = 1.
Na mocy poprzednio udowodnionego faktu mamy dla pewnych k i I:

ket.+lP = l.
Mnozac te równosc stronami przez n otrzymujemy

ka+lb = n.

Przystapimy teraz do drugiej czesci naszego dowodu.
oC=. Zalózmy, ze n nie jest najwiekszym wspólnym dzielnikiem liczb a i b. tzn. ze jest mniejsze od
(a, b) (wieksze byc nie moze, poniewaz wtedy nie bylby spelniony warunek nla i nlb). Mamy wiec:

(a,b) = n+p, p> O.

n
ket.+IP

n+p

gdzie et. i P oznaczaja ilorazy liczb a i b przez ich najwiekszy wspólny dzielnik.
Lewa strona otrzymanej równosci jest calkowita, natomiast prawa' nigdy nie jest calkowita,
poniewaz n > O.

Otrzymana sprzecznosc konczy dowód naszego twierdzenia. Wiadomo, ze warunek V (ka+lb =
k.l

= n) mozna wypowiedziec inaczej: "n jest kombinacja liniowa liczb a i b". Zatem naszemu
twierdzeniu nadamy taka "powazniejsza" postac: '

[(a+b) = n] <:> [nla /\ nlb /\ n jest kombinacja liniowa liczb a i b].

Liczymy, zcw wielu problemach, gdzie wystepowac bedzie najwiekszy wspólny dzielnik liczb
calkowitych, przytoczone tu twierdzenie niejednokrotnie bedzie pomocne.

Rozwiazanie zadania M89.
Rozrózniamy dwa przypadki: a) n jest
liczba nieparzysta. b) n jest liczba parzysta.
a) Niech n = 2k+ I. Wówczas przy
pierwszej komendzie uczen z numerem k + t

pozostaje na miejscu, a uczen z numerem}
(j = l. 2•...• k) zamienia sie miejscem
z uczniem o numerze 2k + 2 - j. Otrzymujemy
wtedy szereg, w którym uczniowie stoja
wedlug malejacych numerów.
Na druga komende uczen o numerze 2k + I
pozostaje na miejscu, uczen zas o numerze;
(i = 1,2, .." k) zamienia sie: miejscem
z uczniem o numerze 2k + 1 - i.

Uczniowie sa teraz ustawieni zgodnie z trescia
zadania.

b) Niech n = 2k. Przy pierwszej komendzie
uczniowie z numerami 1 i k + 1 pozostaja
na miejscu, a uczen z numerem j(j = 2, 3, ... J k)
zamienia sie z uczniem o numerze 2k + 2 -j.
Na druga komende uczen o numerze
1(; = 1.2 •...• k) zamienia sie miejscem
Z uczniem o numerze 2k + 1- i.
Teraz uczniowie sa tez ustawieni zgodnie
z trescia zadania.

~ Rozwiazanie zadania F30, ,~prowadzamy prostokatny uklad wspólrzednych. jak pokazano na rysunku obok. Na pret. w danej chwili czasu.
dzialaja nastepujace sily (patrz rysunek):
- sila ciezkosci, M' I, przylozona w srodku masy preta,
- sila reakcji podlogi. N. skierowana wzdluz osi y. przylozona do dolnego konca preta.
- sila reakcji sciany, T, skierowana wzdluz osi x, przylozona do górnego konca preta.
Wartosci N i T zmieniaja sie w czasie.
Ruch preta. jako ciala sztywnego. mozemy rozpatrywac jako ruch zlotony z ruchu obrotowego wokól osi
prostopadlej do plaszczyzny xy i przechodzacej przez srodek masy preta oraz ruchu postepowego srodka masy preta.
Równania ruchu do momentu oderwania sie preta od sciany sa postaci:

ruch obrotowy:
N·L T· L dw

-- cosa.- -- sina. = 1--
2 2 dl

(I)

ruch postepowy:

Idzie:

T= M'a"
M'g-N=M'ay,

l - jest momentem bezwladnosci preta liczonym wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy. 1= ~ M' L',
w - predkoscia katowa w ruchu obrotowym wzgledem tej osi. I
a", ay - skladowymi wektora przyspieszenia w ruchu postepowym.
Warunkiem przylegania górnego konca preta do sciany jest wystepowanie sily reakcji T. czyli przyspieszenie a" powinno
byc dodatnie. W momencie oderwania sie konca preta wartosc a~ równa sie O. Natomiast skladowa przyspieszenia a"
zgodnie z warunkami zadania iz przyjeta konwencja wspólrzednych, powinna zawsze miec wartoSC ujemna.
Poniewaz sily T i N nie wykonuja pracy, z zasady zachowania energii otrzymujemy nastepujacy zwiazek:

M' V' l' w' ( L) L(2) -'-2- + 2- == M'g -2' -y = M·g-2'(I-sin<x.).

Z faktu slizgania sie konców preta po podlodze i po scianie wynikaja zwiazki miedzy skladowymi predkosci preta
w ruchu postepowym, a predkoscia katowa w. Ruch danego konca preta rozpatrujemy jako wynik nalozenia sie ruchu
postepowego srodka masy i ruchu obrotowego. Poniewaz dolny koniec porusza sie tylko wzdluz osi x. a górny koniec
tylko wzdluz osi y otrzymujemy:

Widac, ze górny koniec preta oderwie sie od sciany. gdy sinlX = ~3
Po oderwaniu sie od sciany ruch preta w kierunku poziomym bedzie ruchem jednostajnym z predkoscia

VXo = _.~;L_= .~Jlg-~T. Natomiast równanie opisujace ruch srodka masy w kierunku pionowym ma skomplikowana

postac matematyczna.

y

T

x

(3)

Stad wynika zaleznosc: V' =

a nastepnie zaleznosc:

Stad:

w'L w'L
- V, = -2- COSlX, v~= -2- sina.

w'L' W k . d h ... (2) .. k-4 -o y orzystu)ac zasa etzac awama energu otrzymujemy zWlaze :
w" L
----,.--= l-sincx,

3g

V" = "!_~L (1- 3W;~-) .

~~ ·L
a" = dV" = __d_I (3sin<x-2).dl" 2
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Efekt stroboskopowy

W poprzednim numerze mówilismy o jednym tylko aspekcie efektu
stroboskopowego - wywolaniu wzrokowego wrazenia ruchu obrazu przez
pokazywanie szybko po sobie nastepujacych obrazów, przedstawiajacych kolejne
fazy tego ruchu (Laboratorium w domu, »Delta« 5/1976).
Efekt stroboskopowy to takze zjawisko odwrotne - mozliwosc obserwacji cial
poruszajacych sie szybkimi ruchami periodycznymi (np. obrót), albo jako
nieruchomych, albo wykonujacych te ruchy w zwolnionym tempie. Efekt mozna
uzyskac oswietlajac badane cialo blyskami o odpowiednio dobranej czestosci
powtarzania i czasie trwania blysku.

Na osi osadzona jest tarcza
z narysowanym czarnym sektorem.
Tarcza wiruje dokonujac
100 obrotów na sekunde.

Obserwujac w swietle ciaglym
widzimy jednostajna,
zamazana powierzchnie.

Oswietlamy tarcze krótkotrwalym
blyskiem, gdy czarny sektor
jest u góry.

Gdy sektor czarny znajduje sie
w innym polozeniu, zródlo swiatla
jest wylaczone. Tarczy nie widac.

Nastepny blysk oswietla tarcze,
gdy czarny sektor znowu
znajdzie sie u góry.

Tarcze widzimy IOQ razy na sekunde ale zawsze z sektorem ku górze. Odbieramy
wrazenie ciaglego obrazu i nieruchomej tarczy. Zjawisko to znajduje szerokie
zastosowanie w technice, moze jednak byc pr21yczyna zagrozenia przy pracy,
jezeli zródlo swiatla pulsuje z duza czestoscia, jak na przyklad swietlówka.
Niektóre wirujace elementy maszyn zdaja sie byc nieruchome co moze doprowadzic
do wypadku ..
Dlatego instalacja oswietleniowa pomieszczen warsztatowych jest tak projektowana,
aby oswietlenie bylo ciagle.
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Skad sie wziela stodola?

metalowe kulki

o
o/

Oto przyklad zadania nierozwiazalnego : Proton o znanej energii zderza sie z innym
nieruchornym protonem. Co sie w tym konkretnym zderzeniu stanie? Czy protony rozleca sie
po zderzeniu jak kule bilardowe, czy moze zostana oprócz tego wyprodukowane dodatkowe
czastki, na przyklad mezony n. Nie umiemy przewidziec wyniku zderzenia w kazdym pojedynczym
akcie - potrafimy jednak okreslic prawdopodobienstwo nastapienia konkretnego procesu.
Fizyka mikroswiata ma charakter statystyczny. Miara prawdopodobienstwa okreslonego
procesu jest wielkosc o wymiarze powierzchni nazywana przekrojem czynnym. Niech tarcza
zawiera k czastek i niech na jednostke jej powierzchni pada w jednostce czasu F czastek.
W wyniku zderzen zaobserwowano w jednostce czasu N procesów okreslonego typu. Definiujemy

N
przekrój czynny a na proces okreslonego typu jako równy a = --- .Stad wymiar

k·F
[a] = [N]/([k]' [E]) = m2 jest wymiarem powierzchni.
Zilustrujemy nowe pojecie na przykladzie. Niech tarcza zawiera k = 5 kulek metalowych i niech
na tarcze pada 20 kulek szklanych na l cm2 na minute. W wyniku zderzen obserwujemy srednio
jedno pekniecie padajacej kulki szklanej na sekunde. Przekrój czynny na zderzenie z peknieciem
kulki padajacej wynosi

ls-1
a =-----= 06cm2

20 "5,---
60s' 1 cm2

Dla omawianego procesu kulki stanowia efektywnie tarcze o promieniu okolo 0,44 cm. Ten
efektywny przekrój czynny moze byc mniejszy niz powierzchnia zaslaniana przez kulke. Latwo
to zrozumiec. W naszym przypadku tylko zderzenia czolowe prowadza do rozbicia padajacych
paciorków. Zderzenia brzegami nie sa tak grozne. (Rozwazania nasze sa dopóty sluszne, dopóki
liczba kulek w tarczy jest stala. Dlatego dobralismy w tarczy kulki metalowe, aby nie pekaly).
Przekrój czynny charakteryzuje zatem latwosc z jaka proces moze nastapic, a wiec jest miara
prawdopodobienstwa zaobserwowania tego procesu. Wiedzac, ze w inn~j tarczy jest k = 20
identycznych jak poprzednio kulek i ze pada 50 szklanych kulek na l cm2 na sekunde przy
niezmienionych pozostalych warunkach, mozemy obliczyc, ile zaobserwujemy pekniec szklanych
kulek w sekundzie: N = a' k· F = 0,6 cm2. 20· 50 cm-2 S-l = 600 S-l.
Dla zderzen kul pojecie przekroju czynnego nie jest bardzo potrzebne, moglibysmy obejsc sie bez
niego. Dla reakcji jadrowych sprawa wyglada inaczej. Zderzenie polega na oddzialywaniu.
Miedzy kulkami makroskopowymi dzialaja glównie sily sprezystosci (grawitacje zaniedbujemy).
Miedzy dwoma protonami dzialaja sily elektrostatyczne i sily jadrowe.
Rozmiary geometryczne czastki zarówno padajacej jak i czastki tarczy sa trudne do ustalenia.
Dlatego mówimy o przekroju czynnym na okreslony proces jadrowy. Na przyklad
a(pp --+ pp nO) = 1,4 mb (przekrój czynny na wyprodukowanie mezonu nO) przy energii
kinetycznej padajacego protonu 9,1 GeV, a przekrój czynny na wyprodukowanie dodatkowo pary
pionów, a(pp --+ pp n+n-) = 2,4 mb przy tej samej energii.
Przekrój czynny wyrazamy w tajemniczych jednostkach barnach, milibarnach. A barn oznacza
po angielsku stodole - skad wiec takie skojarzenie. Skad sie wziela ta stodola. Odpowiedz
znajdziemy w raporcie M. G. HoIloway'a i C. P. Dakera LAMS-523 z 13 wrzesnia 1944 r.,
odtajnionym 4 sierpnia 1948 r., którego wolne tlumaczenie ponizej zamieszczamy.
"Pewnego grudniowego dnia 1942 r. autorzy glodni i czasowo pozbawieni domowego pozywienia_
siedzieli przy obiedzie w kawiarni uniwersytetu w Pardue. Przy kawie i papierosach rozmowa
zeszla na temat nurtujacy wszystkich w owym okresie, mianowicie na przekrój czynny.
W wypowiedziach przewijalo sie narzekanie na brak nazwy dla jednostki przekroju czynnego,
która przyjeto jako równa 10- 24 cm2• Oczywiscie poszukiwano jakiegos rozwiazania. Istnieje
tradycja, aby nazywac nowa jednostke nazwiskiem wybitnego czlowieka zwiazanego bezposrednio
z pracami w danej dziedzinie fizyki. W tym przypadku zadne nazwisko nie przychodzilo na mysl.
Spróbowano zatem nazwisk Oppenheimer i Bethe, którzy dali podstawy teoretyczne
prowadzonych w Pardue prac. Nazwe "Oppenheimer" odrzucono jako za dluga, chociaz wydaje
sie teraz, ze "Oppy" lub "Oppie" bylaby dostatecznie zwiezla. Nazwa "Bethe" byla mylaca
z powodu podobnego brzmienia do nazwy greckiej litery fJ czesto w fizyce uzywanej.
Poniewaz John Manley kierowal pracami w Pardue próbowano jego nazwisko. "Maniey"
wydawalo sie za dlugie - rozwazano wiec równiez nazwe "John", ale i te odrzucono, poniewaz
termin ten poza imieniem ma jeszcze inne znaczenie (wychodek - przyp. redakcji). Wiejskie
pochodzenie jednego z autorów pozwolilo na skojarzenie pomiedzy "john" (wychodek) a "barn"
(stodola). To ostatnie wydalo sie od razu dobra nazwa, a pózniej dodatkowo zwrócono uwage,
ze przekrój czynny l barna = 10-24 cm2 dla procesu jadrowego jest rzeczywiscie ogromny "jak
stodola". Takie byly narodziny "barna". Wedle najlepszej wiedzy autorów po raz pierwszy
publicznie uzyto jednostki barn w Raporcie LAMS-2 z 28 czerwca 1943 r., w którym
zdefiniowano barn jako przekrój czynny l . 10-24 cm2• Autorzy uwazaja, ze barn nalezy pisac

wlasnie w ten sposób bez duzej litery na poczatku i ze symbolem bedzie male b. Znaczenia
milibarna i kilobarna sa oczywiste".
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mala delta

Nareszcie koniec roku szkolnego! Wkrótce wielu z Was
wyjedzie na obozy, kolonie lub na wypoczynek
z rodzicami. Mala Delta zyczy Wam wesolych, udanych
wakacji. Podamy Wam dzisiaj pare propozycji, z których
moze skorzystacie VI czasie wakacyjnych wedrówek.

Zróbmy zegar sloneczny
Na placu apelowym na obozie lub na podwórku przed
domem, gdzie spedzacie wakacje, przydalby sie zegar
sloneczny, który pokazywalby wszystkim czas od .
wschodu do zachodu slonca. Jak go zrobic? - Bardzo
prosto! Trzeba wybrac miejsce, oczywiscie takie, gdzie
przez caly dzien' dociera slonce. Wbijamy w ziemie kij,
którego cien bedzie wskazówka naszego zegara. Tarcza
bedzie ziemia wokól kija. Do zaznaczenia godzin na .
tarczy musimy posluzyC sie prawdziwym zegarkiem.
O kazdej równej godzinie zaznaczamy kreska na ziemi
kierunek, wzdluz którego lezy cien kija i zapisujemy na
koncu kreski odpowiednia liczbe. Zeby zegar byl trwalszy
i godziny bardziej widoczne, mozna je ulozyc
z kamyczków lub muszelek. Nasz zegar ma te zalete,ze
nigdy nie staje i jest nie~wodny, oczywiscie jesli tylko
swieci slonce. Jesli interesuja Was bardziej wyszukane
metody konstrukcji zegarów slonecznych, zajrzyjcie do
dzialu "Laboratorium w domu" w trzeciAi numerze
»Delty«· .

Idziemy na wycieczke

Wybierajac sie na daleka wycieczke trzeba miec ze soba
mape okolicy. Mapa pokaze nam, w którym kierunku
mamy wedrowac, zeby dotrzec do wyznaczonego celu.
Oczywiscie 'sama mapa nie wystarczy, jesli nie umiemy
oznaczac stron swiata. Najlatwiej jest oczywiscie posluzyc
sie kompasem, ale jesli nie mamy kompasu? W-nocy
kierunek pólnocny wskazuje nam Gwiazda Polarna.
W ciagu dnia? Slonce przesuwa sie po niebie, wiec
okreslenie stron swiata na podstawie jego polozenia jest
trudniejsze. Najprosciej jest o 12-tej w poludnie. Nalezy
zauwazyc, ze jest to sluszne tylko dla miejscowosci
polozonych na dlugosci geograficznej 15°, jak na przyklad
Zgorzelec. Na terenie prawie calej Polski poludnie
astronomiczne jest nieco pózniej, na przyklad dla
Warszawy Slonce jest na poludniu okolo godziny 1226•
Wiadomo, ze Slonce wtedy wskazuje kierunek poludniowy.
O godzinie 6-tejrano Slonce jest na wschodzie, o 6-tej
wiec2;orem~ na zachodzie ..
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Jak zmierzyc wysokosc drzew
nie wchodzac na nie?
Jesli chcesz wiedziec, jaka wysokosc ma drzewo, pod
którym stoisz, nie musisz koniecznie wdrapywac sie na nie
z miarka. Popros kolege, zeby zmierzyl dlugosc Twojego
cienia, a nastepnie zmierz dlugosc cienia dr~ewa; Jak
widac na rysunku, cien drzewa jest tyle razy dluzszy od
Twojego cienia, ile razy samo drzewo jest wyzsze od
Ciebie.

15

A co zrobic, jesli chcemy wyznaczyc kierunek poludniowy
o dowolnej godzinie w Ciagu dnia? Mozemy sobie z tym
poradzic, jesli mamy zegarek. Kladziemy zegarek plasko
na ziemi i obracamy go tak, by mala wskazówka byla
skierowana dokladnie w strone SloÓca. Dwusieczna kata'
utworzonego pomiedzy mala wskazówka a liczba ,,12"

. wskazuje wtedy kierunek poludniowy.

-------- -

_1.-
Jak zmierzyc szerokosc rzeki,
bez przechodzenia na drugi brzeg?
Wybierz na przeciwleglym brzegu rzeki dwa
charakterystyczne przedmioty. Wez maly patyczek,
trzymaj go poziomo w wyciagnietej rece tak, :!eby patyczek
zaslonil ci caly odcinek miedzy tymi przedmiotami. Jesli
patyczek jest za dlugi, ulam go. Nastepnie zlam patyczek
w polowie i oddalajac sie od rzeki znajdz miejsce, gdzie
pozostala polowa patyczka zasloni ci ten sam odcinek.
Zmierz odleglosc, na jaka musiales sie oddalic. Jest ona
równa w przyblizeniu szerokosci rzeki. Moze spróbujesz
sobie udowodnic; ze tak jest? Pomoze ci w tym rysunek.



i fi
o dziesiatkowym smoku i podzielnosci przez 9

Oto smok dziewiatkowy:
Zarloczny ten stwór uwielbia cukier w kostkach, ale, ze
jest dziewiatkowy, to pozera go nie byle jak - tylko
pelnymi dziewiatkami. Jesli wiec dac mu 31 kostek cukru,
to trzy razy paszcza klapnie i 3 . 9 = 27 kostek cukru
pozre, 4 zas pozostawic musi. (Czy wiecie jak najlatwiej
go rozzloscic? - Nalezy mu podsunac 8 kostek cukru.)

~ --- ~
--=- ~.~

- -=.~.~~~---- -. ~- -
-~~~~-~-~ -=--~

A teraz zadanie o smokach:
Sa trzy smoki; siódemkowy, dziewiatkowy i
jedenastkowy. '
Który z nich potrafi zjesc 693 kostki cukru?
Smok dziewiatkowy poradzi sobie z cukrem z pewnoscia,
liczba 693 dzieli sie bez reszty przez 9 (wystarczy
sprawdzic, ze suma cyfr tej liczby dzieli sie przez 9:
6+9+3 = 18).

Co jednak zrobic dalej - przecie:! nie znamy cech
podzielnosci przez 7, ani przez 11. Ha, trudno, trzeba
bedzie poswiecic troche cukru i pozywic któregos smoka np.
siódemkowego. Nie damy mu jednak calego cukru od razu,
bedziemy mu wydzielac porcje, a zrobimy to tak:

693 = 6,100+ 9·10 +3
6 porcji 9 porcji porcyjka
po 100 po 10 z 3 kostek
kostek kostek

Najpierw podraznimy go nieco, dajac mu porcyjke
z trzech kostek. Smok jej oczywiscie nie ruszy, zas apetytu
na cukier nabierze. Teraz karmimy smoka porcjami po 10
kostek (jest 9 takich porcji). Smok, chociaz tarloczny,
pozostawia 9 porcyjek po 3 kostki. Ulitujmy sie nad nim
i pozwólmy mu zjesc chocby czesc tego cukru; ulózmy
inne porcje: 3 porcje po 9 kostek. Czy smok zezre
wszystko? Ano nie, pozostanie 3 . 2 = 6 kostek cukru.
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Mysle, te potraficie sami przeprowadzic obliczenia
dotyczace smoka jedenastkowego.

462

I
100 11000 IiOOOOLic.zba I 1 1.0

y-esztaT 1 I 3

Mamy jeszcze porcje po 100. Z katdej takiej porcji smok
pozostawic musi 2 kostki (reszta z dzielenia 100 przez 7
wynosi 2). Zostaje wiec 6· 2 = 12 kostek, tworzymy z nich
jedna porcje i chwile potem jest jut tylko 5 kostek.
Policzmy, ile cukru jeszcze nam zostalo:

3 (to porcja, której smok nawet nie tknal),
6 (z porcji po dziesiec),
5 (z porcji po 100)..

Niestety, kostek cukru jest dokladnie 14 - to prawie tak,
jak gdyby nic nie bylo.

693 = 6· 100+9' 10+3
6·2 +9'3+3
5 +2' 3 +3

14
O

Nie mamy jut cukru, ale nauczylismy sie sprawdzac, czy
liczba dzieli sie przez 7 lub przez 11 (albo jaka jest reszta
z tego dzielenia).
Czy 18447dzieli sie przez 7?

18447 = 1· 10000+8' 1000+4' 100+4' 10+ 7
Do dalszych obliczen sa nam potrzebne "nowe" reszty ­
z dzielenia przez 7 liczb 10000 oraz 1000. Wyliczenie tych
reszt jest bardzo proste, np. dla 1000:

1000 = 10·100
3·2
6

Napiszmy "tabele reszt" z dzielenia przez 7.
Korzystajac z tej tabeli obliczymy reszte z dzielenia 18447
przez 7.

18447 ;= 1 . 10000+ 8, 1000+4' 100+4' 10+ 7,
1·4 +8·6 +4,2 +4,3 +7
4 +1·6 +1 +5 +0

16
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18447nie jest podzielne przez 7.

Na pewno potraficie sami sprawdzic, te 18447 dzieli sie
przez 11. Napiszcie takze "tabele reszt" z dzielenia
przez 9 i obliczcie przy jej pomocy reszte z dzielenia
18447 przez 9.

Mala Delte przygotowaly: Anna Olszanska, Daria Zieminska.
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