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Uniwersalny domowy integrator beztranzystorowy

produkcji ZTS ~
Planimetr model UOBT 1

x

Rys I

Q

Informacje ogólne. Skonstruowany przez inzynierów ZTS
Instrukcja obslugi Uniwersalny domowy Integrator Beztanzystorowy inaczej

zwany Planimetrem UDBT l jest prosta w obsludze
maszyna analogowa sluzaca do pomiaru pól figur plaskich
ograniczonych krzywymi zamknietymi. Pamietajac o tym,

b

ze ~f(x)dx jest polem figury zawartej miedzy osia x-ów
a

a wykresem funkcjif(x) (por. rys. l) mozemy
uzywac planimetru do numerycznego obliczania calek
(tzn. do calkowania). Ze wzgledu na swa wyjatkowo
przystepna cene Planimetr UDBT l jest w zasadzie
dostepny dla kazdego. ,

Budowa Planimetru UDBT1. Planimetr UDBT l sklada sie z dwóch ramion o dlugosci r polaczonych przegubem P
oraz bieguna B i kólka liczacego KL umocowanego prostopadle do ramienia (rys. 2). Kólko liczace moze obracac sie
swobodnie dokola swojej osi.
Poslugiwanie sie Planimetrem UDBT 1. Aby zmierzyc pole figury ~ ograniczonej krzywa !l' wbijamy biegun B
w dowolnym miejscu, tak jednak, by cala figura ~ znalazla sie w zasiegu ramion planimetru, oraz umieszczam)(
kólko liczace w dowolnym punkcie krzywej !l' (rys. 3). Nastepnie nie zmieniajac polozenia bieguna B, suwamy
kólkiem wzdluz krzywej !l' w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, tak by po przejsciu calej krzywej !l'
wrócic do punktu wyjscia.

I<L

Rys 2: Planimetr UDar I; ,-ramiona, P - przegub, B - biegun, KL _ kólko liczace

Odczytywanie wskazan kólka liczacego. W trakcie suwania kólka liczacego wzdluz
krzywej, obraca sie ono raz w jedna raz w druga strone. Obroty kólka w kierunku
zgodnym z ruchem wskazówek zegara nalezy liczyc ze znakiem plus, a obroty
w strone przeciwna - ze znakiem minus (rys. 4). Odczytanie wskazan kólka
liczacego polega na obliczeniu wielkosci

+
~

Rys. 4

W= 0+-0_,
gdzie 0+ jest iloscia obrotów kólka w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek
zegara (tzn. dodatnim), a O_jest iloscia obrotów w kierunku przeciwnym (tzn.
ujemnym). W praktyce najlatwiej jest liczyc o ile wiecej bylo obrotów w kierunku
dodatnim niz w kierunku ujemnym.
Uwaga. Wielkosc W jest zawsze dodatnia!
Dokonywanie pomiarów pól. Pole figury ~ obliczamy ze wzoru planimetru:

Pole ~ = W' r' d,

gdzie r jest dlugoscia ramienia planimetru, a d jest obwodem kólka liczacego.

Przyklad. Podczas pomiaru pola pewnej figury .F planimetrem o ramieniu lS cm i obwodzie kólka liczacego 3 cm, kólko liczace

b "I ' " k' k . 2 b . 1 k' k d d' k' l k' k .o roCIo Sie najpierw w lerun u Ujemnym o 2 - o rotu, nastepme o 4 - w lerun u o atmm, a na oncu o - w lerWl u Ujemnym.
324

2 l l 7
Zatem W = -2- +4- - - = 1-. Ze Wzoru Planimetru

3 2 4 12
7 1

Pole.F= 1-- ·lScm·3 cm=66-cm2•
12 4

Doc. dr Piotr MANKIEWICZ



Rys. S

Rys. 6

Po przeczytaniu powyzszej Instrukcji Obslugi, Czytelnik moze zaczac podejrzewac
tu jakies oszustwo. Od biedy mozna sie zgodzic, ze mozliwy jest przyrzad mierzacy
pole dowolnych figur plaskich. Stanislaw Lem nazwalby taki przyrzad
Uniwersalnym Integratorem. Ale zeby byl on (przyrzad, nie Lem) tak zupelnie
pozbawiony tranzystorów? .
Taki Uniwersalny Integrator istnieje jednakze naprawde i nazywa sie planimetrem.
Co wiecej, kazdy moze stac sie posiadaczem planimetru, znana od wielu pokolen
metoda Zrób To Sam. W tym celu wystarczy zaopatrzyc sie w dwie cienkie
listewki równej dlugosci, dwa male gwozdziki, kólko obracajace sie swobodnie
na osce, oraz kawalek nitki, a nastepnie zlozyc to wszystko razem tak jak to
pokazano na rysunku 5. Aby ulatwic sobie odczytywanie ulamków obrotów kólka
liczacego mozna podzielic obwód kólka kolorowymi flamastrami na kilka (np. 8)
równych sektorów. Przyjemnych pomiarów.

Uwaga. W handlu dostepne sa planimetry typu profesjonalnego (drogie) o duzym
stopniu precyzji pomiaru i nieco innej konstrukcji. Zdjecie takiego profesjonalnego
planimetru mozna obejrzec na okladce.
Dla tych wszystkich, którym nie wystarcza swiadomosc istnienia planimetru
i chcieliby jeszcze zrozumiec jak on dziala, zamieszczamy

TEORIE PLANIMETRU

Dzialanie planimetru oparte jest na zasadzie "slizgajacego sie kólka". Zasada ta
stwierdza, ze jezeli kólko bedziemy posuwac wzdluz krzywej fi' o dlugosci l, tak
by kat pomiedzy plaszczyzna kólka a krzywa fi' byl stale równy q; (rys. 6), to
kólko obróci sie tak jak by bylo toczone po drodze

D = lcosq;.

W dalszym ciagu bedziemy mówili, ze:
- kólko obrócilo sie o a (a > O), jezeli obrócilo sie w kierunku dodatnim tak,
jakby bylo toczone po drodze dlugosci a,
- kólko obrócilo sie o - a, jezeli obrócilo sie w kierunku ujemnym tak, jakby
bylo toczone po drodze o dlugosci a.

Rys. 7

Jezeli teraz ff' jest kolem o promieniu R i srodku D i jezeli biegun planimetru
umiescimy w punkcie D (rys. 7), to latwo mozna zauwazyc, ze kat q; miedzy
plaszczyzna kólka a okregiem bedzie równy {:DAB (twierdzenie o ramionach
kata przecietych prostopadlymi), a zatem

R
2 R

cos q; = -,: = li'
W zwiazku z tym, zgodnie z zasada "slizgajacego sie kólka", jezeli bedziemy suwac
kólkiem liczacym planimetru wzdluz okregu tak, by wrócic do punktu wyjscia,
to kólko obróci sie o

R nR2
W = 2nR' cosq; = 2nR'-2 = --,r r

czyli o pole kola podzielone przez dlugosc ramienia planimetru.
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Wniosek. Jezeli w takiej sytuacji bedziemy suwac kólkiem liczacym wzdluz
pewnego luku CD tego okregu (rys. 8), to kólko obróci sie o pole wycinka
kolowego COD podzielone przez r.
Jezeli mamy do czynienia z wycinkiem pierscienia kolowego ABCD (rys. 9),
to z Wniosku wynika, ze kólko suwajac sie od A do B obróci sie o SI fr, gdzie SI

D

Rys. 9

B

Rys. 10

Rys. II

jest polem wycinka kolowego AOB. Nastepnie kólko suwajac sie od B do C obróci
sie o pewna wielkosc x, a dalej, na drodze od C do D, o -S2fr (bedzie sie ono
obracalo w strone ujemna), gdzie S2 jest polem wycinka COD. W koncu na drodze
od D do A kólko obróci sie dokladnie o tyle samo, co na drodze od B do C, tyle,
ze w przeciwna strone, tzn. obróci sie o-x. W sumie kólko obróci sie o

SI S2 SI-S2W= - +x- - -x = ----
r r r

czyli obróci sie o pole wycinka ABCD podzielone przez r. Rozwazmy teraz figure
fF bedaca suma dwu wycinków pierscieni kolowych o wspólnym srodku O
(rys. 10). Jezeli bedziemy suwac kólko planimetru kolejno wzdluz brzegu jednego
wycinka pierscienia, a nastepnie wzdluz brzegu drugiego wycinka, to na mocy

. poprzedniego wz.oru obróci sie ono o

W = pole pierwszego wycinka + pole drugiego wycinka = pole fF .
. r r r

Z drugiej strony, latwo mozna zauwazyc, ze w tym wypadku kólko obróci sie
dokladnie o tyle samo, co w przypadku, gdyby bylo suwane po drodze
ABEFGHCDA (czyli po obwodzie figury fF), oraz dodatkowo od C do E i od
E do C. Poniewaz od E do C kólko obróci sie dokladnie o tyle samo, co od C
do E, tyle, ze w przeciwna strone, otrzymujemy, ze kólko suwane po obwodzie
figury fF obróci sie o W. Na mocy poprzedniego wzoru

W = polefF .
r

Rozumowanie to mozna uogólnic na figury bedace suma dowolnej skonczonej
ilosci takich wycinków pierscieni kolowych o wspólnym srodku. Otrzymamy wtedy
Twierdzenie. Jezeli fF jest suma skonczonej ilosci wycinków pierscieni kolowych
o srodku O i jezeli biegun planimetru jest umieszczony w punkcie O, to kólko
liczace planimetru suwane wzdluz obwodu figury fF obróci sie o

pole fF
W = dlugosc ramienia planimetru'

Poniewaz kazda figure ograniczona krzywa zamknieta mozna "przyblizyc" suma
takich koncentrycznych wycinków pierscieni kolowych (rys. 11), wiec, dokonujac
tzw. przejscia granicznego, mozemy wywnioskowac nastepujaca zasade pozwalajaca
mierzyc planimetrem pola dowolnych figur plaskich:
Zasada planimetru. Jezeli fF jest figura plaska ograniczona krzywa zamknieta fi'
ijezeli biegun planimetru umiescimy w dowolnym punkcie plaszczyzny, to kólko
liczace planimetru suwane wzdluz krzywej fi' tak, jak to opisano w instrukcji
"Poslugiwanie sie planimetrem" obróci sie tak (por. "Odczytywanie wskazan
kólka liczacego"), jakby bylo toczone po drodze równej polu figury fF
podzielonemu przez dlugosc ramienia planimetru.

Z Zasady Planimetru, przyjmujac, ze obwód kólka liczacego wynosi d, a dlugosc
ramienia r, otrzymujemy Wzór Planimetru, o którym byla mowa w Instrukcji
Obslugi:

Pole fF = liczba obrotów kólka liczacego' r' d.

3



Gwiazdy nowe

--
Rozwiazanic zadania M 87

( ./- )2
, . 1+ r 3 - ,

POnlcwaz y'1 = 2 + V3 • WIec
Z twierdzenia cosinusów mamy

Z2= 1+2+V3+I+V3'=4+2VJ.
,2 = 1+2+ V3-1- V3 = 2,

z, ./- z 1+ V3
skad .=2+r3, -=~.I I r 2

Dalcj

z2+t'-(y'1 + y'6)Z
COSat = Zz, =

4+2 V3 +2-8-4V3 _ -2-2 V3

./-- - ./-=2r4+2v3'vl 4r2+V3'
-2-2 V3' 1 1+ V3'

I+V3' ~ - T'I+V3'
4 --- ---
'y'1 y'1
Vl-2-'

skad at - 133'.

1+'/J

/J--y
Wynika st'ld. zc r6wnolcllloboki Bl i g> sa
podobnc. Mozna skonstruowac wiclc
równolegloboków o wlasnosci wymienionej
Wzadaniu, przysluaujaccj r6wnolcafobokowi

Bl. Olllaszamy wiec minikonkurs (nalIfodyl)
na wykrycic bledu w rozwiazaniu zadania

M 67 opublikowanym w"Dclcic" 11/1973.
Rozwiazania prosimy nadsylac do dnia
1 lipca br.

Prof. dr Józef SMAK

Jeszcze w sredniowieczu niebo gwiazdziste uchodzilo powszechnie za cos trwalego
i niezmiennego. Dzis wiemy, ze procesy rozwojowe, którym podlegaja gwiazdy,
przebiegaja nieslychanie powoli - w skali milionów, albo nawet miliardów lat.
Nic wiec dziwnego, ze w skali zycia ludzkiego, czy calej naszej cywilizacji,
procesy takie sa praktycznie niedostrzegalne. Ale juz w sredniowieczu zdawano
sobie sprawe z istnienia pewnych zjawisk, które najwyrazniej wylamywaly sie
z owego schematu stalosci i niezmiennosci. Do zjawisk takich nalezaly miedzy
innymi gwiazdy zmienne oraz gwiazdy nowe. Oto od czasu do czasu w jakims
miejscu nieba, gdzie atlasy i katalogi astronomiczne nie rejestrowaly dotad zadnego
obiektu, pojawiala sie niespodziewanie jakas gwiazda; nic dziwnego, ze w takiej
sytuacji otrzymywala nazwe "nowej". Z biegiem czasu jednak gwiazda taka
slabla, by po kilku lub kilkunastu tygodniach zniknac równie tajemniczo jak sie
pojawila.
W czasach bardziej nam wspólczesnych obserwacje teleskopowe pozwolily
stwierdzic, ze zjawiska pojawien sie gwiazd nowych sa dosc czeste, tyle tylko, ze
najczesciej gwiazda nowa jest zbyt slaba, by mogla byc dostrzezona golym okiem.
Obecnie gwiazdy nowe odkrywane sa masowo - po kilka w ciagu roku, z tym,
ze raz na kilka lat trafia sie obiekt wyjatkowo jasny, widoczny bez pomocy
teleskopu. Tak bylo w sierpniu 1975 roku, kiedy rozblysla Nowa Labedzia 1975,
której wspólodkrywcami stali sie m.in. dwaj licealisci z Grudziadza.
Czy gwiazda nowa znika bezpowrotnie, tak jak to zdawaly sie sugerowac dawne
obserwacje? Okazuje sie, ze nie. Gwiazda slabnie wprawdzie tak bardzo, ze
przestaje byc dostrzegalna golym okiem, czy nawet przez niewielki teleskop,
ale wreszcie jasnosc jej ustala sie mniej wiecej na stalym poziomie.
W niektórych wypadkach mozna tez dokonac identyfikacji obiektu na zdjeciach
wykonanych przed "pojawieniem" sie gwiazdy nowej. Okazuje sie wtedy, ze
gwiazda nowa byla wtedy slabiutkim obiektem, o takiej w przyblizeniu jasnosci
jak jej jasnosc koncowa.
Podsumujemy teraz krótko te informacje, jakich o gwiazdach nowych dostarczaja
nam obserwacje. Za stan normalny mozemy przyjac umownie sytuacje przed, albo
tuz po wybuchu. W tym stanie gwiazda nowa jest obiektem o bardzo wysokiej
temperaturze. Typowe wartosci, to kilkanascie lub kilkadziesiat tysiecy stopni.
Przypomnijmy, ze temperatura powierzchni Slonca wynosi tylko niecale szesc
tysiecy stopni. Ale mimo tak wysokich temperatur gwiazdy nowe swieca znacznie
slabiej niz Slonce. Wnioskujemy stad, ze rozmiary gwiazd nowych musza byc
duzo mniejsze od rozmiarów Slonca.
Podczas wybuchu jasnosc gwiazdy nowej rosnie kilkadziesiat tysiecy razy.
Równoczesnie ulegaja wyrzuceniu w przestrzen zewnetrzne warstwy gwiazdy.
Typowa gwiazda nowa traci w wyniku wybuchu ilosc materii równa w przyblizeniu
jednej tysiecznej masy Slonca. Typowe predkosci wyrzutu - to tysiac do kilku
tysiecy kilometrów na sekunde. Terminu" wybuch" nie musimy juz chyba
szerzej uzasadniac. Czasem ilosc wyrzucanej materii jest tak znaczna, ze w kilka
lub kilkanascie lat po wybuchu mozna ja dostrzec w formie otaczajacej gwiazde
nowa mglawicy, której rozmiary wzrastaja z roku na rok. Niektóre sposród
gwiazd nowych powtarzaja swoje wybuchy. Charakterystyczne odstepy czasu
miedzy kolejnymi wybuchami wynosza przy tym po kilkadziesiat lat. Te obiekty
nazywamy gwiazdami nowymi powrotnymi ..
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Rozwiazanie zadania M 85

Mamy totsamosci

(I) -(a+b+c)' = a'+b'+c'+2(ab+bc+
+ca),

(2) (a+b+c)' = a3+b3+c3+

+ 3(a + b + c) (ab + bc + ca) - 3abc.
Z (I) na podstawie danych wynika, ze
ab+bc+ca = O.

Z tozsamosci (2) otrzymujemy
1 = 1+ 3·1·0- 3abc,

skad abc = O.

Rozwiazanie zadania F 19

Przyklad A:
Ruch spadochroniarza od momentu otwarcia
spadochronu opisuje równanie:

M'a = M~ = M·g-k·v.dt

Stad otrzymujemy zwiazek:

V t

r Mdv r dJ Mg-kv = J I.
00 to

gdzie V.jest predkoscia spadochr"niarza

w chwili t•• w której otworzyl spadochron.

Oczywiscie, jezeli pominiemy opór powietrza
dzialajacy na swobodnie spadajacego

spadochroniarza w pierwszej fazie skoku, to

m V2h". = Y211h :::: 100 -. t. = -- ::::10 s.s g

Po obliczeniu calek wyst~pujacych w równaniu

(2) otrzymujemy

Mg ( -:;: (t-I.) )(! = k~ 1-. +
-k

M (t-t.)
+ 'Voe

Latwo zauwazyc, ze dla t> t. jest v =

.M_gI"OJ4m
k - s

Oznacza to, ze od pewnego momentu
spadochroniarz ~dzie opadal ze stala

pr~dkoscia, czyli ruchem jednostajnym.
Wykre., zaleznosci 'V od t zostal
naszkicowany na rysunku. W bilansie
energetycznym nalezy uwzgl~dnjc obok

energii potencjalnej i kinetycznej skoczka
~nergi~ przekazana powietrzu w procesie
hamowania.

\l

Od wielu lat astrofizycy czynili liczne próby wyjasnienia zagadki gwiazd nowych.
Do niedawna jednak próby takie zawodzily. Glównym powodem tych niepowodzen,
byl, jak sie zdaje, fakt, ze w lancuchu danych obserwacyjnych i wnioskowan
teoretycznych brakowalo kilku zasadniczych ogniw. Dopiero odkrycia ostatnich
lat kilkunastu przyniosly istotny postep w tej dziedzinie. Pierwszym z nich bylo
przypadkowe odkrycie, ze Nowa Herkulesa z 1934 roku jest gwiazda zacmieniowa,
tj. takim ukladem zlozonym z dwu gwiazd, w przypadku którego obserwujemy
zmiany jasnosci wywolywane wzajemnym zakrywaniem sie skladników. Odkrycie
to wzbudzilo zrozumiale zainteresowanie i wywolalo fale pytan i spekulacji. Czy
Nowa Herkulesa mialaby byc obiektem wyjatkowym wsród gwiazd nowych, czy
tez moze wszystkie one sa gwiazdami podwójnymi? A jezeli tak, to czy istnieje
jakis zwiazek miedzy podwójnoscia i wybuchami tych obiektów?
Dla stwierdzenia, czy wszystkie gwiazdy nowe sa gwiazdami podwójnymi,
konieczne bylo wykonanie obserwacji ich widm i sprawdzenie, czy linie widmowe
podlegaja okresowym przesunieciom (zjawisko Dopplera), swiadczacym o ruchu
skladników wokól wspólnego srodka masy.

Zebranie odpowiedniego materialu obserwacyjnego bylo jednak trudne; wymagalo
uzycia najwiekszego teleskopu swiata - pieciometrowego reflektora
w Obserwatorium na Mount Palom ar - i wielu nocy obserwacyjnych. Program
taki zostal jednak wreszcie zrealizowany przed kilkunastu laty, przez
amerykanskiego- astrofizyka Roberta Krafta. Jego wyniki przyniosly pelne
potwierdzenie domyslów, ze wszystkie gwiazdy nowe sa ukladami podwójnymi.

Szczególnie wazne informacje o gwiazdach tworzacych uklad podwójny mozna
jednak uzyskac tylko wtedy, gdy mamy do czynienia z tzw. ukladami
zacmieniowymi. A wiec nalezalo takze podjac program zmierzajacy do odkrycia,
a nastepnie dokladnego przebadania takich ukladów. To zadanie podjal
wspólpracujacy z Kraftem astrofizyk polski Wojciech Krzeminski. Dzieki
dostepowi do duzych teleskopów w kilku obserwatoriach w Kalifornii i Arizonie
oraz francuskim obserwatorium Haute Provence wykonal on kilkadziesiat tysiecy
pomiarów jasnosci wielu gwiazd nowych. Material ten pozwolil na odkrycie kilku
ukladów zacmieniowych. Nalezy do nich miedzy innymi Nowa Strzaly, która
wybuchla dwukrotnie - w roku 1913 i 1946- a która odznacza sie rekordowo
krótkim okresem obiegu skladników, wynoszacym zaledwie 88 minut. Odkrycie
podwójnego charakteru gwiazd nowych stanowilo tylko pierwszy krok na drodze
do wyjasnienia ich zagadki. Krok drugi, to podanie opisu wlasnosci fizycznych
skladników i procesów zachodzacych w tych ukladach. Wiemy juz teraz, ze
goracy skladnik bedacy wlasciwa gwiazda nowa, to tzw. bialy karzel, zas jego
towarzysz -,- to slaba gwiazda o niskiej temperaturze powierzchni. Wspólistnienie
takich dwu gwiazd nie ogranicza sie jednak tylko do obiegania wspólnego srodka
masy ukladu. Gdyby tak bylo, procesy rozwoju takich dwu gwiazd przebiegalyby
niemal zupelnie niezaleznie. W wypadku gwiazd nowYGh,podobnie jak w wypadku
wielu innych ukladów podwójnych, obserwujemy proces przeplywu materii od
jednego skladnika do drugiego. Wynikiem takiego procesu jest nie tylko
zwiekszanie sie masy jednego ze skladników kosztem masy drugiego, ale takze
zmiany jakie musza zajsc w strukturze gwiazdy. W naszym wypadku przeplyw
materii nastepuje od gwiazdy chlodniejszej do gwiazdy goretszej. Konsekwencje
tego procesu mozna przewidziec na podstawie rozwazan teoretycznych.

Zastanówmy sie, jak reaguje ów goracy skladnik ukladu, do którego doplywa
materia od towarzysza. Co wiemy o bialych karlach? Wiemy, ze sa to gwiazdy
znajdujace sie w koncowych stadiach swego rozwoju. W stadiach wczesniejszych
w ich wnetrzach zachodzily reakcje jadrowe, w wyniku których wyzwalaly sie
znaczne ilosci energii, dzieki którym gwiazda mogla swiecic. Wynikiem reakcji
jadrowych byla jednak takze zmiana skladu chemicznego. Bialy karzel jest
gwiazda, która nie dysponuje juz zadnymi zapasami jadrowego "paliwa",
w szczególnosci wodoru. Jej wnetrze jest jednak nadal gorace - nawet na
powierzchni temperatura wynosi kilkadziesiat tysiecy stopni - tak, ze powolne
stygniecie takiej gwiazdy trwac moze miliardy lat. Jezeli bialy karzel jest gwiazda
pojedyncza, nic juz nie zmieni jego losu. Ale oto mamy do czynienia z ukladem
podwójnym. Chlodny towarzysz przekazuje materie bialemu karlowi. Obserwacje
pokazuja, ze materia ta bogata jest w wodór; najwyrazniej dwa skladniki róznia sie
bardzo pod wzgledem swego skladu chemicznego. Na powierzchni bialego karla
tworzy sie wiec cienka warstewka materii bogatej w wodór. Z biegiem czasu robi sie
coraz grubsza. Na razie nic sie nie dzieje. Temperatura w obrebie tej warstewki
wynosi zaledwie kilkadziesiat lub kilkaset tysiecy stopni, a to nie wystarcza do
zachodzenia reakcji jadrowych spalania wodoru. Ale wreszcie warstwa ta staje
sie na tyle gruba, ze gdzies gleboko pod powierzchnia gwiazdy temperatura
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wynosi juz kilka milionów stopni. Analiza teoretyczna pokazuje, ze przebieg
reakcji jadrowych, jakie musza juz zajsc w tej temperaturze bedzie bardzo
gwaltowny. Nastapi wybuch, w ramach którego gwiazda wyrzuci w przestrzen
swa cienka otoczke. A wiec wybuch gwiazdy nowej ... A co dalej? Proces
przeplywu materii trwa nadal i caly cykl powtórzy sie na nowo.
Skoro znamy juz teraz, przynajmniej w ogólnych zarysach, przyczyny i mechanizm
wybuchów gwiazd nowych, czy mozna by uznac ze te obiekty przestaly juz
nalezec do klasy "najciekawszych" obiektów astronomicznych? Chyba nie. Oto
w ostatnich latach, gdy odkryto istnienie kosmicznych zródel promieniowania
rentgenowskiego, okazalo sie, ze dosc liczna ich klase stanowia uklady podwójne
i to pod wieloma wzgledami podobne do gwiazd nowych. Zarówno te
podobienstwa, jak i oczywiste róznice, a dalej - sprawa wyjasnienia, jakie uklady
podwójne i w jaki sposób staja sie na pewnym etapie swego rozwoju gwiazdami
nowymi lub zródlami rentgenowskimi, wszystko to sa problemy oczekujace
wyjasnienia ...

()
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_Zadania
Redaguje mgr Andrzej M AKOW SKI

M8S Wiedzac, ze a+b+c = a2+b2+c2 = a3+b3+c3 = l,
obliczyc abc.
Rozwiazanie na str. 14

M 86 Rozwiazac uklad nieskonczenie wielu równan

X(I- 2n~1)+Y(I- :n)+Z(I- 2n~1)=0, (n = 2.3,4 •... ).
Rozwiazanie na str. 14

M 87 Udowodnic. ze równoleglobok fJt o kacie ostrym 45° i bokach dlugosci 2 i Y2+yli jest
podobny do równolegloboku [/' o wierzcholkach bedacych srodkami boków równolegloboku fJt.

(Por. zadanie M 67. Delta 11/1975). Z. Piesyk
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI
F 29 Oto dwie. pozornie rózne. sytuacje:

A. Spadochroniarz o masie M = 80 kg skacze z samolotu lecacego na wysokosci H = 8 km.

Po przeleceniu w kierunku pionowym h == 500 m. spadochroniarz otwiera spadochron, który
doznaje sily oporu powietrza proporcjonalnej do chwilowej predkosci spadochroniarza
(Fop = k· v). Wspólczynnik proporcjonalnosci k wynosi 200 kgs-l.

B. Pret metalowy o dlugosci I. masie m i oporze omowym R zaczyna zeslizgiwac sie bez tarcia

po równoleglych szynach przewodzacych nachylonych do poziomu pod katem oc (patrz rys.).
Dolne konce szyn polaczone sa poprzeczna szyna. równolegla do preta, tak, ze calosc tworzy
zamkniety, prostokatny obwód przewodzacy. Opory szyn sa zaniedbywalne. Calosc znajduje
sie w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B, równoleglym do kierunku pola
grawitacyjnego.
Rozwazcie nastepujace zagadnienia:

1. Jaka predkosc w danej chwili czasu, t. liczac od poczatku ruchu, bedzie mial
spadochroniarz (pret)?

2. Jak nalezy rozumiec zasade zachowania energii dla rozpatrywanych przypadków?
3. Czy predkosc preta zalezy od zwrot'u wektora indukcji B?

Rozwiazanie na str. 5 (przyklad A) i str. 9 (przyklad B).
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To samo na wiele sposobów
Kazdy chyba slyszal o piatym postulacie Euklidesa. Jest to zdanie, którego
umieszczenie w aksjomatyce geometrii budzilo przez dwa tysiaclecia powazne
watpliwosci. Rozwazanie zas tych watpliwosci dalo nam odkrycie geometrii
Bolyai-Lobaczewskiego, teorii, w aksjomatyce której ów piaty postulat jest
poprzedzony zwrotem: "a wlasnie, ze nie".
Oryginalny piaty postulat brzmi:
Jezeli dwie proste przeciete trzecia tworza z nia katy jednostronne wewnetrzne
o sumie mniejszej od dwóch katów prostych to proste te przecinaja sie i to z tej
samej strony.
Oto szereg zdan równowaznych piatemu postulatowi - kazde z nich moze
zastapic ów postulat w aksjomatyce geometrii euklidesowej.
Jezeli dwie proste nie przecinaja sie, to tworza z dowolna przecinajaca je prosta
katy jednostronne wewnetrzne o sumie równej dwóm katom prostym.
Jezeli dwie proste maja punkt wspólny i obie nie przecinaja trzeciej, to sa równe.
Na kazdym trójkacie mozna opisac okrag.
Wysokosci kazdego trójkata przecinaja sie.
Suma katów trójkata jest równa dwóm katom prostym.
Istnieje prosiokat (chociaz jeden).
Istnieja dwa trójkaty o odpowiednich katach równych, ale o róznych bokach.
Przez dowolny punkt wewnetrzny kata ostrego mozna poprowadzic prosta
przecinajaca oba jego ramiona.
Istnieja trzy rózne punkty jednakówo odlegle od pewnej prostej i wspólliniowe.
Jezeli w czworokacie ABCD katy A iB sa proste, a kat C ostry, to AD < Be.
Jezeli dwie proste nie przecinaja sie, to odleglosc punktów jednej z nich od drugiej
jest ograniczona (wystarczy zalozyc tylko ograniczenie z góry lub z dolu).
Zainteresowanych ta problematyka odsylamy do ksiazki Stefana Kulczyckiego
"Geometria nieeuklidesowa", PWN, Warszawa 1956.

D

c

A

CZYTELNICY PROPONUJA
Jerzy Zarakowski (III kI. LO w Zyrardowie) pisze: Jestem Waszym stalym
czytelnikiem. Dzieki Wam zostalem kierownikiem Wydzialu Matematyki
Amatorskiego Osrodka Badan i Problemów Matematyczno-Fizycznych.
W jednej z "Delt" znalazlem rubryke "Czytelnicy proponuja". Chcialbym
zaproponowac podzial odcinka na trzy równe czesci:

B Red. Konstrukcje kol. Zarakowskiego podajemy obok. (CE = EB, x = ~DB).
Warto zauwazyc, ze ABCD nie musi byc kwadratem, co pozwala uproscic
konstrukcje. Jak?
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Czarna magia~
"Co jest najmadrzejsze? - Liczba.
Co jest najpiekniejsze? - Harmonia.
Czym jest caly swiat? - Liczba i harmonia."
(z filozofii pitagorejczyków).

Tomasz NATKAN/EC

Autor w momencie nadeslania artykulu byl
uczniem IV kl. LO w Skarzysku Kamiennej

~
(

Stara legenda chinska, która siega 2200 roku p.n.e. opowiada, iz na pancerzu
boskiego zólwia, który wylonil sie z morza, znajdowal sie kwadrat magiczny.
Tak miala powstac ta dziwna figura laczaca w sobie madrosc liczb i piekno
harmonii.
Z pewnoscia kazdy z Czytelników zetknal sie wczesniej z pojeciem kwadratu
magicznego. Zazwyczaj byly to jednak kwadraty o stalej sumie tj. takie, ze suma
liczb w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na obu przekatnych jest stala.
Kwadratem takim jest kwadrat Durera, umieszczony na jednym z dziel tego
malarza, zatytulowanym - "Melancholia" (dwie srodkowe liczby dolnego
wiersza tworza rok powstania dziela).
Typowe kwadraty magiczne o stalej sumie budowane sa z liczb postepu
arytmetycznego.
O wiele mniej rozpowszechnione sa kwadraty magiczne o stalym iloczynie.
Kwadratem magicznym o stalym iloczynie nazywamy kwadrat rozbity na pewna
ilosc mniejszych kwadratów (pól), w które tak wpisano rózne liczby naturalne,
ze iloczyn liczb w kazdym wierszu, kolumnie i przekatnej jest staly. Ten staly
iloczyn nazwiemy iloczynem magicznym n, zas liczbe pól w kazdej kolumnie
(wierszu) - rzedem kwadratu magicznego.
Kwadraty magiczne o stalym iloczynie maja wlasciwosci analogiczne do
wlasciwosci kwadratów magicznych o stalej sumie. Podamy bez dowodów dwie
z nich:
IKwadrat magiczny nie straci swej magicznosci, jezeli wszystkie liczby skladowe
pomnozymy przez dana liczbe calkowita.
IIIloczyn dowolnej ilosci kwadratów magicznych n-tego rzedu jest równiez
kwadratem magicznym. (Mnozenie kwadratów magicznych polega na mnozeniu
liczb znajdujacych sie na odpowiadajacych sobie polach).
W teorii kwadratów magicznych o stalej sumie typowym zadaniem jest budowa
kwadratów z liczb postepu arytmetycznego (o dodatniej róznicy). Analogicznie
w teorii kwadratów magicznych o stalym iloczynie - budowa kwadratów z liczb
postepu geometrycznego (o ilorazie wiekszym od l). Znajac zasady ukladania
kwadratów magicznych o stalej sumie mozna w prosty sposób zbudowac kwadrat
magiczny o stalym iloczynie. Metoda ta opiera sie na znanej zasadzie mnozenia
poteg o równych podstawach.
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kwadrat maliczny O stalej sumie kwadrat maliczny o stalym iloczynie

Ba! Co jednak robic, gdy nie zna sie zasad budowy kwadratu magicznego
o stalej sumie? Spróbujmy zbudowac kwadrat magiczny o stalym iloczynie nie
poslugujac sie przy tym kwadratem magicznym o stalej sumie. Dokonamy tego
za pomoca mnozenia dwóch kwadratów magicznych o stalym iloczynie.

B



a2 1a
1

aa2

a
a21 ~ 1b2

b2

~1
-1

b2~

:7-

a2b 1 a~

~ 2 a~ a2

a ale

12 118

9

6~

2

3(,3
Pierwsze dwa kwadraty mozna zbudowac bez wiekszych trudnosci, nie zadowalaja
one jednak naszych ambicji, gdyz poszczególne liczby powtarzaja sie. Otrzymany
kwadrat III jest juz bez zarzutu. Teraz wystarczy podstawic za a i b liczby
(najlepiej pierwsze) np. a = 2, b = 3 i juz mamy gotowy kwadrat magiczny
o stalym iloczynie równym 216.
W podobny sposób mozemy zbudowac kwadrat magiczny czwartego rzedu.
Krokiem wstepnym jest tu budowa 7 prostych kwadratów pomocniczych.
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ad'l:

QQf.QJ2 Po wymnozeniu tych kwadratów otrzymujemy wlasciwy kwadrat magiczny
czwartego rzedu o iloczynie magicznym n = abcdef
Zalózmy: g :=a,l= a2, e = a3, d = a5, c = a9, b = a13•

Podstawiajac do naszego kwadratu otrzymujemy kwadrat taki, jak na marginesie.
Doszlismy do pierwszej metody; zatem metoda druga jest ogólniejsza.
Na zakonczenie proponujemy co wytrwalszym Czytelnikom udowodnienie, ze nie
mozna zbudowac kwadratu magicznego stopnia 3 lub 4 o stalym iloczynie z liczb
postepu arytmetycznego.

Rozwiazanie zadania F 19.

Przyklad B

Zeslizgiwanie sie preta po szynach pod wplywem sily cietkosci powoduje zmiane strumienia indukcji magnetycznej
przenikajacej przez przewód utworzony z preta i szyn.
Dlatego w obwodzie wystapi sila elektromotoryczna indukcji skierowana tak, aby przeciwdzialac zmianie strumienia,
czyli zsuwaniu sie preta. Na pret, przez który plynie prad indukcyjny o natezeniu i, dziala sila oporu, równolegla do
podstawy równi o skladowej wzdluz powierzchni równi skierowanej przeciwnie do zsuwajacej pr~t skladowej sily
ciezkosci. Zwrot tej sily nie zalezy od kierunku wektora B.
Liczymy wartosc tej sily.

Strumien magnetyczny przenikajacy przez obwód w danej chwili t, gdy pret jest odlegly o odcinek x od dolnej szyny

(patrz rysunek przy zadaniu) wynosi;
l!>= B·x·l·cos",.

Stad

l dl!> B· l . cos",
i= -~- = -----·v

R dt R •

gdzie v jest chwilowa predkoscia preta wzgledem szyn.

Równanie ruchu preta wzdluz równi:

(4)
dv . B2!1cOS'1a.

m dt = mg sincx- iB· l COSCl = mg sina-- R . v,

(5)

~~RSI~oc.B t cos O(.

jest analogiczne do równania (I) otrzymanego w Przykladzie A. Poniewaz dla preta to = O, Vo = O stad;

( - B'('cos' '" )
mgR.in", l ~;;-- t

v = B2J2coS2a. -e .
Analizujac postac tego wzoru dla malych wartosci t (poczatek ruchu) otrzymujemy (rozwijajac e-xt w szereg Taylora):

v = gsin«t, czyli ruch jednostajnie przyspieszony.

Natomiast dla duzych wartosci t, zsuwanie sie preta bedzie przebiegac jednostajnie z predkoscia v = B"',g(:Si~'"cos Gl

Wykres zaleznosci v od t zostal naszkicowany na rysunku.
Poniewaz znamy wzór na prace pradu elektrycznego, latwo mozna sprawdzic, ze strata energii potencjalnej pr~ta
w przedziale czasu dl rów~a sie cieplu wydzielonemu przez prad indukcyjny (rozwazamy dla ulatwienia moment, ady

pret zsuwa sie juz ruchem jednostajnym).
Mianowicie nalezy pokazac, ze;

mgvsin",' dt = j1Rd/.

Podstawienie odpowiednich wyrazen na i i v pozostawiamy Czytelnikom.
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mala delta

Jak opór powietrza ratuje ludziom zycie
Powietrze, ten rzadki i delikatny osrodek, którego prawic
nie zauwazamy, staje nam na przeszkodzie, ilekroc sie
szybko poruszamy. Najlepiej wiedza o tym rowerzysci,
dla których ten opór powietrza jest duza przeszkoda.
Konstruktorzy samochodów wyscigowych i samolotów
staraja sie zmniejszyc jego dzialanie przez nadanie
odpowiednich ksztaltów tym pojazdom. Nie zawsze jednak
dzialanie oporu powietrza jest niepozadane. Gdyby nie on,
padlibysmy ofiara kropli deszczu lub kulek gradowych,
które spadajac z chmur z przyspieszeniem ziemskim
uderzalyby w nas z ogromna predkoscia. Opór powietrza
uratowal tez zycie tysiacom ludzi, którzy skakali z duzych
wysokosci na spadochronach. Zróbmy sami spadochron!

Mozna uzyc do tego celu kawalka folii plastikowej lub
chustki do nosa. Do kazdego rogu przywiazmy nitke
o dlugosci okolo 30 cm. Do konców nitek przymocujmy
spadochroniarza - mala lalke, najlepiej - mimo
wszystko - z nietlukacego sie materialu. Zeby lot byl
stabilny, mozna w samym srodku folii zrobic maly
otworek. Kiedy spadochron bedzie gotowy, wypusc go
na próbny lot - spod sufitu na tapczan. Jesli lot ten
powiedzie sie, mozesz startowac z kolegami w zawody
puszczajac spadochrony z okna i obserwujac, który
spadochron utrzyma sie dluzej w powietrzu i lagodniej
wyladuje.
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Bumerang
Ludzie pierwotni uzywali do polowan wygietego kawalka
drewna, zwanego bumerangiem.
Szczególnie ciekawy rodzaj bumerangu zrobili pierwotni
Australijczycy. Ich bumerangi byly dodatkowo lekko
zakrzywione spiralnie. Sluzyly im one do polowania na
ptaki. Mialy te niezwykla wlasciwosc, ze w razie
nietrafienia do celu wracaly do mysliwego i spadaly
u jego stóp. Bumerangi takie robi sie takze obecnie -
do polowan na ptaki i do zabawy. Bumerang zawraca
dzieki silom oporu powietrza, ale warunkiem
powodzenia jest odpowiedni rzut. Nie jest to latwe, ale
warto spróbowac. Mozna potrenowac rzuty w domu, ale
do tego lepiej uzyc bumeranga wycietego z kartonu. Na
rysunku obok pokazany jest przyklad papierowego
bumeranga w naturalnej wielkosci. Rogi trzeba lekko
zagiac w dwie strony. Zeby wypuscic bumerang, trzymamy
go lekko w palcach i dajemy prztyczka w jego koniec.
Bumerang powinien poleciec kilka metrów, zatoczyc
luk i wrócic do naszych nóg.

Samolotowa beczka
Na pokazach lotniczych piloci wykonuja rózne
imponujace manewry. Jednym z atrakcyjnych manewrów
bywa "beczka" -lot poziomy z jednoczesnym obrotem
samolotu wokól jego osi. Podczas takiego lotu pilot
i pasazerowie widza Ziemie na przemian to w dole, to
nad swoimi glowami.
Papierowy samolot, jaki na pewno nieraz puszczales, tez
moze wykonac taki korkociag. Jak zrobic taki samolot
z kartki papieru, pokazuje rysunek. Po zlozeniu dobrze
jest skleic glówna czesc. Ruch obrotowy tego samolotu
zawdzieczamy zagietym koncom - podczas lotu dziala
na nie para sil. Kat zagiecia trzeba wypróbowac, nie
powinien on byc wiekszy, niz kat prosty.
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iii
Jak zorganizowac bank informacji
O banku informacji trenera Górskiegu wiedza chyba
wszyscy. Zeby pocieszyc tych, którzy na pilce nóznej
znaja sie nieszczególnie, dodam od razu, ze bank informacji
nie jest niczym niezwyklym i kazdy mial z nim do
czynienia. Encyklopedia, katalog ksiazek z biblioteki,
slownik polsko-chinski - to tylko pare przykladów sposród
wielu. Moze wiecie z wlasnego doswiadczenia, ze
wyszukanie w takim banku potrzebnej informacji czesto
bywa zadaniem niewdziecznym lub wrecz niewykonalnym.
Chcecie na przyklad zadzwonic do kogos, o kim wiecie,
ze na imie ma Dionizy, jest lekarzem i mieszka na ulicy
Florianskiej. Udajecie sie do banku informacji, czyli
siegacie po ksiazke telefoniczna ... i przyjemnej lektury.
Potrzebna informacja jest tam zapisana (gdyby dokladrlie
sprawdzic okazaloby sie, ze na ulicy Florianskiej tylko
jeden lekarz z imieniem Dionizy ma telefon), ba, ale jak
sie do niej dobrac. Sposób uporzadkowania informacji
w ksiazce telefonicznej nazywaja matematycy porzadkiem
liniowym albo dobrym porzadkiem. Jest on moze i dobry,
ale, niestety, tylko dla jednego sposobu wyszukiwania
potrzebnej informacji. Na przyklad ksiazka telefoniczna
jest bardzo wygodnym bankiem informacji tylko dla tych,
którzy znaja nazwisko i imie poszukiwanej osoby.
Marzeniem roztargnionych byloby zorganizowanie
ksiazki telefonicznej na doskonalszych zasadach.

°°7°
Trzeba równiez ustalic lewy brzeg karty obcinajac koniec
jednego z rogów przy podziurkowanym brzegu - co
równiez jest widoczne na rysunku. Aha, potrzebne jeszcze
pudelko, w którym umiescimy karty w ten sposób, zeby
ich dziurki wystawaly ponad brzeg pudelka. No
i oczywiscie na karcie musi byc troche wolnego miejsca na
zapisanie informacji. Jakich? Z dowolnej interesujacej Was
dziedziny. Na przyklad z geografii. Zgromadziliscie
ciekawe wiadomosci o róznych panstwach i chcielibyscie
szybko wyszukiwac wszystkie panstwa posiadajace
kopalnie zlota, dalej takie, które naleza do ONZ, które
maja dostep do morza, wysokie góry (wyzsze od naszych
Tatr) i co tylko jeszcze Was interesuje. Kiedy lista
interesujacych pytan juz gotowa - przystepujemy do
kodowania informacji na dziurkowanym brzegu kart.
Najpierw trzeba ustalic, które dziurki beda odpowiadac
jakim pytaniom. Umówmy sie, ze pierwsze pytanie z listy,
np. "Czy sa kopalnie zlota?", odnosi sie do pierwszej
dziurki liczac od obcietego rogu. Dalej, ustalamy, czy
chcemy, zeby interesujace nas karty zostawaly w pudelku,
czy tez byly z niego wyciagane. Chcecie wyciagac?
Dobrze, wobec tego przystepujemy do dziela. Bierzemy
pierwsza kartke i podpisujemy: Polska. Oprócz nazwy
mozemy jeszcze wpisac rózne notatki, np. w jakich
ksiazkach i na których stronach podane sa interesujace
nas szczególy o Polsce. Nastepnie stawiamy sobie pytanie:
"Czy w Polsce sa kopalnie zlota?". Optymisci, dla których
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Wobec tego warto poznac inne zasady zorganizowania
banku informacji. Jedna z nich jest system kart
z perforowanym brzegiem. Sadze, ze jego zalety docenia
nie tylko roztargnieni. PotrJ':ebne karty mozna zrobic
samemu. Na przyklad ze starych pocztówek, jesli je
kiedys zbieraliscie, a teraz juz Was przestaly interesowac.
Dziurkujecie ich górny brzeg tak jak to pokazane na
rysunku. Wazne, aby karty byly jednakowego formatu
i na wszystkich dziurki wypadaly w tym samym miejscu.



licza sie nawet drobne ilosci (wydobywane na Dolnym
Slasku) odpowiadaja "tak" i... nic, zajmuja sie nastepna
dziurka i kolejnym pytaniem. Pesymisci, zdaniem których
nie ma w Polsce "prawdziwych" kopalni zlota robia na
karcie wciecie - od pierwszej dziurki, na cala jej szerokosc,
do brzegu karty, tak jak pokazuje rysunek.

00000

Podobnie kodujecie dalsze informacje: gdy odpowiedz
na kolejne pytanie brzmi "tak", pozostawiacie
odpowiednie miejsce bez wyciecia, gdy odpowiedz brzmi
"nie" - wycinacie. Jezeli wykazecie sie cierpliwoscia
cechujaca prawdziwego milosnika geografii przygotujecie
w taki sam sposób karty dla pozostalych panstw i ... bank
informacji gotowy.
Chcecie wyszukac wszystkie panstwa majace kopalnie
zlota? Nic prostszego! Ukladacie karty w pudelku,
obcietym rogiem w jedna strone i tak, zeby dziurki kart
wzajemnie sie pokrywaly. Bierzecie zwykly drut (taki od
robienia na drutach jest bardzo dobry), wsuwacie drut
w dziurki odpowiadajace kopalniom zlota, czyli pierwsze,
liczac od obcietego rogu, i podnosicie drut do góry. Na
drucie znajda sie wszystkie interesujace Was karty. A teraz
kilka zadan na temat kartoteki 'kart.
I. W jaki sposób manipulowac drutem (albo kilkoma
drutami), zeby wybrac karty panstw, które maja dostep
do morza i jednoczesnie wysokie góry, wyzsze od naszych
Tatr?

2. Chcemy zakodowac informacje o tym, jaki obszar
obejmuje terytorium danego panstwa: mniejszy niz 100 000
km2, od 100 tys. km2 do 250 tys. km2, od 250 tys. km2
do 500 tys. km2, od 500 tys. km2 do l mln. km2, od
I mln. km2 do 2 mln. km2, od 2 mln. km2 do 5 mln. km2,
od 5 mln. km2 do 10 mln. km2 i powyzej 10 mln. km2_
lacznie 8 mozliwosci. Byloby rozrzutnoscia poswiecac na
ten cel az 8 dziurek. Wystarczy na przyklad 5. Sposród
tych 5 dziurek wytnijmy dwie. Mozna to zrobic na co
najmniej 8 sposobów (dokladnie na ile?). Ustalmy, które·
sposoby wyciecia dwóch dziurek beda odpowiadaly jakim
obszarom powierzchni. Jaka prosta manipulacja pozwoli
nam wyciagnac z pudelka niepotrzebne karty
pozostawiajac te, które nas interesuja?
Jak rozwiazac podobne zadanie, jesli mozliwosci bedzie 20,
a nie 8? Ile dziurek trzeba przeznaczyc? W jaki sposób
nacinac? Iloma na raz drutami i w jaki sposób
manipulowac?
3. Ile najmniej dziurek trzeba przeznaczyc na zakodowanie
wszystkich osmiu mozliwosci z poprzedniego zadania?
(Manipulacje drutami moga byc bardziej skomplikowane)
4. Konkurs. Zaplanujcie kartoteke dotyczaca ciekawego
tematu i pomyslowo urzadzona. Ciekawi jestesmy Waszych
pomyslów.

Mala Delte opracowali: Przemyslaw Nowicki iDaria Zieminska.
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Rys. 3
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Rys. 4

l-Rozwiazanie zadania M 86Dane równania motna napisac w postaci

1

(0) x+y+z- 2ft+. (4x+2y+z) - O

(n = 2,3,4, ...).
Odejmujac stronami dwa takie równania

otrzymujemy
4x+2y+z _ O.

Musiwl~bycx+y+z _ O.

Napiszemy otrzymane równania wpoltacl

y+z •.• -x,
2y+z - -4x.

Odejmujac strona",i te równania otrzymamy

y = - 3x, skad z - 2x. Wstawiajac te wartoici

y i z do równania (0) otrzymujemy x- 3x+

+2x- ._1_ (4x-6x+2x) _ O,
n+1

a wl~ uklad jest spelniony przez katda

trójke liczb (x, - 3x, 2x) I tylko przez takie
trójki.

Widzimy wi~, ze uklad nieskonczenie wielu

równan z trzema niewiadomymi moze miec

nieskonczenie wiele rozwiazan.

KINO KRÓTKICH FILMÓW CZYLI STROBOSKOP

JAK TO DZIALA?

Kazdy wie. Wykorzystujac bezwladnosc oka, czyli jego nieumiejetnosc rozdzielenia
dwóch bodzców swietlnych nastepujacych po sobie w czasie krótszym, niz okolo
0,1 sekundy, mozna wywolac zludzenie ruchu. Jak wiadomo, trzeba w tym celu
pokazywac w krótkich odstepach czasu nieruchome obrazy przedstawiajace
kolejne fazy zmiennego w czasie zjawiska. Na tej zasadzie bazuje zarówno film,
jak telewizja, w obu jednak przypadkach potrzebna jest precyzyjna i dosc
skomplikowana aparatura. Nasze proste stroboskopy pozwola na zrealizowanie
tego efektu nakladem niewielkiego wysilku i bez zadnych inwestycji pienieznych
(nie liczac sumy, która wydaliscie na zakup tego numeru Delty). W stroboskopie
obrazy kolejnych faz ruchu, narysowane obok siebie na kawalku papieru lub
kartonu, przesuwaja \sie przed okiem obserwatora, przy czym kazdy z obrazów
odslaniany jest jedynie na krótka chwile w momencie, kiedy znajduje sie na
wprost oka. Wada naszych stroboskopów bedzie krótki czas trwania
"wyswietlanych" w nich "filmów'~ - jedna lub dwie sekundy. Patrzac przez
dluzszy czas bedziemy widziec nasz filmik wielokrotnie. Widac, ze stroboskop
nadaje sie szczególnie do demonstracji zjawisk okresowych. Przechodzac do
szczególów zadajmy sobie teraz pytanie

JAK ZBUDOWAC STROBOSKOP?

Bardzo latwo. Najprostsza jego wersja jest krazek kartonu ogladany w lustrze.
Ma on na obwodzie wyciecia, przez które patrzymy na odbicie w lustrze
obrazków ilustrujacych kolejne fazy ruchu, narysowanych na tymze krazku
(rys. 1). Oczywiscie krazek musi w tym czasie wirowac. Taki krazek, gotowy do
wyciecia, znajduje sie na IV stronie okladki. Aby zapewnic mu mozliwosc ruchu
obrotowego, musimy go jakos ulozyskowac, na przyklad za pomoca gwozdzika
i korka (rys. 2). Jezeli po wprawieniu krazka w ruch wirowy spojrzymy przez
wyciecia na odbicie krazka w lustrze, naprawde zobaczymy jak woda kapie
z kranu!

Zwolennicy solidniejszych urzadzen, którzy w dodatku maja do dyspozycji
adapter, moga wyciac paski kartonu (równiez gotowe na okladce) z odpowiednimi
wycieciami i obrazkami i za pomoca kleju, zszywacza lub zwyklych spinaczy
biurowych polaczyc je w walec obrazkami do wewnatrz (rys. 3). Walec ten
ustawiamy na talerzu gramofonu, dbajac o ich wspólosiowosc i po wprawieniu
calosci w ruch patrzymy przez wyciecia na obrazki znajdujace sie po przeciwnej
stronie walca (rys. 4). Zobaczymy dosc zabawny efekt zderzen ukladu trzech kul,
zawieszonych obok siebie na niciach tworzacych rodzaj wahadel. Ci sposród Was,
którym nie dalo dostatecznej satysfakcji wykonanie rzeczywiste lub w wyobrazni
stroboskopów, zapytaja pewnie teraz

I PO CO TO WSZYSTKO?

Moge tylko odpowiedziec: dla zabawy. Ale zabawa moze tez ksztalcic. Dla
dydaktyków - amatorów mam pare propozycji, które umozliwia im wykazanie
sie inwencja w budowie stroboskopowych pomocy naukowych: mozna na
przyklad tworzyc w ten sposób "filmy" obrazujace drgania elektryczne w obwodzie
LC, powstawanie fali elektromagnetycznej lub po prostu ruch wahadla
matematycznego.
Zycze Oskarów.
O innym znaczeniu slowa "stroboskop" napiszemy w nastepnym numerze.
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o paradoksie przyspieszen
••W obliczeniach byl blad."
Stanislaw Lem, Eden.

Dr Marek Artur ABRAMOWICZ

W tym artykule chce przedstawic pewien paradoksalny wniosek wynikajacy z ogólnej teorii
wzglednosci. Najego trop wpadlismy przypadkowo. Dwa lata temu pracowalismy wspólnie z Piotrem
Lasota i Bozena Muchotrzeb (wówczas jeszcze studentka fizyki) nad problemem dotyczacym
istnienia rozwiazania równan Einsteina opisujacych pewne obracajace sie cialo. Pewnego dnia
Bozena przyniosla nam wyniki rachunków, nad którymi siedziala cala noc. We wzorach

powtarzala sie stale liczba 2 yJ/27 .•. To nie moze byc dobrze - powiedzial jeden z nas zartem­

takie liczby jak 2 y"3/27 nie moga sie pojawiac w rozsadnych teoriach".

Próbowalismy obalic wyniki Bozeny wymyslajac rózne ich konsekwencje i szukajac wsród nich
zupelnie bezsensownych. W ten sposób odkrylismy paradoks przyspieszen i uznalismy na jego
podstawie, ze w rachunkach jest blad. Jednak po dalszych rachunkach i dluzszym namysle
przekonalismy sie, ze paradoks przyspieszen mozna wytlumaczyc. Wytlumaczenie to znajdziecie
dalej.

Wyobrazmy sobie wiele statków kosmicznych, krazacych z róznymi,
ustalonymi predkosciami katowymi Dl, Dz, D3, ••• po pewnej
orbicie kolowej wokól planety o masie M. Jezeli promien orbity
wynosi R, to przyspieszenia nadawane przez sile ciezkosci sa równe
dla wszystkich statków i wynosza GM/Rz (przez G oznaczylismy
stala grawitacji). Tymczasem statki poruszajace sie po tej orbicie

z predkosciami katowymi Dl' Dz, D3, .•.• musza miec przyspieszenie
dosrodkowe wynoszace RDr, RDj, RDi, .... Statek, którego
predkosc katowa równa jest

Do = .•r GMfi R3

porusza sie ruchem swobodnym; wszystkie inne statki, dla których
D # Do, musza miec wlaczone silniki (Rys. l).

A oto paradoks:

Q=~

Najzabawniejszym momentem tej historii jest to, ze Bozena istotnie

popelnila blad w rachunkach - gdyby nie on, nie odkrylibysmy
prawdopodobnie nigdy tego paradoksu.

Rys. l

Cialo poruszajace sie po okregu ze stala

szybkoscia ma w ukladzie inercjalnym

przyspieszenie dosrodkowe RDz. W ukladach

nieinercjalnych otrzymujemy inne wartosci
przyspieszenia. I tak np. gdy ze srodka

okregu sledzimy wzrokiem cialo krecace
sie z predkoscia katowa D, to nie

postrzegamy :Ladnego ruchu tego ciala _

w takim ukladzie odniesienia przyspieszenie
(i predkosc) jest równe zeru (przyp. red.).

Zaliczenie przez Autora filozofii do

pseudonauk jest calkowicie sprzeczne
z pogladem redakcji na te sprawe (przyp. red.).

Powiedzmy, ze pasazerowie jednego z tych statków (A) chca zmierzyc z jakim przyspieszeniem
porusza sie wzgledem nich inny statek (B). Sa oni bardzo skrupulatni i wierza tylko w takie
pomiary, które moga sami sprawdzic. Na powierzchni planety sa dobrze widoczne punkty
odniesienia, na sklepieniu nieba widac gwiazdy, bez trudu mozna wiec zmierzyc wlasna predkosc
katowa· Obustronna lacznosc radiowa pozwala zapytac, jaka jest predkosc katowa statku (B).
Astronauci ze statku A wiedza wiec, ze róznica predkosci katowych miedzy ich statkiem
a statkiem B wynosi w = DB-D!l.. Wiedza oni takze, ze kraza wraz ze statkiem B po orbicie
kolowej w odleglosci R od srodka planety. Poniewaz znaja prawa kinematyki, obliczyli
korzystajac z tych danych, ze wzgledne przyspieszenie wynosi WZ R. Nie sa jednak zadowoleni
z tego wyniku .. \

"Nie wiemy, czy planeta rotuje. Nie wiemy, czy Wszechswiat rotuje. Gdyby tak bylo, nasze
wyznaczenie predkosci katowej mogloby byc zupelnie falszywe. Nie widzielismy aparatury
pomiarowej na statku B i nie wiemy, czy funkcjonuje ona nalezycie. Poniewaz nie mozemy takze
w zaden sposób skontrolowac wyników pomiarów wykonanych na statku B, nie mozemy miec
pewnosci, ze sa one prawidlowe."

Watpliwosci astronautów ze statku A oraz ich pedanteria moga wydac sie przesadne. Sa to jednak
watpliwosci nalezace do pewnych podstawowych regul uprawiania nauk przyrodniczych.
przyrodnicy (fizycy, astronomowie, biolodzy, chemicy) nie opieraja sie w swych badaniach na
przekonaniach, lecz na fak~ach, na sprawdzonych faktach (to podejscie rózni nauki przyrodnicze
od takich tworów ludzkiego intelektu jak filozofia, demonologia czy glosna obecnie
parapsychologia).
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r ro r 1 r2 r3

r ro rl r2 r3..........
r ro rl r2 r3

gdzie; = (rl+1-rl)/.11, ;"= (;1+1-r;)/.11 oraz.11 = 11+1-1•.
Poniewaz astronauci dokonuja wszystkich pomiarów w momencie

tykniecia ich zegara, odstep pomiedzy dowolnymi kolejnymi
tyknieciami, np. 110311i 110312jest staly i wynosi ,11. Podobna tablice
uloza oni takze dla wyników uzyskanych za pomoca teodolitu

Tak wiec astronauci ze statku A planuja wykonanie nastepujacego
eksperymentu: w bardzo krótkich odstepach czasu 10, 11, 12, ...
wyznaczanych na swoim zegarze beda mierzyli radarem

odleglosciro, rl, r2, ... dostatku B oraz teodolitem katy rpo, rpl, rp2, ... ,
jakie"tworza kierunki na statek B z dowolnie obranym kierunkiem
w plaszczyznie orbity. Zegar, teodolit i radar statku A byly wielokrotnie
sprawdzane przed eksperymentem i astronauci ufaja w rzetelnosc
dokonywanych z ich pomoca pomiarów. Niezaleznie od tego, istnieja
na tym statku inne komplety zegar - radar - teodolit, na których
takze wykonywane sa przez kogo innego pomiary. Wyniki pomiarów
ze wszystkich kompletów sa nieustannie porównywane.
Po wykonaniu pomiarów astronauci zbuduja tablice

12 1310 11

y

z

10111213
Rys. 2 rprporplrp2rp3

rp

rporplrp2rp3
..

........
rp

rporplrp2rp3

Róznica miedzy ilorazami róznicowymi
w tabelach i pochodnymi jest rzedu nizszeao
niz .dr i dazy do zera, ady .dr ...•o.
W pomiarach zawsze operujemy skonczonymi
choc mozliwie bardzo malymi odstepami
czasu. Zastapienie we wzorach ilorazów
róznicowych (wyników eksperymentów)
pochodnymi wprowadza blad rzedu .dr,
jezeli tylko odpowiednie pochodne istnieja.
W teoriach fizycznych zaklada sie zawsze,
ze wystepujace w nich funkcje sa ciaale
i gladkie wszedzie tam. gdzie nic istnieje
zadna .,fizyczna" przyczyna nieciaglosci
funkcji lub jej pochodnej (przyp. red.).

gdzie ~l i ;Pl sa okreslone podobnie jak ~l i "1. Dane te posluza astronautom do wyznaczenia
przyspieszenia wzglednego. Beda to oni robic w nastepujacy sposób: Niech osie Oy, Oz
prostokatnego ukladu wspólrzednych beda umieszczone tak,jak na Rys. 2. Mamy wiec:

z = rsinrp,
y = rcosrp.

Mozna stad latwo obliczyc, ze

z = ;sinrp+ ~rcosrp; z' = sinlp(i:-r~2)+coslp(2'~+r~),

y = rcoslp- lprsinlp; y = COslp(~-"r~2)-sinlp(2;~+r;P).
Kropka nad litera oznacza taka sama operacje jak w tabelach. Poniewaz dlugosc wektora

przyspieszenia, która oznaczymy przez a, równa jest (z twierdzenia Pitagorasa) a = (~2 +y2)1/2,
wiec:

r-. (.. 1 .. )2a = V ('~rlp2)2+4 rrp+ Trrp .

Pozwólmy astronautom zajac sie pomiarami, a sami spróbujmy
obliczyc ich rezultat (Rys. 3).
Z rysunku widac, ze

wl

rp =T'
z wl

r = 2Rcos-.
2

Mamy zatem

Oczywiscie astronauci nie otrzymuja wzoru na przyspieszenie
ale wartosc przyspieszenia (liczbe, np. 3,503 m/s2) w kazdej chwili czasu.

{( w2R wt wt (2)2a= - -2-coST- 2RcosT'4 +

( w2R wt )2}1/2+4 -2-sinT =w2R.

w

rp = T'
..
rp = O.r=

wl
r = -wRsin-'

2 '

wZR wt
- --coS-'

2 2 '

Wstawiajac to do wzoru na przyspieszenie otrzymamy:y

Rys. 3

1&



Jak juz pisalem, paradoks ten wymyslilismy
wspólnie z Piotrem Lasota. Przedstawialismy
go wiciu naszym kolegom i znajomym,
wsród których znalezli si~ wybitni fizycy
z róznych krajów. Wszyscy w pierwszej chwili
twierdzili, ze to bzdura.

W teorii wzgl~dnosci nic ma istotnej róznicy
mi~dzymasa i energia ciala (E = me').
Kazde cialo poruszajace sie, a wiec
i promieniowanie elektromagnetyczne (fotony),
ma pewna mase i zgodnie z teoria grawitacji

podlega dzialaniu sil przyciagania
grawitacyjnego. Promienie swietlne z gwiazd
przcchodzac w poblizu Slonca odchylaja
swój bieg podobnie, jak komety tylko
znacznie slabiej. Gdybysmy mas~ Slonca
zwi~kszyli100000 razy lub jego promien
zmniejszylido kilku kilometrów, to
swiatlo zacz~loby krazyc po orbicie
okoloslonccznej jak zwykla planeta. Swiatlo,
za pomoca którego ogladamy inne statki
i mierzymy odleglosci od nich, krazy bez
konca po okr~gu. Z punktu widzenia statków
na orbicie okrag ten jest wi~c prosta i ruch
po okr~gu staje si~ jakby ruchem
jednostajnym po prostej. Nic jest to jednak
taki zwykly ruch po prostej. Kazdy statek
widzimy równoczesnie jako doganiajacy nas
od tylu i uciekajacy do przodu. Zastanówcie
si~co si~ dzieje, gdy statek nas mija I
(przyp. red.l.

Rys. 4

M. A. Abramowicz, J. P. Lasota, Note on

a Paradoxieal Property o/ the

Sehwarzsehild Solulion, Acta Phys. Polon.,
Vol. BS (1974), No 2, str. 327. Tam tez
odsylamy Czytelników orientujacych si~
w teorii wzgl~dnosci,którzy chcieliby poznac
szczególy.

To, co teraz powiem, wyda sie wielu sposró~ Was zupelna bzdura. Prawdopodobnie wszystkim,
którzy o tym jeszcze nie slyszeli. Przygotowanie z fizyki nie ma tu nic do rzeczy. Nazwe to
paradoksem przyspieszen. Otóz twierdze, ze jest rzecza mozliwa, iz w pewnej sytuacji astronauci
ze statku A wyznacza dla wszystkich statków kosmicznych krazacych wraz z nimi po orbicie
kolowej dokladnie to samo przyspieszenie: Wiecej: bedzie to przyspieszenie równe zeru!
Powiecie, ze nie jest to mozliwe. Obliczylismy przeciez, ze wzgledne przyspieszenie równe jest
wZR, tzr,. zalezy od róznicy predkosci katowej statków. Znikac zas moze tylko wtedy, gdy
w = O (bo R # O). Zgoda, obliczylismy ale astronauci nie obliczaja, lecz mierza przyspieszenia.

Nasze rachunki sluszne sa tylko wtedy, jezeli dokladnie równowazne sa pomiarom radarowym.
Tak jednak nie jest, a przynajmniej tak byc nie musi. Chwila zastanowienia wystarcza, aby
zrozumiec, ze przedstawiony wyzej rachunek opiera sie na dwóch zalozeniach:

(a) Szybkosc rozchodzenia sie sygnalów radarowych jest nieskonczenie wielka, albo
przynajmniej tak wielka, ze mozna ja w praktyce uznac za nieskonczona·

(b) Sygnaly radarowe rozchodza sie po liniach prostych.

Oba te zalozenia przyjmowane sa przez newtonowska teorie grawitacji i odrzucane przez ogólna
teorie wzglednosci. Wiemy tez z doswiadczenia, ze nie sa one sluszne w swiecie, w którym zyjemy.

Wyjasnienie paradoksu przyspieszen jest teraz zupelnie proste. Wystarczy powiedziec, ze zgodnie
z ogólna teoria wzglednosci swiatlo (a wiec i sygnaly radarowe) moze krazyc po kolowej orbicie
o promieniu

3GM
R = R, = --2-' (c jest predkoscia swiatla),c

wokól ciala, którego promien jest mniejszy niz R,. Zastanówmy, sie, jak bedzie wygladal
eksperyment radarowy na orbicie Il. = R, (Rys. 4). Otóz sygnal wyslany przez A odbije sie od
B i powróci dokladnie z tego samego kierunku, w którym zostal wyslany w chwili to,

niezaleznie od tego, gdzie znajduje sie statek B. Zatem ~ = ~ = O. Nie ma zmiany kierunku!

Podobnie latwo mozna sie przekonac, ze na orbicie R = R, takze

;.= O. Rzeczywiscie, odleglosc pomiedzy A i B mierzona jest teraz

nie po cieciwie AB (nie ma sygnalów poruszajacych sie po cieciwie),

lecz po luku AD . Jest ona oczywiscie proporcjonalna do czasu

r = wa.t

pomiedzy wyslaniem a odebraniem sygnalu. Wspólczynnik a. nie moze
zalezec od czasu, poniewaz oznaczaloby to, ze odleglosc miedzy
dwoma ustalonymi punktami na okregu zmienia sie w czasie.

Zatem; = wa., ;: = O. Wstawiajac rp = ;p = O i r' = wa., r = O

do wzoru na a dowodzimy tym samym, ze a = O.

Warto chwile zastanowic sie nad tym wynikiem:
Jezeli A i B poruszaja sie z róznymi predkosciami katowymi,
to oczywiscie beda oni spotykali sie regularnie co pewien czas. Mimo
to ich wzgledne przyspieszenie jest zawsze równe zeru!!!

Paradoks przyspieszen nie ma zapewne glebszego znaczenia ani teoretycznego, ani praktycznego.
Zdecydowalismy sie na jego przedstawienie, poniewaz doszlismy do wniosku, ze mozna na jego
przykladzie pokazac, jak bardzo moze zawodzic nas intuicja i tzw. zdrowy rozsadek. Jezeli
bardzo wielu bardzo madrych ludzi wierzy w postrzeganie pozazmyslowe lub w to, ze
przyspieszenia statków kosmicznych o róznych predkosciach katowych sa rózne, to trzeba
pamietac, ze wiara taka nie stwarza faktów. Dla fizyka wazne jest to, co pokazuja zegary,
teodolity i radary.
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