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Nauki scisle zalecajq si¢ publicznosci przede wszystkim jednoznacznosciq wypowiadanych w ich ramach sqdéw, nawet ,,nie wiem” ma w naukach
scistych jednoznaczny charakter
Nauki inne sq o tyle rozwigzle, ze nie tylko pozwalajq sobie na to, by wypowiedzi ich twdrcéw byly wieloznaczne, ale nawet chlubiq si¢ 1q
wieloznacznoscig.
A w ludziach w jednoznacznosci wyroslych niejedna z owych niejednoznacznych wypowiedzi budzi niepokdj:
czy to wieloznacznosé, czy metna jest mysl wypowiadana?

- ezy to konstrukcja rokokowa wypowiedzi, czy balagan, nad ktérym twdrca nie panuje?

. i ezy nie po to wypowied? jest wieloznaczna, by nie bylo sposobu powiedziec: ,,i tu si¢ bratku mylisz!”?
Wychowano nas jednak tak, bysmy si¢ takich niepokojow wstydzili.
Poswigcajqc caly numer diwigkowi — pozwdlmy by otworzyl go muzyk.

Zbigniew PENHERSKI, kompozytoi

| sej o kakofonii

Zapytany niedawno przez pewnego wybitnego naukowca o to, co sadz¢ o kakofonii,
odpowiedzialem, Ze nie wiem, ale wiem, ze kakofonia ma si¢ prawdopodobnie tak do harmonii,
fisharmonii i kalafonii, jak si¢ ma miech do stereofonii, a stereometria do barometru i metryki.
Co oznaczalo, ze mianem kakofonii mozna okresli¢ zawsze to wszystko, na co si¢ ma ochote,
albo na co si¢ ma ochote nie zawsze, lecz czasami, albo, Ze takie jest po prostu na ten temat
moje zdanie. Poniewaz termin ,,kakofonia” posiada nie tylko i zgodnie z jego etymologia
zabarwienie wylacznie pejoratywne (gr. kakos — zly, kakophonia — zle brzmienie), poniewaz
przez jego wulgaryzacje, co nastapilo po roku 1925, przydano mu jeszcze odcien pogardliwy.
Uczyniono to i dlatego zapewne po roku 1925, poniewaz Schonberg, tworzac swoja nowa
technike (metode) porzadkowania materialu muzycznego — dodekafoni¢ od roku 1914-go,
potrzebowal na ukoriczenie tej pracy jedenastu lat. Wowczas to wlasnie i dopiero teraz, na
..arene¢ dziejow” mogli i postanowili wkroczy¢ ,,kalamburzysci”. Zarowno i w takim stopniu

dla wyrazenia swojej dezaprobaty dla poczynan Schonberga, jak (i w jakim) dla ukazania swoich
rozlicznych umiejetnosci. Stad mianem ,,.kakofonistow™ okreslalo sig i rychlo i nie tylko
dodekafonistow prawdziwych (szkola wiedenska: A. Schonberg, A. Berg, A. Webern), ale do
obozu (?) ,,dodekafonistow’ zestano przy okazji Strawinskiego, Straussa (Ryszarda), Bartoka

1 Prokofiewa. Co uczyniono prawdopodobnie z taka samg niefrasobliwoscig i pewnoscia siebie,

z jaka niegdys$, chociaz nie poslugujac si¢ terminem ,,kakofonia”, myslano o kakofonicznosci
utworow Beethovena, Chopina i Bacha.

Zapytany wowczas przez pewnego wybitnego naukowca rowniez o to, czy ja sam widze zwiazek
miedzy kakofonig i dodekafonig odpowiedzialem, Ze tak i nie i Ze dlatego nie, poniewaz terminem
..kakofonia” postuguje si¢ z niejakim upodobaniem pewna kucharka, zatrudniona etatowo

w barze mlecznym, a mnie, mimo rozlicznych staran nikt nigdy zadnego etatu nie proponowal.
(Odpowiedzialem roéwniez, ze nawet, gdybym kiedykolwiek uzyskal jakis etat, to terminem,
..kakofonia” tez bym si¢ nie postugiwal, co jednak jeszcze nie oznacza, Ze na swoj prywatny
uzytek w znaczenie tego stowa nie wierzg, wrecz przeciwnie. Poniewaz wprawdzie nie wiem,

o jaki lad chodzi tym, ktorzy sa zatrudnieni na etacie, ale wiem, ze zgodnie z powszechng i chyba
uzasadniong opinig, istota muzyki jest fad. A lad znaczy tyle, co organizacja, porzadek,
nieprzypadkowos¢, system, technika, metoda.

Wowczas, zniechgcony balamutnoscia moich wykretow, pewien wybitny naukowiec powiedzial,
7e zada mi siedem konkretnych pytan, na ktore ja zobowigzalem si¢ odpowiedzie¢ szczerze

i zgodnie z najlepszymi checiami. Pytania: a) dlaczego Schonberg musial wymysle¢ dodekafonie,
skoro dodekafonia nie byla potrzebna do szczgicia Strawiniskiemu, b) czy choral gregorianski

byl kakofonia, c) dlaczego muzyka bulgarska posiada tak balaganiarskie rytmy, d) czy komputer
moze ,,napisa¢” dobry utwér, e) dlaczego Pan nie postuguje si¢ technikga dodekafoniczna, f) kto
moze nie lubi¢ Brahmsa, g) dlaczego pewna kucharka z baru mlecznego postuguje si¢ z takim
upodobaniem terminem ,,kakofonia™ i kto jeszcze.

Odpowiedzialem:

ad a) Kiedy za sprawa Wagnera system tonalny rozpadt si¢ praktycznie biorac w przystowiowe
gruzy, zaistnialy naturalne warunki, a nawet koniecznosc stworzenia systemu innego.
Dodekafonii nie musial wymysle¢ Schinberg, zreszta pierwsze utwory dwunastotonowe napisat
jeszcze okolo roku 1908 J. M. Hauer, podobnie, system wynaleziony przez Schonberga nie musial
by¢ dodekafonig. Skriabin wypracowal na swéj prywatny uzytek nowy system harmoniczny,
ktory polegal na budowaniu akordow z interwaldéw kwartowych (w harmonii funkcyjnej
obowigzywala tercjowa budowa akordow), a Bartok postugiwal si¢ z powodzeniem zasada
zlotego podziatu, budujac konstrukcje o zadziwiajacej logice. Strawiriskiego nie tyle nie
interesowala dodekafonia (przeciwnie, w swoim ,,trzecim’ okresie na dodekafonig si¢ ,,nawrocit™),
ale nie interesowal go Zzaden taki system, ktorym musialby si¢ poslugiwac¢ w sposob wylaczny.



Stad Strawinski za wystarczajaco precyzyjny element formotworczy uwazat ,,czasami”
metrorytmike, a kiedy indziej zabawial si¢ w styl neoklasyczny, nasladujac niefrasobliwie
Pergolesiego, Glinke, Mozarta, a nawet Czajkowskiego. Nie istnieje zatem zapewne jaki$
muzyczny tad uniwersalny, istniejq tylko rozne, i na réznych zasadach oparte metody porzadkowania
materialu muzycznego. Wydaje si¢ tez, ze nie sa czgsto wystarczajaco oczywiste powody, dla
ktérych pewne metody komponowania wydaja si¢ niektorym nie wiele warte. Wagner boczy! si¢
na Brahmsa, poniewaz jego ,,}ad”” wydawal mu si¢ prymitywny, a dla Brahmsa ,,tad”
wagnerowski miat by¢ jakoby szczytem beztadu.

ad b) Byl, jezeli koniecznie musimy zostac przy tej terminologii. Poniewaz wywodzac sig¢

z muzyki bizantyjskiej i syryjskiej, byl na naszym terenie cialem zupelnie obcym, o czym zreszta
nikt nie o$mielit si¢ nawet ,,pisnaé¢”. Poniewaz choral byl po prostu uswigcony swoja funkcja,

a powodow ,,uswigcenia” (a wiec i nietykalnosci) istnieje w ogole jeszcze kilka. Tzw. ,,Etiude
rewolucyjna” i symfonie ,,z motywem losu” czci i rozumie wigcej 0sob, niz toleruje fugi Bacha

i nocturny Chopina.

ad c) Nie wiem, ale wiem, ze muzyki (ludowej) bulgarskiej nie rozumieja ci, ktérzy za to
,.przepadaja” za muzyka Straussa (Jana), Lehara i jeszcze kogos. I ,,przepadaja” nie tyle

z powodu-tzw. pieknych melodii, ile dlatego, ze rytmika muzyki tych panow jest tak szalenie
europejska; albo ,,to” jest walcem, albo polka (lub marszem — réznica niewielka), tzn. jest
utrzymane w metrum dwu- lub tréjdzielnym. A ci Bulgarzy uzywaja sobie metrum 7 a nawet 13,
kiedy wiadomo, ze obie te liczby nie dziela si¢ bez reszty ani przez 2 ani przez trzy, wigc jest to albo
doszczetny chaos (balaganiarstwo), albo tez zgola wyzsza (?) matematyka. Ale ja znam jeszcze
inne i bardziej, niz bulgarskie skomplikowane systemy rytmiczne.

ad d) Umiejetnie zaprogramowany komputer mogiby zapewne ,,wynotowac” taki rodzaj ladu,

na ktory czlowiek stracil by polowe swojego krotkiego zycia. Wedlug totalnego serializmu
Stockhauzena i (niegdy$) Bouleza, uporzadkowaniu i to wedlug okreslonego klucza musialy
podlegaé nie tylko juz wysokosci, nastepstwa i dlugosci trwania dZwigkow, ale rowniez ich
dynamika i artykulacja. Te utwory byly czgsto znakomitq zabawa dla... wzroku, poniewaz
pozwalaly wysledzié az tyle elementow logiki. Prawdziwa ,,Augenmusik”. Mysle, ze dobry
komputer moglby wprowadzi¢ jeszcze wigksze komplikacje... Moglby zaprogramowac¢ np. juz

nie tylko 12 lub 24 (jak tworca systemu éwierétonowego — A. Haba) wysokosci w obrebie oktawy,
ale moglby ich przyja¢ wstepnie 113 i ulozy¢ je wszystkie w fad i system najwyzszego rzedu.
Moglby rowniez komputer nie postugiwaé sig takim drobnym i skromnym wycinkiem
czestotliwosci akustycznych, jaki jest zawarty w czgstotliwodciach zawartych w granicach 16—

20 000 Hz. Wydaje si¢ tez, ze wiele jeszcze rzeczy komputer moglby zrealizowac i ze by¢ moze
utwor, ktory by wowczas powstal, bylby w stanie wzruszy¢ do lez wszystkie inne komputery,
gdyby tylko komputery mialy zaprogramowane lzy. Ale czlowiek by wiedy nie plakat, a gdyby
nawet to robil, to z powodu, ze nasze ludzkie uszy sa mniej doskonale, niz uszy nawet zwyklego
psa. Poniewaz my nie styszymy ultradzwigckow, poniewaz one sa poza naszym zasiggiem, podobnie
jak jedynym pozytkiem przebywania w obrebie infradZwigkow, jest dla kazdego cztowieka rychle
przeniesienie si¢ na Powazki. Przeciez to my, ludzie, musielisSmy skorygowa¢ nawet Pitagorasa,
poniewaz jego system odkryty w czasie zabaw ze struna, okazal si¢ niedostepny dla naszych uszu.
Dlatego my, ludzie, bedziemy musieli korygowac¢ komputery.

ad €) Poniewaz odpowiadaja mi bardziej inne techniki, zwlaszcza te, ktére wypracowuje na moéj
prywatny uzytek. Ale bylby to temat na inng juz okazje. i

ad f) Po pierwsze, Eskimosi. Z uwagi na zupelnie odmienny krag kulturowy i poslugiwanie sig

(w zwiazku z tym) odmiennymi, niz Brahms kryteriami pigkna. Po drugie, Etruskowie — ze
wzgledow zrozumialych. Po trzecie, Wagner i Liszt, o czym juz wspominalem. Po czwarte, ci
wszyscy, ktorzy maja na to ochote. Poniewaz nie istnieje w sztuce Zaden przymus. W tym samym
kregu kulturowym i w tym samym czasie jedni wieszaja na $cianie ,,jelenie”, podczas gdy inni
marza o wykradzeniu autentycznego Rubensa, jedni maja ochot¢ na zwiedzanie i podziwianie
architektury baroku, a innym wystarcza wspolczesna konstrukcja (?) budki z piwem.

ad g) Zapytana o to wprost odpowiedziala, ze tak zupelnie dokladnie nie wie, ale Ze wie, Ze jej
za to nikt ,,nie urwie glowy”. Ze owszem, nie wypada i ona nigdy nie mowi, ze ,,Pan Tadeusz”
jest belkotem, poniewaz w tym wierszu (?) zawarte sa jednak pewne konkrety (slowa, zdania,
fabuta), a ponadto o ,,Panu Tadeuszu” méwi si¢ ,,w towarzystwie”. Odpowiedziala tez, Ze ona
nigdy wiasciwie tego Brahmsa nie slyszala w caloéci, bo kiedy zaczgto ,,to” nadawac przez ba-
rowy glosénik, to jej kolezanka z okienka krzyczala zaraz: ,,grochowa i bukiet raz”. ROwniez,

e nie przerabiata nigdy w szkole Brahmsa tak, jak przerabiata ,,Powrot taty”, wigc skad ma
wiedzieé, ,,0 czym to jest”. I wreszcie, Ze po co ona ma stucha¢ tej kakofonii (nikt jej za to.
okreslenie glowy nie urwie), skoro jest tyle pieknych piosenek. Ze slowami o mifosci, z melodiami
,»wpadajacymi w ucho”, z rytmami do tarica i takimi zawsze takimi samymi. I Ze jest tak
zafascynowana oczywistym pigknem, ladem, systemem i porzadkiem tych piosenek, ze postanowila
si¢ zapisa¢ do studia piosenkarskiego.

Zasmucilem sie wowczas, poniewaz wiedzialem, Ze nikt juz nigdy nie ugotuje takiej fasolki po
bretonsku, jaka jadalem w sasiednim barze mlecznym. Jadam teraz w ,,Bristolu” i zastanawiam
sie czym wytlumaczy¢ fakt, Ze z tej samej fasolki mozna przyrzadzi¢ potrawy o tak bardzo
roéznym ksztalcie i smaku.
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- ,,Obserwowalem ruch lodzi ciggnionej szybko przez parg koni wzdluz wqskiego kanalu, a gdy nagle
Sam()tf’la ja!a 16ds sie zatrzymala, woda w kanale wprawiona przez nig w ruch tego nie uczynila, zgromadzila
sie dookola dziobu statku w stanie gwaltownego wzburzenia, potem nagle pozostawila dzidb w tyle
posuwajqc sie z duzq predkosciq do przodu przybierajqc ksztalt duzego, samotnego wzniesienia,
zaokrgglonego wzgérza wody o dobrze okreslonej formie, ktdre utrzymywalo swdj ruch bez
widocznej zmiany ksztaltu lub zmniejszenia predkosci. Towarzyszylem mu konno i dogonilem stale
poruszajqce si¢ z predkosciq osiem lub dziewie¢ mil na godzine i ciggle zachowujgce swdj
pierwotny ksztalt okolo trzydziestu stép dlugi i stope do poltorej wysoki. Jego wysokosé stopniowo
malala, a po Sciganiu go na przestrzeni jednej lub dwéch mil zgubilem je w zakrecie kanalu. Tak
wigc w miesigcu sierpniu 1834 roku mialem pierwszq okazje spotkania si¢ z tym pigknym
i osobliwym zjawiskiem.”

J. Scott Russell — Sprawozdania Krélewskiego Towarzystwa w Edynburgu str. 319—320, 1844 r.

Doc. dr Antoni KUSZELI

- jawiska nieliniowe w fizyce

Wigkszos¢ zjawisk fizycznych opisywana jest przez rownania liniowe. Wihasnosci takich rownan
s3 najlepiej zbadane. Opracowano bardzo rozbudowany aparat matematyczny stuzacy do ich

- analizy. Na wynikach odpowiednich teorii oparte sa nasze intuicje, pomocne przy rozwiazywaniu
probleméw. Nawet w wypadkach, gdy wyjéciowe rownania maja strukturg nieliniowa, to zwykla
procedura polega na szukaniu rozwigzan w postaci malych odchylen od pewnego stanu
réwnowagi, opisywanych przez rownania liniowe. Tak wiec przenosimy nasze intuicje liniowe
na problemy nieliniowe. Okazuje si¢ jednak, Ze jest to niebezpieczne i w wielu przypadkach
rozwdj ukladu nieliniowego moze byé kraficowo rézny od zachowania odpowiedniego ukladu
zlinearyzowanego.
Nalezy przesledzic zasadnicze réznice pomiedzy ukladem liniowym a nieliniowym. Podstawowymi
wlasnosciami uklad6w liniowych sa: twierdzenie o jednoznacznosci oraz zasada superpozycji.
Twierdzenie o jednoznacznoéci orzeka, ze dane réwnanie uzupetnione odpowiednimi warunkami
brzegowymi (poczatkowymi) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Twierdzenie to jest tez sluszne
dla pewnych rownan nieliniowych (patrz H. Kolakowski «Delta» 6/1975). Zasada superpozycji
jest wlasnoscia silniej zwigzana z liniowoscia ukladu. Rozumiemy ja nastepujaco: jezeli Fy i F,
oznaczaja dwa rozwigzania naszego problemu (oczywiscie odpowiadajace innym warunkom
brzegowym), to kazda kombinacja liniowa postaci aF; +bF, (a, b dowolne stale) jest takze
rozwiazaniem naszego réwnania (lub ukladu rownan). Dobrym przykladem ilustrujacym te
zasade jest zjawisko interferencji fal. Wyobrazmy sobie powierzchnig stawu z dwiema trzcinami
rosngcymi odpowiednio w punktach 4 i B. Przyjmijmy, Ze wiatr porusza tylko trzcing rosnaca
w A. Na powierzchni rozchodzi¢ si¢ beda koncentryczne kregi o srodku w A. Odleglosci migdzy
kregami (diugosé fali) zaleza od czestosci drgan naszej trzciny. Podobny obraz otrzymamy, gdy
drgaé bedzie tylko druga trzcina. Dla prostoty przypomnijmy, Ze obie trzciny maja t¢ sama
czesto§¢ drgan. Obraz, ktory otrzymamy, gdy obie trzciny beda drgaly jednoczesnie, jest wynikiem
nalozenia sie obu drgan na siebie (zasada superpozycji) i jest zupelnie rézny od obrazu fal
kolistych. Otrzymamy odpowiednio wzmocnienia i oslabienia fal (interferencja) wzdhuz linii
daleko od trzcin przechodzacych w proste.
Jak juz wspominalismy, w przypadku ogélnym réwnania nieliniowe nie maja powyzszych
wlasnoéci i dlatego analiza tych rownan jest duzo trudniejsza. Pomimo wszystko pewne klasy
takich rownan zostaly rozwiazane i przedyskutowane. Mozna nawet mowic¢ o tym, Ze ostatnio
rownania nieliniowe staly si¢ modne. Ten fakt usprawiedliwiaja pewne bardzo ciekawe wlasnosci
ich rozwiazan. Chcemy tutaj omowié pewne wybrane rownania nieliniowe. ktére maja ciekawe
wlasnosci, a poza tym opisuja pewne zjawiska fizyczne. Zaczniemy od przykladu najlepiej
zbadanego rownania. ROwnanie to nazywane réwnaniem Kortewega-de Vriesa (w skrocie KdV)
opisuje rozchodzenie si¢ fal na wodzie w plytkim kanale. Mozna je zapisa¢ w postaci:

o3

ad 17 Pl
¢ iy Vix, 1)+ V(x, 1) "y Vix, )+ e Vix,t) =0,

gdzie ¢ oznacza czas, x za$ polozenie. ¥(x,r) jest wychyleniem powierzchni cieczy od poziomu
réwnowagi. Przy dyskusji naszego réwnania ograniczymy si¢ do klasy rozwigzan, ktore znikaja
wraz ze wszystkimi pochodnymi gdy x — + o0, dla dowolnego ¢. Takie rozwigzania nazywac
bedziemy lokalizowalnymi. W tej klasie rozwiazan mozna udowodni¢ jednoznacznos$¢ rozwigzania
problemu poczatkowego. Oznacza to, Ze istnieje tylko jedno rozwigzanie, ktore dla £ = 0 jest
réwne danemu warunkowi poczatkowemu.

Na poczatek rozpatrzymy pewng szczeg6lng podklas¢ rozwiazan, ktora opisuje falg o ustalonym
ksztalcie przemieszczajaca sie ze stalg predkoscia c.
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Inaczej mowiac szukamy rozwigzan, o ile takie istnieja, w postaci
2) V(x,t) = F(x—ct).
Podstawiajac ta zaleznoé¢ do rownania KdV otrzymujemy

3

a a a
3) —c— F(x—ct)+ F(x—ct) — F(x—ct)+
ax ox

o Fo—en=o.
X

Oznaczajac y = x—ct i korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu funkgcji zlozonej, rownanie
to przepiszemy w postaci:
3

d d d
~C—= B+ RO — PO —— Fly) = 0,
dy dy

dy

Zauwazmy teraz, ze rOwnanie nasze mozna tez napisa¢ w postaci:

4 < [ F(y)+ : F()+ d F( 0
dy cryy e} Y. ”a}-; »|=0.
W 55 Teraz scalkujemy obie strony tego rownania wzgledem y w granicach od — o0 do z:
B 1 d?
e &) —cF(z)+-—F2(z)+—3F(z) = 0.
= lim 9*FO) ¥ dz

=0
P 1
: ® o W ten sposob sprowadzili$my rownanie rzgdu trzeciego do rownania rzgdu drugiego. Teraz

d
mnozac stronami przez e F(z) i znow calkujac w granicach od — co do y dostajemy
z

1 d 2
©®) —cF )+ —F0)+ | — F(y)] = 0.

3 dy
Roéwnanie to jest juz rzedu pierwszego i przez bezposrednie calkowanie mozna je rozwiazaé.
Wygodniej jest jednak dokona¢ nastepnego podstawienia

@) F(y) = G™*(»),
skad otrzymujemy

d d
()] — F(y) = —=2G7*(y) — G(»).
dy dy
Podstawiajac do rOwnania (6) otrzymujemy :
1 d =
©) ~eG0)+ 5 G0 +4G=0) [3; G(v)] —o.
lub w prostszej postaci
1 dGi £
(10) —cG?()+ — +4 —-(yl] =0
3 dy
Rownanie (10) przepiszemy teraz w postaci wygodnej do dalszych przeksztalcen.

1 —
T d 2
]/Gz(y)— 3¢

Skorzystajmy ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej do funkgcji cosinus hiperboliczny

an 6y ¥

d x 1
a2 3 Arcosh (_) o et ©
dx o Vx—o®
i przepiszmy roéwnanie (11) w postaci
d = Ve
(13) aAroosh(]/Sc G») = a

Calkujac (juz po raz ostatni) wzgledem zmiennej y w granicach od 0 do z otrzymujemy -
ostatecznie wynik
Ve
2

(14) Arcosh()/ 3¢ G(z)) — Arcosh(}/ 3¢ G(0)) =

z,

Dla petnego okreslenia funkcji G(z) potrzebna jest znajomosé jej wartosci w punkcie z = 0.
W tym celu nalezy zalozy¢ co$ o wartosci funkcji F(z). Poniewaz wiemy, ze funkcja F(z) znika,
gdy z — * o0, wigc, jesli nie znika tozsamosciowo, to musi dla jakiego$ z, przyjmowac

Fi
ekstremum. Przyjmijmy wigc z, = 0. Wtedy i) =0, a z roOwnania (6) znajdujemy
Z=0
(15) F(0) = 3c.
Mozemy teraz obliczy¢ wielko$é G(0) = ——L—.

]/3.-:
&



| obliczone z réwnania
= Kd¥

|~ Zaburzenie poczgtkowe

czas

Powstawanie solitonéw na wodzie.
Poré i i ia 16 ia KdV

z doswiadczeniem.

W teorii liniowej zaburzenie o dowolnym
ksztalcie moze byé traktowane jako
superpozycja fal o réznych czgstosciach
(paczka falowa). W wickszosci odrodkéow
(oérodki dyspersyjne) fale o réinych
czestosciach rozchodzg si¢ z réing predkoscia
(ziawisko dyspersji predkosci). Tak wigc
podczas ruchu paczki falowej rézne skladowe
maja odmienne predkosci i zaburzenie zmienia
swoj ksztalt (rozplywanie si¢ paczki falowej).
Zach ier igzania ré ia KdV jest
diametralnie réine, choé powierzchnia wody
jest osrodkiem dyspersyjnym.

Oddzialywanie solitonéw obliczone
z rownania KdV.
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Krzywe doswiadczalne opisujace zderzenie
solitonéw w plazmie. Zjawisko to opisywane
jest 1o iem nieco innym niz ré ie KdV.

Poniewaz Arcosh (1) = 0, wzor (14) przybiera postaé

c
2

lub w formie rownowaznej (korzystajac z definicji funkcji odwrotnej)

V3¢ G(z) = cosh (16— z) :

2
Tak wigc po diugich rachunkach znaleZli$my ostateczng postaé funkcji F(y):

E L = V(x, 1).

cosh? (ﬁ y) cosh? [V—C (x— r:r)]
v 2

Rozwiazanie to ma szereg cieckawych wlasnosci. Jego ksztalt przypomina samotne wzniesienie,
ktore w calosci porusza si¢ z lewa na prawo z predkoscia c. Ze wzgledu na swoj ksztalt oraz fakt,
Ze nie zmienia si¢ on w czasie ruchu, rozwigzanie to nosi nazwg solitonu. Nazwa ta pochodzi
od angielskiego terminu ,,solitary wave”, co oznacza samotna falg. Najbardziej frapuje fizykow
fakt, ze pomimo zjawiska dyspersji (patrz dyskusja na marginesie) soliton nie rozplywa si¢
i wykazuje wlasnosci trwalego obiektu fizycznego, zeby nie powiedzie¢ trwalej czastki. Jest rzecza
ciekawa, Ze soliton Zostal zaobserwowany w naturze po raz pierwszy w roku 1834,
a dopiero w roku 1895 opisano go teoretycznie. Bardzo ciekawa wlasnoscig naszego solitonu
jest zlokalizowanie w poblizu maksimum. Na odleglosciach od maksimum wigkszych
od kilku x° = 2/y/¢ (nalezy tu wyjasnié, ze od poczatku pracujemy w bezwymiarowym
ukladzie jednostek) amplituda solitonu praktycznie zanika. Mozna wigc uznaé, ze soliton
nie znika jedynie na ograniczonym odcinku. Ostatnia cickawa wlasnoscia solitonu jest
zalezno$¢ amplitudy od predkosci: im wyzszy soliton tym szybciej si¢ porusza. Ostatnio, na
poczatku lat sze$¢dziesiatych, wzroslo zainteresowanie rownaniem KdV w zwiazku z réznymi
od hydrodynamiki zastosowaniami (fizyka plazmy oraz teoria fal anharmonicznych
w krysztalach). Zaobserwowano (z poczatku przy pomocy rachunkéw na maszynach cyfrowych,
a nastepnie rozwigzan analitycznych), ze jesli w chwili poczatkowej dwa solitony byly daleko od
siebie tak, Ze jeden z nich znajdowatl si¢ w miejscu, gdzie amplituda drugiego byla praktycznie
rowna zeru (tylko w takim wypadku mozna méwié o oddzielnych solitonach), to ewolucja
rozwiazania miala nast¢pujacy przebieg: Soliton szybszy (ktory powinien znajdowac si¢ na
poczatku po lewej stronie) dogania soliton wolniejszy, nastepnie oba solitony mieszaja si¢
zatracajac oczywiscie w tym momencie swoja charakterystyczna forme. Po pewnym czasie
w ukladzie mozna zobaczy¢ takie same solitony jak w poczatkowym stadium ewolucji, jedynie
z tg tylko roznica, ze soliton szybszy jest teraz po prawej stronie i ucieka do solitonu wolniejszego.
Podobne zjawisko zaobserwowano do$wiadczalnie przy oddzialywaniu fal w plazmie. Na rysunku
na marginesie pokazano wyniki tych pomiaréw. Wynik ten mozna interpretowa¢ podwojnie:
Albo soliton szybszy przechodzi bez oddzialywania przez drugi soliton, albo solitony zachowuja
si¢ jak twarde kule o tej samej masie. Przy jednowymiarowym ruchu dwu doskonale
sprezystych kul podczas zderzenia kula szybsza przekazuje swoj ped kuli wolniejszej i po prostu
zamieniaja si¢ one predkosciami (bez przenikania). Jak juz wspomnialem, znana jest analityczna
posta¢ takiego dwu-solitonowego rozwigzania (nawet postaé n-solitonowego). Oczywiscie
rozwigzanie otrzymuje si¢ w sposob duzo bardziej skomplikowany niz w przypadku rozwigzania
jednosolitonowego. Podamy tutaj postaé rozwiazania opisujacego dwa solitony o predkosciach
odpowiednio rownych 16 i 4.

(16)

Arcosh(Y/3c G(2)) =

z,

an

(18) F@y) =

3+4cosh(2x—81)+ cosh(4x— 64¢)
{3cosh(x—28¢)+cosh(3x—36r)} 2

Przez podstawienie moZemy sprawdzic, ze wyrazenie (19) spelnia rownanie (1). Wykreslajac te
funkcje dla réznych chwil ¢ latwo sig przekona¢, Ze przedstawia rzeczywiscie opisana uprzednio
ewolucje dwu solitonow.

Zastanowmy si¢ teraz nad wlasnoscia superpozycji w przypadku réwnania KdV. Latwo zauwazyé,
ze jezeli dwa rozwigzania rownania KdV maja rozdzielne nosniki (nosnik oznacza zbi6r punktéw,
w ktorych funkcja nie znika) to suma rozwigzan jest rozwiazaniem (po prostu wtedy iloczyn dwu
réznych rozwigzan jest rowny zeru). Tak wigc ograniczona zasada superpozycji jest spelniona.
Oczywiscie w obszarze oddzialywania (gdy nosniki poszczegdinych rozwiazan maja czesé wspolna)
rozwiazanie nie jest superpozycja solitonéw. Tak si¢ sklada, ze solitony praktycznie maja
ograniczone nosniki i dlatego mozna bylo mowié o wielosolitonowych rozwiazaniach.
Omowilismy tutaj kilka wlasnosci rozwigzan rownania KdV, ktore wynikaja z jego nieliniowego
charakteru. 53 to: posta¢ solitonowa rozwigzan (niezmiennoé¢ ksztaltu), lokalizowalnosé¢ oraz
niezniszczalnos¢ solitondéw podczas oddzialywania. W teorii liniowej skonstruowanie obiektéw

o powyiszych wlasnosciach byloby niemozliwe. Chcialbym tu dodaé, ze znanych jest jeszcze kilka
roéwnan, ktérych rozwigzania majg podobny charakter.

Oczywiscie omOwione powyzej cechy rownan nieliniowych nie s3 jedynymi mozliwymi.

W kolejnym artykule postaram si¢ opisa¢ bardzo ciekawe wlasnosci innych réwnan tego typu.

(19) Vix,t) =172




Dr Tadeusz IWANIEC

'S Gwnanie struny

u Zjawisko rozchodzenia si¢ fal opisuje si¢ za pomoca rownan rézniczkowych czastkowych.
Zilustrujemy to na przykladzie struny nieskoriczonej. W kazdej chwili czasu ¢ = 0 ksztalt struny
drgajacej przedstawiony jest wykresem pewnej funkcji u(x, 1) ktéra mierzy odchylenie struny od
o polozenia ustalonego. Jesli znamy funkcjg u(x, f), to znamy ruch drgajacy struny. Ruch ten jest
/ iy --_/"'_"'“‘--—I' spowodowany dzialaniem sit napr¢zeniowych na kazdy jej element. Struna wydtuza sie lub

3 > kurczy, przy tym zachowana jest zasada Hooka o stalosci stosunku wydtuzenia do naprezenia.
Na podstawie tego mozna wyprowadzié¢ réwnanie dla funkcji u(x, 1),
Ma ono nastgpujaca postac:

W u 1 2%u —'0
axt ¢t ar
. Pulx, 1) . Julx,t) i . s Wbl
gdzie przez i oznaczyliSmy drugie pochodne funkcji # odpowiednio

dx? ot
wzgledem zmiennych x i ¢, c za$ jest stala.
Rozpatrzmy teraz przypadek drgan dwuwymiarowych. Wyobrazmy sobie nieskoriczona
membrane (cienka sprezysta plytka). W kazdej chwili czasu ¢ = 0 polozenie drgajacej membrany
u4 przedstawia pofaldowana powierzchni¢. Opisujemy ja za pomoca funkcji u zaleinej tym razem
od zmiennych (x,, x2, ).
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym funkcja u spelnia rownanie:
&u u I .- d%u

— o+
axt " oxt & ot

2

W przestrzeni tréjwymiarowej ruch drgajacy (np. fali elektromagnetycznej czy ruch dzwigku) jest
opisany za pomoca funkcji u(x,, x;, x3, t) spelniajacej rownanie
6 *u 5 a*u * &*u 1 &*u
X3 axi  Ixi oxi o ar®
: . Przez analogie méwimy, ze w przestrzeni n-wymiarowej ruch drgajacy opisuje funkcja
u(x,, X2, ..., Xa, t) spelniajaca rownanie falowe postaci

&*u 5 *u s é%u 1 &*u
axt  oxi T axz & o
Umiejetno$é rozwigzywania rownan falowych jest rzecza bardzo wazna, szczeg6lnie w fizyce.
Wroémy do réwnania (1). Jesli £i k& sa funkcjami dwa razy rézniczkowalnymi, to funkcja u(x, ¢)
okreélona wzorem

(&) u(x,t) = f(x+et)+h(x—ct)

spelnia rownanie (1). MoZna udowodnic, ze tylko funkcje postaci (5) moga byé rozwiazaniami
réwnania (1).

Tak wiec rownania falowe maja nieskoriczenie wiele rozwiazan. Jest to fakt typowy nie tylko

dla rownan falowych. Wobec tego mozemy nalozy¢ na poszukiwane rozwiazanie u(x, t) dodatkowe
warunki. Powstaja one w naturalny sposob w zagadnieniach fizycznych. Zilustrujemy to na
przykladzie struny nieskoriczonej. Niezaleznie od poczatkowego poloZenia struna bedzie drgala

na skutek istniejacych naprezen. Jezeli przez u,(x) oznaczymy funkcje przedstawiajaca
-poczatkowe polozenie, to obok rownania (1) pojawi si¢ druga zalezno$¢, ktérg ma spelniaé
funkcja u(x, ). Jest to tzw. warunek poczatkowy

©) u(x, 0) = up(x).

Struna moze by¢ w poloZeniu poczatkowym uy(x) puszczona swobodnie lub mozemy kazdy jej
element pusci¢ z dowolna predkoscia poczatkowa vo(x). Poniewaz predkosé jest pochodna
polozenia u(x, t) wzgledem czasu ¢, to mozemy napisa¢ drugi warunek poczatkowy

@D L) SRR SO
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4 = 0.
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Rozwiazanie zadania M 82,
Funkcja taka istnieje, na przyklad (zob. zad.
M 65, Delta 10/1975)

1 dla x wymiernych,
S(x) = " :

0 dla x niewymiernych.
Jeieli bowiem liczba w jest wymierna i x
niewymierna, to x+ w jest niewymierna, jezeli
za$ obydwie liczby x i w s3 wymierne, to
x+ w jest wymierna i f(x+w) = f(x).
Na drugie pytanie odpowiedz jest negatywna.
Okresami szukanej funkcji musialyby byé na
przyklad liczby niewymierne a = Vi ib =
= 2— /2. Suma okreséw jest znowu okresem
co wynika z réwnosci

Sx+a+b) = f(x+a) = f(x).
Poniewaz jednak a+ b = 2 jest liczba
wymierna, to szukana funkcja musialaby mieé
réwniez okres bedacy liczbg wymierng.

uplx)

o vy

;a a b x

Poczatkowe poloienie struny.

Problem znalezienia funkcji u(x, ) spelniajacej uklad warunkow

*u 1 *u E
axr ¢t ar
® u(x, 0) = up(x),

% 0)m 0a)
Ex, = UplX

nazywa si¢ zagadnieniem Cauchy’ego.
Zagadnienie Cauchy'’ego w przypadku n-wymiarowym zapisujemy w postaci
&%u *u 1 %
— tet o=
daxi Oxy

PCIT ™ T
9 ulxii. o X
du

—5; iy 2 O) = v (¥, i

vy Xny 0) = "O(xls we

» Xu)-

Jesli funkcje u, i v, sa dostatecznie regularne, to problem Cauchy’ego ma zawsze dokladnie
jedno rozwiazanie, stawianie dalszych warunkow moze wigc doprowadzi¢ do nieistnienia rozwigzar
Innymi stowy ruch struny czy membrany jest jednoznacznie wyznaczony przez polozenie
i predkos¢ poczatkowa. W przypadku struny przekonujemy si¢ o tym w sposob nastepujacy.
Warunki (6) i (7) zapisujemy w postaci
{ uo(x) = f(x)+h(x),
vo(x) = ¢f"(x) —ch'(x).
Stad obliczamy pochodne funkcji f(x) i A(x):

(10)

f:(x) k c”l;(x)z-:vo(x) 3

(1n i
Pl = cug(x) Uo(-")'

2c

Funkcje f'i /& s3 na podstawie wzorow (11) wyznaczone jednoznacznie z dokladnoscia do stalej,
wiec funkcja u(x, #) na podstawie wzoru (5) jest wyznaczona jednoznacznie (patrz warunek (6)).
WyobraZzmy teraz sobie strung niedrgajaca. Odpowiada to warunkom poczatkowym zerowym.

Zbadajmy, co si¢ stanie, jesli strung wprawimy w ruch drgajacy przez zmiang ksztaltu i predkosci
struny na pewnym ustalonym odcinku <a, b> (np. potracajac palcem)?

Zakladamy wiec, Zze funkcje uo(x) i vo(x) zerujg sie poza odcinkiem <a, b>. Na podstawie wzoréw
(10) i (11) mozemy zalozyé, ze funkcje f(x) i h(x) sa rowne zeru poza odcinkiem <a, b>. Niech
Xo bedzie dowolnym punktem na osi x. Powstaje pytanie, dla jakich wartosci ¢ jest
u(xq,t) # 0, tzn. w jakim okresie czasu struna drga w punkcie x,. Na podstawie poprzedniej
uwagi musi by¢

Xo+ct €a, by lub xo—ct €<a, b).

Zalozmy dla ustalenia uwagi, ze x, < a. Teraz alternatywa ta dla r = 0 jest rownowazna jednej
nierownosci dwustronnej
a—Xg

f°= %té
c c

A zatem sygnal powstaly w wyniku zaburzenia struny na odcinku <a, b> pojawi si¢ w punkcie x,

3 s a—Xg
dopiero po uplywie czasu 1, =

, trwaé bedzie przez okres ¢, — fo, a nastg¢pnie zniknie.

g :
widag, ze c jest
fo
jako stosunek drogi do czasu, predkoscig rozchodzenia si¢ sygnalu. Podobna zasada ma miejsce
w przestrzeni trojwymiarowej. Kazdy z nas wie, ze dzwigk wydany w pewnej odleglosci dociera
do nas po pewnym czasie, trwa przez jaki$§ czas, a nast¢pnie zanika. Ten fakt moze by¢ rowniez
udowodniony na podstawie zaleznosci (3) i moze by¢ uogoélniony na przypadek, gdy n jest
dowolng liczba nieparzysta. Zupetnie inaczej przedstawia sig sytuacja z membrana lub ogolniej
dla n parzystych.

Jest to zasada Huygensa w przypadku jednowymiarowym. Ze wzoru ¢ =

Warunki (9) dla n parzystych implikuja nastepujaca wiasnos$¢ rozwigzania: sygnal wydany
w przestrzeni parzystowymiarowej dociera do dowolnego punktu i trwa wiecznie.
Gdybys$my zyli w $wiecie plaskim dwuwymiarowym lub czterowymiarowym, styszeliby$my
wszystko, co zostato kiedykolwiek powiedziane, a wig¢c nie rozumielibySmy niczego.



Co ma mapa nieba do utamkéw okresowych

| Obliczenia, kiedy nastapi kolejne zaémienie Storica budza

| Z pewnoscia wigcej zainteresowania niz obliczenia, jaka

. cyfra wystapi na 1288 miejscu po przecinku w rozwinigciu

‘ ulamka 57 na odpowiedni utamek dziesietny. A jednak

' obydwa zagadnienia maja ze soba co§ wspSlnego.

| Zaémienia Stofica i wzajemne polozenie planet sg

- zjawiskami, ktére powtarzaja si¢ okresowo.

- Podobnie w rozwinigciu dziesietnym utamka zwyklego

I_ bedzie si¢ wcigZ powtarzat ciag cyfr jego okresu. Wydawaé

| by si¢ mogto, ze po zamianie utamka zwyklego na

| okresowy problem zostal wyczerpany. Chciatbym Was

' jednak przekonaé, ze badajac zagadnienie wnikliwiej

' mozna doj$¢ do ciekawych wnioskéw. Zaczniemy zatem
| od zwyklego dzielenia 5:7. :

. Dzielenie to wykonujemy wedlug nastgpujacego programu:

| 1 etap: obliczanie pierwszej cyfry po przecinku.

' Dane: dzielnad, = 5

| Obliczenia: Dzielenie z resztg 10d, :7.
Wiyniki: iloraz p, = 7 oraz reszta r, = 1.

. Wyniki obliczen pierwszego etapu zuzytkowujemy

| nastgpujaco: iloraz p, wpisujemy jako pierwsza cyfre po

| przecinku szukanego rozwinigcia dziesigtnego, natomiast

| resztg r; wpisujemy jako dzielna d, nastgpnego, drugiego
etapu obliczen.
Analogicznie bedzie przebiegat etap drugi i dalsze.
Post¢gpowanie mozna kontynuowaé¢ dowolnie dhugo, gdyz

- kazdy etap dostarcza danej umozliwiajacej rozpoczecie

| nastepnego etapu obliczefi. Przedstawimy teraz przebieg

| tego programu na odpowiednim grafie. Zaznaczymy na nim

. strzatkami, w jakiej kolejnosci pojawia¢ sie beda reszty

| z kolejnych obliczen. Pamigtajac, ze kazda reszta jest
zarazem dzielng dla nastgpnego etapu obliczer, mozemy
dodatkowo umoéwié sig, ze pierwsza dzielna d, = 5

| potraktujemy jako reszt¢ zerowa. Natomiast ilorazy
wykonywanych obliczen zaznaczymy piszac odpowiednie

| liczby obok strzalek.

Narysowany graf bardzo wyraznie pokazuje w jaki sposéb
, tworzy si¢ okres: jedna z reszt powtérzyla sie i taficuch
strzatek utworzyt obieg zamknigty. Obliczenia mozemy
przerwaé, a dalsze wyniki odczyta¢ bezposrednio z grafu.
Podobne obiegi zamknigte wystapia przy dzieleniach:
2:15, 8:11, 3:8 przedstawionych na odpowiednich grafach.




Czy wystgpowanie obiegéw zamknietych, a wiec okresowos$¢
odpowiednich ulamkéw dziesigtnych jest regula
obowiazujgca zawsze? Odpowiedz narzuci si¢ sama, gdy
sprobujemy rysowaé grafy w inny spos6t (opisany
przykladowo dla dzielenia przez 7): Zaczynamy od
narysowania 7 koélek i wpisania w nie liczb: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6. Sa to juz wszystkie reszty jakie mogg wystapic przy
dzieleniu przez 7. Teraz dopiero laczymy kétka strzatkami.

Sprébujcie zrobié to w ten sposdb, zeby strzalki nie
utworzyly zadnego zamknigtego obiegu. Jest to
niemozliwe — nawet jesli pierwszych sze$¢ strzalek
poprowadzicie nie zamykajac Zadnego laficucha, zrobi to
siodma strzatka!

Otrzymane wyniki mozemy skomentowaé nastepujaco:
zamieniajac dowolny utamek zwykly na dziesietny
otrzymujemy zawsze ulamek okresowy. Szczegélnym
przypadkiem jest takie rozwiniecie, ktérego okres sklada
si¢ z samych zer (odpowiada to petelce przy zerze) —
mamy wéwczas do czynienia z rozwinigciem skorficzonym.
Teraz pora na obiecane, ciekawe wnioski. Oto rozwinigcie
dziesigtne liczby, ktéra nie jest zadnym ulamkiem zwyklym:
0,1234567891011121314151617181920212223...

(trzy kropki na koricu oznaczaja, ze dalej trzeba wpisywaé
kolejne cyfry tak jak mowi regula, ktérej sie latwo
domysle€). Liczby takie nazywamy liczbami niewymiernymi.
Czy potraficie uzasadni¢, dlaczego liczba ta nie jest Zadnym
utamkiem zwyktym? Czy potrafiliby$cie wymieni¢ inne
liczby o podobnej wiasnosci? Jesli tak, to na pewno
rozwigzecie ponizsze zadania.

Zadanie 1. Obliczcie jaka cyfra wystapi na 1288 miejscu
w rozwinigciu 5/7 na utamek dziesigtny.

Zadanie 2. Narysujcie grafy dla dzielenia przez 2, 4, 8

i 16. Sprébujcie odgadnaé, jak powinien wygladaé graf
dla dzielenia przez 32 i sprawdZcie Wasza hipotezg.
Zadanie 3. PomySlcie, do czego mozna wykorzystac grafy
dzielenia.

Zadanie 4. Rysunek obok postuzy do nastepujacych obliczen.
Kazdej z liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7... przyporzadkujemy
pewien ciag szeSciu liczb wedlug takiej zasady:

Pierwsza z szeSciu cyfr ciagu przyporzadkowanego liczbie m
ustalamy odszukujac na rysunku liczbe 1 i idac od niej po
strzatkach m krokdéw. Liczbe, do ktdrej zawedrujemy
wpisujemy na 1 miejscu. Nastgpna, drugg cyfrg ciggu
przyporzadkowanego liczbie m ustalamy odszukujac na
rysunku liczbg 2 i idac od niej po strzatkach m krokow.
Liczbe, do ktérej zawedrujemy, wpisujemy na drugim
miejscu.

Trzecia, czwarta, piata i szosta liczbe m-tego ciagu
ustalamy analogicznie.

Jak wyglada ciag przyporzadkowany liczbie 12887

Jakie analogie zauwazyliScie migdzy obliczeniami z tego
zadania a obliczaniem rozwinieé dziesietnych?
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Czym sg dzwigki?

Kazdy prawie dzwigk powstaje wskutek drgania

jakiego$ ciala. Drgania silnika samochodu, skrzydelek
owada, strun instrumentow muzycznych, strun glosowych
ludzi i zwierzat powodujg powstanie nastgpujacych po
sobie zgeszczen i rozrzedzen powietrza, ktore rozchodzg

si¢ we wszystkich kierunkach. Nie widzimy ich, poniewaz
przypadkiem powietrze jest niewidoczne. Moze jednak uda
nam si¢ zbada¢, jak rozchodzi sig¢ glos? Pomoga nam w tym
doswiadczenia.

Fale glosowe odbijaja si¢ od kazdej napotkanej przeszkody,
jak swiatlo od lustra. Echo na przyklad jest wynikiem
odbicia ,,promienia dzwigkowego’’ od brzegu lasu, $ciany
domu czy skaly. Tak, jak w przypadku fali §wietlnej, kat
odbicia fali glosowej rowna si¢ katowi padania. Mozna

si¢ o tym przekonac¢ za pomoca zegarka i dwoch
kartonowych rurek.

Pol6z jedng rurke przy $cianie lub innej pionowo
ustawionej, plaskiej przeszkodzie, pod pewnym katem

do niej jak na 1ysunku. Pizy drugim koricu rurki poléz
tykajacy zegarek. Druga rurke przyléz do Sciany podobnie,
jak pierwsza. Zmieniaj kat nachylenia tej rurki wzgledem
$ciany, przyktadajac ucho do jej drugiego korica.
Powiniene$ ustyszeé¢ tykanie zegarka tak, jakby pochodzito

Odbicie dzwigku

ono z wnetrza tej rurki. Przekonasz sie, Ze tykanie to Dzwigkowe reflektory
stycha¢ najwyrazniej, kiedy rurki sa nachylone pod tym
samym katem do Sciany. Zwierciadla diwigkowe, podobnie jak te zwykle,

odbijajace §wiatlo, moga byé nie tylko plaskie, ale

1 wkleste. Dziataja wtedy jak reflektor. Mozna to
zademonstrowaé w nastepujacy sposob:

Wez dwa parasole i popro$ by dwie osoby trzymaly je

w odleglosci kilku metréw naprzeciw siebie tak, jak na
rysunku.

Przyl6z ucho do raczki jednego parasola i znajdZ miejsce,
gdzie dzwieki rozchodzace si¢ w pokoju stychaé
najgloéniej. Umocuj tam tykajacy zegarek, a sam przyloz
ucho w analogicznym miejscu drugiego parasola.
Powiniene$ ustysze¢ tykanie zegarka nawet z odleglego
kofica pokoju.

Podobne doswiadczenie mozesz zrobi¢ uzywajac dwodch
misek lub glebokich talerzy. Poléz jeden talerz na stole,

a nad nim trzymaj zegarek. Drugi talerz trzymaj do goéry
dnem nad pierwszym na wysokosci ucha. Przyt6z ucho do
tego talerza i postuchaj. Ustyszysz tykanie Zegarka tak,
jakby byt on bezposrednio pod gérnym talerzem. Oddal
na probe ten talerz i dzwigk zniknie.

Z tej wlasnosci dzwigku od dawna zdawali sobie sprawe
budowniczowie palacéw i §wiatyn. W $wiatyniach
arabskich, na przyktad znajduje si¢ pétkolista nisza zwana
mikrabem, w ktérej stoi duchowny odprawiajacy modty.
Roéwniez w kosciotach katolickich §ciana prezbiterium
jest zaokraglona, tworzac tak zwang apsyde. Taka wklesta
$ciana dziata jak reflektor — odbija glos duchownego

i kieruje go ku wiernym.

Postuchaj bicia wlasnego serca

Jedli przylozysz reke do serca, czujesz, jak ono bije.
Towarzyszy temu cichutkie pikanie, ale za stabe, by je
uslysze¢. Chyba, zeby... przyprowadzi¢ je do ucha. Mozna
latwo zrobi¢ instrument podobny do tego, jakiego uzywa
lekarz do ostuchiwania pacjentéw: stetoskop. Potrzebny
jest do tego lejek i rurka gumowa.

Naldz koniec gumki na rurke lejka i stetoskop gotowy.
Mozesz przylozy¢ lejek do serca, a drugi koniec rurki

do ucha i postuchaé, jak bije Twoje serce.

«Malq Delte« opracowali Przemyslaw Nowicki i Daria Zieminska
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ROZSTRZYGNIECIE KONKURSU Z NUMERU
SIERPNIOWEGO »DELTY«

Pytanie konkursowe brzmialo: Czy fakt, ze zajaczek $wietlny moze poruszaé sie z predkoscia
wieksza niz §wiatlo, mozna wykorzysta¢ do zaprojektowania urzadzenia do przesylania informacji
szybciej, niz to jest mozliwe przy przesylaniu informacji bezposrednio za pomoca impulsow
$wietlnych biegnacych po linii prostej od Zrodla do obserwatora.

Odpowiedz jest oczywiscie negatywna. Tak tez odpowiedzieli wszyscy uczestnicy konkursu,
Najciekawsze wypowiedzi nadestali Mirostaw Gorbaczow z Gdyni, Magdalena z Warszawy
(nazwisko i adres znane redakcji) oraz Andrzej Wierzbicki z Sulechowa. Argumentacja we
wszystkich wypowiedziach jest bardzo podobna, wobec czego zdecydowalismy opublikowa¢ tylko
pierwszg wypowiedz, Miroslawa Gorbaczowa. Wszyscy wymienieni otrzymuja nagrody
ksiazkowe, ktore wysylamy poczta.

Po coz niepotrzebnie komplikowaé zagadnienie
wprowadzaniem wirujgcej oslony?

Niech Zrédlo bedzie drgajacym punktem $wietlnym (albo wrecz radiowa antena
nadawcza) wysylajacym $wiatlo we wszystkich kierunkach. Punkty przeciecia

si¢ fal kulistych noszacych kazda jeden impuls z linig prostg laczaca dwa punkty
odbiorcze A i B poruszajg si¢ od 4 do B z predkoscia wigksza od predkosci
$wiatla, jak réwniez wigksza od predkosci ,,zajaczkéw’” w zagadnieniu z ostong.
Urzadzenie to jest wigc prostsze i dajace lepsze wyniki, bo powodujace szybszy
przeplyw pozorny informacji od 4 do B. Tak! — pozorny, bowiem caly odcinek
AB otrzymuje informacj¢ (w formie impuls3w) ze Zrodla O, zatem nie ma
faktycznego przechodzenia no$nikéw informacji od 4 do B.

Mimo to mozna wymysle¢ ciekawa sytuacje.

Jezeli z punktu O nadejdzie do A4 informacja o tym, ze w chwili ukonczenia
przez nadawcow zdania B otrzyma t¢ samg informacje, czyli uslyszy rozmowe O
z A, to zakladajac, Zze A zrozumie calkowicie znaczenie zdania w chwili jego
ukonczenia mozna begdzie powiedzieé, Zze A zorientowal si¢ o czesci tego, co sig
dzieje w punkcie B (a wigc o tym, ze B uslyszal rozmowe O z 4) w czasie
nieskonczenie wiele razy krotszym(bo zerowym) od czasu, w ktérym B mégiby o tym
poinformowac 4. K.rocej méwiac, A bedzie wiedzial o czgéci tego, co si¢ w danej
chwili dzieje w B mimo tego, Ze B, aby o tym poinformowa¢ A, musialtby zuzy¢
tyle czasu, ile musi zuzy¢ §wiatlo na pokonanie drogi AB. Zajdzie wigc pozorne
przejécie informacji od B do 4 w czasie réwnym... zero!! A co by bylo, gdyby
odsung¢ B dalej od O? Wowczas 4 wiedzialby, Zze B uslyszy rozmowg O z A po
okreslonym czasie, a §cislej, A przewidywalby to zdarzenie. Mozna by wtedy
powiedzie¢, ze przeplyw informacji o ustyszeniu przez B rozmowy nastgpit

w czasie... uyjemnym! (chodzi tu o przeptyw informacji wzdtuz odcinka BA).

W takim razie pozostaje nam stwierdzi¢ filozoficznie: ,,Przeplyw informacji w czasie
krétszym od czasu zuzytego na pokonanie tej samej drogi przez $wiatlo to
przewidywanie”’. Przewidywanie natomiast to mys$lenie. Dochodzimy wigc do
starych dwoch prawd. Jedna z nich to: ,,Najszybsza jest my$l, bowiem gdy sobie
pomyslimy, ze gdzies jesteSmy, to tak jakby$my juz tam byli”’, a druga:
»»Myslenie ma przyszios¢™.

Mirostaw Gorbaczow

PF:EHISTORYCZNY INSTRUMENT MUZYCZNY

Podczas wykopalisk w péinocnym Wietnamie w 1949 roku znaleziono jedenascie
kamiennych belek stanowiacych razem instrument muzyczny. Nazwano go
litofonem (grecki wyraz lithos oznacza kamien, skale, a phone — glos, dzwigk).
Obecni mieszkancy tych terenéw nie znajg takiego instrumentu. Wedtug oceny
archeologéw pochodzi on z okresu neolitu czyli mtodszej epoki kamienia. Kazdy
kamien uderzony kamiennym mlotkiem wydaje inny dzwigk. Uktad siedmiu
kamieni przedstawiony na zdjeciu tworzy instrument muzyczny o nast¢pujacej
skali F3 — G3; — By — D3 — E, — F, — Gy. Nie umiemy odtworzy¢ muzyki,
jaka neolityczny czlowiek grywat na tym instrumencie; bardzo przyjemny dla
ucha dzwiek uderzanych kamieni sklonit Jana Schwarza do napisania utworu
wzorowanego na wspolczesnych melodiach ludowych tych okolic, w ktérych
litofon znaleziono. Po wykonaniu utworu okazalo sig¢, ze neolityczny instrument
muzyczny kryje w sobie wielkie mozliwosci ekspresji artystycznej.

11



Rys. 2

aboratorium w domu

Dr Jan A. GAJ

Jak drga struna i w czym fortepian jest lepszy od bebna?

Zanim przystapimy do doswiadczen, sprobujmy przewidzieé¢ teoretycznie ich
wyniki. Scisty opis wymagalby zaawansowanego aparatu matematycznego,
bedziemy wiec musieli zadowoli¢ si¢ rozumowaniem nieco intuicyjnym. Rozwazmy
strung na przyklad w gitarze lub fortepianie. Jest ona odpowiednio napigta—
przyjmijmy, Ze sila F; a jej dlugo$¢ niech wynosi / (rys. 1a). Jezeli uchwycimy

ja w érodku i odciagniemy nieco w kierunku prostopadlym do jej dlugosci,
powiedzmy o odcinek x, bedzie wygladata jak na rys. 1b. Jezeli x bedzie
odpowiednio male, mozemy przyjaé, ze zaréwno sila F, jak i dtugoé¢ struny sie .
nie zmieni. MoZemy wigc na podstawie podobiefistwa odpowiednich tréjkatéw

na rys. 1b napisac:

2x_

1
21

F=F, 4F, 1,

gdzie F jest silg z jaka odciagneliSmy strung. Otrzymana réwno$é wskazuje, ze ruch
struny (kiedy ja puscimy) powinien byé harmoniczny (sita proporcjonalna do
wychylenia). Nie przejmujmy si¢ brakiem minusa bo przeciez na wychylong strune
dziala sita reakcji — F.

Jak pamig¢tamy, w ruchu harmonicznym zachodza zwiazki:

nz
=——pzr X oraz F = —kx,
a stad (pamigtajac, 26 F = m- a) mamy T = 2n %,

gdzie k jest oczywiscie wspolczynnikiem proporcjonalnoéci sity do wychylenia

0
/
to wygodnie jest napisa¢ m = pl, gdzie stala p jest masg jednostki dlugosci struny.
Po podstawieniu otrzymamy ostatecznie:

Y A
M T“‘l/To“’l/To-

Oczywiscie wyprowadzenie takie jest raczej agitacja niz dowodem, bo ksztalt
struny w czasie drgan'bardziej przypomina to, co wida¢ na rys. lc, niz
uproszczony rys. 1b, poza tym sity i wychylenie rozwazaliSmy tylko dla punktu
§rodkowego struny, a mas¢ wzigliémy calej struny. Mozemy z tego powodu mie¢
watpliwosci co do wartosci liczbowych, ale Ksztalt zaleZnosci powinien by¢
prawidlowy. Ostatecznym kryterium — jak zawsze — musi by¢ doswiadczenie.

i w naszym przypadku wynosi . Jezeli mamy uzywaé strun o réznej dhugosci,

-

Badamy drgania strun

Na struny uzyjemy mocnego, niezbyt cienkiego sznurka, ktéry zaczepimy w jakim$
solidnym punkcie statym (np. hak w $cianie lub — dla szczesliwych mieszkancow
nowych mieszkan — rura pod sufitem) i obciazymy odpowiednim cigzarem
(odwaznik, hantla lub Zelazko) a nastepnie bedziemy pobudza¢ do drgan przez
szarpanie. DZwick wydawany przez nasza strung bedzie bardzo staby — ale to

nie szkodzi. Zmieniajac dhugo$¢ struny i cigzar odwaznika mozemy bada¢ zmiany
czesto$ci tym wywolane i sprawdzaé, czy zachodzi proporcjonalnosé (1). Sitg
naciggu nitki mozna tez zmienia¢ bez zmiany cigzarka — ciagnac za wolny

koniec sznurka mozna zmienié¢ sife napinajaca strune. Obliczamy ja Zmierzywszy
odpowiednie katy (patrz rys. 2).
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Jezeli nie bedziemy specjalnie starali si¢ temu
zapobiec, przypadkowo pobudzona struna
bedzie zazwyczaj wykonywala jednoczesnie
dgrania podstawowe i réine drgania
harmoniczne.

Jak latwo wykazaé, takie drganie zlozone jest
okresowa funkcja czasu o czestot sci

digania podstawowego.

=4l D :
o : Sl 'f |
" SZ |
zrédio szczeliny ekran

Praktycznie wygodnie jest starac si¢ aby oba odcinki sznurka byly prostopadie
(z+p = m/2 — dla zmniejszenia napigcia lub f = n/2 — dla zwigkszenia napigcia
struny). Pozostaje jeszcze pytanie, jak mierzy¢ czgstos¢ drgan struny? Jezeli
dysponujemy jakimkolwiek instrumentem i jesteSmy w stanie identyfikowa¢ dzwigki,
probujemy za kazdym razem znalez¢ ton instrumentu najblizszy pod wzgledem
czestosci drganiom struny. Przydac si¢ moze przy tym wiadomos¢, ze dzwigki
odpowiadajace kolejnym (niewazne, bialym czy czarnym) klawiszom fortepianu,
a takze kolejne dzwigki gitary, maja czestosci w postgpie geometrycznym

o ilorazie lf/ 2 ~ 1,06. Mozna tez bada¢ jaki jest zwiazek miedzy sita a dlugoscia
struny przy stalej czestosci — przez doprowadzenie do rezonansu obu odcinkéw
sznurka z rys. 2. Ze wzoru (1) wynika, ze powinno by¢ Fy ~ 2,

Powiecie: dobrze, fortepian ma struny ale

co ma z tym wspdlnego bgben?

Jak sig¢ zaraz dowiemy, niewiele. Zauwazmy przede wszystkim, Ze struna moze
wykonywac nie tylko drgania podstawowe jak na rys. 1 ale i takie jak na rys. 3 —
wyzZsze harmoniczne. Zwroémy uwage, Ze drgania z rys. 3a i 3b sa takie, jak
drgania podstawowe (bez harmonicznych) strun wykonanych z tego samego
materiatu, a tylko krétszych — dwukrotnie (a) lub trzykrotnie (b). Teraz dochodzi
do glosu wzor (1): ze wzgledu na proporcjonalno$é okresu do dlugosci struny,
czestosei kolejnych mozliwych drgan struny beda wielokrotnosciami czestosci
podstawowej. Nasze ucho jest w stanie sprowadzi¢ dzwigk struny ,,do wspdlnego
mianownika’ i przyporzadkowaé¢ mu okreslona wysokos¢c. Na bebnach wygrac
melodig jest bardzo trudno — poniewaz napigta membrana begbna nie jest tak
prostym tworem jak struna i taka prawidlowos$¢ nie zachodzi — rézne czestosci
drgan bebna nie sa wielokrotnosciami czestosci podstawowej. Jedynie pobudzajac
umiejetnie membrang bebna tak, aby nie wzbudzi¢ tonéw o wyZszych czgstosciach
mo7Zna wyda¢ d/swick, ktérego wysoko$¢ ucho ludzkie potrafi okreslic.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 82. Czy istnieje funkcja okresowa f:R — R (tzn. okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych
i o wartosciach rzeczywistych), dla ktorej kazda liczba wymierna jest okresem, a zadna liczba
niewymierna okresem nie jest?

A jaka bedzie odpowiedz, gdy zazadamy, by kazda liczba niewymierna byla okresem, a zadna
liczba wymierna (ro6zna od zera) nie byla okresem?

Rozwiazanie na str. 7.

M 83. Udowodni¢, ze funkcja f(x) = cos x+cos ax, gdzie a jest liczba niewymierna, nie jest
okresowa,

Rozwigzanie na str. 16.

1 1z .
M 84. Udowodnic, ze jezeli 0 < o < =, to f(x) = sine+ 5 sin 2o+ e sin3o > 0.

Rozwiazanie na str. 16.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 28. Zaproponowano przeprowadzenie dos§wiadczenia majacego na celu demonstracjg¢ prazkow
interferencyjnych Younga w nastgpujacych warunkach (patrz rysunek obok):

Spajne $wiatlo z silnego Zrodla przechodzi przez waska szczeling i nastepnie o$wietla dwie waskie
szczeliny, odlegle od siebie 0 @ = 1 mm i o d = 10 cm od pierwszej szczeliny. Biale §wiatlo ze
zrodla przechodzi przez filtr przepuszczajacy tylko pasmo Swiatta o dhugosci miedzy 4, = 4800 A
a A, = 5200 A. Prazki interferencyjne sa obserwowane na ekranie odleglym od szczelin
oD=1m.

Ocencie:

a. Jak beda rozseparowane prazki na ekranie i ile spoérod nich powinno byé dobrze widocznych.
b. Jaka jest dopuszczalna szerokos¢ pierwszej szczeliny, zeby Zrodlo swiatla mozna bylo uwazac
za spOjne.

c. Jak zmieni si¢ obraz interferencyjny, jezeli przed jedna z dwoch szczelin umiesci si¢ (od strony
#rodla) rownolegla plytke szklang o grubosci £ = 0,2 mm i o wspolczynnikach zalamania:

ny = 1,664 dla 1, = 4800 A, n, = 1,656 dla A, = 5200 A.

Rozwigzanie na str. 17,

13



Dr Wiestaw SZLENK

zeregi Fouriera

Juz w szkole podstawowej spotykamy sie z funkcjami sin x i cosx. Pojawiaja si¢ one jako
narzedzie do obliczania wartosci roznych elementow trojkata, jak np. dlugosci bokéw, katow itp.
Zastosowanie tych funkcji w matematyce jest nieporéwnanie szersze. Celem niniejszego artykulu
jest naszkicowanie podstaw pewnej teorii, bedacej zastosowaniem funkcji sinus i cosinus do
analizy matematycznej. Teoria ta nosi nazwe teorii szeregdw Fouriera (od nazwiska jej tworcy —
francuskiego matematyka i fizyka J. Fouriera, 1768-1830). Stala si¢ ona §wietnym narzedziem do
rozwiazywania rownan opisujacych rozchodzenie si¢ ciepla, oraz analizy drgan sprezystych, ale

to juz catkiem inna historia, warta przedstawienia w odrgbnym artykule.

Bedziemy rozwazaé funkcje cos nx i sin nx na odcinku (—7, 7); argument x jest tutaj liczbg
rzeczywista niemianowang (katy mierzymy w mierze lukowej). Niech m i n beda dwiema
dowolnymi réznymi liczbami naturalnymi. Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych*

1
sinmx cosnx = — [sin(m— n)x+sin(m+ n)x]

[+ ]

1
sinmxsinnx = — [cos(m— n)x— cos(m+n)x],

[ ]

{
COSMXCOSnx = 3 [cos(m— n)x + cos(m+ n)x]

latwo sprawdzié, ze zachodza nastgpujace rownosci:

T 1 n n —i n
(1a) S cosnxd x = —sinnx =0, S sinnxdx = ——cosnx =0,
- n - -7 & bt 1
Ed l Eo g .
(1b) S cosmxsinnxdx = a S [cos(m— n)x+sin(m+n)xldx = 0,
—_—a —a
T 1 F21
(1c) S cosmxcosnxdx = -2—05 [cos(n+ m)x +cos(n—m)x]dx = 0,
—-n —-n
kg I T
S sinmxsinnxdx = = S [cos(m+ n)x— cos(m—n)x]dx = 0,
- —n
n n 1 o n
(d) | cosmxax = | i‘;—-”—x_ dx = [i ety 2nx] e,
—n —=n —n

ELd = E E o
S sin?nxdx = S (1—cos?nx)dx = S Idx— s cos?nxdx = 2n—m = 7.
bt — - —m
W analizie matematycznej uklady funkeji £, (x), x € (a, b), n = 1, 2, ... o nastgpujacej
wlasnosei:
b
{/m0)fe(x)dx =0 dla n# m,

a

na¥y wamy wukladami ortogonalnymi na odcinku (a, b). Tak wigc sprawdzili$my, ze uklad funkgji:
1, cos x, sin x, cos 2%, sin 2x, ..., COS 2, sin nx, ... jest ukladem ortogonalnym na odcinku
(— 1, 7). Przez analogie do wielomianéw zmiennej rzeczywistej, funkcje postaci

Ta(x) = ag+a;cosx+bysinx+azcos2x+ basin2x+ ... +ascosnx+b,sinnx

nazywamy wielomianami trygonometrycznymi n-tego stopnia. W ni‘niej‘szym artykule zajmiemy
sie funkcjami nieco ogolniejszej postaci, a mianowicie takimi funkcjami f(x), ktore daja si¢
przedstawi¢ jako suma szeregu:

@ f(x) = ao+ Z (ancosnx+ b, sinnx)

n=1

i dla ktorych szereg ten jest zbiezny w kazdym punkcie x € (— 7, 7). Szereg stojacy po prawej
stronie rownosci (2) nosi nazwe szeregu Fouriera funkcji f(x).
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Twierdzenie to formuluje si¢ dla funkcji f(x)
calkowalnych w sensie Lebesgue’a. Jezeli
Czytelnik nigdy nie spotkal si¢ z tym pojeciem,

=
niech traktuje calke j S3(x)dx wtakim sensie,
n

jaki zna.

o n
Dowodzi sie, e jezeli s f3(x)dx < + 0, to dla kazdej funkcji g(x) takiej, z¢ | g2(x)dx < +c0,
bt 4 -_N

bez wzgledu na zbieznosc¢ szeregu (2) zachodzi rownosc:

S f(x)g(x)dx = a, s g(x)dx+‘z S (a.cosnx+ b,sinnx)g(x)dx
—= —n n=1-—na

i szereg po prawej stronie jest zbiezny. )

Korzystajac z powyzej sformulowanego twierdzenia latwo znaleZé wspolczynniki a, i b, danej
funkcji f(x). Przypusémy, ze funkcja f(x) daje si¢ przedstawi¢ w postaci (2). Mnozymy obie
strony rownosci przez cosmx, gdzie m jest dowolna liczba naturalna. Nastepnie catkujemy obie
strony otrzymanej rownosci w przedziale (— =, /), W rezultacie, po skorzystaniu z przytoczonego
wyzej twierdzenia, dostajemy:

o m o n o
Sf(x)cosmxdx: a, S cosmxdx+ )" [ 5 cos nx cos mxdx + b, s sin nx cos mx ¢x].
—m —x n=1 - —m

m
Na mocy rownosci (1a)— (1c) tylko calka 5 cosmx cosmx dx jest rozna od 0, zatem, korzystajac

z (1d) mamy: - S f(x)cosmxdx = mam.

bt 4
Analogicznie, mnozac (2) przez sinmx i calkujac w przedziale (—m, ) dostaniemy :

5 f(x)sinmxdx = 7tbm.

-7
Aby znaleZ¢ jeszcze a, wystarczy scatkowaé obie strony rownosci (2); korzystajac z (1a)
dostajemy: § f()dx = 27a,.

-
A zatem znalezliSmy nastepujace wzory na a, i b,:

b E £ g

1
3) g = % S f(x)dx, a, =% S f(¥)cosnxdx, b, = = S f(x)sinnxdx.

— —n -

Wspolczynniki a, i b, sa wiec jednoznacznie wyznaczone przez funkcj¢ f(x). Stad

przedstawienie (2) funkcji f(x) jest jedyne w tym sensie, Ze nie mozna funkcji f(x) przedstawi¢
na dwa rozne sposoby jako sumy szeregu funkcji cosnx i sinnx.

Ogolnie, dla dowolnej funkcji f(x), dla ktorej wspolczynniki a, i b, dane wzorami (3) maja sens,

o0
szereg ap+ Z (ancos nx+ bysinnx)
n=1

nazwiemy szeregiem Fouriera funkcji f(x). Inna sprawa, ze szereg ten moze nie by¢ zbiezny
do funkcji f(x) (moze byé w ogole rozbiezny w niemal kazdym punkcie x). Przypadek takich
funkcji jest mato interesujacy, ich szereg Fouriera jest praktycznie rzecz biorac bez
jakiegokolwiek zwigzku z warto$ciami funkcji f(x). Interesuja nas te funkcje, dla ktorych ich
szereg Fouriera jest do nich zbiezny w kazdym punkcie x, lub niemal w kazdym punkcie (stowu
»niemal” nadamy za chwile $cisty sens). Nastepujace twierdzenie stanowi pewien warunek
dostateczny na to, aby funkcja byla suma swojego szeregu Fouriera.

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f(x) jest rozniczkowalna w przedziale (—, 7) i jej pochodna
[f’(x) jest funkcja ciagla w tym przedziale, to réwnosé (2) zachodzi w kazdym punkcie

x € (—m, ). Wspolczynniki a, i b, sa dane wzorami (3).

Przyjrzyjmy sie jak wygladaja rozwiniecia Fouriera pewnych konkretnych funkcji.

1 T :
Przyklad 1. Niech f(x) = 5 x; obliczmy wspolczynniki a, i b, tej funkcji. W tym celu zauwazmy,

ze catka funkcji nieparzystej w przedziale (—m, ) wynosi 0:
: S L dx =10 ! g ! xcosnxdx =0
= -_—X =u, ay = — e nx = U.
- - 2 2

Wspolczynniki b, obliczymy korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci:
E E b

1 1 1 1 1 1
by = — S — xsinax¥dx = — — x — cosnx + S cosnx dx = — cosnm.
Fd 2 2% 2nn n

—m -_—T —n
1
Poniewaz funkcja —i-x ma ciggla pochodna, wigc na mocy twierdzenia 1 zachodzi rownos¢:

1 sinx¥  sin2x 3 sin3x S
L ax —_ e -7 T,
2 1 2 3

1 1 1

— +
3 5 7

E ] n
Podstawiajgc x = > dostajemy: g =1-



Przyklad 2. Niech f(x) = |x|. Wowczas funkcje | x| cosnx sa parzyste, zatem wspolczynniki a,
dla n = 1 sg rowne 0. Natomiast

n
a ISild ISxd a
—ti x A -
ol e L

to, poniewaz f(0) = 2

cosm+

T n E g

2
- —S sinnxdx =
) 1\ [ mn
2k + — Il.'r iam [2." 0

n
1 2 2
by = — S |x|cosnxdx = ——chosnxdx = xsinnx
w J x4 nn lo

53 pewnymi liczbami calkowitymi. Dzi

i rl 0 dla n parzystych,
ostatnie dwie réwnosci stronami otrzymujemy ==
2% : e L;, — — dla n nieparzystych.
p 4k + 1 TThH
a = » CO OZnacza,
414 . a L s = .. . . s P
. '1 : Funkcja |x| nie jest rézniczkowalna w 0, mimo to jej szereg Fouriera jest do niej zbiezny
> w kazdym punkcie (—, 7).

® 4 [cosx cos3x cos5x
Stad: lx] = —— w—( + + )

ze a byloby liczba wymierng wbrew zalozeniu.

+
2 I& 32 5%

Podstawiaj oo o= B o el o

stawiajac x = ostajemy: 0 = — — — | — + — -+ — + ...

o aja jemy 2 =\ 12 3 + 57
. ] n? 1 1 1
Przeksztalcajac otrzymany wzor otrzymujemy : 5= = _-IT + o + &
Korzystajac z ostatniej rownosci obliczymy sume s szeregu
1 1 1

?

Poniewaz St e e s

- b 4
wige e e e A

1
S =_m3,
tad s 6::

Od czas6w Fouriera przez kilkadziesiat lat podejrzewano, ze szereg Fouriera kazdej funkcji

ciaglej jest do niej zbiezny w kazdym punkcie. Ale w osiemdziesigtych latach ubieglego stulecia
francuski matematyk du Bois-Reymond znalaz} przyklad funkgji ciaglej, ktorej szereg Fouriera
nie byl zbiezny do niej w jednym punkcie. Nastgpnie posypaly si¢ juz przykiady funkcji ciaglych,

ktorych szereg Fouriera nie byt zbiezny do wartosci funkcji w pewnych danych punktach. Miedzy
innymi S. Banach podal pewien bardzo ogélny sposéb konstrukgji takich funkcji (jego konstrukcja

obejmuje przykiad funkciji ciaglej, ktorej szereg Fouriera jest rozbiezny w kazdym punkcie
wymiernym z przedzialu (— =, 7). Na przelomie osiemdziesiatych i dziewieédziesiatych lat

ubieglego stulecia rosyjski matematyk N. Luzin (1883—1950) sformutowal pewna hipoteze na ten

temat. Do sformulowania jej bedziemy potrzebowaé pojecia zbioru miary Lebesgue'a réwne;j
zeru.

Definicja. Zbiér A = R ma miar¢ Lebesgue’a rowna zeru jedli dla kazdej liczby dodatniej &
istnieje taka nieskoriczona rodzina przedzialow P, = (uta, Ba), Ze A jest zawarty w sumie

oo
wszystkich przedzialow P, oraz Z lota—Bal < e&.

n=1
Na przyktad zbior W wszystkich liczb wymiernych na prostej jest miary zero. Rzeczywiscie,
wszystkie liczby wymierne mozemy ustawi¢ w ciag (w,). Dla danej liczby & > 0 obierzemy jako
£
P, przedzial o $rodku w, i o dlugosci — 1 Oczywiscie suma wszystkich przedziatow P,

an
-

&
= — <&,

[+ )
pokrywa caly zbior W, a suma dlugosci P, wynosi 21 Py 2
o

kL
Hipoteza Luzina brzmiala nastgpujaco: dla kazdej funkcji f(x) takiej, ze S f3(x)dx < + o0,
—-n
m szereg Fouriera funkcji f(x) jest zbiezny do f(x) w kazdym punkcie x € (—, ) — A, gdzie A jest
pewnym zbiorem o mierze Lebesgue’a rownej 0. Innymi stowy : szereg Fouriera jest zbiezny
poza pewnym zbiorem miary 0. Mozna by wiec powiedzieé, ze szereg jest zbiezny niemal

Rewiiranie sdania ML wszedzie, gdyz miara zbioru punktow zbieznosci jest niepor6wnywalnie wigksza od miary zbioru

Nobed to Abditt i)k D sin atasd: punktéw rozbieznosci. Hipoteza Luzina byla uwazZana za najtrudniejszy problem analizy

sin3a = sin(2a+ @) = sin2acosa + cos2asina matematycznej przez przeszlo 80 lat. Dopiero w roku 1966 szwedzki matematyk Carlesson
L i e udowodnit jej stusznosé. i

= Eind (300870 & cosde— inid) Mozliwos¢ przedstawienia funkcji za pomoca jej szeregu Fouriera jest niestychanie wygodna
e e RS R w wielu zadaniach analizy matematycznej i fizyki teoretycznej. Warto wspomnieé jeszcze
i S o jednym twierdzeniu z teorii szeregow Fouriera. Jest to tzw. tw. Fejéra (L. Fejér — wegierski

f(a) = —sina(3+3cosa+ Icosa—sina) = matematyk 1880—1957). Oznaczmy przez s,(x) ciag sum czastkowych szeregu Fouriera

1 funkgji f:

— sina(2 + 3cosa+ 4cos?a) = "

1 [ 3\ 237 sn(X) = ap+ Z (axcoskx+ bysinkx).
== ;a'.::x“‘,:';x';-’ 'LJ 4 i‘.}'U, o |



'l:wlerd:mnie 2. Jezeli f(x) jest funkcja ciagla w przedziale (— =, ), to dla kazdego x € (—m, 7)
ciag
510+ 52()+ ... +5a(x)
n

Un(x) -

jest zbiezny do f(x). Co wiecej, jest to tzw. zbieznos¢ jednostajna, tzn. dla kaidego e > 0 istnieje
taka liczba N, Ze dla kazdego n > N i kazdego x € (—=, @) zachodzi nieréwnos¢:

loa(x)—f(2)] < e.

Funkcje g,(x) sa oczywiscie wielomianami trygonometrycznymi. Z twierdzenia Fejéra wynika,
ze kazda funkcje ciggla mozna przyblizy¢ wielomianami trygonometrycznymi, przy czym
przyblizenie to jest dobrym przyblizeniem' dla kazdego x (zob. rysunek). Jezeli funkcja f(x) jest
okreslona na calej prostej i ponadto jest okresowa z okresem 21, to wszystkie przytoczone tu
rozwazania mozna odnie$¢ do takiej funkcji i na calej prostej. Tak samo mozna przenies¢
otrzymane wyniki na dowolny przedzial (a, b), nalezy tylko rozpatrywaé¢ wowczas funkcje

o e an ) n an
. R :
"(b—a & b—a)' B\ ba

W obecnej chwili teoria szeregéw Fouriera jest juz mocno rozwinieta teorig, chociaz ciagle
pojawiaja si¢ nowe prace na ten temat (i to coraz trudniejsze). Teoria smegéw Fouriera do dzi§
dnia stanowi jume poteine narzedzie badan w analizie matematycznej i ciggle jest jeszcze
Zrodlem inspiracji tworczej dla wielu matematykow.

Rozwigzanie zadania F 28 .
a. Szezeliny s, i 5, stanowig wtdrne frédla §wiatla i wigzki $wietlne z nich wychodzgce interferuja ze sobg. Jak
wiadomo, dla $wiatla monochromatycznego katy, pod ktérymi obserwujemy maksima interferencji (jasne prazki)

s3 dane wzorem: 5
sinoy = ik:. k=0,1,2, ...

Nalezy podkredlié, 2e¢ w dodwiadczeniu Younga pratki wystgpuja zawsze, niezaletnie od odleglosci ekranu i szczelin.
Pomijajac maksimum do przodu (k = 0) moizemy oceni¢ szerokoi¢ kolejnych praikéw oraz ich rozseparowanie na
ekranie:

Dk
Szerokodé k-tego pratka wynosi dp = D - tgag(d;)—D - tgap(dy) ~ — (43— 4;) = 4+ k-10-* cm.

Natomiast odlegloé¢ miedzy koficem k-tego praika i poczgtkiem (k+ 1)-ego wynosi

Ag
xXp = D_(.‘f..ti.)'t_‘ —D& = _I.)..k(AH. it _,q,)_
a a a k
czyli: x;, = 4,4-10-2cm, x; = 4+ 10-?cm, x; = 3,6- 10-3cm,....
a : 24
Odleglos¢ migdzy kolejnymi prazkami bedzie réwna zeru dla k = ———— : 5— = 12, Nat dia k = — l; =24
2= M a=

caly (k+ 1) prazek bedzie zawarty w k-tym i (k + 2) prazku.

Czyli orientacyjna liczba rozréinialnych prazkéw wyniesie okolo 15—20. Liczba ta nie zalety od odleglosci ekranu
od szczelin.

b. Oznaczmy szerokosé pierwszej szczeliny przez z.

Pomigdzy falami wychodzacymi pod katem a z dwdch kraficéw irddia rozcigglego wytwarza sig rddnica faz réwna:

zsinax z-a
bads—g— =g

gdzie sina dla naszego cksperymentu przyblityliémy przez sina ~ tga = f_%. =

iejsze od —-. Stad

Wplyw rozmiaréw #rédla na interferencjg - iedbad jedli d jest 2

d-2

T 2,5-10"2cm.

z <

¢. Szkic nowego ustawienia eksperymentu jest pokazany na rysunku obok. Promier docierajacy do szczeliny sy przebiega
inng droge niz jego partner datacy do s;.
Zachodzg nastgpujgce oczywiste zwigzki:

tga = E = 5-10-3, %“— = n(d), sina ~ tga, sina’ ~ tga’.

in g

% = (d—h)tge’ +htgf'.

ah 1
o ~ s - —] = . —6.
o' —tga = (1 ”) 4-10

Liczymy réinicg drég optycznych miedzy dwoma promieniami. Teoretycznie nalezy uwzgledni¢ réznicg drig przebytych
przez promienie w powietrzu oraz fakt, ze promiefi dazacy do s, przechodzil przez odrodek o wspélczynniku zalamania
wickszym od jednosci. RéZnica drég optycznych dla danej 4 wynosi:

n-h ] a'h

4 = (d=h){tga'—tga)sina+ Y = o 2%

(1——-]+n(n—n.

gdyz z dobrym przyblizeniem mozna przyjaé cos’ =~ cosa 2~ 1. Szczeliny s, i s, stanowig i w tym wypadku Zrédia
nd;
i
jezeli réznica faz wynosi 27k, gdzie k jest liczba calkowity. Pelna réinica faz sklada si¢ z réznicy faz irédel oraz
réinicy drég optycznych interferujgcych fal (jak w typowym dodwiadczeniu Younga). Stad:

$wiatla, tylko emituj fale przesunicte w fazie o g (przesuniecie zalezy od 1). Fale z dwéch szczelin wzmacniajg sig,

43 2nasinag . kA 4
2nk = 2::---1 + — v D czyli sinag = e

Widag, 2e obraz interferencyiny przesunie si¢ na ekranie o odcinek D tgag ~ 13,2 cm.
MNatomiast prqzki beda zamazane, poniewaz ich szerokos¢ wynikajaca z réinych wartodci wspolczynnika n dla réznych A

wyniesie £ (u,—~n,) = 8- 10-2 ¢m, czyli wigcej niz odleglodé migdzy kolejnymi maksimami dla danej dlugodci fali.
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