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Kombinatoryka 1 boisko
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Dr hab. Wiktor MAREK

— Wiasciwie to ja bardziej lubie gra¢ w siatkdwke niz pi¢ piwo, powiedziat
Staszek do kolegéw rozpinajgc ortalionowa wiatréwke i grzejac twarz w ostrych
promieniach marcowego storica.

— Ba, kazdy woli, — mruknat Kazik.

— No wlasénie, jest nas szesciu, Janek, Piotr I, Piotr II, Kazik, Bronek no i ja.
Gdyby$my mieli boisko do siatkéwki, to bylaby z nas nawet niezla druzyna.

— Pewnie.

— Ale gdzie gra¢?

— Na podwérku u Piotra I jest kawalek ziemi, ktéry by si¢ nadal na boisko. Ale
trzeba by nad nim popracowa¢, zrobi¢ rozne rzeczy: splantowaé teren, wykopaé
dotly pod stupy, zrobi¢ te stupy, nawiez¢ ziemi, zrobi¢ wal zeby byla trybuna —
dziewczynom tez si¢ co$ nalezy — no i zebraé butelki po wodce — jak je
sprzedamy to bgda pieniadze na siatke i pitke.

— Chtopaki z Ogrodowej beda nam zazdroscic.

— Ale graé przyjda.

‘— Pewnie, ale jak juz bedzie gotowe.

— No to moze Janek, Piotr II i Bronek splantuja t¢ ziemi¢ — powiedzial
Staszek, — a ja z Piotrem I i Kazikiem wykopi¢ doly.

— Kto zrobi stupy?

— Ja — krzyknal Bronek, — ale nie sam.

— No pewnie, — powjedzial Staszek, — pomozemy ci z Piotrem IIL

— Do woienia ziemi to ja si¢ nadam — dodat Piotr II, — mam starg, taczke

w piwnicy.

— I ja, 1 ja — krzykneli Janek i Piotr I.

— A ten wal to juz my ubijemy z Piotrem i Kazikiem — powiedzial Staszek.

— Przeciez juz razem kopiecie doty.

— A co, nie mozna?

— No, zostajg juz tylko te butelki, ale to proste — rzekl Janek — ja sam pochodzg
kolo zsypow.

— Dobrze, mozemy po6j$¢ razem — rzekl Bronek.

— Tylko, ze kto$§ powinien by¢ odpowiedzialny za kazda robote.

— I za rézne kto inny.

— No pewnie, niech sie chtopaki mecza — rzekt Piotr I1.

— Ciebie tez nie minie. -

— A co, wykrecam sig?

— Bardzo skomplikowana sprawa.

— Co?

— No wybor tych odpowiedzialnych.

— E, tam — rzek! Bronek — ja zorganizuj¢ réwnanie boiska.

— A ja zajme si¢ tymi dolami — powiedziat Piotr 1.

— No to ja bede dogladaé stupéw — dodat Piotr 1I.

— Wigc ja muszg¢ si¢ wzigé za taczki — rzekt Janek.

— Klops.

— Co klops.

— Kto zajmie si¢ szklem?

— A rzeczywiscie, albo Janek zostawi taczki, albo Bronek réwnanie boiska.

— Wy tak na sile, a tu sposobem trzeba.

— Juz mam, — powiedzial Staszek i zaczal co$ kresli¢ patykiem na piasku.

— To bedzie tak: Réwnanie zorganizuje Bronek, kopanie doléw ja sam, stupami
zajmie sie Piotr II, wozeniem ziemi Piotr I, Kazik walem, a szklem Janek. Dobrze?
— Pewnie — krzykneli chlopcy i pobiegli wypié ostatnie piwo przed zajgciem sig
czyms$ pozytecznym.
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Rozwiazanie zadania M 80.

Przypusé¢my, ze dla pewnych liczb
naturalnych x;, x;3, ¥1, y2 zachodzg zwiazki
xlt+pml=x3!4+yl,x1 < y1, %2 € ya,

Xy =< x3. Wowezas zachodzi tez nieréwnosé
»i x3, gdyz w przeciwnym przypadku
byloby x; !4y ! < x4+ x31 = x314y2!co
przeczyloby réwnosci xy !4y, !
Poniewat jest x3 € ya, x3 < ¥y, wige liczba
x3 14+ yal—y | = x; ! dzielisig przez x3 !, co
jest niemozliwe, gdyz x; < x;.

Przypuszczenie nasze jest wigc falszywe

a wigc nie istniejg liczby, ktore moizna dwoma
sposobami przedstawié¢ w postaci x! | y!

xa!lty!

Symbol |A| oznacza ilodé elementdw zbioru A.

Rozwiazanie przykladu 1 z zadania F27
Zachodzi nastepujacy zwigzek migdzy
czestoscia fali emitowanej vo i czgstoscia
obserwowang »:

1
==
vy
gdzie v jest predkoécia oddalajacej sig
0), a vy predkodcia fazowy fali
elektromagnetycznej w srodowisku, w ktérym

4] ¥ =¥y
14

rakiety (v =
nastepuje emisja (v = vp A, gdzie 1 jest
dlugoécia fali w danym drodowisku).

[& . " oy
Oczywiscie vy , gdzie ¢ jest predkoscia
n
fali elektromagnetycznej w prozni,
a n wspolczynnikiem zalamania Srodowiska.

Poniewai v <

vy wzor (1) mozemy przepisad
W postaci:

1 ® =

oy i) i B,

\ vy \ ¢

Stad:
-

(2) ¥ —vo my

Czestosé wystgpowania wzmocnien
w aparaturze odbiorczej oczywiscie odpowiada
roinicy ¥ — rg, Podstawiajac znane wartosci

liczbowe do wzoru (2) otrzymamy dla n
Pt
wartosé —

Czy wartosé wspolczynnika » mniejsza od
jednosci nie niepokoi Was, Czytelnicy?

Zanicpokojonych odsyramy do str. 13,

Ktopot kolegdéw rozwiazany, ale zobaczmy, jak mozna go uogolnié, tak by stal si¢ interesujacym
problemem matematycznym.

A wigc mamy zbidr X (to nasi koledzy z podworka) i ciag jego — niekoniecznie réznych —
podzbioréw X, ..., X,(X; to zbiér kolegbw, ktérzy splantuja teren, X, to zbiér zlozony z tych,
co zrobia stupy itd). Teraz kazdemu ze zbioréw Xj, ..., X, chcemy tak przyporzadkowac¢ jego
element (to wlagnie odpowiedzialny za prace), ktory nazwiemy reprezentantem, by ré6znym
wyrazom ciagu przypisane byly rézne elementy (choé¢ same wyrazy moga czasem si¢ powtarzac).
Jesli wiec mamy takiciag € X;,a; >, ... < X,,a, >, ze a, € X, oraz i # j=>a, # a, to nazwiemy
go selektorem dla rodziny (X, ..., X;>.

A wigc kiedy uporzadkowana rodzina (X, ..., X,> ma selektor? Bez trudu przekonujemy sig,

ze dla kazdej liczby k < n zlgczenie (suma teoriomnogos$ciowa) dowolnych k sposrod zbiorow
naszej rodziny X; U ... U X, (i; < i < ... < i) musi zawiera¢ co najmniej k elementow.
(Mamy bardzo prosta interpretacje na naszym przykladzie: Jesli wziglismy jakiekolwiek cztery
sposrod naszych zbioréw, to ich zlaczenie zawiera¢ musi co najmniej cztery osoby, mianowicie
odpowiedzialnych).

Znacznie mniej oczywista rzecza jest to, ze wskazany warunek konieczny jest tez i dostateczny.
Twierdzenie powyZsze nazywa si¢ twierdzeniem Halla.

Twierdzenie Halla: Na to, by uporzagdkowana rodzina <JXj, ..., X,> miala selektor, potrzeba

i wystarcza by dla kazdego k < ni dowolnego ciagu 1 < i; < ... < iy < n:

k
U Xy| > k.
J=1

Interesujacym, a mniej nieco znanym faktem jest to, Zze mozna poda¢ algorytm konstrukcji
selektora. Algorytm ten konstruuje selektor (o ile selektor istnieje). Opiszemy go ponizej. Bez
trudu mozemy zalozy¢, ze nasz zbior X sklada sig z liczb. Jesli liczy on m elementow, to mozemy
zalozyé, ze jest on po prostu zbiorem {1, ..., m}.

Zatem wypisujac elementy zbioréw X, ..., X, po kolei mamy

Xl - {Jf: "wj?ll}’
Xo = {J1,--sJr, -

Zaczynamy

od tego, Ze ze zbioru X; wybieramy ji i pare ¢X,,ji> nazywamy chwilowym selektorem dla
zbioru X, . Parg¢ te notujemy na specjalnej kartce noszacej tytut ,,Selekror chwilowy”. Na kartce
tej bedzie do tego momentu stale wypisany ciag

(X1, a1, {X2, a1, ., <Xy, a2,

(oczywiscie najpierw jednoelementowy) zwany selektorem chwilowym rodziny <{X;, .
(tez najpierw jednoelementowej).

1

Sprawdzamy teraz, czy k jest rowne n.

Jesli tak,

to na kartce ,,Selektor chwilowy™ wycieramy stowo ,,chwilowy’ i konczymy praceg.

Jesli nie

czyli k < n, to mamy jedna z dwu sytuacji:

Albo

w zbiorze X, ,, jest liczba nie wystepujaca w zbiorze {a,, ..., ax} — patrz ,,Selektor chwilowy™.
Woweczas selektor chwilowy przedluzamy dopisujac na koricu parg

Xy 51, B>

ad Xk)

gdzie b jest najmniejsza z liczb ze zbioru
Xk-l—l-' {al. g =y at}'
Zastepujemy tez k przez k+1 i wracamy do [].
Albo
Xiy1 C {ay, ..., ai}. Bierzemy wtedy nowa kartke, na ktérej wypisujemy elementy zbioru Xj .,

w pionowych kreskach, a pod spodem piszemy .
Mamy wigc napis

Jog 1

Fame Iy

oLl "’rk+ 1
_X_

Napis na tej kartce nazwiemy listq, a jej czgsci pomigdzy kreskami — sektorami (bedzie ich
potem wigcej).

i

Mamy wigc list¢ podzielong na sektory, powiedzmy Sy, ..., S;. Bierzemy teraz pierwsza z liczb
naszej listy, nad ktora nie ma kreski, niech bedzie to y (na poczatku wcale nie ma kresek, wigc
bierzemy po prostu pierwsz liczbg z listy).

2
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Rozwiazanie zadania M 81.

Zalézmy, ze k jest pierwiastkiem kazdego
z danych réwnan, a wigc 2e zachodza réwnosci

ak*+bk+c = 0,
cki-+bk+a = 0.

Odejmujac je stronami otrzymujemy
(a—c)k2—(a—¢) = 0, co wobec a # ¢ daje

k* = 1 czyli k = + 1. Podstawiajgc t¢ wartosé
k do ktoregos z réwnan otrzymujemy a+ b+
+¢ =0czyat+c = Fbskad latc| = |b].
Zaldzmy teraz, ie ia+ ¢l = bl eczyliadc =

= Fhskad a+b+c = 0. Oznacza to, e
jedna z liczb 1 i —1 jest wspdlnym
pierwiastkiem obydwu rownarn.

Gdy takiej liczby nie ma,

stwierdzamy: ,,Rodzina (X, ..., X,> nie ma selektora” i koficzymy prace.
‘W przeciwnym razie

piszemy nad y kresk¢ i znébw mamy do czynienia z jedng z dwéch sytuacji:
Albo

y nalezy do {a,, ..., a.} — patrz ,,Selektor chwilowy”. Wtedy y jest reprezentantem kt6rego$ ze
zbioréw Xj, ..., X (i tylko jednego). Niech zbiorem tym bedzie X,. Wéwczas powigkszamy liste
0 nowy sektor, pod ktérym piszemy y (tak, jak pod pierwszym napisalismy ). Nowy sektor
tworza liczby ktére naleza do X, i nie naleza do zadnego z wypisanych juz sekfordw, a wigc
elementy zbioru

o= (5w, usS)
Gdy X, C S8; U ... U S, dopisany sektor bedzie wygladal tak
| ]

y
Zamiast ¢ bierzemy teraz 1+ 1 (tyle mamy sektoréw) i wracamy do [7][]

Albo

» nie nalezy do {a;, ..., & }.

e (]

 jest na liseie w jakims i tylko jednym sektorze, pod ktérym, co wigcej, jest co§ napisane,
powiedzmy m.

Teraz w ,,Selektorze chwilowym™

gdym = %

dopisujemy na koficu (Xi,,, y), bierzemy jako k liczbg k+1 (tak diugi mamy juz selektor),
wyrzucamy kartkg z listq i wracamy do [];

gdy m # %
dla pewnego i < k jest m = a;. Wowczas zamieniamy napis <X, ;> na napis <X, y), bierzemy
jako y liczbg m i wracamy do ["][1[].

Teraz trzeba juz tylko uzasadnié, ze nasz program wydrukuje selektor dla rodziny ¢X;, ..., X,»
(o ile istnieje, a wigc jesli warunek Halla jest spelniony). Przypusémy przeciwnie: nie udato

nam si¢ utworzy¢ selektora. Stanie si¢ tak wtedy gdy byliémy w punkéie [][ ], ale nad
wszystkimi elementami listy byly kreski. Zatem na wypisanej liscie pojawily si¢ wylacznie
elementy ze zbioru {ay, ..., @} (dlaczego?), cho¢ moze nie wszystkie. Powiedzmy — w liscie
naszej wypisaliémy a;, ..., a;,. Kazdy z nich jest reprezentantem ktéregos sposréd zbiorow

Xi, -+, Xi, mianowicie a;, reprezentuje X;, , a;  reprezentuje X; . Ale jesli @, wystgpuje w liscie,
to cale X; zostanie wypisane w licie. Istotnie, to co nie zostalo wypisane do sektora pod ktérym
jest wypisana a;, zostanie wypisane w tym sektorze. A wigc w naszej liscic wypisalismy w+ 1
zbioréw: X ,,a potem X; PERL Xi,,. Jednakowoz ich suma liczy w elementow przeczac
warunkowi Halla,

A wige wykazali$my skuteczno$¢ naszego algorytmu.

Ale udowodniliSmy po drodze istotne wzmocnienie twierdzenia Halla:

Jesli (X, ..., X,» jest rodzing spetniajacq warunek Halla, k < ni ({X;, a,), ..., (Xx, @) jest
selektorem dla rodziny <X, ..., X3, to istnieje taki selektor

Xy byYy oy X o)) dla rodziny ¢ Xy, ..., XoD, 2e {@y, oy @} C {byy ooy Ba ).

A wigc jesli mamy wybranych odpowiedzialnych za pierwszych & zadaf, to mozemy tak wybraé
odpowiedzialnych za wszystkie zadania, ze obrani do tej pory bedg odpowiedzialnymi (choé
moze za inne zadania).

A dowod tego wzmocnienia? Po prostu podlaczamy do naszego programu selektor ¢¢X;, a>,
+ey (X, @) i startujemy z punktu [ . No, ale to juz inna sprawa.

Zauwazmy wreszcie, ze Staszek — prawdopodobnie — znal nasz algorytm. Jesli bowiem
zastosujecie nasz program do rodziny:

{1,3,5}, {2,4,6}, {3,5,6}, {1,2,3}, {2,4,6}, {1, 5}> to otrzymacie selektor

«{1,3,5} 55, <{2,4, 6}, 6>, ({3,5,6},> <3, {1,2,3},2), ¢{2,4,6}, 4>, ({1, 5}, D).

Zyczg wesolego sprawdzania!

Dociekliwy Czytelnik «Delty» spyta, czy twierdzenie Halla ma i inne zastosowanie — oprécz
wspomnianego wyzej. Otdz nie ma co ukrywaé, ma. Zarébwno w technice, na przyklad

w nowoczesnych centralach telefonicznych (tak, tak), oraz oczywiscie do réznych probleméw
matematycznych, zawsze tam, gdzie zachodzi potrzeba wyboru bez powtérzen, sortowania etc.
Do twierdzenia Halla redukuje si¢ wicle probleméw — szczegblnie w teorii graféw, a nikogo

chyba nie trzeba przekonywag, Ze ta teoria ma zastosowania w technice (szczegdlnie w elektronice),

fizyce i innych dziedzinach.



Zjawisko Dopplera w optyce

Christian Doppler (1803-183%3) — austriacki
fizyk i astronom,

A= -E’- — dlugosé fali jest réwna ilorazowi
o

predkodci jej rozchodzenia sig w danym
odrodku i czestosci ¥o, z jakg jest ona
emitowana przez frddlo.

James Clark Maxwell (1831-1879) — angielski
fizyk, autor wielu prac z ré2nych dzialéw
fizyki, sformulowal podstawowe rownania
elektrodynamiki.

Pairz «Deltan 9/1974.

Iv) Nt

Rys. 1

Dr Aleksandra KOPYSTYNSKA

Zjawisko Dopplera kazdemu kto o nim wie niewiele, kojarzy si¢ z efektami akustycznymi.
Typowy, szkolny przyklad méwi o nadjezdzajacej lokomotywie i obserwatorze znajdujacym sie
blisko toru. Lokomotywa gwizdze, a wigc wysyla fale akustyczne, a obserwujacy jej przejazd
czlowiek slyszy wyraZnie zmiang tonu gwizdu w chwili, gdy lokomotywa mija go.

Przechodzac od przykladu do rozwazan ogo6lnych, bgdziemy operowali pojeciami Zrodia
wysylajacego fale (nie koniecznie akustyczne) o czegstosci v, i odbiornika reagujgcego na czestosé
dochodzacych do niego fal. Jezeli przez v oznaczymy predkosé z jaka porusza sig Zrodlo,

a przez ¢ oznaczymy pre¢dkosé rozchodzenia sig fal w otaczajacym Zrédlo osrodku, wystgpowanie
efektu Dopplera przejawi si¢ w tym, Ze nieruchomy odbiornik zarejestruje fale o czestosei

v
wzvo(li—).
C

Znak ,,+ " odpowiada sytuacji, w ktérej Zrédlo zbliza si¢ do odbiornika, znak ,,— " natomiast
odpowiada sytuacji, w ktorej Zrodio oddala sig. Efekt Dopplera wystapi tez, gdy odbiornik
porusza sig, a Zrodlo fal jest nieruchome, jak rowniez wtedy, gdy porusza si¢ zardwno Zrodlo,
jak i odbiornik. Podany wzor dobrze opisuje oba przypadki, w ktérych porusza sig¢ jeden
z element6w, a drugi pozostaje nieruchomy, jezeli spetniony jest warunek, Ze predkosé v Zrodia
lub odbiornika jest znacznie mniejsza od predkodci ¢ z jaka rozchodzg sig fale. Ustalamy uwagg
na przypadku, w ktérym ruchome jest Zrodlo i niech tym zZrédlem bedzie atom emitujacy
promieniowanie o czgsto$ci spelniajgcej warunek
E;—E,

wE
gdzie E; oznacza energi¢ stanu wzbudzonego, w ktérym atom znajdowat si¢ przed aktem
emisji, a £y oznacza energi¢ stanu, w ktérym atom znalazl si¢ po akcie emisji, h oznacza statg
Plancka. Ale czy mozemy obserwowa¢ okreslony atom w zbiorze identycznych atomoéw?
Oczywiscie nie. Atomy w zbiorze stanowigcym gaz lub parg, poruszaja si¢ w réznych kierunkach
z ré6znymi predkosciami o charakterystycznym rozkladzie opisanym wzorem Maxwella:

32
AN(v) = 4= ( ) *N-p?- e~mo22kT Ay,

m
2nkT
We wzorze tym AN(v) jest dlugoscia malego przedzialu wartosci liczby atoméw

poruszajacych si¢ z predkosciami bliskimi warto$ci v, zawartymi w przedziale o dlugosci Av,

N oznacza calkowitg liczbe atombw zbioru, m jest masa atomu, k jest stala Boltzmanna,

a T oznacza temperaturg gazu lub pary podana w stopniach Kelvina. Rozklad predkosci atoméw
w fazie gazowej jest izotropowy. Mozemy wigc rozwazaé jeden kierunek w przestrzeni, na
przykiad ten, w ktorym prowadzimy obserwacje. W kartezjanskim ukladzie wspotrzednych,
ktdérego poczatek umieszczony jest w srodku naczynka zawierajacego badane atomy, kierunek
obserwacji wybieramy wzdluz osi x. W naczynku jest pewna grupa atoméw o skiadowej predkosci
vx = 0, sa tez atomy, ktore poruszaja si¢ tak, ze ich skladowe v, sa zwrécone badz w strong
odbiornika, badzZ tez w strong przeciwna. Ostatecznie, dla osi x (tak jak i dla pozostalych osi)
rozklad predkosci jest taki, jak przedstawiony na rysunku 1. Odbiornik, ktéry ma zdolnosé
analizowania pod wzgledem czestoéci padajacego nafi promieniowania, reaguje rowniez na
natg¢zenie I. NateZenie promieniowania jest proporcjonalne do liczby promieniujacych atomow,

a te poruszaja si¢ z predkosciami wykazujacymi rozklad Maxwella. W wyniku tego oraz efektu
Dopplera, odbiornik rejestruje cale pasmo czgstosci zgodnie ze wzorem » = vo(1 + 2. /c), a rozklad

‘natezenia w funkcji czgstosci w tym pas$mie, ktore nast¢pnie bedziemy nazywali linia, jest

réwniez pokazany na rysunku 1. Szeroko$¢ linii Avp zmierzona w polowie jej wysokosci, setki
razy przewyisza tak zwang szeroko$¢ naturalna linii, jaka mozna by obserwowac¢, gdyby nie bylo
efektu Dopplera. Warto tu moze zauwazy¢, ze linie emisyjna i absorpcyjna maja taki sam profil.

A



ILiyIa Odwréémy zagadnienie i zamiast obserwowac lini¢ emitowana przez zbi6r atoméw, zbadajmy
ksztalt i szeroko$¢ linii absorbowanej przez zbi6r atoméw. Oswietlmy naczynko wzdhuz osi x
promieniowaniem rezonansowym pochodzacym z konwencjonalnego Zrédia §wiatla, a wiec
obarczonym szerokoécia dopplerowska. Temperatura naczynka jest zwykle duzo nizsza od
temperatury lampki, a wigc atomy poruszaja si¢ w nim z predkos$ciami uwarunkowanymi nieco
»wezszym” rozkladem Maxwella. Linia absorpcyjna ma ksztalt doppierowski, poniewaz
czgstodei rezonansowe dla atoméw poruszajacych sig z predkosciami v, wynosza v = »o(1 + v, fe).

i Jak wida¢ na rysunku 2, promieniowanie o czgstosci » mniejszej od », oraz wigkszej od », nie

7 X . v-v bedzie absorbowane przez atomy w naczynku (o§ rzednych, na ktérej odlozone jest natgZenie
i e linii absorpcyjnej zostala odwrocona w celu latwiejszej interpretacji rysunku). Jezeli w naczynku
— linia absorpcyjna nie wystgpuja zadne dodatkowe efekty, linia emisyjna nie ma powodu r6zni¢ sie od linii
Rys. 2 absorpcyjnej przedstawionej na rysunku 2.

Wspélczesne przyrzady optyczne majg tak dobra zdolnos¢ rozdzielcza, ze precyzja prowadzonych
badan uwarunkowana jest szerokoscia obserwowanych linii. Jak zdazyli$my sie juz przekonaé,

na lini¢ dopplerowska sktada si¢ jak gdyby suma linii pochodzacych od pojedyficzych atoméw
zbioru, poruszajacych si¢ z réznymi predkosciami. Wyodrebnienie takiej ,,pojedynczej” linii

Jjest zabiegiem analogicznym do znalezienia igly w stogu siana.

Poznamy teraz trzy rézne metody eliminowania skutkéw istnienia efektu Dopplera. Jedna
z najstarszych, bo liczaca sobie kilkadziesiat lat, jest metoda wiazek atomowych. Wiazka atomowa
Wigzka skolimowana — wiazka réwnolegla, to waski, dobrze skolimowany strumieni atoméw poruszajacych si¢ w zadanym kierunku.
Obserwacj¢ promieniowania emitowanego przez te atomy prowadzimy prostopadle do kierunku
wiazki. Mamy wi¢c do czynienia z przypadkiem, w ktérym wszystkie promieniujace atomy maja
sktadowg predkosci v, = 0. Odbiornik rejestruje waska lini¢ o czestosci #,, bedacej czestoscia
IN rezonansowa badanych atoméw. Zgodnie z tym, co zostato powiedziane poprzednio, przy
al o$wietleniu wiazki atomowe;j wigzka $wiatla rozchodzaca sig prostopadle do niej, z linii o profilu
dopplerowskim zostanie zaabsorbowane tylko promieniowanie o czestosci vo. Efektu Dopplera
mozna sig tez pozby¢é wykorzystujac wiasnosci promieniowania laserowego, a wiec jego wysoka
monochromatyczno$é czyli waskosé spektralna linii, bardzo duze natezenie oraz bardzo dobre
skolimowanie, a ponadto mozliwo$é strojenia czyli doboru czestosci linii laserowej do czestosci
przejscia rezonansowego w atomie. O$wietlajac zbiér atomow w naczynku linia laserowa
o czgstosci v, (zakltadamy, Ze szerokoéé linii laserowe;j jest tego rzedu, co szerokosé naturalna
s v, linii) réznej od czgstosci v, spowodujemy rezonansowa absorpcje tego promieniowania jedynie
IN : przez atomy o predkosci petniajacej warunek v, = vo(1+4v%/c), gdzie v, jest skladowa predkosei
! b) wzdluz kierunku rozchodzenia si¢ wiazki laserowej. Rozklad predkosci atoméw znajdujacych sie
i w stanie podstawowym zostanie zakl6cony i bedzie si¢ przedstawial tak, jak na rysunku 3a.
| Atomy o skladowej predkosci v, po pochionigciu kwantéw promieniowania o energii hyv, przejda
} do stanu wzbudzonego, w ktérym rozklad predkosci jest taki jak na rysunku 3b. W tym stanie sa
/&. tylko atomy o skiadowej predkoéci v} a szerokosé linii jest poréwnywalna z szerokoécia
naturalng. Udalo si¢ nam odnalei¢ igle w stogu siana. Przestrajajac laser, to znaczy zmieniajac
wartos¢ v, bedziemy mogli oddzialywaé z coraz to inna grupa atoméw. Dla v, = », bedziemy
mieli do czynienia jedynie z atomami o v4 = 0.
Inny sposéb pozbycia sig efektu Dopplera wykorzystuje tak zwana absorpcje dwufotonowa.
Wigzka laserowa przechodzi przez naczynko zawierajace badane atomy, trafia na zwierciadlo,
odbija si¢ od niego i ponownie przechodzi przez naczynko po tej samej drodze, ale w przeciwna
strong (patrz rysunek 4).
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Czestosé linii laserowej jest tak dobrana, aby dopiero suma energii dwéch kwantéw odpowiadala
przejéciu atomu migdzy dwoma poziomami energetycznymi, czyli

hl’o+h1’o = Eg"'El.

Atom, ktéry porusza si¢ w naczynku z predkoscia o skladowej wzdluz kierunku rozchodzenia sig
wiazek $wiatla réwnej v,, bedzie w stosunku do jednej z wiazek oddalal si¢ od Zrodia (tym razem
atom jest odbiornikiem), w stosunku do drugiej — bedzie si¢ do niego zblizal. W pierwszym
przypadku, jego czestos¢ rezonansowa wyniesie »; = v3(1 — v,/c), w drugim natomiast ¥, =

= v5(1+ v/c). Absorbujac réwnoczesnie po jednym fotonie z kazdej wigzki, atom nasz nie
zauwazy faktu, Ze si¢ porusza. Pomndézmy oba réwnania przez stala Plancka i dodajmy
stronami. Otrzymamy

hvy +hv, = hyo(1 —v.fc) + hve (1 +vy/c) = 2hy,.

A co bedzie, jesli nasz atom pochlonie oba fotony z tej samej wiazki? Woéwczas nie
pozbedziemy si¢ efektu Dopplera. Istnieje jednak sposéb zmuszenia atomu do absorpcji po jednym
fotonie z kazdej wigzki. Omédwienie go przekroczytoby jednak ramy tego artykuhu.
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Problemy budowlanc

W sklepach z artykutami modelarstwa lotniczego, na
przyklad w Skladnicy Harcerskiej, mozna tanio kupié
duzg ilos¢ cienkich listewek, o przekroju np. 2 x 3 mm.
Postuza nam one do ciekawego doéwiadczenia.

Potnijmy listewki na odcinki o diugosci okoto 25 cm.
Czy umielibyscie teraz zbudowa¢ z nich szkielet dachu
nad hala o wymiarach 1,5 x 1,5 m, nie klejac, nie wiazac
1ni nie laczac listewek w inny sposdb ze soba?

A jest to mozliwe, Aby dopiaé tego, zauwazmy najpierw,
ze jesli utozymy cztery listewki jak na rys. 1 i kazdej
wolny koniec podeprzemy, to listewki nie spadna.

Rys. 2
Gdyby koniec D listewki d opadt o pewien odcinek, nazwijmy go
OPp, to koniec A listewki a musialby opasé bardziej:

Jesli taki ,,wezel” zapewnia utrzymanie w powietrzu
jednego konca kazdej dochodzacej do niego listewki,

to dlaczego klockow, ktore podpierajg pozostale konce,
nie zastapi¢ takimi samymi ,,weztami”? Dopiero wolne
kofice sterczace z tych nowych ,,wezléw’ mozna podeprzec¢
klockami.

Nasuwa nam to pomyst ogélnego przepisu na budowg
szkieletu dachu nad placem tak rozleglym, jak tylko
zechcemy. Widok z géry dwoéch takich szkieletow
przcdstawia rysunek 35

Budowa nie powinna sprawi¢ Wam trudnosci, jesli tylko

przeprowadzicie ja stopniowo, dodajac po jednym ,,wezle”.

Wszystkie konce listewek, ktore dopiero planujecie utozyé
w ,,wezel”, a ktore chwﬂowo nie sg tak zloZzone, muszg
by¢ tymczasowo podparte klockami. Tylko spod gotowych
»Wezlow” mozecie wyjmowac klocki.

S

Rys. 1

Nie ma w tym nic tajemniczego: Wyobrazmy sobie
bowiem, co by bylo gdyby koniec cho¢ jednej listewki
opad} choé troche. Niech to bedzie koniec D listewki 4.
Ot6z gdyby opadt on o odcinek OPp, to jak widaé

z rysunku 2, koniec a musialby opas¢ réwnoczesénie

o wigkszy odcinek OP, : OP,4 > OPp.

Ale doktadnie z tej samej przyczyny, rOwnocze$nie
koniec B listewki b musialby opas¢ o jeszcze wigkszy
odcinek: OPg > OP, (patrz rys. 1, 2). I tak dalej:
rownocze$nie OP¢c > OPgz i OPp > OPc. Ale

Z otrzymanego lancucha nieréwnosci:

OPp > OP;c > OPg > OP4 > OPp,
wynika nierowno$é
OPy, > OPp,

czyli koniec listewki d musialby réwnocze$nie opasé

o dwa rézne odcinki.

Tak jednak by¢ nie moze, i dlatego koniec listewki d nie
moze wcale opasc,

Widok z gory

[y -klocki podp.er{"'

trzy klocki podpierajace ten"wezely
zastapilismy nowymi “wezlami"

Rys. 3



Podobnie jak to uczyniliSmy dla pojedynczego ,,wezta”,
mozna teoretycznie wyjasni¢ dlaczego caly taki szkielet
utrzyma si¢ nad ziemia. MoZna mianowicie udowodnié,
Ze nad ziemia utrzyma si¢ kazdy taki szkielet dachu,

w ktérym podparte beda wszystkie te konce listewek,
ktore nie wspottworza ,,wezla”. Kazdy z wielu mozliwych
dowodow tego faktu wymaga jednak sporej liczby
dodatkowych wyjasnien, bez ktérych nie bylby
przekonywujacy, a te z kolei wykraczalyby poza ramy
tak Malej Delty, jak i Waszej cierpliwosci.

Dlatego powrd¢émy lepiej do faktéow doswiadczalnych.
Czy sa mozliwe inne samotrzymajace sie ,,wezly”?

Tak, na rysunku 4 widzimy ,,wezel** z 3 listewek

i widok z gory szkieletu zrobionego z takich weztéw.
Sprébujcie skonstruowac jeszcze inne ,,wezly” i szkielety
dachéw. Nie wszystkie ,,wezly” w jednym szkielecie musza
by¢ jednakowe; szkielet ztozony z dowolnych ,,weztéw”
utrzyma si¢ w powietrzu, jesli tylko wszystkie konce
listewek nie lezace w wezle beda podparte.

konieczne miejsca
pedparcia dachu

Rys. 5

Budowa dachu jest nieco trudniejsza niz budowa szkieletu,
gdyz ze wzgledu na watto$é budowli z kart, trudno jest go
wewnatrz tymczasowo podpieraé. Najlepiej jest utozyé
dach na podlodze, podkiadajac z dwéch stron
dwuczgsciowa ramke z listewek, jak na rys. 6, a gotowy
dach przenies¢ dopiero, trzymajac go za pomoca ramki,
na budowle i tam ostroznie wyja¢ kazda czeé¢ ramki spod
dachu. Wtedy dach spocznie na budowli.

Ramka musi by¢ gladka, trzeba ja wygtadzi¢ papierem
Sciernym, a dobrze jest ja jeszcze potem polakierowag.
Jest z tym trochg roboty, ale jesli karty sa nowe, to dach
wychodzi lekko wypukly, wielospadowy i naprawde fadny.
N::i kpniec proponuj¢ Wam rozwiazanie jeszcze dwdch
zadan:

— Przerzuci¢, naturalnie bez klejenia, szkielet mostu

z listewek dlugosci 25 cm, ponad rzeka o szerokosci 1 m;
— Dla karciarzy: przettumaczyé na jezyk kart jakis inny,
wymySlony przez Was, typ szkieletu.
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Rys. 4

Ci z Was, ktérzy budujg z kart, natkneli sie byé moze na
problem pokrycia dachem Colosseum (rys. 5). Dach taki,
nawet o bardzo duZej rozpigtosci, nie trudno skonstruowaé
tlumaczac na jezyk kart szkielet z rysunku 3.

Podobnie jak szkielet z rysunku 3, tak i dach z kart

z rysunku 5 nie musi by¢ kwadratowy; mozna go
dopasowa¢ do ksztaltu pokrywanej hali, a takze wiec

do Colosseum.

._Vtu spoczywa gotowy dach

| za te uchwyty podnosimy
ramkg z dachem na budowle
a nastepnie wyciggamy kazds

czest ramki spod dachu

o,

Rys. 6
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Marzenia przysziego profesora

Pewien znany fizyk, kiedy mial 12 lat, pragnat polecie¢ na —
Ksigzyc. Wymysélit nawet tani sposéb uzyskania
dostatecznie duzej predkosci. Nie potrzebowal zadnych
rakiet, wystarczylyby wlasne nogi i dobre 16zko. Zasada
byla nastgpujaca: po odbiciu sie od 16zka mozna

wznies¢ sig na pewna wysoko$é, nastepnie po wyladowaniu
odbi¢ si¢ ponownie i tak dalej. Za kazdym razem

cztowiek wznidstby si¢ wyzej. W ten sposdb, dzieki pracy
swoich migs$ni rozlozonej na drobne raty mozna by nadaé
sobie do$¢ znaczng energi¢. Jakos nie udato mu si¢ nigdy
zrealizowa¢ swojego pomystu. Oczywiscie takiej proby nie
wytrzymaloby zadne 16zko, zadne nogi, przeszkadzalby
réwniez opér powietrza, ale nie potgpiajmy przyszlego
profesora zbyt ostro, gdyz jego pomyst nie byt catkiem
niemadry. Jeszcze do niego wrécimy, ale na razie zmieimy
temat. :

= Jak rozbuja¢ wahadlo nie dotykajac go?

Czy pamigtasz jaka wlasno$é ma zawieszony na nici ciezarek ? Wychylony lekko
z poloZenia réwnowagi waha si¢ tak, Zze okres wahan, czyli czas pelnego ruchu
tam i z powrotem, jest staly. Mozna go tylko zmienié przez wydluZenie lub
skrocenie nici. Wiasnos¢ te¢ wykorzystaliSmy niedawno do zrobienia tzw. wahadla
sekundowego (patrz Mata Delta 1/1976).

Co nalezy zrobi¢, zeby rozhusta¢ wahadlo?

Oczywiscie, mozna wychyli¢ cigzarek do pewnego,
niewielkiego kata i pusci¢ go. Mozna teZ trzymaé gérny
koniec nitki i umiejgtnie lekko poruszaé dlonig. Mozna tez
sprawi¢, zeby wahadlo samo zaczeto si¢ wahaé. Kto nie
wierzy, niech sprébuje.

Na poziomo rozwieszonym sznurze zawieszamy dwa
cigzarki na nitkach o réwnej diugosci. Wprawiamy jeden
cigzarek w ruch i obserwujemy co sie dzieje. Wahania
rozhustanego ci¢zarka stabng stopniowo, natomiast ni stad
ni zowad zaczyna wahac si¢ drugi ciezarek. Po kilku
ruchach wahania pierwszego cigzarka ustaja calkowicie,
podczas gdy drugi wyraznie si¢ waha. Nastepnie sytuacja
odwraca sig i tak dalej, wahadla przekazuja sobie
nawzajem drgania do czasu, az wszelkie ruchy ustang

z powodu strat energii. Tak jest jednak tylko wtedy, kiedy
nitki, na ktérych wiszg cigzarki, maja te samg dlugosé.
Mozesz zmieni¢ dlugos¢ zawieszenia jednego z ciezarkéw
i sprawdzi¢, Ze nie begdzie 2adnego przekazywania ruchu
od jednego wahadla do drugiego. Efekt jest zadziwiajacy,
ale nie ma w tym nic tajemniczego. Wahajace si¢ wahadlo
musialo wprawi¢ sznur w drobne ruchy, ktére zostaly
przekazane innemu wahadiu o tej samej dlugosci. Kiedy
wahadta mialy rézng dlugoéé, a wiec byly niedostrojone,
sznur drgal zbyt szybko lub tez zbyt wolno, zeby
rozhustaé drugie wahadlo. Mozna tez wprawi¢ cialo

w ruch nie tylko za jednym zamachem, ale takze
popychajac je leciutko, ale w por¢, w odpowiednich
odstepach czasu.
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Jest jeszcze inna, ciekawa odmiana tego doSwiadczenia: mozesz rozbujaé ciezky
ksiazke zawieszong na dwoéch nitkach po prostu dmuchajgc w nig. Chyba po
wykonaniu poprzedniego doswiadczenia nie wydaje ci si¢ to niemozliwe, ale
mozesz latwo zaimponowaé osobom niewtajemniczonym. Dmuchnij raz

w zawieszona ksiazke i poczekaj, az ksigzka ta, po lekkim wychyleniu si¢ przejdzie
przez najnizsze poloZenie i przyblizy si¢ do ciebie. Wtedy dmuchnij ponownie.
Wychylenie bgdzie duzo wigksze. Za kazdym razem dmuchaj w momencie, gdy
ksigzka jest najblizej ciebie. Po paru dmuchnieciach mozesz osiggnaé catkiem

silne wahania.

Dzigki rezonansowi

W obu do$wiadczeniach mieliSmy do czynienia z tym
samym zjawiskiem. Wahadlo, ktére moze wahac sig¢

z okreslong czestotliwoscia, wprawione zostalo w ruch
przez dzialanie malg sila, ale z tg samg czgstotliwoscia.
Zjawisko to nazywamy rezonansem. Odruchowo korzysta
z niego kazde dziecko hustajace si¢ na hustawce.
Hustawka jest oczywiscie zwyklym wahadlem i ma swéj
okres wahan zalezny od dlugosci lin. Aby wprawic¢
hustawke w ruch dziecko wykonuje rytmiczne ruchy
nogami i calym cialem. Ruchy te musza by¢ wykonywane
z takim samym okresem, jak naturalny okres wahan
hustawki. Wiadomo, ze nawet przy najwigkszych
wysitkach mieéni, czynionych nieregularnie lub zbyt
szybko, hustawka prawie wcale nie bedzie sie poruszac.
Rezonans odnosi sig nie tylko do wahadtla, ale do kazdego
uktadu zdolnego do drgan. Z rezonansem spotykasz sig¢
na kazdym kroku. Kiedy nastawiasz radio na dang stacje,
to dostrajasz je tak, by bylo w rezonansie ze stacja
nadawczg. Masz wtedy do czynienia z dziesigtkami

i setkami tysigcy drgan na sekunde. Z réznymi przejawami
rezonansu spotykajg si¢ naukowcy w kazdej galezi fizyki
wspolczesnej: fizyce jadrowej, fizyce ciala stalego, optyce.
Chyba jednak najwazniejsza zasluga rezonansu jest to,

Ze ... nie jesteSmy glusi. Gwoli sprawiedliwosci trzeba
przyznac, ze zjawisko rezonansu bywa szkodliwe. Nie
lubimy, na przyklad, kiedy piecyk gazowy lub rury
wodociagowe ,,wpadng w rezonans’ i huczg na caly dom.
Nie radzg ci takze iS¢ miarowym krokiem po delikatnym
moscie zawieszonym nad przepascig.

Wréémy do sprawy niedoszlej podrézy kosmicznej
przyszlego profesora. Przechodzac do doswiadczen

z wahadlami tylko pozornie zmieniliSmy temat. Pomyst

z rozhustaniem si¢ na l6zku opieral si¢, podobnie jak

w pozostalych przyktadach, na zasadzie rezonansu,
chociaz sam projektodawca nie zdawal sobie z tego sprawy.

. «Malq Delte» opracowali: Przemyslaw Nowicki, Aleksander Rusiecki i Daria Zieminska.



[Laboratorium w domu

Uwainy Czytelnik zawola w tym miejscu ze
zgroza: Co to za okrag, kidrego promien sig
zmienia? Dla matematyka — zaden, dla
fizyka — okrag z dokladnoscig do zmiany
promienia jaka moZe nastapi¢ w ciggu doby.

Zmiana ta jest dostatecznie mala (sprawdicie!),

Zeby ja przy konstrukciji naszego zegara
zaniedba¢. Dokladniejszy pomiar wykazalby
oczywiscie, Ze koniec cienia porusza si¢ po
spirali.

Dr Jan A. GAJ

BARDZO DUZY ZEGAR RETRO

— Klepsydra? — Swieca? Nic z tych rzeczy. Duzy to znaczy rzeczywicie duzy,
na 150 milionéw kilometrow.

A wiec zegar sloneczny — Ze nie ma sekundnika? Ale za to bgdzie mial datownik
i to taki, ktory nie wymaga dlugiego krecenia na koncu kazdego miesigca
krotszego niz 31 dni.

Aby skonstruowac ziemska czg$¢ naszego zegara (Stonce na szczgscie juz istnieje)
przyjmiemy nastgpujace zaloZenia teoretyczne:

1° Ziemia jest kula.

2° Ziemia obraca si¢ jednostajnie dookola wilasnej osi (przechodzgcej przez oba jej
bieguny geograficzne) z czestoscig v = (24")~1.

3° Oproécz tego Ziemia obiega Stonce ruchem jednostajnym po okregu z okresem
T = 365 dni. Plaszczyzng tego okrggu nazywamy plaszczyzng ekliptyki.

4° Of$ ziemska jest nachylona do plaszczyzny ekliptyki pod katem o = 66°33".

5° Réwnonoc wiosenna przypada 21.111.

Wielu z Was zarzuci mi w tym miejscu, Ze to wszystko klamstwa i, co gorsza,
bedziecie mieli racje. Na swoja obrone moge tylko powiedzieé, ze poczymone tu
odstepstwa od rzeczywistosci sa bez znaczenia w granicach dokladnosci opisanego
tu zegara. Przyst¢pujac do budowy zegara musimy zdecydowac si¢ na jedna

z jego wersji. Pierwsza bedzie wersja

DLA LENIWYCH GLOW I PRACOWITYCH RAK: ZEGAR ROWNIKOWY.

Najprosciej (teoretycznie) byloby go zrobi¢ usuwajac cala pétkule péinocna,
pozostawiajac tylko o§ ziemska w postaci odpowiednio grubego preta, ktérego
cieni padalby na odslonigta plaszczyzne réwnika. MusielibySmy oczywiscie
zaopatrzy¢ te plaszczyzne w odpowiednig skalg (rys. 1). Zauwazmy, Ze skala

o

24

ze koniec cienia osi ziemskiej bedzie zakreélal na plaszczyznie réwnika okregi
o promieniu zaleznym od kata, jaki padajace promienie stoneczne tworzg z ta
osia:

godzinowa bedzie tu réwnomierna '(1 godzinie odpowiada = 15") oraz,

= htgP, gdzie h jest dlugoscia preta.

Poniewaz kat padania promieni stonecznych zalezy od pory roku, mozemy
narysowaé na plaszczyZznie rownika szereg okregéw o promieniach
odpowiadajacych poszczegblnym datom — tak powstanie zegar z kalendarzem,
ktorego tarcze przedstawia rysunek na 1V stronie oktadki. Oczywiscie okregi
narysowano przy zaloZeniu takiej wysokosci 4, jaka zostala zaznaczona na
rysunku. Dociekliwi sprawdza bez trudnoéci, Ze kat f powiazany jest z pora roku
zaleznoscia:

" t
cosfi = cosasin2s T
gdzie ¢ jest czasem jaki uplynal od dnia réwnonocy wiosennej, « — katem miedzy
osia ziemska a plaszczyzna ekliptyki, a T— okresem obrotu Ziemi dookota
Stonca. Z tego wzoru wyliczono wartosci f, a w konsekwencji promienie okregéw
odpowiadajacych poszczegélnym datom.
Osobom, ktére mialyby trudnosci z przecigciem Ziemi, doradzam wycigcie lub
przerysowanie rysunku i umieszczenie go réownolegle do plaszczyzny rownika,
to jest pod katem do pionu réwnym szerokosci geograficznej ¢ miejsca pobytu,
z najwyzszym punktem okregu skierowanym na potudnie (rys. 2).
Oczywiscie godzina 12-ta powinna znajdowac si¢ najniZej, a zegar powinien by¢
zaopatrzony w prostopadly do plaszczyzny skali precik o diugosci h.
Widaé, ze konstrukcja zegara stonecznego, cho¢ nieskomplikowana wymaga
pewnego nakladu pracy : nalezy wykona¢ forme jak na rys. 2 ze sklejki lub innego
materiatu, zapewni¢ odpowiednia wartos¢ kata ¢ (nalezy znalez¢ na mapie swoja
szeroko$¢ geograficzng), wreszcie osadzi€ precik, ktérego cien stuzy za wskazowke.
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Praca uproscitaby si¢ znacznie w przypadku poziomej skali. Nic jednak za darmo—
ilustruje to druga wersja naszego czasomierza

DLA LENIWYCH RAK I PRACOWITYCH GLOW: ZEGAR POZIOMY.

Latwo widaé, ze skale pozioma mozna otrzymac przez wykonanie rzutu
srodkowego skali rownikowej na plaszczyzng pozioma z wierzchotka precika —
wskazowki (rys. 3).
Latwo zauwazy¢, ze przy takim rzutowaniu pélproste radialne (wyznaczajace
na skali godziny) przechodza w polproste. Rzuty okregdw odpowiadajacych
Bedy to powierzchnie stotkowe przechodzqce poszczegbélnym datom beda przekrojami powierzchni stozkowych plaszczyzna
s e pozioma P. Wiadomo, ze takie przekroje moga w ogdlnosci mie¢ ksztait kota,
) elipsy, paraboli lub hiperboli. Dla naszych szerokosci geograficznych beda to
wylacznie hiperbole. Jestem przekonany, ze kazdy Czytelnik po odpowiednim
czasie ruszania glowa potrafitby narysowac skalg dla zegara poziomego. Nie bgdac
jednak sadystg podaj¢e Wam gotowy wzdr (rysunek na przedniej okladce) dla
szerokosci geograficznej Warszawy ¢ = 52°13’. Wysokos¢ precika h zaznaczono obok.
Nalezy pamigta¢, ze powinien on by¢ umieszczony pod katem ¢ do poziomu.
Porownujac te dwa rodzaje zegarow stonecznych widzimy jeszcze, ze zegar
poziomy moze by¢ uzywany przez caly rok, podczas gdy przedstawiona tu wersja
zegara réwnikowego — tylko wiosna i latem (od réwnonocy wiosennej 21.1I1. do
jesiennej 23.1X.).
Pozostaje jeszcze pytanie:
Co wskazuje zegar stoneczny?
Oczywiscie czas, niestety jednak lokalny. Jak sie on ma do czasu, wedlug ktérego
regulujemy nasze zegarki? Roznie.
W Stargardzie Szczecinskim i Zgorzelcu praktycznie si¢ z nim pokrywa. Dla
wschodnich krancéw Polski lokalne poludnie nastepuje ponad pét godziny przed
potudniem oficjalnym. Co mozna zrobié, zeby zegar stoneczny wskazywal czas
urzedowy? Przy zegarze poziomym niezbgdne jest narysowanie jego skali od nowa.
Zegar rownikowy ma tu przewage — wystarczy obroci¢ jego skale o pewien kat
wokol punktu zamocowania precika. Mozna ten kat obliczy¢ lub po prostu tak
obroci¢ tarczg, zeby uzyska¢ zgodno$¢ na przyklad z radiowym sygnatem czasu.
Juz wybraliscie model dla siebie? Jesli nie, to daje Wam jeszcze trzeci do
wyboru — kieszonkowy zegar sloneczny z kompasem (rys. 4).
Powodzenia w pracy!

Gdyby «Delta» byla wydawana w roku 1768 w Drukarni Jego Krolewskiej Mosci
i Rzeczypospolitej u XX Scholarum Piarum pisaliby$my wowczas tak

O Blyskawicach

Blyskawice sq zywe i predko przemijajqce $wiatla na powieitrzu zapalone.
Partykuly siarczyste, klejowate i tluste przez ekshalacjq z drzew i innych rzeczy
wychodzqce, gdy w powietrznq atmosferg wzbijq si¢ i tam si¢ skupiaé zacznq,
wtenczas przez wzajemnq fermentacjq latwo sie zapalajq i blyskawice sprawujq.
(Kalendarz Pélstuletni, PIW 1975, str. 202).

Dzigki pracy Beniamina Franklina (1706-1790) od 16 lat byt juz woéwczas znany
piorunochron i natura piorundéw. Ta wiadomos¢ jeszcze jak widac¢ nie dotarta do
kalendarzyka pod nazwa Kolgda Warszawska. Mozna to wytlumaczy¢ znacznie
wolniejsza niz dzisiaj wymiang informacji. Ale czy my mamy juz system tej
wymiany calkiem doskonaly? Czy wolno nam $miac si¢ z przodkéw? A moze my
tez myslimy nieraz o jakichs innych partykulach siarczystych? Zastanow sig.




Troche teorii sprezystosci

Rozwigzanie zadania M 79,

Jeiéeli n jest liczba naturalng wigkszg od 3
= 2k lub

n = 2k 3, gdzie k jest liczbg naturalna
wigkszg od 1. Niech bedzie dany trojkat ABC,
Na bokach AB i AC obierzmy odpowiednio

i roina od 5, to jest postaci n

. 1
punkty D i E tak, aby BD k AB, CE

K CA, a bok BC podzielmy na k réwnych
cz¢sci.
Przez kazdy punkt podzialu prowadzimy do
przecigeia « DE odcinki réwnolegle do AB

i AC. Otrzymujemy w ten sposob podziat
trojkata na 2k trojkatow do niego podobnych.
Lyczac ponadto Srodki odeinkdw 4D, DE

i £.4 otreymujemy podzial tréjkata ABC na
2k + 3 1rojkaty do niego podobne.

1o — konfiguracja poczatkowa w chwili 1 = 1o
(stan przed odksztalceniem osrodka)

2, — konfiguracja w chwili f = ¢, (stan po
odksztalceniu osrodka)

Q,
t=t
= ul(ikl i
ffw;

Mgr Waclaw FRYDRYCHOWICZ

,,Fale sejsmiczne niosa informacje o wlasnosciach fizycznych o$rodka, o defektach wystepujacych
w jego strukturze 1 o nieciaglosciach parametréw sprezystych we wnetrzu Ziemi” pisal rok temu
(«Delta» 1975, nr 1) A. Guterch w swym artykule o badaniach nad gleboka struktura Ziemi.

W sejsmologii wnioskowanie o strukturze niedostgpnych bezposredniemu badaniu geologicznemu
obszaréw wnetrza Ziemi odbywa si¢ z grubsza méwiac, wedlug nastepujacego schematu: ,,gdyby
Ziemia byla jednorodnym oérodkiem sprezystym, to potrafiliby$émy przewidzieé, jaki bedzie obraz
drgan wywolanych np. wybuchem na sejsmografie odleglym o tyle a tyle od punktu, w ktérym

te drgania zostaly wywolane. Wszelkie odchylenia obrazu zarejestrowanego przez sejsmograf

od obrazu idealnego $wiadcza o niejednorodnosciach oérodka; charakter tych odchylen pozwala
ustalié, jakie to mogg byé niejednorodnosci”.

Umiejetnos$é odezytania informacji niesionych przez fale sejsmiczne wymaga wigc znajomosci

teorii rozchodzenia sig¢ drgan w osrodku sprezystym. Zajmiemy sie tym wlasnie zagadnieniem.

Dla kazdego osrodka sprezystego mozna podaé charakterystyczne dla niego parametry. Nazywamy
je stalymi materialowymi. Je$li o$rodek jest jednorodny (gestosé jego jest stala) oraz izotropowy
(sposdb rozchodzenia sig fal jest jednakowy w kazdym kierunku), to wlasnosci sprezyste tego
osrodka mozna w pelni scharakteryzowaé przez podanie dwu tylko stalych materialowych: modutu
Younga E i wspélczynnika Poissona » (oraz gestosci g). Modut Younga ma, jak wiadomo,

wymiar kG/cm?, » jest wielkoscig bezwymiarowa, spelniajaca teoretycznie nieréwnosé 0 < » < 1/2.
Eksperymentalnie stwierdzono, ze wspolczynnik Poissona zawarty jest na og6l w przedziale

(1/4, 1/2). Czesto postugujemy si¢ innymi stalymi materialowymi 4 i #, zwanymi stalymi Lamégo.
Sa one zwiazane z E i » nastepujaco:

_GA2pp 2

E v = :
Atu 2(A+4)

Stale 4 i u sa dodatnie dla kazdego oérodka sprezystego i — jak wynika z powyiszych
zwigzkéw — w pelni charakteryzuja dany jednorodny i izotropowy oérodek sprezysty.

Przypusémy teraz, ze mamy do czynienia z nieograniczonym we wszystkich kierunkach osrodkiem
sprezystym i ze w pewnym jego punkcie wywolane zostalo zaburzenie, powodujace przemieszczenie
(zmienne w czasie) pewnego punktu. Z przemieszczeniem si¢ tego punktu beda zwiazane
oczywiscie zmienne w czasie przemieszczenia punktéw niezbyt odleglych. Przemieszczenie
punktéw wypelniajgcych poczatkowo pewien obszar zwany w tej teorii konfiguracja bedzie
oznaczalo odksztalcenie si¢ tego obszaru: moze zmienié si¢ zaréwno ksztalt jak i objgtosé. Latwo
zauwazy¢, ze kazde odksztalcenie mozna rozlozyé na dwie ,,skladowe’: odksztalcenie czysto
postaciowe (zmiana ksztaltu bez zmiany objetosci) i odksztalcenie czysto objgtosciowe (zmiana
objetosci bez zmiany ksztattu — podobienstwo). Oczywiscie lokalne odksztalcenie osrodka bedzie
powodowalo réwniez przemieszczenia punktéw coraz dalej polozonych od poczatkowego
zaklocenia, odksztalcenia obszaréw coraz bardziej odleglych: zaburzenie spowoduje

rozchodzenie si¢ w osrodku fal sprezystych.

Ten uproszczony obraz pozwala przewidywac, ze znajomos¢ zwigzkoéw pomiedzy
przemieszczeniami punktéw osrodka, dzialajacymi w ofrodku sitami i parametrami
charakteryzujacymi oérodek, oraz zaleinosé tego wszystkiego od czasu powinny umozliwic¢
przewidywanie przebiegu rozchodzenia si¢ zaburzen w oérodku. I tak rzeczywiscie jest.

W analizie teoretycznej rozchodzenia sig fal w o§rodku sprezystym wychodzi sig z tzw. réwnan
Naviera (réwnan przemieszczeniowych). Aby je napisaé, identyfikuje si¢ osrodek z kartezjariska
przestrzenia tréjwymiarowa o osiach wspolrzednych x;, x5, xs. Jesli przez X = (%1, X2, %3)
oznaczy¢ poczatkowe polozenie pewnego punktu osrodka w chwili #,, a przez X = (xy, X3, X3)
polozenie tego samego punktu w chwili ¢, to

1% ua (uy, uz, us)

bedzie wektorem przemieszczenia tego punktu. Przemieszczenie to zalezy nie tylko od czasu,’
ale i od polozenia poczatkowego. Jesli wigc przyjaé

x = xX,0) = 02, 1, %3, 9)
U= x,(xu,:)—j‘n

a wiec kazda sktadowa przemieszczenia jest funkcja czterech zmiennych (trzy wspolrzedne i czas).
Zaklada si¢ przy tym, Ze przemieszczenie U jest zawsze zwiazane z dzialaniem tzw. sil masowych,
ktorych wielko$¢ rowniez zalezy od polozenia punktu i od czasu. Sily masowe oznaczamy
symbolem P:

dla =123,

P=(P13P25P3)'
i2



1
Wartoé¢ wspolczynnika n rowna 5 oznacza,

7e predkoéé fazowa emitowanej fali
elektromagnetycznej w jonosfggze jest
wigksza ni2 ¢ (réwna 2c). Ale z teorii
wzglpdnosci wiemy, ze sygnaly nie moga si¢
rozchodzi¢ z predkosdcig wigksza niz c.

Na szczgécie otrzymany wynik nie jest
sprzeczny z teoria wzglednosci.

Predkosci fazowe mogg przekraczaé c.
Ograniczenie dotyczy tzw. ,,predkosci
grupowej” fali, ktéra dla fali
elektromagnetycznej rozchodzacej sig

w préZni, rowna jest predkosci fazowej fali.
Niestety ramy tego dzialu nie pozwalaja na
opisanie roznicy tych dwéch wielkosei.
Zainteresowanych odsylamy do ksiazki

F. C. Crawforda ,,Fale” (PWN — 1972).
Warto jeszcze zauwazyé, 2¢ w rzeczywistosci
wartosé n silnie zalezy od czestoscei fal
radiowych i jest wigksza od jednosci dla

vg = 50 MHz.

Wilasnosé (4) jest rébwnowaina siwierdzeniu,
ze dla dowolnej powierzchni zamknigtej
suma (po wszystkich elementach powierzchni)
rzutow odksztalcen elementow tej
powierzchni opisywanych przez potencjal
wektorowy na kierunki prostopadle do tych
elementdw (zwrot prostopadlej wybieramy
na zewnatrz powierzchni) jest réwna zeru,
Podobnie fakt, e odksztalcenie opisywane
potencjalem skalarnym jest dane przez
gradient potencjalu (g,k), jest rownowainy
stwierdzeniu, ze suma takich odksztalcent
wzdluz dowolnej krzywej zamknigtej jest
réwna zeru,

Teraz mozemy juz napisa¢ rOwnania Naviera. Majg one postac

) Iz i
i=1

dla i = 1, 2, 3. Postac (1) jest skomplikowana. Dla ulatwienia Zycia w mechanice cz¢sto
wprowadza si¢ réZne umowy upraszczajace zapisywanie wzorow:

3
azu, azﬂj a3u.
=+(A+ ——+oP =0 ——
3):_? (A+p) J=E ; Px10%) ery =g ar2

6"::; e s
5 zapisuje si¢ jako uy,j |;
Ixj

a
— pochodna czastkows -ai oznacza si¢ symbolem f; (a wiec np.
Xy
— pochodng czgstkowa wzgledem czasu oznacza si¢ kropka nad funkcjg rézniczkowana (a wiec
32u(
np. #é; oznacza ——|;
P. a2 )
— wprowadza si¢ ponadto tzw. konwencj¢ sumacyjna polegajaca na tym, Ze opuszcza si¢ znak
sumy, pozostawiajac go domysinosci czytelnika wsz¢dzie tam, gdzie w jednomianie
wystepuje dwa razy ten sam wskaznik. Na przyklad wzor
af

*) . o

= ] 2’ 3,
ax; el

nie ma sensu bez domyslnego znaku sumy, ktoéry wystepuje po stronie prawej; w konwencji
sumacyjnej rownosé (*) oznacza

3., f
(**) df = Z BLEFYN
; d9x;
=1
Po zastosowaniu tych uméw do réownan (1) mozemy przepisac je w postaci (pozornie) prostszej:
2 puy, A+ wuy, i+ oPy = oily, i,j=1,2,3.

Jak mowili§my, rownania Naviera opisuja zwiazek migdzy wlasnosciami materiahi,
przemieszczeniami i dzialajacymi sitami masowymi a poloZeniem punktu i czasem. Nie bedziemy
tu zajmowali si¢ wyprowadzaniem i interpretacja tych rownan. Do naszych celéw wystarczy
bowiem wiedzie¢, ze z dobrym przyblizeniem opisuja one zachowanie si¢ rzeczywistych
izotropowych i jednorodnych o$rodk6éw sprezystych.
Wyprowadzenie z (2) rdbwnan opisujacych rozchodzenie sig fal sprezystych jest doéé proste —
jesli zastosowac pewne dodatkowe triki techniczne. Okazuje si¢ mianowicie, Ze mozna tak
wprowadzi¢'cztery pomocnicze funkcje ¢ i vy, 91, ¥3, by spelnione byly zwigzki:
(3) uy = w:t'*'aklm'pl,m; kilm=1,23
pamigtamy o konwencji sumacyjnej!), gdzie
1 gdy (k, I, m) jest parzysta permutacja liczb 1, 2, 3,

Exm = 10 gdy jakies dwie z liczb k, I, m sa rowne,

: —1 gdy <k, I, m> jest nieparzysta permutacjg liczb 1, 2, 3;
przy tym )
@ ye,e = 0.
Zarowno funkcja g, jak i tréjka funkeji (yy, v2, vs) maja dobrze okreslone interpretacje
fizyczne. Pierwsza z nich, zwana potencjalem skalarnym, charakteryzuje odksztalcenia
objgtosciowe, natomiast y = (y,, 92, ¥3) nazywa si¢ potencjalem wektorowym i charakteryzuje
odksztalcenia postaciowe.
Podobny zabieg mozna réwniez zastosowac do wektora sit masowych:
tak dobiera si¢ funkcje @ i ¥ = (¥, ¥,, ¥,), by byly spelnione zwiazki
&) Pi=D+e0nWmy klm=1,23
(interpretacji @ i ¥ nie omawiamy).
Podstawiajac zwiazki (3) i (5) do réwnani Naviera (2), otrzymamy nastepujace zaleznosci:
6) [(A42p)p, 15+ 0P — 0P+ Eramlptyy, 5+ 005 — 09l m = 0.

Poniewaz funkcje ¢ i v, sa niezalezne, wigc rOwnanie (6) jest spelnione gdy oba wyrazenia
w nawiasach oddzielnie réwnajg si¢ zeru.
Otrzymamy wtedy nastepujace roOwnania:

A+2u

T | R
™ . 7 V-9 s
%Vz'i’a—;ﬁi = =¥,

gdzie symbol V? zastepuje operator rézniczkowy postaci
i a? a2

ot s
a2 e ie
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W przypadku jednowymiarowym
rozwigzaniem réwnania jednorodnego bez sil
masowych
b1p g
* il i |
€ okt &2
jest funkcja
a(x, t) = Asin -%'- (x—ct) (sprawdicie!)

opisujgca rozchodzenie si¢ fali o amplitudzie A
(dowolnej) i czgstosci w (dowolnej)
w dodatnim kierunku osi x z predkodcia c.

trajektoria
satelity

abserwacyjny

Oznaczajac

A+2
R Rk e oS T i)
e e

réwnanie (7) mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

(8.1) AVipg—§ = -,
(8.2) c%vzlﬂl_vl = —Wh

Ostatnie rOwnania nazywamy falowymi. Réwnanie (8.1) charakteryzuje falg rozchodzaca sig

z predkoscia ¢, . Nazywamy ja fala podluzna, albo fala P. Fala ta opisuje rozprzestrzenianie sig
odksztalcenia objgtosciowego. Z rownania (8.2) wynika, ze czgsto$¢ przemieszczenia odpowiadajaca
funkcji y, przenosi si¢ z mniejsza predkoscia c¢;. W sejsmologii fala rozchodzaca si¢

z predkoscia ¢, nazywana jest fala poprzeczng albo fala S. Z predkoscia ¢, rozchodzg si¢
odksztalcenia czysto postaciowe. Z okreslenia ¢, wynika, ze jezeli# = 0, to ¢; = 0. Oznacza to,
ze fala S nie moze si¢ rozchodzi¢ w o$rodku charaktervzujacym sie zerowa sztywnoscia na
odksztalcenia postaciowe. W sejsmologii przyjmuje si¢ 4 = p, co odpowiada przyjeciu wartosci

1
y= T W nieskoniczonym, jednorodnym i izotropowym osrodku spre¢zystym kazde zaburzenie

daje si¢ przedstawi¢ za pomoca superpozycji fal P i fal S. Jezeli jednak cialo jest ograniczone
albo niejednorodne, to wzbudzane sa w nim réwniez inne typy fal. (Najwazniejszymi z nich sg
fale powierzchniowe, ktére rozprzestrzeniaja si¢ w poblizu granicy). W tablicy ponizej podajemy
predkosci ¢, i ¢, dla kilku o$rodkéw sprezystych.

Osrodek Aluminium Miedz Stal Olow
¢i[m/s] 6,32-10° 4,36-10° 5,80-10° 2,14-10%
v 0,345 0,343 0,290 0,441 i
predkosé ¢, mozna wyliczyé ze wzoru: ¢ =ci- -12—}2"1

Rozwigzanie przykladu 2 z zadania F 27.
Wprowadzamy oznaczenia tak, jak zaznaczono na rysunku 1, gdzie s oznacza najmniejszg odleglodé satelity od punktu
obserwacyjnego, v jego predkosé, a ey — kat jaki tworzy trajektoria satelity z kierunkiem jego obserwacji w momencie
dokonywania i-tego pomiaru czestosci sygnalow.
Zachodzi oczywisty zwigzek:

=o(ti—t
(l) clgag = - D( i g !:) 2

¥

gdzie 7; oznacza czas i-tej obserwacji, a fo odpowiada chwili czasu, kiedy satelita znajduje si¢ najblizej punktu
obserwacyinego (f; = 0).
Na obserwowana zmiang czestosci sygnalow wplywa jedynie skladowa predkosci satelity rownolegla do kierunku
obserwacji (przypadek nierelatywistyczny). Dlatego:

1
@ v,-y‘.—_:yo(u m)
vcosa ¢
| I sl
[ 4
gdzie vy i vo 53 odpowiednio obserwowang i emitowang czestofcig sygnaldow.
Eliminujac kat oy z wzordéw (1) i (2) otrzymujemy:

) T

Wielkodciami niewiadomymi we wzorze (3) sq: fp, vo, v i 5.
Nalety zauwazyé, 2e teoretycznie wielkosci s i v nie s3 niezaleine. Bowiem w ruchu satelity dookola Ziemi silg
dodrodkowg odpowiedzialng za jego ruch jest sila powszechnego cigzenia. Stad natychmiast wynika zwigzek:

e
v s
@ - e
v .4 R
gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym ziemskim, a R promieniem Ziemi. Poniewaz na ogdl s {({ R, wartos¢ p jest
. vics . = " £ i km "
nieco mniejsza od pierwszej predkosci kosmicznej réwnej 7,9 - = Dla duzych [fj — f,] prawa strona wzoru (3) jest

w przyblizeniu réwna swojej granicy przy [#j — o] - 0. Korzystajac z tego otrzymujemy dla », przyblizong wartosé
40,00129 MHz. Natomiast rozwazajac wzdr (3) dla |#; — o] ~ 0 moiemy ocenié wartosé ty otrzymujac w przyblizeniu
+

87 s (1, = 0). Wartosé s wynosi okolo 420 km, a tym samym o ~ 7,65 -k-:—.'—. Czytelnikéw zachecamy do
dokladniejszego dopasowania parametrow fg, vg | 5§ metodg iteracyjng do wartoéci »; podanych w zadaniu.

Na wysokosci 420 km atmosfera jest tak rozrzedzona, ze wspolczynnik zalamania jest dla niej praktycznie réwny
ednosci. Czytelnicy, ktérzy rozwiazali pierwszy przyklad niniejszego zadania moga mieé jednak watpliwosci, czy
réine od jednosci wspdlezynniki zalamania nizszych warstw atmosfery nie odgrywaja roli w rozwigzaniu. Oté# nie.
Wspdlczynnik zalamania dla srodowiska, w ktérym porusza sig satelita moina uznaé za roéwny jednodei (5 =~ 400.km), -2
a nizsze warstwy atmosfery nie zmieniajg czestosci emitowanych fal.
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Metody Monte Carlo (VI)
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Dr Ryszard ZIELINSKI
GENERATORY LICZB LOSOWYCH

Juz w poprzednich odcinkach po$wi¢conych metodom Monte Carlo spotkalismy si¢

z nastegpujacym zadaniem: ,,wylosowaé punkt z danego przedzialu’ lub ,,rzucié¢ na chybil-trafil
punkt na kwadrat jednostkowy’’. Obecnie zajmiemy si¢ blizej sposobami realizacji takich polecefi.
Moéwiac dokladniej, zajmiemy si¢ nieco ogdlniejszym zadaniem, a mianowicie: dana jest pewna
zmienna losowa X; nalezy zaprojektowaé taki eksperyment, aby w wyniku tego eksperymentu
otrzymac wartos¢ tej zmiennej losowej. Mowiac, ze ,,dana jest zmienna losowa X’ mamy

na mysli to, Ze dany jest jej rozklad prawdopodobiefistwa,

Zadanie jest bardzo latwe, gdy zmienna losowa X ma nastepujacy rozklad dwupunktowy:

{(x1, 1/2), (x2, 1/2)}, przy czym x, # x; (gdy x; = x,, zmienna losowa stale przyjmuje jedna
i t¢ sama warto§¢). Odpowiedni eksperyment moze przebiega¢ w nastepujacy sposéb. Rzucamy
symetryczna moneta. Jezeli wypadnie orzel, rejestrujemy wartos¢ x, ; jezeli reszka — wartos¢é x,.
W ten sposob zarejestrowana warto$¢ jest zmienng losowa o zadanym rozkladzie. Zadanie nieco
komplikuje si¢, gdy zmienna losowa moze przyjmowaé m réznych wartodci; ma ona wtedy
rozklad {(x;,p;),j = 1,2, ..., m}. W specjalnych przypadkach, gdy m jest np. jedna z liczb 4, 6,
8, 12 lub 20 i gdy wszystkie p, sa rébwne, zamiast monety mozemy uzy¢ odpowiedniej kostki—
—wielodcianu foremnego, na ktérego §cianach wypisano kolejno wartosci x;, X3, «.., Xm.
Obserwowane w wyniku rzutéw wartoéci sg realizacjami zmiennej losowej o danym rozkladzie.
Gdy prawdopodobienistwa py, p, ..., Pm 52 rdZne, najwygodniejszym mechanizmem jest tarcza
kota, na ktérym zaznaczono segmenty o katach proporcjonalnych do prawdopodobiefistw p;

i kazdemu segmentowi przyporzadkowano odpowiednia liczbe x,. Kolo takie zamocowuje si¢
na trzpieniu tak, Zeby otrzymac zwyklego baka. Gdy uruchomiony bak zatrzyma si¢, punkt
stycznosci krawedzi kola z podlozem wyznaczy warto$é x;.

Wszystkie takie urzadzenia nazywa sig¢ zwykle generatorami liczb losowych. ,,Uniwersalnym”
generatorem liczb losowych jest wigc wirujaca tarcza podzielona na sektory proporcjonalne do
prawdopodobieristw, z jakimi powinny pojawiaé si¢ poszczegélne liczby. Poniewaz zbudowanie
odpowiedniej tarczy jest juz sprawa czysto techniczna, zadanie ,,losowania” liczb o réznych
rozktadach mogliby$my uzna¢ za rozwiazane. Ale ...

Wiasnie! Istnieje jednak pewne ,,ale”, ktore nakazuje nam szukaé innych rozwiazan. Tym ,,ale”
jest mata praktyczna przydatno$é takich tarczowych generatoréw. Po pierwsze, gdyby$my mieli
losowac¢ liczby wedtug réznych rozkladéw prawdopodobienstwa, musieliby§my dla kazdego
rozktadu budowaé nows tarcze. Po drugie, wyobrazmy sobie, Ze mamy wylosowaé np. 100 000
liczb. Nawet, gdyby wszystkie liczby mialy by¢ losowane wedlug tego samego rozkladu (tzn. za
pomocy jednej tarczy), czasochtonno$¢ manipulacji z wirujacg tarcza jest bardzo duza

i praktycznie trudno pogodzic si¢ z takim rozwiazaniem. W dodatku naturalne zuzywanie si¢
naszego narzedzia i zwykle zmeczenie moze doprowadzié do tego, ze tarcza nie bedzie
zatrzymywala si¢ z jednakowym prawdopodobiefistwem na kazdym punkcie swojego obwodu,
a wigc realizowany rozklad prawdopodobieristwa bedzie odbiegal od rozkladu postulowanego.
Po trzecie, wigkszos¢ wspolczesnych rachunkéw wykonuje sie na maszynach cyfrowych, a nie
bardzo wiadomo, jak opisane wyzej urzadzenie dopasowaé do takich maszyn.

Powyisze zastrzezenia staly si¢ przyczyna opracowania specjalnych urzadzen, ktére moga byé
wmontowane w maszyng cyfrowa. Maszyna wyposazona w taki generator liczb losowych moze
na zadanie drukowaé potrzebna ilos¢ takich liczb, otrzymywanych przy réznych rozkladach
prawdopodobieristwa, Jub wykorzystywaé te liczby do zaprogramowanych obliczef (np. do
obliczania calek lub rozwiazywania réwnan metodami Monte Carlo). Jak zbudowane sa takie
urzadzenia?
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Rozklad jednostajny
na prezedziale (0,1)
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Przede wszystkim pokazemy, ze potrafimy generowac liczby losowe wedtug dowolnych
rozkladdéw prawdopodobienstwa, jezeli tylko potrafimy generowaé liczby wedhug rozkladu
jednostajnego na przedziale (0,1). Wyjasnijmy, Zze zmienna losowa u ma rozklad jednostajny

na przedziale (0,1), jezeli dla dowolnych liczb a, b(a < b) z tego przedzialu P{a < u < b} = b—a
(patrz artykul o prawdopodobienistwach geometrycznych, Delta 6/1975). Przypusémy, ze umiemy
generowaé takie liczby, a chcemy generowaé liczby losowe wedlug rozkladu

* {xp), J=1,2,...,m}

Podzielmy odcinek jednostkowy na rozlaczne podprzedzialy 4,, 4,, ..., 4,, o dlugosciach
odpowiednio rownych p;, p3, ..., pm (mozna tak zrobi¢, gdyz jak wiadomo Zp; = 1).
Wygenerujemy teraz liczb¢ U wedlug rozkladu jednostajnego na przedziale (0,1). Bedziemy
przypisywali zmiennej X wartoéci x;, jezeli wygenerowana liczba U nalezy do przedziatu 4.
Wtedy oczywiscie

P{X = x;} = P{Ued,}

a poniewaz przedzialy A; zostaty tak dobrane, zeby prawdopodobieristwo po prawej stronie

bylo réwne p;, to liczby X otrzymywane w wyniku naszego postgpowania maja dany rozklad (¥)..
Pozostaje wyjasnié, jak maszyna cyfrowa generuje liczby U wedlug rozkladu jednostajnego na
przedziale (0,1). Bedzie nam tu potrzebna jeszcze jedna uwaga. Ot6z kazda liczba z przedziatu
(0,1) moze by¢ zapisana binarnie w postaci

0,cie2¢05 ...

gdzie ¢y, €3, c3, ... 53 rowne zeru lub jednosci. Niektére liczby maja takie dwa zapisy: w jednym,
poczynajac od pewnego miejsca wystepuja same jedynki, w drugim — same zera (patrz,,Mala Delta”
8/1975). Dla jednoznacznosci uméwmy sie, ze liczby takie bedziemy reprezentowali zapisem
konczacym si¢ samymi zerami (np. z dwéch postaci 0,01 (0) i 0,00 (1) liczby 1/4 wybieramy

postaé pierwsza). Istotng role w dalszych rozwazaniach odgrywa nastgpujace

Twierdzenie. Niech (¢;), i = 1, 2, .... bedzie nieskoriczonym ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych takich, ze dla kazdego i mamy

1
P{C[ = 0} = P{C[ = ]} = ?-
Jezeli 0, ¢; 2 ¢ ... jest zapisem binarnym liczby U, to dla kazdych liczb a, b(a < b)
z przedziatu (0,1) mamy -

Pla<U<b}=b-a
tzn. U ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1).

Z twierdzenia tego wynika, ze potrafimy generowaé liczby losowe wedlug rozkladu jednostajnego
na przedziale (0,1) — a wigc rowniez wedtug dowolnego rozkladu — jezeli potrafimy generowac
ciagi zer i jedynek tak, by zera i jedynki pojawialy si¢ z prawdopodobienistwem 1/2, a wyniki
poszczegblnych krokéw byly niezalezne. Mamy tu wiec do czynienia z dobrze znanym ciagiem
préb Bernoulli’ego, w ktérym kazda préba koficzy si¢ z prawdopodobienistwem 1/2 sukcesem
(,,jedynka”) lub porazka (,,zero”). Wynika stad, ze dla generowania liczb o dowolnych
rozkladach wystarczy nam symetryczna moneta. Pozostaje jeszcze tylko wyjasnic, jak taka
,,monetg” poshiguje si¢ maszyna cyfrowa. Otéz maszyny cyfrowe korzystaja zwykle z jednego

z dwéch nastepujacych rozwigzan.

1. Wiadomo, ze w urzadzeniach elektronicznych pojawiaja sie tzw. prady szumowe. Prady te
maja w czasie przebieg bardzo nieregularny, a ich warto$¢ w kazdej chwili zalezy od ,,czystego
przypadku”. Typowy przebieg takiego pradu wyglada mniej wigcej tak:

prad

poziom _|
odniesienia

|

]
1o oty oty zas
Prady takie mozna wzmacnia¢ i mierzy¢. Mozna dobra¢ taka warto$¢ tego pradu, aby
prawdopodobienistwo, ze wartosé ta bedzie w danej chwili #; przekroczona bylo réwne 1/2.
Niezaleznos¢ tego, co sie dzieje w poszczegbélnych chwilach #,, 75, #5, ... moZna zagwarantowac
przez wybranie dostatecznie duzego odstgpu czasu #;—t;_; pomigdzy kolejnymi odczytami
(,,dostatecznie duzy” odstgp czasu, to np. odstep kilku tysigcznych sekundy). Wystarczy
teraz wmontowa¢ do maszyny odpowiednie Zrédlo szuméw i rejestrowac w jej pamieci 0,
gdy w chwili pomiaru prad szumowy ma warto$é ponizej, lub wartoséé 1, gdy powyzej
odpowiednio ustalonego poziomu. Z takich zer i jedynek maszyna sklada liczbg i posyla ja
do odpowiedniego rejestru, skad moze by¢ czerpana do obliczen. Poniewaz urzadzenie szumiace
pracuje bez przerwy, rejestr taki stale zmienia sie i jezeli z tego rejestru pobierzemy kolejno’
dwie liczby, to beda to liczbv utworzone z réznych odcinkéw ciagu zer i jedynek.

16



L]

W rozwigzaniu zadania M 52 (Delta 6/1975,
str. 7) napisaliémy, 2e nie wiadomo nam, czy
przestrzen trojwymiarowa pozbawiona
jednego punktu jest sumg prostych
rozlgcznych.

Profesor Jan Mycielski z University

of Colorado w Boulder (USA) podal w liscie
z dnia 20 paidziernika ub.r. dowdd
twierdzenia orzekajacego, e odpowiedz na to
pytanie jest twierdzgca. W dowodzie tym
korzysta on z pewnika wyboru (dokladniej:
2 twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu).

2. Druga metoda stosowana w maszynach cyfrowych polega na wykorzystaniu Zrédet
promieniotwérczosci. W odpowiednim bloku maszyny umieszcza si¢ substancjg
promieniotwércza i licznik wypromieniowanych czasteczek. Stan tego licznika ulega zmianom

w losowych chwilach czasu i po odpowiednim przeliczeniu moze by¢ traktowany jako Zrodlo
odpowiednich liczb losowych. Najczgséciej wskazania licznika przelicza si¢ odpowiednio na cigg
zer i jedynek (np. zero, gdy w danej chwili stan licznika jest parzysty i jedynka w przypadku
przeciwnym), a nastepnie, zgodnie z podanym wyzej twierdzeniem te zera i jedynki sklada sig

w liczby. Przedstawiony wyzej obraz generatoréw liczb losowych w maszynach cyfrowych jest
bardzo uproszczony i pozwala tylko na zorientowanie si¢ w og6lnej idei tego typu rozwigzan.
Naprawdg sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. Wystarczy np. chwilg zastanowié sig
nad tym, jak wybiera¢ poziom odniesienia szuméw (ktory przeciez decyduje o tym, czy w danej
chwili zarejestrujemy zero, czy jedynke), aby prawdopodobienistwo zera (lub jedynki) bylo
dokladnie rowne 12. Albo, jak kontrolowa¢ rozpad substancji promieniotwérczej, aby zera

i jedynki pojawialy si¢ z jednakowym prawdopodobienstwem. Dla uzytkownika maszyny nie sg to
jednak problemy istotne; wystarczy mu, Ze po napisaniu w programie odpowiedniej formuty
otrzyma liczbe losowa wygenerowana wedlug zalozonego rozkladu prawdopodobieristwa.
Twierdzenie lezace u podstaw opisanych metod generowania liczb losowych w maszynach
cyfrowych bylo juz wlasciwie — chociaz w nieco innej wersji — przez nas wykorzystywane, gdy
za pomoca kostki rzucali$my punkty na prostokat obliczajac pewna caltke (por. Delta 1/1976).
Tam jednak poszczegblne cyfry c; pochodzily z dziesiatkowego systemu liczenia, a mechanizm
losowy (dwudziestoécian lub dziesigciograniasty baczek) gwarantowaly nam pojawianie si¢ kazdej
z dziesigciu cyfr z jednakowym prawdopodobienstwem. Sformulowanie tego twierdzenia dla
przypadku k-arnego systemu zapisywania liczb i urzadzenia, ,,produkujgcego” cyfry 0, 1, ..., k—1,

. b 1 i .
kazda z prawdopodobiefstwem %’ pozostawiamy Czytelnikowi.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOW SKI

M 79. Udowodnié, ze jezeli n jest liczba naturalna wieksza od 3 i rézng od 5, to dowolny
trojkat mozna podzielié na n tréjkatéw podobnych do niego.
Rozwiazanie na str. 12 W. Mnich
M 80. Czy istnieje liczba naturalna n, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci n = x!4y! (x < )
dwoma sposobami?
Rozwiazanie na str. 2
M 81. Udowodnié, Zze rébwnania
ax*+bx+c=0
ex*+bx+a=0

gdzie a = ¢, maja wspdlny pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy |a+c| = [b].
Rozwigzanie na str. 3.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 27. W artykule zamieszczonym na stronie 4 niniejszego numeru «Delty» zostal omowiony
tzw. efekt Dopplera. Zainteresowanym proponujemy obecnie rozwiazanie dwoch przykladow
praktycznego wykorzystania tego zjawiska.

Przyklad 1.

Na rakiecie umieszczono nadajnik radiowy emitujacy regularne sygnaly o czestosci 10 MHz.
Nastepnie rakieta zostala wyslana w gorne, zjonizowane warstwy atmosfery, gdzie wspolczynnik
zatamania dla fal radiowych jest rézny od jednosci. Stacja naziemna odbierala sygnaly od rakiety
nakladajac je na inne, wzorcowe oscylacje, rowniez o czgstosci 10 MHz. Kiedy szybkosé

m .
oddalania si¢ rakiety wzdhuz kierunku obserwacji wynosila 600 —- , w aparaturze odbiorczej
s

zaobserwowano wystgpowanie wzmocnien z czgstodcia 10 Hz.
Jaki jest wspolczynnik zatamania §rodowiska, w ktérym poruszala si¢ rakieta? Rozwiazanie
na str. 2

Przyklad 2. (zaczerpniety ze zbioru zadan A. B. Pipparda).

Sztuczny satelita Ziemi, emitujacy sygnaly radiowe o stalej czestosci, przelatuje nad punktem
obserwacyjnym, gdzie notuje si¢ co T = 20 s czgstosci odbieranych sygnaléw. Zanotowano
nastepujace wartosci: 40,00215 MHz, 40,00208 MHz, 40,00196 MHz, 40,00175 MHz,

40,00141 MHz, 40,00106 MHz, 40,00077 MHz, 40,00059 MHz, 40,00049 MHz, 40,00043 MHz.
Czy powyzsze obserwacje moga postuzyé do wyznaczenia predkosci satelity oraz jego
najmniejszej odlegtosci od punktu obserwacyjnego? Trajektorig satelity mozna przyjac za lini¢
prosta. Rozwiazanie na str. 14,
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