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Oddziatywania odpowiedzialne za magnetyzm
Rodzaje magnetykow

Kaidy magnes moie byé traktowany jako
dipol mag P juje on po i
wokél niego pola mags podot
do pola elektrycznego wytwarzanego przez
dipol elektryczny. Miarg intensywnosci

¥ Y. Fo

wytwar w ten sposdb pola
magnetycznego jest tak zwany dipolowy
t y logiczny do

dipolowego momentu elektrycznego.

Powloki elektronowe numerowane sg przy
pomocy tak zwanych liczb kwantowych.
Gléwna liczba kwantowa n jest miarg energii
elektronu, zas pot liczba k al
opisuje moment pedu elektronu, Powloka 3d
charakteryzuje sign = 3, [ = 2, zas powloka
4fman=41=3,

Orbitalny moment pedu elektrycznego w jego
ruchu po orbicie definiujemy jako iloczyn

kt ¥ P dzacego przez ped
elektronu. Elektrony charakteryzuja sig
P d glrznym pedu, tak

zwanym spinem. Z ruchem orbitalnym
elektronu, stanowigcym swego rodzaju
elementarny obwéd z pradem elektrycznym,
zwigzany jest orbitalny moment magnetyczny.
Podobnie, z wewnetrznym momentem pedu
Zwigzany jest spinowy moment magnetyczny.
Spinowego t 1 nie
nalezy raczej interpretowaé jako ,,obwodu

z pradem”".

Wedlug warunku

4 1

¥y ii, przy iani
funkcja falowa musi zmieniaé znak. Gdyby
oba te clektrony byly w tym samym stanie
kwantowym, to funkcja falowa bylaby dla nich
identy Jedyna funkcja spelniajacq oba te
warunki jednoczesnie jest funkej
toisamosciowo ré zeru. Ozn to, ze
iadanie antysymetrii funkeji falowej jest
toisame z zakazem Paulicgo.

Doc. dr hab. Andrzej SUKIENNICKI

Magnetyczne wlasno$ci w mniejszym lub wigkszym stopniu przejawiaja si¢ we wszystkich
materialach. Spoérod wszystkich cial stalych mozna jednakze wyodrebnié grupe cial, ktére

w ogolnosci nazywac bede magnetykami, majacych szczegblnie wyrazne wlasnoSci magnetyczne:
sg to ferromagnetyki, antyferromagnetyki i ferrimagnetyki. Typowymi przedstawicielami
ferromagnetykOw sq metale przejéciowe: zelazo, kobalt, nikiel, typowymi antyferromagnetykami
sg tlenki metali przejéciowych np FeO, CoO, za$ typowymi ferrimagnetykami sg ferryty czyli
zlozone sole metali przejsciowych typu FeOFe,0;. Cecha charakterystyczng magnetykow jest
pojawienie si¢ w nich przy okre§lonych warunkach tzw. uporzadkowania magnetycznego

i w konsekwencji — duzego momentu magnetycznego probki. Aby wyjasni¢ pojecie
uporzagdkowania magnetycznego, zwr6¢my uwage na fakt, ze w og6lnosci magnetyzm ciatl stalych
zwigzany jest z wystgpowaniem w sieci krystalicznej tych substancji atomdéw o niezapelnionych
wewnetrznych powlokach elektronowych. W szczegélnosci np. metale przejsciowe maja
niezapelnionga powlok¢ wewngtrzng 3d, metale ziem rzadkich za§ — powloke wewnetrzng 4f.
Zauwazmy, Ze zapelnione powloki elektronowe nie daja przyczynku do magnetycznych wiasnosci
ciala, gdyz momenty magnetyczne poszczegolnych elektronéw kompensuja sie wzajemnie.
Makroskopowy moment magnetyczny probki sklada si¢ w ogblnosci z momentéw magnetycznych
poszczegolnych elektronéw (przyczynek pochodzacy od jader atomowych moze byé zaniedbany),
przy czym moga to by¢ zarowno momenty magnetyczne spinowe (zwigzane ze spinowym
momentem pedu) elektronéw, jak i momenty magnetyczne orbitalne (zwigzane z orbitalnym
momentem pedu) elektronéw. Okazuje si¢ jednakze, Zze gléwny przyczynek do momentu
magnetycznego najbardziej typowych ferromagnetykow, takich jak Fe, Co, Ni, pochodzi od
momentéw spinowych, za§ momenty orbitalne moga by¢ pominigte. W zwigzku z tym zaklada sig,
#e moment magnetyczny probki jest rezultatem powstawania w okreslonych warunkach
uporzadkowania spinéw elektronowych niezapelionych powlok wewngtrznych. Uporzadkowanie
to pojawia si¢ spontanicznie (to znaczy bez wplywu zewnetrznego pola magnetycznego), o ile
tylko temperatura jest nizsza od pewnej temperatury krytycznej. Pojawiajacy sie przy tym
uporzadkowaniu moment magnetyczny przypadajacy na jednostke¢ objetosci nosi nazwe
magnetyzacji spontaniczne;j.

Przyczyna pojawienia si¢ spontanicznego uporzadkowania spinéw elektronowych sg tak zwane
oddzialywania wymienne. Natura tych oddzialywan, jakkolwiek zwigzana z kulombowskim
oddzialywaniem miedzy ladunkami elektrycznymi, w posredni spos6b uwzglednia takze kwantowy
charakter elektronéw. Aby to zrozumie¢ musimy zda¢ sobie sprawg z faktu, Ze fale materii
zwigzane z elektronami (zob. »Delta« 10 1975) musza mieé okre§lone wlasnosci, mianowicie
funkcje falowe opisujgce uklad elektronéw musza mieé tak zwang wlasnos$¢ antysymetrii, to
znaczy muszg zmienia¢ znak przy ,,myslowej” zamianie dowolnych dwéch elektronéw ukladu
miejscami. Stwierdzenie to nie jest wlasciwie niczym innym, jak znanym zakazem Pauliego
moéwigcym, ze dowolne dwa elektrony ukladu nie mogg si¢ znalezé w tym samym stanie
kwantowym. Uwzglednienie Zgdania antysymetrii funkcji falowej ukladu elektronéw jest wiasnie
przyczynga pojawienia si¢ w wyrazeniu dla energii catkowitej tego ukladu dodatkowego wyrazu,
zwanego energia wymienng, ktory to wyraz nie pojawia sig, jesli zadania antysymetrii nie
wprowadzi¢. Energia ta i zwigzane z nig oddzialywania zwane wymiennymi majg wigc naturg
czysto kwantowa i nie maja swego odpowiednika klasycznego. Nie mozna ich przeto wyjasni¢

w zaden modelowy spos6b. Zwréémy jedynie uwage na fakt, ze oddzialywania wymienne s3 takze
przyczyng wigzania molekuly wodoru oraz cial stalych z wigzaniem kowalentnym.
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St k t haniczny definiuje si¢ jako
t k t g do tu

pedu. Dla momentdéw spinowych stosunek ten

wynosi 2, zaé dla orbitalnych réwny jest 1

A ieta T 1

j kach. Eksperymentalnie
mierzone wartosci dla najbardziej typowych
ferromagnetykéw 1,92 dla Fe, 1,83 dla Ni
wskazuja, ze zasadniczy przyczynek do

L t tych metali pochodzi
od momentdw spinowych.
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Antylerromagnelycene uporzadkowanie
spinow
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ferrimagnetyczne uporzadkowanie spinow

Dla naszego celu waine jest, ze w magnetykach oddzialywania wymienne miedzy elektronami
mozna opisa¢ za pomoca pewnego prostego ale efektywnego modelu, zwanego modelem
Heisenberga: przy okreslonych warunkach zachowanie si¢ elektronéw w niezapelnionych
powlokach atoméw krysztalu moze by¢ aproksymowane przez zachowanie si¢ ukladu spinéw
rozlozonych w wezlach sieci krystalicznej. W tej aproksymacji energia oddzialywania wymiennego
miedzy elektronami moze by¢ w efektywny sposob zastapiona przez oddzialywania miedzy
spinami, przy czym energi¢ tego ostatniego oddzialywania mozna zapisaé w postaci

m Eoy4: =— E Jis8i85,

i#J
gdzie s; oznacza wektor spinu w wezle i-tym, Ji; jest wspolczynnikiem proporcjonalnosci
okreslajacym intensywno$é oddzialywania miedzy spinami w wezlach i-tym i j-tym, ktory
nazywamy calka wymienng, sumowanie za$ przebiega po réznych wezlach i, j. Catka wymienna Ji;
co do rzedu wielkosci rowna jest energii oddzialywania wymiennego elektronéw nalezacych
do odpowiednich wezlow i jest taka funkcjg odleglosci miedzy weztami, ze najczesciej wystarcza
ogranicza¢ si¢ do uwzglednienia jedynie oddzialywan miedzy najblizszymi sasiednimi wezlami.

Tlosciowe rachunki oparte na tak uproszczonym modelu magnetyka sa ciagle jeszcze bardzo
zlozone. W ogdlnosci bowiem wyrazenie (1) przybiera sens energii dopiero przy dzialaniu nim na
funkcj¢ falows. Podobnie jest dla spinéw s;. Dla przezwycigzenia tej trudnosci czgsto wprowadza
sig tak zwane przyblizenie pola molekularnego, wedlug ktérego na dowolny spin magnetyka
dziala hipotetyczne wewnetrzne pole molekularne ze strony sasiednich spinéw, przy czym o polu
tym zaklada sig, Ze jest ono proporcjonalne do magnetyzacji. Z drugiej strony, przy okreslonych
warunkach i ze znanym stopniem przyblizenia, mozliwe jest traktowanie spindw s; jako zwyklych
wektordw (przyblizenie quasiklasyczne). Ograniczajac si¢ wowczas do oddzialywan miedzy
najblizszymi sgsiadami mozemy calke wymienng J;; = J wyciagnaé przed znak sumowania

i jeli J jest dodatnie, to minimum energii oddzialywania wyraZonej wzorem (1) odpowiada
réwnoleglemu ustawieniu spindw s; i s;, za$ jesli J jest ujemne, to by E,s: bylo minimalne,
wektory s; i §; musza by¢ antyrownolegle. W ten sposdb dochodzimy do pojecia uporzadkowania
ferromagnetycznego — gdy spiny wszystkich wezléw sg réwnolegle lub antyferromagnetycznego —
gdy spiny sasiednich wezloéw sa antyrownolegle. W tej ostatniej sytuacji ukfad spinéw moie byé
traktowany jako zlozony z dwoch podsieci: jednej zlozonej z wszystkich weziéw o spinach

»W gore” i drugiej — o spinach ,,w déi"”. Méwiac o uporzadkowaniu ferro- lub
antyferromagnetycznym zakladali$my milczaco, ze wszystkie wezly sa rownowazne. W przypadkach
antyferromagnetykOw oznacza to, iz obie podsieci co do wartosci bezwzglednej namagnesowane
s3 jednakowo tak, ze wypadkowy moment magnetyczny jest rowny zeru. Mozliwa jest roOwniez
sytuacja inna, mianowicie taka, w ktorej momenty magnetyczne weztéw ,,w gore” i ,,w dol” nie
s3 rowne. Méwimy wtedy o uporzadkowaniu ferrimagnetycznym lub o ferromagnetykach nie
skompensowanych.

Mozliwe s i inne typy uporzadkowania magnetycznego nie dajace si¢ podciagna¢ pod zaden

z powyzszych typow. U szeregu pierwiastkéw metali ziem rzadkich na przyklad obserwuje si¢ tak
zwane struktury spiralne, w ktorych skladowe wektoréw spinowych zmieniajg si¢ periodycznie

w przestrzeni idgc wzdluz pewnego kierunku sieci krystalicznej. Mozliwo$¢ pojawienia si¢ takich
struktur wynika takze ze wzoru (1), jesli bowiem zalozyé, ze oddzialywania migdzy drugimi
sasiadami nie sg zaniedbywalne w poréwnaniu z oddzialywaniami najblizszych sgsiadow i majg
wzgledem siebie znaki przeciwne, to w wyniku konkurencji tych oddzialywan stanowi

o najnizszej energii E,4: moze odpowiadaé dosé zlozona, niekolinearna konfiguracja spindw.

Aby nie popadaé¢ w zbytni optymizm przy oszacowaniu stanu wiedzy o magnetycznych
wlasnosciach cial stalych trzeba jednak wyrazZnie powiedzieé, ze wyzej przedstawiony obraz
typéw uporzadkowania magnetycznego rozumiany doslownie ma obecnie juz tylko raczej
znaczenie historyczne. Jedynie w bardzo niewielkiej liczbie przypadkéw

bezposrednie oddzialywania wymienne opisane powyzej odgrywaja istotng lub dominujaca rolg.

Znacznie czesciej sa one przeslaniane przez inne, daleko bardziej zlozone efekty. Na przyklad

w antyferromagnetycznych zwigzkach typu soli lub tlenkéw metali przejsciowych atomy

o niezapelnionych wewnetrznych powlokach elektronowych sg rozdzielone przez niemagnetyczne
jony. Poniewaz oddzialywania wymienne, o ktérych dotychczas mowiliSmy, szybko malejg

z odlegloscia, wiec w takich zwigzkach oddzialywania te sg bardzo male i nie moga by¢
podstawg do wyjasnienia nawet rzgdow wielkosci obserwowanych efektow. W tych przypadkach
pojawia si¢ tak zwana wymiana posrednia, przy ktérej oddzialywanie migdzy elektronami jonow
magnetycznych odbywa si¢ za posrednictwem przedzielajacego te jony jonu niemagnetycznego.
Okazuje si¢ szczesliwie, ze uklad elektrondéw z tego typu oddzialywaniem posrednim takze udaje
si¢ modelowaé za pomocy spinéw w wezlach sieci, oddzialujacych w przyblizeniu wedhug wzoru (1)
z tym ze obecnie J;; ma nieco inny sens fizyczny.

Z drugiej strony w metalach ziem rzadkich niewypelnione powloki 4f znajduja si¢ stosunkowo
gleboko i sg przestoniete przez ekranujace dzialanie bardziej zewngtrznych elektronow.



Rozpatrujac ferromagnetyczny metal
przejsciowy jako uklad spinowych momentow
magnetycznych oczekujemy, ze dla bardzo
niskich P silnych
zewnetrznych p6l magnetycznych, Sredni
yezny przypadajacy na jeden
wezel bedzie réwny lub przynajmniej bliski

Py h
1 ych

ur i wy

atomow. W rzeczywistosci migdzy tymi
widbodeinmi istuied Stnice. Na

przyklad na jeden wezel sieci zelaza przypada
t tyczny 2,2 4, w niklu

0,6 iast 2, w kobalcie 1,7 jast 3

w odpowiednich jednostkach

W zwigzku z tym wymiana bezpodrednia ma niewielkie znaczenie. W tym przypadku
oddzialywanie migdzy elektronami niewypelnionych powlok nalezacych do réznych wezlow
przenoszone jest przez elektrony przewodnictwa. Odbywa si¢ to w ten sposdb, ze jeden jon
magnetyczny ,,magnesuje” do pewnego stopnia elektrony przewodnictwa, a te z kolei oddziatuja
na nastgpny jon magnetyczny. Znow szczesliwie okazuje sig, ze oddzialywanie wymienne przez
elektrony przewodnictwa daje si¢ z grubsza opisa¢ za pomoca wyrazenia (1), z tym ze calka Jy;
ma teraz jeszcze inny sens fizyczny. W szczegoblnosci, okazuje sig, ze calka ta nie znika na
odleglosciach wiekszych niz jedna stala sieci, a co wazniejsze — jako funkcja odleglosci moze ona
kilkakrotnie zmienia¢ znak. To wyjaénia fakt, ze wlasnie w metalach ziem rzadkich pojawiajq si¢
sig struktury spiralne. Czesto bowiem oddzialywanie ma przeciwny znak dla drugich lub trzecich
sasiadéw w poréwnaniu z sasiadami najblizszymi.

W najbardziej typowych ferromagnetykach, jakimi sg zelazo, nikiel, kobalt, sytuacja jest jeszcze
bardziej zlozona. Mimo ze model magnetyka jako ukladu spindw roztozonych w wezlach sieci
pozwolil historycznie rzecz biorac otrzymac szereg istotnych rezultatow zgodnych

z dos$wiadczeniem w tych ferromagnetykach, z wspoOlczesnego punktu widzenia zdajemy sobie
sprawe, ze model ten zaniedbujgc catkowicie obecno$é elektronéw przewodnictwa, oraz wedrowny
charakter elektronow 3d, moze odnosic si¢ raczej do opisu ferromagnetycznych dielektrykow
anizeli metali. W ramach tego modelu nie udaje si¢ wyjasnic szeregu faktow doswiadczalnych,

z ktérych najwazniejszym jest ulamkowos¢ momentu magnetycznego przypadajacego na jeden
wezel sieci, Ulamkowos$¢ ta zwigzana jest z tym, ze elektrony niezapelnionych powlok 3d w tych
metalach sa w znacznym stopniu skolektywizowane, zachowujac si¢ w pewnym sensie podobnie
do elektronéw przewodnictwa. Fakt ten jest kraficowym przeciwiefistwem zalozern modelu
Heisenberga, w ktorym spiny elektronowe zlokalizowane sa w wezlach sieci. Postuzylo to za
podstawe do rozwijania alternatywnego kierunku w teorii magnetyzmu, tak zwanej pasmowej
teorii magnetyzmu. W teorii tej elektrony 3d sg rozpatrywane w podobny sposéb jak elektrony
przewodnictwa, mianowicie jako skolektywizowane elektrony wedrowne. Aby ideg tej teorii
zrozumie¢, zauwazmy najpierw, ze bez obecnosci zadnego pola magnetycznego ilosci elektronow
3d majacych spiny ,,w goére” i ,,w dol” bylyby réwne. W schemacie pasmowym mozna fakt ten
zilustrowaé za pomoca rysunku la, na ktérym przedstawiono ilosci N (E) elektronow o energii E
i spinach ,,w gbére” po prawej stronie, za$ ilosci Ny (E) elektronéw o energii E i spinach ,,w dol”
po lewej stronie. Zakreskowany obszar oznacza stany kwantowe, ktore sg obsadzone przez
elektrony. Zakladajac, ze w dowolnym miejscu wewnatrz ferromagnetyka dziala hipotetyczne
,,wewngtrzne pole molekularne™, spowodowane oddzialywaniami wymiennymi miedzy wedrownymi
elektronami 3d, energia elektronéw o momentach magnetycznych przeciwnych do pola
molekularnego staje si¢ wyzsza, za$s energia elektronéw o momentach magnetycznych zgodnych

z polem molekularnym staje si¢ nizsza od energii, ktora te elektrony mialy bez pola (rys. 1b).

E 1 E E_.!L
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Rys. la Rys. Ib Rys. lc

W rezultacie takiego rozszczepienia czesé elektrondw musi zmieni¢ kierunek orientacji swojego
momentu magnetycznego tak, aby dla obu orientacji stany kwantowe byly zapelnione do tego
samego poziomu zwanego poziomem Fermiego (rys. 1c). Oznacza to, ze uklad skolektywizowanych
elektronéw wewnetrznych spontanicznie ,,magnesuje si¢”” pod wplywem wewngtrznego pola
molekularnego. W modelu takim ulamkowo$¢ momentu magnetycznego przypadajacego na jeden
wezel jest bezposrednia konsekwencja ulamkowosci $redniej ilosci elektronéw zmieniajgcych
swoja orientacje.

Na zakoriczenie warto stwierdzié, ze omawiane w tym artykule poglady na zjawisko
uporzadkowania magnetycznego dotycza jedynie teoretycznych podstaw istnienia w magnetykach
spontanicznej magnetyzacji. Techniczne problemy przemagnesowania magnetykow, petli
histerezy i innych parametréw uzytkowych stanowia odrgbny krag zagadnien i wymagaja
osobnego artykuhu.




Dwie indukcje

Kol. Z. Ogielski w chwili nadeslania artykutu
byl uczniem II kl. LO im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.

Wiad e kich funkcji okreslonych
na zbiorze n-el ym o wartodciach
w zbiorze k-el ym jest k™. O ian

tu twierdzenie jest ni 2
konsekwencja tego faktu, jesli rozwazy sig
funkcj¢ przyporzadkowujacy kazdemu
elementowi zbioru Z liczbg zbiordéw Ay, do
ktoérych element ten naleky.

T TR W
natyc

Zbigniew OGIELSKI

Na zawodach okrg¢gowych Olimpiady Matematycznej w r. 1974 bylo nastepujace
zadanie:

,,Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. ZnaleZ¢ liczbe takich par zbioréw
(4,B),2¢ Ac BiBc Z.’

Rozwigzanie tego zadania sprowadzato si¢ do dowodu, ze liczba takich par
wynosi 3",

Nawiazujac do powyzszego tematu dokonalem uogdlnienia jego rozwiazania,
udowadniajac nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie

Niech Z bedzie zbiorem n-elementowym. Wtedy liczba k-elementowych ciqgéw
zbioréw A, , A,, ..., A takich,ze A, ¢ A, € Ay < ... € A, = Z wynosi (k+1)".

Dowéd

Sposéb I
Twierdzenia dowodzimy przez indukcj¢ wzgledem k przy ustalonym n. Prawdziwo$§é
twierdzenia dla k = 1 zapewnia twierdzenie, Ze liczba podzbioréw zbioru
n-elementowego wynosi 2* = (1+ 1)". Sprawdzenie twierdzenia dla k = 2 bylo
tematem podanego na wstepie zadania. Twierdzenie jest wigc prawdziwe dla
k = 1ik = 2. Zalézmy zatem, Ze twierdzenie zachodzi dla pewnego k przy
dowolnym n.
Chcemy dowie$¢, ze zachodzi ono wtedy dla k+1, czyli chcemy dowiesé, ze gdy Z
jest zbiorem n-elementowym, to liczba ciggéw zbiordw A,, 4,, ..., Ay, Ay,
takich, ze 4, € A, ... c 4,,, = Z wynosi (k+2)".
Istotnie bowiem, gdy zbidr A, , jest i-elementowy, to liczba takich zbioréw A, ,

n
wynosi ( i)'
Dla pewnego zbioru A, ,, i-elementowego liczba ciagow zbiordw A4,, A,, As, ..., A,
takich, ze 4, ¢ A, ¢ A3 c ... € A, © Ay,, wynosi z zalozenia (k+1)".
Zatem liczba wszystkich ciagéw zbioréw 4,, 4,, ... ..., 4, A, , takich, ze
A, c A; c A3 < ... © Ay © Ay, 12bi6r A, ,, jest i-elementowy wynosi

(':) (k+1)".

Poniewaz zbidr 4, ,, moze byc 0, 1, 2, ..., n-elementowy, wigc liczba wszystkich -
ciggow A,, A;, A3, ..., Ay, Ay, takich,ze 4, c 4; = ... € 4; < A, , = Z wynosi:

Z(T) (k+1) = Z(T) (k+1) - 171 = (k+1)+1) = (k+2)".
i=0 i=0

Sprawdziliémy prawdziwo$¢ twierdzenia dla k = 1 i k = 2. Nast¢pnie wykazaliémy,
Ze z prawdziwos$ci twierdzenia dla k wynika jego prawdziwosc dla k+ 1. Zatem

na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalne;j.

Sposab IT

Twierdzenie to udowodnimy przez indukcj¢ wzglgdem n przy ustalonym k.
Niech Z = @ czyli Z jest zbiorem 0-elementowym. Wtedy jedynym ciggiem
spelniajacym warunki zadania jest ciag A,, 4,, A3, ... ..., Ay, gdzie A; = O
dlai=1,2, ..., k, czyli liczba ciagéw wynosi 1 = (k+1)°.

Zaloézmy teraz,

ze twierdzenie zachodzi dla pewnego n. Chcemy dowies¢, ze zachodzi ono wtedy
dla n+1.

Niech Z = {a,,a;,a,, ..., 08,,0441}.
Podzielmy zbidr ciagéw zbioréw A,, 4,, .
< Z na k+1 klas roztacznych.

.., Ay takich, Ze A, < 4; < ...

c A, c
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Do i-tej klasy dla i = 1, 2, ..., k zaliczymy te ciagi, ktore zawieraja element a,, ,
w zbiorze A;, a nie zawieraja go w zbiorze 4;_,. Z okre$lenia ciggu A4,, 4,, ..., A;
wynika, Ze jezeli

Gnyy €A, 10 Gyyy € Ajyq, Aiy s, ..., A; poniewaz
A;c Ajyy © Ajy; © ... © A, oraz jezeli a,,, ¢ A;_,, to
Qnyy ¢ Ai—zs Al—as resy Al: ponjewaz

Ajoy D Aj3 D Ay ... O A,.

Do (k+ 1)-szej klasy zaliczymy te ciagi 4,, 4,, ..., A;, ktore nie zawieraja elementu
a,+; W zadnym ze zbioréw A; dlai = 1,2, ..., k. Klasy te s3 rozlaczne i daja

w sumie zbidr wszystkich ciagow A4,, 4,, ..., 4;.

W klasie (k+ 1)-szej jest tyle ciaggdw, ile jest ciagow A4,, A,, ..., 4, dla zbioru

Z = {a,, a, ..., ay}, czyli z zalozenia (k+1)".

W Kklasie i-tej dla i = 1, 2, ..., k jest tez tyle ciggéw, ile mozna otrzyma¢é ze zbioru
Z = {a,, a,, ..., a,} czyli z zalozenia (k+1)", poniewaz kazdy ciag i-tej klasy

dlai = 1,2, ..., k mozemy otrzymaé z pewnego ciagu 4,, 4,, ..., A, utworzonego
dla zbioru Z = {a,, a,, ..., a,} po dodaniu do kazdego zbioru 4;, A;,,, ..., Ax
elementu a,,, . Zatem wszystkich ciaggdéw jest

k+1)- (k+1)" = (k+1)"+1,

Twierdzenie jest wigc prawdziwe dla n+ 1. Na podstawie zasady indukcji
matematycznej wnioskujemy, Ze jest ono prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej.

Tyle od Autora. Nasuwa si¢ kilka refleksji. Sformulowane twierdzenie dotyczyto
par (k, n) liczb naturalnych. Pokazano nam, Ze mozna dowodzi¢ go zaréwno
przez indukcje tylko wzgledem k, jak i tylko wzgledem n. Dlaczego tak jest?
Moglo by si¢ zdawac, ze skoro najpierw jest indukcja wzgledem k, to potem
jeszcze powinno si¢ co$ zrobi¢ z n — np. tez zastosowaé indukcje. Czy moze

w zwigzku z tym poprawno$¢ przedstawionych dowodéw daje sie podwazy¢?
Dlaczego nie? Jesli dowody sa poprawne, to czy zawsze tak by¢ musi, ze

w twierdzeniach o parach liczb naturalnych mozna stosowaé indukcje¢ ze wzgledu
na kazda ze zmiennych?

Kiedy? Czekamy na uwagi i refleksje. (Red.)

Znane twierdzenie Pitagorasa

Wsrdd licznych twierdzen matematyki sa nieliczne takie, o ktérych kazdy styszal.
Na przyklad twierdzenie Pitagorasa. W széstym wieku przed nasza era
w panstwie — zakonie zalozonym przez Greka Pitagorasa w poludniowej Italii
zostalo uzyskane troch¢ empirycznie, troch¢ mistycznie twierdzenie, ktdre, tak jak
wszystkie inne, podpisano imieniem Mistrza. Brzmialo ono... Ot6Z wcale nie tak
jak myslicie. Brzmiato ono: wysoko$¢ dzieli tréjkat prostokatny na dwa do niego
podobne (czyli o proporcjonalnych bokach, jak to dzi§ mozna powiedziec).
Mijaly lata. Przeminela tyrania Pizystrata, zaczely sig i skonczyly wojny perskie,
wielkie Ateny Peryklesa ustapily miejsca Sparcie i gdy Grecja szykowala si¢ do
ostatecznej rozprawy z Macedonia, w polowie IV w. p.n.e. inny Grek —
Eudoksos wynalazl proporcje i przettumaczyt twierdzenie Pitagorasa na znang nam
formutke a®+b* = ¢?, ktdrej jednak nie zapisal, bo nie umial w ogdle nic
formalnie zapisaé¢. Formulka tego typu zostala podana dopiero w wieku XV, gdy
scholastyczne uniwersytety Wioch i1 Francji stworzyly zapis algebraiczny.
Kolejne wcielenie twierdzenia Pitagorasa, znéw geometryczne, otrzymali§my od
Racjonalizmu, epoki Kartezjusza, Newtona, Leibniza, Bernoullich. Orzeka ono,
2e jesli na bokach tréjkata prostokatnego zbudujemy (jakiekolwiek) figury podobne,
to suma pdl dwéch mniejszych bedzie rowna polu trzeciej z nich. Tak tez uczono
tego twierdzenia przez dwa stulecia. Nasza Komisja Edukacji Narodowej w tej
tez postaci zalecila go nauczac.
Czasy Niebieskiego mundurka i Syzyfowych prac zerwaly z dowolno$cia, na jaka
zezwalato powyzsze sformulowanie i zastapily ,,jakakolwiek’ figur¢ kwadratem —
miato to by¢ niezmiernie dydaktyczne, przeciez o kwadracie si¢ ,,mowi’”’
odczytujac formutke

a?+b* = 2.
Prawda?



Magnetyczne wlasnos$ci skat

Dr Magdalena KADZIA£KO-HOFMOKL

W artykule ,,Oddzialywania odpowiedzialne za magnetyzm” (str. 1) byla mowa o
materiatach magnetycznych, czyli magnetykach. Wiemy, jak ogromne znaczenie majg
magnetyki we wspolczesnej technice — istnieje szereg instytutéw zajmujacych sig
badaniem ferrytéw i opracowywaniem nowych materialow o szczegdlnych
wlasnodciach magnetycznych. Ale nie wszyscy chyba wiedza, Ze aby zapoznaé si¢ z
magnetykami nie trzeba wcale zwiedza¢ nowoczesnych, wspaniale wyposazonych
laboratoriow. Wystarczy wyj$¢ z domu, pochyli¢ si¢ i podnie$¢ zwykly, nieefektowny
kamien, by znaleZ¢ si¢ w posiadaniu magnetyka. Bowiem przewazajaca wiekszoéé¢
skal, fragmenty ktérych w postaci wigkszych lub mniejszych kamieni zna kazde
dziecko, ma wlasnosci magnetyczne. Wiasnosci te wystgpuja w skatach w stopniu
nieporéwnanie stabszym, niz ma to miejsce w magnetykach uzywanych w technice
i dlatego stosuje si¢ tu szczegdlnie czule metody badawcze. Ale prawidlowosci

z jakimi spotykamy si¢ w skalach sg takie same, jak dla Zelaza, czy niklu.
PowiedzieliSmy powyzej, ze do materialéw magnetycznych zalicza si¢ wiekszoéé
skal. Ta wigkszos¢ to skaly, zawierajace materialy magnetyczne. Do najczeéciej
spotykanych materialéw magnetycznych naleza: magnetyt (Fe;0,) i
tytanomagnetyty (xFe;0,(1-x)Fe,TiO,, gdzie 0 < x < 1), hematyt («Fe,0,)

1 hemoilmenity (yFe,0;3(1 —y)FeTiO;, gdzie 0 < y < 1), pirotyn Fe,Sg, getyt
FeOOH i inne. Najpopularniejsze skaly magnetyczne to wszystkie skaly magmowe
zarowno glgbinowe (np. granit), jak i wylewne (np. bazalt). Jedng z form
wystepowania skal bazaltowych na powierzchni Ziemi przedstawia umieszczona

na okladce fotografia. Jest to przekrdj przez stozek wulkaniczny Kozia Gora

w poblizu Zlotoryi, gdzie miesci si¢ obecnie kamieniolom. Wuklan ten jest nieczynny
prawdopodobnie od okoto 30 miliondw lat, Podczas wybierania bazaltu

odslonigto wachlarzowy uklad kolumn bazaltowych zgodny z kierunkiem
wydobywania si¢ lawy z wnetrza wulkanu.

Wiasnosci magnetyczne wykazuje réwniez wigkszo$é skat osadowych, jak
piaskowce, wapienie, gliny itp.

Wspolng cechg skal magnetycznych, ktéra spowodowala zainteresowanie si¢ nimi
ze strony geofizykow, jest ich zdolnoé¢ uzyskiwania w zewngtrznym polu
magnetycznym trwalej pozostalodci magnetycznej skierowanej w kierunku tego
pola. Wszystkie wystgpujace na powierzchni Ziemi skaly pozostaja w momencie
swego powstania i w czasie swojej pdzniejszej historii pod wplywem ziemskiego
pola magnetycznego. Nie jest ono silne — obecnie w naszych szerokosciach
geograficznych natgZenie calego wektora pola wynosi okoto 5x 10~ 5T(IT = 10*Gs).
Przy spelnieniu jednak pewnych warunkow wystarcza calkowicie do tego, aby
nowo powstajaca skata uzyskala trwalg pozostaloé¢ magnetyczna w jego kierunku.
PozostaloS¢ ta, zwana naturalna pozostato$cia magnetyczng NRM (od
angielskiego terminu natural remanent magnetization) sklada sie na ogétl z tzw.
skladowej pierwotnej, uzyskanej przez skalg w momencie jej powstawania

i skladowych wtdrnych, uzyskanych w czasie historii geologicznej skaly.

W skatach magmowych skladowa pierwotna NRM jest na ogél pochodzenia
termicznego, to znaczy powstaje podczas stygniecia w ziemskim polu magnetycznym
skaly od temperatur przewyzszajacych 1000°C. W skatach osadowych taka
skladowa powstaje podczas osadzania si¢ czastek mineraléw magnetycznych

w polu ziemskim. Paleomagnetolodzy, czyli geofizycy zajmujacy sie badaniem

pola magnetycznego Ziemi w jej przeszioéci geologicznej czyli paleomagnetyzmu,
interesuja si¢ przede wszystkim wla$nie ta pierwotng skladowa NRM.

Prébki skalne wykorzystywane do badan paleomagnetycznych sa pobierane

w terenie bezpoSrednio z odsloni¢é¢, m.in. takich, jak widzieliémy na fotografii.
Przed wyjeciem z bloku skalnego kazda prébka musi by¢ starannie zorientowana
za pomocg kompasu wzgledem kierunku péinocy i pionu, jak pokazuje

fotografia. Nastepnie w laboratorium przeprowadza sig szereg badan majacych

na celu ,,oczyszczenie” NRM probki ze sktadowych wtdrnych. Na szczedcie sa

one na ogdl mniej stabilne niz sktadowa pierwotna i mozna je usunaé
rozmagnesowujac probke zmiennym polem magnetycznym lub temperatura.




Kolejna fotografia przedstawia urzadzenie stuzgce do rozmagnesowywania probek
skat zmiennym polem magnetycznym. Widoczne na pierwszym planie trzy pary
cewek to tzw. cewki Helmholtza shuzace do skompensowania zewngtrznego pola
magnetycznego w obszarze, w ktérym znajduje si¢ probka. Kompensacji dokonuje
si¢ zasilajac je stalym pradem elektrycznym o tak dobranym nat¢Zeniu, by
wytworzone pole magnetyczne kompensowalo pole panujace w laboratorium.
Wewnatrz cewek Helmholtza znajduje si¢ cewka rozmagnesowujaca zasilana
pradem zmiennym o malejgcym nat¢Zeniu, ten prad wytwarza odpowiednio
malejace zmienne pole magnetyczne. W $rodku tej cewki w obszarze, w ktorym
skompensowano pole magnetyczne wiruje wokot dwoch wzajemnie prostopadlych
osi badana prébka. Kazda probke rozmagnesowuje si¢ kilkakrotnie, przy coraz
wigkszym poczatkowym nat¢zeniu pradu w cewce. Po kazdym takim cyklu
mierzony jest kierunek i natgzenie pozostalej po rozmagnesowaniu czgsci NRM.
Ta droga dochodzi si¢ do trwalej czgsci NRM, ktorej kierunek nie zmienia sig
przy zwigkszeniu poczatkowego natezenia pradu. Ten kierunek przyjmujemy za
kierunek pierwotnej skladowej NRM uzyskanej przez skal¢ w momencie jej
powstawania i zgodny z panujacym Swczesnie ziemskim polem magnetycznym.
Wyniki uzyskane dla kolekcji probek z badanego kompleksu skalnego sluzg, przy
uwzglednieniu dokonanej w terenie orientacji, do numerycznego otrzymywania
polozenia bieguna magnetycznego w okresie powstawania skaly.

Postgpujac w taki sposéb paleomagnetolodzy uzyskali szereg interesujacych

wnioskow:

— polozenia bieguna magnetycznego Ziemi dla roznych epok geologicznych
otrzymane w oparciu o badania skal z tego samego kontynentu s3 rozne,
zjawisko to nazwano wedrowka biegunow,

— polozenia bieguna dla tych samych epok geologicznych otrzymane w wyniku
badan skat z réznych kontynentéw sa rézne, rysunek przedstawia krzywe
wedréwki bieguna dla obu Ameryk, Europy, Afryki, Indii i Australii,

— w czasie historii Ziemi jej pole magnetyczne wielokrotnie zmienialo
biegunowos¢, to znaczy polnocny biegun znajdowal si¢ na pélkuli poludniowej
(obecnie znajduje si¢ na pdinocnej), a poludniowy — na polnocnej (obecnie
znajduje si¢ na potudniowej), tzw. zjawisko inwersji pola magnetycznego
Ziemi.

Problemy wedréwki bieguna w obrebie jedrego kontynentu oraz zjawisko inwersji

pola nie s3 jeszcze w pelni wyjasnione. Krzywe wedrowki bieguna dla réznych

kontynentéw sprowadzono do jednej krzywej wspdlnej dla calej Ziemi formulujgc
hipotez¢ dryftu (czyli wzajemnych ruchéw) kontynentéw. Hipoteza ta znalazia
potwierdzenie w geologii i naukach pokrewnych (rp. paleoklimatologia). Prébg
rekonstrukcji wzajemnego polozenia z przed ok. 70 mln lat Afryki, obu Ameryk

i Europy na podstawie danych geofizycznych i geologicznych przedstawia

zamieszczony na | stronie okladki rysunek. Przyklad ten pokazuje, jak wiele

informacji mozna uzyska¢ badajac wlasno$ci magnetyczne skal-kamieni. Trzeba
tylko pamigta¢, ze tu, podobnie jak w laboratoriach, w ktérych powstaja nowe
materialy magnetyczne, obowigzujg te same prawa fizyki.
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Przygladajac si¢ budowie naszego grafu mozna si¢
wprawdzie zorientowaé, ze wigksze szanse wygranej ma
gracz drugi, ale dokladne poréwnanie szans obydwu
graczy jest sprawg troche trudniejsza. Nie ma jednak
rzeczy trudnych dla Probabilistycznego Abaku.

Probabilistyczny Abak

Kto czytal poprzedni numer Malej Delty moze si¢
zorientowac, ze graf na rysunku obok odpowiada grze
opisanej w zadaniu 1. Mozna jednak zapomnieé o tamtej
grze i wykorzystaé graf do gry nastgpujacej (w
rzeczywistosci jest to ta sama gra). Umieszczamy pionek

w miejscu oznaczonym literg S. Z punktu S wychodza dwie
strzalki — jedna z nich oznaczyliSmy literg r (prowadzi
ona do miejsca oznaczonego literg R), drugg oznaczyli$my
litera o (prowadzi ona z powrotem do miejsca S). Rzucamy
monetg. Jesli wypadt orzel przesuwamy pionek tak jak
nakazuje strzatka o, jesli reszka — przesuwamy pionek

po strzalce r. Podobnie post¢pujemy z pionkiem w innych
miejscach naszego grafu. Gra koriczy si¢ z chwila, kiedy
pionek zawegdruje do miejsca ROO (wygrywa wowczas
pierwszy gracz) lub do miejsca RRO (wygrywa gracz
drugi). -

Abak — to starozytne liczydla.

Coz to takiego jest ten Probabilistyczny Abak?
Odpowiednio powigkszony (przerysowany na papierze

z bloku rysunkowego) nasz graf, spora ilo$¢ pionkdéw
(moga to byé¢ zwykle guziki) i kilka prostych regut
przesuwania pionkdéw po grafie. Zaczynamy od
umieszczenia pionkéw po jednym na kazdym miejscu grafu
poza miejscami koficowymi i startem. Nastepnie dokladamy
pionek na starcie. Dokladamy jeszcze jeden pionek...

i nasza maszynka do rozwiazywania zadan zaczyna
pracowac.
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Na tym jednak nie wyczerpuja si¢ mozliwos$ci naszego
Abaku. Jesli przesuwajac pionki po grafie policzycie iloéé
wszystkich przesunig¢é, od momentu kiedy Abak zaczyna
pracowaé¢ do momentu, kiedy zadanie zostalo rozwigzane
(pamigtajcie, Ze trzeba policzy¢ przesuniecie kazdego
pionka po kazdej strzalce) — otrzymacie znacznie
bogatsze informacje o grze. SprawdzZcie, Ze w naszym
przypadku przesuwaliémy pionki lacznie 16 razy.
Przypominam, Ze w sumie do miejsc koficowych grafu
dotarly trzy pionki. Dzielac 16 przez 3 otrzymamy $redniag
dlugo$é trwania gry. Coz to oznacza? Jakie ma to
znaczenie praktyczne? Jesli bedziecie graé¢ wielokrotnie,
to taczna ilo§¢ rzutéw moneta we wszystkich grach
powinna by¢ bliska nastepujacej liczbie: ilo$¢ rozegranych
gier pomnozona przez 16/3 (Srednig dlugos¢ trwania

jednej gry).

W miejscu S sg dwa pionki. Rozdzielamy je § §
sprawiedliwie migdzy dwie strzalki wychodzace z tego
miejsca. Jeden z pionkéw wréci z powrotem na miejsce S,
za to drugi przesunie si¢ na miejsce R. Nasza maszynka
nie przestaje pracowac. Teraz na miejscu R s3 dwa pionki.
Rozdzielamy je sprawiedliwie miedzy dwie strzatki
wychodzace z tego miejsca... i kontynuujemy nasze
postepowanie dopéki nasza maszynka nie stanie. Chcac ja
znowu wprawi¢ w ruch kladziemy na starcie kolejne
pionki (po jednym). Sygnatem do przerwania pracy
maszyny jest powr6t do sytuacji wyjsciowej, na kazdym

z miejsc poza miejscami koncowymi stoi jeden pionek

a ponadto pewna ilo$¢ pionkéw dotarta do miejsc
korficowych naszego grafu.

Sprébujcie sami zaprzegnaé Probabilistyczny Abak do
pracy, a potem sprawdZcie, patrzac na zamieszczone obok
rysunki, czy Wasz Abak pracowatl bez zaklécen. Zgodzito
si¢ — to dobrze. Popatrzmy wigc, ile pionkéw dotarto

do miejsc koncowych grafu. Trzy: jeden do miejsca ROO
i dwa do miejsca RRO. Oznacza to, Ze szanse graczy maja
si¢ do siebie jak 1:2 na korzysc¢ tego gracza, ktéry
obstawil miejsce RRO. Doéwiadczenie potwierdza wyniki
naszych obliczen. Jesli starczy Wam cierpliwoséci na
rozegranie duzej iloSci partii tej gry, to przekonacie sig,

ze gracz obstawiajacy pole RRO bedzie wygrywal okoto
dwdch razy czeéciei.

Te mozliwosci naszego Probabilistycznego Abaku
proponuj¢ wykorzysta¢ do rozwigzania nastepujacego
problemu. Rzucamy monetg dopdty, dopdki nie wyrzucimy
trzech orféw pod rzad. Ilu rzutéw (§rednio biorgc)
powinni$my si¢ spodziewaé na osiaggniecie tego rezultatu?
Tym, ktérzy nie czytali poprzedniego numeru Matej Delty,
ulatwilem zadanie rysujac graf odpowiadajacy naszej grze.
A reszta nalezy do Abaku. Abak jest niezawodny. Kto nie
wierzy, niech uzyskane rozwiazanie sprawdzi
doswiadczalnie.



Kiedy méwimy o pomiarze czasu, myslimy o wyraZeniu
czasu w standardowych jednostkach, np. w sekundach.
Tymczasem nie jest to wcale konieczne. Dyrygent orkiestry
dzieli czas z wielka doktadnoscia nie my$lac o zZadnych
jednostkach czasu. Zreszta, kazdy z nas potrafi odmierzyé
rowno bardzo male odstgpy czasu. Robimy to, na
przyklad, taniczac lub $piewajgc. Krok w taficu moze trwaé
pot sekundy, jednak opdznienie w stosunku do muzyki

o drobny utamek sekundy moze byé w oczach partnerki
niewybaczalne.

Muzyka, jako pomoc naukowa, musiata by¢ bliska
Galileuszowi, ktérego ojciec i brat byli zawodowymi
muzykantami. Sam uczony dobrze gral na lutni, a nawet
probowal komponowaé.

Galileusz i piosenka

W poprzednim numerze byla mowa o dokladnosci zegaréw
konstruowanych w dawnych czasach i obecnie.
Zastanawiajace jest, jak uczeni w dawnych wiekach mogli
sobie radzi¢ z pomiarami krétkich odcinkéw czasu.

Szereg podstawowych praw mechaniki odkryto w epoce,
kiedy nie umiano mierzy¢ odcinkow czasu krétszych niz
jedna sekunda. Na przyklad, prawo spadku swobodnego
odkryl Galileusz na poczatku XVII wieku. Prawo to méwi,
Ze droga przebyta przez cialo spadajace z wiezy lub
zsuwajace si¢ po rowni pochylej jest proporcjonalna do
kwadratu czasu, jaki uplynal od poczatku ruchu.
Stwierdzenie tego faktu wymagato od uczonego podzialu
czasu spadania na réwne odcinki z do$¢ duzg dokladnoscig.
Einstein, ktéry byl zawsze pelen podziwu dla Galileusza,
uwazal, ze odkrycie tego prawa bylo czystg spekulacja,
poniewaZ Galileusz nie byl w stanie wykona¢ odpowiednich
pomiarow. Jednakze, jak sugeruje ostatnio amerykanski
historyk nauki, Stillman Drake, Einstein nie docenit roli
doswiadczenia w pracy Galileusza. Drake wysunat

cickawg hipotezg, ze tajemnicg sukcesu Galileusza byla...
piosenka. '

Proponuje¢ ci wykonaé¢ doSwiadczenie podobne do tego,
ktére prawdopodobnie w 1604 roku doprowadzito
Galileusza do poznania prawa spadku swobodnego.
Wezmy dluga, gladka desk¢ i polézmy ja na podlodze
lekko podnoszac z jednej strony tak, by byla nachylona do
podlogi pod katem okoto jednego stopnia. Na gérnym
koncu deski potézmy maly przedmiot, ktéry moze si¢ po
niej latwo toczy¢. Moze to by¢ kulka, dziecinny
samochodzik, szpulka od nici itp. Pozwdélmy mu stoczyé
si¢ swobodnie wzdluz deski i obserwujmy jego ruch.



Zamiast szukaé deski mozna lekko pochyli¢ stél kuchenny,
ale wtedy trzeba zapewnié¢ przedmiotowi migkkie ladowanie

na przyklad zatrudniajac ,,asystenta’ do lapania go
w powietrzu. W miarg¢ oddalania si¢ od poczatku réwni
pochylej kulka toczy si¢ coraz szybciej. W jaki sposéb
wzrasta jej predkos$é? Jak rosnie w czasie jej odlegloéé
od szczytu réwni? Zeby odpowiedzieé na te pytania,
trzeba zaznaczy¢, gdzie znajdowala si¢ kulka po uplywie
jednego, dwoch, trzech itd. réwnych odcinkow czasu.
Musimy to oczywiscie zrobi¢ bez pomocy zegarka. Jak?
Ano wlasnie, przypomnijmy sobie jaka$ tatwa rytmiczng
melodig, na przykiad ,,Szla dzieweczka do laseczka™.

To, ze Galileusz w ten wlasnie sposdb odmierzal czas przy
wykonywaniu swego doswiadczenia, jest tylko domystem.
Uczony nie wspomina o tym w swoich pracach. Pewnie
obawial si¢, Ze zdanie: ,,Sprawdzilem to prawo $piewajac
piosenke, podczas gdy kulka staczala si¢ po rowni”
brzmialoby humorystycznie w publikacji naukowe;j.

333§

Pusémy teraz kulke zaczynajac jednoczeénie nucié. Na
poczatku kazdego taktu zaznaczamy kredg lub innym
pisakiem miejsce, gdzie znajdowala si¢ kulka (w przypadku
wigkszego przedmiotu — jego okre§lony punkt, na przyklad
przéd samochodzika). Odstepy migdzy kolejnymi kreskami
okazuja sig coraz wigksze. Warto powtorzy¢ eksperyment
kilka razy. Otrzymamy pewien rozrzut, czyli grupki kresek
odpowiadajacych poszczegdlnym taktom. W kazdej grupie
zmierzy¢ odleglosci poszczegdlnych kresek (tych
otrzymanych z u$rednienia) od miejsca, z ktérego
puscilismy kulke. Kto$, kto wykonat to doswiadczenie,
otrzymal nastepujacy wynik:

numer kreski dlugoéé (cm)

1 6

2 25 6x4
3 55 6x9
4 95 6x16

Okazuje sig, ze poszczegdlne odleglo$ci moZna w przyblizeniu
zapisa¢ jako iloczyny pewnej liczby (w naszym wypadku

6 cm) i kwadratéw kolejnych liczb catkowitych. Przy innym
nachyleniu deski otrzymaliby$my inne liczby, ale zawsze
spelnialyby one powyzszy zwiazek.

Malg »Delte« opracowali Przemyslaw Nowicki i Daria Zieminska



Metody Monte Carlo (V)

Ay=flx)

= ¥

@

Rozwigzanie zadania M 77.

Niech x bedzie wysokodcia wiety. Mamy
&

wowczas: tga = — ,
a

x

tgf = B

O @+ ) = =

Ale % = tg(90° = (a+ B)) = ctgla+p) =

1 _1=tgatgh
tg(x+ B) tgx+tgf
xi
| o
ab
x . x
a b
Rozwigzujac otrzymane réwnanie otrzymujemy
- x x x2
kolejno — (_a_ + —b-) = ] =5
1 1 1 a+b+e
W— —+—] =1, x— 1
. (ac * be ab ) abc '

(x jako odlegloéé jest liczbg dodatnig, wice
pomijamy rozwigzanie ujemne).

Dr Ryszard ZIELINSKI
OBLICZANIE CALEK (c.d.)

Podobnie jak w poprzednim odcinku, bgdziemy zajmowali si¢ metodami Monte Carlo obliczania
calki

b
m I'={fGx)dx.

Prezentacj¢ bardziej zaawansowanych metod musimy jednak poprzedzié pewnymi uwagami

i przypomnie¢ pewne fakty ze szkolnego kursu rachunku prawdopodobienstwa.

Dla uproszczenia dalszych rozwazan bgdziemy — podobnie jak przy prezentacji poprzednio
omawianej metody ,,orzel-reszka’ — zakladali, ze fjest funkcja nieujemna i traktowali catke (1)
jako pole powierzchni ograniczonej osig odcigtych, prostymi x = a, x = b i wykresem funkcji f
(rys. 1). Podzielmy odcinek (a,b) na m réwnych czesci i niech x bedzie odcigta punktu bedacego
$rodkiem j-tego odcinka (rys. 2). Mamy wtedy, jak latwo sprawdzié

1 b—
@ X =a+ (f— —)- s, I=m13,.,m
2 m

Zauwazmy, ze jezeli m jest duze, to pole pod krzywg ¥ = f(x) nie rézni si¢ duzo od pola figury
utworzonej przez wszystkie ,,stupki” przedstawione na rys. 2. Calka I bedzie wtedy
w przyblizeniu réwna:
m

3) Iz (b-a) 3, y,-i.

Jul g M
Zeby to przyblizenie bylo ,,dobre”, funkcja f musi byé dostatecznie regularna (wystarczy np.,
2eby byla ciagla), a liczba m odpowiednio duza, ale nie bedziemy dyskutowali tego szczegblowo.
A teraz siggnijmy do szkolnego kursu rachunku prawdopodobienistwa. Niech 2 = {w,,0,, ..., 0n}
bedzie zbiorem zdarzen elementarnych i niech p; = P({w;}). Na zbiorze {2 okreslimy zmienna
losowa Y i niech y; oznacza wartos¢ tej zmiennej losowej w punkcie wy, tzn. y; = Y(w)).
Warto$¢ oczekiwana EY tej zmiennej losowej wyraza si¢ znanym wzorem

m
@ EY= 3 yps
ji=1

1
a jezeli wszystkie prawdopodobienistwa p; sa réwne (a wiec jezeli p; = —;), otrzymujemy

e 1

® EY=Y y;-—,

Tl
co jest identyczne z sumg wystepujaca po prawej stronie wzoru (3). Mamy wigc nastgpujacy
przyblizony wzér dla calki I:
© Iz (b—a)- EY,
gdzie Y jest odpowiednig zmienng losowa.
Przeprowadzimy nastgpujacy eksperyment. Weizmy m jednakowych kartek papieru, na kartkach
tych wypiszmy kolejno wartosci y,,y3, ..., ¥m (niektére z liczb y; moga oczywiscie by¢ jednakowe)
wrzuémy wszystkie kartki do kapelusza, wymieszajmy je starannie i wyciagnijmy na chybil-trafit
jedng z nich. Bedzie nas interesowala liczba napisana na wylosowanej kartce. Jest to oczywiscie

1
jedna z wartosci zmiennej losowej, ktéra z prawdopodobienstwem — przyjmuje kazda
m

z wartosci ¥;,Yz, ..., Ym. PO wyciagnigciu kartki z kapelusza i zapisaniu sobie liczby z tej kartki,
wkladamy ja z powrotem do kapelusza i powtarzamy nasze losowanie, powiedzmy, n razy. Niech
Y oznacza wynik k-tego losowania. Oczywiscie dla kazdego k mamy

1
PO =y}=m — j=1,2,..,m
m

Wyniki kolejnych losowan sa niezalezne (losowanie ze zwracaniem).
Z prawa wielkich liczb (patrz poprzednie odcinki) wiemy, ze z prawdopodobieristwem réwnym
jednosci

n

1
lim — Z Y® = EY,
n—sco N k=1

l L)
a centralne twierdzenie graniczne pozwala nam oszacowaé réznicg migdzy = Y k=y®
K=1



Rozwigzanie zadania M 78.

Zachodzi réwnodé (a—1)!-a = al. Jezeli
przyjmiemy, ¢ a = y !, to otrzymamy
nieskonczenie wiele rozwiazan danego
réwnania x = y!—1,z = y!, y — dowolne.
Znamy jeszcze jedno rozwigzanie tego
réwnania (nie objete podanymi wzorami),

a mianowicie 61 7! = 10! ; nie wiemy, czy
istniejg inne rozwigzania tego ré i

1
Obliczamy calkg I = gﬂx)dx dla f(x) =

metods ,,orzel-reszka”

oraz EY: blad oszacowania wartosci oczekiwanej za pomoca takiej $redniej wynosi 25,/ }/n, gdzie
(patrz poprzednie odcinki):

n 2
) %=/ L Sgups (LS Ym) '
L= k=1
W ten sposob szacowanie wartosci oczekiwanej zmiennej losowej Y, a wiec szacowanie calki (1),
sprowadza si¢ do wykonania odpowiedniego eksperymentu i kilku prostych rachunkéw.
Zastapienie calki I sumg i korzystanie z przyblizenia (3) bylo nam potrzebne tylko po to, abySmy
mogli wyjasni¢ mechanizm odpowiedniego eksperymentu postugujac si¢ pojeciami zmiennej
losowej i wartosci oczekiwanej zmiennej losowej, znanymi ze szkolnego kursu rachunku
prawdopodobiefistwa. Mozemy unikna¢ tego przyblizenia zastepujac losowanie kartek
z kapelusza losowaniem punktéw z przedzialu (a,b), np. tak jak to juz robilismy w poprzednim
odcinku. Prowadzi to do nast¢pujgcego algorytmu szacowania catki (1):
1) wybra¢ na chybil-trafit punkt z przedzialu (a,b);
2) obliczyé wartosé funkcji f w wylosowanym punkcie;

" 3) powtérzy¢é obie czynnoéci i razy i obliczyé érednig arytmetyczng liczb otrzymanych

w punkcie 2;
4) obliczy¢ oszacowanie catki mnozac wynik z punktu 3 przez liczbe (b—a).
Jezeli oznaczymy przez xi, k = 1,2, ..., m, wspoirzedna punktu z przedzialu (a,b), otrzymanego
w k-tym losowaniu, to dla oszacowania / calki I otrzymujcmy wzor:
n
®) P=0 5 fon),

n k=1
a biad tego oszacowania (por. wzor (7)) jest rowny

2 b—l =

©) 2029 2 /1 3 pe- (— b f(x.))
Vn k=1

=x*h

Dla ilustracji przytoczymy dwa wyniki liczbowe. Obliczano calke 5"/7_
2n

dx (ktorej wartosé,

réwna 0,3413, moze by¢ dokladnie obliczona innymi metodami). Obliczenia wykonano raz
metodg orzel-reszka i raz metoda przed chwila opisana, w kazdym przypadku losujac 25
punktéw w przedziale catkowania (0,1). W przypadku metody orzel-reszka otrzymano wynik
0,40 z bledem 0,1960; w przypadku przedstawionej wyzej metody otrzymano wynik 0,3442

z bledem 0,0192.

Numer

T Wrylosowany Czy
# punkt flxyp) ¥y <
nia
j Xy i < flx)?

0,10 0,09 0,397 tak
073 0,25 0,306 tak

0,33 0,76 0,378 nie
0,52 0,01 0,348 tak

0,86 0,375 nie
0.34 0,67 0,377 nie
0,35 0,48 0,375 nie

0,76 0,80 0,299 nie
0,95 0,9 0,254 nie
10 | 091 017 0,264 tak

C-IN- B - SR T WP
=
e
A

11 0,39 0,29 0,370 tak
12 0,27 0,49 0,385 nie
13 0,45 0,37 0,361 nie
14 0,54 0,20 0,345 tak

15 | 048 0,05 0,356 tak
16 | 064 0,89 0,325 nie
17 | 047 o042 0,357 nie
18 | 09 024 0,252 tak
19 | o8 0,52 0,290 nie
20 | 040 0,37 0,368 nie
21 020 0,63 0,391 nie
22 | 061 0,04 0,331 tak
23 | 002 0,00 0,399 tak
24 | 082 029 0,285 nie
25 | 0,06 0,65 0,394 nie

Liczba sukceséw (,,tak): 10

Oszacowanie calki 7 =10/25= 0,4

e =¥ 2
2n
metodg podstawowsg
N, Wyl o
losowania punkt fixp)

i Xy

1 0,10 0,3970

2 0,09 0,3973

3 0,73 0,3056

4 0,25 0,3867

5 0,33 10,3778

6 0,76 0,2989

7 0,52 0,3485

8 0,01 0,3989

9 0,35 0,3752

10 0,86 0,2756 Oz przez In kolej jia calki uzysk
11 0,34 0,3765 da podstawowa po m losowaniach :
12 0,67 0,3187 Biorgc za podstawg oszacowan wyniki z tabelki (i dalsze,
13 0,35 0,3752 nie pod w tej tabelce) otrzy y wykres:

14 0,48 0,3555

15 0,76 0,2989

16 0,80 0,2897

17 0,95 0,2541 . 'I‘

18 0,90 0,2661 n

19 0,91 0,2637
20 0,17 0,3932 037
21 0,39 0,3697 036}
2 0,29 0,3825
23 0,27 0,3847 035t
24 0,49 0,3538 034 F—F o e
25 0,45 0,3605 : [=03413

Q33F
Suma 8,6043 ol

o

o calki T = 50043725 = 8,342 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Przypomnijmy jeszcze raz (por. »Delta« 11/1975), co oznacza zdanie

,,otrzymano wynik 0,3442 z bledem 0,0192".

Zdanie to mozna sformutowaé rOwniez w nastepujacy sposdb: ,,stwierdzono, ze poszukiwana
warto$¢ calki jest liczba z przedziatu (0,3250, 0,3634)”. Gdyby$my jeszcze raz powtérzyli nasze
rachunki, otrzymalibyémy z pewnoscia inne oszacowanie dla calki i inne oszacowanie dla blgdu.
Zdanie ,,poszukiwana warto$¢ calki jest liczba z przedzialu (oszacowanie catki — blad,
oszacowanie calki+ blad)” moze by¢ zdaniem prawdziwym lub zdaniem falszywym, ale
prawdopodobieristwo tego, ze bedzie to zdanie prawdziwe, jest wysokie i wynosi okoto 0,95.
Wartosé 0,95 tego prawdopodobienistwa jest zwigzana ze wspolczynnikiem 2 wystgpujgcym

we wzorze (9) na wielkos¢ bledu.

Podana wyzej metoda (nazywa sie ja czasami ,,metodg podstawowa’™) jest zawsze dokladniejsza od
metody orzel-reszka w tym sensie, e ma mniejszy blad (chociaz moze si¢ zdarzy¢, ze wynik 5
otrzymany metoda orzel-reszka bedzie blizszy prawdy niz wynik otrzymany metoda podstawowg).
Tlustrujg to przytoczone wyzej przyklady liczbowe. Znane sa jeszcze dokladniejsze metody Monte
Carlo. Najprostsze z nich to metoda losowania warstwowego i metoda Sredniej wazonej.

Pierwsza polega na tym, ze przedzial calkowania (a w przypadku funkcji wielu zmiennych —
obszar calkowania) rozbija sie na sume rozlacznych przedzialéw (,,warstw”) i calke przedstawia
sie jako sume odpowiednich calek liczonych na poszczegblnych warstwach.

Np. dla liczb ¢;,¢3, ...,¢, takich, Ze @ < ¢; < ¢; < ... < ¢; < b mamy

b Ty £3 X b
{foodx = § feode+ § f0dx+ ... + § f(dx

Cs
Kazda z calek takiej sumy szacuje si¢ metoda Monte Carlo, a poszukiwang wartos¢ calki I
szacuje si¢ jako sume tych oszacowaﬂ. Okazujc sie, ze prowadzi to do znacznej redukcji blqdu.

Na przyklad dla podawanej juz calki - s e=X*/2 dgx przy rozbiciu jej na sume pieciu calek

27 0
otrzymano — losujac, jak poprzednio, ogblem 25 punktéw — wynik 0,3406 z blgdem 0,0034.
Metoda sredniej wazonej polega, méwiac z grubsza, na tym, ze nie kazdy punkt z przedzialu
calkowania ma jednakowe szanse na wylosowanie. Okazuje si¢, ze w niektérych przypadkach
mozna tak zorganizowaé losowanie punktéw w obszarze calkowania, zeby blad oszacowania calki
byt dowolnie maly.
Prezentacja wszystkich metod Monte Carlo obliczania calek wymagalaby znacznie bogatszego
aparatu teorii prawdopodobieristwa i statystyki matematycznej, ograniczymy si¢ wigc do tego, co
juz wyzej powiedzieliémy, a zainteresowanego Czytelnika odsylamy do obszernej kslqilcl s»Metody
Monte Carlo” (Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1970).

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI
M 76. Wyznaczyé wszystkie wielomiany f spelniajace dla kazdego wielomianu g i kazdej liczby
rzeczywistej x rownosé
flg(x) = g(f(x)).
Rozwigzanie na str. 17
M 77. Z punktéw odleglych o a, b, ¢ od wiezy wida¢ ja pod katami &, B, 90°— (a+ ). Wyznaczyé
wysokosé wiezy nie korzystajac z tablic trygonometrycznych.
Rozwiagzanie na str. 12
M 78. Udowodnié, ze rownanie x !y ! = z! ma nieskoriczenie wiele rozwiazaf w liczbach
naturalnych x,y,z wiekszych od 1.
Rozwigzanie na str. 13

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 26. Gaz doskonaly znajduje si¢ w naczyniu w ksztalcie walca, ktérego jedna z podstaw stanowi
ruchomy tlok.

Scianki naczynia i tlok nie przewodza ciepla.

Tlok przesuwamy réwnomiernie z predkoscia u, znacznie mniejsza od Sredniej predkosci
czasteczek gazu.

Znajdzcie, jak zmienia sig¢ ci$nienie P gazu w naczyniu, w zaleznosci od objetoéci V. Rozwaicie
przypadek gazu jedno- i dwu-atomowego (odpowiednio o trzech i pieciu stopniach swobody
ruchu).

Przed przystapieniem do rozwiazywania powyzszego zadania przypomnijmy sobie wyprowadzanie
réwnania stanu gazu z kinetyczno-molekularnej teorii materii.

(Fizyka dla klasy I str. 165).

Rozwigzanie na str. 17

14



MONIKA MARKIEWICZ Z WARSZAWY : Uprzejmie prosze o wyjasnienie mi na lamac
»Delty« (1) kiedy w definicji nowego pojecia uzywamy réwnowazinosci, a kiedy slownego sformulowania
wjezeli...” ;(2) ezy zapis ,,=" oznacza to samo, co ,, <=7

(1) Nie ma tu zadnej reguly, mozna i tak, i tak. Jest jednak pewna subtelna réznica w sposobie
uzywania tych sformulowan. Poréwnaj zdania

1. ,,Df. fjest funkcja ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujacy warunek:...”

IL. ,,Df. Jezeli f spelnia warunek ..., to mowimy, ze jest funkcja ciagl.”

Pierwsze zdanie jest zdaniem nalezagcym do matematyki, prawdziwym z zalozenia. Drugie zdanie
jest zdaniem o matematyce, ale do matematyki nie nalezy. Wystepuje w nim bowiem czasownik
,»mowi¢”, odnoszacy si¢ do czynnosci czlowieka. Sugeruje ono, ze jesli si¢ chce dobrze rozumieé
to, co nastapi po tym zdaniu, to nalezy termin ,,funkcja ciagla™ rozumieé w taki sposéb, by

zdanie I bylo prawdziwe.

(2) To zalezy od uzywajgcego te symbole. Bywa tak, ze z dwu ludzi jeden uzywa ,,=", drugi ,,<>"
w tym samym sensie. Jednakze czesto <> jest symbolem operacji logicznej, ktéra kazdej parze
dowolnych zdan przyporzadkowuje ich rownowaznoéé¢ p < ¢. Ta réwnowazno$é moze byé —

w zaleznosci od wartosci logicznych zdan p i ¢ — prawdziwa lub falszywa. Natomiast symbol =
rezerwuje si¢ dla takich sytuacji, w ktérych wiadomo, ze dwa konkretne zdania p i ¢ maja ta

samg warto$¢ logiczna, a wigc Ze rGwnowaznosé p <> ¢ jest zdaniem prawdziwym. Napis p=q
oznacza to wlasnie (TBI).

XVII MIEDZYNARODOWA OLIMPIADA MATEMATYCZNA

W dniach 7-8 lipca 1975 r. odbyla si¢ kolejna Miedzynarodowa Olimpiada
Matematyczna. Ekipa polska wigkszych sukceséw nie zanotowala. Oto zadania:

1. Niech x;, y; (i = 1,2, ..., n) bedg takimi liczbami rzeczywistymi, ze
Xy = X2 2 X3 ... = Xa,
YiZV2aZ V32 cio Z Vae
Dowiesé, ze jezeli ciag z,, za, ... Z, jest dowolng permutacja liczb y,, ¥z, ... Va, to

" L]
Y =y < Y (a—z)n
i=1 i=1
2. Niech a,, a;, a; ... bedzie takim ciggiem nieskonczonym liczb calkowitych dodatnich, ze
& <ag dlak=123,....
Dowiesé, ze nieskoniczenie wiele wyrazéw a.. mozna przedstawi¢ w postaci

m = X" ap+y- dq
gdzie x i y sg liczbami calkowitymi dodatnimi i p # q.

3. Na bokach dowolnego trojkata ABC zbudowano trdjkaty ABR, BCP, CAQ lezace w jego
plaszczyznie, z ktorych zaden nie ma wspélnych punktéw wewngtrznych z trojkatem A8C,
przy czym
4 PBC = 4 CAQ = 45°,

+ BCP = 4 QCA = 30°,
+ABR = <BAR =15°,
Dowie$é, ze < QRP = 90°i QR = RP.

Dzien drugi.

4. Suma cyfr liczby 44444444 zapisanej w dziesi¢tnym systemie pozycyjnym jest rbwna A. Niech B
bedzie sumg cyfr liczby A. Znalez¢ sumg cyfr liczby B. (Liczby A i B zostaly zapisane rowniez
w dziesigtnym systemie pozycyjnym.)

5. Czy na okregu o promieniu | mozna znalezé 1975 takich punktéw, ze dlugosé kazdej cigciwy,
ktérej koricami sg dwa sposrod nich, jest liczba wymierna ? OdpowiedZ nalezy uzasadnic.

6. Znalezé wszystkie wielomiany P dwoch zmiennych spelniajace nastgpujace warunki:
(1) P jest wielomianem jednorodnym stopnia n, to znaczy dla dowolnych liczb rzeczywistych

1, x, y jest

P(tx, ty) = t"P(x, y),
gdzie n jest liczba naturaing.
(2) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ jest

P(a+b,c)+ P(b+c,a)+ P(c+a, b) = 0.
3) P(1,0) = 1.
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Laboratorium w domu

TECZA
Dr Jan A. GAJ

Ktoz z nas nie widziat teczy? Proponuje dzisiaj wytworzenie jej w skali
laboratoryjnej no i oczywiscie zastanowienie si¢, skad si¢ ona bierze.
Zacznijmy jednak od przypomnienia sobie obserwacji teczy w naturze.

Z dydaktycznego, a z pewnoscia takze i z estetycznego punktu widzenia
najciekawsza jest tecza, ktéra niekiedy mozna zobaczy¢ w gorach, znajdujac sie
ponad chmurg i patrzac w kierunku przeciwnym od slorica, to znaczy tak, aby
widzie¢ na chmurze wlasny ciefi. Widzimy wtedy tecze w postaci tuku, ktérego
Srodek pokrywa si¢ z cieniem naszej glowy — przy szcze§liwym ustawieniu sie
w stosunku do terenu i kierunku promieni stonecznych mozna zobaczy¢ nawet
pelny okrag teczowy. Promieni katowy teczy wynosi okolto 42° (patrz

rysunek). Przypominam, Ze na zewnatrz, a wigc pod najwigkszym katem do
promieni slonecznych obserwujemy barwe czerwona. Kto tego nie pamigta, nie
musi mi wierzyé. MozZe si¢ o tym przekona¢ w do§wiadczeniu, ktérego trescig jest

WYTWARZANIE TECZY W DOMU

Podstawowa trudnoscia jest takie przeprowadzenie do§wiadczenia, aby nie byé
oflepionym przez §wiatlo pochodzace od tla. Dlatego préby przeprowadzamy

w zaciemnionym pokoju, do ktérego dos¢ waska smugg wpada $wiatlo

sloneczne lub pochodzace od jednej zaréwki. Zgodnie z ogélng opinig za tecze
odpowiadaja zjawiska zachodzace w kropelkach wody (deszczu, mgly, chmur

itp). Nasza ,,chmure” wytworzymy za pomocg rozpylacza. Ostrzegam jednak
przed réznymi aerozolami — mgla powinna by¢ wodna. Staramy si¢ wytworzyé
takie warunki, abySmy patrzac na mgle wodna pod odpowiednim katem mieli
jako tto nieoswietlong czg$é pokoju (jak na rysunku). Obserwacje ,,teczy’’, ktéra przy
stabej zaréwce moze by¢ widoczna jedynie jako jasny tuk bez koloréw, ulatwi nam
lekkie poruszanie glowa — tecza bedzie si¢ takze poruszaé.

Po wstepnym zapoznaniu si¢ ze zjawiskiem przychodzi nieuchronnie kolej na
pytanie

JAK POWSTAIJE TECZA?

Na to pytanie bedziemy musieli odpowiedzie¢ sobie sami. Pomoze Wam w tym
nastepne doswiadczenie. Jednoczeénie ostrzegam Was: w wielu ksiazkach zjawisko
teczy wyjasnione jest w sposéb zupelnie niewystarczajacy, a czasem nawet bledny.
Myslcie wigc samodzielnie, nie zraZajac si¢ tym, Ze nawet w Encyklopedii Fizyki
nie podano interesujacego nas wyjasnienia. W do$wiadczeniu potrzebna nam
bedzie zaréwka (lub $wiatlo stoneczne), tekturka i butelka lub szklanka mozliwie
dokiadnie w ksztalcie walca, napelniona woda. Zaréwka powinna byé
umieszczona w odlegtosci paru metréw od szklanki, nieco powyzej niej, najlepiej
w sasiednim pokoju. Podobnie jak w poprzednim do$wiadczeniu, wylagczamy
wszelkie inne Zrédla Swiatla. W tekturce wycinamy dziurke i umieszczamy ja tak,
aby przepuszczany przez nig promyk $wiatla zaréwki padt na butelke. Po
zalamaniu i odbiciu w butelce z woda, promyk padnie na tekturke, gdzie mozna
obserwowac¢ jego §lad, oczywiscie patrzac od strony butelki.



Jeteli dysponujecie odpowiednia iloécia
alkoholu — zastapcie nim wodg w butelce,

a przekonacie sig, dlaczego odradzalem Wam
aerozole.
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Rozwigzanie zadania M 76

Przypuéémy, te wielomian f ma 23dang

wlasnosé. )

w dlnodci dla wielomi: stalego

£(gx) = c dla katdego x, gdzie c jest dowolng

ustalong liczbg rzeczywista) zachodzi réwnosé
fle) = ¢.

Wielomian f jest wiec funkcjs toisamosciows.

Funkcja tozsamosciowa f ma oczywitcie

tadana wlasnodé, gdyz f(g(x)) = g(x) =

= g(f(x)).

Sprébujcie teraz przesuwaé tekturke na boki patrzac co si¢ dzieje z promieniem,
kiedy pada on na butelk¢ w ré2nych miejscach. Zwroécie szczegélng uwage

na fakt, Ze przesuwajac stopniowo promien padajacy od §rodka butelki ku jej
brzegowi widzimy, ze plamka na tekturce najpierw posuwa si¢ w jednym kierunku
a potem zawraca. Zeby nie mie¢ watpliwosci, Ze to to samo zjawisko, co we mgle
wodnej, umiesécie Waszg tekturke w sposob pokazany na rysunku i patrzcie

na nig od strony butelki — ujrzycie rodzaj tgczy, ale jednowymiarowej, bo
butelka jest walcem a nie kulg, jak kropelki wody.

Juz gotowi do doswiadczeii? No to powodzenia — w dziataniu i w my$leniu.

Rozwigzanie zadania F 26, "
Rozwaimy przypadek sprezania gazu. Przesuwajac tlok wykonujemy pewna prace nad gazem i tym samym dostarczamy
mu energii. Nalety policzyé zmiang energii czgst k gazu w jed gazu w wyniku ich zderzef z tlokiem.

Czasteczki gazu posiadaja rézne predkosci. Spoérdd calkowitej liczby czasteczek N, wyrdiniimy grupe Ni czasteczek,

ktére posiadajq w danej chwili skladows predkosci wzdluz osi tloka vix > 0 (niech of x ukladu wspéirzednych pokrywa

si¢ z osia tloka).

Liczymy zmiane energii czasteczki o predkodcivix w wyniku zderzenia z tlokiem. W ukladzie odniesienia zwigzanym

z tlokiem, x — owa skladowa predkoéci czasteczki przed i po zderzeniu wynosi odpowiednio vix-+u oraz —(vix+u). Te

same wielkosci li wzgledem nieruchomych écianck naczynia wynoszq odpowiednio vz i —(vix+ 2u). Stad zmiana
j czg! ki 0 masie m wynosi:

AE = -’;; (viz+2u)2— -'—:—m,-l ~ 2mUix-u,

Ieieli zaniedbamy wyraz z u? jako maly.

W odstepie czasu At, spoiréd Ni czgsteczek tylko te moga uderzyé o tlok, ktére znajduja si¢ od niego w odleglodci

bliiszej nit (vix+w)At. Takich czasteczek jest w naczyniu:

S(vix+uw)At
¥

W odstgpie czasu Af ich energia zmienia sig o 4E;,

Ni- » gdzie § jest powierzchnia tloka.

2Ni*S'm-u

AEy = — vixldt.
Wyraz z u? zostal ponownie pominiegty.
Zeby obliczyé calkowita zmiang energii wszystkich cza: k, musimy uwzglednié czasteczki o kich mozliwych
predkosciach vz,
B o Smudt -
ABoy = LT H M g S et w13 ST D,
y2 7 v V
gdzievs? jest drednim kwad x — owej skladowej predkosci czasteczek gazu, av? — §rednim kwadratem predkosci
czasteczek. W powyZszych przeksztalceniach uwzglednilismy jednakowe prawdopodobiedistwo wystgpowania czasteczek

poruszajacych si¢ w kierunku do tloka (vix > 0) i w kierunku przeciwnym (vix < 0). Dla gazu jednoatomowego
calkowita energia czasteczek gazu, Ecaix wynosi:

Ecalk = -—; Nem-v3,
Dla gazu dwuatomowego: Ecaik = %Nmﬂ—‘. Ogdlnie obowigzuje zaleznodd:

Ecatx = % qui!’, gdzie | oznacza liczbg stopni swobody ruchu.

Stad:
2 Su- A
. AEcatk = o e T Ecaix
Poniewaz wyrazenie S - u- At iang obj i gazu (ze znakiem ,,~ ", bo rozwazamy sprezenie gazu), wiec
(w granicy 4t = 0):
dEcaik _ _id_V_ :
Ecaik £V

Calkujac to réwnanie otrzymujemy:
2

Ecaix V! = const

Uwzgledniajac zaleinoié pV ~ Ecaix (réwnanie stanu dla gazu dosl lego) otrzymuj zwigzek;
I1+2
.14 s const,
Jest to znane réwnanie dla przemiany adiabatycznej. Wartoéé wykladnika » = E.fi wynosi 5/3 dla gazéw

jednoatomowych i 7/5 dla gazéw dwuatomowych.

17






