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Czastki czy fale? Prof. dr Grzegorz BIALKOWSKI

W XX wieku fizyka zdecydowanie wykroczyla poza zasigg zjawisk dostgpnych
bezposrednio postrzeganiu zmystowemu. Niemal automatycznie pociagneto to

za sobg utratg naocznosci wielu koncepcji pojeciowych fizyki wspodlczesne;.
Popularyzatorzy fizyki starajg si¢ oczywiscie zrobi¢ na tym interes i przedstawiaja
niektdre trudniejsze zagadnienia w sposéb paradoksalny. Czytelnik, ktéremu si¢
mowi na przyklad, ze fizyka nie wie, czym jest elektron — czastka czy falg — albo
patrzy na t¢ nauk¢ z pogodnym sceptycyzmem, albo oburza si¢ i usituje sposobem
chalupniczym wymysleé¢ jakas$ nowa teorig. W kazdym razie jest on skutecznie
zaszczepiony przeciwko prébom prawidlowego wyjasnienia mu tego ,,paradoksu”.
Tymczasem problem ,,czastki czy fale?”” narodzit si¢ bardzo dawno, jeszcze

w koncu XVII wieku. W r. 1678 Christian Huyghens przediozyt Akademii
Paryskiej swdj Traktat o swietle, w ktérym wypowiedziat poglad, Ze $wiatlo

ma naturg¢ falowa (uwazal on, Ze sg to fale podluzne, ale ten element zostat
skorygowany po odkryciu zjawiska polaryzacji §wiatla). Nieco wcze$niej Newton
wydat swojg Optyke, w ktorej zajal stanowisko przeciwne. Wedlug niego $wiatlo
to strumien czgstek emitowanych przez widziane obiekty. Nalezy zreszta
podkresli¢, ze sam Newton sformulowat te¢ hipotezg w sposéb bardzo ostrozny,
ale jego autorytet byt tak wielki, iZ jego nastgpcy trzymali si¢ jej w sposéb
znacznie bardziej dogmatyczny niz jej tworca.

Obie hipotezy wspdlistnialy w ciagu wieku XVIII, a w pierwszych jego
dziesigcioleciach wykonano szereg doéwiadczeni (migdzy innymi stynne
eksperymenty Younga), ktére wykazaly, ze istotnie §wiatlo ma nature falowg. Po
wynalezieniu siatki dyfrakcyjnej mozna juz bylo mierzy¢ dtugos¢ fal swietlnych

z rosngca dokladnoscig. W tej sytuacji nawet najbardziej zagorzali zwolennicy
teorii Newtona musieli ztozy¢ bron i wydawalo sig, Ze sprawa jest ostatecznie
rozstrzygnigta. Tym bardziej, Zze udalo sig, dzigki Maxwellowi, wlaczy¢ zjawiska
$wietlne do obszernej i pieknej teorii elektromagnetyzmu. _

Jednakze na przelomie XIX i XX stulecia, gléwnie dzigki pracom Lenarda,
wykryto i wstepnie zbadano zjawisko fotoelektryczne. Polega ono, jak wszyscy
wiemy, na tym, Ze §wiatlo padajace na powierzchnie ciala wybija zen elektrony,
przy czym energia tych fotoelektronéw nie zalezy od natezenia §wiatla, zalezy
natomiast od dlugosci jego fali. Z punktu widzenia teorii falowej jest to wynik
zupelnie niezrozumialy, energia w ruchu falowym jest bowiem proporcjonalna

do kwadratu amplitudy drgan, natomiast nie ma zadnego zwiazku z dlugoscia fali.
W r. 1905 Einstein, wykorzystujac wprowadzone kilka lat wczesniej przez Plancka
pojecie kwantu energii, wyjasnit zjawisko fotoelektryczne zakladajac, ze §wiatlo
jest strumieniem fotonéw — a wigc pewnych czastek, ktorych energia jest odwrotnie
proporcjonalna do dlugosci fali odpowiedniego $wiatla, jest zatem wprost
proporcjonalna do jego czgstoéci. Tak wigc okazalo sig¢, ku powszechnemu
zaskoczeniu, Ze czg$¢ zjawisk zwigzanych ze §wiatlem wyjaénia teoria falowa,

a cze$¢ teoria korpuskularna. (Dotyczy to oczywiscie nie tylko fal §wietlnych,

ale w ogdle wszystkich fal elektromagnetycznych). Mozna by skrétowo, a wigc
niezbyt precyzyjnie, powiedzie¢, Ze foton jest emitowany i absorbowany jak
czgstka, a rozchodzi sie jak fala.

Aby lepiej sobie uzmystowi¢ istot¢ problemu, przed ktérym stanela fizyka,
przypomnijmy sobie, ze rozchodzenie si¢ fal moZna wyjasni¢ zasada Huyghensa.
Wezmy pod uwage czolo fali. Zgodnie z zasadga Huyghensa kazdy punkt jej
powierzchni jest Zrédlem rozchodzacej si¢ fali kulistej, a wigc fali, ktérej czolem
jest powierzchnia kuli. Biorgc pod uwage, Ze dotyczy to kazdego punktu, widac,
iz nowe czolo fali bedzie obwiednia wszystkich czot fal czastkowych.

Rozpatrzmy teraz pojedynczy atom emitujacy foton, czyli fale §wietlng. Zgodnie

P i z zasada Huyghensa fala ta bedzie si¢ rozchodzi¢ jednakowo we wszystkich
gf T i kierunkach, jesli oérodek otaczajacy rozwazany atom jest izotropowy optycznie.
£t -_f N Otoczmy emitujacy atom urzadzeniami rejestrujacymi fotony. Przekonamy sig,
g 7 £\ ze w pewnej chwili wyemitowany foton zostanie pochlonigty przez jedno

z tych urzadzen. Mimo wigc tego, ze odpowiednia fala rozchodzila si¢ jednakowo

é ' we wszystkich kierunkach, jeden z nich zostal jednak wyrézniony przez fakt,
5. . s iz znajduje si¢ on na linii }aczacej emitujacy atom z urzadzeniem, ktére

‘s ?? zarejestrowalo foton. Jezeli jednak bgdziemy to do$wiadczenie powtarzac,
&

o przekonamy sig¢, Ze w rzeczywistosci Zaden kierunek nie jest wyrézniony, gdyz
v po pewnym czasie w kazdym kierunku liczba zarejestrowanych fotonéw bedzie
taka sama. Nic dziwnego — odpowie mi na to Czytelnik — Po prostu indywidualny
foton jest emitowany zawsze w okres§lonym kierunku, ale kazdy na ogét w innym,
wobec tego dla duzej liczby fotonéw zaobserwujemy rozklad izotropowy.

|
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Rozwigzanie zadania F 22

Warunek stabilnosci konstrukeji ceglanej jest
oczywisty: polozenie srodka cigzkosci zadnego
respolu cegiel nie moze wystawaé w poziomie
poza podstawg cegly, na ktorej ten zespol
bezposrednio sie opiera.

Zadanie najlaiwiej rozwigzac konstruujac

budowle ,,od gory™. Wyobraimy sobie N cegiel
ustawionych pionowo, jedna na drugiej.
Kolgjno, zaczynajac od gory, kaids ceglg, wraz

# ceglami ustawionymi na niej, pPrzesuwamy
w kierunku poziomym o pewien odcinek
Dlugosé tego odeinka wyznaczamy ze
wspomnianego warunku na poloienie srodka
ciezkosci, Za jednostke dlugosci preyjmijmy
polowe dlugosci cegly L.
cegle ,,od gory’

Pierwsz: " moiemy wysunac

o polowg jej diugosci. Druga cegle,,od gory”’

mozemy wysungé na odcinek x; liczac od
krawedzi podstawy trzeciej cegly, gdzie x,

spelnia réwnanie:

m-{x;— L)

2

me Xyt

Q, (i masa cegly)

Stad, x; = L2

o 1/4 jej dlugodci. Natomiast koniec pierwszej

. tzn. druga cegle wysuwamy

cegly wystaje poza podstawe o odcinek
X1+xz = 3f2L.

Odpowiedni warunek dla trzeciej cegly wynosi:

2m - X;

+mixy— L) 0 i ;

2 - %

2m+m 3
Ogolnie, i-tg cegle mozemy wysunaé o odeinek
xy, takt Ze

(F=1dm - xi 4+ mix;— L) 1
— =0 xy !

{(i—Dm+m

Ostatecznie, po odpowiednim przesunigciu N

cegiel, koniec pierwszej cegly zostanie wysunigty

na odleglosc:

- 7

Uwaga: otrzymany szereg (tzlv. szereg
harmoniczny) jest rozbieiny:

N
el
e

= InN+0.5772.

leoretycznie, dysponujic nieskonczenie

wieloma ceglami moglibyimy je tak ustawié, e
koniec ostatniej cegly bylby nieskonczenie
odlegly od podstawy cegly ,,na dole”’, a cala
konstrukcja nie runelaby pod wplywem
wlasnego cigzaru. Wartosci x dla skonczonej
liczby cegiel wynosza przykiadowo: dla N = 6
x = 2.28 L (patrz rysunck), dila N = 100

x = 4 L. Natomiast, ustawienie takiego stosu

cegiel, zeby ostatnia wystawala na conajmniej

1 dlugosci cegly, wymagaloby juz uZycia
wszystkich cegiel z wielopigtrowego budynku.

Rozumowanie takie nie jest jednak poprawne. Po pierwsze, z zaloZenia
rozwazaliémy zbidr jednakowych atomdw, jednakowo usytuowanych
przestrzennie, wydawaloby si¢ zatem — zgodnie z zasada przyczynowosci — Ze
wszystkie te atomy emitujg swiatlo jednakowo, a wigc migdzy innymi w tym
samym kierunku. Chcac utrzyma¢ taka interpretacj¢ zjawiska, nalezaloby przyjac,
7e istnieja jakie$ dodatkowe, charakteryzujace przebieg tego zjawiska, ukryte
zmienne, ktorych na obecnym etapie rozwoju fizyki jeszcze nie znamy. Wdwezas
pozornie takie same atomy, rézniace si¢ wartoscig tego ukrytego parametru (czy
parametrow), emitowalyby Swiatlo w réznych kierunkach.

I to jednak rozumowanie zawodzi. Powtorzmy klasyczne dodwiadczenie Younga.
W doswiadczeniu tym, jak wiadomo, zrodlo $wiatla spéjnego odwietla dwa otwory
w meprzczroczyste_] przysiomc, za ktéra w pewne_] odleglosm znajduje si¢ ekran.
Na ekranie tym pojawia si¢ wowczas, Jak wiemy, pewien uklad plam jasnych

i ciemnych, ktdrych polozenie i jasnos¢ mozZemy calkowicie opisac¢ stosujac zasady
falowej teorii §wiatla. Istotnymi cechami tego obrazu jest to, ze oSwietlone sg
takze niektére czeéci ekranu, ktdre pozostalyby w cieniu, gdyby $wiatlo
rozchodzilo sie po liniach prostych, oraz to, Ze jezeli zastonimy jeden z otworéw,
cala struktura tego obrazu ulega radykalnej zmianie. W szczegdlnosci mozna sig
przekonaé, ze obraz obserwowany przy dwu otworach odslonigtych nie jest suma
dwu obrazéw uzyskanych przez kolejne przyslanianie jednego z otwordw

i odstanianie drugiego.

Tak wiec w zjawisku, jesli sig¢ mozna tak wyrazi¢, biora udzial dwa podstawowe
mechanizmy falowe: ugiecie na krawedziach otwordw oraz interferencja dwu fal
biegnacych z dwu otwordw. W rezultacie sumuja si¢ nie natgzenia $wiatla
pochodzacego z kazdego z dwu otwordw, lecz same fale, ktére w pewnych
miejscach wygaszaja si¢, a w pewnych wzmacniaja.

Gdyby$my chcieli przebieg tego zjawiska opisa¢ w ramach teorii korpuskularnej
$wiatla, musieliby$my przyja¢, ze foton w jaki$ sposéb biegnie ku obu otworom
naraz, przechodzi przez oba otwory naraz, ugina si¢ na ich krawedziach, po czym
,,materializuje si¢”’ na ekranie w jego okreslonym punkcie. Nie wiemy z gory,
ktéry to bedzie punkt. Wiemy tylko, jakie jest prawdopodobiefistwo, ze wlasnie
ten punkt zostanie wybrany przez foton. Prawdopodobienstwo to jest tym wigksze,
im wigksze natezenie §wiatla obserwujemy w danym punkcie przeprowadzajac
doswiadczenie Younga. Jesli liczba fotonéw jest bardzo duza, ukladaja si¢ one na
ekranie wedle praw statystycznych: w miejscach jasniejszych jest wigcej fotondw
niz w ciemniejszych. To, co z punktu widzenia pojedynczego fotonu jest okreslone
tylko jako pewne prawdopodobienistwo, sklada si¢ na calkowicie zdeterminowany
obraz interferencyjny. Mozna by wiec powiedzieé, ze ,tor” pojedynczego fotonu
jest wyznaczony w sposdb statystyczny, ale prawdopodobieristwo wyboru takiego
,,toru” jest §cile zdeterminowane przez warunki doswiadczalne.

Opisane tu rozumowanie zawiera szereg milczacych zaloZen, jak na przyklad to,
2e moZemy operowaé pojedynczymi fotonami, przedstawia wigc daleko posunigta
ekstrapolacje rzcczywustych warunkow eksperymentalnych. Jednakze podstawowa
idea na tym nie cierpi.

W latach dwudziestych naszego stulecia, dzigki pracy jednego wiasciwie pokolenia
fizykéw, wéréd ktorych nalezy wymienié przede wszystkim Bohra, de Broglie’a,
Schrodingera, Heisenberga, Diraca, Pauliego i Borna, powstala mechanika
kwantowa. Opiera si¢ ona na idei, Ze fotony nie s3 wyréznionymi obiektami
fizykalnymi wykazujacymi dwoista natur¢ falowo-korpuskularna, lecz Ze jest to
powszechna wla$ciwosé materii. Innymi stowy, kazdy obiekt na przyklad elektron,
proton, jadro atomowe czy tez atom, jest zarazem i czastka, i fala. Albo tez moze
nalezaloby powiedzie¢: ani czastka (klasyczng), ani tez falg (klasyczng), lecz czyms
nowym, co mozna by nazwaé czastka falowy. Idea ta zostala wielokrotnie
potwierdzona eksperymentalnie. Zaobserwowano zjawiska interferencyjne dla
strumienia elektronéw czy tez neutronéw, Dzigki tym zjawiskom mozliwe bylo
skonstruowanie tak waznych narzedzi, jak na przyklad mikroskop elektronowy.
Czastka falowa, gdy badamy ja przy pomocy pewnego przyrzadu, ujawnia nam
jedna z dwu swoistych ,,twarzy” : przedstawia si¢ albo jako czgstka, albo tez jako
fala. Obie te ,,twarze” czastki falowej sg w niej jednak zawsze jednoczeénie obecne.

Latwo$é dostrzezenia w do§wiadczeniu jednej z tych ,,twarzy” zalezy jednak od
tego, jaka dlugoéc¢ fali odpowiada danej czgstce falowe).

Wezmy na przyklad zjawisko ugiecia. Wiemy, Ze rozmiary stozka ugigcia przy
przechodzeniu $wiatla przez otwor sa tym mniejsze, im mniejsza jest diugo$¢ fali
$wietlnej. W miarg wigc jak zmniejsza si¢ dlugoéc fali Swiatla, maleje tez
prawdopodobienstwo zaobserwowania fotonu, ktory odchyla si¢ w wyniku ugigcia
od kierunku prostej laczacej zrodlo $wiatla z otworem. Foton taki rozchodzi sig
wiec ,,prawie’” jak klasyczna czastka. To samo dotyczy tez innych czastek falowych,
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Podstawy teorii teczy

Oprécz teczy barwnych moina czasem tek

zobaczy¢ tgczg bialy. Powstaje ona
w sprzyjajgcych warunkach we mgle,

i

War

odmienne od czynnikéw powodujacych

ia

h

Y $3 nieco

powstawanie tgczy barwnych.

Rys. 1

Rys. 2

powietrze

takich jak elektrony czy nukleony, jadra atomowe czy atomy, czasteczki czy
wreszcie makroskopowe brytki materii.

Rzecz w tym, Zze w miarg¢ jak przechodzimy tym szeregiem w tej kolejnosci, w

w ktorej go tu przedstawiliémy, przechodzimy — przy ustalonej predkoéci obiektu
— do coraz to mniejszych diugosci fal. Na przykiad dilugosé fali bryltki materii

o masie jednego grama, poruszajacej si¢ z predkoscig rzedu 1 cm/s, wynosi okoto
10716 cm! Tego wigc rzedu sa wielkosci charakteryzujace na przyklad rozmiary
stozka ugigcia. W praktyce znaczy to, ze obiekt taki porusza si¢ po prostu po
liniach prostych i jego wilasnosci falowe sg dla nas zupelnie nieobserwowalne.
Tym si¢ tlumaczy fakt, Zze nie obserwujemy w skali makroskopowej zjawisk
charakterystycznych dla czastek falowych. Poniewaz za$ budowane przez nas
modele, ktére majg mie¢ cechg naocznosci, opierac si¢ musza z koniecznosci na
naszym codziennym doé$wiadczeniu zmyslowym, przeto ten zupelnie nowy rodzaj
obiektu, ktérym sa czgstki falowe, jest dla nas trudno, a moze nawet zupelnie,
niewyobrazalny.

Niech Ci wigc, Czytelniku, pozostanie ta pociecha, ze gdyby$ byt elektronem, nie
mialby$ zadnych trudnoéci z wyobrazeniem sobie czastki falowej. Ale poniewaz
jeste§ — w tym wypadku na nieszczgécie — tworem makroskopowym o calkiem
sporej masie, musisz si¢ zadowoli¢ §wiadomoscia, Ze istnieje spéjna logicznie teoria,
mechanika kwantowa, w ktdrej réwnaniach ukryte s zar6wno fale, jak i czastki
a wlasciwie ani fale, ani czastki, lecz wlasnie czastki falowe. Zachowanie si¢ tych
czastek nie stanowi wigc tajemnicy dla naszego rozumienia §wiata, cho¢ istnieja
przeszkody, aby sobie to zachowanie si¢ wyobrazié.

Dr Zbigniew PEOCHOCKI

Fizyczne mechanizmy warunkujace powstawanie teczy sa dosc zlozone. Nie na tyle jednak, by
nawet laik nie moglt pokusié¢ si¢ o dokladniejsza analize zjawiska.
Z faktu, ze tecza jest zjawiskiem barwnym, wynika, iz musi by¢ ona konsekwencja rozszczepienia
$wiatla slonecznego (bialego) na skladowe barwne wskutek badz zalamania tegoz $wiatla
w kroplach wody (rys. 1), badZ dyfrakgji fal Swietlnych na kroplach wody i interferencji wigzek
ugietych. W dokladnej teorii teczy trzeba uwzglgdni¢ obydwa czynniki. Dominujacy jest jednak
pierwszy. Krople deszczu s zwykle zbyt duze i zbyt od siebie odlegle, by dyfrakcja $wiatla na
kroplach mogla odgrywa¢ istotng rolg. Dyfrakcja i interferencja $wiatla to mechanizmy niejako
dodatkowe, znieksztalcajace obraz teczy w widoczny sposob jedynie w dosé szczegolnych
warunkach. Ograniczymy sie tu zatem jedynie do oméwienia zalamania $wiatla w kroplach wody.
Tecze widzimy stojac tylem do Slorica. Jej obraz tworza wigc promienie, ktére w wyniku odbic¢
i zalaman w kroplach wody zawracaja w kierunku Slorica. Na kazda krople pada wiagzka
w przyblizeniu rownoleglych promieni $wietlnych. Rozwazmy jeden z nich. Zalozymy na poczatek,
ze odpowiada mu jedna okreslona dlugosc fali (barwa widmowa). O kroplach deszczu zakladamy
za$, ze maja ksztalt kuli (co do§¢ dokladnie odpowiada prawdzie).
Niech nasz wybrany promiefi jednobarwny pada na kulista krople wody w punkcie A4 (rys. 2).
Ulega on czgéciowemu odbiciu, cz¢dciowemu zas zalamaniu. Promieri zalamany biegnac dalej przez
kroplg pada na jej powierzchni¢ w punkcie B, gdzie znow czgsciowo odbija sig, a czgsciowo
zalamuje. Sytuacja powtarza si¢ w punktach C, D itd. Z kropli wybiegaja wigc promienie zalamane
w punktach B, C, D, ... . Promienie odbite interesowaé nas nie beda, gdyz niejako kraza one
wewnatrz kropli, ulegajac systematycznie oslabianiu wskutek kolejnych odbi¢ i zalamai.
Najjasniejsza tecze, tzw. tecze pierwszego rzedu, tworza promienie, ktore ulegly jednokrotnemu
odbiciu wewnetrznemu, tzn. promienie zalamane, wybiegajace na przyklad z punktu C. Znacznie
stabsza, ale stosunkowo czgsto dajaca si¢ zobaczy¢ teczg drugiego rzedu, o odwrotnym ukladzie
barw niz tecza pierwszego rzedu, tworza promienie, ktore ulegly w kropli dwukrotnemu odbiciu
wewngtrznemu, np. promien wybiegajacy z punktu D. Bardzo rzadko udaje si¢ zaobserwowac
jeszcze teczg trzeciego rzedu, ktérg tworza promienie wybiegajace z kropli po trzykrotnym
kolejnym odbiciu wewnetrznym. Teczy czwartego rzedu nikt jeszcze nie widzial. Nasza analizg
ograniczymy do teczy pierwszego rzedu. W podany ponizej sposob Czytelnik sam moze pokusic¢
=

e



sie o teoretyczna analize teczy drugiego (a moze i trzeciego) rzedu.

Na poczatek warto rozwiazaé nastgpujace pomocnicze

Zadanie 1. Udowodni¢, ze wszystkie promienie odbite i zalamane w analizowanym zjawisku leza
wraz z promieniem padajacym w jednej plaszczyznie, ktora nadto jest plaszczyzna réwnikowa
kulistej kropli, czyli przechodzi przez érodek kuli. Pozwoli nam to wigkszos¢ rozwazan prowadzi¢
na plaszczyinie.

Kolejny problem to ]

Zadanie 2. Na kulista krople o promieniu r pada w punkcie 4 promien §wietlny pod danym
katem o (rys. 2). Po odbiciu w punkcie B ulega on zalamaniu w punkcie C i wybiega na zewnatrz.
Obliczy¢ kat & migdzy promieniem zalamanym wybiegajacym z punktu C i promieniem padajacym
(w punkcie 4). Wspélczynnik zalamania $wiatla dla wody wzgledem powietrza jest dany i wynosi
n ~ 4/3. Szkic rozwigzania przedstawia rys. 3. Wynik obliczen jest nastgpujacy:

: ¢} &(x) = 4f(x) — 2z,

Rys.3 gdzie, zgodnie z prawem zalamania $wiatla, kat zalamania f jest funkcja kata padania o
okreslong wzorem
1
@ sinff = — sina
n
£lo) (dopéki rozwazamy promien jednobarwny dopéty wspolczynnik zalamania mozemy traktowac
jako parametr o ustalonej wartosci). Wykres funkcji £(«) przedstawia rys. 4 (przyjeto tu n = 4/3).
U ; Czytelnikowi radzimy, by sam sporzadzil wykres tej funkcji. Pomoze Mu w tym
vk S . Zadanie 3. Wyznaczy¢ maksymalng wartoéé funkcji £(e) danej rownaniem (1) i warto$¢ kata a,
30° _ dla ktérej funkcja ta osigga maksimum.
20° P i Rozwigzanie jest nastgpujace:
10°f / s 3) Emax = 4fmax—2emax,
e ¢ 107 90 gdzie

: d—n* : ) d—n*
Rys. 4 sin otmax = 1/4 3" , Sinfmax = -y sintmax = l/%:_

Podstawiajac n = % otrzymujemy emax = 42° dla kata padania amax =~ 60°.

Drobiazgowy samodzielny Czytelnik zapewne z satysfakcja udowodni jeszcze, Ze minimalna
el
warto§é £qn funkcji () dla e < etmax wynosi 0, a dla & > etmax Wynosi emin = 4 arcsin e 180°

= ~ 14°,
Z charakteru zaleznosci kata odchylenia ¢ od kata padania o wynikaja w prosty sposob ciekawe
wnioski. Wyobrazmy sobie mianowicie rownolegta wiazke promieni (wciaz jednobarwnych)
™ padajaca na krople (rys. 5). Po zalamaniu, odbiciu wewnetrznym i powtoérnym zalamaniu
3 R wybiegna z kropli promienie zalamane w réznych kierunkach. Promienie padajace pod katem
_[Erm : o < amax ~ 60° beda po wyjsciu z kropli ,,rozsiane” wewnatrz stozka o kacie rozwarcia 2emax,
= — natomiast promienie padajace pod katem « > amax Opuszcza krople migdzy powierzchniami
i stozkéw o katach rozwarcia odpowiednio 2emax =~ 2 % 42° i 2emiy ~ 2 x 14°. Jesli wige Swiatlo
jednobarwne pada na zbi6r kropli deszczu (to, Ze krople spadaja nie ma tu zadnego znaczenia —
dlaczego?), to do oka obserwatora stojacego tylem do Slorica dotrze promieniowanie (caly czas
e mowa o promieniach wychodzacych z kropli po jednokrotnym odbiciu wewngtrznym, np. przez
‘ punkt C) tworzace obraz jasnej smugi na tle ciemnych chmur deszczowych. Jaki bedzie ksztalt
i A tej smugi? Sadzimy, ze Czytelnik sam to zdola obliczy¢, rozwigzujac ponizsze zadania.
- Zadanie 4. Wykazaé, ze w analizowanym zagadnieniu do oka obserwatora dotrg tylko te
Rys. 5 promienie (po wyjiciu z punktéw typu punktu C), ktére padaja na powierzchni¢ kropli
w plaszczyZnie zawierajacej prosta przechodzaca przez Storice i punkt obserwacji.
Zadanie 5. Obserwator widzi smuge (o ktorej mowa wyzej) w terenie plaskim. Wykaza¢, ze
stanowi ona wycinek kola o $rodku lezacym na przediuzeniu odcinka Slofice-obserwator.
W jakiej plaszczyznie lezy smuga widziana przez obserwatora?

w
oMoy ey oy
7,

Zadanie 6. Znalez¢ zwigzek migdzy katowa wysokoscia

gdzie jest Eqg,’ 2 3 :
¥ najwyzszego punktu smugi (o ktérej mowa wyzej)

. e _ nad horyzontem (w plaskim terenie) i katowa
== wysokoscia x Storica (nad horyzontem).
4 B) [ 3 ) & .
— —t=—= Rozwiazanie jest nastepujace (rys. 6):
obserwator . ’ o
: | , 4 Ao+ Xs = Emax =2 42°.

W plaskim terenie najwigksza smuge widzimy wigc wtedy, gdy Stofice wlasnie zachodzi (lub
Rys. 6 wschodzi). Im bardziej wznosi si¢ Stofice powyzej horyzontu, tym bardziej chowa si¢ ponizej

horyzontu nasza smuga. Gdy wreszcie wysokos$¢ katowa Slonica powyzej horyzontu przekracza

emax =~ 42°, smuga ,,chowa si¢” juz ponizej linii horyzontu.

A jak bedzie w terenie nierownym, kiedy obserwator moze stana¢ w dolku lub na gorze? Czy

istnieje taka gora, z ktorej (przy spelnieniu innych warunkow) mozna zobaczy¢ smuge przy

4
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Zaleznosci R(z) i T(x) okreslaja wzory Fresnela
(dla $wiatla niespolaryzowanego):

1 sin®(x—p) tg?(x—f)

R= 5 aoarn  warh

1+ cos?(x— )

| 7
T= 5 sin2asin2f st Boor =P "

gdzie

. | .
sinfl = — sina.
n

Emax

INE

A
Rys.9 [I, — natgzenie $wiatla w kierunku
okreflonym przez kat e/,

° 10° 30° 50° 70° 90° e

L3

dowolnym polozeniu Stonica? Czy istnieje taka gora, z ktérej (w odpowiednich warunkach —
jakich?) mozna zobaczy¢ nasza smuge w postaci pelnego kola? Te i inne problemy Czytelnik juz
sam zapewne zdofa rozstrzygnac.

Wiadomo z obserwacji, ze tecza to wstega o ksztalcie wycinka okregu, a nie — kola. Gdyby
$wiatlo stoneczne bylo jednobarwne, to tecza bylaby jednobarwnym wycinkiem okr¢gu. To
wlasnie nalezy teraz dowiesé¢. W tym celu powrdémy jeszcze do rys. 5. Aby nie komplikowaé
rozwazan, potraktujmy kazdy promien jako wiazke nieskorczenie cienka (pomijamy wiec tym
samym skupiajgce i rozpraszajace dzialanie naszej kropli — czy duzy przez to popelniamy blad?).
Zakladamy, Zze promienie sa jednobarwne. Kazdy promien zalamany ma mniejsze natezenie niz
promien padajacy. Podzial energii migdzy promienie odbity i zalamany zalezy od wartosci kata
padania. Stosunki natgzen promienia odbitego (R) i promienia zalamanego (7T') do natg¢zenia
promienia padajacego dla roznych wartosci kata padania przedstawia rys. 7 (przyjeto tu n = 4/3).
Zadanie 7. Wyznaczy¢ stosunek K natg¢zenia promienia wychodzacego z punktu C kropli (rys. 3)
do natgzenia promienia padajacego na krople w punkcie A, jesli dane sa wspoélczynniki odbicia R
i transmisji T (ich definicje — zob. wyzej). Wynik jest nastepujacy: K = T2 Rcos’a. Wartoéci
liczbowe (przy zaloZeniu n = 4/3) tego wspolczynnika przedstawia orientacyjnie wykres na rys. 8.
Jak widac¢, natezenie promieni wychodzacych z punktu C kropli (rys. 2) nie przekracza 2%
natezenia promieni padajacych w punkcie 4 na krople (rys. 3).

Mozemy zalozy¢, ze natezenie $wiatla slonecznego jest w kazdym punkcie Ziemi jednakowe.
Oznacza to, ze promienie w wigzce $wiatla slonecznego sa rownolegle, a wiec ze odleglosé katowa
miedzy dwoma (dowolnymi) promieniami jest rowna zeru (rys. 5). Taka rownolegla wigzka
promieni po zalamaniu na powierzchni kropli w punkcie A (rys. 3), odbiciu w punkcie B

i zalamaniu w punkcie C staje si¢ wiazkq rozbiezng (rys. 5). Oznacza to, Ze nat¢zenie
wybiegajacego $wiatla z punktow typu punktu C maleje tym silniej, im dalej od kropli znajduje
si¢ obserwator. Ponad 50-krotnie stabsze (od promieniowania slonecznego) promieniowanie
wybiegajace z punktu C ulega wigc dalszemu oslabieniu w miarg, jak oddala si¢ od kropli.
Istnieje wszak jeden wyr6zniony kierunek, w ktorym oslabienie to nie nastepuje. Znalezé go
tatwo, jesli rozwiaze si¢ nastepujace

Zadanie 8. Na powierzchnig kropli padajg w punkcie A (zob. rys. 3) dwa rownolegle promienie
(rys. 5): jeden pod katem «, drugi pod katem «+de. Kazdy z nich zalamuje sig, odbija,

a nast¢pnie powtornie zalamuje si¢ na powierzchni kropli i wybiega na zewnatrz; pierwszy
promieni odchyla sig o kat £, drugi — o kat £+ de. Obliczy¢ odleglo$¢ katowa migdzy tymi dwoma
promieniami wybiegajacymi z kropli. Przy jakim kacie padania o odleglos¢ ta jest najmniejsza

i ile ta najmniejsza odleglo$é¢ wynosi?

Rozwiazanie (zob. wzor (1)) jest nastepujace:

de
5 de = — dx,
© du i

skad wynika, ze de = 0 w kierunku okreslonym przez emax =~ 42°, czyli dla kata padania otmax =~
=~ 60° (zob. wzor (3)). Zatem wiazka rownolegla padajaca pod katem amax na krople w punkcie
A (rys. 3) po wyjsciu z punktu C kropli pozostaje wiazka rownolegia! Dla wszystkich innych
katow padania wiazka wychodzaca jest rozbiezna!

i .
I € £ )
5% V o Im wigc dalej znajduje si¢ obserwator od kropli, tym

wezszq widzi smuge (rys. 9). W rzeczywistych warunkach
obserwator jest zawsze wystarczajaco daleko, by widziat
smuge praktycznie tylko w kierunku okres$lonym przez emax!

Pora wreszcie rozwazy¢ wplyw rozszczepienia swiatla. Efekt ten wystepuje przy zalamaniu $wiatla
(rys. 1) i jest konsekwencja zaleznosci predkosci $wiatla w o$rodku (w naszym przypadku —

w wodzie), a wiec i wspolczynnika zalamania, od dlugosci fali. Wskutek tego §wiatlo fioletowe
zalamuje sig silniej niz czerwone. W przypadku $wiatla jednobarwnego kolistg i waska wstege
obserwator widzi w kierunku okreslonym przez maksymalny kat odchylenia £max. Ale kat £max
zalezy od wartoéci wspolczynnika zalamania §wiatla w wodzie (zob. wzor (3)). Innymi stowy,
obserwator widzi smugi réznej barwy pod réznymi katami! Poniewaz w $wietle slonecznym sg
fale o dlugosci przyjmujacej wartosci w calym przedziale widzialnym (od ok. 400 nm do ok.

750 nm), wigc tez tgcza zawierac¢ bedzie wszystkie barwy — na niebie powstaje wielobarwna
smuga o czystych barwach widmowych.

Problem ,,jaka jest kolejnos¢ barw w teczy?” pozostawiamy do rozstrzygnigcia Czytelnikowi
(ambitny Czytelnik moze sprobowa¢ odpowiedzie¢ na to samo pytanie rowniez w przypadku
teczy II rzedu). Na zakoriczenie jeszcze dwa pytania;

1. Czy w powstawaniu teczy moze odegraé jaka$ role zjawisko calkowitego odbicia wewngtrznego
$wiatla w kroplach wody?

2. Czy tecza obserwowana ze stosunkowo bliskiej odlegloéci (np. w strugach kropli fontanny)
bedzie miala barwy réwnie nasycone (tzn. nie rozjasnione bielg) jak tecza ,,deszczowa™?
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Jednym z istotnych brakow klasy funkgji ciaglych jest to, ze nie wszystkie takie funkcje mozna

ré / n ]CZk owan 1 u rozniczkowac, a w szczegblnodci rozniczkowac wielokrotnie. Przyklady funkgji ciaglych nigdzie
- ) nierézniczkowalnych mozna np. znalez¢ w artykule R. Sikorskiego Zjazd SCFRZR («Deltay,
In kC Jl 1974, nr 4). Z sytuacja taka matematycy, a takze ci wszyscy, ktorzy uzywaja aparatu

_ P matematycznego w innych dziedzinach zycia, godzili sie dos¢ dlugo. Matematycy, ilekro¢ tylko
€1rozZn lczk OWwW al n ych zachodzila taka potrzeba, po prostu zakladali, e wystepujace w rozwazaniach funkcje sa
rozniczkowalne dostatecznie wiele razy, a funkcje pojawiajace sie w zastosowaniach matematyki
byly wystarczajace wiele razy rozniczkowalne. Tak wigc brak spolecznego zapotrzebowania
(tzn. zapotrzebowania ze strony pozamatematycznych dziedzin zycia) i — co tu ukrywaé —
lenistwo umysiowe matematykow spowodowalo, Ze cala ta sprawa utkngla w martwym punkecie.
I wszyscy byli zadowoleni, az tu nagle na sceng wkracza
FIZYKA KWANTOWA.
Swiat kwantow jest, ex definitione, éwiatem niecigglym. Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Niech
H(r) bedzie ilodcia energii wypromieniowanej przez czasteczke A do chwili r, Zalézmy, ze w chwili
fp = 0 czasteczka A4 wypromieniowala 1 kwant energii. Oto wykres funkcji H(z) (przy dodatkowym
zalozeniu, Ze ilod¢ energii wypromieniowanej do chwili 7, = 0 wynosi 0).
Funkcja H(r) nazywa si¢ funkcja Heaviside'a.
1 r Nie byloby nic w tym zlego, gdyby nie pewne przyzwyczajenie fizykow. Mianowicie, w wypadku
P N s kiedy jest mowa o przesylaniu energii, maja oni zwyczaj méwié o nat¢zeniu przesylania energii
(np. natgzenie pradu elektrycznego). Wowczas, jezeli E(r) jest iloscia energii przeslanej do chwili 7,
a N(z) jest odpowiadajacym E(t) natgzeniem w chwili ¢, to

£
E(t:) - E(ty) = S N(e)dr.

£
Oznacza to, Ze ilos¢ przeslanej energii od chwili ¢, do chwili 1, jest calka z natezenia w okresie
od ¢, do ¢;. Jezeli funkcja E(r) jest rozniczkowalna, to oczywiscie E'(f) = N(1).
Metodg na grunt teorii kwantow przeniést P. Dirac. Nie troszczac sie o matematyczng
poprawnos¢, wprowadzil do mechaniki kwantowej funkcje 4(¢) opisujaca natezenie przeplywu
energii dla H(¢). O funkcji d(z) zakladal, e spelniona jest rownosé

i3
H() = H(1) = \ 8(e)ds
t
dla kazdych 1,, 1,.
Poslugujac si¢ ,,delta Diraca” fizycy uzyskali wiele cennych wynikoéw i stalo si¢ jasne, ze funkcja
ta jest bardzo wartosciowym narzedziem w fizyce kwantowej. Wszystko byloby bardzo proste,
gdyby nie fakt, ze bez specjalnego wysilku mozna udowodni, iz ,,delta Diraca” nie istnieje!
Takiej funkcji po prostu nie ma. Fizycy konsekwentnie ignorowali ten fakt, nie interesuje ich
bowiem matematyczna poprawno$¢ rozwazan; najwazniejsza jest dla nich ,,fizyczna” poprawnos¢
uzyskanych rezuitatéw. Z drugiej strony, matematycy nie mogli dopuscié by fizycy uzywali,
z bardzo zresztg dobrym skutkiem, niedozwolonych matematycznych metod. Do nich zatem
nalezalo nast¢pne posuniecie.
CZEGO POTRZEBOWALI FIZYCY?
Juz po pobieznej analizie zagadnienia stawalo sie jasne, Ze tak naprawde to w fizyce kwantowej
potrzebna jest mozliwos¢ jakiegos sensownego zrozniczkowania funkcji Heaviside'a. Od biedy
mozna sig zgodzi¢, ze funkcja Heaviside'a jest pochodna funkcja ciaglej
A 0 dla <0,
) = {: dla > 0.

Tak wigc caly problem sprowadza si¢ do umozliwienia fizykom dwukrotnego zrézniczkowania
tej funkgji (tzn. A(r)). Z drugiej strony, wydaje sie rozsagdnym przypuszczeniem, ze jezeli bedzie
n

m_ mozna spelni¢ to zadanie, tj. podac rozsadng interpretacje drugiej pochodnej funkcji 4(z), to
rozwazanego wykresu funkeii, to 1° a & ﬁ-TI:_Uu'J (ATEMATUCZNN w ramach kterej kazda Junkea %
o | i

punkt (2m— a,b). Jeieli (a,b) nalezy do

(a.b) W symetrii wzgledem prostej x = m jest Sytuacja dojrzala wigc do tego, by da¢ ogloszenie nastepujacei treéci
|
|

najprawdopodobniej postugujac si¢ ta sama technika, bedzie mozna podaé analogiczna inter pretacje
ih llub2*:ag Wik 0 TN

Rozwigzanie zadania M 65. Obrazem punktu k.tej pochodngi dowolnej funkcji ciaglej.
m | | N7
HHHIL a : 5|||' J"_‘-J
jest nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalna PO D/LBN UL [HKHL %

\l_fc_h:--;'_,__“ bif I!i'rl:':‘:":'miu t'” ' To si¢ nazywa zapotrzebowanie spoleczne! Na takie ogloszenie matematycy mogli odpowiedziec
AL =05 Wies arpata o = nt dla tylko w jeden sposéb. Mianowicie wziaé si¢ do opracowywania takiej teorii. Poniewaz jednak

= W jest osig symetril rozwazancgo wykresu.  trudno od razu powiedzie, jak mialaby ona (tzn. teoria rozniczkowania funkcji

Niech teraz m e W. Wéwezas punkt (0,1) nierézniczkowalnych) wyglada¢, a konstruowanie takiej teorii metoda prob i bledéw, nawet jezeli

nalety do wykresu, zaé punkt (2m—0,1) nie

daje si¢ ona skonstruowa¢, byloby bardzo nicefektywne, warto si¢ zastanowié, czy
BRI feat wices 4612 ymietish rorwad anres problemami podobnego typu zetkneliémy si¢ uprzednio; a jezeli tak to jak zostaly one rozwiazane.
wykresu, W najogolniejszym sformulowaniu problem nasz wyglada nastepujaco:

&

nalezy do wykresu. Prosta x mdlame W



Rozwigzanie zadania M 64. Rozpatrujemy
logarytmy przy dowolnej podstawie 1, np
ywne) 10.
Mamy: log (x+y)* 7 (x4 ) log (a
xlog (x+y)+ ylog(x+ y) x log x+ ylog)
logx™ y¥, a wiee (x+)™ 7 "2 o
Uwaga. Dla x,y dodatnich zachodzi nieréwnosc

JE4 ¥
"

X ¥
ix (2x)Y (2¥)

Mowimy, ze ciag (fa(f). e v) jest zbiezny
niemal jednostajnie do funkciji f(¢),
jesli dla kazdego przedzialu
domknigtego < — M, M > i kazdej liczby
dodatniej « istnicje taka liczba N, ze
D —f(4) < = dla wszystkich n e N

i wszystkich ¢ € { — M,M .

Dany jest pewien zbidr (tu: funkcji ciaglych) i pewna operacja (tu: rozniczkowanie), ktora jest
czasami, ale nie zawsze, wykonalna na elementach tego zbioru. Jak w sposdb sensowny postapic,
by nasza operacja byla wykonywalna zawsze?

Teraz juz widaé, ze z problemami tego typu zetknelismy si¢ niejednokrotnie i, co wainiejsze,
zostaly one pomyslnie rozwiazane. Przyklad — dzielenie liczb calkowitych. Operacja dzielenia

jest nie zawsze wykonywalna w obrebie liczb catkowitych, a jednak dali§my sobie z tym radeg.
ZASADNICZA IDEA TEORII ,,NIEZAWODNEGO" DZIELENIA LICZB

CALKOWITYCH

1. Skonstruowali$my pewien zbior -— zbior liczb wymiernych. W zbiorze tym okreslilismy te

same dzialania co na liczbach calkowitych, tak jednak, by dzielenie bylo zawsze wykonalne.

2. Nastepnie kazdej liczbie calkowitej przyporzadkowalismy odpowiednia liczbe wymierng
(podaliémy metode interpretacji liczb calkowitych jako liczb wymiernych), tak aby wyprowadzi¢
nastgpujace

TwIeErDZENIE. Jezeli jakies dzialanie arytmetyczne jest wykonalne na pewnych liczbach calkowitych

i jezeli wynik tego dzialania zinterpretujemy jako liczbe wymierna, to otrzymamy dokladnie 1o samo,
co w przypadku, gdy dane liczby calkowite najpierw zinterpretujemy jako liczby wymierne,

a nastepnie wykonamy odpowiednie dzialania na tych liczbach wymiernych.

3. Ostatecznie przyjelismy, ze wynikiem dzielenia dwoch liczb calkowitych jest liczba wymierna
bedaca wynikiem dzielenia odpowiadajacych tym liczbom calkowitym liczb wymiernych.
Wszystko to wydaje si¢ zbyt skomplikowane. W praktyce tak dalece oswoili$my sie z takim
wlasnie podej$ciem, Ze nie rozrozniamy liczby catkowitej od odpowiadajacej jej liczby wymiernej,

i odwrotnie.

Oczywiscie matematycy pracujacy nad teorig roézniczkowania dowolnej funkcji ciaglej zauwazyli
opisane wyzej analogie i po pewnym czasie przedstawili kilka wersji takiej teorii. Teorie te
nazwali ,,teoria dystrybucji”. Nizej opisana jest jedna z najbardziej elementarnych jej wersji
pochodzaca od J. Mikusinskiego i R. Sikorskiego. Nalezy podkresli¢, ze podstawowa idea teorii
dystrybucji pokrywa si¢ w zasadzie z przedstawiong wyzej podstawowa idea teorii liczb
wymiernych.

TEORIA DYSTRYBUCJI. INTUICIE.

Dla uproszczenia zakladamy, ze wszystkie wystepujgce w naszych rozwazaniach funkcje sg
okredlone i ciggle na calej prostej rzeczywistej.

Na poczatku musimy zdefiniowac zbior nazywany ,,zbiorem dystrybucji” oraz zawsze wykonalng
w tym zbiorze operacj¢ rozniczkowania (por. punkt 1 wyzej), z tym Ze to wszystko ma byé

w zgodzie ze zdrowym rozsgdkiem ,,matematycznym”. Punktem wyjécia naszej konstrukcji bedzie
TwIERDZENIE. Dla kazdej funkcji ciqglej f(t) istnieje ciqg (f(t))s € n funkcji nieskorczenie wiele razy
rézniczkowalnych zbieiny do niej niemal jednostajnie.

Ustalmy teraz funkcje f(¢) i niech (/.(1)). e » bedzie ciggiem funkcji, o jakim mowa w twierdzeniu.
Jezeli przyjmiemy, ze ciag (/»(?)). ¢ » odpowiada w pewnym sensie funkcji f, to wypada tez zgodzi¢
si¢ z tym, iz ciag (f(*}(t)). e , ZloZony z k-tych pochodnych wyjiciowego ciagu, odpowiada k-tej
pochodnej funkcji f(¢). Z drugiej strony dang funkcje f(#) mozZna przedstawi¢ jako niemal
jednostajna granice réznych ciagédw funkcji nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalnych. Zauwazmy,
ze z podobna sytuacja zetkneliSmy sie w przypadku liczb wymiernych; liczbe calkowita 1 mozna
przedstawié¢ za pomocg roznych ulamkéw np. 1/1, 2/2, 3/3, itp. Trudno$é t¢ ominelismy definiujac
liczb¢ wymierna jako klase wszystkich mozliwych jej przedstawien za pomoca ulamkow.

Wszystko to prowadzi do nastepujacych ustalen:

TEORIA DYSTRYBUCIJI. KONSTRUKCIJA.

Przez A oznaczmy zbior zlozony z wszystkich ciagéw (fu(1))a e v funkgji nieskoriczenie wiele razy
rozniczkowalnych, spelniajacych warunek: istnieje ciag funkcji (F,(7)). e » zbiezny niemal
jednostajnie do pewnej funkcji £(¢) oraz istnieje liczba calkowita nieujemna k taka, ze F,(%)(r) =
=fi(dlan=1,2,....

Dystrybucjq wyznaczong przez ciag (fa(1))n e » € A bedziemy nazywali klasg tych wszystkich ciggow
(g+(t))a e v € A, ktore spelniaja warunek: istnieja ciagi (F.(7))s e » i (Ga(7)). e » funkcji nieskoriczenie
wiele razy rozniczkowalnych i nieujemna liczba catkowita k takie, ze

(i) ciagi (Fa(t))se n i (G(t))s e » Zbiegaja si¢ niemal jednostajnie do tej samej funkcji ciaglej,

(i) FRO@)=£)i G®() =g.(t)dlan=1,2,....

Dystrybucj¢ wyznaczong przez ciag (f,(1))x e v bedziemy oznaczaé przez {(f,). e »>. Bez specjalnego
trudu mozna udowodnié, ze w ten sposob rozbiliSmy zbior 4 na rodzing podzbioréw roziacznych
nazywanych dystrybucjami.

Nalezy jeszcze zdefiniowaé operacje rozniczkowania dystrybucji. Regula rézniczkowania
dystrybucji jest prosta i naturalna. Mianowicie pochodna dystrybucji wyznaczonej przez ciag
(fa(1))a € v jest dystrybucja wyznaczona przez ciag (f}, (1)), e n. Operacj¢ rozniczkowania dystrybucji
bedziemy oznaczaé przez D (operacj¢ k-krotnego rézniczkowania — przez D*). Latwo mozna
udowodnié, ze jezeli ta sama dystrybucja jest wyznaczona przez dwa rozne ciagi, to wynik
rozniczkowania dystrybucji nie zalezy od tego, ktory cigg bgdziemy rozniczkowaé. W ten sposob
mamy juz za soba najtrudniejszg czes¢ teorii (odpowiadajaca punktowi 1 dzielenia liczb
catkowitych).

Nastepnie kazdej funkcji cigglej nalezy przyporzadkowaé dystrybucjg. Robimy to w taki sposob:
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Jezeli f(r) jest funkcja ciagla, to z zacytowanego wyzej twierdzenia wynika, Ze istnieje ciag funkcji
(fu(t))n & » nieskoficzenie wiele razy rézniczkowalnych zbiezny niemal jednostajnie do f(r).
Funkgji f(r) zatem przyporzadkowujemy dystrybucje wyznaczona przez ten ciag, tzn. {(fy). e x>.

I znowu dowodazi sig, Ze niezaleznie od tego, jaki ciag takich funkcji zbiezny niemal jednostajnie
do f(r) wezmiemy, zawsze bedzie on wyznaczal t¢ sama dystrybucje. Dystrybucje te bedziemy
oznaczaé przez {f). Jezeli funkcja f(r) jest k-krotnie rézniczkowalna, to mozemy napisaé wzor

@ = DR (f.
Oznacza to, ze jezeli wezmiemy dystrybucj¢ wyznaczong przez k-ta pochodng funkgji f(r),
otrzymamy to samo, co rozniczkujac k razy (w sensie dystrybucji) dystrybucje wyznaczong przez
Sf(t). W zwiazku z tym mozemy uznad, ze dla kazdej funkcji ciaglej k-ta pochodna (dystrybucyjna)
dystrybucji wyznaczonej przez t¢ funkcj¢ jest, w pewnym sensie, ,,namiastka” jej k-tej pochodnej.
Poniewaz dystrybucje mozna rozniczkowac dowolnie wiele razy, nasza teoria jest gotowa.
CZYM JEST NAPRAWDE DELTA DIRACA?
Jak juz powiedzielismy, delta Diraca miala by¢ namiastka drugiej pochodnej funkcji

W [0 48 1<0.
_{r da ¢>0.

Jak zatem wyglada druga pochodna (w sensie dystrybucji) tej funkcji? Zgodnie z nasza teoria
nalezy najpierw znaleZ¢ ciag (h4(1)). € » funkcji nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalnych zbieiny
niemal jednostajnie do k(). Takim ciagiem jest np.
0 dla r<0,
h()=37 __L
nt
te dla >0,

n=1,2,... Wtedy na mocy przyjetych definicji drugg pochodna (dystrybucyjna) A(r) jest
dystrybucja D*{(h)a e x> = <(h))u e x >. Zgodnie z intencjami tworcow teorii, dystrybucja ta
mialaby odpowiadaé ,,mitycznej” delcie Diraca.
PODSUMOWANIE, czyli WSZYSTKO DOBRE CO SIE DOBRZE KONCZY. Tak wigc
matematycy wywigzali si¢ z postawionego przed nimi zadania i stworzyli teori¢ umozliwiajaca
rozniczkowanie kazdej funkcji ciaglej, w szczegOlnosci zas nadanie delcie Diraca matematycznie
poprawnego znaczenia. Po prostu nie jest ona funkcja (funkcja o takich wlasnosciach nie istnieje),
lecz jest dystrybucja.
Zostala jeszcze jedna rzecz do zrobienia. Nalezalo zapytaé najbardziej zainteresowanych, tzn.
fizykow, czy teoria dystrybucji pasuje do ich rozwazan. Okazalo sig, ze tak, i to nawet bardzo
dobrze. W ten sposob ,,honor” matematyki zostal ocalony, a fizycy mogli zrezygnowac¢ z rozwazan
o nie istniejacych funkcjach i zastapié¢ je po prostu rozwazaniami w ramach matematycznie
poprawnej teorii.

h &: - Redaguje mgr Andrzej Makowski

M 64. Udowodnié, Ze dla liczb dodatnich x, y zachodzi nier6wnos¢

(x+p)*ty > x* - yr.
Rozwiazanie na str. 7 W. Mnich
M 65. Funkcja charakterystyczna zbioru A nazywamy taka funkcje f, Ze f(x) = 1dlaxe Aif(x) =0
dia x ¢ A. Dla jakich m prosta x = m jest osia symetrii wykresu funkcji charakterystycznej
zbioru liczb wymiernych W?
Rozwigzanie na str. 6 W. Mnich
M 66. Udowodnic, ze liczba przedstawien liczby naturalnej n w postaci sumy k skladnikoéw
naturalnych (k — ustalona liczba naturalna) jest réwna liczbie przedstawien liczby n w postaci
sumy dowolnej liczby skladnikéw naturalnych, z ktérych najwigkszy jest rowny k (dwu
przedstawien roznigcych sig tylko porzadkiem skladnikow nie uwazamy za rozne).

Rozwiazanie na str. 12 W. Mnich

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F 22 Mamy do dyspozycji N jednakowych cegiel. Jak nalezy ulozyc cegly, jedna na drugiej, aby koniec
ostatniej z nich wystawal jak najdalej w poziomie poza podstawg cegly znajdujacej si¢ na spodzie.
Jednoczesnie cala konstrukcja nie powinna runaé¢ pod wplywem wlasnego ci¢zaru. Jaka bedzie
odleglos¢ w poziomie pomiedzy skrajnymi ceglami?

(Zadanie wydrukowane w Scientific American, listopad 1964, str. 128)

Rozwigzanie na str. 2




OdpowiedZ zupelnie teoretyczna:

Odpowiedz teoretyka
z poczuciem rzeczywistosci:

Odpowiedz doSwiadczalnika:

Dr Jan A. GAJ

Moge podpowiedzie¢: ... to samo, co z roztadowaniem kondensatora przez
opornik, poruszajgca si¢ ,,sila rozpedu” 16dka oraz zanikiem pradu elektrycznego
w zwojnicy, ktorej konce zwarto opornikiem.

Juz wiecie? Oczywiscie: ... wykladniczg zalezno$¢ od czasu.

Szersze omowienie ciekawych zagadnien wigzacych sig¢ z zastosowaniem funkcji
wykladniczej w fizyce znajdziecie w jednym z najblizszych numerdw «Delty».
DomySlacie si¢, ze ze zrozumialych wzgledéw bedziemy si¢ w naszych
doswiadczeniach zajmowac¢ pierwszym z wymienionych w tytule zjawisk.
Wykladnicza zalezno$§¢ od czasu wyrazi si¢ wzorem:

T—T, = (T,—T) 10"
gdzie T jest temperaturg stygnacego ciala w chwili 7, T, — jego temperaturg
poczatkowa, T, — temperatura otoczenia, a ¥ — czasem, po ktérym réznica
temperatur zmaleje 10-krotnie. Kazdy sceptyk (a tylko z nich, mam nadziejg,
sklada si¢ zbior fizykdw-amatoréw) powie natychmiast:

BARDZO PIEKNIE, LECZ ILE W TYM PRAWDY?

Odpowiedzie¢ na to pytanie mozna teoretycznie lub doswiadczalnie.

Wykladnicza zalezno$¢ pochodzi z zaloZenia, Ze przeplyw ciepla na jednostke
czasu jest proporcjonalny do réznicy temperatur. Jest to prawda w warunkach
stacjonarnych, a wiec przy stalym rozkltadzie temperatur — wtedy ciepto nigdzie
po drodze nam si¢ nie ,,gubi”’. Otrzymany wniosek — Ze temperatura zmienia si¢
wykladniczo — nie zapewnia spelnienia zalozenia, przy jakim zostal wyprowadzony.
Wobec tego nie nalezy si¢ spodziewac, Ze jest on prawdziwy. 4
Zalozenie o stanie stacjonarnym nie jest spelnione, ale moze stan stacjonarny
jest dobrym przyblizeniem rzeczywisto$ci. Byloby tak, jesliby czas ustalania sig¢
rozkladu temperatur w przegrodzie dzielacej cialo stygnace od otoczenia, a takze
wyréwnywania si¢ temperatury w samym ciele oraz w otoczeniu byl krétki

w poréwnaniu z charakteryzujacym proces stygnigcia czasem . Nalezaloby wigc
znaé wiele parametrow dotyczacych uktadu fizycznego (przewodnictwo cieplne,
cieplo wlasciwe, wymiary itd.), aby odpowiednie obliczenia pozwolity znalez¢
odpowiedz na postawione pytanie.

ZMIERZMY I ZOBACZMY

Uklad do$wiadczalny jest prosty: male naczynie z ciepla lub zimna woda

i termometr. Ustawiamy catos¢ w spokojnym miejscu (termometr oczywiscie
zanurzony w wodzie) i mierzymy temperature co pare minut. Radzitbym

takze wykona¢ drugi wariant do§wiadczenia: ogrzaé lub ozigbi¢ sam termometr
i notowa¢ jego wskazania w zaleznosci od czasu. Wyniki przedstawiamy na
wykresie. Postugujemy si¢ w tym celu papierem péllogarytmicznym, na ktérym
wykres funkcji wykiadniczej ma ksztalt linii prostej (patrz «Delta», 1974, 10).
Przy nanoszeniu wynikow na wykres zaznaczamy blad pomiaru. Jako blad
pomiaru temperatury 4T przyjmujemy najmniejszg podziatke termometru. Blad
pomiaru czasu bedzie prawdopodobnie zaniedbywalny (1 s). Sprawdzamy
nast¢pnie, czy przez naniesione punkty da si¢ prZeprowadzi¢ prosta (w granicach
dokladnos$ci pomiaru).

W wyniku przeprowadzonego do§wiadczenia otrzymujemy ostatecznie na
postawione pytanie odpowiedz do$wiadczalna, ktéra musimy uzupetnié: ,,przy
takich, a takich wartosciach blgdéw pomiaru czasu i temperatury”. Bez takiego
uzupetnienia odpowiedZ do$wiadczalna nic nie znaczy. Rysunki ponizsze
przedstawiaja przyklady odpowiedzi pozytywnej i negatywnej.



Na przelaj przez geometrie Dr Marek KORDOS
Bolyai-L.obaczewskiego

W 1829 r. Nikotaj Lobaczewski i (niezaleznie) w 1832 r Janos Bolyai oglosili,

Ze skonstruowali system geometryczny rézny od zwyklego, zwanego od tej pory
Redakcja nie twierdz, 2¢ artyku! ten wystarcry  CUKliIdesowym. W 1903 r. Dawid Hilbert udowodnil, ze mieli racje: wykazal, ze
raz przeczylac, aby wszystko zrozumice; przyjete przez nich zaloZenia nie prowadzg do sprzecznoscl.
twierdzi jednak, Ze zrozumied go moina.

Cala sztuka, Ze si¢ tak wyrazg, polegala na checi przy$wiecajacej obu autorom,
aby ,,ich” geometr:a roznifa si¢ od geometrii euklidesowej nieznacznie: chodzito
tylko o zamlanc jednego z aksjomatdw - tzw. piatego postuldtu Euklidesa - - na
jego zaprzeczenie; reszta aksjomatéw pozostaé¢ miafa nie zmieniona. Zostawm_]ﬁc
do nast¢pnej okazji sprawg ,,dlaczego akurat tak™ i ciekawg histori¢ tego problemu.
w tym artykule przedstawi¢ pewne twierdzenia geometrii Bolyai-Lobaczewskiego.
czy inaczej — gcomctru hiperbolicznej (patrz «Deltay 1975, 7), aby da¢
wyobrazenie o jej zgodnosci, badZ niezgodnosci, z wyksztalcona w nas
wszystkich geometryczng intuicjg euklidesows.

Geometria absolutna.

Piaty postulat Euklidesa orzeka, ze do danej prostej przez dany nie lezqcy na niej
punkt mozina poprowadzié co najwyzej jednq prostq rozlgezng (tj. nie
przecinajgca jej).

Zauwazmy, Ze nie musimy korzystac¢ z tego postulatu, aby dowieéé, ze taka
rozlaczna rzeczywiscie istnieje. Niech 4 bedzie punktem nie lezacym na prostej /.
Konstruujemy kolejno:

prosta k przechodzgca przez A4 i prostopadia do /.

prosta /' przechodzaca przez A i prostopadla do k.

Nalezy wykaza¢, ze /i’ nie przecinaja si¢. Gdyby si¢ jednak przecinaty w punkcie
P, to stosujac symetri¢ wzgledem prostej k mieliby$my

P#S(PeS() nS;()=1Inl

Proste /i /" mialyby dwa rozne punkty wspdlne, a wigc byloby / = I, co jest
sprzeczne z A ¢li A el’.

Twierdzenie o istnieniu prostej rozlacznej udowodnione przed chw1la Jjest zatem
twierdzeniem geometrii absolutnej, tak bowiem nazywamy te czesé geometrii,

Wida¢ stad, Ze geometria eliptyczna (patrz

Delta 1975, 7) nie jest rozszerzeniem gcometrii  KtOrg mozna zbudowaé bez postugiwania si¢ piatym postulatem Euklidesa. Ma
e T ni peecles potch ona dwa rozszerzenia — geometri¢ Euklidesa, gdzie zakladamy, Ze skonstruowana

wyzZej prosta ]t‘:bt Jedyna rozlaczng i geometrig Bolyai-Lobaczewskiego, gdzie
zakladamy, Ze nie jedyna. Do geometrii absolutnej nalezy rowniez np. nastgpujace
twierdzenie Saccheri-Legendre’a: suma katéw w tréjkqcie jest nie wigksza od dwdch
kqtéw prostych. Bezposrednim wnioskiem tego twierdzenia jest spostrzezenie, ze jesli
suma katow w tréjkacie jest mniejsza od dwoch katow prostych, to przez
wierzcholek tego tréjkata przechodza co najmniej dwie proste roztaczne z prosta
zawierajacy podstawg. Przeprowadzenie dowodu (zob. rysunek) pozostawiam
Czytelnikom, gdyz jest on podobny do wyzej podanego. Zauwazmy jeszcze, Ze
wowczas prostych rozlacznych z k przechodzacych przez C jest nieskonczenie wiele
— sg Lo wszystkie proste przechodzace przez C i zawarte w kacie wierzchotkowym

o ramionach /i m nie zawierajacym A. Oba te spostrzezenia mozna zaliczy¢ do
geometrii Bolyai- Lnbaczcwsklcgo, gdyz, jak wiemy ze szkoly, wyrdznione wyZej
jesli” nie ma lTllE:jSC& w geometrii Euklidesa. Geometria absolutna ma wiec dwa

:;rc:;m: qu_ry“‘::ku 4, krevwe 3 Tak N I'OZFIC rozszerzenia:
adycyjnie wykonuje sig rysunkt geometrii . " e
hiperbolicznej. Zwyczaj ten ma pewne geometrig Euklidesa, gdzie przez dany punkt przechodzi, tylko jedna rozlyczna

e M DY B ey - 7 dany prowta § gdzic suma katéw tréjkata jest réwna dwu kgtom prostym;
31‘;;2« G iciglg;&mrg;’:L‘“_i?gzr;e]:ﬁ»;r::ﬁf:li:“ geometri¢ Bolyai-fobaczewskiego, gdzie owych rozigcznych jest nlcskoqczcme

' i wiele i gdzie suma katéw w tréjkacie jest od dwoch katéw prostych mniejsza.
Dalej zajmiemy si¢ tylko ta drugs.
Defekt figury.
Defektem tréjkqta nazywamy roéznicg liczby n i sumy rozwartosci jego katow. Jest
to wigc w geometrii Bolyai-t.obaczewskiego funkcja o wartosciach dodatnich.
Funkcja ta, oznaczana litera -, jest tez w pewnym sensie rosnaca: jeZeli jeden
tréjkat zawiera drugi to ma wigkszy defeki. 1 znéw dowdd zostawiam
Czytelnikom podajac rysunek — nalezy zliczy¢ defekty wszystkich narysowanych
trojkatow.
| tutaj niespodzianka: Dwa tréjkqty o odpowiednio réwnych katach sq przystajace.
Istotnie, wiemy, ze musza by¢ podobne, ale gdyby jeden z nich byt wickszy, to
w my$l wyzej podanych uwag mialby wigkszy defekt, a wigc mniejsza sume katow,
wbrew zaloZeniu. Zatem w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego kazde podobieristwo
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Jest izometrig. Pojecie defektu rozszerzamy na dowolne figury przez umowe: jest to
kres gorny sumy defektow zawartych w tej figurze rozlacznvch trdjkatéw.

Funkcja Eobaczewskiego.

Zajmiemy si¢ teraz prostymi rownoleglymi. Jak latwo zauwuazy¢é musimy je

najpierw zdefiniowa¢, gdyz znana definicja euklidesowa nie da si¢ tu zastosowac.
Proste / i m przechodzace przez punkt A4 nazwiemy réwnoleglymi do prostej k

wtedy i tylko wtedy. gdy one nie przecinaja k 1 w jednym z utworzonych przez nie
katow wierzcholkowvch kazda prosta przechodzaca przez A4 przecina k, a w drugim
zadna. Proste rozlaczne, a nie réwnolegle. nazywamy nadréwnoleglymi (na

rysunku £ i ).

Niech proste k i / beda rownolegle. MoZna wykazaé. 7e przedstawiony obok

';T- - o, Zauwazmy tez, e

wobec faktu, iz defekt jest funkcjg rosnaca, « jest male_lch funkcjg dlugosci
odcinka x. Nazywamy ja funkcja Lobaczewskiego i oznaczamy Illcm 11, a jej
warto$§¢ dla danego odcinka — katem rownoleglosci. Wprowadza si¢ jeszcze
poigcie nzupelnienia liczby dodatniej x: jest to taka liczba x*, Zze

TI{x)+I1(x*) =

tréjkat prostokatny nieskonczony ¢ ma defekt réwny

T~

Twierdzenie Liebmanna.

Jak latwo spostrzec w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego nie ma prostokatow. Ich
rolg przejmuja czworokqty Lamberta o trzech kal‘u,h prostych. Postawmy
pytanie: jakie warunki muszg spelnia¢ liczby x, . v,, v, x,. v, aby istnial
wyznaczany przez nie jak na rvsunku czworokat l nnbcrta (oznaczymy go dalej
przez clL(x, X2 X3XeX3)).

Nie mamy réwniez znanego twierdzenia Pitagorasa. Za Py tajmy: _]dkle warunki
musza spelniac liczby x,, x,, x5, x4, x5, aby istnial opisany przez nie jak na
rysunku tréjkat prostokatny (oznaczmy go dalej przez tp(x, x;, X3X4X5)).

Bardzo ciekawym twierdzeniem geometrii B()l}‘ili-LOb:iCZCWSkngO jest wiaZzgce

ze sobg te dwa pytania twierdzenie Liebmanna. Mowi ono, Ze istnieje

tp(x, 11 (x2)x3 11(x5)xs) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cL(x, x5 x307(x5)x,).
Gdyby komus to twierdzenie wydawalo si¢ dziwne lub nieprzydatne — polecam
sprawdzenie podanej obok konstrukcji (cyrklem i linijka!) prostej rownoleglej

w geometrii Bolyai-Lobaczewskiego; konstruowane obiekty sa ponumerowane

wg kolejnosci w jakiej nalezy je kresli¢ (nawiasem mowiac konstrukcja ta daje
rownolegla 1 w geometrii euklidesowej). Twierdzenie Liebmanna orzeka, e prosta /
Jjest réwnolegla do k.

Zagradzajaca.

Dla dowolnego kata istnieje prosta rownolegla do obu jego ramion. Nazywa si¢
ja zagradzajaca. Aby podac¢ jej konstrukcj¢ musimy najpierw nauczyé sig
konstruowaé wspolng prostopadla dla prostych nadréownoleglych (réwnolegte

nie moga mie¢ wspolnej prostopadlej — prawda?). Robi si¢ to tak jak na rysunku
podanym obok. Wyjasni¢ nalezy chyba tylko poczatek: punkty 1 i 1" obieramy
dowolnie, z nich konstruujemy 2 i 2'. oraz 31 3'. Jezeli 13= 1'3’ to szukana
prosta jest prosta laczaca Srodki 11’ i 33, jezeli za$ tak nie jest, to postgpujemy
jak na rysunku. Bardzo polecam dowiedzenie, Ze prosta 14 jest istotnie prostopadia
zaréwno do k jak i do /. Obiecana konstrukcje zagradzajacej przedstawia kolejny
rysunek. Klamerki na nim symbolizowa¢ maja rownoleglos¢. Zagradzajaca 7
uzyskali$my jako wspdlng prostopadlg nadréwnoleglych 5i 6 (?). Znéw okazja
do wykazania poprawnosci konstrukcji.

Ogromnie wazng wlasnoécig geometrii Bolyai-Lobaczewskiego jest to, ze wyrdznia
ona niektére odcinki (tak jak w geometrii euklidesowej wyrdzniony jest np. kat
prosty sposrdéd innych katéw). Pozwala to na okreslenie w tej geometrii dlugosci
bez odwolywania si¢ do jakichkolwiek umownych jednostek (jak nasz metr).
Jezeli przyjmiemy np. ze odlegtos¢ wierzcholka kata prostego od jego rzutu na
zagradzajacy tego kata jest réowna 1, to pole dowolnego tréjkata bedzie réwne
jego defektowi.

Watpigcym, czy nie da si¢ i w geometrii euklidesowej wprowadzi¢ geometrycznie
zdefiniowanej jednostki dlugosci, polecamy nie ustawac¢ w staraniach nad jej
znalezieniem, dla pozostalych za$

Zadanie. Na rysunku podane sg trzy proste rownolegle parami. Ograniczaja one
pewna figure s.

— Wykazaé, ze pole kazdej takiej figury jest takie samo,

— obliczyé to pole przy wyzej podanej jednostce dtugosci,

— czy kazde dwie takie figury sa przystajace?

— jak mozna skonstruowac taka figurg?
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Dr Ryszard ZIELINSKI

U podstaw metod Monte Carlo leza dwa nastepujace twierdzenia: prawo wielkich liczb i centralne
twierdzenie graniczne. Pewne elementy tych twierdzen podane sa w podreczniku rachunku
prawdopodobienistwa dla szk6l srednich (W. Szlenka) oraz w artykulach W. Szlenka w «Delcie»
(1974, nr 11 i 1975, nr. 2).

Mowiac o metodach Monte Carlo musimy zatrzymac si¢ chwilg przy tych twierdzeniach. Pierwsze
z nich rozstrzyga o tym, Zze uzyskany przez nas ciag kolejnych przyblizen szacowanej wielkosci
(uip. liczby = w zadaniu Buffona z poprzedniego odcinka naszego serialu) jest zbiezny do
poszukiwanego przez nas rozwigzania. Drugie twierdzenie umozliwia udzielenie odpowiedzi na
pytanie, jak daleko jesteSmy od rozwigzania, gdy wykonali$my juz okreslona, dostatecznie duza
liczbe eksperymentow.

Oba twierdzenia sa bardzo waznymi twierdzeniami w rachunku prawdopodobieristwa i statystyce
matematycznej, tak ze bez przesady mozna powiedzieé, iz wigkszo$¢ rezultatéw tych teorii jest
konsekwencja wlasnie tych dwoch podstawowych twierdzen. Prawo wielkich liczb i centralne
twierdzenie graniczne to w istocie rzeczy caly zbior roznych twierdzen; ograniczymy si¢ tu do
podania tylko najprostszych wersji, przy czym — ze wzgl¢du na interesujace nas zastosowania

w metodach Monte Carlo — wigkszy nacisk polozymy na ich interpretacje niz na ich formalizm
matematyczny.

PRAWO WIELKICH LICZB sfonnu!ujcmy najpierw w jego najprostszej postaci jako tzw. prawo
wielkich liczb Bernoulliego, ale podamy je w tzw. mocnej wersji. Rozpoczniemy od kilku uwag
na temat pewnych prawdopodobieristw geometrycznych. Przypominamy (por. «Delta» 1975,

nr 6), ze jezeli £ jest kwadratem jednostkowym i A rodzing takich podzbioréw zbioru £2, ktére
maja pole, to prawdopodobleflstwo P(A) zbioru 4 € U jest rowne polu tego zbioru. Usunmy
teraz pewien punkt x z rozwazanego kwadratu. Oczywiscie pole zbioru £2— {x} jest nadal rowne
jednosci, a wigc rowniez P(2— {x}) = 1. Wigcej nawet: okazuje sig, ze jezeli z £2 usuniemy
przeliczalng liczbe punktow x,, x;, ... , to prawdopodobieristwo pozostalego zbioru jest rowne 1:

P(g_ {x;,x,, ..-}) = 1.

Czytelnik, ktéry dobrze rozumie mierzenie pol (dlugosci, objetosci itp.), nie widzi w tym nic
zaskakujacego. Nieco natomiast zaskakujaca moze by¢ interpretacja z punktu widzenia rachunku
prawdopodobienistwa. Usuﬁmy mianowicie z kwadratu £ wszystkie punkty, ktorych obie
wspbirzedne sq liczbami wymiernymi (a wigc przeliczalng liczbg punktow), i oznaczmy przez
.Qniewm pozostalg cze$é zbioru £2. Zbiér £2 staje si¢ w ten sposob kwadratem—,,sitem”, w ktoérym
jest nieskonczenie wiele ,,dziur”. Rzuémy losowo punkt na zbiér £2. Prawdopodobleﬂstwo ie
wpadnie on do zbioru 2, ewym (a Wigc, Ze nie przelecn on przez to sito) jest réwne jednosci,
chociaz zdarzenie polegajace na zatrzymaniu si¢ punktu na sicie nie jest wcale zdarzeniem pewnym.
Skonstruowali$my w ten sposob zdarzenie, ktore nie jest identyczne ze zbiorem wszystkich zdarzen
elementarnych, ale ktorego prawdopodobieﬁstwo jest roOwne jednosci.

Po tych uwagach mozemy przystapi¢ do sformulowania zapowiedzianego mocnego prawa wielkich
liczb Bernoulliego:

Niech s, bedzie liczbq sukceséw w n pierwszych prébach nieskoriczonego ciggu prob Bernoulliego,

z ktérych kazda z prawdopodobieristwem p koriczy sig sukcesem. Prawdopodobierstwo zdarzenia

" losowego

Su

n n -+ oo

Jest rowne jednosci.

Czytelnik, ktory dobrze przemyslal uwagi o prawdopodobienstwie geometrycznym, poprzedzajace
sformulowanie tego twierdzenia, z fatwoscig zrozumie nastgpujgca interpretacj¢ tego wyniku:
jezeli bedziemy realizowali nieskoriczony cigg prob Bernoulliego, to by¢ moze obserwowana przez
nas czgstosé s,/n sukcesOw nie bedzie zbiezna do prawdopodobiefistwa p sukcesu, ale liczba
takich zdarzer jest tak znikoma w poréwnaniu z liczbg wszystkich mozliwych zdarzen, Ze taka
sytuacja moze zaistnie¢ tylko z prawdopodobierfistwem rownym zeru.

Matematycy uzywaja w tym wypadku nastgpujacej terminologii: ,,w prawie kazdym ciagu prob
Bernoulliego czgstos¢ s./n dazy do p” albo ,ciag s./n prawie na pewno dazy do p”, przy czym

w obu ostatnich zdaniach mowa jest o tak zwanej zwyklej zbieznoéci, dobrze znanej w elementarnej
matematyce (dla kazdego £ > 0 istnieje takie N, ze dla kazdego n > N mamy [s./n—p| < &).

W metodach Monte Carlo (i w innych zastosowaniach teorii prawdopodobienistwa) korzysta si¢
najczesciej z troche ogoélniejszej postaci tego prawa. Zauwazmy mianowicie, Zze w wielu sytuacjach
wynik eksperymentu to nie tylko jedno z dwoch mozliwych zdarzen, jak w rzucie monetg lub
rzucie igla Buffona. Juz przy rzucie kostka mozemy otrzymac jedna z szesciu kolejnych liczb
naturalnych a ogolnie wygodme jest opisywac wynik eksperymentu za pomocq odpowiedniej
zmiennej losowej. Wtedy cigg eksperymentéw prowadzi do ciggu X;, X, ... . zmiennych
losowych. Mocne prawo wielkich liczb w tym przypadku brzmi: jeZeli wszystk:e zmienne losowe
X1, Xz, ..., Xu, ... 5q niezaleine, majaq taki sam rozklad i wartosé¢ oczekiwang rowng p, to

z prawdopodobienistwem rownym jednosci

lim E!X‘
- 00 n

i=1

Nasze nadzieje na to, Ze szacujgc interesujace nas wielkosci za pomoca serii eksperymentow
statystycznych otrzymujemy to, o co nam chodzi, uzasadnione sg wlasnie tym twierdzeniem.



mala aelid

Intuicja, czyli wyczucie, jest nicocenionym sprzymierzencem
matematyka. Dobra intuicja pozwala szybko przewidzie¢
wynik i unikna¢ dlugich rozwazan. Na przyklad gdy
wiemy, ze dwa boki tréjkata sa rowne, to intuicja
podpowiada nam, iz katy lezace naprzeciwko tych bokéw
tez sa rowne. Scisle rozumowanie potwierdza, ze w tym
przypadku intuicja nas nie zawiodla. A jednak nie zawsze

Czy wierzy¢ intuicji? intuicji mozna wierzy¢. Niekiedy mozZe nas ona zawies¢,

) i : 1 to jak bardzo! Przykladem i przestroga niech beda

nastgpujace dwa zadania.

Bibutk¢ o grubosci "1!6' mm, np. papierowa serwetke,

‘- skladamy tak, jakby$my ja chcieli schowaé do male;j
kieszonki: na pél, znéw na pél, jeszcze raz na pot i tak

, dalej.

F Przypus$émy, ze bibulke t¢ zlozyliSmy ,,w mysli” (bo .

| praktycznie si¢ nie da — sprobujcie) 50 razy. Jaka bedzie
grubosé ztozonej tak 50 razy bibutki?

" Rozwiazanie
Ci, ktdrzy nie znaja tego zadania, uwazajg na ogol, ze
bibutka be¢dzie miata grubo$¢ najwyzej kilku metrow.
Tymczasem grubos¢ zlozonej 50 razy bibulki bedzie
zaskakujaco duza, przekroczy bowiem 64 000 000 km
(64 miliony kilometréw!).
Rachunek jest prosty. Skorzystajmy tylko z pewnych
przyblizen. Zauwazmy, Zze gdy bibulke zlozymy raz, to jej
grubo$¢ si¢ podwoi i bgdzie rowna

Py -2,
g mm
Gdy ztozymy drugi raz, podwoi si¢ grubo$§¢ uzyskana za
pierwszym zlozeniem. Grubo$¢ bibulki zlozonej dwa razy
bedzie réwna

1
1¢ mm 2
Gdy zlozymy po raz trzeci, podwoimy poprzednia
grubos$é. Bibutka zloZzona trzykrotnie bgdzie miata gruboéé
rowna

1
5 0 ey
16mm 2-2

Stad wniosek: gdy bibutke ztozymy 50 razy, jej grubosc¢
bedzie réwna

-me-2-2-2‘2... ~

16 ARl e O
(50 dwdjek)
Czy to duzo?
1 1
. . . . . . — T . . . T = » ' T . ?
16mm2?.$!... 2 2_‘,,'_:!_zrnmz 222 =222 2 mm Dlaczego
(50 dwojek) e (50 dwojek) (46 dwdjek)
(4 dwojki)

Zadajmy sobie trud i policzmy dalej: 220X 202-22:2:2-2,=.1024, SprawdZcie!

(10 dwdjek)
A wigc 27202 mm=

(46 dwdjek)
22 ... -D(2:2:... -2 2-...2DQ2-2-... 02)2-2... “2)mm = 1024 1024~ 1024 - 1024 - 64 mm.
(10 dwéjek) (10 dwdjek (10 dwdijek) (10 dwdjek) (6 dwojek) '

Jest to wigcej niz 1000 - 1000 - 1000 - 1000 - 64 mm = 64 - 1000 - 1000 - 1000 m = 64 - 1000 - 1000 km = 64 000 000 km.
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Niebywale!

Tym, ktérzy lubig liczyé, proponujemy nast¢pujace
obliczenia:

Przyjmujac, ze odlegtos¢ Ziemi od Ksigzyca jest rowna
400 000 km (w rzeczywistosci jest ona mniejsza) obliczcie,
ile razy wigksza od tej odlegtosci jest grubo$é¢ naszej
50-krotnie ztoZzonej bibulki.

Mamy tréjkat o bokach 3, 4, 5. Przy najdiuzszym boku
tego tréjkata prowadzimy zabkowang lamang o liniach
rownoleglych do pozostalych bokow trdjkata (rysunki
pokazujg, jak moZe wygladac taka lamana).

Jaka bedzie dtugoéé linii zabkowanej, ktdrej zgbki sa
bardzo male, np. odlegle wierzchotkami od podstawy
trojkata o 1/1000? Taka linia zabkowana bedzie sie,
praktycznie biorac, prawie pokrywala z podstawa trdjkata,
a wiec wydaje sig, Ze jej dlugo$¢ nie powinna by¢ wiele
wigksza niz 5.

Tymczasem okazuje sig, ze dlugosé¢ kazdej takiej linii
zabkowanej nie zalezy od wielkosci i liczby zagbkdw i jest
zawsze rowna 7. Aby si¢ o tym przekonaé, zrzutujmy lewe
krawegdzie zabkéw prostopadle na bok dlugosci 3

i zauwazmy, Ze ich gczna dlugos¢ jest rowna dlugosci
tego boku.

Podobnie, taczna dlugos¢ prawych krawedzi zabkow jest
rowna 4. Razem 7.

Niech te dwa zadania beda przestroga dla tych, ktérzy
chcieliby ufaé intuicji bez zastrzezen.

A na zakonczenie rozwiaZcie takie zadanie:

Bolek i Lolek $cigaja si¢ na rowerach po ulicach miasta
(plan ulic pokazujemy obok). Start wyscigu znajduje si¢
W miejscu oznaczonym na planie literg A, meta w miejscu
oznaczonym literg B. Bolek wybral tras¢ oznaczong na
planie linig ciagly, natomiast Lolek tras¢ oznaczong linig
przerywang. Ktory z nich wybral lepsza droge?

Atomv trzesa sie z... ciepl: — Przypomnij sobie dodwiadczenie z kroplg atramentu

At 0 SEEERBIT Fan Km‘l w wodzie. Doswiadczenie to wykazalo, Ze ruchliwosé
atomow i czasteczek zalezy od temperatury. Im wyzsza
temperatura ciala, tym szybciej poruszajg si¢ czgsteczki.

W ciele stalym czasteczki rozmieszczone sa blisko jedna
obok drugiej. Nie moga poruszaé si¢ swobodnie, jak

w gazie, lecz ,,trzgsa si¢” w miejscu. Przy podgrzewaniu
ciala czasteczki trz¢sa si¢ coraz bardziej, przez co ta sama
liczba czasteczek zajmuje wtedy wigcej miejsca. Przy
dalszym ogrzewaniu czgsteczki opuszczaja swoje miejsca

i zaczynaja plywaé po calej objetosci ciata. Cialo przechodzi
w stan ciekly.

— Teraz wiem, co jest przyczyna rozszerzalnosci cieplnej
ciala. Latem atomy Zelaza drgaja silniej niz zimg i dlatego
szyny kolejowe sg dluzsze. Dobrze, e atomy w szynach
nie poruszajg si¢ zbyt silnie, bo co staloby sig, gdyby szyny
si¢ stopity?

T

IN

Towarzyskie czgsteczki

— Temperatura topnienia Zelaza wynosi + 1538°C, nie
ma wigc obawy, Ze Zelazo stopi si¢ przy najwigkszym nawet
upale. Czy zastanawiale$ si¢ natomiast nad przyczynami
powstawania ciat statych i cieczy? Jak wygladalby swiat,
gdyby materia istniata tylko w postaci gazu lub proszku!
— Nigdy przedtem o tym nie myslalem, ale teraz wydaje
mi si¢ to oczywiste. Czasteczki cial musza si¢ przyciagaé.
Im silniej si¢ przyciagaja, tym latwiej jest im utworzy¢
cialo w stanie stalym.

— Rzeczywiscie, czasteczki réznych substanciji nie sg
jednakowo towarzyskie. Dlatego spotykamy substancje

o tak réznych wlasciwosciach. Jedne, jak na przyklad tlen,




s3 normalnie gazami i, Zeby je skropli¢, trzeba je bardzo
silnie ozigbi¢. Inne wystepuja w postaci cial stalych i topia
sie w bardzo wysokiej temperaturze. Ciekawe jest, Ze nawet
te bardzo towarzyskie czasteczki, ktdre lubig trzymac si¢
razem tworzac ciecz lub cialo stale, nie lubig zbyt duzego
tloku. Zbytnio $ci$nigte silnie si¢ odpychaja. To jest tez
bardzo wazne. Pomysl tylko, co byloby, gdyby wzajemne
odpychanie czasteczek podlogi i nog krzesta, na ktérym
siedzisz, nie réwnowazylo sily cigzkosci, ktéra dziala na
ciebie i na krzeslo.

Mierzymy czasteczki

— Jeste$ na pewno ciekaw, na czym polega pomiar czego$
tak malego, jak czasteczka, ale ... cierpliwosci! Najpierw
chce zadaé ci parg pytan. Zastanow si¢ i powiedz, co jest
najciensze?
— Chyba wlos, bo méwi si¢ ,,cienki jak wlos™.
— Rzeczywiscie, tak si¢ méwi, chociaz mozna wskazaé
rzeczy o wiele ciefisze. Juz lepiej byloby méwié ,,cienki
jak ni¢ pajecza™, ale i ta, jak si¢ okazuje, jest bardzo gruba
w poréwnaniu z najcienszymi warstwami cieczy, jakie
latwo mozna uzyskaé. Czy wiesz, na przyklad, jak cienka
jest powloka banki mydlanej? Jej grubosé trzeba by
powiekszy¢ 100 000 razy, zeby wyniosla tyle, co grubosé
wlosa Iudzkiego. Wtos w takim powigkszeniu miatby
grubosé okolo 5 metrow! Jeszcze cienisze bywaja warstewki
oliwy rozlanej na wodzie. Mam dla ciebie nastgpne pytanie.
Jak ci sig zdaje, czy kropla oliwy moze pokry¢ dowolnie
duza powierzchnig, na przykiad powierzchni¢ oceanu?
— Chyba nie. Na pokrycie zbyt duzej powierzchni po
prostu nie starczyloby czasteczek oliwy, nawet gdyby
ulozyly si¢ ,,parterowo”, jedna obok drugiej.
— O to wlasnie chodzi. Na tym fakcie oprzemy nasz
pomiar $rednicy czasteczki oliwy. Do dokladnie wymytej
wanny nalej wody. Nastepnie spus¢ na jej powierzchnig
mala kropelke oliwy. Oliwa powoli rozplynie si¢ po
powierzchni wody, ale po pewnym czasie proces ten
ustanie i powierzchnia oliwy ustali sie. Domy$lamy sig, ze
czasteczki oliwy ulozyly sie¢ w warstwe pojedyncza.
Grubos$¢ tej warstwy rowna si¢ po prostu $rednicy jednej
czgsteczki. Znajac objetos¢ kropli i pole powierzchni
warstwy mozemy obliczy¢ grubo$¢ tej warstwy. Na przyklad
z kropli o objetosci 0,0009 cm?® uzyskano warstwe
o powierzchni okoto 5000 cm?. Stad grubo$¢ warstwy:

e vV _ 0,0009

- 5000

Jesli nie masz dosé cierpliwosci, by doczekaé sig takiej
jednoczasteczkowej warstwy oliwy, nie martw si¢. MozZesz
Zmierzy¢ promien plamki oliwy, jaka udalo ci sie uzyskad,
i obliczyé¢, ile czgsteczek sklada sie na jej grubosé.
Whpuscile§ na przyklad kropl¢ o promieniu r okolo 0,1 cm.
Jesli uzyskale§ warstwg o promieniu R okoto 10 cm, to
jej grubo$é wynosi:

cm = 0,00000018 cm.

2~ 0,000013 cm.

Mozesz wtedy powiedzieé, Ze na grubo$é tej warstewki
sklada si¢ tylko okolo kilkunastu czasteczek.

Malq «Delte» opracowali: Robert Hajlasz, Przemyslaw Nowicki, Daria Ziemiriska.
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Fale uderzeniowe

Rys, t

Rys. 2

Mgr Jerzy DALEK

Czy strzelaliscie kiedy$ z papierowej torby napelnionej powietrzem? Huk wywotany takim
strzalem nie daje si¢ poréwnaé z wystrzalem armatnim, potrafi jednak przestraszy¢ osoby
zaskoczone. Duzo wigkszy huk wywoluja naddzwickowe odrzutowce lecace z bardzo duzg
predkoscig. Takim hukiem daje o sobie zna¢ w obu przypadkach fala uderzeniowa.

Zanim przejdziemy do dokladniejszego omdwienia zjawiska fali uderzeniowej, musimy powiedzie¢
kilka stéw o ruchu cial w powietrzu. Interesowaé nas beda ruchy szybkie, takie, przy ktérych
analizie nalezy braé¢ pod uwage $cisliwo$¢ powietrza, Niektorych Czytelnikoéw moze to zdziwic.
Przeciez — powiecie — powietrze jest gazem, a wigc jest Sci$liwe! Tak, to prawda, ale przy
rozwazaniu ruchu ciat z matymi predkosciami nie popelnimy duzych bledéw, jesli zaniedbamy
sciSliwosé powietrza. Zyskujemy przez to znaczne uproszczenia matematycznego opisu zjawiska.
Oczywiscie, pojecia ,,mala” i ,,duza” predkos¢ sa wzgledne, mozna jednak przyjaé, ze w
normalnych warunkach predkosci rzgdu 400 km/godz. s3 jeszcze ,,male”, za$ rzedu 600 km/godz.
sg juz ,,duze”.

‘Waing rol¢ w badaniu przeplywow écisliwych odgrywa wielko$é zwana predkoscig dzwigku.

Jest to predkosé, z jaka rozchodza sig male zaburzenia ci$nienia w o$rodku $cisliwym. Dla danego
gazu predkosé dzwigku zalezy jedynie od temperatury bezwzglednej. Na przyklad dla powietrza
predkos¢ ta wynosi w normalnych warunkach 334 m/sek.

Rozwazmy teraz cialo poruszajace si¢ w powietrzu ze stala predkoscia u, mniejszq od predkosci
dzwigku a. Cialo to wywoluje w kazdej chwili zaburzenia ci$nienia, ktére rozchodza si¢ w postaci
fal sferycznych w powietrzu (czolo fali rozprzestrzenia si¢ podobnie jak nadmuchiwana barika
mydlana). Na rys. 1 zaznaczone sa polozenia ciala w momentach ¢ = 0 (punkt 0), r = 1 (cialo
przebylo odleglos¢ rowna u), t = 2 (cialo przebylo odleglo$é 2u) oraz r = 3 (cialo przebylo
odleglos¢ 3u). W chwili 7 = 3 zaburzenia wywolane przez cialo dotarly odpowiednio: na odlegtosé
3a od punktu 0 — zaburzenie wywolane w chwili r = 0, na odleglo$¢ 2a od punktu ¥ — zaburzenie
wywolane w chwili # = 1 oraz na odleglos¢ a od punktu 2u — zaburzenie wywolane w chwili

t = 2. Czola tych fal sq zaznaczone na rysunku w postaci k6t o odpowiednich srednicach

(w rzeczywistosci czola fal sa sferami).

Podobny rysunek (rys. 2) mozna wykonaé dla ciala poruszajacego si¢ z predkoscia « wigksza od
predkosci dzwigku a. W tym wypadku cialo wyprzedza czolo fali. Wszystkie fale znajdujg si¢
wewnatrz stozka (na rysunku wewnatrz kata) o powierzchni stanowiacej granice, do ktorej moga
dotrzec¢ zaburzenia. Na zewnatrz stozka powietrze jest nie zaburzone przez poruszajace si¢ cialo.

7 0A 3a a 1 2
Lat liczyé i 7ka. nae=——=—-—=—=—,gd
wo obliczy¢ kat rozwarcia tego stozka. Z 4 OAB mamy sin « OB I = M gdzie

przez o oznaczyliSmy <+ OAB, za§ M = -2- jest charakterystyczng wielkoscia bezwymiarowa zwana

liczba Macha. Zauwazmy, ze dla przeplywdéw poddiwiekowych M < H(u < a), dla przeplywow
z predkoscia dzwigku M = 1 (4 = a) i dla nadzwiekowych M > 1 (u > a). Stozek styczny do
czola poszczegdlnych fal nazywa sie stozkiem Macha, jego tworzace liniami Macha, za$ kat «
katem Macha.

Latwo wykona¢ odpowiedni rysunek dla przypadku ciala poruszajacego si¢ z predkoscia dzwigku
— czola fal sa teraz sferami stycznymi w jednym punkcie.

Dotychczas mowiliémy o rozchodzeniu sie malych zaburzen w gazie. Przejdzmy teraz do duzych
zaburzen. Cialo poruszajace si¢ w powietrzu z duza predkoscig (np. pocisk czy samolot
naddZwigkowy) wywoluje w powietrzu fale ci$nieniowe o duzej intensywnosci. Podobnie,
gwaltowny wybuch wywoluje duze zgeszczenie powietrza (strzal z torby papierowej mozemy
uwaza¢ juz za duze zaburzenie) — przynajmniej w poblizu miejsca strzalu. Tego typu zaburzenia
rozchodzg si¢ z predkoscia wigksza od predkosci dzwigku. Zwr6¢émy uwage, ze nazwa ,,predkosé
dzwigku” zostala zastrzezona dla predkosci rozchodzenia si¢ malych zaburzeri. Duze zaburzenia,
charakteryzujace sie tez swojego rodzaju diwiekiem — hukiem — rozchodza si¢ juz z inng
predkoscia. Duze zaburzenia, w ktorych skok ci$nienia jest duzy, nazywaja si¢ falami
uderzeniowymi.

Zmiany ci$nienia w fali uderzeniowej sa rzedu atmosfer i zachodza na drodze bardzo malej,
rzedu kilku drog swobodnych czasteczek gazu, w odréznieniu od zmian ci$nienia w falach
dzwigkowych, towarzyszacych mowie, ktore sa rzedu jednej milionowej ci$nienia atmosferycznego.
Na czole fali uderzeniowej rosnie skokowo nie tylko ciénienie, ale rosna takze inne wielkosci
okreslajace stan gazu, a wigc jego gestos¢ i temperatura, natomiast predkos$¢ gazu maleje
praktycznie skokowo. Typowy przebieg ci$nienia w przeplywie z falg uderzeniowg przedstawiony
jest na rys. 3. Wykres dotyczy tej chwili, w ktorej czolo fali uderzeniowej znajduje si¢ w punkcie
Xg. Ci$nienie roénie od wartosci pp do p, skokowo.

Wzrost gestosci na czole fali uderzeniowej umozliwia uzyskiwanie jej obrazu na

fotografii. Najczesciej wykorzystuje si¢ tu metode ,,Schlieren”, ktéra z grubsza da si¢ opisa¢
nastepujaco. Rownolegla wiazka promieni $wietlnych, przechodzaca przez osrodek o jednorodnej
gestosci, pozostaje rownolegla i oswietla ekran jednostajnie. Niejednorodnos¢ gestosci osrodka
powoduje odchylenie rownoleglej wiazki. Jesli odciaé teraz wiazke promieni padajacych na ekran
ostra krawedzia, to na ekranie ukaze si¢ ciemniejszy lub jasniejszy obraz niejednorodnosci,
zaleznie od tego, czy odchylony promieni zostanie zatrzymany przez ostrze, czy przejdzie ponad
nim. Oczywiécie urzadzenia sluzace do fotografowania takich obrazéw niejednorodnosci s

16



()

Czy mozna
zobaczy¢
wiatr ?

2)
i

obszar badany

(3)
A

@ (5

odpowiednio zlozone, szczegdlnie w przypadku fotografii kolorowej. Zdjecia fal uderzeniowych,
wywolanych przez lecacy pocisk, reprodukowane na okladce byly szczegélnie trudne do uzyskania,
gdyz czas eksplozji byt tu bardzo krotki (0,3 mikrosekundy). Lampa blyskowa musiala mie¢
odpowiednio wysoka moc, aby prawidtowo naswietli¢ kolorowa blong (moc lampy 20 000 kW),
Na zdjeciach fale uderzeniowe s widoczne jako ciemne smugi odchodzace skosnie od pocisku.
Postuzymy si¢ modelem ilustrujacym mechanizm powstawania fali uderzeniowej. W modelu tym
rozpatrzymy ruch samochodéw na autostradzie. Wyobrazmy sobie sznur samochodéw jadacych

z duzq predkoscia. Pierwszy samochod zaczyna nagle ostro hamowaé przed przeszkoda na
autostradzie. Jesli samochody jadg tak szybko, ze predkos¢ reakcji kierowcow nie pozwoli im

w pore whaczy¢ hamulcow, to wytworzy sig nagle zgeszczenie samochodéw — gigantyczna kraksa.
Przettumaczmy teraz t¢ katastrofe na jezyk fal uderzeniowych. Samochody to czasteczki powietrza,
Przeszkoda na szosie to cialo oplywane przez powietrze. Predko$é reakcji kierowcow to predkoéé
diwicku. Nagle zgeszczenie samochodow to fala uderzeniowa. Oczywiscie predkosé samochodéw
jest wigksza od ,,predkosci dzwicku™.

Bardzo ciekawie przedstawiaja si¢ fale uderzeniowe w matematycznym opisie przeplywu gazu,
Jesli nie uwzgledniamy lepkosci gazu, to wérdéd rozwiazan opisujacych ruch tego gazu pojawiajg
si¢ rozwigzania nieciagle odpowiadajace falom uderzeniowym. Jesli uwzglednimy lepkoéé gazu,

to falom uderzeniowym odpowiadaja juz rozwiazania ciagle, dajace jednak bardzo szybkie zmiany
“wielkosci opisujacych stan gazu.

Wydaje sig, Ze strzelajac z torby wypelnionej powietrzem nie mysleliscie o tym, ile rozmaitych
probleméw, z ktdrych jedynie drobng czeéé¢ tu oméwilismy, kryje sie w tym zjawisku.

Czy mozna zobaczy¢ strumien powietrza oplywajacy przeszkode, bez korzystania
z dymu, pylu lub innych widzialnych zawiesin unoszacych si¢ z wiatrem? Powietrze
nieruchome jest praktycznie przezroczyste. Powietrze unoszace si¢ nad ogniskiem
jest réwnieZ przezroczyste, ale mozZna je zobaczyé — dostrzec jego drganie
i falowanie.
Warstwy cieplejsze s3 rzadsze, maja inne wlasciwosci optyczne, inaczej zalamuja
swiatlo anizeli cigZsze, gestsze warstwy chlodniejsze. Powietrze oplywajace
przeszkode ulega w jednych miejscach zageszczeniu, a w innych rozrzedzeniu,
a wigc przestaje by¢ osrodkiem jednorodnym optycznie. Zmiany wspétczynnika
zalamania moga by¢ bardzo niewielkie, ale te wlasnie réznice pozwalaja dostrzec
lub raczej zarejestrowaé na kliszy fotograficznej ruch réznych warstw powietrza.
W badaniach tego typu, szczegdlnie waznych w tunelach aerodynamicznych, stosuje
si¢ migdzy innymi metode smug (z niemiecka metoda Schlieren) — przy pomocy
interferometru smugowego. Rysunek ilustruje zasade dzialania przyrzadu. Swiatlo
ze szczeliny 1, umieszczonej w ognisku soczewki 2, przechodzi przez obszar badany
Jjako wiazka réwnolegla i jest ogniskowane przez soczewke 3 w jej plaszczyZnie
ogniskowej. Obraz szczeliny przeslania czg§ciowo ostrze 4. Na kliszy
fotograficznej 5 otrzymujemy jednorodne o$wietlenie.
Jezeli w obszarze badanym znajduje si¢ niejednorodno$¢ optyczna, na przyklad
zaggszczenie powietrza, to promien (narysowany kolorem) ulegnie odchyleniu.
Zaleznie od kierunku odchylenia obraz na kliszy ulegnie w okreslonym obszarze
zaciemnieniu lub rozjasnieniu. Klisza fotograficzna zarejestruje obraz ztozony
z obszaréw jasnych i ciemnych, odpowiadajacych rozkladowi niejednorodnosci
w obszarze badanym. Analiza obrazu nie pozwala stwierdzi¢, czy niejednorodno$é
odpowiada zageszczeniu powietrza, czy tez jego rozrzedzeniu.
Niejednoznacznos$¢ te usunigto wprowadzajac cztery szczeliny ulozone na brzegach
kwadratu i emitujace §wiatlo w czterech barwach. Cztery odpowiednio ustawione
ostrza odcinajg potowe $wiatla z kazdej szczeliny. Wprowadzenie do badanego
obszaru niejednorodnosci odchyla promienie czterech barw, a z rozkladu koloréow
na obrazie mozna wnioskowaé o rozkladzie zageszczen i rozrzedzen. Fotografia
barwna wymaga stosunkowo dlugich ekspozycji i dlatego opisang technike
stosowano przede wszystkim do proceséw stacjonarnych. Wprowadzenie do badan
powietrznej lampy blyskowej, w ktérej moc 20 megawatéw wyzwalana jest
w okresie 0,3 mikrosekundy, umozliwilo rejestrowanie proceséw bardzo
krétkotrwatych.
Na pierwszej i ostatniej stronie okladki zamieszczamy cztery zdjecia
krétkotrwatych zjawisk. Na stronie IV z lewej zdjecie pocisku przebijajacego banke
mydlang, a na stronie I, pocisk przechodzacy przez plomien $wiecy. W obu
przypadkach widoczna jest fala uderzeniowa (patrz poprzedni artykut). Zdjecie
na stronie IV okladki z prawej pokazuje fale uderzeniowg rozchodzaca sie
w wodzie w wyniku wyladowania elektryczne 30. Predkos¢ fali wynosi 1800 m/s.
Ostatnie zdjecie pokazuje wiry wokot skrzydi1 wiatraczka krecacego sie
z predkoscia 1200 obrotéw na minutg.

F, H.
(Zdjecia na podstawie «Scientific American», tom 231 (1974), nr 2)
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