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Obserwacja zjawiska interferencji swiatla nie jest w ogólnosci sprawa trudna.
W zyciu codziennym, gdy swiatlo pada na cienkie blonki mydlane lub warstwy
tluszczu na wodzie, zauwazamy tworzenie sie ukladów barwnych prazków, które
powstaja wlasnie w wyniku interferencji. Mozna równiez latwo wykonac
nastepujace doswiadczenie, które ukazuje powstawanie prazków interferencyjnych.
W cienkim sztywnym kawalku papieru wykonujemy koncem igly dwa otwory
o wymiarach takich, jak kropka w druku, lub nieco mniejsze.
Odleglosc miedzy otworami winna wynosic okolo trzech srednic otworu.
Przy obserwacji bardzo daleko polozonego zródla swiatla, na przyklad odleglej
lampy ulicznej, gdy kartke z otworami przysuniemy jak najblizej oka, stwierdzamy
powstawanie prazków interferencyjnych. Oczywiscie wykonywanie eksperymentów
umozliwiajacych nie tylko obserwacje, ale tez przeprowadzenie pomiarów wymaga
odpowiednich przyrzadów optycznych.
Interferencja byla jednym ze zjawisk, na podstawie których juz od czasów Huygensa
i Newtona szukano odpowiedzi na pytanie: czym jest swiatlo? (por. «Delta»,
1974, 8, art. dra Z. Plochockiego). Chociaz rozwój badan przyrodniczych
przyniósl glebokie zrozumienie natury swiatla i zjawisk z nim zwiazanych, zupelnie
nowe zjawiska zaczeto badac od roku 1961, gdy zbudowano laser - nowe zródlo
promieniowania optycznego. Równiez zjawisko interferencji dzieki takim
wyjatkowym cechom swiatla laserowego, jak spójnosc (koherencja) czasowa
i przestrzenna, uzyskalo nowe znaczenie i znalazlo takze nowe zastosowanie
praktyczne w holografii (por. «Delta», 1974,2, art. prof. dra B. Karczewskiego).
Dla pogladowego wyjasnienia waznego pojecia spójnosci (koherentnosci) fal
uzyjemy latwo dostepnego dla obserwacji przykladu interferencji fal na
powierzchni wody. Wyobrazmy sobie, ze dwa drgajace prety wytwarzaja fale.
Jesli prety drgaja regularnie z ustalona, jednakowa czestoscia, to dwie powstajace
fale daja trwaly uklad miejsc, w których nastepuje wzmocnienie lub wygaszenie
fal (rys. 1). W tym przypadku fale nazywamy spójnymi. Jesli jednak prety drgaja
nieregularnie, ich czestosci zmieniaja sie niezaleznie, to w wypadkowym ruchu
falowym nie mozna odnalezc cech regularnosci. Wzmocnienie fal (lub ich
oslabienie) nastepuje raz w jednym, a raz w innym miejscu. W tym przypadku
mówimy, ze zródla wytwarzaja fale niespójne.
Tomasz Young po raz pierwszy zrealizowal dla fal swietlnych omówiony wyzej
schemat doswiadczenia interferencyjnego. Ilustruje to rys. 2, na którym swiatlo ze
szczeliny lub dostatecznie malego otworu S pada na szczeliny Sl i S2, a powstaly
na ekranie obraz ukazuje prazki jasne i ciemne. Jest to eksperyment, który, choc
bez mozliwosci wykonywania pomiarów, moze byc latwo przeprowadzony przez
Czytelnika w sposób opisany na poczatku tego artykulu. W doswiadczeniu
przedstawionym na rys. 2 szczelina lub otwór S oswietlony jest swiatlem
jednobarwnym z jakiegokolwiek zródla konwencjonalnego (takiego, jak zarówka,
swietlówka, plomien itd). Swiatlo z takiego zródla nazywac bedziemy swiatlem
termicznym, w odróznieniu od swiatla laserowego. Gdy szczeliny Sl i S2 sa
oswietlone bezposrednio zródlem swiatla termicznego bez wykorzystania szczeliny
S, to nie obserwuje sie obrazu interferencyjnego. Gdy jednak zródlo odsuwamy
bardzo daleko, tak ze moze byc ono uwazane za zródlo punktowe, powstaje obraz
interferencyjny.
Wykonujac odpowiednie pomiary w doswiadczeniu Younga mozna stwierdzic,
ze istnieje pewna graniczna odleglosc d miedzy szczelinami Sl i S2' Dla odleglosci
wiekszych niz d obraz interferencyjny znika. Wartosc d okresla wymiary obszaru,
który nazywa sie obszarem spójnosci (koherencji) fali swietlnej dochodzacej do
Sl i S2' Swiatlo wychodzace z dwu punktów obszaru spójnosci daje na ekranie
obrazy interferencyjne. Gdy powieksza sie rozmiary szczeliny S, obszar koherencji
staje sie mniejszy. Oznacza to, ze przy zwiekszaniu szczeliny S nalezy zmniejszac
odleglosc miedzy szczelinami Sl i S2 tak, aby obraz interferencyjny byl widoczny.
W dokladniejszej analizie doswiadczenia Younga mozna znalezc zwiazek miedzy
katowymi rozmiarami odleglego zródla i wielkoscia obszaru koherencji.
Innym podstawowym schematem doswiadczenia interferencyjnego jest interferometr
MicheIsona. Rys. 3 przedstawia w uproszczeniu ten uklad. Wiazka termicznego
swiatla jednobarwnego wybiega ze zródla S i pada na pólprzepuszczajace
zwierciadlo. Powstajace dwie wiazki odbijaja sie od zwierciadel Zl i Z2, nakladaja
sie na siebie i daja obraz interferency.jny z charakterystycznymi prazkami. Obraz
ten mozna ogladac bezposrednio lub zarejestrowany na kliszy w plaszczyznie E;
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Przesuwanie jednego ze zwierciadel wzdluz kierunku wiazki swiatla zmienia
róznice dróg, którymi przebiega swiatlo w kazdym z ramion interferometru.
Powyzej pewnej wartosci le tej róznicy prazki interferencyjne znikaja. Róznice
odleglosci le nazywa sie dlugoscia koherencji. Wprowadza sie równiez czas

koherencji zdefiniowany przez te = ~, gdzie c jest predkoscia swiatla. Czasc

koherencji te zwiazany jest prosta zaleznoscia z inna wielkoscia charakteryzujaca
wiazke swietlna. Swiatlo jednobarwne, o którym mówimy, nie jest swiatlem
o scisle okreslonej czestosci v. Zawsze istnieje pewien przedzial czestosci LIv,
zwany szerokoscia spektralna, w którym leza czestoscLcharakteryzujace dana

wiazke swiatla jednobarwnego. Okazuje sie, ze te = ~v . O znaczeniu tego zwiazku
powiemy pózniej.

Opisalismy w skrócie dwa podstawowe doswiadczenia ilustrujace istote pojecia
spójnosci przestrzennej i czasowej. Aby lepiej przedstawic znaczenie
wprowadzonych pojec, podamy pewne dane liczbowe wynikajace z dokladnej
teorii. Dla zródla swiatla czerwonego o sredniej dlugosci fali 600 nm, majacego
ksztalt kola o srednicy I mm, obszar koherencji w odleglosci 20 m okreslony jest
srednica o wartosci 3,8 mm. Oznacza to, ze gdy odleglosc miedzy szczelinami
w doswiadczeniu Younga jest mniejsza niz 3,8 mm, otrzymuje sie ostre obrazy
interferencyjne. Przy wiekszych odleglosciach od zródla swiatla obszar koherencji
zwieksza sie. Dla swiatla ze zródel termicznych dlugosc koherencji w doswiadczeniu
MicheIsona moze osiagnac wartosci rzedu kilku metrów. Gdy na przyklad

le = I m, otrzymujemy dla czasu koherencji te = ~ = 0,3· 10-8 s. Wartoscc
le = l m oznacza, ze przesuniecie zwierciadel w interferometrze MicheIsona nie
moze byc wieksze niz l m (jesli chcemy otrzymac obraz interferencyjny).
Aby wytlumaczyc, skad biora sie omawiane wyzej warunki powstawania obrazu
interferencyjnego, posluzymy sie pewnym uproszczonym opisem atomowej
struktury zródla. Atomy i molekuly swiecacego zródla bedziemy traktowac jako
niezalezne nadajniki fal swietlnych. To przyblizenie jest szczególnie dobre, gdy
zródlem jest swiecacy gaz. Kazdy z atomów lub kazda z molekul, gdy zostana
wzbudzone do swiecenia (na przyklad przez ogrzanie ciala do odpowiednio
wysokiej temperatury, wyladowania elektryczne itp.), wysylaja spontanicznie
krótko trwajace impulsy. Czas trwania impulsu dla typowych wzbudzen wynosi
okolo 10- 8 s. Taka fale elektromagnetyczna o skonczonym czasie trwania bedziemy
nazywac ciagiem falowym. Problem "jaki jest ksztalt przestrzenny ciagu falowego?"
jest zlozony i nie mozemy go tutaj dokladnie omówic. Wyjasnijmy jednak, ze nie
jest to fala kulista, kazdy bowiem swiecacy przez krótki czas atom lub molekula
sa podobne do anteny radiowej lub telewizyjnej, wysylaja promieniowanie w
pewnych kierunkach szczególnie silnie. Czestosc v ciagu falowego mozna okreslic
tylko z pewna dokladnoscia LIv. Dokladniejsza analiza pokazuje, ze LIv jest
odwrotnoscia czasu trwania ciagu falowego ..
Mozemy teraz powrócic do fizycznego znaczenia czasu koherencji te. Jak widac,
jest on równy czasowi trwania pojedynczego ciagu falowego. Jesli zródlem swiatla
jest swiecacy gaz, to charakteryzuje sie on tym, ze wysyla promieniowanie o wielu
róznych czestosciach - powiedzmy V1 z szerokoscia spektralna Llv1, V2

z szerokoscia spektralna LlV2 itd. Poslugujac sie odpowiednim filtrem lub
wykorzystujac zjawisko rozszczepienia swiatla przez pryzmat mozemy otrzymac
swiatlo jednobarwne o czestosci Vo. Czestosc tego swiatla lezy w zakresie
optycznym, a wiec wynosi okolo Vo ~ 1015S-l. Szerokosc spektralna kazdego
z ciagów falowych wysylanych przez swiecace atomy gazu ma wartosc Llvo =
= 108S-l, gdyz - jak juz wspomnielismy - czas trwania ciagu wynosi okolo
10-8 s. Wobec tego, ze czestosc drgan pola fali swietlnej jest 1015 Hz, liczba drgan
w jednym ciagu falowym wynosi 10'. Rys. 4 ilustruje drgania w ciagu falowym
tylko w przyblizeniu, gdyz nie mozemy na nim zaznaczyc tak duzej liczby drgan.
Dla uproszczenia naszego modelu zródla termicznego pominelismy szereg efektów,
np. zderzenia atomów w gazie. Zaniedbalismy tez fakt, ze czestosci fal
elektromagnetycznych wysylanych przez rózne atomy róznia sie od siebie na
skutek zjawiska Dopplera. Mimo tych uproszczen Czytelnik moze odpowiedziec
na pytanie dotyczace pochodzenia warunków powstawania obrazu
interferencyjnego. W przypadku doswiadczenia Younga kazdy z atomów zródla
S wysyla ciag falowy, który dochodzi do szczelin Sl i S2' przy czym róznica faz
drgan pola swietlnego w S 1 i S2 zalezy od róznicy odleglosci atomu od szczelin.
O tym, gdzie powstaja miejsca jasne i ciemne, decyduje calkowita róznica dróg
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optycznych: atom-szczeliny SI ,Sl-dane miejsce na ekranie. Gdy rozmiary zródla
S sa tak duze, ze nie mozna uwazac, iz wszystkie atomy swieca w jednym punkcie,
rozklad prazków interferencyjnych jest rózny dla róznych atomów, i w rezultacie
na ekranie otrzymuje sie równomierne oswietlenie, a nie ostry obraz
interferencyjny. Podobnie jest w interferometrze Micheisona. Tu kazdy ciag
falowy ulega rozdzieleniu na dwa i, chociaz kazda z wiazek zawiera bardzo duza
liczbe ciagów falowych, fazy powstalych dwu wiazek sa takie same, jesli róznica
dróg optycznych jest mniejsza od dlugosci ciagu falowego.
Na zakonczenie warto podkreslic, ze zrozumienie warunków powstawania
prazków interferencyjnych zarówno w doswiadczeniu Younga, jak
i w interferometrze Micheisona opiera sie na tym samym modelu zródla
termicznego. Pokazuje to, ze pojecia spójnosci przestrzennej i czasowej, które
wprowadzilismy przy omawianiu doswiadczen interferencyjnych, sa tylko
wygodnym sposobem klasyfikacji faktów eksperymentalnych. Zjawiska
interferencji swiatla zarówno w doswiadczeniu Younga, interferometrze
Micheisona, jak i innych mozna obserwowac i badac znacznie latwiej, jesli
zródlem swiatla w takich doswiadczeniach jest laser. Warunki obserwacji,
o których tu mówilismy, sa spelnione, gdyz i obszar koherencji, i czas koherencji
swiatla laserowego sa znacznie wieksze niz dla zródel termicznych. Dla
zrozumienia tego faktu niezbedna jest jednak dokladniejsza znajomosc zasady
dzialania lasera i sposobu, w jaki swieca atomy. Prosty model zródla termicznego,
którym sie tu poslugiwalismy, jest w przypadku lasera zupelnie nieprzydatny. Nie
wyjasnia on takze innych cech swiatla laserowego zwiazanych z jego wyjatkowa
spójnoscia. Tymi zagadnieniami zajmiemy sie niebawem.

Analityczne lasnO~Li zbioróvl wypuklych Mgr Ryszard KOPIECKI

Przypomnijmy: zbiór A nazywamy wypuklym, jesli wraz z kazdymi dwoma jego
punktami a, b naleza do A równiez wszystkie punkty odcinka o koncach a i b.
Latwo mozna podac przyklady takich zbiorów: wypuklymi sa zbiory
jednopunktowe, odcinki (z koncami lub bez), pólproste, kola, trójkaty, kule,
ostroslupy o podstawach wypuklych i wiele innych zbiorów. Równie latwo mozna
podac przyklady zbiorów, które nie sa wypukle: zbiory dwupunktowe, okrag,
wykresy funkcji trygonometrycznych, kolo z usunietym punktem wewnetrznym
i inne. Interesowac nas beda pewne wlasnosci analityczne zbiorów wypuklych,
tzn. te, które mozna opisac przy pomocy wlasnosci funkcji na nich okreslonych.
Dzieki badaniu takich wlasnosci uzyskano wiele waznych wyników w samej
matematyce oraz wiele interesujacych zastosowan zbiorów wypuklych w naukach
przyrodniczych zob. np. "Sztuka wygrywania" w tym numerze.
Jak wiadomo, punkty n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej z danym ukladem
wspólrzednych mozna utozsamiac z n-tkami liczb rzeczywistych. Przy takich
utozsamieniach pewnym konstrukcjom geometrycznym odpowiadaja pewne
operacje algebraiczne. I tak dodawaniu punktów (wektorów) w takich
przestrzeniach odpowiada sumowanie ciagów liczb "po wspólrzednych".
Dokladniej, jesli punktom a,b przyporzadkowane sa ciagi ich wspólrzednych
(al' ... , an) i (bl, ... , bn), to suma a +b ma wspólrzedne (al +bl ,al +bl, ... ,an +bn),
iloczyn punktu a przez liczbe rzeczywista r jest punktem ra o wspólrzednych
(ral,ral, ... , ran)'
Definicje zbioru wypuklego mozemy teraz zapisac tak:
Zbiór A zawarty w przestrzeni euklidesowej nazwiemy wypuklym, jesli wraz
z dowolnymi jego elementami a,b nalezy do A kazdy element postaci t· a +
+(1- t) . b dla O ~ t ~ 1 (skorzystalismy po prostu z parametrycznego opisu
odcinka o koncach a,b; zob. zadanie 1). Funkcjef, okreslona na przestrzeni
euklidesowej i przybierajaca wartosci równiez w przestrzeni euklidesowej,
nazwiemy funkcja lub przeksztalceniem liniowym, jesli
(1) f jest addytywna, tzn. zawszef(a+b) = f(a)+f(b) (dwa znaki plus oznaczaja
tu inne dzialania; pierwszy - dzialanie z dziedziny funkcji, drugi - ze zbioru
wartosci),
(2) f jest jednorodna, tzn. zawsze f(r' a) = r' f(a) (podobnie jak poprzednio,
znak iloczynu (kropka) oznacza dwa dzialania mnozenia przez liczbe rzeczywista:
mnozenie okreslone w dziedzinie funkcji f oraz w jej zbiorze wartosci).



Niech W bedzie pewna wlasnoscia
przyslugujaca (lub nie) zbiorom.
Najmniejszym zbiorem o wlasnosci W nazywa
sie taki zbiór, który
10 - posiada wlasnosc W;
2° - jest zawarty w kazdym innym zbiorze

o tej wlasnosci.

Mozemy teraz sformulowac i wykazac kilka interesujacych wlasnosci zbiorów
wypuklych.
WlasnoSC1. Obraz zbioru wypuklego przy przeksztalceniu liniowym jest zbiorem
wypuklym; to samo mozna powiedziec o przeciwobrazach .
DOWÓD. Przypuscmy, ze A jest zbiorem wypuklym, f-przeksztalceniem
liniowym. Powinnismy wykazac, ze obrazf(A) = {a: istnieje P EA, zef(p) = a}
jest zbiorem wypuklym. Niech al i a2 naleza do zbioruf(A) i niechf(Pl) = al,
f(h) = a2 dla pewnych Pl' h nalezacych do A. Z zalozenia o wypuklosci zbioru
A kazdy punkt postaci tpI +(l-t)h, O ~ t ~ l, nalezy do A. Obrazami tych
punktów sa punkty f{tp l + (I - t)h), lecz funkcja f jest liniowa, wiec
f(tPl+(1-t)P2) =f(tPI)+f«l-t)p2) = tf(Pl)+(1-t)f(h) = tal+(I-t)a2,

Wykazalismy, ze kazdy punkt postaci ta l + (1- t)a2 dla O ~ t ~ 1 nalezy do
zbioruf(A), wiec na mocy definicji zbiór f(A) jest wypukly. Czytelnikowi
proponuje jako zadanie: wykazanie wypuklosci przeciwobrazu, przy zalozeniu, ze
obraz jest wypukly.

Przed sformulowaniem dalszych wlasnosci przypomnijmy, ze przez odleglosc
punktu P od zbioru Z rozumiemy kres dolny zbioru liczb {(lep, z):z E Z}, gdzie
e(p, z) oznacza "zwykla" odleglosc punktów P i z (zob. równiez artykuly
M. Moszynskiej, «Delta», 1975, 1, 5, 8). Oznaczmy te odleglosc P od Z przez
d(p, Z). Zauwazmy jeszcze, ze zbiór Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy
naleza don wszystkie te punkty, których odleglosc od Z jest równa zeru
(Czytelnik bez trudu dowiedzie tej równowaznosci). Mozemy teraz podac kolejna
wlasnosc zbiorów wypuklych.

Wlasnosc 2. Niech A bedzie zbiorem wypuklym i domknietym oraz P - dowolnym
punktem. Wówczas do zbioru A nalezy dokladnie jeden taki punkt a, ze
d(p, A) = (l(p, a).

DOWÓD.Mozliwe sa dwa przypadki: d(p, A) = O i d(p, A) > O.

W pierwszym z nich, na mocy domknietosci zbioru A, punkt P nalezy do A,
wspomnianym zas punktem a jest sam punkt p. Rozpatrzmy drugi przypadek.

Niech d(p, A) = r; wówczas istnieje ciag {Pn} punktów zbioru A taki, ze
lim (l(p, Pn) = r. Taki ciag mozemy utworzyc w nastepujacy sposób:

n->oo

przyporzadkowujemy liczbie naturalnej n dowolny punkt Pn zbioru A spelniajacy
warunek (l(p, Pn) < r + l In. Ciag {Pn} jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy
leza w kuli o srodku w punkcie p i promieniu r + l, wiec istnieje jego podciag,
zbiezny do pewnego punktu a nalezacego do A (zbiór A jest domkniety). Oczywiscie
(l(p,a) = r. Wykazalismy istnienie co najmniej jednego punktu
a zbioru A o wlasnosci (l(p, a) = r. Wykazemy teraz, ze w zbiorze A jest
dokladnie jeden taki punkt. Cóz bowiem byloby, gdyby do A nalezal jeszcze
jeden rózny od niego punkt b taki, ze (l(p, b) = r? Zbiór A jest wypukly, wiec

wraz z punktami a i b nalezy don np. punkt c = ~ a+ ~ b (tj. srodek odcinka
o koncach a i b). Ale srodek cieciwy o koncach a, b lezy wewnatrz kuli K(p, r),
skad e(p, c) < r. Poniewaz zas jednoczesnie c E A, to wynikaloby stad, ze
d(p, A) ~ (l(p, c) < r wbrew zalozeniu, iz d(p, A) = r.

Wlasnosc 3. Dla kazdego zbioru domknietego i wypuklego A oraz punktu P nie
nalezacego do A istnieje funkcja liniowa f o wartosciach w zbiorze liczb
rzeczywistych, taka zef(p) = l if(h) ~ ° dla kazdego punktu b zbioru A.

DOWÓD. Niech punkt a zbioru A bedzie punktem, o którym mówi wlasnosc 2,
tzn. d(p, A) = (l(p, a). Oczywiscie a =F p, wiec istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez punkty a i P; mozna ja przedstawic parametrycznie jako
zbiór wszystkich punktów postaci tp +(1- t)a, t E R. Kazdemu punktowi q
przestrzeni przyporzadkowujemy liczbe rzeczywista t, taka ze punkt tp +(1- t)a
jest rzutem prostokatnym na te prosta punktu a. Tak okreslone przypor7adkowanie
- oznaczmy je przez f - jest funkcja liniowa (gdyz jest zlozeniem dwóch funkcji
liniowych: rzutowania na prosta i funkcji, przyporzadkowujacej punktowi
tp + (l-t)a liczbe t) oraz spelnia nasze warunki. Istotnie,/(p) = l if(h) ~ O

dla kazdego b E A. Ostatnia nierównosc wynika z prostych faktów geometrycznych:
gdyby istnial chocby jeden punkt c zbioru A, dla którego f(c) > 0, to na odcinku
o koncach a i c (calkowicie zawartym w A na mocy wypuklosci) lezalby punkt
blizszy punktowi P niz punkt a, co jest sprzeczne z okresleniem punktu a.
Wprowadzimy na zakonczenie jeszcze jedno pozyteczne pojecie:
Uwypukleniem (powloka wypukla) zbioru A nazywamy najmniejszy zbiór wypukly
zawierajacy zbiór A. Uwypuklenie to oznacza sie symbolem conv A.
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Wlasn'osc 3 jest szczególnym przypadkir.m
waznego twierdzenia o oddzielaniu.
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Korzystajac z wlasnosci 3 mozna udowodnic. ze conv A jest czescia wspólna
wszystkich pólprzestrzeni zawierajacych zbiór A. (Dowód tego faktu dla
plaszczyzny jest trescia zadan 4 i 5).
Jesli zbiór A jest domkniety. to conv A jest zbiorem tych punktów q. dla których.
dla kazdej funkcji liniowej f o wartosciach liczbowych. liczbaf(q) jest nie wieksza
od kresu górnego zbioru {w: w = I/(a)l. a E A}. Z tego wzgledu conv A nazywa
sie czesto liniowa powloka wypukla zbioru A. Jesli teraz zamiast rodziny wszystkich
funkcji liniowych uzyjemy jakiejkolwiek rodziny F funkcji liczbowych. to
okreslony ta wlasnoscia zbiór nazywamy powloka F-wypukla zbioru A' Jako
pouczajace cwiczenie proponuje Czytelnikowi znalezienie powloki F-wypuklej
sumy dwóch odcinków o wspólnym koncu na plaszczyznie. dla rodziny F
skladajacej sie z jednej funkcji f(x. y) = ln(x2 +y2) (zwykla powloka liniowa
takiego zbioru jest oczywiscie trójkatem).

Zadania

l. Wykazac, ze jesli na plaszczyznie z ukladem wspólrzednych punkty a = (al> aa). b = (bl> b2)
oraz x = (Xl. X2) sa wspólliniowe. to istnieje taka liczba t e R. ze

x = ta+(I-t)b.
Wykazac ponadto. ze t e < O. 1 > wtedy i tylko wtedy. gdy punkt x lezy miedzy a i b lub jest
jednym z tych punktów.
2. Wykazac, ze jesli A c Rk jest zbiorem wypuklym. punkty Pl>P2 •...• P. naleza do A oraz
liczby al, a2, ... , a. sa nieujemne i spelniaja warunek al +a2+ ... +a. = 1. to punkt

x = alal +a2a2+ ... +a.a.

tez nalezy do A. (Wsk.: dla n = 2 twierdzenie jest prawdziwe z definicji zbioru wypuklego;
zastosowac indukcje).
3. Pokazac. ze wielokat wypukly na plaszczyznie jest uwypukleniem zbioru wszystkich swoich
wierzcholków.
4. Wykazac. ze jesli f jest funkcja liniowa o wartosciach liczbowych. okreslona na plaszczyznie
kartezjanskiej R2• to dla dowolnego a e R zbiór

{p e R2:f(P) < a}
jest pÓlplaszczyzna otwarta. Jaka nierównosc okresla pólplaszczyzne domknieta? Czy kazda
pólplaszczyzne mozna opisac w ten sposób?
S. Udowodnic, ze jesli A c R2, to convA jest czescia wspólna wszystkich pólplaszczyzn otwartych
zawierajacych A (Wsk.: skorzystac z zadania 1 i wlasnosci 3).

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKl

n-2
M 61. Dany jest trójkat ABC, w którym * ACB = -n- .180°. gdzie n = 3.4,5, ...• Na

zewnatrz tego trójkata zbudowany jest n-kat foremny o srodku O, przy czym jednym zjego
boków jest bok AB trójkata ABC. Wyznaczyc i: OCB. (Miedzyszkolne Kolo Matematyczne
w Siedlcach).
Rozwiazanie na str. 12.

M 62. Udowodnic, ze jezeli liczba (n-l)!+l jest podzielna przez liczbe n wieksza od 1. to n
jest liczba pierwsza. (k! jest to iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do k).
Rozwiazanie na str. 2.
M 63. Ile ma rozwiazan w liczbach calkowitych nieujemnych Xl> X2, •••• X. równanie

Xl +Xa + ...+Xa = n,

gdzie n jest dana liczba naturalna.
Rozwiazanie na str. 4.

Redaguje dr Andrzej ZJEMINSKI

F21. Rura cienkoscienna stacza sie po nieruchomej równi pochylej nachylonej pod katem (I(

do poziomu. Wspólczynnik tarcia poslizgowego wynosi p. a) Jaki jest maksymalny kat lXm.", przy
którym rura stacza sie bez poslizgu? b) W przypadku ruchu z tarciem energia mechaniczna nie
spelnia zasady zachowania, czesc bowiem energii mechanicznej (oznaczmy ja przez 8) ulega
zamianie na energie wewnetrzna (potocznie: na cieplo). Wydawac by sie moglo, ze 8 powinno byc
równe po prostu pracy sily tarcia. Czy przypuszczenie to jest poprawne?
Odpowiedzi na str. str. 6 i 8.
(Zadanie Zbigniewa Peradzyns!dego)



T PSIIl'X

tg<"J.m;,,: :'/1

"OblicznlY" barwe

UJ',y ••k.~lny \\ I'\)f na T ;cst "Iw'/n} dla
7, -:;'1:ma\. )c';'ll "L "lm:n.' lo na,tcpulC
po\lil'g i \\O\\'(,J':\_\

11 = O,± 1,±2, ... ,

dla 11 = -1,-2,-3, ....

dla 11 = O,

dla 11 = 1,2,3, ... ,

1

JlT

(2 2nn
-cos--x
L L

Y2. 211n
-sm--x
L L

!l>.(x) =

h2
E. = --2 112 dla 11 = 1,2,3, ...8mL

i nastepujace orbitale molekularne elektronów n:

!l>.(x) = }/'[ sin _1I1( •L Lx

Dla lancucha zamknietego otrzymalismy odpowiednio

h2
E. = __ (2n)2 dla8mL2

Dr Lucjan PIELA

W poprzednim artykule omówilismy proste wynikajace stad wnioski, dotyczace budowy
heksatrienu i benzenu. Dzisiaj pokaze Wam dalsze zastosowania tego modelu. Przypomne
jeszcze, ze kazdy orbital moze opisywac najwyzej dwa elektrony. Wynika stad, ze bedziemy miec
dla kazdej molekuly pewna liczbe orbitali o bsadzonych i·pewna liczbe orbitali nie obsadzonych.
Najkorzystniejsza energetycznie sytuacje otrzymamy wtedy, gdy obsadzimy podwójnie
elektronami n orbitale molekularne odpowiadajace najnizszej energii .

Zajmijmy sie bardzo skomplikowanymi molekularni barwników zwanych cjaninami. Molekuly
te sa kationami o ladunku +e. Maja one nastepujacy wzór strukturalny:

Obecny artykul jest rozwinieciem prostej wersji metody orbitali molekularnych, omówionej
w numerze 1975,7. W poprzednim artykule zajmowalismy sie molekulami z wystepujacymi
na przemian wiazaniami pojedynczymi i podwójnymi. Lancuchy takich wiazan moga byc otwarte
(np. heksatrien) lub zamkniete (np. benzen).

Dla lancucha otwartego o dlugosci L otrzymalismy nastepujace dozwolone poziomy
energetyczne dla elektronów n:
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Zwróccie uwage, ze molekula jest symetryczna, ale tradycyjne reguly pisania wzorów
strukturalnych zmusily nas do umieszczenia ladunku +e na lewym azocie. Ten wzór nie moze

byc sluszny i dlatego w chemii organicznej pisze sie dwa wzory dla tego zwiazku! Jeden jest
juz przez nas narysowany, a drugi jest jego lustrzanym odbiciem. Ta wielosc wzorów jest

rezultatem nieadekwatnosci tradycyjnych oznaczen dla okreslania skomplikowanego rozdzialu
ladunku w molekule.

Zróbmy pewne dodatkowe uproszczenie iuwzglednijmy tylko te elektrony n, które odpowiadaja
wiazaniom miedzy atomami wegla w górnej czesci molekuly, tzn. narysujemy mOlekule jako
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Po zrobieniu dalszych uproszczen, opisanych w poprzednim artykule, molekula ta moze byc
przyblizona przez pret, w którym niezaleznie od siebie porusza sie 2r + 10 = N elektronów n.
Obliczmy czestotliwosc swiatla v (lub lepiej proporcjonalna do tej wielkosci tzw. liczbe falowa li),
które wzbudza molekule windujac jeden z elektronów najwyzszego zajetego poziomu na
najnizszy nie zajety:

h2 [(N. )2 (N\2]hv = hcV = ENI2+1~ENI2 = 8mL2 .2 +1 - T) ..
Jesli srednia dlugoSC wiazania C-C oznaczymy przez I, to dlugosc L molekuly obliczymy jako

L = l' (2r+10) "" I·N.
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Gry wielochodowe

Stad

h 2r+ 11

-v = 32mPc (r+5)%··

Jesli obliczylibysmy v dla molekuly o r = O, przyjmujac l = 1,5 A, to otrzymalibysmy
V = 14 800 cm -1, podczas gdy doswiadczenie daje ·v = 17000 cm -1. Obliczmy, jakie
musielibysmy przyjac l, aby otrzymac wynik zgodny z doswiadczeniem. Obliczone w ten sposób l
wynosi 1,4A. Uzyjmy tak znalezionego l do obliczenia v dla molekul o r = 1,2,3•.... Wyniki
uzyskane z dokladnoscia do trzech cyfr znaczacych zestawiono nastepujaco:

r v obliczoneY doswiadczalne

O

17000 17000
1

.14000 14100
2

J 1800 12200
3

10300 10700

Widzimy zadziwiajaca, jak na dokonane uproszczenia, zgodnosc wyników teoretycznych
z doswiadczeniem. W wielu innych przypadkach wymagana zmiana l bylaby znacznie wieksza,
a zgodnosc z doswiadczeniem gorsza.
Za barwe zwiazku chemicznego odpowiedzialne sa pochlaniane kwanty promieniowania. W ten
sposób na wyjatkowo prostej drodze udalo nam sie "obliczyc" barwe bardzo skomplikowanych
zwiazków chemicznych.

Dr Wojciech GUZ/CK]

W artykule tym zajmiemy sie grami dwuosobowymi, rozgrywanymi wedlug
nastepujacych zasad:
Dwaj gracze (gracz I i gracz U) wykonuja kolejno, poczynajac od gracza I, ruchy
polegajace na wybieraniu dowolnego elementu z ustalonego zbioru A. Ten sam
element zbioru A moze byc wybierany wielokrotnie zarówno przez gracza I, jak
i gracza U.
W ten sposób w kazdym momencie zostaje wybrany ciag skonczony a1>0Z' "0' al1

elementów zbioru A. Przepisy gry sa zbiorem regul mówiacych, czy w danej
sytuacji graczowi. na którego przypada kolej, wolno jeszcze wykonac ruch, a jesli
wolno, to jakie ruchy sa dozwolone. Jesli juz mu nie wolno wykonac zadnego
ruchu, to mówimy, ze gra dobiegla konca, a jej efekt (tzn. ciag skonczony
al, ... , an) nazywamy partia. Moze sie jednak zdarzyc, ze obaj gracze graja tak, ze
w zadnym momencie przepisy gry nie nakaza im zakonczyc jej. Wtedy w wyniku
spotkania otrzymamy ciag nieskonczony al ,az, ... , an •... , który równiez bedziemy
nazywac partia. Kazdy ciag skonczony, bedacy poczatkowym fragmentem partii,
bedziemy odtad nazywac pozycja.
Po zakonczeniu gry powstaje oczywiscie problem, kto dana partie wygral. Aby
móc zawsze odpowiedziec na to pytanie, dzielimy zbiór wszystkich mozliwych
partii na trzy czesci: Wo, Wl, Wz. Partia jest remisowa, jesli nalezy do zbioru Wo;
wygrana przez gracza I, jesli nalezy do Wl; i wygrana przez gracza II, jesli nalezy
do Wz.
W tej czesci artykulu zajmiemy sie grami skonczonymi. Wyjasnijmy, co znaczy
tu termin "skonczona". Otóz gra jest skonczona, jesli przepisy pozwalaja wykonac
w kazdej pozycji tylko skonczenie wiele róznych ruchów oraz nie dopuszczaja
istnienia nieskonczenie dlugich partii. Przykladem gry skonczonej sa szachy,
zbiorem A bowiem jest zbiór instrukcji dla figur (np. Wb7-b8), natomiast przepis
zapewniajacy skonczonosc kazdej partii stwierdza, ze gra konczy sie po
trzykrotnym powtórzeniu sie tej samej sytuacji na szachownicy.
Aby wyjasnic, co to znaczy "zapewnic sobie zwyciestwo", zdefiniujemy pojecie
strategii. Strategia gracza I jest dowolna funkcja, która kazdej mozliwej pozycji
a1> ... , an o parzystej (równiez zerowej) liczbie wyrazów przyporzadkowuje
jakikolwiek ruch an+! E A, dopuszczony w tej pozycji przez przepisy gry.
Podobnie strategia gracza II nazwiemy analogiczna funkcje okreslona dla pozycji
o dlugosci nieparzystej. Strategia jest wiec po prostu funkcja, która "podpowiada"
graczowi, jak w danej sytuacji ma zagrac. Zauwazmy nastepnie, ze jesli gracz I
wybierze sobie strategie <1, a gracz U strategie T, to te dwie strategie jednoznacznie
wyznaczaja partie, która rozgrywaja miedzy soba gracze I i II. Jej poczatkowymi
ruchami beda: al = <1(0),az = T(al), a3 ::; <1(a1>az), a4 = T(al,aZ,a3) itd.
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Przypuszczenie wyrazone'w tresci ladani::; jC'q
bledne, a wynik<.i to J. 7asady lachowanl<l
energii (ale nie tylko mechanicznej, gdyz ta
1.a~ady :zachowania nie spelnia, lecz. calkowitej
tzn. 1uwzglednieniem przyrostu energii
wewnetrznej E). Jesli na poczatku ru~hu rura
spoczywala, to 7.a~ade zachowania energii
wyraza równanie

E~OI EpOI t Epo•t t Eobr + E.

gdzie~ E~ot - energia potencjalna rur~ na
poczatku ruchu, Epat energia. potcnr.jalna

rury podczas ruchu, Epost energia
kinetyczna ruchu postepowego rury. Eobr ­
energia kinetyczna ruchu obrotowego rur)
Róznica energii potencjaJn)'ch jest równa
pracy sily F na drodl.c 't, gdzie x - droga
przebyta prZC7, (rodek mas)' rury od chwili
poczatkov.tj do danego momentu, czyli

E~ot-Epot = F x; energia kinetyczna ruchu
po,lepowego je.t równa pracy wypadkowej
sily F i sil)' tarcia T na drodze \"~

Epo,t = (F - T) x. Zalem

E ~ Fx (F· T)., Fobr Tx - Lobr
czyli C"lesc energii mechanic7nej, która wskutek
dzialania sily tarcia ulegla zamianie na energie
wewnetrzna, jest równa róznicy pracy sily
tarcia i energii kinetycznej ruchu obrotowego,

'ol nie jedynie pracy sily tarcia. Jaki senS
fizyczny ma uzyskany wynik., Czy E moze. byc
równe zeru? les) i tak, to w jakim przypadku '?

Jesli nie -- dlaczego~ (Wskazówka: wyrazic
Eobr przez prace i skorzystac 1 relacji miedz)

V i UJ W prLypadkach ruchu bel poslizgu
i ruchu z po':'lizgiem).

Zajmijmy sie teraz wylacznie grami nie dopuszczajacymi remisu (tzn. takimi,
dla których Wo = 0); pózniej pokazemy, ze przypadek ogólny latwo sprowadza
sie do powyzszego.
Bedziemy mówic, ze strategia (/ gracza I jest strategia zwycieska, jesli dla dowolnej
strategii 1: gracza II partia wyznaczona przez obie te strategie (oznaczmy ja przez
(/*1:) nalezy do W1• Podobnie 1:jest strategia zwycieska dla gracza II, jesli dla
dowolnej strategii (/ partia (/H nalezy do W2• Innymi slowy strategia zwycieska
zawsze podpowiada ruch, na który przeciwnik nie ma "dobrej" odpowiedzi,
i w konsekwencji gracz grajacy przy pomocy tej strategii musi wygrac. To
wlasnie nazywamy zapewnieniem sobie zwyciestwa. Gre nazywamy zdeterminowana
jesli którys z graczy ma strategie zwycieska. Pokazemy, ze gry skonczone sa
zdeterminowane. Nie sa takimi jednak wszystkie gry nieskonczone. Pytanie, jakie
gry nieskonczone sa zdeterminowane, stalo sie ostatnio bardzo modne w
w podstawach teorii mnogosci i doprowadzilo do wielu interesujacych wyników.
Zajmijmy sie teraz grami skonczonymi. Przede wszystkim pokazemy, ze w danej
grze skonczonej istnieje tylko skonczenie wiele mozliwych do rozegrania partii.
Fakt ten bynajmniej nie jest oczywisty - wydawac by sie moglo, ze choc nie
istnieje partia nieskonczona, to moga istniec dowolnie dlugie partie skonczone.
Okazuje sie, ze tak nie jest.
Oznaczmy w naszej grze przez P zbiór pozycji, w których gre mozna nadal
kontynuowac. Pokazemy najpierw, ze zbiór P jest skonczony. Dowód
przeprowadzimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Gdyby zbiór P byl
nieskonczony, to znalazlby sie taki ruch al E A, te zbiór tych nalezacych do P
pozycji, które zaczynaja sie ruchem al' bylby tez nieskonczony. Wynika to z tego,
ze istnieje tylko skonczona liczba mozliwosci wykonania pierwszego ruchu
(stosujemy tu równiet nastepujaca zasade: jesli zbiór nieskonczony podzielimy
na skonczenie wiele czesci, to jedna z nich jest nieskonczona; zasade te juz
raz zastosowalismy powyzej, aby pokazac, ze kazda partia szachowa musi byc
skonczona). Nastepnie znajdujemy a2 E A taki, ze istnieje w P nieskonczenie
wiele pozycji, które zaczynaja sie ruchami al i a2' W ten sposób postepuja dalej,
tworzac ciag nieskonczony al' a2' ... , an, ••• , którego wszystkie poczatkowe
pozycje naleza do P, a wiec nie sa pozycjami koncowymi w naszej grze.
Skonstruowalismy wiec partie nieskonczenie dluga, co jednak wykluczaja przepisy
gry. Zbiór P jest zatem skonczony (oczywiscie, scisly dowód powinien byc
przeprowadzony przy zastosowaniu zasady indukcji matematycznej - Czytelnik
zechce to zrobic sam). Poniewaz katda pozycja w naszej grze powstaje z pewnej
pozycji nalezacej do P poprzez wykonanie tylko jednego ruchu, wiec istnieje tylko
skonczenie wiele wszystkich pozycji (przypominamy, ze dana pozycje mozna
przedluzyc tylko na skonczona liczbe sposobów).
Motemy jut teraz pokazac, ze kazda gra skonczona jest zdeterminowana. Niech N
bedzie liczba naturalna parzysta, wieksza od dlugosci kazdej partii naszej gry.
Oznaczmy przez A(al, •.. , on) zbiór ruchów mozliwych do wykonania w pozycji
al"" a;,.

Zapiszmy teraz, co to znaczy, ze gracz I ma strategie zwycieska:
V!\ V ... 1\ [alEWlv(al,a2)E:W1V ... V

a, e A(o) a. e A(a,) a3e A(a•• a.) ONe A(a••••• , aN_,)
V (al> ... , aN) E W1].

Jesli nie jest prawda, ze gracz I ma strategie zwycieska, to stosujac prawa de
Morgana otrzymamy·

1\ V 1\
a, e A(o) a. e A(a,) a3eA(al' a.)
A (at, ... ,ON) 1= W1]·
Jednakze sposród ciagów al' (a1>02), ... oraz (al' ... , an) jeden musi byc
zakonczona partia, bo N jest wieksze od dlugosci wszystkich partii. Zatem musi
on nalezec do W2 (bo nie nalezy do Wl).
Stad mamy

1\ V 1\ ... V [al E W2 V (al,a2) E W2 V ... V
a, e A(o) a, e ..4(a,) a3e A(a" o,) ONe A(a••• ", ON_l)
V (al> ... , aN) E: W2].
Ale to oznacza, ze gracz II ma strategie zwycieska. Pokazalismy wiec, ze istotnie
jeden z graczy ma strategie zwycieska, czyli ze nasza gra jest zdeterminowana.
Powrócmy teraz do gier dopuszczajacych remis. Niech wiec Wo # 0.
Rozwazmy dwie pomocnicze gry: jedna, w której p<?lozymy W~ = Wo U Wl
i W; = W2, oraz druga, w której W;' = Wl i W~' = Wo U W2• Obie te gry sa
zdeterminowane. Mozliwe sa zatem nastepujace przypadki:
l. Gracz I ma strategie zwycieska w obu pomocniczych grach. Wtedy istnieje
strategia pozwalajaca mu wygrac gre, która mamy rozwatac (mianowicie
strategia zwycieska w drugiej grze pomocniczej).



2. Gracz II ma strategie zwycieska w obu pomocniczych grach, ma zatem
strategie zwycieska w rozwazanej grze.
3 Gracz I ma strategie zwycieska w pierwszej grze pomocniczej, a gracz II
w drugiej. Wtedy te dwie strategie pozwalaja tym graczom zremisowac rozwazana
gre·
Przypadek ostatni, gdy gracz I ma strategie zwycieska w drugiej grze pomocniczej,
a gracz II w pierwszej, jest, jak latwo sie przekonac, niemozliwy. Kazda zatem gra
skonczona jest albo zdeterminowana z korzyscia dla któregos z graczy, albo jest
gra remisowa· Watpliwe jednak, czy kiedykolwiek bedziemy wiedzieli, do której
z tych grup naleza np. szachy, a w kazdym razie ani Fischer ani Karpow
nas o tym nie przekonaja.
Z punktu widzenia matematyki, gry skonczone nie sa ciekawe. Nastepnym razem
zajmiemy sie problemem gier nieskonczonych.

Metody Monte arlo (1 Dr Ryszard ZIELINSKI
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Zacznijmy od bardzo latwego zadania z rachunku prawdopodobienstwa.
Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Obliczyc prawdopodobienstwo p tego, ze na kazdej
z trzech monet otrzymamy ten sam wynik. Zwykle takie zadania rozwiazuje sie w znany sposób.
Umawiamy sie mianowicie, ze monety zostaly ponumerowane, i okreslamy zbiór zdarzen
elementarnych jako zbiór wszystkich uporzadkowanych trójek (mi, ml, m3), gdzie mi oznacza
orla lub reszke na i-tej monecie. Z zalozenia o symetrycznosci monet kazde z tych zdarzen jest
jednakowo prawdopodobne. Wszystkich zdarzen jest osiem, zdarzen zas sprzyjajacych - dwaI
(zdarzenia: orzel-orzel-orzel i reszka-reszka-reszka), otrzymujemy wiec p = 4- .
A oto inny sposób rozwiazania naszego zadania. Podrzucamy do góry trzy symetryczne monety,
a gdy spadna, sprawdzamy, czy na wszystkich trzech mamy orla lub na wszystkich trzech reszke.
Jezeli tak, odnotowujemy wynik naszego doswiadczenia jako sukces i powtarzamy rzut.
Przypuscmy, ze wykonalismy n rzutów i ze k razy zaobserwowalismy sukces. Za przyblizone

k

rozwiazanie zadania przyjmujemy stosunek -,;- .

Otrzymane w ten sposób oszacowanie rozwiazania bedziemy oznaczali p lub, gdy bedzie nam
zalezalo na podkresleniu, ze oszacowanie otrzymano na postawie 11 doswiadczen - symbolem PN'

k
Mamy wiec w naszym przypadku fi = -- _Opisany sposób rozwiazywania zadania wyglada naII
pierwszy rzut oka nie bardzo powaznie i trudno jest wyobrazic sobie powazny egzamin maturalny,
podczas którego uczniowie podrzucaja do góry monety, albo powaznych i wielce uczonych
fizyków, którzy w ten sposób obliczaja rozmiary projektowanych reaktorów jadrowych. Nieco
zaskakujacy, ale prawdziwy jest fakt, ze tego rodzaju metody rachowania - zwane powszechnie
metodami Monte Carlo - wymyslono wlasnie dla fizyków, którzy w koncu drugiej wojny
swiatowej rozwiazywali nowe i trudne zadania z zakresu fizyki atomowej; a z powstaniem tych
metod zwiazane sa nazwiska tak wybitnych uczonych, jak John von Neumann i Stanislaw Ulam.
Wrócimy do tych spraw pózniej, a na razie spójrzmy na jeszcze jedno zadanie.
W XVIII wieku przyrodnik francuski G. L. Buffon rozwazal nastepujace zadanie. Poliniujmy
powierzchnie stolu równoleglymi prostymi tak, aby odleglosci miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
prostymi byly równe L. Na ten stól bedziemy rzucali losowo ("na chybil-trafil") igle o dlugosci
I < L Nalezy obliczyc prawdopodobienstwo p zdarzenia polegajacego na tym, ze igla przetnie
któras z prostych narysowanych na stole.
Podobnie jak poprzednio rozwiazemy najpierw to zadanie dokladnie, korzystajac przy tym z
pojec prawdopodobienstwa geometrycznego (por. «Delta», 1975, 6).
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: x - odleglosc srodka igly od najblizszej prostej, <p- kat
ostry, jaki tworzy igla z prosta prostopadla do linii marysowanych na stole. Mamy wiec zawsze

L 7f; .

O ~ x ~ -2' oraz O ~ <p~ T (rys. I i 2). Rzucanie igly "losowo" na stól bedziemy rozumieli

w ten sposób, ze punkt (x, <p)ma rozklad jednostajny na prostokacie zakreskowanym na rys. 3.
Mówiac niezbyt dokladnie: fakt, ze igla moze z jednakowym prawdopodobienstwem upasc na

. kazdy punkt stolu i miec przy tym z jednakowym prawdopodobienstwem kazdy kierunek (to jest
wlasnie tresc intuicyjna powiedzenia, ze igla jest rzucana "losowo"), interpretujemy jako fakt,
ze punkt (x, <p)pojawia sie losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem, w kazdym miejscu
okreslonego wyzej prostokata ..
Dillsze rozwiazanie jest juz latwe. Przeciecie igly z linia narysowana na stole nastepuje wtedy

/ /
j tylko wtedy, gdy x < f cos rp (rys. 2). Zbiór tych par (x, rp), dla których x < 2' cos rp,

zakreskowano na rys. 4. Zgodnie z zasadami rachowania prawdopodobienstw geometrycznych,
prawdopodobienstwo interesujacego nas zQarzenia jest równe stosunkowi pól figury
zakreskowanej na rys. 4 do pola calego prostokata i wynosi

2/
P = xL(1)

xL
2

TT

"2
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Rys. l

Rys. )

Rys. 4

+

9
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n=-;L'(2)

Jezeli teraz po prawej stronie wzoru (2) wpiszemy zamiast p oszacowanie tej wielkosci fJ n
i jezeli potraktujemy (2) jako okreslenie liczby n, otrzymamy oszacowanie n tej wlasnie liczby

Buffon rozwiazywal to zadanie rzucajac n razy igla na stól i zliczajac liczbe k tych przypadków,
k

w których igla przeciela któras z linii. Otrzymal wynik p = -. Zapiszmy wzór (1) w postacin

A 2/n
(3) n = kL .

Znajac /, L i dysponujac oszacowaniem fJ prawdopodobienstwa p uzyskamy oszacowanie n
znanej skadinad liczby 1t!
Eksperyment Buffona byl wielokrotnie powtarzany i uzyskiwano zadziwiajaco dobre wyniki.
Niech Czytelnik zechce sam sprawdzic taki sposób szacowania liczby n. Uzyskany wynik mozna
porównac z bardzo dokladnym przyblizeniem n = 3,141592653589793 ... (liczbe n z dokladnoscia
do 100000 cyfr po przecinku znalezc mozna w pracy Shanksa i Wrencha Calcu/ation o/n to
100000 decima/s, opublikowanej w czasopismie cCMathematical Computen>, 16 (1962), 76--99).
W zwiazku z tym sposobem rachowania nasuwa sie kilka pytan:
l) Czy zawsze oszacowanie fJ. jest zbiezne z szacowana wielkoscia p, gdy n -+ oo? 2) Jaka jest
dokladnosc oszacowania, tzn. co mozna powiedziec o wielkosci róznicy lp._pl?
Na pytania te postaramy sie odpowiedziec w kolejnych artykulach poswieconych metodom
Monte Carlo. Wyjasnijmy w nich oczywiscie równiez, skad bierze sie nieco niezwykla nazwa
"metoda Monte Carlo" dla takiego sposobu rachowania. Podamy przyklady zadan, które
rozwiazuje sie tymi metodami. Opowiemy równiez o tym, jak mozna opisane wyzej eksperymenty
przeprowadzac na komputerze; okazuje sie, ze wspólczesny komputer moze "wykonac" dziesiatki
tysiecy rzutów moneta w ciagu sekundy, a takie liczby eksperymentów daja juz zwykle
dostatecznie dokladne oszacowania poszukiwanych wielkosci. Chetnie równiez odpowiemy na
pytania Czytelników dotyczace omawianych metod Monte Carlo.

Sprostowanie

W numerze majowym Delty do artykulu
o.Ciezkie jony" dr K. Siwek-Wilczyrhkie;j
7akradly sie z winy redakcji tu)' powazne
bledy. Zdanie "Ogólem wyprodukowano tam
okolo 30 nieznanych przedtem nlJklidów
lekkich pierwiastków o skrajnie "nadmillrowei"
zawartosci nukleonów. 'o powinno hyc
Jaslapione przez ,danie: "Ogólem
wyprodukowano lam okolo 30 nieznanych
przedtem nuklidów bedacych skrajnie
nculrono-Jladmiarowymi izotopami lekkich
pierwiastków." 7danic: .•Obliclcnia lcorclyclne
sugeruja mianowicie, Le nuklidy posjad~ljace
okolo 114 i wiecej protonów i okolo 184i wiecej neutronów po\"inny charakteryzowac
~je '''yjatkowa stubdno~cia jadrowa \\. slOs.unku
do Jluklidó~' s.asiednich. H powinno hyc
:t3stapione prTcz "danie: ,.ObJiczenia
teoretyczne "ingeruja mianowic~e) i.c nuklid)
posiadajace okolo 114 protonów i okolo
184 neutronów p('lv.-inny charaldcryun\ ac ••i~
wyjatkowa 'dahiln('lki:j jadrow~ ,\ <;to'qlf\ku
do '\asicdnich ntJUid<lw "
Zdanie: "Nalezy oCJekiwac, 7.e dwa jadra
uranu w ogóle nie moga ulec fuzji, gdyz
potencjal wzajemnego oddzialywania jest juz
prawdopodobnie dodalni (co odpowiada
odpychaniu) w calym zakresie wzglednych
odleglosci." powinno byc :.tastapione przez
zdanie: "Nalezy oczekiwac. 'ic dwa jadra uranu
w ogÓle nie moga ulec fuzji, gdy;i potencjal
wzajemnego oddzialywania jest
prawdopodobnie odpychajacy w calym
za.kresie wzglednych Qdlegloki."
Bardzo pr7.Cpra~lamy ..\ulorke i C7ylelnikbw.

Sztuka wygrywania Dr Tadeusz B. IWINSKI

~~macic:nQ9 gry 2 x 2 o sumie zerowej

(S, -so, o -2, 2)l, -1

Konflikt interesów nie zawsze polega na tym, ze w kazdym jego rozstrzygnieciu
jedna strona moze zyskac dokladnie tyle, ile druga musi stracic. Rokowania
handlowe sa przykladem gry, w której zadna ze stron nie ma zamiaru tracic;
konflikt interesów polega na tym, ze kazda ze stron chce zyskac jak najwiecej.
Rozwazany w poprzednim odcinku "Sztuki wygrywania" (<<Delta»,1975, 5)
dylemat wieznia byl przykladem konfliktu, w którym zadna ze stron nic nie moze
zyskac, a kazdy z graczy dazy do tego, by stracic jak najmniej. Modelami
sytuacji tego typu sa

B C

B (1.1 S,O)C O,S 2,2

••macierz" gry 2 x 2 o sumie niezerowej

to znaczy gry, w których wyplaty obu graczy odpowiadajace okreslonym wyborom
strategii nie musza dawac w sumie zera. Gry tego rodzaju opisujemy przy pomocy
"macierzy wyplat", której elementami sa pary liczb: wyplaty obu graczy
odpowiadajace parze wybranych przez nich strategii. Pierwsza liczba takiej pary
oznacza wyplate gracza l, druga - wyplate gracza II. Jak juz pokazywalismy
(dylemat wieznia), w grach tego rodzaju kierowanie sie zasada maksymalizacji
wlasnego zysku bez ogladania sie na partnera prowadzi czasem do wyników,
które sa w gruncie rzeczy najgorsze z mozliwych. W grze opisanej podana obok
"macierza wyplat" gracze poslugujacy sie taka zasada wybiora oczywiscie pare
strategii (B,B) - i bardzo na tym straca. [Kto to lubi, moze tej grze przypisac
nastepujaca fabule: w miasteczku sa dwie male piekarnie, których wlasciciele
bardzo sie nie lubia i unikaja jakichkolwiek kontaktów. Strategia B oznacza
decyzje o wyprodukowaniu samych bulek, strategia C - samego chleba. Ze
wzgledów technicznych zadna z piekarni nie moze tej samej nocy wypiekac
i bulek, i chleba. Jesli obie rzuca na rynek bulki, zysk netto kazdej z nich wyniesie
po lJ (J = jednostka obliczeniowa). Jesli kazda z nich wyprodukuje co innego,
zysk na wypieku chleba wyniesie 5J, natomiast produkcja bulek da tylko zwrot
kosztów: zysk netto wyniesie OJ. Jesli obie wyprodukuja chleb, zarobia po 2J].
Wystapmy wobec graczy w roli arbitra - bezstronnego sedziego, na którego
zdanie zdaja sie obaj bez zastrzezen. Co mozemy doradzic? Jedno wyjscie jest
oczywiste: jesli obaj zgodza sie stosowac systematycznie czysta druga strategie,



to w rezultacie obaj zyskaja. Czy jednak rozsadny arbiter nie moze zaproponowac
korzystniejszego wyjscia?
Zastanówmy sie, co by bylo, gdyby obaj gracze zaczeli stosowac strategie mieszane,
jednak w sposób calkowicie losowy. [W interpretacji piekarniczej oznaczaloby to,
ze kazda piekarnia zmienia rodzaj produkowanego pieczywa, ale nie uzgadnia
tych zmian z firma konkurencyjna].
Zalózmy, ze I stosuje strategie B z czestoscia p, a strategie C -- z czestoscia 1-p;
gracz II natomiast stosuje B z czestoscia q, a C - z l-q. Jesli przez x(p, q)
oznaczymy przecietna wyplate gracza I odpowiadajaca zastosowaniu przez nich
takich niieszanek, a przez y(p, q) - odpowiednia przecietna wyplate gracza II, to

(x(P, q),y(P, q» = pq(1,l) +p(1-q)(5,0)+q(1-p)(0,5)+(1-p)(1-q)(2,2),
skad

a wyplata gracza II

x(p, q) = 3p-2q-2pq+2,

y(p,q) = 3q-2p-2pq+2,

gdzie O ~ p ~ l, O ~ q ~ l. W interpretacji geometrycznej para (p, q) jest
dowolnym punktem kwadratu jednostkowego K(zob. rys.), natomiast
odpowiadajaca jej para (x(P, q), y(p, q» - dowolnym punktem obszaru W w prawej
czesci rysunku. Zbiór W nazywa sie niekooperacyjnym obszarem wyplat danej gry.
Dla uruchomienia wyobrazni: obszar W powstaje z kwadratu K przez zagiecie
rogu wzdluz kolorowej linii e oraz symetrie i takie rozciagniecie otrzymanego
pieciokata, by obrazami punktów A, B, e, D, E i F w K byly oznaczone tak samo
punkty obszaru W; obrazem e jest narysowana kolorem krzywa e stanowiaca
czesc brzegu W. Odcinek e jest podzbiorem prostej o równaniu

p'O+(I-p)'S = 5-5p,

l
p+q ='2'

Jesli (w roli arbitra) uwaznie przyjrzymy sie rysunkowi, to z latwoscia dojdziemy
do wniosku, ze mozemy graczom proponowac takie tylko pary strategii mieszanych,
które leza na odcinku e. Kazda taka para daje bowiem kazdemu graczowi nie
mniej, niz jest on w stanie zapewnic sobie sam, a przy tym dla kazdej wyplaty
odpowiadajacej takiej parze nie mozna podac w zbiorze W wyplaty, która bylaby
lepsza dla obu graczy jednoczesnie. Która jednak z takich par strategii
zaproponowac? Tu mozna posluzyc sie zasada symetrii: gra jest jednakowa
z punktu widzenia kazdego z graczy. Nie widac wiec zadnego powodu, by
rozstrzygniecie arbitrazowe faworyzowalo któregokolwiek z nich - proponujemy
wiec, azeby bidy z nich stosowal strategie mieszana (1/4, 3/4), tzn. przecietnie razl
na cztery gry stosowal B. Wtedy p = q = 4 oraz

(1 l) (l l) l 3 3 9 lx 4'4 =y 4' 4 =16 '1+16'0+16'5+16 '2=28
i kazdy z nich, wygrywajac czasem O, czasem l, czasem 2 i czasem 5

(z odpowiednimi czestosciami), zarobi przecietnie 2 ~ . [Nasi piekarze moga wiec,
unikajac jakichkolwiek pertraktacji i uzgodnien, zapewnic sobie srednio okolo
2,13J, jesli tylko zaufaja arbitrowi i beda losowo zmieniac rodzaj pieczywa, tak
aby przecietnie 25% ich wyrobów stanowily bulki]. Okazuje sie jednak, ze
proponujac to rozwiazanie jeszcze nie wywiazalismy sie z roli arbitra najlepiej,
mozemy bowiem zaproponowac rozwiazanie, które kazdemu z graczy przyniesie

wieksza niz 2 ~ przecietna wygrana. Zobaczmy bowiem, co by bylo, gdyby

zaproponowac takie rozwiazanie, w którym zmiany strategii poszczególnych graczy
sa uzgodnione: stosowane przez nich strategie mieszane nie sa niezalezne.
Przypuscmy, ze zaproponowalismy nastepujace rozwiazanie: gracz I stosuje
strategie B z czestoscia p, gracz II stosuje strategie B z czestoscia l-p i przy tym
zawsze strategie ich sa rózne. W takiej sytuacji wyplata przecietna gracza I
wyniesie

(1-p)'0+p'5 = 5p.

Widac wiec, :te wyplaty przecietne ukladaja sie na odcinku laczacym punkty (5,0)
5 x i (0,5) na rysunku obok, a wiec leza poza zbiorem Wl

..Q
5 x

C
I Il

O 1 2 2{

q.IB C

:DO

E1P

Y

SlB

y
5

11



ROlwia7anil lad;lOi.l. \1 61 Ponicwa7.

Zob. artykul o zbiorach wypuklych, ttr. 3.

•
,. - 2

1: AC8 t t 40IJ J~O I~On

iec r.a<:zworol..::Jcic: ,eHO m0ZOJ ,pisac okr"

Katy OC B iO 18 jak, kat, wpJ>ane oparle
na tym 'iamym luku sa równe: t O HJ

I
-'

Jesli p < { lub p > ~, to propozycja taka bedzie nie do przyjecia dla jednego
z graczy: bedzie mu dawala mniej, niz sam jest sobie w stanie zapewnic (tzn.

mniej niz 1). Dla p E < ~.,-~> kazda taka propozycja jest optymalna w tym
sensie, ze daje kazdemu z graczy nie mniej, niz jest sam w stanie sobie zapewnic,
i nie istnieje propozycja lepsza jednoczesnie dla obu z nich. Ponadto, wspomniana

wyzej zasada symetrii nakazuje przyjac p = ~. Taka propozycja nie faworyzuje
zadnego z graczy i jest dla kazdego z nich lepsza niz poprzednio zaproponowane

rozwiazanie arbitrazowe; zapewnia kazdemu srednia wygrana wynoszaca 2 ~ .
[Nasi piekarze winni wiec np. codziennie zmieniac gatunek pieczywa - w taki
jednak sposób, by jeden piekl bulki wtedy i tylko wtedy, gdy drugi piecze chleb.
Oznacza to, ze nawet z czysto ekonomicznego punktu widzenia powinni odrzucic
w kat niecheci i nawiazac pewna wspólprace).
Czy na tym koniec? Tyle razy ulepszalismy proponowane rozstrzygniecie
arbitrazowe, ze mozna watpic, czy i podanego ostatnio nie da sie poprawic. Chcac
wywiazac sie w pelni z roli arbitra musimy to sprawdzic. Wiemy juz, ze przy
w pelni niezaleznym stosowaniu strategii mieszanych uzyskujemy wyplaty
wypelniajace niekooperacyjny obszar wyplat. Wiemy tez, ze odrzucajac warunek
niezaleznosci mozemy otrzymywac wyplaty spoza tego obszaru. Zbadajmy wiec,
jaki jest zbiór WI wszystkich mozliwych wyplat odpowiadajacych niekoniecznie
niezaleznym strategiom mieszanym. Zbiór ten nazwiemy kooperacyjnym obszarem
wyplat.
W tym celu zauwazmy przede wszystkim, ze do kooperacyjnego obszaru wyplat
bedzie nalezala kazda para wyplat postaci

(*) (X, y) = cxI(I,I)+cxz(5,0)+cx3(0,5)+a4(2,2),

gdzie CXI +CXz+CX3 +et4 = 1 i wszystkie CXI sa nieujemne. Rzeczywiscie, równosc (*)
oznacza, ze x i y sa wyplatami oczekiwanymi przez graczy przy realizacji
nastepujacej umowy: "Z czestoscia CXI obaj stosujemy B; z czestoscia CXz gracz l
stosuje C, a gracz II stosuje B; z czestoscia CX3 I stosuje B, a II -- C; 'w pozostalych
przypadkach (tzn. z czestoscia cx4) obaj stosujemy C".
Poniewaz zas kazda umowa o uzgodnieniu strategii musi byc tej postaci, to
wynika stad, ze równosci postaci (*) opisuja wszystkie pary wyplat nalezace
do WI• Z drugiej strony równosc (*) oznacza, ze wyplata (x, y) nalezy do
uwypuklenia zbioru zlozonego z czterech par wyplat odpowiadajacych zastosowaniu
przez obu graczy strategii czystych. Poniewaz zas kazda para wyplat za
zastosowanie strategii czystych nalezy równiez do niekooperacyjnego obszaru
wyplat W i uwypuklenie W musi zawierac w sobie uwypuklenie kazdego swego
podzbioru, to
(**) WI C conv W,

gdzie conv W oznacza uwypuklenie zbioru W.
Zauwazmy jeszcze, ze jesli dwa punkty (Xl' YI) oraz (X2, Yz) naleza do
niekooperacyjnego obszaru wyplat, to caly odcinek laczacy te punkty nalezy do
kooperacyjnego obszaru wyplat WI. Wynika to z prostego przeliczenia. Jesli
bowiem (x, y) jest punktem tego odcinka, to istnieje liczba t E (O, I) taka, ze

(x, y) = t(XI,YI)+(1-t)(XZ,Y2)'

Jesli wiec zalozymy, ze (xj, Yi) jest wynikiem niezaleznego stosowania strategii
mieszanych (pj, I-Pi) gracza I oraz (qj, 1- ql) gracza II (i = 1, 2), to
(Xl' Yl) = Pl QI(1,I)+PI(1-ql)(5,0)+(I-Pl)ql(0,5)+(1-Pl) (I-QI)(2,2) =
= CXI (1,1) + cx2(5,0)+ cx3(0,5)+ cx4(2,2),
gdzie etl = Pl ql itd. Wyplate (xz, Y2) mozna analogicznie zapisac w postaci

(X2, Y2) = PI(1,I)+P2(5,0)+P3(0,5)+P4(2,2).

(x, y) e W1;

Stad
(x, y) = [tCXI+(I-t)Pd(1,I)+ [tcxz+(I-t)P2)(5,0) + [tCX3+(1-t)P3)(0,5)+
+ [tCX4+(1- t)p.d(2,2).
Poniewaz zas !Xl+cxz +CX3 +a4 = l = Pl +P2 +P3 +P4 (prosze to sprawdzic), to
równiez suma liczb w nawiasach kwadratowych jest jedynka, wynosi bowiem
t(al +a2+a3+(4)+(1-t) (Pl +P2+P3+P4) = t+(I-t),
i wobec tego
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punkt (x, y) nalezy do kooperacyjnego obszaru wyplat. Wynika stad, ze

(***) conv W C Wj •

Z zawieran (**) i (***) wnioskujemy, ze

conv W = Wj,

i otrzymujemy nastepujace twierdzenie;
Kooperacyjny obszar wyplat jest uwypukleniem niekooperacyjnego obszaru wyplat.
Jest lo przy tym zbiór wszystkich wyplat mozliwych do uzyskania w danej grze.
Z twierdzenia tego wynika, ze podane przez nas ostatnie rozwiazanie arbitrazowe
jest w istocie najlepszym z mozliwych do zaproponowania.
[Gdyby piekarze znali to twierdzenie, to nie musieliby uciekac sie do arbitrazu.
Kazdy z nich móglby sobie obliczyc, ze najlepsze rozwiazanie;jakie moze
zaproponowac najlepszy nawet arbiter, to zastosowanie uzgodnionej strategii

(B C) , . l (C B) , . l " .. , d
" , Z czeStOSCla(X2 = '2 oraz , z czestOSCla(X3 = '2 lWYClagnaCsta
wnioski praktyczne: podjac rokowania, uzgodnic, ze stosuja te wlasnie strategie,
i ustalic sposób jej realizacji].

Labora don111 () cra··F Dr Jan A. GAJ

w ---

B

Proponuje Wam dzisiaj wycieczke na peryferie fizyki, ku jej granicom z naukami
o organizmach zywych. Spacer to niewatpliwie zdrowy w czasach, gdy waska
specjalizacja zaczyna stanowic realne niebezpieczenstwo dla swobody mysli
twórczej naukowca. Prawo Webera-Fechnera zajmuje sie zwiazkiem miedzy
wrazeniem Wa wywolujacym je bodzcem B. Zauwazmy od razu, ze nie bedzie
to zaleznosc liniowa: te same przyrosty bodzca dadza rózne efekty w zaleznosci
od wielkosci bodzca juz dzialajacego; nagroda pieniezna wysokosci np. 1000 zl
zrobi zupelnie inne wrazenie na przecietnym studencie niz na dyrektorze fabryki.
Aby przejsc do konkretów, sformulujemy rozwazane prawo w sposób nastepujacy:
Wrazenie W wywolane bodzcem B jest proporcjonalne do logarytmu wielkosci
bodzca. Wzorem zapiszemy to tak:

B

W = A logO;;' (I)

Nalezy jeszcze dodac uzupelnienie, ze dla B < Bo wzór (l) zastepujemy równoscia
W = O (wrazenie nie moze byc ujemne). Widac juz, ze Bo jest progowa wartoscia
bodzca - bodziec musi przewyzszac Bo, aby wywolac jakiekolwiek wrazenie. Na
przyklad ucho ludzkie nie slyszy dzwieków o cisnieniu akustycznym ponizej
pewnej wartosci. Slysze juz, jak zwolennicy "czystej fizyki" mówia z pogarda:

RAZFNlI )R/rC1E r

A jednak wrazenie da sie mierzyc, jak kazda "przyzwoita" wielkosc fizyczna.
Zauwazmy przede wszystkim, ze mamy znakomita naturalna jednostke: najmniejszy
zauwazalny przyrost wrazenia. Ogladajac po kolei dwa zródla swiatla kazdy
potrafi powiedziec, czy uwaza je za swiecace równie jasno, czy tez jedno swieci
jasniej od drugiego. Po to, zeby róznica jasnosci dala sie zauwazac, nie moze byc
dowolnie mala, lecz musi przewyzszac pewna minimalna wartosc. Zarówno
istnienie progu czulosci naszych zmyslów, jak i podana wyzej wlasnosc
"kwantowania" wrazen wynikaja z budowy systemu nerwowego: przekazywanie
informacji nie odbywa sie w nim jak w sieci telefonicznej, gdzie sygnal moze byc
silniejszy lub slabszy, ale na zasadzie "wszystko albo nic" - nerw pobudzony za
slabo nie przekazuje w ogóle sygnalu, jesli natomiast pobudzic go silniej,
przekazuje sygnal o wielkosci standartowej, niezaleznej od sily pobudzenia.
Tu mozna zapytac: Jak wiec potrafimy odrózniac bodzce silniejsze od slabszych?
Zastanówcie sie sami.
Mamy juz jednostke - nazwijmy ja NP. Teraz trzeba podac metode pomiaru
wrazenia wywolanego np. przez okreslony dzwiek. Oczywiscie jesli nic nie slyszymy,
W = O. Wytwarzamy teraz najslabszy slyszalny dzwiek. Wrazenie wyniesie wtedy
W = O+NP = NP. Z kolei wytwarzamy najslabszy dzwiek, o którym mozemy
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.•.Zarówno historycznie, jak i logicznie jest tu
pierwotna forma prawa Webera-Fechnera
w stosunku do wzoru (I). Z przeprowadzonego
powyzej rozumowania wynika, ze wzór (I)
spelnia warunek proporcjonalnosci przyrostu
bodzca do wartosci istniejacej. Okazuje sie,
ze istnieja takze zaleznosci o innej niz (I)
postaci, spelniajace ten warunek. Jest to
bardzo interesujace zagadnienie, wykracza ono
jednak poza ramy tego artykulu.
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powiedziec, :te jest silniejszy od poprzedniego. Wywola on wrai:enie W = NP+
+NP = 2 NP. Kolejno wytwarzamy tak dzwieki o wrai:eniu 3NP, 4NP itd., az
dojdziemy do dzwieku równie silnego jak badany, ustalajac w ten sposób liczbe
"cegielek" NP odpowiadajacych wrazeniu wywolanemu przez badany dzwiek.
A wiec mozna mierzyc wrazenie!
Wielu z Was powie w tym miejscu:
Mimo wszystko nie wydaje sie to precyzyjne. Jednostka NP jest okreslona
w sposób, który nie gwarantuje jej stalosci przy zmianach pory dnia, pogody czy
wreszcie czlowieka, którego poddajemy badaniom. Przy dodawaniu wielu malych
jednostek NP niedokladnosc wyniku jeszcze sie powieksza.
To prawda. Jest to jednak cena, jaka placimy chcac stosowac pojecia fizyczne do
tak skomplikowanego tworu, jakim jest czlowiek. Poza tym niedokladnosc te
mozna znacznie zmniejszyc stosujac metody statystyczne - prowadzac badania
wielokrotnie w róznych warunkach z róznymi ludzmi.
Okreslimy teraz, o jaka wartosc LiB musi wzrosnac bodziec B, aby dalo sie to
zauwazyc, czyli aby wywolac jednostkowa zmiane wrazenia NP. Przeksztalcamy
w tym celu równosc (1) do postaci:

(2) B = Bo' lOWIA..
Przy wzroscie B o LiB, W wzrasta o NP:

(3) B+LiB = Bo' IO(w+NPl/A.
Proste przeksztalcenie algebraiczne wzorów (2) i (3) daje:

LiB = B(lONPIA_ I),

co mozna odczytac nastepujaco: najmniejszy odczuwalny przyrost bodzca jest
proporcjonalny do wielkosci bodzca juz dzialajacego. Otrzymana forma prawa
Webera-Fechnera jest wygodna do sprawdzania doswiadczalnego, nie wymaga
bowiem skomplikowanej procedury pomiaru wrazenia*. Mozemy wiec juz
rozpoczac
El( ::;PJ:{ YMENTY NA CZLOWIFK U
.Po zaopatrzeniu sie w czlowieka dajemy mu dl) reki jakis przedmiot, np. pusta
litrowa butelke, i kazemy mu zamknac oczy. Nastepnie obciazamy trzymany przez
niego przedmiot dodatkowym niewielkim ciezarkiem o ciezarze P i okreslamy,
przy jakiej najmniejszej wartosci LiP badany zauwazy zwiekszenie ciezaru. To samo
powtarzamy przy innej wartosci ciezaru P trzymanego przedmiotu. Najprosciej
zrealizowac to uzywajac butelki napelnianej woda w róznym stopniu. Najlepiej
obciazac ja drobnymi przedmiotami zawieszonymi na niej na nitce (nitke do
butelki mozna przylepic plastrem). Poczatkowo trzymamy przedmiot nieznacznie
uniesiony, tak aby nitka nie byla napieta, a nastepnie ostroznie opuszczamy go.
Przy badaniu, czy LiP jest proporcjonalne do P, nie musimy wyrazac ich w tych
samych jednostkach. W razie trudnosci z wazeniem malych przedmiotów mozemy
uzyc jednakowych monet do zawieszania i wyrazac LiP w jednostkach ciezaru
jednej monety. Sporzadzajac wykres LiP w zaleznosci od P mozemy ocenic, w jakim
stopniu proporcjonalnosc jest spelniona. Oczywiscie musimy pamietac, ze robiac
doswiadczenia tylko na jednej lub paru osobach i nie rozporzadzajac odpowiednio
duzym materialem statystycznym otrzymamy wyniki malo dokladne i w jakis
sposób zdeformowane. Sprawdzenie zgodnosci tych wyników z prawem Webera­
Fechnera moze wiec byc w zasadzie jedynie jakosciowe. Pozostaje jeszcze pytanie:
r~1/ Te f RAWO lVJA JAKltS .LNAC7H'<J ,- ')f)~ ~I'r' 7 FJ

Owszem, i to niemale. W kazdym radioodbiorniku i telewizorze do regulacji sily
glosu sluzy potencjometr logarytmiczny, w którym kat obrotu jest proporcjonalny
do logarytmu napiecia na wyjsciu potencjometru. W ten sposób (patrz wzór (1»
osiagamy równomierna zmiane wrazenia sluchowego przy obracaniu galka
potencjometru. Uzywajac zwyklego, liniowego potencjometru obserwowalibysmy
przy malych katach bardzo szybki wzrost wrazenia, a nastepnie bardzo wolna
zmiennosc (patrz wykres).
Drugi przyklad - az ze Starozytnosci - to wielkosci gwiazdowe wprowadzone
przez astronomów na cale wieki przed pomiarami natezenia swiatla gwiazd.
Okazalo sie, ze kolejnym wielkosciom gwiazdowym (które astronomowie starali
sie okreslic wedlug równomiernie zmieniajacego sie wrazenia jasnosci) odpowiadaja
wartosci natezenia swiatla tworzace postep geometryczny. Chwila zastanowienia
upewnia nas, ze wlasnie tak byc powinno; jesli wzór (1) ma byc sluszny .
Zatwardzialym sceptykom poddaje pod rozwage przyklady: znormalizowanych
formatów papieru, nieco naciagany (?) skali muzycznej oraz dodatkowa propozycje
doswiadczalnego sprawdzenia prawa Webera-Fechnera przez porównanie smaku
roztworów cukru o róznym stezeniu. Pomyslnych doswiadczen.



mala delta
"Gdyby cala nauka miala ulec zniszczeniu w jakims kataklizmie i tylko jedno
zdanie mozna by uratowac od zaglady i przekazac nastepnym pokoleniom, jakie
zdanie zawieraloby najwieksza liczbe informacji w mozliwie najmniejszej liczbie
slów?".
Pytanie takie zadal sobie wielki fizyk wspólczesny, Richard P. Feynman. Jego
odpowiedz brzmi:
"Wszystko sklada sie z atomów - malych czastek poruszajacych sie bezustannie,
przyciagajacych sie, gdy sa od siebie nieco oddalone, odpychajacych sie zas, gdy je
zbytnio sciesnic".
Róznorodne substancje skladaja sie z róznych atomów. Istnieja atomy zelaza,
tlenu, wodoru, wegla itd. Niektóre substancje zbudowane sa z kilku róznych
rodzajów atomów, polaczonych w uklady zwane czasteczkami. Woda na przyklad
sklada sie z czasteczek zbudowanych z dwóch atomów wodoru i jednego atomu
tlenu. Atomy i czasteczki sa tak male, ze nie dostrzegamy ich. Powietrze, woda,
zelazo wydaja sie nam jednorodne. Nie trzeba jednak widziec atomów, zeby
przekonac sie o ich istnieniu, o ich ruchu i o silach, jakimi na siebie dzialaja.

d t !;lto~)

Widziales na pewno, jak zachowuje sie w powietrzu dymek z papierosa. Nie unosi
sie on spokojnie, lecz wykonuje drobne, chaotyczne skoki. Przypuszczalnie nie
robi tego sam z siebie, ale jest do tego zmuszany. Jest w powietrzu cos, co
popycha czastki dymu to w jedna, to w druga strone. Tym "czyms" sa czasteczki
powietrza, które, choc niewidzialne, w ten posredni sposób daja nam znac o sobie.
Srednia predkosc czasteczek powietrza w temperaturze pokojowej wynosi okolo
600 m/s. To, ze czasteczki powietrza biegaja po calym pokoju, wydaje sie dosc
zrozumiale. Ale czy to zdanie o ciaglym ruchu czasteczek odnosi sie równiez do
cieczy i cial stalych? Trudno w to uwierzyc!
Jesli nie wierzysz, ze czasteczki benzyny, amoniaku czy spirytutu poruszaja sie,
to wytlumacz, dlaczego zapach tych cieczy rozchodzi sie po calym mieszkaniu,
gdy zostawisz je w otwartych naczyniach. Najwidoczniej pewna liczba czasteczek
cieczy oderwala sie od reszty i dotarla do komórek nerwowych w twoim nosie.
To prawda, ale dlaczego woda nie ma tych wlasnosci? Czyzby czasteczki wody
nie mogly oderwac sie od jej powierzchni? Woda rzeczywiscie jest troche mniej
lotna niz benzyna czy alkohol, ale nie w tym rzecz. Po prostu jej czasteczki maja te
wlasnosc, ze nie dzialaja na nasz zmysl wechu. Gdybys sie jednak chwile zastanowil
to nie pytalbys, czy czasteczki wody nie moga uniesc sie w powietrze. Gdyby
tak bylo, to raz zmoczone ubranie musialbys wyrzucic, bo nigdy by nie wyschlo!

'7. n O-'a - S7P'!) lep Jest '1:e-ucl)o 'a <J

Mozesz takze przekonac sie o ruchu czasteczek cieczy wewnatrz naczynia. W tym
celu wez dwie szklanki, do jednej nalej zimnej wody, a do drugiej - goracej.
Kiedy woda sie ustoi, wpusc do niej kilka kropli silnie zabarwionej cieczy. Moze
to byc na przyklad atrament, gencjana lub jodyna. Przyjrzyj sie z boku, co dzieje
sie w szklankach. Wpuszczona ciecz rozchodzi sie po szklance, przybierajac
fantastyczne ksztalty. Po paru minutach mozesz porównac oba roztwory.
W szklance z goraca woda roztwór jest juz prawie jednorodny, podczas gdy
w zimnej wodzie wyraznie oddzielone sa smugi wpuszczonej cieczy.
Zjawisko rozchodzenia sie czasteczek substancji w wodzie, powietrzu i innych
osrodkach nazywa sie dyfuzja. W goracej wodzie duza role moze odgrywac ruch
warstw cieczy pod wplywem róznic temperatur. Dyfuzja w cieczy odbywa sie
znacznie wolniej niz w gazie. Na to, zeby czasteczki cukru rozszerzaly sie bez
:mieszania po calej szklance, potrzeba duzo wiecej czasu niz na przyklad na
rozprzestrzenienie sie spalin samochodowych w powietrzu. Jeszcze wolniej przebiega
dyfuzja w cialach stalych, chociaz nie jest ona calkowicie niemozliwa. Jesli polozy
sie dwie wypolerowane plytki metalowe, np. zelazna i miedziana, jedna na drugiej,
to po uplywie kiiku lat mozna w zelazie stwierdzic obecnosc miedzi, i odwrotnie.
Musimy teraz przerwac te rozmowe o atomach i czasteczkach. Powrócimy do niej
w nastepnym numerze. Powiemy sobie, jakie sily wystepuja miedzy czasteczkami
i jak sie one objawiaja. Zrobimy tez doswiadczenie, które pozwoli nam okreslic
srednice czasteczki.
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Pewien roztargniony. lecz bardzo sympatyczny malarz.
zapytany. ile lat ma jego naj starszy brat, Henryk (malarz
mial jeszcze siostre Barbare i drugiego brata Marcina).
zaczynal glosno myslec: ja mam 37 lat. Basia jest dwa lata
starsza. wiec ma 39 lat; Marcin jest dwa lata starszy od
Basi. wiec ma 41 lat; wobec tego Henryk, dwa lata
starszy od Marcina. ma 43 lata. Nasz malarz obliczal wiek
swego rodzenstwa zawsze w ten sposób zaczynajac od
siebie.

A oto inny obrazowy przyklad, na czym polega
postepowanie rekurencyjne. Popatrzcie na rysunek
lancucha splecionego z kawalków sznurka. Chcac
wyciagnac z lancucha zielone ogniwo mozna próbowac
rozsuplac wezel zawiazany na zielonym sznurku. Prosciej
jednak bedzie wyciagnac z lancucha pierwsze ogniwo od
lewej, potem drugie, trzecie i tak dalej, az wreszcie
dojdziemy do zielonego. I to wlasnie powtarzanie - az
do skutku - pewnego postepowania jest charakterystyczne
dla metody rekurencji.
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Metoda malarza, choc moze wydac sie smieszna,
wystepuje w matematyce bardzo czesto. Nazywa sie ona
"rekurencja". Zwlaszcza w ostatnich latach rekurencja
zrobila na swiecie wielka kariere, gdyz swietnie nadaje sie
do obliczen na maszynach matematycznych.
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Sprawdzmy jednak praktycznie uzytecznosc postepowania
rekurencyjnego. Oto rysunek pewnej rosliny wodnej .
Bujnie rozgalezione lodygi kryja sie pod woda, a nad
powierzchnia wystaja tylko konce. Jest ich pietnascie .
Chcielibysmy policzyc, ile roslina ma rozwidlen, a takze.
ile ma odnóg (odnogi to czesci lodygi miedzy
rozwidleniami albo miedzy rozwidleniem a koncem) ­
niestety sa one niewidoczne. Obejdzie sie jednak bez
nurkowania pod wode, zupelnie wystarczy policzenie
konców wystajacych nad powierzchnie (roslina rosnie
w ten sposób, ze kazdy z konców wystaje nad powierzchnie
wody).
Przeprowadzenie odpowiednich obliczen jest mozliwe
dzieki temu, ze roslina rozrasta sie wedlug pewnego
schematu, chcialoby sie powiedziec "rekurencyjnie" :
z kazdego rozwidlenia wyrastaja dokladnie dwie odnogi .



Pozwala to zilustrowac historie rozrastania sie rosliny.
Przedstawiaja ja rysunki. Wystepuje tu pewna
prawidlowosc: z kazdym kolejnym etapem wzrostu
przybywa roslinie l rozwidlenie, 2 odnogi i l koniec.
Dlaczego - sprawdzcie sami na rysunkach.
Policzymy teraz, ile konców, odnóg i rozwidlen ma
roslina na kolejnych etapach wzrostu. Wyniki tych
obliczen zostaly zestawione w odpowiedniej tabelce.
Pomyslcie, czy moma przewidziec, jakie liczby wystapia
w naszej tabelce na 35 albo na 100 miejscu? Oczywiscie. Jut
sie na pewno zorientowaliscie, :!e na n-tym etapie wzrostu
roslina ma n + l konców, 2n odnóg i n rozwidlen.
Pora wreszcie rozwiazac nasze zadanie. Jesli roslina ma
15 konców, to znaczy, :!ejest to 14 etap (dlaczego?).
Wobec tego powinna miec 28 odnóg i 14 rozwidlen. I tak
jest rzeczywiscie - sprawdzcie sami na rysunku rosliny.
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Na zakonczenie proponuje wszystkim sympatykom
obliczen rekurencyjnych kilka zadan:
l. Tabliczka czekolady sklada sie z 24 kawalków (4 rzedy
po 6 kawalków). Ile co najmniej razy trzeba ja przelamac,
:!eby podzielic na 24 pojedyncze czastki? (Spróbujcie
porównac lamanie czekolady z historia rozrastania sie
naszej rosliny. Jesli zauwazycie podobienstwa, rozwiazanie
zadania bedzie ju:! bardzo latwe).
2. Jesli pamietacie lipcowy numer Malej «Delty» i artykul
Jak uszyc pilke, pomyslcie nad takimi problemami:
- Czy pilka jest zbudowana rekurencyjnie : Jak narysowac
rekurencyjna historie powstawania pilki?
- Czy potraficie sprawdzic rekurencyjnie zalemosc
Eulera (dla pilek opisanych w lipcowym numerze Malej
«Delty») ?
3. W ilu punktach przecina sie parami 7 prostych, jesli
:!adne dwie sposród tych prostych nie sa równolegle
i :!adne trzy proste nie przecinaja sie w jednym punkcie?

Mala De/te opracowali: P. Nowicki i D. Zieminska

Czy wiecie ze...

Dzieki zastosowaniu termoluminescencji mozliwe jest datowanie starych wyrobów cc<ramicznych.
W 1924 r. w malej miejscowosci francuskiej Glozel w poblizu Vichy odkryto szczatki ludzkie
oraz wiele takich wyrobów, jak igly, haczyki na ryby wykonane z kosci, jak równiez sporo
wyrobów z wypalanej gliny. Miedzy innymi znaleziono 60 tabliczek ze sladami pisma.
Archeolodzy bardzo rómili sie w ocenie wieku znaleziska, oceniajac je na 10 000, S 000, 2 300,
a nawet O lat, co znaczy, Ze dopuszczano w tym przypadku oszustwo.
Bardzo istotna sprawa byla ocena wieku tabliczek glinianych jako dokumentu pisanego. Metoda
pomiaru na podstawie zawartosci izotopu wegla 14C moZe byc u:i;yta tylko do obiektów, które
byly niegdys czescia skladowa organizmu Zywego, np. kosci, drewno. Do gliny wypalonej
zastosowano technike datowania oparta o termoluminescencje. W glinie u:i;ywanej do wyrobu
ceramiki znajduja sie zawsze drobne krystaliczne domieszki (inkluzje), np. ziarna piasku. Krysztaly
te magazynuja energie pochodzaca z promieniowania radioaktywnych domieszek zawsze
wystepujacYch w glinie, jak i w innych mineralach. Ogrzewajac krysztal wyzwalamy te
zmagazynowana energie w formie swiatla (fali elektromagnetycznej), którego nate:i;enie moma
zmierzyc. Im dluzej kumulowal krysztal energie promieniowania jonizujacego, tym wieksze jest
nate:i;enie wyzwalanego swiatla, a wiec - tym starszy jest badany krysztal. Przy pomoey tej
metody okresla sie czas, który uplynal od poprzedniego ogrzewania, czyli od wypalania. Dzieki
jej zastosowaniu stwierdzono, ze znalezione wyroby ceramiczne byly wypalone okolo 300 lat p.n.e.
Blad takiej oceny jest du:z;yi siega 400 lat, poniewaZ nie wykonano jeszcze pomiarów
radioaktywnego promieniowania gruntu; pomiary te umozliwiaja dwukrotne zmniejszenie bledu.
Uzyskane wyniki zgadzaja sie jednak z datowaniem organicznych szczatków tego znaleziska
(kosci), przeprowadzonym metoda pomiaru zawartosci fluoru i izotopu wegla 14C.
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