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Rys. 3

Doc. dr Adam KUJAWSKI, dr Jan MOSTOWSKI

Obserwacja zjawiska interferencji §wiatla nie jest w ogdlno$ci sprawa trudna.

W Zzyciu codziennym, gdy $wiatlo pada na cienkie blonki mydlane lub warstwy
tluszczu na wodzie, zauwazamy tworzenie si¢ ukladéw barwnych prazkéw, ktére
powstaja wiasnie w wyniku interferencji. MoZna réwniez latwo wykonaé
nastg¢pujace do$wiadczenie, ktdére ukazuje powstawanie prazkow interferencyjnych.
W cienkim sztywnym kawatku papieru wykonujemy koricem igly dwa otwory

o wymiarach takich, jak kropka w druku, lub nieco mniejsze.

Odleglos¢ migdzy otworami winna wynosi¢ okoto trzech $rednic otworu.

Przy obserwacji bardzo daleko polozonego Zrédia §wiatta, na przyklad odleglej
lampy ulicznej, gdy kartke z otworami przysuniemy jak najbliZzej oka, stwierdzamy
powstawanie prazkow interferencyjnych. Oczywiscie wykonywanie eksperymentow
umozliwiajacych nie tylko obserwacije, ale tez przeprowadzenie pomiaréw wymaga
odpowiednich przyrzadéw optycznych.

Interferencja byla jednym ze zjawisk, na podstawie ktdrych juz od czaséw Huygensa
i Newtona szukano odpowiedzi na pytanie: czym jest §wiatlo? (por. «Delta»,
1974, 8, art. dra Z. Plochockiego). Chociaz rozw6j badan przyrodniczych
przyniost glebokie zrozumienie natury $wiatla i zjawisk z nim zwigzanych, zupelnie
nowe zjawiska zaczeto bada¢ od roku 1961, gdy zbudowano laser — nowe Zrédlo
promieniowania optycznego. Réwniez zjawisko interferencji dzigki takim
wyjatkowym cechom $wiatla laserowego, jak sp6jnos¢ (koherencja) czasowa

i przestrzenna, uzyskato nowe znaczenie i znalazlo takze nowe zastosowanie
praktyczne w holografii (por. «Delta», 1974, 2, art. prof. dra B. Karczewskiego).
Dla pogladowego wyjasnienia waZnego pojecia spojnoséci (koherentnoéci) fal
uzyjemy tatwo dostgpnego dla obserwacji przykladu interferencji fal na
powierzchni wody. Wyobrazmy sobie, ze dwa drgajace prety wytwarzaja fale.

Jesli prety drgaja regularnie z ustalona, jednakowa czestoseia, to dwie powstajace
fale daja trwaly ukiad miejsc, w ktérych nastgpuje wzmocnienie lub wygaszenie
fal (rys. 1). W tym przypadku fale nazywamy spojnymi. Jesli jednak prety drgaja
nieregularnie, ich czgsto$ci zmieniajg si¢ niezaleznie, to w wypadkowym ruchu
falowym nie mozna odnalez¢ cech regularnosci. Wzmocnienie fal (lub ich
oslabienie) nastgpuje raz w jednym, a raz w innym miejscu. W tym przypadku
mowimy, ze Zrodla wytwarzaja fale niespdjne.

Tomasz Young po raz pierwszy zrealizowat dla fal §wietlnych omdéwiony wyzej
schemat do$§wiadczenia interferencyjnego. Ilustruje to rys. 2, na ktérym $wiatlo ze
szczeliny lub dostatecznie malego otworu S pada na szczeliny S, i S,, a powstaly
na ekranie obraz ukazuje prazki jasne i ciemne. Jest to eksperyment, ktdry, choé
bez mozliwosci wykonywania pomiaréw, moze byé latwo przeprowadzony przez
Czytelnika w sposéb opisany na poczatku tego artykutu. W do$wiadczeniu
przedstawionym na rys. 2 szczelina lub otwdr S o$wietlony jest §wiatlem
jednobarwnym z jakiegokolwiek Zrédla konwencjonalnego (takiego, jak zaréwka,
$wietléwka, plomier itd). Swiatlo z takiego Zrédla nazywaé bedziemy $wiatlem
termicznym, w odréZnieniu od $wiatla laserowego. Gdy szczeliny S, i S, sa
oSwietlone bezpo$rednio Zrodlem $wiatla termicznego bez wykorzystania szczeliny
S, to nie obserwuje si¢ obrazu interferencyjnego. Gdy jednak Zrédlo odsuwamy
bardzo daleko, tak ze moze by¢ ono uwazane za Zrédlo punktowe, powstaje obraz
interferencyjny.

Wykonujac odpowiednie pomiary w dodwiadczeniu Younga mozna stwierdzié,

Ze istnieje pewna graniczna odleglo$¢ d migdzy szczelinami S, i S,. Dla odleglosci
wigkszych niz d obraz interferencyjny znika. Wartoéé d okresla wymiary obszaru,
ktéry nazywa si¢ obszarem spdjnosci (koherencji) fali $wietlnej dochodzacej do

S, 18,. Swiatlo wychodzace z dwu punktéw obszaru spéjnoéci daje na ekranie
obrazy interferencyjne. Gdy powigksza si¢ rozmiary szczeliny S, obszar koherencji
staje si¢ mniejszy. Oznacza to, Ze przy zwigkszaniu szczeliny S nalezy zmniejszaé
odleglosé mig¢dzy szczelinami S, i S, tak, aby obraz interferencyjny byl widoczny.
W dokladniejszej analizie do$wiadczenia Younga mozna znalezé zwiazek migdzy
katowymi rozmiarami odleglego Zrédia i wielkoécia obszaru koherencji.

Innym podstawowym schematem do$wiadczenia interferencyjnego jest interferometr
Michelsona. Rys. 3 przedstawia w uproszczeniu ten uklad. Wiazka termicznego
$wiatla jednobarwnego wybiega ze Zrédla § i pada na pdlprzepuszczajace
zwierciadlo. Powstajace dwie wigzki odbijaja si¢ od zwierciadel Z, i Z,, nakladaja
si¢ na siebie i daja obraz interferencyjny z charakterystycznymi prazkami. Obraz
ten moZna oglada¢ bezposrednio lub zarejestrowany na kliszy w plaszczyZnie E.
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Przesuwanie jednego ze zwierciadet wzdtuz kierunku wigzki §wiatla zmienia
réznicg drég, ktérymi przebiega §wiatlo w kazdym z ramion interferometru.
Powyzej pewnej wartosci /. tej réznicy prazki interferencyjne znikaja. Réznice
odleglosci /. nazywa si¢ dlugoscia koherencji. Wprowadza si¢ réwniez czas

koherencji zdefiniowany przez 1, = ?‘— , gdzie ¢ jest predkoscig Swiatla. Czas

koherencji 7, zwigzany jest prosta zaleznoécia z inna wielkoscia charakteryzujaca
wigzke $wietlna. Swiatlo jednobarwne, o ktérym méwimy, nie jest §wiatlem

o §ciSle okre§lonej czgstoci v. Zawsze istnieje pewien przedzial czestosci Av,
zwany szerokoscig spektralna, w ktérym lezg czgstoéci.charakteryzujace dang

wigzke Swiatla jednobarwnego. Okazuje sig, Ze £, = %v. O znaczeniu tego zwiazku
powiemy péZniej.

Opisalismy w skrécie dwa podstawowe do$wiadczenia ilustrujace istote pojecia
spéjnosci przestrzennej i czasowej. Aby lepiej przedstawié¢ znaczenie
wprowadzonych pojeé, podamy pewne dane liczbowe wynikajace z dokladne;j

teorii. Dla Zrédla §wiatla czerwonego o $redniej dtugoéci fali 600 nm, majacego
ksztalt kola o §rednicy 1 mm, obszar koherencji w odlegioéci 20 m okreslony jest
§rednicg o wartosci 3,8 mm. Oznacza to, ze gdy odleglo$é miedzy szczelinami

w doswiadczeniu Younga jest mniejsza niz 3,8 mm, otrzymuje si¢ ostre obrazy
interferencyjne. Przy wigkszych odleglosciach od Zrédla $wiatta obszar koherencji
zwigksza si¢. Dla $wiatla ze Zrédet termicznych dtugosé koherencji w do§wiadczeniu
Michelsona moze osiagnaé wartoéci rzedu kilku metréw. Gdy na przyklad

I, = 1 m, otrzymujemy dla czasu koherencji 1, = %‘ = 0,3-107% 5, Wartosé

I, = 1 m oznacza, Ze przesuniecie zwierciadet w interferometrze Michelsona nie
moze by¢ wigksze niz I m (jesli chcemy otrzymaé obraz interferencyjny).

Aby wytlumaczy¢, skad biora si¢ omawiane wyzej warunki powstawania obrazu
interferencyjnego, postuzymy si¢ pewnym uproszczonym opisem atomowej
struktury Zrédla. Atomy i molekuly Swiecacego Zrédla bedziemy traktowaé jako
niezalezne nadajniki fal $wietlnych. To przybliZenie jest szczegSlnie dobre, gdy
zrédlem jest $wiecacy gaz. Kazdy z atomdéw lub kazda z molekul, gdy zostana
wzbudzone do §wiecenia (na przyklad przez ogrzanie ciala do odpowiednio
wysokiej temperatury, wyladowania elektryczne itp.), wysylaja spontanicznie

krétko trwajace impulsy, Czas trwania impulsu dla typowych wzbudzer wynosi
okolo 107% s. Taka falg elektromagnetyczna o skorficzonym czasie trwania bedziemy
nazywac ciagiem falowym. Problem ,,jaki jest ksztalt przestrzenny ciagu falowego?”
jest zlozony i nie mozemy go tutaj dokladnie oméwi¢. Wyjaénijmy jednak, ze nie
jest to fala kulista, kazdy bowiem $§wiecacy przez krétki czas atom lub molekula

53 podobne do anteny radiowej lub telewizyjnej, wysylaja promieniowanie w
pewnych kierunkach szczegdlnie silnie. Czgsto$é » ciagu falowego mozna okreélié
tylko z pewna dokladnoscig 4v. Dokladniejsza analiza pokazuje, Ze Av jest
odwrotnoscig czasu trwania ciagu falowego.

Mozemy teraz powrdci¢ do fizycznego znaczenia czasu koherencji .. Jak widaé,
jest on réowny czasowi trwania pojedynczego ciggu falowego. Jesli Zrodlem §wiatla
jest Swiecacy gaz, to charakteryzuje si¢ on tym, Ze wysyla promieniowanie o wielu
réznych czestosciach — powiedzmy v, z szerokoécia spektralng A, , v,

z szeroko$cig spektralng A, itd. Postugujac sie odpowiediiim filtrem lub
wykorzystujac zjawisko rozszczepienia $wiatla przez pryzmat mozemy otrzymaé
Swiatlo jednobarwne o czgstosci vy. Czgsto$é tego Swiatla lezy w zakresie
optycznym, a wigc wynosi okolo v, >~ 10'% s=1, Szeroko$é¢ spektralna kazdego

z ciagéw falowych wysylanych przez §wiecace atomy gazu ma wartos$é Av, =

= 10® ™!, gdyz — jak juz wspomnieli§my — czas trwania ciagu wynosi okolo
107% s. Wobec tego, ze czgsto$é drgan pola fali $wietlnej jest 10'* Hz, liczba drgan
w jednym ciagu falowym wynosi 107. Rys. 4 ilustruje drgania w ciagu falowym
tylko w przyblizeniu, gdyz nie mozemy na nim zaznaczy¢ tak duzej liczby drgan.
Dla uproszczenia naszego modelu Zrédla termicznego pomingliémy szereg efektéw,
np. zderzenia atomow w gazie. Zaniedbaliémy tez fakt, Ze czestoéci fal
elektromagnetycznych wysylanych przez réZzne atomy rdznig si¢ od siebie na
skutek zjawiska Dopplera. Mimo tych uproszczei Czytelnik moze odpowiedzieé
na pytanie dotyczace pochodzenia warunkéw powstawania obrazu
interferencyjnego. W przypadku do$wiadczenia Younga kazdy z atoméw Zrédla
S wysyla ciag falowy, ktéry dochodzi do szczelin S, i S,, przy czym réznica faz
drgan pola $wietlnego w S, i S, zalezy od réznicy odleglodci atomu od szczelin,
O tym, gdzie powstaja miejsca jasne i ciemne, decyduje catkowita réznica drég
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optycznych: atom-szczeliny S, ,S,-dane miejsce na ekranie. Gdy rozmiary Zrédla
S sg tak duze, Ze nie mozna uwazac, iz wszystkie atomy §wieca w jednym punkcie,
rozklad prazkéw interferencyjnych jest rézny dla roznych atoméw, i w rezultacie
na ekranie otrzymuje si¢ rownomierne o$wietlenie, a nie ostry obraz
interferencyjny. Podobnie jest w interferometrze Michelsona. Tu kazdy ciag
falowy ulega rozdzieleniu na dwa i, chociaz kazda z wigzek zawiera bardzo duzg
liczbe ciagow falowych, fazy powstatych dwu wiazek sa takie same, jesli réznica
drog optycznych jest mniejsza od diugosci ciggu falowego.

Na zakonczenie warto podkresli¢, Zze zrozumienie warunkow powstawania
prazkdw interferencyjnych zaréwno w doswiadczeniu Younga, jak

i w interferometrze Michelsona opiera si¢ na tym samym modelu Zrodia
termicznego. Pokazuje to, ze pojecia spojnosci przestrzennej i czasowej, ktore
wprowadziliSmy przy omawianiu do$§wiadczen interferencyjnych, sg tylko
wygodnym sposobem klasyfikacji faktow eksperymentalnych. Zjawiska
interferencji §wiatla zarowno w do$wiadczeniu Younga, interferometrze
Michelsona, jak i innych mozna obserwowaé i bada¢ znacznie latwiej, jesli
Zrédlem $wiatla w takich doswiadczeniach jest laser. Warunki obserwacii,

o ktérych tu mowiliSmy, s3 spetnione, gdyz i obszar koherencji, i czas koherencji
swiatla laserowego sa znacznie wigksze niz dla Zrédel termicznych. Dla
zrozumienia tego faktu niezbedna jest jednak dokladniejsza znajomo$¢ zasady
dzialania lasera i sposobu, w jaki §wieca atomy. Prosty model Zrddta termicznego,
ktérym sig tu postugiwaliSmy, jest w przypadku lasera zupelnie nieprzydatny. Nie
wyjasnia on takZe innych cech $wiatla laserowego zwiazanych z jego wyjatkowa
spojnoscia. Tymi zagadnieniami zajmiemy si¢ niebawem.

zbiorow wypuklych Mgr Ryszard KOPIECKI

Przypomnijmy: zbiér 4 nazywamy wypuklym, je§li wraz z kazdymi dwoma jego
punktami a, b naleza do 4 réwniez wszystkie punkty odcinka o koncach a i b.
Latwo mozna poda¢ przyklady takich zbiorow: wypuklymi sa zbiory
jednopunktowe, odcinki (z koricami lub bez), polproste, kola, tréjkaty, kule,
ostrostupy o podstawach wypuklych i wiele innych zbioréw. Réwnie latwo mozna
podaé przyklady zbioréw, ktére nie s3 wypukle: zbiory dwupunktowe, okrag,
wykresy funkcji trygonometrycznych, kolo z usunigtym punktem wewngtrznym
iinne. Interesowac nas beda pewne wlasnosci analityczie zbioréw wypuklych,
tzn. te, ktére mozna opisaé przy pomocy wlasnosci funkcji na nich okreslonych.
Dzigki badaniu takich wlasnosci uzyskano wiele waznych wynikéw w samej
matematyce oraz wiele interesujgcych zastosowan zbioréw wypukiych w naukach
przyrodniczych zob. np. ,,Sztuka wygrywania” w tym numerze.

Jak wiadomo, punkty n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej z danym ukladem
wspotrzednych mozna utozsamia¢ z n-tkami liczb rzeczywistych. Przy takich
utozsamieniach pewnym konstrukcjom geometrycznym odpowiadaja pewne
operacje algebraiczne. I tak dodawaniu punktéw (wektoréow) w takich
przestrzeniach odpowiada sumowanie ciagéw liczb ,,po wspolrzednych”.
Dokladniej, jesli punktom a,b przyporzadkowane sa ciagi ich wspdlrzednych
(ay,...,a,) 1 (by, ..., b,), to suma a+b ma wspolrzedne (a, +b,,a,+b,, ...,a,+b,),
iloczyn punktu a przez liczbe rzeczywistg r jest punktem ra o wspotrzednych

(f‘ﬂl Jdy, oy J"""'l!)-

Definicj¢ zbioru wypuklego mozemy teraz zapisac tak:

Zbior A zawarty w przestrzeni euklidesowej nazwiemy wypuklym, jesli wraz

z dowolnymi jego elementami a,b nalezy do A kazdy element postaci t-a+
+(1—=1t)-bdla0 < t < 1 (skorzystaliémy po prostu z parametrycznego opisu
odcinka o koricach a,b; zob. zadanie 1). Funkcje f, okre$long na przestrzeni
euklidesowej i przybierajgcg wartosci rOwniez w przestrzeni euklidesowej,
nazwiemy funkcjg lub przeksztalceniem liniowym, jesli

(1) fjest addytywna, tzn. zawsze f(a+b) = f(a) +/(b) (dwa znaki plus oznaczajg
tu inne dzialania; pierwszy — dzialanie z dziedziny funkcji, drugi — ze zbioru
wartosci),

(2) f jest jednorodna, tzn. zawsze f(r - a) = r - f(a) (podobnie jak poprzednio,
znak iloczynu (kropka) oznacza dwa dzialania mnozenia przez liczbg rzeczywista:
mnozenie okre$lone w dziedzinie funkcji f oraz w jej zbiorze wartosci).
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Wiasnosé 3 jest szezegblnym przypadkierm
wainego Iwierdzenia o oddzielaniu.

Niech W bedzie pewna wlasnoscia
przyslugujaca (lub nie) zbiorom.
Najmniejszym zbiorem o wlasnoici W nazywa
sig taki zbior, ktéry
1° — posiada wlasnosé¢ W;
2° — jest zawarty w kazdym innym zbiorze

o tej wlasnosei,

Mozemy teraz sformulowac i wykaza¢ kilka interesujacych wlasnosci zbioréw
wypukiych.

Wiasnos¢ 1. Obraz zbioru wypuklego przy przeksztalceniu liniowym jest zbiorem
wypuklym; to samo mozna powiedzie¢ o przeciwobrazach.

Dowdp. Przypusémy, Ze A jest zbiorem wypuklym, /' — przeksztalceniem
liniowym. Powinni§my wykaza¢, ze obraz f(4) = {q: istnieje p € 4, ze f(p) = q}
Jest zbiorem wypuktym. Niech g, i g, naleza do zbioru f(4) i niech f(p,) = ¢,,
f(p,) = q, dla pewnych p,, p, nalezacych do A. Z zaloZenia o wypuklosci zbioru
A kazdy punkt postaci tp, +(1 —f)p,, 0 < r < 1, nalezy do 4. Obrazami tych
punktow sa punkty f(£p, + (1 —1)p,), lecz funkcja f jest liniowa, wiec

fp, +(1=1)p;) = fltp) +A((1=0)p,) = tf(p) +(1=)f(p2) = tq, +(1—1)gq,,
WykazaliSmy, ze kazdy punkt postaci tg, + (1 —1f)g, dla 0 < 1 < 1 nalezy do
zbioru f(A), wiec na mocy definicji zbior f(A4) jest wypukly. Czytelnikowi
proponuje jako zadanie: wykazanie wypukloéci przeciwobrazu, przy zatoZeniu, ze
obraz jest wypukly.

Przed sformulowaniem dalszych wlasnoéci przypomnijmy, Ze przez odleglosé
punktu p od zbioru Z rozumiemy kres dolny zbioru liczb {o(p, z):z € Z}, gdzie
e(p, z) oznacza ,,zwykla” odleglo$¢ punktéw p i z (zob. réwniez artykuly

M. Moszyinskiej, «Delta», 1975, 1, 5, 8). Oznaczmy t¢ odleglo$¢ p od Z przez
d(p, Z). Zauwazmy jeszcze, ze zbior Z jest domknigty wtedy i tylko wtedy, gdy
naleza don wszystkie te punkty, ktorych odleglos$¢ od Z jest rowna zeru
(Czytelnik bez trudu dowiedzie tej rownowaznosci). Mozemy teraz podac kolejna
wlasnos¢ zbioréw wypuklych.

Wiasnosé 2. Niech A4 bedzie zbiorem wypuktym i domknigtym oraz p — dowolnym
punktem. Woéwczas do zbioru 4 nalezy dokladnie jeden taki punkt a, Ze

d(p, 4) = o(p, a).

Dowop. Mozliwe sg dwa przypadki: d(p, A) = 01 d(p, A) > 0.

W pierwszym z nich, na mocy domknigtosci zbioru 4, punkt p nalezy do A,
wspomnianym za$ punktem a jest sam punkt p. Rozpatrzmy drugi przypadek.

Niech d(p, A) = r; wowczas istnieje ciag {p,} punktéw zbioru A4 taki, ze

lim ¢(p, p,) = r. Taki ciag moZzemy utworzy¢ w nastepujacy sposob:

n-— oo

przyporzadkowujemy liczbie naturalnej # dowolny punkt p, zbioru 4 spelniajacy
warunek o(p, p,) < r+1/n. Ciag {p,} jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy
leza w kuli o $rodku w punkcie p i promieniu r+1, wigc istnieje jego podciag,
zbiezny do pewnego punktu a nalezacego do A (zbiér A jest domkniety). Oczywiscie
¢(p,a) = r. Wykazalismy istnienie co najmniej jednego punktu

a zbioru A o wlasnosci o(p, a) = r. Wykazemy teraz, Ze w zbiorze A jest
dokladnie jeden taki punkt. Céz bowiem byloby, gdyby do A4 nalezal jeszcze
jeden rozny od niego punkt b taki, ze o(p, b) = r? Zbidr A jest wypuktly, wiec

wraz z punktami @ i b nalezy don np. punkt ¢ = ;— a+ %b (tj. Srodek odcinka

o koncach a i b). Ale §rodek cieciwy o konicach a, b lezy wewnqtrz kuli K(p, r),
skad o(p, ¢) < r. PoniewaZ za$ jednoczesnie ¢ € 4, to wynikaloby stad, ze
d(p, A) < o(p, ¢) < r wbrew zalozeniu, iz d(p, A) = r.

Wiasnos¢ 3. Dla kazdego zbioru domknigtego i wypuklego A oraz punktu p nie
nalezacego do A istnieje funkcja liniowa f o wartodciach w zbiorze liczb
rzeczywistych, taka Ze f(p) = 11 f(b) < 0 dla kazdego punktu b zbioru A.
Dow6p. Niech punkt a zbioru A bedzie punktem, o ktérym méwi wlasnoéé 2,
tzn. d(p, A) = o(p, a). OczywiScie a # p, wigc istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez punkty a i p; moZna ja przedstawi¢ parametrycznie jako
zbidr wszystkich punktéw postaci tp + (1 —t)a, t € R. Kazdemu punktowi ¢

~ przestrzeni przyporzadkowujemy liczbe rzeczywista 1, taka Zze punkt tp+(1 —1)a

jest rzutem prostokatnym na t¢ prosta punktu g. Tak okreslone przyporzadkowanie
— oznaczmy je przez f— jest funkcja liniowa (gdyz jest ztozeniem dwdéch funkcji
liniowych: rzutowania na prosta i funkgji, przyporzadkowujacej punktowi
tp+(1—t)a liczbg t) oraz spelnia nasze warunki. Istotnie, f(p) = 1 i f(b) € 0

dla kazdego b € A. Ostatnia nieréwno$¢ wynika z prostych faktéw geometrycznych:
gdyby istnial chocby jeden punkt ¢ zbioru A4, dla ktérego f(c) > 0, to na odcinku

o koncach a i ¢ (calkowicie zawartym w A na mocy wypuktosci) lezalby punkt
blizszy punktowi p niz punkt a, co jest sprzeczne z okre§leniem punktu a.
Wprowadzimy na zakonczenie jeszcze jedno pozyteczne pojecie:

Uwypukleniem (powloka wypukla) zbioru 4 nazywamy najmniejszy zbiér wypukly
zawierajacy zbiér 4. Uwypuklenie to oznacza sie symbolem conv 4.



Korzystajac z wlasnosci 3 mozna udowodnié, Ze conv A jest czescia wspélng
wszystkich polprzestrzeni zawierajacych zbior 4. (Dowdd tego faktu dla
plaszczyzny jest trescia zadan 4 i 5).

Jesli zbiér A jest domknigty, to conv A jest zbiorem tych punktéw g, dla ktérych,
dla kazdej funkcji liniowej f o wartosciach liczbowych, liczba f(g) jest nie wieksza
od kresu gérnego zbioru {w: w = |f(a)|, a € A}. Z tego wzgledu conv A4 nazywa
si¢ czg¢sto liniowq powloka wypukla zbioru A. Jesli teraz zamiast rodziny wszystkich
funkcji liniowych uzyjemy jakiejkolwiek rodziny F funkcji liczbowych, to
okreslony ta wlasnoscia zbiér nazywamy powloka F-wypuklq zbioru A. Jako
pouczajace ¢wiczenie proponuj¢ Czytelnikowi znalezienie powloki F-wypuklej
sumy dwoéch odcinkéw o wspolnym koricu na plaszczyznie, dla rodziny F
skladajgcej si¢ z jednej funkeji f(x, y) = In(x?+y?) (zwykla powloka liniowa
takiego zbioru jest oczywiscie tréjkatem).

Zadania

1. Wykazad, ze jesli na plaszczyznie z ukladem wspolrzednych punkty a = (a;,a;), b = (b, by)
oraz x = (x,, x;) s3 wspolliniowe, to istnieje taka liczba r € R, ze
x = ta+(1-1)b.

Wykazaé ponadto, ze re <0, 1 > wtedy i tylko wtedy, gdy punkt x lezy miedzy a i b lub jest
jednym z tych punktow,
2. Wykaza¢, ze jesli A < RF jest zbiorem wypuklym, punkty py, pa, ..., P» naleza do A oraz
liczby a,, a,, ..., @, sa nieujemne i spelniajag warunek @, +a,+ ... +a, = 1, to punkt

X =a;a;+aa;+ ... +a,a,

tez nalezy do A. (Wsk.: dla n = 2 twierdzenie jest prawdziwe z definicji zbioru wypuklego;
zastosowac indukcje).

3. Pokaza¢, ze wielokat wypukly na plaszczyinie jest uwypukleniem zbioru wszystkich swoich
wierzcholkow.
4. Wykaza¢, ze jesli f jest funkcja liniowa o wartosciach liczbowych, okreslong na plaszczyinie
kartezjanskiej R?, to dla dowolnego a € R zbiér

{pe R*:f(p) < a}

jest pélplaszczyzng otwarta. Jaka nieréwnosc okresla polplaszczyzng domkmm" Czy kazda
polplaszczyzng mozna opisa¢ w ten sposob?

5. Udowodnic¢, ze jesli A < R?, to convA jest cze;écsq wspolng wszystkich polplaszczyzn otwartych
zawierajacych A (Wsk.: skorzysta¢ z zadania 1 i wlasnosci 3).

o

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

n—-2
M 61. Dany jest trojkat ABC, w ktorym % ACB = e 180°, gdzie n = 34,5, .... Na

zewnatrz tego trojkata zbudowany jest n-kat foremny o $rodku O, przy czym jednym z jego

bokow jest bok AB trojkata ABC. Wyznaczyé ¥ OCB. (Migdzyszkolne Kolo Matematyczne
w Siedlcach).

Rozwiazanie na str, 12.

M 62. Udowodnié, ze jezeli liczba (n—1)!+1 jest podzielna przez liczbg n wigksza od 1, to n
jest liczbg pierwsza. (k! jest to iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do k).

Rozwigzanie na str, 2.

M 63. Ile ma rozwiazan w liczbach calkowitych nieujemnych x,, x3, ..., x; TOWnanie

X1+X24 ... +Xa=n,
gdzie n jest dana liczbg naturalng.
Rozwiazanie na str. 4.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 21. Rura cienkoscienna stacza si¢ po nieruchomej réowni pochylej nachylonej pod katem «

do poziomu. Wspoélczynnik tarcia poslizgowego wynosi x. a) Jaki jest maksymalny kat a@max, Przy
ktérym rura stacza si¢ bez poslizgu?. b) W przypadku ruchu z tarciem energia mechaniczna nie
spelnia zasady zachowania, cze$¢ bowiem energii mechanicznej (oznaczmy ja przez &) ulega
zamianie na energi¢ wewnetrzng (potocznie: na cieplo). Wydawaé by si¢ moglo, ze & powinno byé
rowne po prostu pracy sily tarcia. Czy przypuszczenie to jest poprawne?

Odpowiedzi na str. str. 6 i 8.

(Zadanie Zbigniewa Peradzynskiego)
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Dr Lucjan PIELA

Obecny artykut jest rozwinigciem prostej wersji metody orbitali molekularnych, omowionej

w numerze 1975, 7. W poprzednim artykule zajmowaliémy si¢ molekutami z wystepujacymi

na przemian wigzaniami pojedynczymi i podwdjnymi. Laficuchy takich wiazan moga byé otwarte
(np. heksatrien) lub zamkniete (np. benzen).

Dla taficucha otwartego o dlugosci L otrzymali$my nastepujace dozwolone poziomy
energetyczne dla elektronow z:

B s
8m

L?.

nt dlarn=1.23,..

i nastgpujace orbitale molekularne elektronéw =:

D (x) = ]/— sin 7=
Dla taficucha zamknigtego otrzymali$my odpowiednio

E, = @2m*  dia

8 8mlL?
|/ I
]/_%sin __._.22“ x Adlain= 123,

2 2nze

208 o
L
W poprzednim artykule oméwiliSmy proste wynikajace stad wnioski, dotyczace budowy
heksatrienu i benzenu. Dzisiaj pokaze Wam dalsze zastosowania tego modelu. Przypomne
jeszcze, ze kazdy orbital moZe opisywac najwyzej dwa elektrony, Wynika stad, ze bedziemy mieé¢
dla kazdej molekuly pewna liczbg orbitali obsadzonych i pewng liczbe orbitali nie obsadzonych.
Najkorzystniejsza energetycznie sytuacj¢ otrzymamy wtedy, gdy obsadzimy podwdjnie
elektronami x orbitale molekularne odpowiadajace najniiszej energii.
Zajmijmy si¢ bardzo skomplikowanymi molekulami barwnikow zwanych cjaninami. Molekuly
te s3 kationami o fadunku +e. Maja one nastepujacy wzor strukturalny:

"= oyilvizs sy

dla n =0,

D(x) =

da n=-1,=2,=3,....

H,C—N (—-c_»_c_),_(l:——j _-\N-—Cl-la rooe 0,1,23,,
H H QL_\_H
H

Zwrdccie uwage, ze molekula jest symetryczna, ale tradycyine reguly pisania wzoréw
strukturalnych zmusity nas do umieszczenia fadunku +e na lewym azocie. Ten wzor nie moze
by¢ stuszny i dlatego w chemii organicznej pisze sic dwa wzory dla tego zwiazku! Jeden jest

juZ przez nas narysowany, a drugi jest jego lustrzanym odbiciem. Ta wielo$é wzorow jest
rezultatem nieadekwatnosci tradycyjnych oznaczen dla okreélania skomplikowanego rozdzialu
ladunku w molekule.

Zrobmy pewne dodatkowe uproszczenie i uwzglednijmy tylko te elektrony n, ktore odpowiadaja
wigzaniom miedzy atomami wegla w gornej czgdci molekuly, tzn. narysujemy molekule jako

f\_(_'-:)r“'/rﬂ

Po zrobieniu dalszych uproszczen, opisanych w poprzednim artykule, molekula ta moze by¢
przyblizona przez pret, w ktorym niezaleznie od siebie porusza sie 2r+ 10 = N elektronow .
Obliczmy czgstotliwosc Swiatla » (lub lepiej proporcjonalna do tej wielkosci tzw, liczbe falows ),
ktore wzbudza molekule windujac jeden z elektrondw najwyiszego zajetego poziomu na

[(&+)-(&]

’

| -

hy = heV = Exps1=Enja =

hl
8mL?
Jesli srednig dlugoéé wiazania C=C oznaczymy przez /, to dlugosé L molekuly obliczyvmy jako
L=+ (2r+10) = {- N,

S



Gry wielochodowe

Stad

A 2r+11

V= 0mic (r+5)7 °
Jesli obliczyliby$émy ¥ dla molekuly o r = 0, przyjmujac / = 1,5 A, to otrzymaliby$my
¥ = 14 800 cm ', podczas gdy dos$wiadczenie daje v = 17 000 cm ', Obliczmy, jakie
musielibySmy przyjac /, aby otrzyma¢ wynik zgodny z doswiadczeniem. Obliczone w ten sposob /
wynosi 1,4 A. Uzyjmy tak znalezionego / do obliczenia ¥ dla molekul o r = 1,2,3, .... Wyniki
uzyskane z doktadnoscia do trzech cyfr znaczacych zestawiono nastepujgco:

v obliczone v doswiadczalne

-

1] 17 000 17 000
1 14 000 14 100

11 800 12 200
3 10 300 10 700

Widzimy zadziwiajaca, jak na dokonane uproszczenia, zgodno$¢ wynikow teoretycznych

z doswiadczeniem. W wielu innych przypadkach wymagana zmiana / bylaby znacznie wigksza,
a zgodno$¢ z do$wiadczeniem gorsza.

Za barwg zwiazku chemicznego odpowiedzialne sa pochianiane kwanty promieniowania. W ten
sposOb na wyjatkowo prostej drodze udalo nam sig¢ ,,obliczy¢” barwg bardzo skomplikowanych
zwigzkow chemicznych.

Dr Wojciech GUZICKI

W artykule tym zajmiemy si¢ grami dwuosobowymi, rozgrywanymi wedlug
nast¢pujacych zasad:

Dwaj gracze (gracz I i gracz II) wykonuja kolejno, poczynajac od gracza I, ruchy
polegajace na wybieraniu dowolnego elementu z ustalonego zbioru 4. Ten sam
element zbioru 4 moze by¢ wybierany wielokrotnie zarowno przez gracza I, jak

i gracza II.

W ten sposob w kazdym momencie zostaje wybrany ciag skonczony a,,a,, ..., a,
elementdw zbioru A. Przepisy gry sa zbiorem regul méwigcych, czy w danej
sytuacji graczowi, na ktdrego przypada kolej, wolno jeszcze wykona¢ ruch, a jesli
wolno, to jakie ruchy sa dozwolone. Jesli juz mu nie wolno wykona¢ zadnego
ruchu, to mowimy, ze gra dobiegla konica, a jej efekt (tzn. ciag skoriczony

a,, ..., a,) nazywamy partig. Moze si¢ jednak zdarzy¢, Ze obaj gracze grajg tak, ze
w zadnym momencie przepisy gry nie nakazg im zakonczy¢ jej. Wtedy w wyniku
spotkania otrzymamy ciag nieskonczony a,,a,, ..., a,, ..., ktory rowniez bgdziemy
nazywac partig. Kazdy cigg skonczony, bedacy poczatkowym fragmentem partii,
bedziemy odtad nazywac pozycja.

Po zakonczeniu gry powstaje oczywiscie problem, kto dang partiec wygral. Aby
moc zawsze odpowiedzie¢ na to pytanie, dzielimy zbidr wszystkich mozliwych
partii na trzy czgéci: W,, W,, W,. Partia jest remisowa, jesli nalezy do zbioru Wj;
wygrana przez gracza I, jesli nalezy do W,; i wygrana przez gracza II, jesli nalezy
do W,.

W tej czesci artykulu zajmiemy si¢ grami skoniczonymi. Wyjasnijmy, co znaczy

tu termin ,,skoniczona”, Ot6Z gra jest skoriczona, jesli przepisy pozwalaja wykonac
w kazdej pozycji tylko skonczenie wiele roznych ruchéw oraz nie dopuszczaja
istnienia nieskonczenie diugich partii. Przykladem gry skonczonej sq szachy,
zbiorem A bowiem jest zbidr instrukcji dla figur (np. Wb7-b8), natomiast przepis
zapewniajgcy skonczono§¢ kazdej partii stwierdza, ze gra konczy si¢ po
trzykrotnym powtdrzeniu si¢ tej samej sytuacji na szachownicy.

Aby wyjaénié, co to znaczy ,,zapewni¢ sobie zwycigstwo”, zdefiniujemy pojecie
strategii. Strategig gracza I jest dowolna funkcja, ktora kazdej mozliwej pozycji
a,, ..., a, o parzystej (rowniez zerowej) liczbie wyrazéw przyporzadkowuje
jakikolwiek ruch a,,, € A, dopuszczony w tej pozycji przez przepisy gry.
Podobnie strategia gracza Il nazwiemy analogiczna funkcj¢ okreslona dla pozycji
o dlugosci nieparzystej. Strategia jest wigc po prostu funkcja, ktora ,,podpowiada™
graczowi, jak w danej sytuacji ma zagraé¢. ZauwaZzmy nast¢pnie, Ze jesli gracz I
wybierze sobie strategi¢ o, a gracz Il strategi¢ 7, to te dwie strategie jednoznacznie
wyznaczajg parti¢, ktorg rozgrywaja migdzy sobg gracze 1 i 1I. Jej poczatkowymi
ruchami beda: a, = o(9), a, = (a,), a3 = o(a,,a,), as = 1(a,,a,,a;) itd.



Zajmijmy si¢ teraz wylacznie grami nie dopuszczajacymi remisu (tzn. takimi,

dla ktérych W, = @); pdiniej pokazemy, ze przypadek ogdlny tatwo sprowadza
si¢ do powyZszego.

Bedziemy mowic, ze strategia o gracza I jest strategia zwycigska, jesli dla dowolnej
strategii = gracza II partia wyznaczona przez obie te strategie (oznaczmy ja przez
a+7) nalezy do W,. Podobnie 7 jest strategia zwycigska dla gracza II, jesli dla
dowolnej strategii o partia o+t nalezy do W,. Innymi slowy strategia zwycigska
zawsze podpowiada ruch, na ktéry przeciwnik nie ma ,,dobrej” odpowiedzi,

i w konsekwencji gracz grajacy przy pomocy tej strategii musi wygrac¢. To

wlasnie nazywamy zapewnieniem sobie zwycigstwa. Gre nazywamy zdeterminowana
jesli ktory$ z graczy ma strategie zwycigska. PokaZzemy, ze gry skoriczone sg
zdeterminowane. Nie sa takimi jednak wszystkie gry nieskoniczone. Pytanie, jakie
gry nieskonczone sa zdeterminowane, stalo si¢ ostatnio bardzo modne w

w podstawach teorii mnogosci i doprowadzilo do wielu interesujacych wynikdw.
Zajmijmy si¢ teraz grami skoriczonymi. Przede wszystkim pokazemy, Zze w danej
grze skonczonej istnieje tylko skonczenie wiele mozliwych do rozegrania partii.
Fakt ten bynajmniej nie jest oczywisty — wydawac by sie moglo, ze cho¢ nie
istnieje partia nieskoriczona, to moga istnie¢ dowolnie dlugie partie skoficzone,
Okazuje sig, ze tak nie jest.

Oznaczmy w naszej grze przez P zbidr pozycji, w ktérych gre mozna nadal
kontynuowac. Pokazemy najpierw, ze zbior P jest skoniczony. Dowdd
przeprowadzimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Gdyby zbiér P byl
nieskoniczony, to znalazlby sie taki ruch a, € 4, Ze zbidr tych nalezacych do P
pozycji, ktore zaczynaja sie ruchem a,, bylby tez nieskorficzony. Wynika to z tego,
e istnieje tylko skoniczona liczba mozliwoéci wykonania pierwszego ruchu
(stosujemy tu réwniez nast¢pujgca zasadg: jesli zbiér nieskonczony podzielimy

na skoniczenie wiele czesci, to jedna z nich jest nieskoniczona; zasade t¢ juz

raz zastosowaliSmy powyzej, aby pokaza¢, ze kazda partia szachowa musi by¢
skoniczona). Nast¢pnie znajdujemy a, € 4 taki, Ze istnieje w P nieskorniczenie
wiele pozycji, ktore zaczynaja sie ruchami a, i a,. W ten spos6b postepuja dalej,
tworzac ciag nieskoniczony a,,a,, ..., a,, ..., ktérego wszystkie poczatkowe
pozycje naleza do P, a wigc nie s pozycjami koficowymi w naszej grze.
Skonstruowali§my wigc parti¢ nieskorniczenie dtuga, co jednak wykluczajg przepisy
gry. Zbiér P jest zatem skoriczony (oczywiscie, $cisty dowdd powinien byé
przeprowadzony przy zastosowaniu zasady indukcji matematycznej — Czytelnik
zechce to zrobi¢ sam). Poniewaz kazda pozycja w naszej grze powstaje z pewnej
pozycji nalezacej do P poprzez wykonanie tylko jednego ruchu, wigc istnieje tylko
skonczenie wiele wszystkich pozycji (przypominamy, ze dang pozycjg mozna
przedluzy¢ tylko na skoniczong liczbg sposobdw).

Mozemy juz teraz pokazac, ze kazda gra skonczona jest zdeterminowana. Niech N
bedzie liczba naturalna parzysta, wigksza od dhugosci kazdej partii naszej gry.
Oznaczmy przez A(a,, ..., a,) zbiér ruchéw mozliwych do wykonania w pozycji

o G o)

Zapiszmy teraz, co to znaczy, Ze gracz I ma strategi¢ zwycigska:

[a,e W, v (a;, @) e Wy V ... ¥

a, € A(e) are A(ay) a3 € A(@y, ;)  an € A(ay, ++ -, aN-1)
Vv (ay, ..., ay) € Wy].

Jesli nie jest prawda, ze gracz I ma strategi¢ zwycigska, to stosujac prawa de
Morgana otrzymamy

l[a, ¢ Wy A (ay,@) W A ... A

ay & A(@) a; & Ala,) a3 €d(ay, a;) i an € A(@1. * -y ANwi)
A (ale ’aN) é Wl]

Jednakze sposrdd ciagow a,, (a,,a,), ... oraz (a,, ..., a,) jeden musi by¢
zakonczong partia, bo N jest wigksze od dlugosci wszystkich partii. Zatem musi
on naleze¢ do W, (bo nie nalezy do W,).

Stad mamy

[a,e W, V (a,,a)e W, v ... V
ay € A(®) az € A(@)) as € A(ay, 82)  ax € A(ay, * -+ Axa)
V (ay, ..., ay) € W,].

Ale to oznacza, ze gracz Il ma strategi¢ zwycigska. PokazaliSmy wiec, Ze istotnie
jeden z graczy ma strategie zwycigska, czyli ze nasza gra jest zdeterminowana.
Powréémy teraz do gier dopuszczajacych remis. Niech wiec W, # @.
Rozwazmy dwie pomocnicze gry: jedng, w ktorej polozymy Wi = W, u W,

i W, = W,, oraz druga, w ktérej W' = W, i W3 = W, u W,. Obie te gry sa
zdeterminowane. Mozliwe s3 zatem nast¢pujace przypadki:

1. Gracz I ma strategi¢ zwycigska w obu pomocniczych grach. Wtedy istnieje
strategia pozwalajaca mu wygraé gre, ktéra mamy rozwazaé (mianowicie
strategia zwycigska w drugiej grze pomocniczej).
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2. Gracz II ma strategi¢ zwycigska w obu pomocniczych grach, ma zatem
strategi¢ zwycigskg w rozwazanej grze.

3 Gracz I ma strategi¢ zwycigska w pierwszej grze pomocniczej, a gracz I1

w drugiej. Wtedy te dwie strategie pozwalaja tym graczom zremisowac rozwazang
gre.

Przypadek ostatni, gdy gracz I ma strategi¢ zwycigska w drugiej grze pomocniczej,
a gracz I w pierwszej, jest, jak latwo si¢ przekona¢, niemozliwy. Kazda zatem gra
skoniczona jest albo zdeterminowana z korzyscig dla ktérego$ z graczy, albo jest
gra remisowa. Watpliwe jednak, czy kiedykolwick bedziemy wicdzieli, do ktdrej

z tych grup naleza np. szachy, a w kazdym razie ani Fischer ani Karpow

nas o tym nie przekonaja.

Z punktu widzenia matematyki, gry skonczone nie sg ciekawe. Nastgpnym razem
zajmiemy si¢ problemem gier nieskonczonych.

“arlo (D Dr Ryszard ZIELINSKI
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Zacznijmy od bardzo latwego zadania z rachunku prawdopodobienstwa.

Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Obliczy¢ prawdopodobiensiwo p tego, ze na kazdej
z trzech monet otrzymamy ten sam wynik. Zwykle takie zadania rozwigzuje si¢ w znany sposob.
Umawiamy si¢ mianowicie, Ze monety zostaly ponumerowane, i okreslamy zbior zdarzen
elementarnych jako zbior wszystkich uporzadkowanych tréjek (m,, my, mn3), gdzie m; oznacza
orla lub reszke na i-tej monecie. Z zaloZenia o symetrycznosci monet kazde z tych zdarzen jest
jednakowo prawdopodobne. Wszystkich zdarzen jest osiem, zdarzen za$ sprzyjajacych — dwa

1
(zdarzenia: orzel-orzel-orzel i reszka-reszka-reszka), otrzymujemy wigc p = A

A oto inny sposdb rozwiazania naszego zadania. Podrzucamy do gory trzy symetryczne monety,
a gdy spadna, sprawdzamy, czy na wszystkich trzech mamy orla lub na wszystkich trzech reszke.
Jezeli tak, odnotowujemy wynik naszego doswiadczenia jako sukces i powtarzamy rzut.
Przypusémy, ze wykonaliSmy n rzutdw i ze k razy zaobserwowalismy sukces. Za przyblizone

k
rozwigzanie zadania przyjmujemy stosunek e

Otrzymane w ten sposob oszacowanie rozwigzania bedziemy oznaczali p lub, gdy bedzie nam A
zalezalo na podkresleniu, Ze oszacowanie otrzymano na postawic n doswiadczenn — symbolem p .

ik o : : ;
Mamy wi¢c w naszym przypadku p = = Opisany sposob rozwigzywania zadania wyglada na

pierwszy rzut oka nic bardzo powaznie i trudno jest wyobrazi¢ sobie powazny egzamin maturalny,
podczas ktérego uczniowie podrzucaja do gory monety, albo powaznych i wielce uczonych
fizykow, ktorzy w ten sposob obliczaja rozmiary projektowanych reaktorow jadrowych. Nieco
zaskakujacy, ale prawdziwy jest fakt, e tego rodzaju metody rachowania — zwane powszechnie
metodami Monte Carlo — wymyslono wiasnie dla fizykow, ktorzy w korcu drugiej wojny
dwiatowej rozwigzywali nowe i trudne zadania z zakresu fizyki atomowej; a z powstaniem tych
metod zwigzane sq nazwiska tak wybitnych uczonych, jak John von Neumann i Stanistaw Ulam,
Wrocimy do tych spraw pozniej, a na razie spojrzmy na jeszcze jedno zadanie.

W XVIII wieku przyrodnik francuski G. L. Buffon rozwazal nastepujace zadanie. Poliniujmy
powierzchnig stolu réwnoleglymi prostymi tak, aby odleglosci miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
prostymi byly rowne L. Na ten stol bedziemy rzucali losowo (,,na chybil-trafil”) igl¢ o dlugosci

! < L. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo p zdarzenia polegajacego na tym, ze igla przetnie
ktoras z prostych narysowanych na stole.

Podobnie jak poprzednio rozwiazemy najpierw to zadanie dokladnie, korzystajac przy tym z
poje¢ prawdopodobienstwa geometrycznego (por. «Deltan, 1975, 6).

WprowadZmy nastepujace oznaczenia: x — odleglos¢ srodka igly od najblizszej prostej, ¢ — kat
ostry, jaki tworzy igla z prosta prostopadla do linii marysowanych na stole. Mamy wigc zawsze

L :r. s
0<x< 5 oraz 0<gp=< 3 (rys. 1 i 2). Rzucanie igly ,,losowo’ na stol bedziemy rozumieli

w ten sposob, ze punkt (x, ) ma rozklad jednostajny na prostokacie zakres:kowanym na rys. 3.
Mowiac niezbyt dokladnie: fakt, ze igla moze z jednakowym prawdopodobienstwem upas¢ na

* kazdy punkt stolu i mie¢ przy tym z jednakowym prawdopodobiefistwem kazdy kierunek (to jest

wlasnie tres¢ intuicyjna powiedzenia, ze igla jest rzucana ,,Josowo™), interpretujemy jako fakt,
ze punkt (x, ¢) pojawia si¢ losowo, z jednakowym prawdopodobiefistwem, w kazdym miegjscu
okreslonego wyzej prostokata.

Dalsze rozwigzanie jest juz latwe. Przecigcie igly z linig narysowana na stole nastgpuje wiedy

I I
i tylko wtedy, gdy x < 5 cos g (rys. 2). Zbior tych par (x, ¢), dla ktorych x < 5 oS P,

zakreskowano na rys, 4. Zgodnie z zasadami rachowania prawdopodobienstw g_enmetrycznych,
prawdopodobiesistwo interesujacego nas zdarzenia jest rowne stosunkowi pol figury
zakreskowanej na rys. 4 do pola calego prostokata i wynosi

M P=3L -

S
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Ldanie: , Naleiy oczekiwaé, e dwa jadra
uranu w ogole nie moga ulec fuzji ¥
potencjal wzajemnego oddzialywa 251 juz
prawdopodobniec dodatni (co odpowiada
odpychaniu) w calym zakresic wzglgdnych
odlegloici.” powinno byé zastapione przez
#danie: ,,Naleiv oczeki . #e dwa jadra uranu
w ogdle nie moga ulec fuzji, gdy? potencjal

wzajemnego oddzialywania jest
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Bardzo przepraszramy Autorke i Czytelnikow

Sztuka wygrywania

(5,-—5 =2, 2
0, 0 1,—1}

«« macierz” gry 2 x 2 o sumie zerowej

B C
B (1,1 50
Cc \os5 22

~macierz’’ gry 2% 2 o sumie niezerowej

Buffon rozwiazywal to zadanie rzucajac » razy igla na sté! i zliczajac liczbe k tych przypadkow,
ke
w kiorych igla przecigla ktoras$ z linii. Otrzymal wynik p = e Zapiszmy wzor (1) w postaci

2
(2) Ty
e ; ; . : s s e K
Jezeli teraz po prawej stronie wzoru (2) wpiszemy zamiast p oszacowanie tej wielkosci j = -
i jezeli potraktujemy (2) jako okreslenie liczby =, otrzymamy oszacowanie 7 tej wiasnie liczby

. 2in
3='EE:'.

(3)

Znajac /, L i dysponujac oszacowaniem p prawdopodobiefistwa p uzyskamy oszacowanie 7
znanej skadinad liczby n!

Eksperyment Buffona byt wielokrotnie powtarzany i uzyskiwano zadziwiajaco dobre wyniki.
Niech Czytelnik zechce sam sprawdzi¢ taki sposob szacowania liczby . Uzyskany wynik mozna
porownac z bardzo dokladnym przyblizeniem 7 = 3,141592653589793... (liczbe = z dokladnoscia
do 100 000 cyfr po przecinku znaleZé mozna w pracy Shanksa i Wrencha Caleulation of n to

100 000 decimals, opublikowanej w czasopi$mie «Mathematical Computer», 16 (1962), 76-99).

W zwigzku z tym sposobem rachowania nasuwa sie kilka pytar:

A

1) Czy zawsze oszacowanie p, jest zbieine z szacowana wielkoscia p, gdy n — 0 7. 2) Jaka jest
doktadnos¢ oszacowania, tzn. co mozna powiedzie¢ o wielkosci roznicy |pa—p|?

Na pytania te postaramy si¢ odpowiedzie¢ w kolejnych artykulach po§wieconych metodom
Monte Carlo. Wyjasnijmy w nich oczywiscie rowniez, skad bierze si¢ nieco niezwykla nazwa
,»metoda Monte Carlo” dla takiego sposobu rachowania. Podamy przyklady zadan, ktore
rozwiazuje si¢ tymi metodami, Opowiemy réwniez o tym, jak mozna opisane wyzej eksperymenty
przeprowadza¢ na komputerze; okazuje sig, ze wspolczesny komputer moze ,,wykonaé™ dziesiatki
tysigcy rzutdéw moneta w ciggu sekundy, a takie liczby eksperymentow daja juz zwykle
dostatecznie dokladne oszacowania poszukiwanych wielkosci. Chetnie rowniez odpowiemy na
pytania Czytelnikéw dotyczace omawianych metod Monte Carlo,

Dr Tadeusz B. ININSKI

Konflikt intereséw nie zawsze polega na tym, ze w kazdym jego rozstrzygnieciu
jedna strona moze zyska¢ dokladnie tyle, ile druga musi stracié. Rokowania
handlowe sa przykladem gry, w ktdrej Zadna ze stron nie ma zamiaru traci¢;
konflikt intereséw polega na tym, 2e kazda ze stron chce zyskaé jak najwiecej.
Rozwazany w poprzednim odcinku ,,Sztuki wygrywania” («Delta», 1975, 5)
dylemat wigZnia byt przykiadem konfliktu, w ktérym zadna ze stron nic nie moze
zyska¢, a kazdy z graczy dazy do tego, by stracié jak najmniej. Modelami
sytuacji tego typu sa

to znaczy gry, w ktorych wyplaty obu graczy odpowiadajace okreslonym wyborom
strategii nie musza dawa¢ w sumie zera. Gry tego rodzaju opisujemy przy pomocy
,»macierzy wyplat”, ktérej elementami s pary liczb: wyplaty obu graczy
odpowiadajace parze wybranych przez nich strategii. Pierwsza liczba takiej pary
oznacza wyplate gracza I, druga — wyplate gracza II. Jak juz pokazywalismy
(dylemat wigZnia), w grach tego rodzaju kierowanie si¢ zasada maksymalizacji
wlasnego zysku bez ogladania si¢ na partnera prowadzi czasem do wynikéw,
ktére sa w gruncie rzeczy najgorsze z mozliwych. W grze opisanej podana obok
s»macierza wyplat” gracze postugujacy si¢ taka zasada wybiora oczywiscie parg
strategii (B,B) — i bardzo na tym stracg. [Kto to lubi, moze tej grze przypisac
nast¢pujaca fabule: w miasteczku s3 dwie male piekarnie, ktérych wlasciciele
bardzo si¢ nie lubig i unikajg jakichkolwiek kontaktéw. Strategia B oznacza
decyzj¢ o wyprodukowaniu samych bulek, strategia C — samego chleba. Ze
wzgleddw technicznych zadna z piekarni nie moze tej samej nocy wypiekaé

i bulek, i chleba. Jesli obie rzuca na rynek bulki, zysk netto kazdej z nich wyniesie
po 1J (J = jednostka obliczeniowa). Je§li kazda z nich wyprodukuje co innego,
zysk na wypieku chleba wyniesie 5J, natomiast produkcja bulek da tylko zwrot
kosztéw: zysk netto wyniesie 0J. Jesli obie wyprodukuja chleb, zarobia po 2J].
Wystapmy wobec graczy w roli arbitra — bezstronnego sedziego, na ktérego
zdanie zdaja si¢ obaj bez zastrzeze.. Co mozemy doradzié? Jedno wyjscie jest
oczywiste: jesli obaj zgodza si¢ stosowaé systematycznie czysta drugg strategie,
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to w rezultacie obaj zyskaja. Czy jednak rozsadny arbiter nie moze zaproponowac
korzystniejszego wyjscia?

Zastanowmy sig¢, co by byto, gdyby obaj gracze zaczeli stosowacé strategie mieszane,
jednak w sposob catkowicie losowy. [W interpretacji piekarniczej oznaczaloby to,
e kazda piekarnia zmienia rodzaj produkowanego pieczywa, ale nie uzgadnia

tych zmian z firma konkurencyjna].

Zalézmy, ze I stosuje strategi¢ B z czgstodcia p, a strategie C — z czg¢stodcia | —p;
gracz II natomiast stosuje B z czgstoscia g, a C — z 1 —gq. Jesli przez x(p, q)
oznaczymy przeci¢tng wyplat¢ gracza I odpowiadajaca zastosowaniu przez nich
takich mieszanek, a przez y(p, g) — odpowiednig przecigtna wyplatg gracza II, to

(x(p, 9), y(p, 9)) = pq(1,1) +p(1—g)(5,0) +4(1 —p)(0,5) + (1 — p)(1 — 9)(2,2),
skad
x(p, q) = 3p—29—2pq+2,

¥(p.q) = 3q—2p—2pq+2,

gdzie 0 < p < 1, 0 < ¢ < 1. W interpretacji geometrycznej para (p, q) jest
dowolnym punktem kwadratu jednostkowego K(zob. rys.), natomiast
odpowiadajaca jej para (x(p, q), ¥(p, g)) — dowolnym punktem obszaru W w prawej
czgéci rysunku. Zbiér W nazywa si¢ niekooperacyjnym obszarem wyplat dane;j gry.
Dla uruchomienia wyobrazZni: obszar W powstaje z kwadratu K przez zagiecie

rogu wzdluz kolorowej linii e oraz symetrig i takie rozciagniecie otrzymanego
pieciokata, by obrazami punktéw 4, B, C, D, Ei F w K byly oznaczone tak samo
punkty obszaru W; obrazem e jest narysowana kolorem krzywa e stanowigca

cze$é brzegu W. Odcinek e jest podzbiorem prostej o rownaniu

1
p+q==§.

Jesli (w roli arbitra) uwaznie przyjrzymy si¢ rysunkowi, to z latwoécia dojdziemy
do wniosku, Ze mozemy graczom proponowac takie tylko pary strategii mieszanych,
ktore leza na odcinku e. Ka2da taka para daje bowiem kazdemu graczowi nie
mniej, niZ jest on w stanie zapewni¢ sobie sam, a przy tym dla kazdej wyplaty
odpowiadajacej takiej parze nie mozna podaé¢ w zbiorze W wyplaty, ktéra bylaby
lepsza dla obu graczy jednoczesnie. Kt6rg jednak z takich par strategii
zaproponowac¢? Tu moZna postuzy¢ si¢ zasada symetrii: gra jest jednakowa

z punktu widzenia kazdego z graczy. Nie widaé¢ wigc Zadnego powodu, by
rozstrzygnigcie arbitrazowe faworyzowalo ktoregokolwiek z nich — proponujemy
wigc, azeby kazdy z nich stosowal strategi¢ mieszana (1/4, 3/4), tzn. przecigtnie raz

na cztery gry stosowal B. Wtedy p = g = %oraz

1 1 1. 1 1 3 3 9 1
x(1’2)=y(3’2)‘ﬁ'”‘iﬁ°° “ g S

i kazdy z nich, wygrywajac czasem 0, czasem 1, czasem 2 i czasem 5
(z odpowiednimi czestoéciami), zarobi przecigtnie 2-:;. [Nasi piekarze moga wiec,

unikajac jakichkolwiek pertraktacji i uzgodnien, zapewnié¢ sobie $rednio okolo
2,137, jesli tylko zaufaja arbitrowi i beda losowo zmienia¢ rodzaj pieczywa, tak
aby przcciqtme 25/ ich wyrob6w stanowity bulki]. Okazuje si¢ jednak, ze
proponujac to rozwigzanie jeszcze nie wyw:qzahémy sie z roli arbitra najleplc_],
mozemy bowiem zaproponowaé rozwigzanie, ktére kazdemu z graczy przyniesie

wigkszg niz 2-§-przeciqtnq wygrang. Zobaczmy bowiem, co by bylo, gdyby

zaproponowac takie rozwiazanie, w ktérym zmiany strategii poszczegdlnych graczy
s3 uzgodnione: stosowane przez nich strategie mieszane nie sa niezalezne.
Przypu§émy, ze zaproponowali§my nastepujgce rozwiazanie: gracz I stosuje
strategi¢ B z czesto$cia p, gracz II stosuje strategi¢ B z czgstodcig 1—p i przy tym
zawsze strategie ich sg rézne. W takiej sytuacji wyplata przecigtna gracza |
wyniesie

p-0+(1=p)-5=5-"5p,
a wyplata gracza II

(I=p):0+p-5 = 3p.

Widaé wige, ze wyplaty przecigtne ukladaja sig na odcinku laczacym punkty (5,0)
i (0,5) na rysunku obok, a wiec le2a poza zbiorem W1

11



Zob. artykul o zbiorach wypuklych, str. 3.

Jesli p < ; lub p > ‘; to propozycja taka bedzie nie do przyjecia dla jednego
z graczy: bedzie mu dawala mniej, niZz sam jest sobie w stanie zapewnié (tzn.
mniejniz 1). Dlap e < ; ;E > kazda taka propozycja jest optymalna w tym
sensie, ze daje kazdemu z graczy nie mniej, niZ jest sam w stanie sobie zapewnié,
i nie istnicje propozycja lepsza jednoczesnie dla obu z nich. Ponadto, wspomniana

% o : = 1
wyzej zasada symetrii nakazuje przyjacp = 5

zadnego z graczy i jest dla kazdego z nich lepsza niz poprzednio zaproponowane

Taka propozycja nie faworyzuje

’ : ; ; ; ; 1
rozwigzanie arbitrazowe; zapewnia kazdemu $rednia wygrana wynoszaca 2 7"

[Nasi piekarze winni wigc np. codziennie zmieniaé gatunek pieczywa — w taki
jednak sposéb, by jeden piek! butki wtedy i tylko wtedy, gdy drugi piecze chleb.
Oznacza to, Ze nawet z czysto ekonomicznego punktu widzenia powinni odrzucié

w kat niechgei i nawigza¢ pewna wspoélprace].

Czy na tym koniec? Tyle razy ulepszaliémy proponowane rozstrzygnigcie
arbitrazowe, ze moZna watpié, czy i podancgo ostatnio nie da si¢ poprawi¢. Chcac
wywigzac¢ si¢ w pelni z roli arbitra musrmy to sprawdzi¢. Wiemy juz, ze przy

w pelni niezaleZnym stosowaniu strategii mieszanych uzyskujemy wyplaty
wypelniajace niekooperacyjny obszar wyplat. Wiemy tez, Ze odrzucajac warunek
niezalezno$ci mozemy otrzymywaé wyplaty spoza tego obszaru Zbadajmy wigc,

jaki jest zbiér W, wszystkich mozliwych wyplat odpowiadajacych niekoniecznie !
niezaleznym strategiom mieszanym. Zbidr ten nazwiemy kooperacyjnym obszarem
wyplat,

W tym celu zauwazmy przede wszystkim, Ze do kooperacyjnego obszaru wyplat
bedzie nalezala kazda para wyplat postaci

(*) (x) J’) = al(lsl) +G-2(5,0)+13(0,5) +G4(2,2),

gdzie o, +a;+as+as = 1 i wszystkie o; s nieujemne. Rzeczywiscie, rownosé (*)
oznacza, Ze X i y sa wyplatami oczekiwanymi przez graczy przy realizacji
nastgpujacej umowy: ,,Z cze¢stoscia &, obaj stosujemy B; z czestoscig a, gracz I
stosuje C, a gracz II stosuje B; z czgstoscia a; I stosuje B, a Il -— C: w pozostalych
przypadkach (tzn. z czgstoscig a,) obaj stosujemy C”.

Poniewaz za$ kazda umowa o uzgodnieniu strategii musi by¢ tej postaci, to

wynika stad, ze réwnosci postaci (*) opisuja wszystkie pary wyplat nalezace

do W,. Z drugiej strony réwnos¢ (*) oznacza, ze wyplata (x, y) nalezy do
uwypuklenia zbioru zlozonego z czterech par wyplat odpowiadajacych zastosowaniu
przez obu graczy strategii czystych. Poniewaz za$§ kazda para wyplat za
zastosowanie strategii czystych nachy réwniez do niekooperacyjnego obszaru
wyplat W i uwypuklenie W musi zawieraé w sobie uwypuklenie kazdego swego
podzbioru, to

*%) W, CconvW,

gdzie conv W oznacza uwypuklenie zbioru W.

Zauwazmy jeszcze, Ze jeSli dwa punkty (x,, y,) oraz (x,, y,) naleza do
niekooperacyjnego obszaru wyplat, to caly odcinek laczacy te punkty nalezy do
kooperacyjnego obszaru wyplat W,. Wynika to z prostego przeliczenia. Jesli
bowiem (x, y) jest punktem tego odcinka, to istnieje liczba t € 0, 1) taka, Ze

{x’ }') = t(xl . y1)+(1 ""t)(st yl)'
Jesli wige zalozymy, Ze (x;, y;) jest wynikiem niezaleZznego stosowania strategii
mieszanych (p;, 1 —p,;) gracza I oraz (g;, 1 —¢;) gracza II (i = 1, 2), to
(x1,31) = py ¢1(1L,1) +p, (1 —¢,)(5,0) + (1 —p,)q,(0,5) + (1 —p,) (1 —¢,)(2,2) =
= a;(1,1) +a5(5,0) + 23(0,5) + 24(2,2), )
gdzie u; = p, ¢, itd. Wyplate (x,, y,) mozna analogicznie zapisa¢ w postaci

(xi > .Vz) = ﬁt (1’1) +62(550) +ﬂ3(0’5) +ﬁ4(212)
Stad

(x, ») = [ta, + (1= 1)B,1(1,1) + [rer, + (1 = £)B2)(5,0) + [roe5 +(1—-1)f5](0,5) +
+ [t +(1-1)B41(2.,2).
Poniewaz za§ o, +a, +a3+ag = 1 = f; +f,+B3 +p, (proszg to sprawdzic), to
réwniez suma liczb w nawiasach kwadratowych jest jedynka, wynosi bowiem
t(ay +a+as+o)+(1—1) (B +82+3+pa) = t+(1-1),
i wobec tego
(x,y) e Wy;



punkt (x, y) nalezy do kooperacyjnego obszaru wyplat. Wynika stad, ze

(2*7%) conv W C W,.
Z zawieran (**) i (***) wnioskujemy, Ze
conv W = W,,

i otrzymujemy nastepujace twierdzenie;

Kooperacyjny obszar wyplat jest uwypukleniem niekooperacyjnego obszaru wyplat.
Jest ro przy tym zbior wszystkich wyplat mozliwych do uzyskania w danej grze.

Z twierdzenia tego wynika, Ze podane przez nas ostatnie rozwigzanie arbitrazowe
jest w istocie najlepszym z mozliwych do zaproponowania.

[Gdyby piekarze znali to twierdzenie, to nie musieliby uciekac si¢ do arbitrazu.
Kazdy z nich moglby sobie obliczy¢, ze najlepsze rozwigzanie, jakie moze
zaproponowac najlepszy nawet arbiter, to zastosowanie uzgodnione;j strategii

s 1 i | . ;
,»»(B, C) z czgstoscig a; =  oraz (C, B) z czestodcig a3 = 5 1 wyciagnaé stad

wnioski praktyczne: podja¢ rokowania, uzgodnic, Ze stosuja t¢ wlasnie strategie,
i ustali¢ sposéb jej realizacji).

Dr Jan A. GAJ

Proponuje Wam dzisiaj wycieczke na peryferie fizyki, ku jej granicom z naukami
o organizmach zywych. Spacer to niewatpliwie zdrowy w czasach, gdy waska
specjalizacja zaczyna stanowi¢ realne niebezpieczenstwo dla swobody mysli
tworczej naukowca. Prawo Webera—Fechnera zajmuje si¢ zwigzkiem migdzy
wrazeniem W a wywolujgcym je bodZzcem B. Zauwazmy od razu, Ze nie bedzie
to zalezno$¢ liniowa: te same przyrosty bodzca dadza roZne efekty w zaleZnosci
od wielkosci bodZca juz dzialajacego; nagroda pieni¢zna wysokosci np. 1000 zt
zrobi zupelnie inne wrazenie na przecigtnym studencie niz na dyrektorze fabryki.
Aby przej$é do konkretéw, sformulujemy rozwazane prawo w sposob nastepujacy:
Wrazenie W wywolane bodzcem B jest proporcjonalne do logarytmu wielkosci
bodZca. Wzorem zapiszemy to tak:

W=A4 1og-B£. (1)
0

Nalezy jeszcze dodac¢ uzupelnienie, ze dla B < B, wzor (1) zastepujemy réwnoscia
W = 0 (wrazenie nie moze by¢ ujemne). Widac juz, ze B, jest progowa wartoScig
bodzca — bodziec musi przewyZszaé B,, aby wywola¢ jakiekolwiek wrazenie. Na
przykiad ucho ludzkie nie styszy dZzwigkéw o cisnieniu akustycznym ponizej
pewnej wartosci. Stysz¢ juz, jak zwolennicy ,,czystej fizyki” mowia z pogarda:

A jednak wrazenie da si¢ mierzy¢, jak kazda ,,przyzwoita” wielkos¢ fizyczna.
Zauwazmy przede wszystkim, Ze mamy znakomita naturalng jednostke: najmniejszy
zauwazalny przyrost wrazenia. Ogladajac po kolei dwa zrédla swiatla kazdy

potrafi powiedzie¢, czy uwaza je za $§wiecgce rownie jasno, czy tez jedno $wieci
jasniej od drugiego. Po to, Zzeby roZnica jasnos$ci dala si¢ zauwazaé, nie moze byé
dowolnie mala, lecz musi przewyzszaé pewna minimalng warto$¢. Zaréwno
istnienie progu czulosci naszych zmystow, jak i podana wyzej wlasnos¢
»kwantowania’ wrazen wynikaja z budowy systemu nerwowego: przekazywanie
informacji nie odbywa si¢ w nim jak w sieci telefonicznej, gdzie sygnal moze by¢
silniejszy lub slabszy, ale na zasadzie ,,wszystko albo nic” — nerw pobudzony za
stabo nie przekazuje w ogdle sygnatu, jesli natomiast pobudzi¢ go silniej,
przekazuje sygnat o wielkosci standartowej, niezaleznej od sily pobudzenia.

Tu mozna zapytac: Jak wigc potrafimy odrézniac bodzce silniejsze od slabszych?
Zastandwcie si¢ sami.

Mamy juz jednostk¢ — nazwijmy ja NP. Teraz trzeba poda¢ metod¢ pomiaru
wrazenia wywolanego np. przez okreslony dzwigk. Oczywiscie jesli nic nie styszymy,
W = 0. Wytwarzamy teraz najstabszy styszalny dzwigk. Wrazenie wyniesie wtedy
W = 0+NP = NP. Z kolei wytwarzamy najstabszy dzwigk, o ktorym mozZemy



* Zardwno historycznie, jak i logicznie jest 1o

pierwotna forma prawa Webera—Fechnera
w stosunku do wzoru (1). Z przeprowadzonego
powyzej rozumowania wynika, ze wzor (1)

spelnia warunek proporcjonalnosci przyrostu
bodica do wartoici istniejgcej. Okazuje sig,

e istnieja takze zaleznosci o innej niz (1)
postaci, spelniajace ten warunek. Jest to
bardzo int j dnieni b

jednak poza ramy tego artykulu.

wy

one

powiedziec, ze jest silniejszy od poprzedniego. Wywola on wrazenie W = NP +
+NP = 2 NP. Kolejno wytwarzamy tak diwigki o wrazeniu 3NP, 4NP itd., az
dojdziemy do dZwigku réwnie silnego jak badany, ustalajac w ten sposob liczbe
,.cegielek” NP odpowiadajacych wrazeniu wywolanemu przez badany dzwiek.

A wigc mozna mierzyé wrazenie !

Wielu z Was powie w tym miejscu:

Mimo wszystko nie wydaje si¢ to precyzyjne. Jednostka NP jest okreslona

W sposob, ktory nie gwarantuje jej stalosci przy zmianach pory dnia, pogody czy
wreszcie czlowieka, ktdrego poddajemy badaniom. Przy dodawaniu wielu matych
jednostek NP niedokladno$¢ wyniku jeszcze si¢ powigksza.

To prawda. Jest to jednak cena, jaka placimy cheac stosowaé pojecia fizyczne do
tak skomplikowanego tworu, jakim jest czlowiek. Poza tym niedokladno$é te
mozna znacznie zmniejszy¢ stosujac metody statystyczne — prowadzac badania
wielokrotnie w réznych warunkach z réznymi ludZmi.

Okreslimy teraz, o jaka warto$¢ 4B musi wzrosnaé bodziec B, aby dalo sie to
zauwazyé, czyli aby wywola¢ jednostkowa zmiang wrazenia NP. Przeksztalcamy
w tym celu réwnos¢ (1) do postaci:

) B'= B,-10%4,
Przy wzroscie B o AB, W wzrasta o NP:
3) B4+AB = B, - 100W+NPyA4

Proste przeksztalcenie algebraiczne wzordw (2) i (3) daje:

AB = B(10%Fi4 1),
co mozna odczyta¢ nast¢pujaco: najmniejszy odczuwalny przyrost bodica jest
proporcjonalny do wielkosci bodica juz dzialajacego. Otrzymana forma prawa
Webera-Fechnera jest wygodna do sprawdzania do$§wiadczalnego, nie wymaga
bowiem skomplikowanej procedury pomiaru wrazenia*. Mozemy wigc juz
rozpoczac

Po zaopatrzeniu si¢ w czlowieka dajemy mu do reki jaki$ przedmiot, np. pusta
litrowa butelke, i kazemy mu zamkna¢ oczy. Nastgpnie obciazamy trzymany przez
niego przedmiot dodatkowym niewielkim cigzarkiem o cigzarze P i okreélamy,

przy jakiej najmniejszej wartoSci AP badany zauwazy zwigkszenie cigzaru. To samo
powtarzamy przy innej wartosci cigzaru P trzymanego przedmiotu. Najprosciej
zrealizowa¢ to uzywajac butelki napelnianej woda w réznym stopniu. Najlepiej
obcigzac ja drobnymi przedmiotami zawieszonymi na niej na nitce (nitke do
butelki moZna przylepi¢ plastrem). Poczatkowo trzymamy przedmiot nieznacznie
uniesiony, tak aby nitka nie byla napieta, a nastepnie ostroznie opuszczamy go.
Przy badaniu, czy 4P jest proporcjonalne do P, nie musimy wyraza¢ ich w tych
samych jednostkach. W razie trudnosci z wazeniem matych przedmiotéw mozemy
uzy¢ jednakowych monet do zawieszania i wyraza¢ 4P w jednostkach cigzaru
jednej monety. Sporzadzajac wykres 4P w zaleznosci od P moZemy ocenié, w jakim
stopniu proporcjonalno$é jest spelniona. Oczywiscie musimy pamietaé, Ze robige
doswiadczenia tylko na jednej lub paru osobach i nie rozporzadzajac odpowiednio
duzym materialem statystycznym otrzymamy wyniki malo dokladne i w jakis
sposob zdeformowane. Sprawdzenie zgodnosci tych wynikéw z prawem Webera—
Fechnera moze wigc by¢ w zasadzie jedynie jakoSciowe. Pozostaje jeszcze pytanie:

Owszem, i to niemale. W kazdym radioodbiorniku i telewizorze do regulacji sily
glosu sluzy potencjometr logarytmiczny, w ktérym kat obrotu jest proporcjonalny
do logarytmu napigcia na wyjéciu potencjometru. W ten sposob (patrz wzor (1))
osiggamy réwnomierng zmian¢ wrazenia stuchowego przy obracaniu gatka
potencjometru. Uzywajac zwyklego, liniowego potencjometru obserwowaliby$my
przy malych katach bardzo szybki wzrost wraZenia, a nastgpnie bardzo wolna
zmienno$é (patrz wykres).

Drugi przyklad — az ze Starozytno$ci — to wielkosci gwiazdowe wprowadzone
przez astronomow na cale wieki przed pomiarami natezenia $wiatla gwiazd.
Okazalo sig, ze kolejnym wielko$ciom gwiazdowym (ktdre astronomowie starali

si¢ okresli¢ wedtug réwnomiernie zmieniajacego si¢ wrazenia jasnoéci) odpowiadaja
wartosci natgzenia Swiatla tworzace postep geometryczny. Chwila zastanowienia
upewnia nas, ze wlaénie tak by¢ powinno, jesli wzér (1) ma by¢ stuszny.
Zatwardziatym sceptykom poddaj¢ pod rozwage przyklady: znormalizowanych
formatéw papieru, nieco naciggany (?) skali muzycznej oraz dodatkowa propozycje
do$wiadczalnego sprawdzenia prawa Webera-Fechnera przez poréwnanie smaku
roztwordw cukru o réznym stezeniu. PomyS$lnych do$wiadczen.



™Maota delld

,,Gdyby cala nauka miala ulec zniszczeniu w jakim$ kataklizmie i tylko jedno
zdanie mozna by uratowa¢ od zaglady i przekazaé nastgpnym pokoleniom, jakie
zdanie zawieraloby najwigksza liczbg informacji w mozliwie najmniejszej liczbie
stow?”’.

Pytanie takie zadat sobie wielki fizyk wspolczesny, Richard P. Feynman. Jego
odpowiedzZ brzmi:

,, Wszystko sklada si¢ z atoméw — malych czastek poruszajacych si¢ bezustannie,
przyciagajacych sig, gdy sa od siebie nieco oddalone, odpychajacych si¢ za$, gdy je
zbytnio $cie$nic”.

Roéznorodne substancje skladaja si¢ z roznych atomoéw. Istniejg atomy Zelaza,
tlenu, wodoru, wegla itd. Niektdre substancje zbudowane sg z kilku réznych
rodzajow atoméw, polaczonych w uklady zwane czasteczkami. Woda na przyklad
sklada sig¢ z czasteczek zbudowanych z dwéch atomdéw wodoru i jednego atomu
tlenu. Atomy i czasteczki sg tak male, Ze nie dostrzegamy ich. Powietrze, woda,
Zelazo wydaja si¢ nam jednorodne. Nie trzeba jednak widzie¢ atoméw, zeby
przekona¢ si¢ o ich istnieniu, o ich ruchu i o silach, jakimi na siebie dziataja.

Widziale$ na pewno, jak zachowuje si¢ w powietrzu dymek z papierosa. Nie unosi
si¢ on spokojnie, lecz wykonuje drobne, chaotyczne skoki. Przypuszczalnie nie

robi tego sam z siebie, ale jest do tego zmuszany. Jest w powietrzu co, co
popycha czastki dymu to w jedna, to w druga strong. Tym ,,czym$” sg czasteczki
powietrza, ktore, cho¢ niewidzialne, w ten poSredni spos6b daja nam znaé o sobie.
Srednia predkos¢ czasteczek powietrza w temperaturze pokojowej wynosi okolo
600 m/s. To, Ze czasteczki powietrza biegaja po calym pokoju, wydaje si¢ dos¢
zrozumiale. Ale czy to zdanie o cigglym ruchu czasteczek odnosi si¢ rowniez do
cieczy i cial stalych? Trudno w to uwierzy¢!

Jesli nie wierzysz, Ze czasteczki benzyny, amoniaku czy spirytutu poruszaja sieg,

to wytlumacz, dlaczego zapach tych cieczy rozchodzi si¢ po calym mieszkaniu,

gdy zostawisz je w otwartych naczyniach. Najwidoczniej pewna liczba czasteczek
cieczy oderwala si¢ od reszty i dotarla do komérek nerwowych w twoim nosie.

To prawda, ale dlaczego woda nie ma tych wilasnosci? Czyzby czasteczki wody

nie mogly oderwac sie od jej powierzchni? Woda rzeczywiscie jest troche mniej
lotna niz benzyna czy alkohol, ale nie w tym rzecz. Po prostu jej czasteczki maja tg
wlasno$¢, ze nie dzialaja na nasz zmyst wechu. Gdybys si¢ jednak chwile zastanowil
to nie pytalby$, czy czasteczki wody nie moga unie$é si¢ w powietrze. Gdyby

tak bylo, to raz zmoczone ubranie musiatby$ wyrzucié, bo nigdy by nie wyschlo!

+1-1 R I, Tp—g—
{ 14 \ LZKlIlaAnce 188 1 2111 1O A
woda v SzZKlance jest nierucnomse

Mozesz takze przekonac si¢ o ruchu czasteczek cieczy wewnatrz naczynia. W tym
celu wez dwie szklanki, do jednej nalej zimnej wody, a do drugiej — goracej.
Kiedy woda si¢ ustoi, wpus¢ do niej kilka kropli silnie zabarwionej cieczy. MozZe
to by¢ na przyklad atrament, gencjana lub jodyna. Przyjrzyj si¢ z boku, co dzieje
si¢ w szklankach. Wpuszczona ciecz rozchodzi si¢ po szklance, przybierajac
fantastyczne ksztalty. Po paru minutach mozesz poréwnac oba roztwory.

W szklance z goracg woda roztwor jest juz prawle jednorodny, podczas gdy

w zimnej wodzie wyraime oddzielone s3 smugi wpuszczonej cneczy

Zjawisko rozchodzenia si¢ czasteczek substancji w wodzie, powietrzu i innych
ofrodkach nazywa sie dyfuzja. W goracej wodzie duza rolg moze odgrywac ruch
warstw cieczy pod wplywem réznic temperatur. Dyfuzja w cieczy odbywa sig
znacznie wolniej niz w gazie. Na to, zeby czasteczki cukru rozszerzaly si¢ bez
mieszania po calej szklance, potrzeba duzo wiecej czasu niz na przyklad na
rozprzestrzenienie si¢ spalin samochodowych w powietrzu. Jeszcze wolniej przebiega
dyfuzja w cialach stalych, chociaZ nie jest ona catkowicie niemozliwa. Je§li polozy
si¢ dwie wypolerowane plytki metalowe, np. Zelazng i miedziang, jedna na drugiej,
to po uplywie kilku lat moZna w Zelazie stwierdzié obecno$§¢ miedzi, i odwrotnie.
Musimy teraz przerwac t¢ rozmowg o atomach i czasteczkach. Powréeimy do niej
w nastgpnym numerze. Powiemy sobie, jakie sity wystepuja migdzy czasteczkami
i jak si¢ one objawiaja. Zrobimy tez do$wiadczenie, ktore pozwoli nam okresli¢
$rednicg czasteczki.
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Pewien roztargniony, lecz bardzo sympatyczny malarz,
zapytany, ile lat ma jego najstarszy brat, Henryk (malarz
mial jeszcze siostre Barbarg i drugiego brata Marcina),
zaczynal glo$no mysle¢: ja mam 37 lat, Basia jest dwa lata
starsza, wigc ma 39 lat; Marcin jest dwa lata starszy od
Basi, wigc ma 41 lat; wobec tego Henryk, dwa lata
starszy od Marcina, ma 43 lata. Nasz malarz obliczal wiek
swego rodzenstwa zawsze w ten sposob zaczynajac od
siebie.

Metoda malarza, cho¢ moze wydaé si¢ $§mieszna,
wystepuje w matematyce bardzo czgsto. Nazywa si¢ ona
,,rekurencja”. Zwlaszcza w ostatnich latach rekurencja
zrobila na $wiecie wielkg kariere, gdyz $wietnie nadaje si¢

do obliczeri na maszynach matematycznych. B
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bt e o P g Kf postepowanie rekurencyjne. Popatrzcie na rysunek
i o . : .
,4,":-- i e laficucha splecionego z kawaltkow sznurka. Cheac
W“N’ f\ wyciggnaé z laficucha zielone ogniwo mozna probowac

rozsuplac wezel zawiazany na zielonym sznurku. Prosciej
jednak bedzie wyciagnaé z lancucha pierwsze ogniwo od
lewej, potem drugie, trzecie i tak dalej, az wreszcie
dojdziemy do zielonego. I to wlasnie powtarzanie — az

do skutku — pewnego postgpowania jest charakterystyczne
dla metody rekurenciji.

Sprawdzmy jednak praktycznie uzytecznos$¢ postgpowania

rekurencyjnego. Oto rysunek pewnej rosliny wodnej. v : 3 «
Bujnie rozgalezione todygi kryja si¢ pod woda, a nad - &?&’ ¥ \& —— .
powierzchnig wystaja tylko korice. Jest ich pigtnascie. 2 e "
Chcieliby$my policzy¢, ile roslina ma rozwidlen, a takze, @ ‘%‘(

ile ma odndg (odnogi to czgsci todygi migdzy
rozwidleniami albo miedzy rozwidleniem a koricem) —
niestety sa one niewidoczne. Obejdzie si¢ jednak bez
nurkowania pod wodg, zupelnie wystarczy policzenie
koncéw wystajacych nad powierzchnie (ro$lina roénie

w ten sposéb, ze kazdy z koncdw wystaje nad powierzchnig
wody). _

Przeprowadzenie odpowiednich obliczen jest mozliwe
dzigki temu, Ze ro$lina rozrasta si¢ wedlug pewnego WL
schematu, chcialoby si¢ powiedzie¢ ,,rekurencyjnie”: SER S DTS, ianac Ll Ty
z kazdego rozwidlenia wyrastaja dokladnie dwie odnogi. e e e S T e



Czy wiecie ze...

Pozwala to zilustrowa¢ historig rozrastania sie roliny.
Przedstawiaja ja rysunki. Wystepuje tu pewna
prawidiowos¢: z kazdym kolejnym etapem wzrostu

= przybywa ro§linie 1 rozwidlenie, 2 odnogi i 1 koniec.
S — Dlaczego — sprawdZcie sami na rysunkach.
- g o> 3 Policzymy teraz, ile koricéw, odndg i rozwidler ma
S|l o O 3 ro§lina na kolejnych etapach wzrostu. Wyniki tych
w2 Y obliczeri zostaly zestawione w odpowiedniej tabelce.
I|=|S 8 Pomyslcie, czy mozna przewidzieé, jakie liczby wystapia
ol CERY w naszej tabelce na 35 albo na 100 miejscu? Oczywiscie. Juz
S| S o3 si¢ na pewno zorientowalifcie, Ze na n-tym etapie wzrostu
V== roslina ma n+1 konicédw, 2# odndg i n rozwidlen.
Pora wreszcie rozwigzaé nasze zadanie. Je§li rolina ma
abEs AR 15 koricéw, to znaczy, Ze jest to 14 etap (dlaczego?).
Wobec tego powinna mie¢ 28 odndg i 14 rozwidlen. I tak
Jest rzeczywiscie — sprawdzcie sami na rysunku ro§liny.
213142
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Na zakoriczenie proponuje wszystkim sympatykom
obliczen rekurencyjnych kilka zadan:
1. Tabliczka czekolady sklada si¢ z 24 kawatkéw (4 rzedy
po 6 kawatk6w). Ile co najmniej razy trzeba ja przelamaé,
n |n«f{2n | n 2eby podzielié na 24 pojedyncze czastki? (Sprébujcie
poréwnac lamanie czekolady z historia rozrastania sie
naszej roSliny. Jesli zauwazycie podobieristwa, rozwigzanie
n+l(n+2|2n+2| n+ 1 zadania bedzie juz bardzo latwe).

2. Jedli pamiegtacie lipcowy numer Malej «Delty» i artykut
Jak uszy¢ pilke, pomy$lcie nad takimi problemami:

— Czy pilka jest zbudowana rekurencyjnie: Jak narysowaé
rekurencyjng histori¢ powstawania pitki?

— Czy potraficie sprawdzi¢ rekurencyjnie zaleZno§é
Eulera (dla pilek opisanych w lipcowym numerze Malej
«Delty»)?

3. W ilu punktach przecina si¢ parami 7 prostych, jeéh
2adne dwie sposrdd tych prostych nie sa réwnolegle

i 2adne trzy proste nie przecinaja si¢ w jednym punkcie?

Malq Delte opracowali: P. Nowicki i D. Zieminska

Drzigki zastosowaniu termoluminescencji mozliwe jest datowanie starych wyrobow cerami

W 1924 r. w malej miejscowosci francuskiej Glozel w poblizu Vichy odkryto szczatki ludzkie
oraz wiele takich wyrobow, jak igly, haczyki na ryby wykonane z kosci, jak rowniez sporo
wyrobow z wypalanej gliny. Miedzy innymi znaleziono 60 tabliczek ze §ladami pisma.
Archeolodzy bardzo réznili si¢ w ocenie wieku znaleziska, oceniajac je na 10 000, 5 000, 2 300,

a nawet 0 lat, co znaczy, ze dopuszczano w tym przypadku oszustwo.

Bardzo lstotnq sprawa byla ocena wieku tabliczek glinianych jako dokumentu pisanego. Metoda
pomiaru na podstawie zawartosci izotopu wegla 14C moze byé uiyta tylko do obiektow, ktore
byly niegdy$ czescia skladowa organizmu Zywego, np. koéci, drewno. Do gliny wypalonej
zastosowano technike datowania oparta o termoluminescencje. W glinie uzywanej do wyrobu
ceramiki znajduja si¢ zawsze drobne krystaliczne domieszki (inkluzje), np. ziarna piasku. Krysztaly
te magazynuja energig pochodzaca z promieniowania radioaktywnych domieszek zawsze
wystepujacych w ghme jak i w innych mineratach. Ogrzewajac krysztal wyzwalamy te
zmagazynowang energi¢ w formie $wiatla (fall elektromagnetymj), ktorego nat¢zenie mozna
zmierzy¢. Im dluzej kumulowat krysztal energi¢ promieniowania jonizujacego, tym wigksze jest
natezenie wyzwalanego $wiatla, a wigc — tym starszy jest badany krysztal Przy pomocy tej
metody okresla sig czas, ktory uplynql od poprzedniego ogrzewania, czyli od wypalania. Dzieki
jej zastosowaniu stwierdzono, zZe znalezione wyroby ceramiczne byly wypalone okolo 300 lat p.n.e.
Blad takiej oceny jest duzy i smga 400 lat, poniewaz nie wykonano jeszcze pomiaréw
radioaktywnego promieniowania gruntu; pomiary te umozliwiaja dwukrotne zmniejszenie bigdu.
Uzyskane wyniki zgadzaja si¢ jednak z datowaniem organicznych szczatk6éw tego znaleziska
(koéci), przeprowadzonym metoda pomiaru zawartosci fluoru i izotopu wegla **C.
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