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«Deltay z wizytag u Marit w 1BJ

Makieta rdzenia reaktora Maria (za rdzeniem
widoczna $luza do komory, w ktorej dokonuje si¢
wymiany pretow paliwowych)

Makieta reaktora Maria. Na pierwszym planie
bunkier samego rdzenia reaktora

e

W 1958 r. w Instytucie Badan Jadrowych w Swierku pod Warszawa
rozpoczal prace pierwszy polski reaktor jadrowy Ewa (zob.

IV str. okladki). Trzy lata temu uruchomiono zestaw reaktorowy
Agata, bedacy studialnym modelem nastepnego polskiego

reaktora — Marii — ktorego rozruch technologiczny rozpoczat sig

w lipcu zeszlego roku (a zakonczony ma by¢ w roku biezacym).
Kilka stow prezentacji. Maria (zob. IV str. okladki i zdjecia obok)
jest reaktorem jadrowym zaprojektowanym i zbudowanym calkowicie
przez polskich specjalistow. Paliwem jest w nim uran w postaci
stopu z glinem, wzbogaccny do 80%, w izotop rozszczepialny U-235.

Do moderacji (spowalniania) neutrondéw sluza woda i beryl. Rdzen
reaktora otoczony jest reflektorem grafitowym (,,odbijajacym™

z -powrotem neutrony uciekajace z rdzenia). Reaktor chlodzony jest
woda (mysli sie o cieklym sodzie w przyszlosci). Oslong
biologiczng stanowi od goéry 7-metrowa warstwa wody, z boku
zas — reflektor grafitowy i sciana z cigzkiego betonu (tzn. betonu

z duzym dodatkiem skladnikéw silnie pochlaniajgcych neutrony).
Reaktor ma po zakonczeniu rozruchu osiagnaé¢ moc 30 MW,

a w dalszej perspektywie — 66 MW.

Oprocz kanalow (pionowych) dla pretow paliwowych, regulacyjnych,
kontrolnych i awaryjnych, a takze dla wprowadzenia

substancji do napromieniowania neutronami, reaktor ma osiem
kanalow poziomych, w tym dwa radialne (biegnace ku rdzeniowi
reaktora) i sze$¢ tak zwanych stycznych.

Podstawowy cel, jakiemu ma sluzy¢ Maria, to badania materialow
reaktorowych, elementow i zestawdow dla przyszlych polskich
elektrowni jadrowych. Dlatego Maria zostala zaprojektowana
elastycznie, to znaczy, ze bedzie mozna w niej badac¢ nie tylko wlasnosci
roznych materialow i elementow, ale nawet wigkszych zestawow,
zmieniajgc za kazdym razem odpowiednio konstrukcj¢ nawet samego
rdzenia reaktora.

Druga funkcja to produkcja izotopéw promieniotworczych.

Maria przejmie cze$¢ obowiazkoéw Ewy, umozliwiajgc tym samym
zwigkszenie ilodci i asortymentu wytwarzanych izotopow.




Maria bedzie wreszcie stuzyé swymi kanalami poziomymi
badaniom fizycznym o charakterze podstawowym. ELatwo

si¢ chyba domyslec, ze beda one dotyczyly m. in. mechanizméw
reakcji jadrowych, w tym przede wszystkim - zachodzacych

pod wplywem neutrondéw. Nie kazdy jednak wie, Ze neutrony
to subtelne i w licznych przypadkach wrecz niezastapione narzedzie
badania struktury i wlasnosci cial stalych. Ot6z badania dyfrakcji
neutrondw na sieciach krystalicznych umozliwiaja uzyskanie
szeregu bardzo wartoSciowych informacji o tym, co sig dzieje

w krysztatach. A dzigje si¢ tam wiele interesujacych rzeczy. Przede
wszystkim sie¢ drga — tym intensywniej, im wyzsza ma temperature.
W jezyku kwantowym drgania sieci i fale mechaniczne, jakie si¢ w niej
rozchodza, opisuje si¢ jako fonony: sg to kwanty pola drgan siect
krystalicznej, podobnie jak fotony to kwanty pola
elekiromagnetycznego. Neutronografia, czyli dziedzina

zajmujaca si¢ badaniami struktury cial za pomoca powolnych
neutronow, pozwala wyznaczy¢ doswiadczalnie widmo

czg¢stosci drgan sieci, krzywe dyspersji (czyli zaleznosci czestosci
drgan od dlugosci fali) dla roznych kierunkow w krysztale, a takze
uzyskac szereg innych informacji o procesach mikroskopowych

w krysztale, takich jak na przyklad zaleinosé Sredniego czasu
zycia fononu od temperatury krysztalu. Wyniki takich badan
umozliwiajg weryfikacje teorii drgan sieci, jak rowniez uzyskanie
szeregu odpowiednich danych niezbednych dla okreslenia i opisania
zarowno mikroskopowych, jak i makroskopowych wlasnosci
krysztalow (np. procesow oddzialywania fononow miedzy soba czy
termodynamicznych funkgji stanu krysztalow).

O ile jednak dla badan dynamiki sieci krystalicznej neutronografia
to jedna z wielu metod badawczych — prawda, ze pod wieloma
wzglgdami najlepsza — o tyle dla badan dynamiki zjawisk
magnetycznych w kryszialach jest ona w wielu przypadkach
narzedziem jedynym. Wiasnie dzigki niej mozna bezpoérednio badaé
dynamike zjawisk magnetycznych na, je$li mozna tak powiedzied,
najnizszym poziomie mikroskopowym. Dotyczy to szczegélnie

Do hali reaktora Maria wchodzimy prrez $luze
zamykang grubymi, pancernymi drewiami

Widok z gory na basen, w ktdérym pod T-metrowsy Kontrola (przed naladowaniem) kanalow Widok ,,zimnego™ i ,,niezatopionego” rdzenia
warsiwg wody pracowac bedzie rdzen reaktora pionowych w jeszcze ,,zimnym"™ i ,,niezatopionym®' reaktora Maria przez sluzg z komory do przeladunku
Maria rdzeniu reaktora Maria pretow paliwowych




Komora gorgca (a — z zewnatrz, b — wewnatrz)
do zdalnej obrébki materialéw napromieniowanych
w reaktorze — za pomocg manipulatoréow

antyferromagnetykow, ktoére przy braku metod
neutronograficznych mozna byloby badaé jedynie posrednio, i to
pod warunkiem, Ze robi si¢ to jednoczesnie wieloma metodami.
Badania neutronograficzne cial stalych prowadzono juz za pomocg
pierwszego reaktora — Ewy. NateZenie wigzek neutronow w tym
reaktorze bylo jednak za male, by w pelni mozna bylo wykorzystac¢
mozliwosci neutronografii. W uproszczeniu rzecz ujmujac, mozna
powiedzie¢, ze mozliwosci Ewy siggaly ledwie progu wymogow
neutronografii. Maria, dzigki wyzszej mocy i, w zwiazku z tym,
silniejszym strumieniom neutronéw w kanalach badawczych,
pozwoli polskim placowkom naukowym znacznie rozszerzy¢
badania migdzy innymi proceséw w cialach stalych.

[Z.K.P]

Widok wylotéw kanaléw poziomych — przez
otwory w drugiej oslonie (pierwsza otacza sam
reaktor)

Fot. Zdzislaw Kazimierczuk.




O przestrzeniach metrycznych (11I)

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Jak przekonaliSmy si¢ w pierwszych dwoch czesciach tego artykutu, postugujac
si¢ metryka mozna w naturalny sposéb zdefiniowaé réZne pojecia geometryczne.
Niektdre z nich sg pojeciami znanymi i uzywanymi ,,na co dzien”,
—tj. w przypadku przestrzeni lub plaszczyzny euklidesowej (ze zwykla metryka).
ale rozszerzonymi na dowolne przestrzenie metryczne.
Wprowadzone pojgcia pomagaja bada¢ wlasnoéci przestrzeni metrycznych oraz
poréwnywac rézne przestrzenie. Zapyta ktos, o jakie wlasnosci chodzi i pod jakim
wzgledem chcemy te przestrzenie poréwnywac. Stusznie. Na to wlasnie pytanie
postaramy si¢ teraz odpowiedzie¢. Pomoze nam w tym jedno z podstawowych pojec
wspolczesnej matematyki; pojecie funkcji.
WeZzmy pod uwage dwie przestrzenie metryczne (X, g) i (X', ¢'). Moze si¢ zdarzy¢,
ze istnieje taka funkcja f zbioru X na zbiér X, ktéra zachowuje odlegloéé
dowolnych par punktéw, tj. funkcja f : X2 X” spelniajaca warunek
(1) o' (f(p), f(q@)) = e(p, q) dla dowolnych punktéw p i g ze zbioru X.
Taka funkcja f nazywa sig¢ .fzomemq
»Na” znaczy, ze kazdy punkt p’ ze zbioru X’ odpowiada jakiemus punktowi p ze
zbioru X, tj.
(2) dla kazdego p’ nalezacego do X’ istnieje punkt p nalezacy do X, taki ze f(p) =
Z warunku (1) wynika, ze kazdy punkt p’ ze zbioru X’ moze odpowiadac¢ tylko
Jjednemu punktowi p, tzn.
(3) jesli f(p) = f(q), top = q.
Pamictamy, z¢ e(p, 4) = 0 wtedy i tylko wtedy  Funkcja spelniajaca warunki (2) i (3) nazywa si¢ wzajemnie jednoznaczng (albo:
gdy p = gq. réznowartosciowq). A wigc kazda izometria jest funkcja wzajemnie jednoznaczna.
O takich dwdch pfzestrzeniach, dla ktérych istnieje izometria jednej z nich na druga,
mowi si¢ Ze sa izometryczne.
Jesli na przyklad X i X’ s3 dwoma okrggami o tym samym promieniu,
a zarowno g jak o’ jest metryka lukowa (patrz I cze$¢ artykutu), _
to przestrzenie (X, ) i (X', ¢') sa izometryczne. Jezeli natomiast (X, g)
jest okregiem z metryka lukowa, a (X', o) okregiem ze zwykla metryka,
to (X, 0) i (X', 0') nie sa izometryczne. Zeby si¢ o tym
przekona¢, zauwazmy, ze dla dowolnej izometrii f prawdziwa jest nastgpujaca

_ implikacja:
x lezy miedzy a i b w przestrzeni (X, o), jesli  (4) jeZeli punkt x lezy miedzy a i b, to f(x) lezy miedzy f(a) i f(b).
(@, x) +0(x, ) = e(a, ). Gdyby wigc istniata izometria f okregu X z metryka lukowa o na okreg X' z metryka
X X zwykla o, to izometria ta przeprowadzataby punkty zbioru X lezace migdzy a i b

a f(a) na punkty zbioru X’ lezace miedzy f(a) i f(b). Tymczasem w zbiorze X’
f jedynymi punktami, ktére lezag miedzy f(a) i f(b) (w sensie metryki p), sa same
tb) punkty f(a)i f(b). A wigc caly tuk o koricach a, b musialby przejs¢ na zbidr co najwyZej

o 2-punktowy — wbrew wzajemnej jednoznacznosci funkcji f.
Latwo sprawdzi¢, Ze z innymi pojeciami wprowadzonymi poprzednio rzecz ma sig
podobnie, jak z relacjg lezenia mi¢gdzy. Mianowicie dla dowolnej izometrii f
przestrzeni (X, o) na (X', o'):
(5) jezeli x jest srodkiem pary a, b, to f(x) jest srodkiem pary f(a), f(b);
(6) kula Ky, o (@, 4) przechodzi na kule Ky, ., (f(a), 4);
(7) zbidr Inty, ,, A przechodzi na zbiér Inty., o, f(A4) (przy czym f(A)jest obrazem
zbioru A, czyli zbiorem punktéw postaci f(p), dla wszystkich p nalezacych do A).
Ostatni warunek mozna zapisa¢ w postaci:

(7) f(Int4) = Intf(4).




ﬁ Jako wniosek z tego, ze kazda izometria spelnia warunek (5), otrzymujemy

= nastgpujace twierdzenie:

Rozwigzanie zadania MS8. (8) Jezeli przestrzen (X, o) jest wypukia (mocno wypukla), to kazda przestrzen z niq
Niech O bedzie punktem praeciceia przekatnych  jzometryczna jest tez wypukia (mocno wypukia).

danego czworokata ABCD iniech §,, §;, 5,5, - H d H H : 3
RS SR R, O takiej wlasnosci, ktora wraz z dang przestrzeniag przystuguje kazdej z nia

BOC, COD i DOA. Mamy wigc
S1+8; = 53+ 8,,
o R e
Dodajac i odejmujac str i te réd

otrzymujemy
25,4+ 83+ 85, = 25+ 5,4+ 8,4,
Sz—S4 = 54—31
skad S, = §3, 52 = S,.

Poniewaz §; = —;—- AO - BOsina,

S,:—lz—CO'DOsina. gdzie « jest

katem migdzy przekatnymi, wigc

izometrycznej, mowi sig, Ze jest niezmiennikiem izometrii. A wigc wypuklos¢ i mocna
wypuklo$¢ sa niezmiennikami izometrii.

Z twierdzenia (8) wynika, Ze plaszczyzna z metryka zwykla i plaszczyzna z metryka
miejska nie sa izometryczne (por. I cze$¢ artykulu). Podobnie jest dla
plaszczyzny z metryka zwykla i z metryka kolejowa, ale dowdd jest trudniejszy.
Mamy wigc pewien sposéb poréwnywania przestrzeni metrycznych — z punktu
widzenia tzw. geometrii metrycznej, czyli teorii, ktéra zajmuje

si¢ niezmiennikami izometrii. Nie jest to bynajmniej jedyny mozliwy

punkt widzenia. Przedstawimy tu krétko jeszcze jeden.

Funkcje wzajemnie jednoznaczng f : X — X' nazywa si¢ homeomorfizmem przestrzeni
(X, p) na (X', o), jezeli spelnia warunek (7°).

Jasne jest, ze kazda izometria jest homeomorfizmem. Nie jest jednak na odwrot,
a wigc klasa homeomorfizmdw jest istotnie szersza od klasy izometrii.

A0 - BO = CO - DO. Dla dowodu rozwazmy plaszczyzne z metryka zwykla (E2, p) i plaszczyzng z metryka

miejskag (E?, p). Funkcja f :E? — E? okreS§lona wzorem

f(p) =p dla kazdego punktu p,
przeprowadza dowolny podzbidr 4 plaszczyzny na ten sam zbidr, tzn.

f(4) = A dla kazdego zbioru A.

T T T Zatem funkcja f spelnia warunek (7°), a wiec jest homeomorfizmem. Oczywiscie
skad BO = DO, AO = CO. Udowodniliémy f nie jest izometria — pokazaliémy przeciez, ze dla tych dwu przestrzeni izometria
wige, 4e przckatne w omawianym czworokacie  nie istnieje. Te dwie przestrzenie sa wigc homeomorficzne, ale
pf)lowia sig, a I..o oznacza, ie jest on nie sa izometryczne_

o s Teoria, ktéra zajmuje si¢ niezmiennikami homeomorfizméw, nazywa si¢ ropologig.
Dwie przestrzenie moga si¢ wigc rézni¢ pod wzgledem metrycznym (z punktu
widzenia geometrii metrycznej), chociaZ nie roznia si¢ pod wzgledem topologicznym
(z punktu widzenia topologii).

Na czym polega réznica pomiedzy takimi pojeciami, jak relacja lezenia migdzy,
zbior $rodkdéw, kula, a takimi, jak wnetrze, domknigcie, otwarto$é, domknigtosé,
gesto$é, brzegowos$é? (por. II cze$é artykutu). OdpowiedZ pozostawiamy
Czytelnikowi. Pomoga mu zadania 1 i 2.

Podakni : & &
| otrzy 1] Yy T

BO-CO = AO- DO.

Mno#ac i dzielac stronami ostatnie dwie
réwnosci otrzymujemy

BO?: AO-CO = DO?*- AO - CO,
A0 co

. Zadania

1. Wykazaé, ze implikacje (4), (5) i (6) nie sa prawdziwe dla dowolnego homeomorfizmu.
2. Dowiesé, ze dla dowolnego homeomorfizmu f przestrzeni (X, p) na (X7, ¢")

(@) f(Cl4) = C1 f(4),

Cly = X=Int(X~- A).

(b) otwarty otwarty
(©) domkniety domkniety
zbior A jest w (X, p) wtedy i tylko wtedy, gdy f(A) jest w (X', 0).
d gesty gesty
© brzegowy brzegowy

3. Dowie$é¢, ze warunek (b) z zadania 2 jest réwniez dostateczny na to, by funkcja

(wzajemnie jednoznaczna) f byla homeomorfizmem.

4. W zbiorze X wprowadzono dwie rézne metryki: ¢ i ¢’. Dowie$¢, ze na to, by funkcja f: X — X
okreslona przez wzor f(p) = p byla homeomorfizmem przestrzeni (X, g) na (X, o),

potrzeba i wystarcza, by metryki ¢ i o” byly rownowazne.

Wskazowka: skorzystaé¢ z zadania 3.

5. Zadanie 4 z II czgdci artykulu («Deltas, 1975, 5) jest blednie sformulowane. Jak nalezy je
poprawic? Jakie wystarczy przyja¢ zalozenia, by domknigcie kuli bylo kulg domknigta?



Wstep do teorii ,,zajgczka Swietlnego“

Kolega K. Kasprzak z Chwarstnicy pyta, czy ,,zajaczek $wietlny”
($lad wigzki $wietlnej na ekranie o$wietlonym smugag $wiatla

z obracajacego si¢ zrodla — np. smuga Swiatla odbitego od
obracajacego si¢ zwierciadla) moze porusza¢ si¢ szybciej niz §wiatto
(w prozni).

Sadzimy, ze teoria zjawiska moze zainteresowa¢ wielu Czytelnikdw,
odpowiadamy wiec na lamach pisma. Przy okazji przedstawiamy

kilka problemdw, zwigzanych z ruchem ,,zajaczka $wietlnego™: jeden

z nich bedzie stanowil przedmiot konkursu. Dla unikniccia zbednych tu

dyskusji na temat praw odbicia §wiatla od po ruszctjqce go si¢ zwierciadla,

bedziemy ,,zajaczka” wytwarzali za pomoca smugi wyblcgajqcej

przez szczeling w kulistej ostonie (o promieniu /) obracajacej sie z predkoécia
katowa w; wewnatrz ostony, w jej §rodku, znajduje sic punktowe zZrédlo $wiatla,
emitujace swiatto we wszystkich kierunkach.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie Czytelnika, wystarczy poda¢ przyklad sytuacji,

w ktorej prcdkoéc’: ,,zajaczka na ekranie przekracza pre¢dkosc swiatla (w prézni) c.
Rozwaimy wiec najpierw sytuacje, jak na rys. 1. Ekran,

na ktérym powstaje , zajqczek stanowi powierzchnig¢ kuli (o promieniu L+1),

w ktorej srodku znajdu_]e sig zrodlo $wiatla. Niech w chwili ¢ ze szczeliny wybiega
wigzka w pewnym kierunku. Dotrze ona do ekranu w chwili

: L
U=t —,
C

Po czasie dt ze szczeliny wybiega wiazka w kierunku tworzacym z poprzednig wiazka
kat dp = wdt; ta druga wiazka dotrze do ekranu w chwili

L
t'+dt’ = t+dr+ =

w punkcie odleglym od punktu, do ktérego dotarfd pierwsza wiazka, o
= (L+I)dtp = (L+I)wdt W czasie dt' = dt ,zajaczek” przebywa droge dS
zatem jego predkos¢ jest rowna

ds
U= E = (L+I)U’).
Poniewaz predkos$¢ liniowa szczeliny v,, = w/ nie moze przekracza¢ predkosci
$wiatla (w prézni) ¢, zatem

L+1 L+1
= _I—' Vsz < Umax = '“';f"' c.

Aby odpowiedzie¢ na nasze pytanie, wystarczy rozstrzygnaé proste zagadnienie:
czy stosunek (L+/)// moze by¢ wigkszy od jednosci. Oczywiscie,

(L+D]l = % +1 > 1. Predko$é ,,zajaczka’ jest wiec zasadniczo ograniczona

przez wielkoé¢ v, , ktora jest zawsze wigksza od c. A przy v,, <c¢
predkosé ,,zajaczka’ v moze osiggnaé warto$¢ wigksza niz ¢, jesli



Rys. 2

autostrada

(ekran)

Problem 1. Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie w przypadku plaskiego ekranu.
Proponujemy zastanowi¢ si¢ nad nastgpujacym zadaniem:

Zadanie 1. Z punktu (0, 0) (rys. 2) wyrusza motocyklista w chwili 7.

Jedzie on ze stalg predkoscia ¢ do autostrady x = L+ po linii prostej

nachylonej pod katem ¢ do osi Ox. Po czasie df z punktu (0, 0) wyrusza drugi
motocyklista, ktory jedzie tez ku tej samej autostradzie, z taka samg

stala predkoscia ¢, takZze wzdluz linii prostej, ale nachylonej pod katem ¢-+dp

do osi Ox, gdzie dp = wdt (v — dane). Z chwila, gdy pierwszy

motocyklista dojedzie do autostrady, z tego samego punktu, do ktdrego

on dojechal, wyrusza autostradq tresowany zajac. Biegnie on w kierunku
punktu, do ktérego zmierza drugi motocyklista.

Z jakg predkos$cig © musi biec zajac, aby dobiegt do celu w tej samej chwili, w ktérej
dojedzie do autostrady drugi motocyklista?

(Rozwiazujac zadanie nalezy skorzystaé z faktu, Ze df jest bardzo male

w poréwnaniu z 7). OdpowiedZ na str. 13.

Z kolei zastanowmy m@, Jakg predko$é ,,zajaczka’ zarejestruje obserwator.
Dla uproszczenia przyjmijmy, Ze jest to obserwator ,,punktowy’’, znajdujacy

si¢ w tym samym punkcie, w ktorym znajduje si¢ zrodlo §wiatla (mozemy
przyjaé, ze | < L, i wobec tego obserwator znajduje si¢ tuz obok Zrddia

$wiatla na zewnatrz wirujacej ostony).

Swiatlo padajac na ekran ulega na nim rozproszeniu. Z kazdego

punktu ekranu, na ktory padnie §wiatlo, rozchodza sig¢

wigc we wszystkie strony wiazki rozproszone.

Z kazdego takiego punktu jedna wiazka biegnie zatem ku obserwatorowi. Rozumujac
podobnie jak poprzednio, mozna wykazaé, ze sygnaly o przekroczeniu przez
»zajaczka” punktow poczatkowego i koncowego odcinka o dlugosci ds (rys. 1)
dotrg do obserwatora po czasie dtf jeden po drugim. Obserwator stwierdzi

wigc, ze predkosc ,,zajaczka” jest réwna v = (L+/)w.

Problem 2. Rozwigza¢ powyisze zagadnienie w przypadku plaskiego ekranu
(zob. rys. 2).

Proponujemy zastanowié si¢ nad odpowiednim zmodyfikowaniem (jak?) zadania 1,

+ traktujac je jako zadanie 2.

Problem 3. Rozwigza¢ powyisze zagadnienie w przypadku kulistego ekranu, ale
z obserwatorem znajdujacym si¢ na zewnatrz kuli, ktérej powierzchnia
stanowi ekran.

Jest to problem zlozony rachunkowo, dlatego radzimy najpierw zastanowié si¢ nad
nim z jako$ciowego punktu widzenia. A jeéli to nie da spodziewanych
rezultatow, radzimy zaja¢ si¢ nastgpnym problemem:

Problem 4. Rozwiazaé powyisze zagadnlenie w przypadku plaskiego ekranu, ale
z obserwatorem znajdujacym si¢ w innym punkcie niz Zrodlo $wiatta

(to takze jest problem dos§¢ zloZzony, wigc na poczatek przyjmiemy, Ze obserwator
znajduje si¢ na osi 0z — rys. 3).

Proponujemy zastanowi¢ si¢ nad odpowiednim zmodyfikowaniem (jak?) zadania 1,
traktujac je jako zadanie 3.

Zastanéwmy si¢ wreszcie, czy fakt, Ze ,,zajaczek™ moze poruszaé si¢ z predkoscia
wigksza niz §wiatlo, mozna wykorzysta¢ do zaprojektowania urzadzenia do
przesylania informacji szybciej, niz to jest mozliwe przy przesylaniu informacji
bezposrednio za pomoca impulséw $wietlnych biegngcych po linii prostej od Zrédia
do obserwatora. To juz bedzie jednak tematem ostatniego problemu

— problemu konkursowego, ktéry pozostawiamy do rozstrzygnigcia Czytelnikom.
Odpowiedzi konkursowe nalezy przesyla¢ na adres Redakcji «Delty» do dnia
1.XI1.75 r. Objetos¢ odpowiedzi nie powinna przekracza¢ jednej strony
papieru podaniowego (dwdch stron kartki z normalnego

zeszytu). Trzy najlepsze (wg oceny Redakcji) odpowiedzi konkursowe

zostang uhonorowane nagrodami i ogloszone (po odpowiednim

opracowaniu redakcyjnym) w «Delcie» wraz z wynikami konkursu.




Naia aelld

Jezioro na pustyni—sen czy jawa?

Slyszale§ z pewnoscia, jak przykre przygody spotykaja wedrowcdw na pustyni.
Kiedy spragnieni wypatruja wody i chlodu, ukazuje im si¢ jezioro.
Uradowani podazaja w jego kierunku, ale, ku ich rozpaczy, okazuje sig,

ze bylo to zludzenie. Skad si¢ ono bierze? Czy zmeczeni ludzie $nia na jawie?
Czy mozna je naukowo wyjas$ni¢? Zjawisko to, zwane miraZem,

jest bardziej pospolite, niz by sie¢ wydawalo.

Czy pamigtasz, co mowiliémy o torze promieni $wietlnych w oérodku, ktérego gestosé
zmienia si¢ od punktu do punktu? Tor ten jest zakrzywiony. Promienie

sloneczne, na przyklad, docieraja do naszych oczu bardziej stromo, niz powinny,
gdyby biegly po linii prostej. Dzieje si¢ tak z tego powodu, Ze atmosfera

‘ziemska jest tym gestsza, im blizej znajduje si¢ Ziemi. Tak jest w ogdlnosci,

ale w poblizu powierzchni Ziemi moga dzia¢ si¢ dziwne rzeczy. W gorace,
stofteczne dni powierzchnia Ziemi silnie si¢ nagrzewa. Tuz nad Ziemia powstaje
wtedy cienka warstwa rozgrzanego powietrza o znacznie mniejszej gestosci niz
warstwy polozone wyzej. Promienie §wiatla, biegnace od dalekiego przedmiotu
ukosnie do powierzchni Ziemi, przechodzac przez te¢ warstwe zmieniaja w niej
swoj kierunek tak, ze po wyjéciu z niej oddalaja si¢ od Ziemi i mogg trafié

do naszych oczu. Tak wigc blgkitne jezioro, ktore ukazuje si¢

podréznym na pustyni, jest po prostu obrazem nieba powstalym na tle goracego
piasku.

ZAGADKA

Dlaczego latem, przy upalnej pogodzie, widzimy na szosie daleko przed sobg
blyszczace katuze, ktore znikaja, gdy si¢ do nich zblizamy?

RUCHOMY HORYZONT

Czesto si¢ zdarza, e tuz nad Ziemia tworzy si¢ warstwa powietrza chlodnego,
ciezkiego, a nad nig warstwa powietrza cieplejszego, o mniejszej gestosci. Wtedy
krajobraz, ktéry normalnie jest niewidoczny, poniewaz lezy ponizej linii horyzontu,
staje si¢ widoczny. Zjawisko pozornego ,,podniesienia si¢ horyzontu” obserwujemy
najczesciej przy brzegach morz. Ciekawy opis tego zjawiska podal badacz

z Obserwatorium Morskiego w Gdyni: ,,[...] czasami osada Hel jest w tak
nienaturalny sposob rozszerzona i podniesiona, ze wida¢ poszczegélne domy, chociaz
odlegto$é od Gdyni do Helu wynosi 18 km i w warunkach zwyklych osada nie
jest widoczna. Obserwowany byl réwniez przypadek, gdy caly Gdaisk ,,wisial

w powietrzu wyraznie oddzielony od lustra morza [...] Przy zmianach kierunku
wiatru zjawisko szybko zanika”. Gdy bedziesz kiedy§ nad morzem, obserwuj
kazdego pogodnego dnia krajobraz w poblizu linii horyzontu. Na pewno uda ci sig
zobaczy¢ podobne zjawisko.
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Kat najmniejszego odchylenia D wigze
sic z katem lamigcym pryzmatu A
i wspolczynnikiem zalamania »
nastepujacym wzorem :

. A+D .
sin -~ = nsin 5 .
Gdy kat lamiacy pryzmatu A4 wynosi
60°, a wspolczynnik zalamania
n = 1,31, mamy

60°+ D L 3

sin - = 1,31sin30° = 1,31 -
1 .

== 0655

Wartos¢ sinusa 0,655 odpowiada

) 60°+ D )
katowi 40.9". Stad ~ = 40,9°,

a wiec D = 21.8°,

by B | L
P s
mrm TR

DLACZEGO GWIAZDY MIGOCZA?

Natomiast niezaleznie od tego, gdzie si¢ znajdujesz, warto Zzeby§ wybral si¢ na
obserwacje nocnego nieba. Spéjrz na gwiazdy polozone niezbyt wysoko nad
horyzontem. Nie §wieca one w sposob ciagly, lecz migocza. Stale zmienia si¢ ich
blask i barwa. Przyczyna migotania gwiazd sa szybkie pulsacje

powietrza w dolnych warstwach atmosfery, spowodowane

promieniowaniem ciepla przez powierzchni¢ Ziemi. Podobne drganie

powietrza, tylko na mniejsza skalg, mozesz zobaczy¢ nad

ogniskiem, nad lokomotywa, kominem albo nawet nad ziemig w upalny, stoneczny
dzien.

ZJAWISKO ,,HALO”

Gwiazdy migocza w kazdg pogodna noc, za to troch¢ trudniej jest zaobserwowac
inne, bardzo ciekawe zjawisko na nocnym niebie. Jest nim wielki

krag $wietlny wokol Ksigzyca, tzw. ,,halo”. Nie nalezy go myli¢

z malym wienicem okalajagcym Ksigzyc. Halo jest pierScieniem o promieniu,

ktéry widaé pod katem 22°. Jedli nie wiesz, ile to jest, pomoze ci

taka metoda: wyciagnij przed siebie reke i rozldz szeroko palce.

Jesli kciukiem zastonisz Ksigzyc, czubkiem malego palca mozesz zatoczyé

okrag o promieniu, ktéry widzisz pod katem okoto 20°.

Halo nie wystgpuje przy kazdej pogodzie. Nie zobaczysz go w bardzo pogodng noc,
kiedy niebo jest catkowicie bezchmurne. Podobnie, nie ma co wyrusza¢ na obserwacje
przy pelnym zachmurzeniu. Idealne warunki — to lekko zasnute mgla niebo.
Warunki sprzyjajace utworzeniu si¢ halo wokoét Ksigzyca

zdarzaja sie érednio raz na cztery dni, czyli dosyé czesto.

Nawet wiosna i latem, kiedy na Ziemi jest cieplo, wysoko w gorze panuje mroz.
W chmurze znajduje si¢ bardzo wiele malych krysztatkow lodu,

ktorych przekréj ma ksztalt sze$ciokata foremnego.

Te krysztatki lodu dziatajg jak pryzmat o kacie tamigcym 60°. Odchylaja

promien $wietlny o pewien kat, zalezny od ich ustawienia wzgledem

tego promienia. Obliczono, Ze kat ten jest nie mniejszy niz 22°. Dlatego

tyle wlasnie wynosi kat odpowiadajacy wewnetrznej krawedzi pierscienia.
MoéwiliSmy dotad o halo ksigzycowym, ale podobny krag mozesz zaobserwowaé
wok6l Stofica. Musisz byé ostrozny, zeby nie oflepito cig¢ $wiatlo biegnace
bezposrednio od Storica. Najlepiej stanagé¢ w cieniu albo dlonig zastoni¢ oczy.
Poniewaz halo stoneczne i ksigzycowe powstaje w tych samych warunkach
atmosferycznych, wiec przy odrobinie szcze$cia moZesz zaobserwowac¢ oba na raz:
jeden pier$cien wokot zachodzacego Stonca i drugi — wokot wschodzacego Ksigzyca.
Radze ci zalozy¢ dziennik obserwacji. Notowalby§ w nim datg, pogode oraz
fakt zaobserwowania halo stonecznego i ksigzycowego. Jesli jestes fotoamatorem,
sprobuj halo sfotografowa¢. Pamigtaj, ze konieczny jest do tego zoity filtr.

Podziel si¢ z nami wynikami swoich badan.



Jak sobie radzi¢ z utamkami okresowymi

Marek wrocit z wakacji bardzo przejety -— odkryl sprzeczno§é w matematyce.
Zaczelo sig od kupowania biletéw na pociag. Na legitymacji szkolnej Marek
przeczytal: ,uprawnia do znizki 33%,”. — Kto to wymyslil, 33%? — dziwil sig.
Mama wyjasnila mu, ze widocznie chodzi o-?—’- , lecz nie udatlo sig jej

przekona¢ syna. — Przeciez 3 - 339 to 999, a nie 100%,. — Marek mial coraz

wigcej watpliwosci. Wreszcie dokonat odkrycia.

— Jesli rozwingé % w ulamek dziesigtny — opowiadal z przejeciem — otrzymamy
ulamek okresowy 0,333.... Pomnézmy to przez 3: otrzymamy 0,999....

1
Ale 3 -3 musi byé¢ réwne 1, a nie zadne 0,999... — konczyl swoje

opowiadanie. Wyrazna sprzecznos$c.

Oczywiscie, Marek nie znalazl w matematyce sprzecznoéci i nie udatlo si¢ to
dotychczas nikomu. Tym niemniej odkrycie Marka jest bardzo ciekawe i warto
0 nim porozmawiac.

Wszystko wyjasnia si¢ bardzo prosto: 11 0,999... to tylko dwa rézne sposoby
zapisania tej samej liczby. Sprobuj¢ was o tym przekonaé.

Zgodzicie si¢ chyba, ze 0,999... nie jest wigksza od 1. Ale okazuje sig, Ze nie jest
tez liczba mniejsza niz 1. Dlaczego?

Sprawdzmy, czy réznica 1—0,999... jest wigksza od zera (tylko

wowczas 1 jest wigksze od 0,999...).

Kazda liczba wigksza od zera jest réwnocze$nie wigksza od chociazby jednej z liczb:

Wiacde s Aase 0 5

107 100 ° 1000 * 10000’
(trzy kropki zastepuja zwrot ,,i tak dalej” wskazujac, Ze wyliczylem
nieskonczenie wiele liczb).

: 16 2 i
Na przyklad liczba 9275 jest wieksza od —— i 0 , liczba 783 002 714 jest wigksza
1 ; . . 1
od 1000 000 000 a liczba 0,000562 jest wieksza od 10000 (dlaczego?).
- - 1 1
Tymczasem liczba 1 — 0,999... jest mniejsza od wszystkich liczb: % » 700 * 1000’
1 ; ; i 155
10000 * " Sprawdzmy dla przykiadu, Zze 1 — 0,999... jest mniejsze od 1000°

Liczba 1 — 0,999... jest mniejsza od — 1000 °

Sprawdzamy.

0,999... jest liczba wieksza od 0,999 (dlaczego?).

Wobec tego 1 — 0,999... jest mniejsze od 1 — 0,999
1 .

1—0,999 = 1000 °

Ostatecznie: 1 — 0,999... jest mniejsze od i 300 ’

Co wynika z tych obliczen?

Liczba, ktdra nie jest ani ujemna, ani-dodatnia, moze by¢ tylko zerem.
1—0,999... = 0.

Zapisujac inaczej: 1 =0999. .,
Ciekawy jestem, jak si¢ wam to podoba?
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Moim zdaniem nie trzeba si¢ martwié, Ze liczba 1 ma dwa réZne rozwiniecia
dziesigtne: 0,999... i 1,000....
Uwazam, Zze byloby znacznie gorzej, gdyby nie mozna bylo zapisywa¢ liczb réznymi
sposobami.
Zeby was o tym przekonaé, podam kilka przyktadéw:
Przyklad 1.
Jesli cheg liczbe ~;—dodaé do % , najwygodniej przedstawic ja w postaci % :
Natomiast, gdy chcg ja dodaé do 0,73, wygodniej bedzie uzy¢ zapisu 0,20.
Umiejgtnos¢ zapisywania liczb w rozny sposob przydaje si¢ do dzialan na utamkach
okresowych.
Pamigtacie zapewne z lekcji szkolnych, Ze ulamek okresowy 0,333... umowiliSmy
si¢ zapisywac¢ krotko: 0,(3). Nawias w tym zapisie oznacza, Ze tréjka powtarza sig
nieskonczenie wiele razy. Czy zwrdciliScie uwage, ze zamiast 0,(3) mozna napisac
inaczej?
Na przyklad: 0,3(3) albo 0,(33), albo 0,33(33333) itp.
Podobnie, 0,747474... moZna zapisa¢ na wiele sposobow:

0,(74) 0,7(47) 0,(70)+0,(04) 0,7(07)+0,(04).
A oto dalsze przyklady. Oceficie sami, czy nie jest wielka wygoda zapisywanie liczby
w rézny sposob?
Przykiad 2.
Jak dodaé 0,(23) i 0,(405)?
0,(23) zapisujemy w postaci 0,(232323),
0,(405) zapisujemy w postaci 0,(405405).
Teraz juz latwo dodac te liczby:
0,(23)+0,(405) = 0,(637728).
(Czy nie przypomina to wam sprowadzania do wspdlnego mianownika?).

Przyklad 3.

Jak pomnozy¢ 0,(83) przez 2?

0,(83) zapisujemy inaczej: 0,8 +0,0(38) (sprawdzcie!).

2-0,(83) =2:0,8+2-0,0(38) = 1,64+0,0(76) = 1,6(76) = 1,(67).

Przykiad 4.

Jak pomnozyé 0,(84) przez 77

0,(84) zapisujemy inaczej:

0,8 +0,0(08)+0,(04) (sprawdzcie!).

7-0,(84) = 7-0,8+7-0,0008)+7-0,(04) =
= 5,6+0,0(56)+0,(28) =
= 5+0,6(56)+0,(28) =
= 5+0,(65)+0,(28) =
= 5,(93).

Kto nie dowierza, niech sprawdzi:
28 28 196

0,(84) — ﬁ ) 'ﬁ = —3-3-- = 5,(93).

Na zakoriczenie proponuje kilka zadan:
1. Zastanéwcie sig, jak doda¢ 0,(79) do 0,0(48)?
2. Jak mnozyé utamki okresowe przez 10, 100, 1000, ...?
3. Sprobujcie obliczyé:
2,(71) - 0,06,
0,(42) - 158

Malg Delte prrygotowali: P. Nowicki i D. Zieminska



Zagadnienie Catalana

Symbol x|y oznacza: y jest podzielny przez x,

symbol za§ xiy — zaprzeczenie tego faktu.

Rozwinzanie rzadania MS59,
Niech w okreslonym momencie zawodnik =, ma
| P S

Przypusémy, Ze liczby pi sa wszystkie roZne.
Poniewaz zadna z nich nie jest ujemna i kazda

rozegrane p; partii (i =

jest nic wicksza od n— 1, wige ktoras z nich jest
rowna 0, inna zad rowna n— 1. Istnieje wige
zawodnik. ktory rozegral partie ze wszystkimi
pozosiatymi zawodnikami, i istnieje zawodnik
ktory nie gral jeszeze z zadnym zawodnikiem

3 wice spriecznosé, Przypuszczenie nasze bylo
zatem falszywe.

Uwaga: Zauwaimy, 7e zadanie to rézni sig
iylko sformulowaniem od nast¢pujgcego
zadania, danego na XVI Olimpiadzie
Matematycznej:

W sali znajduje si¢ A oséb (K = 2). Udowodnié ,
¢ co najmniej dwie z tych osdéb maja wérdd
obecnyveh t¢ samg liczbe znajomych,
(przyjmujemy, e jezeli osoba A zna osobg B,
to rowniez B zna A). (Moiemy uwazaé, ze
znajomi to zawodnicy, kidrzy grali juz ze soba).
Przytoczone zadanie moie sluzy¢ do rozwigzania
nastgpujacego zadania danego na

XX Olimpiadzie Matemaltyczne):

Dowies¢, ze kazdy wiclocian ma co najmniej
dwie dciany o tlej samej liczbie bokow.
(Uwazamy dwie Sciany za

wznajome’”’, jezeli

majg wspolna krawedi),

Dr Andrzej ROTKIEWICZ

W pazdziernikowym numerze «Delty» z ub. roku opowiedzieliimy o ,,Wielkim
twierdzeniu Fermata”, tzn. problemie rozwigzalnosci réwnania x"+y" = z"
(gdzie x, y, z i n sg liczbami naturalnymi). Tu zajmiemy si¢ innym slynnym
zagadnieniem dotyczacym poteg, ktére do tej pory nie jest jeszcze w pelni
rozwizgzanc, a ktdre znane jest w teorii liczb pod nazwa ,,Przypuszczenie
Catalana”. Dotyczy ono tzw. poteg wlaéciwych Przez potgge wlasciwa
bedziemy rozumieli potege 4, gdzie a i x sa liczbami naturalnymi wigkszymi

od Jednosc1 Sa to wigc potegi: 23, 3%, 52, .... , Przypuszczenie

Catalana’ stowami mozna wyrazié¢ tak:

Nie istnieja dwie kolejne liczby naturalne »n i n+1 takie, Ze kazda z tych liczb jest
potega wlasciwa i n # 8. Catalan sformulowal to przypuszczenie w r, 1844,

Uzywajac symboliki matematycznej ,,Przypuszczenie Catalana’” mozemy
wypowiedzie¢ tak:
Jedynym rozwigzaniem réwnania

a—b" =1
gdzie a, b, x i y sa liczbami naturalnymi wigkszymi od 1,
jest:a=3, x=2,b=2, y=13.
Chociaz Catalan byl prawdopodobnie pierwszym matematykiem, ktéry
sformutowal t¢ hipotez¢ w powyzej podanej postaci, to szczegdlne jej przypadki
znane byly wczesniej. Juz w $redniowieczu Levi ben Gerson (1288-1344,
zwany takze Leo Hebraeus) udowodnil, ze jedynym rozwigzaniem réwnania

3*-2" = +1, gdzie x > 1, y > 1, jest x = 2, y = 3. Przeprowadzimy
tu najpierw dowdd dla réwnania

(1) -2 =]

Jezeli x = 2k+1, to wobec faktu, ze 432 —1|32%—] jest 4|32%+1 -3 = 3*_3,

a poniewaz 2’ = 3*—1 = (3*—3)+2, zatem 4[2*—2, stad y = 1 i wobec (1)
rowniez x = 1.

Jezeli za§ x =2k, to 2 =3"—1 =3%%—1 = (3*~1) (3*+1), skad wynika, e
12 i ,

2 _ 3*4+1 =2

Niech k = 2m. Oczywiscie / > 1. Mamy 8]3%2—1, skad

8|32m—1 = (3™ +1)—2 = 2'-2, co dla / > 1 jest niemozliwe.

Roéwnanie (2) nie ma wigc rozwigzan dla k parzystego. Jezeli za$ k jest nieparzyste,

to k =2m—1, gdzie m2>1 i 3*+1 = 3*""141 = 3(32™"D_-1)+4,

a poniewaz 8!32‘““” 1, wiec 813*+1. Zatem I =2, k= 1ix =2,y = 3.

Rozpatrzmy z kolei réwnanie 3*—2 = —1. Wtedy 3*+1 = 2" i wobec przed

chwilg przeprowadzonych rozwazan mamy x = 1, y = 2.

W r. 1657 Frénicle de Bassy udowodnil, Ze réwnanie a>—5b” = 1, gdzie b oznacza

dowolng liczbe pierwsza i (a, b) # (3,2), nie ma rozwigzan naturalnych

takich, ze y > 1.

W r. 1738 Euler udowodnil, Ze jedynym rozwigzaniem réwnania a>—»5% = 1

w liczbach naturalnych ai b jesta = 3, b = 2.

W r. 1850 matematyk francuski Lebesgue udowodnit, Ze réwnanie x*+1 = y" nie

ma rozwigzan w liczbach naturalnych x > 1, y > 1, gdy n > 2.

W 1921 r. matematyk norweski Nagell pokazal, Zze nie istniejg rozwigzania réwnan:
—b" =1, a*—b% = 1, gdzie x > 2.

Problem pokazania, Ze nie istnieja rozwigzania réwnania a*—b” = 1, zostal

postawiony w r. 1919 przez Nagella i rozwigzany w 1932 przez Selberga.

Tematem wielu prac bylo réwnanie a>—5b* = 1. Nagell w 1921 i 1934 r. pokazal,

ze jezeli a*—b” =1, (a,b,y) # (3,2, 3) i p jest dzielnikiem pierwszym

liczby y, to 8|p—1.

Pézniej (1940) matematyk wegierski Obldth udowodnil, ze jezeli a*—b" =

(a,b,y) # (3,2,3), to p?|2¢~* 1 i p*37~" —1 dla kazdego p bedacego dznelmluem

pierwszym Ilczby y.

W latach 1961 i 1964 Hyyro i Inkeri udowodnili, Ze jezeli @>—b” = 1,

(a,b,y) # (3,2,3), to ai b sa bardzo duze, i podali oszacowanie dla liczb a i b.



Odpowiedi na pytanic w zadaniu | w artykule
»wWstep do teorii ézajaczka iwictinegos™:
A

“cosigp+ Asing
ﬂmJ:(L+!)~,‘ca-imwlmrm

epujace wzory przybli
dicos ycos(y + do) = dicos?y;
sindy = dy;
26n 2 sin 20EE 2 sing- dy.
Wykres funkcji f(y) = v(y)/c w przypadiach
A<l (a)iAd>1 (b) preedstawia ponitszy
rysunek.

0=

] fmin = 2 = Spmin)
$min = arcsin —A
ArR_b 2
f(hl 1
mn AL TqT T
f(a_) - i)
min = :
0 ! rTmm : .
(a) ¢
0 ‘rr:in '1% 'f
A
(o)
29
B
Rys. la
38
0‘0 c
EATAN
5 182
Rys. 1b

Badania te zostaly uwiericzone w koncu elementarnym i niezwykle pomystowym
dowodem matematyka chinskiego Chao Ko, ktéry w 1964 r. udowodnit, ze
réwnanie @ —b” = 1 nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych
a>1,b>1,y>1, gdzie (a,58,y) # (3, 2, 3).

Dazono réwniez do tego, aby pokaza¢, ze réwnanie a*—b” = | nie ma rozwigzan
dla pewnych typow liczb a i b. )

Pierwszym wynikiem tego rodzaju byl wynik Gerona (z 1870 r.), ktéry udowodnit,
Ze nie istnieja rozwigzania réwnania a*—b” = 1, gdzie (a,b,y) # (3,2, 3),

gdy a lub b jest liczba pierwsza.

W r. 1941 Obl4th pokazal, ze jezeli (a, b, x,y) # (3, 2, 2, 3), to nie istniejq rozwia-
zania réwnania @a*—5§" = 1, gdy wszystkle dzielniki pierwsze liczb a i b

sa jednej z postaci: p = 2"+1 Iub p = 2°3%+1.

W r. 1956 Hampel pokazal, Ze nie istnieja rozwiazania réwnania a*—b” = 1

(z wyjatkiem 32—2% = 1), gdy |a—b| = 1. Inne dowody wyniku Hampela podali
w 1956 r. Schinzel i Rotkiewicz.

W r. 1952 LeVeque dowiddl, Ze dla danych a i b réwnanie a*—b* = 1 ma co
najwyzej jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych x > 1iy > 1.

W 1961 r. Rotkiewicz dowiddl, ze jezeli a*—b* = 1, gdzie x > 1, y > 1,

toa > 1000 i 5 > 1000. _

W 1959 r. matematyk angielski Cassels udowodnit, Zze jezeli a”—b? = 1, gdzie p
i g sa liczbami pierwszymip > ¢ =2, a>1,b> I, to

plb, qla.

Latwo zauwazy¢, ze cztery kolejne liczby naturalne nie moga by¢ potggami
wlasciwymi. Rzeczywisicie z czterech kolejnych liczb naturalnych jedna oczywiscie
daje resztg 2 przy dzieleniu przez 4, a wigc nie moze by¢ potega wlasciwa.

W r. 1962 A. Makowski z twierdzenia Casselsa wywnioskowal, Ze nie istnieja trzy
kolejne liczby naturalne, ktdre sg potggami wilasciwymi.

Rzeczywiécie, nie uszczuplajac ogdlnosci moZemy przyjaé, ze wykladniki
wymienionych poteg wlasciwych sa liczbami pierwszymi. Niech teraz z", y? i x?
beda kolejnymi potggami wiasciwymi:

3) xP—yt=1 oraz y'—2"=1

Na mocy twierdzenia Casselsa mamy g|x i gz, skad wobec (3) mamy g|x?— zf = 2
ig =2, aponiewazp > 1, r > 1, wiec 4|x?—z" = 2, co jest oczywiscie niemozliwe.
Nasze rozwazania konczymy podaniem wyniku matematyka holenderskiego
Tijdemana. Otéz w 1974 r. udowodnil on, Ze réwnanie a*—b” = 1 ma w liczbach
naturalnych a, b, x, y wigkszych od 1 skonczong liczbg rozwigzan.

Istnieje wigc liczba naturalna M taka, ze o ile a*—b" = 1, toa < M, b < M,
x< M, y < M

g1

Rozwizzanie zadania F20. ;

Rozwiazanie ninicj dania nalezy poré 'z iazani dania F19, i ym w poprzednim (7)

numerze «Delty». Zgodnic z pra indukeji tycznej, w obwodzie kolowym bedzie indukowala

si¢ sila elektromotoryczna £ réwna 3 V. Ponmz calkowity opor obwodu wynosi 3 (), w obwodzie bedzie plyngl

prad o natgzeniu f réwnym 1 A. Gdyby sila elektromotoryczna w obwodzie byla przylozona przez wlgczenie baterii

(jak w zadaniu F19), w&m:ns pieci m)edzy k i A i B moglibyimy wyznaczyé korzystajac z prawa Ohma.

Wtym daniu jednak preyloz indukowanej sily elektromotorycznej nie jest okreflone. Czy moina wiec

J ie okresli¢ napieci iedzy punktami A i B? Okazuje si¢, 2e nie. Rozwatmy pomiar napigcia przy pomocy
1 ierza podla go do punktéw A i B wedlug schematéw pokazanych na rysunkach 1ailb.

Napiszmy prawo Kirchhoffa dla zamknigtych obwoddéw ACBY i ADBV dla obu sch to di: i wol ierza

Wskazania woltomierza oznaczamy litery U oraz zakladamy, #e punkt A laczymy z zaciskiem + wo!tomiem

a kierunek indukowanego pradu jest taki, jak na rysunkach

Otrzymamy:

dia schematu 1 a: U=1I-Race =1V (cbwdéd ACHV),
U=¢e=I"Rapp=1Y (obwdd ADBV).
Naleiy zauwazy¢, 2e w obwodzie ADBV przy tym schemacie polgczed wystgpuje sila elektromotoryczna indukcji e,

dla schematu 1 b: U=1I-Ruca—e= -2V (obwéd ACBV),

U= —I-Rspg = -2V (obwdd ADBV).
Teraz sila elektromotoryczna mdul:cu wystepuje w obwodzie ACBV.
W zaletnoéci od sposobu przyla woltomierza uzyskalis réine wyniki. Czyli w przypadku wystgpowania sily
elektromotoryczne j indukowanej (ogdlniej: gdy istniejg pola magnetyczne zmienne w czasie) nie istnieje jednoznacznie
okreilony elektryczny potencjal skalarny. Gdybyémy druty lgczace woltomierz z punktami A | B obwineli
wielokrotnie wokdél walca, woltomierz wskazalby jeszcze inne wartodci napiecia. Ogélna odpowied jest nastepujgca:

U= -(24+3a)V, nm=0, +1, £2,
zaleznie ud tego, jak doprowadzone sg druty od punktéw A i B do zaciskéw woltomierza.

Pord ja dania FI19 i F20 -/ sobie uiwiadomié réznice miedzy silami elektromotorycznymi: przylozona
i indukowang.




Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

A JEDNAK PRZEWODZI!... ALBO BIEG Z PRZESZKODAMI DLA ELEKTRONOW

30
20

Rys. 2

Rys. 3

Noénikami pradu w pélprzewodnikach sg
swobodne elektrony i dziury.

+ —
Rys. 4
I(uA)
u v
0‘.5 1 1.5 :

Natezenie pradu zaporowego diody jako
funkcja napigcia

Rys. §

Rys 6

Nalezy wyjasnié, ze obiektem naszego zainteresowania bedzie dioda
polprzewodnikowa. No to co z tego, ze przewodzi? — zapytacie. Taka natura diod,
ze przewodza, i to w dodatku w jedna stroneg, a w druga nie. Praktycznie
nie — powiedza ostrozniejsi. Otéz to wlasnie. Tytul §wiadczy,

Ze chcialbym tym razem by¢ niepraktyczny i zajaé si¢ wlasnie pradem,

ktory dioda pdlprzewodnikowa mimo wszystko przewodzi

»do tylu””, to znaczy w kierunku zaporowym. Slysze juz dwa (w zaleZnosci

od postawy zyciowej ich autoréw) pytania: dlaczego (przewodzi)?

oraz czy warto (si¢ zaja¢)? Na drugie pytanie odpowie sam sobie kazdy, kto
przeczyta ten artykut do korca; na pierwsze sprébuje da¢ coé w rodzaju odpowiedzi,
zastrzegam si¢ jednak, Ze charakter miejsca zmusza mnie do podania jej

w wielkim uproszczeniu. Zastandwmy si¢ wigc,

CO SIE DZIEJE W DIODZIE?

Dioda poélprzewodnikowa jest, jak wiemy, polaczeniem dwoch rodzajow
potprzewodnika: typu n i typu p (rys. 1). Obszar typu n zawiera elektrony swobodne
(a wigc zdolne do przewodzenia pradu), w obszarze typu p dominujg dziury,

czyli luki po elektronach w wigzaniach migdzyatomowych (rys. 2).

Dziura moze tez si¢ poruszac¢ dzigki przeskakiwaniu do niej elektrondéw sasiednich
wigzan, a wiec przewodzi prad tak,

jak czastka o tadunku dodatnim (porusza si¢ w kierunku

przeciwnym do ruchu elektronéw). Kazdy, kto prébowal doswiadczen

z dyfuzja, wie, ze pozycje dwéch stojacych naprzeciw siebie armii z rysunku 2 sg
nie do utrzymania; poruszajace si¢ chaotycznie ruchem cieplnym elektrony zaczna
przenika¢ do obszaru p, a dziury do obszaru n — Zolnierze

dwdch armii zaczng si¢ brataé¢ lub, jesli wolicie, zmieszaja si¢ w walce wrecz.
Niestety obraz militarystyczny jest bardziej adekwatny:

wrogowie bgda wybijaé si¢ wzajemnie — elektrony beda rekombinowaé

z dziurami zapelniajac luki w wigzaniach. Ubywanie elektronéw

z obszaru n laduje go dodatnio, dziury opuszczajac obszar p laduja

go ujemnie. Ladunki te narastaja, dopoki powstajaca roéznica potencjaléw

nie zahamuje przeplywu no$nikéw. Mowimy, Ze powstala bariera

potencjatu. Teraz pora na wkroczenie do akcji dowddcow. Jezeli bedg

oni dysponowaé stale nowymi posilkami, beda mogli w nieskonczono$¢ posylac
na rzez swoich zolnierzy, co w diodzie odpowiada dolaczeniu bateryjki

plusem do obszaru p, a minusem do n: bedzie ona dostarcza¢ stale nowych
no$nikow do obu obszaréw i prad bedzie ptynac bez przeszkod (rys. 3). Moze tez
pa$¢ rozkaz wycofania sig. Armie opuszcza plac boju i wszelki ruch na nim ustanie
— przykladajac plus do obszaru n, a minus do obszaru p spowodujemy
cofnigcie si¢ no$nikow, kazdego w strong swojego obszaru, i prad nie poplynie; bo
co by go mialo przewodzi¢ (rys. 4)? Oj, zagalopowatem si¢. Jednak troszke
poplynie w temperaturze réznej od zera bezwzglgdnego zawsze istnieje jakies
prawdopodobienstwo, ze pobudzony drganiami cieplnymi elektron ,,wyskoczy™
z wigzania, stanie si¢ swobodny i utworzy jednoczes$nie dziurg. Takie, jak mowimy,
generowane termicznie elektrony i dziury dadza jednak pewien

prad w kierunku zaporowym. Jak wykazuja szczegélowsze rozwazania,

a takze pomiary, natgZenie tego pradu jest praktycznie

niezalezne od napigcia (rys. 5). Latwo si¢ tez domyslic¢,

ze ze wzgledu na przyczyne pradu jego natezenie w bardzo znacznym stopniu zalezy
od temperatury. Powstaje pytanie:

JAK TO SPRAWDZIC DOSWIADCZALNIE?

Niestety trzeba mie¢ miernik natg¢Zenia pradu, i to czuly. Kto nie ma mozliwosci
skorzystania z miernika (w szkole, w klubie radioamatorskim), moze go zrobi¢
sam wediug przepisu podanego w «Delcie», 1975, 5. Nastgpny problem to dioda.
Musi by¢ germanowa i niezbyt mala, na przyklad typu DZG. Laczymy miernik
szeregowo z dioda i dolaczamy Zrédlo pradu — bateryjk¢ (uwaga na bieguny!),
jak na rys. 6. Dolaczajac jedno, dwa lub trzy ogniwa mozemy zauwaZyc, Ze
nat¢zenie pradu jest za kazdym razem praktycznie takie samo, o ile dioda jest dobra.
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do =
adaptera do radia

(gniazdko adaptera)

Rys. 7

WezZmy teraz diode do reki: wyraZnie widaé, ze nawet pod wplywem tak
niewielkiego ogrzania natezenie pradu wzrasta. Na tej zasadzie mozna ,,mierzy¢”
temperament znajomych, nie wtajemniczajac ich w konstrukcj¢ przyrzadu. Dioda

z precyzyjnym miernikiem umozliwi Wam bardzo dokladny pomiar temperatury.
Po wyskalowaniu moZna nawet uzywaé zestawu jako termometru lekarskiego.
Jezeli kto§ w zaden, ale to w Zaden sposdéb nie moze zaopatrzy¢ si¢ w miernik, moze
jakosciowo bada¢ te zjawiska przy uZyciu adaptera i radia. Trzeba jednak mie¢
dwie diody (najlepiej DZG 7) i opornik o oporze rzgdu 100 K. Laczymy obwéd
wedtug rys. 7 (obie diody w kierunku zaporowym). Ogrzewajac lub ozigbiajac
raz jedna diodg, raz druga, zaobserwujemy duZe zmiany nate¢Zenia dzwigku

z gtoénika radia. Dlaczego? Sprobujcie zastanowi¢ si¢ sami. Charakterystyka
pradowo-napigciowa z rys. 5 powinna Wam w tym pomoc. Jeszcze uwaga praktyczna:
jesli chcecie unikng¢ niemilego buczenia, musicie ekranowaé przewody i elementy
migdzy adapterem a radiem. Przed dotknieciem reka diody nalezy takze siebie
polaczy¢ z masa calego uktadu. Oczywiscie wszelkie ostony ekranujace musza tez
by¢ z nig polaczone. W razie braku przewodow ekranowanych mozna owingé
przewody i elementy (odpowiednio izolowane) folig aluminiowa. Mozna takie dwie
diody da¢ do rak dwum osobom, Zeby sprawdzi¢, czy wszystko ,,gra” w ich
wspolnych sprawach.

Mam nadziejg, ze wszystko bedzie ,,grato” w Waszych do§wiadczeniach.

Ciekawe, 1 nie tylko

X .1

Rozwigzanie zadania M60.

Zaldimy, te punkty A;, Ay, A3, As, As, As
nalezy do rozwazanego kola i ze kaida
odlegloéé AgAj (i # j) jest wicksza od 1. Zaden
z punktéw A; nie jest wowczas oczywiscie
srodkiem kola i fadne dwa sposréd tych
punktéw nie nalezg do tego samego promienia.
Punkty A; lekg wiec na szeiciu réinych
promieniach. Wiréd tych promieni istnieja dwa
tworzace kat = 60°. Wowczas odleglodé
punktéw lezacych na tych promieniach jest
= | (dlaczego?). Otrzymalimy sprzecznosé

z zaloZeniem, a wigce jest ono falszywe.

W wieku XIX dzigki teoriom Jamesa Clarka Maxwella udalo sie¢ wykazaé, ze takie
zjawiska, jak elektrycznoé¢, magnetyzm, §wiatlo i fale radiowe, maja wspolne
pochodzenie — wspdlna nature. Wyglada na to, ze w naszym wieku uda sig¢ znalezé
wspolna nature czterech znanych obecnie fundamentalnych oddzialywan
fizycznych: grawitacyjnego, elektro-magnetycznego, silnego i stabego. Nadzieje
takie pozwala snué niedawne odkrycie tzw. slabych pradéw neutralnych. Jest
to klasa takich oddzialywan stabych pomiedzy czastkami elementarnymi, ktdre
wykazuja bardzo silne analogie z oddzialywaniami elektromagnetycznymi. Tak wigc
pierwszy ,,most’’ — pomigdzy oddzialywaniami stabymi i elektromagnetycznymi —
zarysowuje si¢ nader wyraznie. Pisze o tym szerzej «Scientific American», 1974, 10.
W teorii oddzialywan grawitacyjnych duze nadzieje budzi odkrycie bardzo
interesujacego pulsara PSR 1913+ 16, znajdujacego si¢ w zwigzanym systemie
gwiazdy podwdjnej z jaka$ inng gwiazda o duzej masie i matych rozmiarach.
Wiasnie to, Ze pulsar ten wystepuje w tak egzotycznym, a jednoczeénie interesujacym
z punktu widzenia teoretycznego ukladzie pozwoli sprawdzi¢,

ktéra z istniejacych obecnie teorii grawitacji najlepiej opisuje ten obiekt,

czyli ktéra z nich jest aktualnie najlepsza. Doniesienie na ten temat

znalezé mozna w «Physics Today», 1974, 12. Takze «Physics Today»,

1974, 11, przynosi bardzo interesujagcy wywiad z dwoma wybitnymi fizykami
doby wspolczesnej: Edoardo Amaldimem i Victorem F. Weisskopfem na temat
osiggnigc fizyki europejskiej w okresie po II wojnie $wiatowej. Wywiad jest
jeszcze jednym przykladem na to, Ze wielcy przedstawiciele nauk §cistych
doskonale zdaja sobie sprawg ze spolecznych uwarunkowan i implikacji wspdlczesnej
nauki. Dla nas bardzo przyjemnym momentem jest zaliczenie powstania fizyki
hiperjader — ze wskazaniem prof. Jerzego Pniewskiego jako jej wspottworcy —

do rzedu faktow o duzym znaczeniu dla fizyki.

Wsréd artykutéw o metodach i narzedziach wspdlczesnej fizyki interesujacy opis
tzw. metody cieni badania struktury krysztaléw i pomiaréw bardzo krétkich
czaséw przynosi «Priroda», 1974, 10. Metoda ta oparta na analizie oddzialywania
protonow i elektronow ze strukturg krysztalu dostarcza informacji

na temat jego budowy, za§ w zastosowaniu do pomiaru czaséw trwania
proceséw jadrowych pozwala $ledzi¢ zjawiska rzedu 10-'% sek.

1S &



Izometrie

Mgr Jerzy BEDNARCZUK

Jedno z zadan na pisemnym egzaminie wstepnym na wyisze studia matematyczne mialo
nastepujaca tresé: ,,Na plaszczyZnie dany jest dowolny czworokat. Ile elementow moze mieé zbior
izometrii przeksztalcajacych ten czworokat na siebie?”.

Zadanie to sprawilo wiekszosci kandydatow znaczne trudnosci. Dlatego warto zastanowié si¢ nad
kilkoma zwigzanymi z nimi problemami. Potraktujemy przy tym zagadnienie ogdlniej,

a mianowicie bedziemy zajmowali si¢ izometriami przyksztalcajacymi dowolne figury ograniczone
(w szczegdlnym przypadku — wielokaty) na siebie. Na wstgpie zasadnicze pytanie: Jakie izometrie
moga przeksztalcaé figure ograniczong na siebie? Aby na nie odpowiedziec, wystarczy znac
podstawowe twierdzenia dotyczace izometrii plaszczyzny, ktore dla ulatwienia przytaczamy
na sasiedniej stronie. W oparciu o nie latwo stwierdzimy, ze izometriami, o ktore pytalismy,

sa symetrie osiowe i obroty (nietrudno wskaza¢ przyklady odpowiednich figur), nie

moga za$ nimi by¢ ani przesunigcia, ani symetrie z poslizgiem. Wezmy bowiem dowolny
punkt rozpatrywanej figury. Gdyby jakie$ przesunigcie (symetria z poslizgiem) przeksztalcalo
te figure na siebie, to roéwniez n-krotne zlozenie tego przesuniecia dla dowolnego n naturalnego
mialoby te wlasno$¢ na mocy 5° (dla symetrii z poslizgiem wezmy 2n-krotne zloZenie,

aby otrzymac translacje — patrz 6°). Tak wigc, wobec dowolnoéci n odleglosé¢ rozpatrywanego
punktu od jego obrazu, nalezacego takze do tej figury, moglaby by¢ dowolnie duza,

co przeczyloby zalozeniu ograniczonosci figury. Twierdzenie to upraszcza nam znacznie sytuacje
rozpatrywana w zadaniu przytoczonym na poczatku artykulu. Uprosci si¢ ona jeszcze bardziej,
gdy zauwazymy, Ze jesli i obrot i symetria przeksztalcaja figur¢ ograniczona na siebie, to §rodek
obrotu nalezy do osi symetrii. Gdyby bowiem do osi symetrii nie nalezal, to zloZenie tych
przeksztalcen, bedace na mocy 4° symetria z po$lizgiem o wektor niezerowy, przeksztalcaloby takze
te figure na siebie, co, jak juz ustalilismy, jest niemozliwe. Podobnie mozemy udowodnié, ze jesli
dwie symetrie osiowe przeksztalcaja figure ograniczong na siebie, to ich osie si¢ przecinajg.

Tu juz nam zapewne intuicja podpowiada, ze jesli dwa obroty przeksztalcaja figur¢ ograniczona
na siebie, to ich $rodki si¢ pokrywaja. Dowdd tego faktu kazdy z nas przeprowadzi chyba bez
wigkszych trudnosci (wskazowka: udowodnié, ze zloZzenie dwu obrotow wokoét réznych srodkow
zlozone ze zlozeniem w takiej samej kolejnosci przeksztalcen do nich odwrotnych jest
przesunieciem).

Ustalmy z kolei, jak wyglada skladanie izometrii przeksztalcajacych dana figur¢ ograniczona
na siebie. Z poprzednich rozwazan wynika, ze wystarczy rozpatrzyc trzy przypadki:

— zlozenie dwu symetrii osiowych o osiach przecinajacych si¢; w wyniku otrzymamy obrot
wokol punktu przeciecia (o jaki kat?);

— zlozenie dwu obrotow o wspolnym $rodku; w wyniku otrzymamy takze obrot wokol tego punknt
(o jaki kat?):

— zloZenie obrotu i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez $rodek obrotu: w wyniku
otrzymamy oczywiscie symetri¢ osiowa (wzgledem jakiej prostej?).

Dla zilustrowania tych zagadniei proponujemy skonstruowanie prostego przyrzadu. Potrzebne
nam do tego beda: kartka, kawalek tekturki, nozyce, linijka, oléwek. Przyrzad sklada

si¢ z dwu czesci. Pierwsza stanowi kartka. Na kartce tej rysujemy figure, ktéra bedziemy
przeksztalcaé, i oznaczamy jej charakterystyczne punkty, srodek obrotow i osie symetrii (warto
oczywiscie wybrac taka figure, ktoéra ma kilka osi symetrii i ktorg kilka obrotéw przeksztalca

na siebie). Narysujmy teZz obok figury strzalke, wskazujacg na tej figurze dowolne,

wybrane przez nas miejsce. Druga czesé, ruchoma, bedzie stanowila wycieta z tekturki

figura przystajaca do narysowanej. Oznaczmy na niej, po obydwu stronach, punkty
odpowiadajace punktom figury z kartki, oczywiscie takimi samymi literami, ale z ,,primami’”’,
To bedzie obraz naszej figury. Przylozmy teraz ruchoma cze$¢ do narysowanej figury w sposdb
odpowiadajacy polozeniu tozsamosciowemu i w miejscu wskazanym przez strzalke wpiszmy

na czesci ruchomej wyraz ,,tozsamos$c¢™. Wykonujmy teraz czescia ruchoma ruchy odpowiadajace
obrotom i symetriom przeksztalcajacym te figure na siebie, za kazdym razem startujac

z polozenia tozsamosciowego i za kazdym razem wpisujgc, takze na cz¢sci ruchomej,

w miejscu wskazanym przez strzalke, jakie przeksztalcenie wykonaliSmy. I to juz wszystko. Przyrzad
jest gotowy. Jesli teraz, startujac z polozenia tozsamosciowego, wykonamy kolejno kilka
przeksztalcen naszej figury, obracajac odpowiednio ruchoma czgéé naszego przyrzadu, to w miejscu
wskazanym przez strzalke odczytamy, jakie przeksztalcenie jest wynikiem zloZenia tych
przeksztalcen.
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Dla przykladu zamieszczony jest ponizej rysunek takiego przyrzadu, w ktéorym wybrana figura
jest szesciokat foremny.

Oczywiscie po wszystkich tych uwagach zadanie, o ktorym mowilimy na poczatku, kazdy sam
rozwigze z latwoscia.
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Co o izometriach plaszczyzny warto wiedzieé

I° Kazidg izometrie plaszczyzny mozina przedstawié jako zlozenie jednej, dwu lub trzech symetrii
osiowych.

2° Zlozenie dwu symetrii osiowych jest obrotem lub przesunieciem (kiedy, czym?).

3° Zlotenie trzech symetrii osiowych jest symetrig osiowq wtedy i tylko wtedy, gdy osie symetrii sq
wspdlpekowe, to znaczy przechodzq przez jeden punkt, lub sq parami réwnolegle.

4° Zlozenie trzech symetrii osiowych jest symetriq z poslizgiem, ezyli zlozeniem symetrii
osiowej i przesunigcia o wektor rownolegly do osi symetrii (warto sobie przypomnieé dowdd
tego faktu). Jesli osie symetrii nie sq wspdlpekowe, to wektor poslizgu jest niezerowy.

5° Zbior izometrii przeksztalcajqcych dang figure na siebie z dzialaniem skladania tworzy grupe
przeksztalcen.

6° Gdy symetrig z poslizgiem zlozymy ze sobq, otrzymamy przesuniecie o wektor réwny
podwojonemu wektorowi poslizgu.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

MS58. Udowodnié, ze jezeli kazda przekatna czworokata wypuklego dzieli go na trojkaty o rownych
polach, to jest on réownoleglobokiem. (W. Mnich)

Rozwigzanie na str. 5.

M59. W turnieju szachowym, w ktorym kazdy zawodnik grat z kazdym dokladnie jeden raz,
uczestniczy n zawodnikéw (7 > 1). Udowodni¢, ze w kazdym momencie sa co najmniej dwaj
zawodnicy, ktorzy rozegrali te sama liczbe partii. (W. Mnic¢h)

Rozwigzanie na str. 12.

M60. Udowodni¢, ze w kole o promieniu 1 nie moZna wybraé wiecej niz 5 punktéw takich, ze
odleglos¢ miedzy dowolnymi dwoma sposéréd nich jest wieksza od 1. (W. Mnich)

Rozwiazanie na str. 15.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F20. Dany jest pret Zelazny w ksztalcie nieskoriczenie dlugiego prostoliniowego walca o przekroju
kolowym Pret ten jest magnesowany podiuinie w ten sposéb, ze przenikajacy go strumien
magnetvezny narasta jednostajnie w czasie o 3 webery na sekunde. W plaszczyznie prostopadiej
do osi walca umieszczono wokét niego obwod kolowy ztozony z dwu drutéw o oporach
odpowiednio 1 i 2 Q. Jakie beda wskazania woltomierza o bardzo duzym oporze,
podiaczonego do punktéw A i B (patrz rysunek) lezacych na zlaczach drutéow? (Nadeslat J. P.).
Rozwigzanie na str. 13.
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