
Mala Delta str.8

Zagadnienie Catalana
Dr Andrzej Rotkiewicz

str. 12

Laboratorium w domu Dr Jan A. Gaj

str. 14

Ciekawe, i nie tylko

str. 15

Izometrie Mgr Jerzy Bednarczuk

str. 16

Zadania

str. 17

SPIS TRESCI

o przestrzeniach metrycznych
(III)
Doc. dr Maria Moszynska str.

Wstep do teorii "zajaczka
swietlnego" str.

«Delta» z wizyta u
w IBJ

Marii
str. l

4

6

"Delta"
matematyczno-fizyczny miesiecznik
popularny
Polskiego Towarzystwa

Matematycznego i Polskiego
Towarzystwa Fizycznego
wydawany przy poparciu
Ministerstwa Oswiaty i Wychowania

Komitet Redakcyjny
prof. dr G. Bialkowski
doc. dr A. Blikle

prof. dr A. Hrynkiewicz
doc. dr B. Iwaszkiewicz

prof. dr J. Janik
doc. dr J. Jatczak

prof. dr Leon Jesmanowicz­
przewodniczacy
prof. dr Z. Krygowska
prof. dr K. Leibler
mgr W. Lucznik
mgr A. Makowski
prof. dr A. Pelczynski
prof. dr Arkadiusz Piekara ­
wiceprzewodniczacy
prof. dr J. Rayski
prof. dr A. Schinzel

prof. dr Z. Semadeni
prof. dr M. Subotowicz
dr A. Wakulicz
doc. dr W. Zawadowski

Redaguje Kolegium w skladzie:
doc. dr T. Hofmokl- z-ca red. nacz.
dr T. B. Iwinski

dr M. Kordos - red. nacz.

W. Puczynski - red. techn. graf.
doc. dr M. Swiecki
D. Tys - sekr. red.

Adres Redakcji
ul. Sniadeckich 8,
00-656 Warszawa. PTM

Zaklad Narodowy im.
Ossolinskich - Wydawnictwo.
Wroclaw, Oddzial w Warszawie
Naklad 20000 egz. Objetosc 2 ark.
wyd.; 2,50 ark. druk.;
papier offsetowy III kI., 80 g, 61 x 86
Wydrukowano w Drukarni im.
Rewolucji Pazdziernikowej,
Warszawa. ul. Minska 65.
Nr zam. 632/75 B-58

Wydano z pomoca finansowa Polskiej Akademii Nauk

WARUNKI PRENUMERATY Cena prenumeraty rocznej zl '60,- cena prenumeraty pólrocznej
zl 30,-

Instytucje panstwowe i.spoleczne, zaklady pracy, szkoly - majace siedzibe w miastach wojewódzkich
i powiatowych, zamawiac moga prenumerate wylacznie za posrednictwem miejscowych oddzialów
i delegatur RSW Prasa-Ksiazka-Ruch w terminie do dnia 25 listopada na rok nastepny.

Instytucje panstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly - majace siedzibe na wsi lub miejscowosciach,
w których nie ma oddzialów RSW Prasa-Ksiazka-Ruch, winny oplacac prenumerate w terenowo
wlasciwych urzedach pocztowych.

Prenumerate krajowa dla czytelników indywidualnych przyjmuja urzedy pocztowe, listonosze i Centrala
Kolportazu RSW Prasa-Ksiazka-Ruch, 00-958 Warszawa, uJ. Towarowa 28, konto PKO 1-6-100020
w terminie do dnia 10 miesiaca poprzedzajacego okres prenumeraty.
Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice, która jest o 40% drozsza od prenumeraty krajowej,
przyjmuje Biuro Kolportazu Wydawnictw Zagranicznych RSW Prasa-Ksiazka-Ruch, 00-840 Warszawa,
uJ. Wronia 23, konto PKO nr 1-6-100024.

Sprzedaz numerów biezacych i uprzednich

Instytucje P8Óstwowe i spoleczne, zaklady pracy, szkoly i czytelnicy indywidualni moga nabywac
"DELTE":

w Ksiegami Osrodka Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN.
Sprzedaz gotówkowa i wysylkowa, pojedynczych numerów i w kontynuacji; platnosc gotówka, przelewem
lub za zaliczemem pocztowym.
Adres: ORPAN 00-901 Warszawa, Palac Kultury i Nauki, konto PKO nr l.ti-l00312

w Ksiegarni Ossolineum, Rynek 8, 50-106 Wroclaw

w Glównej Ksiegarni Naukowej, Krakowskie Przedmiescie 7, 00-068 Warszawa

w Ksiegarni Naukowej, uJ. Podwale 6, 31-118 Kraków

W nastepnym numerze:

Gry wielochodowe
Interferencja swiatla

NaSla okladka (IV str.):
Reaktor Ewa - fot. J. Kicman
Rdzen reaktora Maria
Sterownia reaktora Maria
fot. S. Ciesielska Cena 1 egzemplarza zl 5,- nr indeksu 35723/35550



«Delta» z wizyta u Marii w IBl

Makieta rdzenia reaktora Maria (za rdzeniem
widoczna sluza do komory, w której dokonuje sie
wymiany pretów paliwowych)

Makieta reaktora Maria. Na pierwszym planie
bunkier samego rdzenia reaktora

W 1958 r. W Instytucie Badan Jadrowych w Swierku pod Warszawa
rozpoczal prace pierwszy polski reaktor jadrowy Ewa (zob.
IV str. okladki). Trzy lata temu uruchomiono zestaw reaktorowy
Agata, bedacy studialnym modelem nastepnego polskiego
reaktora - Marii - którego rozruch technologiczny rozpoczal sie
w lipcu zeszlego roku (a zakonczony ma byc w roku biezacym).
Kilka slów prezentacji. Maria (zob. IV str. okladki i zdjecia obok)
jest reaktorem jadrowym zaprojektowanym i zbudowanym calkowicie
przez polskich specjalistów. Paliwem jest w nim uran w postaci
stopu z glinem, wzbogaccny do 80% w izotop rozszczepialny U-235.
Do moderacji (spowalniania) neutronów sluza woda i beryl. Rdzen
reaktora otoczony jest reflektorem grafitowym ("odbijajacym"
z -powrotem neutrony uciekajace z rdzenia). Reaktor chlodzony jest
woda (mysli sie o cieklym sodzie w przyszlosci). Oslone
biologiczna stanowi od góry 7-metrowa warstwa wody, z boku
zas - reflektor grafitowy i sciana z ciezkiego betonu (tzn. betonu
z duzym dodatkiem skladników silnie pochlaniajacych neutrony).
Reaktor ma po zakonczeniu rozruchu osiagnac moc 30 MW,
a w dalszej perspektywie - 66 MW.
Oprócz kanalów (pionowych) dla pretów paliwowych, regulacyjnych,
kontrolnych i awaryjnych, a takze dla wpr(lwadzenia
substancji do napromieniowania neutronami, reaktor ma osiem
kanalów poziomych, w tym dwa radialne (biegnace ku rdzeniowi
reaktora) i szesc tak zwanych stycznych.
Podstawowy cel, jakiemu ma sluzyc Maria, to badaaia materialów
reaktorowych, elementów i zestawów dla przyszlych polskich
elektrowni jadrowych. Dlatego Maria zostala zaprojektowana
elastycznie, to znaczy, ze bedzie mozna w niej badac nie tylko wlasnosci
róznych materialów i elementów, ale nawet wiekszych zestawów,
zmieniajac za kazdym razem odpowiednio konstrukcje nawet samego
rdzenia reaktora.

Druga funkcja to produkcja izotopów promieniotwórczych.
Maria przejmie czesc obowiazków Ewy, umozliwiajac tym samym
zwiekszenie ilosci i asortymentu wytwarzanych izotopów.
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Do hali reaktora. Maria wcbodzimy przez sluze
zamykana grubymi, pancernymi drzwiami

Maria bedzie wreszcie sluzyc swymi kanalami poziomymi
badaniom fizycznym o charakterze podstawowym. Latwo
sie chyba domyslec, ze beda one dotyczyly m. in. mechanizmów

reakcji jadrowych, w tym przede wszystkim - zachodzacych
pod wplywem neutronów. Nie kazdy jednak wie, ze neutrony
to subtelne i w licznych przypadkach wrecz niezastapione narzedzie
badania struktury i wlasnosci cial stalych. Otóz badania dyfrakcji
neutronów na sieciach krystalicznych umozliwiaja uzyskanie
szeregu bardzo wartosciowych informacji o tym, co sie dzieje
w krysztalach. A dzieje sie tam wiele interesujacych rzeczy. Przede
wszystkim siec drga - tym intensywniej, im wyzsza ma temperature.
W jezyku kwantowym drgania sieci i fale mechaniczne, jakie sie w niej
rozchodza, opisuje sie jako fonony; sa to kwanty pola drgan sieci
krystalicznej, podobnie jak fotony to kwanty pola
elektromagnetycznego. Neutronografia, czyli dziedzina
zajmujaca sie badaniami struktury cial za pomoca powolnych
neutronów, pozwala wyznaczyc doswiadczalnie widmo

czestosci drgan sieci, krzywe dyspersji (czyli zaleznosci czestosci
drgan od dlugosci fali) dla róznych kierunków w krysztale, a takze
uzyskac szereg innych informacji o procesach mikroskopowych
w krysztale, takich jak na przyklad zaleznosc sredniego czasu

zycia fononu od temperatury krysztalu. Wyniki ta~h badan
umozliwiaja weryfikacje teorii drgan sieci, jak równiez uzyskanie
szeregu odpowiednich danych niezbednych dla okreslenia i opisania
zarówno mikroskopowych, jak i makroskopowych wlasnosci
krysztalów (np. procesów oddzialywania fononów miedzy soba czy
termodynamicznych funkcji stanu krysztalów).
O ile jednak dla badan. dynamiki sieci krystalicznej neutronografia
to jedna z wielu metod badawczych -- prawda, ze pod wieloma
wzgledami najlepsza - o tyle dla badan dynamiki zjawisk
magnetycznych w krysztalach jest ona w wielu przypadkach
narzedziem jedynym. Wlasnie dzieki niej mozna bezposrednio badac
dynamike zjawisk magnetycznych na, jesli mozna tak powiedziec,
najnizszym poziomie mikroskopowym. Dotyczy to szczególnie

Widok z góry na basen, w którym pod 7-metrowa
warstwa wody pracowac bedzie rdzen reaktora
Maria

Kontrola (przed naladowaniem) kanalów
pionowych \V jeszcze f,zimnymn i JJnj,ezatopionym'~
rd7cniu reaktora Maria

Widok "zimnego" i lIniezatopionego" rdzenia
reaktora Maria przez sluze z kombry do przeladunku
pretów paliwowych
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Komora goraca (a - z zewnatrz, b - wewnatrz)
do zdalnej obróbki materialów napromieniowanych
w reaktorze - za pomoca manipulatorów

antyferromagnetyków, które przy braku metod
neutronograficznych mozna byloby badac jedynie posrednio, i to
pod warunkiem, ze robi sie to jednoczesnie wieloma metodami.
Badania neutronograficzne cial stalych prowadzono juz za pomoca

pierwszego reaktora -- Ewy. Natezenie wiazek neutronów w tym.
reaktorze bylo jednak za male, by w pelni mozna bylo wykorzystac
mozliwosci neutronografii. W uproszczeniu rzecz ujmujac, mozna

powiedziec, ze mozliwosci Ewy siegaly ledwie progu wymogów
neutronografii. Maria, dzieki wyzszej mocy i, w zwiazku z tym,
silniejszym strumieniom neutronów w kanalach badawczych,
pozwoli polskim placówkom naukowym znacznie rozszerzyc
badania miedzy innymi procesów w cialach stalych.

[Z.K.P}

Widok wylotów kanalów poziomych - przez
otwory W drugiej oslonie (pierwsza otacza sam
reaktor)

Fot. Zdzislaw Kazimierczuk.



o przestrzeniach metrycznych (III)

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Pamietamy, ze ~(p, q) = Owtedy i tylko wtedy
gdy p = q.

x lezy miedzy a i b w przestrzeni (X, ~), jesli
~(a, x)+ ~(x, b) = ~(a,·b).

'a
X'

_ aHa)teb)

Jak przekonalismy sie w pierwszych dwóch czesciach tego artykulu, poslugujac
sie metryka mozna w naturalny sposób zdefiniowac rózne pojecia geometryczne.
Niektóre z nich sa pojeciami znanymi i uzywanymi "na co dzien",
- tj. w przypadku przestrzeni lub plaszczyzny euklidesowej (ze zwykla metryka),
ale rozszerzonymi na dowolne przestrzenie metryczne.
Wprowadzone pojecia pomagaja badac wlasnosci przestrzeni metrycznych oraz
porównywac rózne przestrzenie. Zapyta ktos, o jakie wlasnosci chodzi i pod jakim
wzgledem chcemy te przestrzenie porównywac. Slusznie. Na to wlasnie pytanie
postaramy sie teraz odpowiedziec. Pomoze nam w tym jedno z podstawowych pojec
wspólczesnej matematyki; pojecie funkcji.
Wezmy pod uwage dwie przestrzenie metryczne (X, e) i (X', e'). Moze sie zdarzyc,
ze istnieje taka funkcja f zbioru X na zbiór X', która zachowuje odleglosc
dowolnych par punktów, tj. funkcja f:X ~ x' spelniajaca warunek
(1) e' (f(P), f(q)) = e(P, q) dla dowolnych punktów p i q ze zbioru X.
Taka funkcja f nazywa sie izomettia.
"Na" znaczy, ze kazdy punkt p' ze zbioru X' odpowiada jakiemus punktowi p ze
zbioru X, tj ..
(2) dla kazdego p' nalezacego do X' istnieje punkt p nalezacy do X, taki ze f(P) = p'.
Z warunku (1) wynika, ze kazdy punkt p' ze zbioru X' moze odpowiadac tylko
jednemu punktowi p, tzn. '
(3) jesli f(p) = f(q), to P = q.
Funkcja spelniajaca warunki (2) i (3) nazywa sie wzajemnie jednoznaczna (albo:
rótnowartosciowa). A wiec kazda izometria jest funkcja wzajemnie jednoznaczna.
O takich dwóch ptzestrzeniach, dla których istnieje izometria jednej z nich na druga,
mówi sie ze sa izometryczne.
Jesli na przyklad X i X' sa dwoma okregami o tym samym promieniu,
a zarówno e jak e' jest metryka lukowa (patrz J czesc artykulu),
to przestrzenie (X, e) i (X', e') sa izometryczne. Jezeli natomiast (X, e)
jest okregiem z metryka lukowa, a (X', e') okregiem ze zwykla metryka,
to (X, e) i (X', e') nie sa izometryczne. Zeby sie o tym
przekonac, zauwazmy, ze dla dowolnej izometrii f prawdziwa jest nastepujaca
implikacja:
(4) jezeli punkt x lezy miedzy a i b, to f(x) lezy miedzy f(a) i f(b).
Gdyby wiec istniala izometria f okregu X z metryka lukowa e na okreg X' z metryka
zwykla Q, to izometria ta przeprowadzalaby punkty zbioru X lezace miedzy a i b
na punkty zbioru X' lezace miedzy f(a) i f(b). Tymczasem w zbiorze X'
jedynymi punktami, które leza miedzy f(a) i f(b) (w sensie metryki e), sa same
punkty f(a) i f(b). A wiec caly luk o koncach a, b musialby przejsc na zbiór co najwyzej
2-punktowy - wbrew wzajemnej jednoznacznosci funkcji f
Latwo sprawdzic, ze z innymi pojeciami wprowadzonymi poprzednio rzecz ma sie
podobnie, jak z relacja lezenia miedzy. Mianowicie dla dowolnej izometrii f
przestrzeni (X, e) na (X', e'):
(5) jezeli x jest srodkiem pary a, b, to f(x) jest srodkiem pary f(a), f(b);
(6) kula K(x. ~) (a, A.) przechodzi na kule K(x" ~,)(f(a), A.);

(7) zbiór Jnt(x.~) A przechodzi na zbiór Jnt(X'.~,d(A) (przy czym f(A) jest obrazem
zbioru A, czyli zbiorem punktów postaci f(P), dla wszystkich p nalezacych do A).
Ostatni warunek mozna zapisac w postaci:
(7') f(JntA) = Jntf(A).

~"-~
~
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Rozwiazanie zadania M5l.

Niech O bedzie punktem przec:ieciaprzekatnych
dlUlClOczworokata ABCD i niech S•• Sl, S"
S. beda odpowiednio polami trójkatów .lOB,
BOC, COD i DOA. Mamy wiec

s,+s. = S.+S.,
S,+S. = Sl+S ••

Dodajac i odejmujac stronami te równosci
otrzymujemy

2S,+Sl+S. = 2S;+S.+S.,
Sl-S. = S.-Sl

skad S1 = S•• Sl = S•.

P . 1 .
oDlewazS, = 2"" AO' BOsm«.

S. = 4- CO, DOsin«, sdzie « jest

katem miedzy przekatnymi, wiec

AO'BO = CO, DO.

Podobnie otrzymujemy równosc

BO' CO = AO·DO.

Mnozac i dzielac stronami ostatnie dwie
równosci otrzymujemy

BO" AO' CO = DO'·AO . CO,

AO CO
-CO-AD'

skad BO = DO. AO = CO. Udowodnilismy
wiec, ze przekatne w omawianym czworokacie
polowia sie, a to oznacza, ze jest on
równole8lobokiem.

Jako wniosek z tego, ze kazda izometria spelnia warunek (5), otrzymujemy
nastepujace twierdzenie:
(8) Jezeli przestrzen (X, e) jest wypukla (mocno wypukla), to kazda przestrzen z nia
izometryczna jest tez wypukla (mocno wypukla).
O takiej wlasnosci, która wraz z dana przestrzenia przysluguje kazdej z nia
izometrycznej, mówi sie, ze jest niezmiennikiem izometrii. A wiec wypuklosc i mocna
wypuklosc sa niezmiennikami izometrii.
Z twierdzenia (8) wynika, ze plaszczyzna z metryka zwykla i plaszczyzna z metryka
miejska nie sa izometryczne (por. I czesc artykulu). Podobnie jest dla
plaszczyzny z metryka zwykla i z metryka kolejowa, ale dowód jest trudniejszy.
Mamy wiec pewien sposób porównywania przestrzeni metrycznych - z punktu
widzenia tzw. geometrii metrycznej, czyli teorii, która zajmuje
sie niezmiennikami izometrii. Nie jest to bynajmniej jedyny mozliwy
punkt widzenia. Przedstawimy tu krótko jeszcze jeden.
Funkcje wzajemnie jednoznaczna f :X -+ x' nazywa sie homeomorfizmem przestrzeni
(X, e) na (X', e/), jezeli spelnia warunek (7').
Jasne jest, ze kazda izometria jest homeomorfizmem. Nie jest jednak na odwrót,
a wiec klasa homeomorfizmów jest istotnie szersza od klasy izometrii.
Dla dowodu rozwazmy plaszczyzne z metryka zwykla (E2, e) i plaszczyzne z metryka
miejska (E2, iD. Funkcja f :E2 -+ E2 okreslona wzorem

f(P) = p dla kazdego punktu p,

przeprowadza dowolny podzbiór A plaszczyzny na ten sam zbiór, tzn.

f(A) = A dla kazdego zbioru A .

Zatem funkcja f spelnia warunek (7'), a wiec jest homeomorfizmem. Oczywiscie
f nie jest izometria - pokazalismy przeciez, ze dla tych dwu przestrzeni izometria
nie istnieje. Te dwie przestrzenie sa wiec homeomorficzne, ale
nie sa izometryczne.
Teoria, która zajmuje sie niezmiennikami homeomorfizmów, nazywa sie topologia.
Dwie przestrzenie moga sie wiec róznic pod wzgledem metrycznym (z punktu
widzenia geometrii metrycznej), chociaz nie róznia sie pod wzgledem topologicznym
(z punktu widzenia topologii).
Na czym polega róznica pomiedzy takimi pojeciami, jak relacja lezenia miedzy,
zbiór srodków, kula, a takimi, jak wnetrze, domkniecie, otwartosc, domknietosc,
gestosc, brzegowosc'! (por. II czesc artykulu). Odpowiedz pozostawiamy
Czytelnikowi. Pomoga mu zadania l i 2.

Zadania

W (X', e').

otwarty
domkniety

l. Wykazac, ze implikacje (4), (5) i (6) nie sa prawdziwe dla dowolnego homeomorfizmu.
2. Dowiesc. ze dla dowolnego homeomorfizmu f przestrzeni (X, e) na (X', e')
(a) f(CIA) = CI f(A) ,

(b) otwarty
(c) domkniety

zbiór A jest w (X, e) wtedy i tylko wtedy, gdy f(A) jest
(d) gesty gesty

(e) brzegowy brzegowy

3. Dowiesc, ze warunek (b) z zadania 2 jest równiez dostateczny na to. by funkcja
(wzajemnie jednoznaczna) fbyla homeomorfizmem.

4. W zbiorze X wprowadzono dwie rózne metryki: e i e'. Dowiesc, ze na to, by funkcja f:X --+ X
okreslona przez wzór f(P) = p byla homeomorfizmem przestrzeni (X, e) na (X, e'),
potrzeba i wystarcza, by metryki e i e' byly równowazne.
Wskazówka: skorzystac z zadania 3.

5. Zadanie 4 z II czesci artykulu (.Delta», 1975, 5) jest bledni~,sformulowane. Jak nalezy je
poprawic? Jakie wystarczy przyjac zalozenia, by domkniecie kuli bylo kula domknieta?

CIA. = X-Int{X-A).

s



Wstep do teorii "zajaczka swietlnego"

Kolega K. Kasprzak z Chwarstnicy pyta, czy "zajaczek swietlny"
(slad wiazki swietlnej na ekranie oswietlonym smuga swiatla
z obracajacego sie zródla - np. smuga swiatla odbitego od
obracajacego sie zwierciadla) moze poruszac sie szybciej niz swiatlo
(w prózni).
Sadzimy, ze teoria zjawiska moze zainteresowac wielu Czytelników,
odpowiadamy wiec na lamach pisma. Przy okazji przedstawiamy
kilka problemów, zwiazanych z ruchem "zajaczka swietlnego": jeden
z nich bedzie stanowil przedmiot konkursu. Dla unikniecia zbednych tu
dyskusji na temat praw odbicia swiatla od poruszajacego sie zwierciadla,
bedziemy "zajaczka" wytwarzali za pomoca smugi wybiegajacej
przez szczeline w kulistej oslonie (o promieniu l) obracajacej sie z predkoscia
katowa w; wewnatrz oslony, w jej srodku, znajduje sie punktowe zródlo swiatla,
emitujace swiatlo we wszystkich kierunkach.
Aby odpowiedziec na pytanie Czytelnika, wystarczy podac przyklad sytuacji,
w której predkosc "zajaczka" na ekranie przekracza predkosc swiatla (w prózni) c.
Rozwazmy wiec najpierw sytuacje, jak na rys. 1. Ekran,
Da którym powstaje "zajaczek", stanowi powierzchnie kuli (o promieniu L+/),
w której srodku znajduje sie zródlo swiatla. Niech w chwili t ze szczeliny wybiega
wiazka w pewnym kierunku. Dotrze ona do ekranu w chwili

I Lt = t+ -- .
c

Po czasie dt ze szczeliny wybiega wiazka w kierunk4 tworzacym z poprzednia wiazka
kat dg>= wdt; ta druga wiazka dotrze do ekranu w chwili

L
t' +dt' = t+dt+-

c

w punkcie odleglym od punktu, do którego dotarla pierwsza wiazka, o
ds = (L+/)dg> = (L+/)wdt. W czasie dt' = dt "zajaczek" przebywa droge ds,
zatem jego predkosc jest równa

ds

v = (fi = (L+/)w.

Poniewaz predkosc liniowa szczeliny v.z = wl nie moze przekraczac predkosci
swiatla (w prózni) c, zatem

L+I L+I

v= -I-v.z < vmax = -I-c.
Aby odpowiedziec na nasze pytanie, wystarc~ rozstrzygnac proste zagadnienie:
czy stosunek (L +I)JI moze byc wiekszy odjednosci. Oczywiscie,

(L+/)JI = ~ + l > 1. Predkosc "zajaczka" jest wiec zasadniczo ograniczona

przez wielkosc VmaX' która jest zawsze wieksza od c. A przy v.z < c
predkosc "zajaczka" v moze osiagnac wartosc wieksza niz c, jesli

L+I c-->-
I v.,. .

&
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Rys. 1

Rys. 2

z

Rys. J

Problem 1. Rozwiazac powyzsze zagadnienie w przypadku plaskiego ekranu.
Proponujemy zastanowic sie nad nastepujacym zadaniem:
Zadanie 1. Z punktu (O, O) (rys. 2) wyrusza motocyklista w chwili t.
Jedzie on ze stala predkoscia c do autostrady x = L+ l po linii prostej
nachylonej pod katem rp do osi Ox. Po czasie dt z punktu (O, O) wyrusza drugi
motocyklista, który jedzie tez ku tej samej autostradzie, z taka sama
stala predkoscia c, takze wzdluz linii prostej, ale nachylonej pod katem rp+drp
do osi Ox, gdzie drp = wdt (w - dane). Z chwila, gdy pierwszy
motocyklista dojedzie do autostrady, z tego samego punktu, do którego
on dojechal, wyrusza autostrada tresowany zajac. Biegnie on w kierunku
punktu, do którego zmierza drugi motocyklista.
Z jaka predkoscia v musi biec zajac, aby dobiegl do celu w tej samej chwili, w której
dojedzie do autostrady drugi motocyklista?
(Rozwiazujac zadanie nalezy skorzystac z faktu, ze dt jest bardzo male
w porównaniu z t). Odpowiedz na str. 13.
Z kolei zastanówmy sie, jaka predkosc "zajaczka" zarejestruje obserwator.
Dla uproszczenia przyjmijmy, ze jest to obserwator "punktowy", znajdujacy
sie w tym samym punkcie, w którym znajduje sie zródlo swiatla (mozemy
przyjac, ze l ~ L, i wobec tego obserwator znajduje sie tuz obok zródla
swiatla na zewnatrz wirujacej oslony).
Swiatlo padajac na ekran ulega na nim rozproszeniu. Z kazdego
punktu ekranu, na który padnie swiatlo, rozchodza sie
wiec we wszystkie strony wiazki rozproszone.
Z kazdego takiego punktu jedna wiazka biegnie zatem ku obserwatorowi. Rozumujac
podobnie jak poprzednio, mozna wykazac, ze sygnaly o przekroczeniu przez
"zajaczka" punktów poczatkowego i koncowego odcinka o dlugosci ds (rys. 1)
dotra do obserwatora po czasie dt jeden po drugim. Obserwator stwierdzi
wiec, ze predkosc "zajaczka" jest równa v = (L+l)w.
Problem 2. Rozwiazac powyzsze zagadnienie w przypadku plaskiego ekranu
(zob. rys. 2)..
Proponujemy zastanowic sie nad odpowiednim zmodyfikowaniem Uak?) zadania 1,

, traktujac je jako zadanie 2.
Problem 3. Rozwiazac powyzsze zagadnienie w przypadku kulistego ekranu, ale
z obserwatorem znajdujacym sie na zewnatrz kuli, której powierzchnia
stanowi ekran.
Jest to problem zlozony rachunkowo, dlatego radzimy najpierw zastanowic sie nad
nim z jakosciowego punktu widzenia. A jesli to nie da spodziewanych
rezultatów, radzimy zajac sie nastepnym problemem:
Problem 4. Rozwiazac powyzsze zagadnienie w przypadku plaskiego ekranu, ale
z obserwatorem znajdujacym sie w innym punkcie niz zródlo swiatla
(to takze jest problem dosc zlozony, wiec na poczatek przyjmiemy, ze obserwator
znajduje sie na osi Oz - rys. 3).
Proponujemy zastanowic sie nad odpowiednim zmodyfikowaniem Uak?) zadania 1,
traktujac je jako zadanie 3.
Zastanówmy sie wreszcie, czy fakt, ze "zajaczek" moze poruszac sie z predkoscia
wieksza niz swiatlo, mozna wykorzystac. do zaprojektowania urzadzenia do
przesylania informacji szybciej, niz to jest mozliwe przy przesylaniu informacji
bezposrednio za pomoca impulsów swietlnych biegnacych po linii prostej od zródla
do obserwatora. To juz bedzie jednak tematem ostatniego problemu
- problemu konkursowego, który pozostawiamy do rozstrzygniecia Czytelnikom.
Odpowiedzi konkursowe nalezy przesylac na adres Redakcji «Delty» do dnia
l.XI.75 r. Objetosc odpowiedzi nie powinna przekraczac jednej strony
papieru podaniowego (dwóch stron kartki z normalnego
zeszytu). Trzy najlepsze (wg oceny Redakcji) odpowiedzi konkursowe
z<>stana uhonorowane nagrodami i ogloszone (po odpowiednim
opracowaniu redakcyjnym) w «Delcie» wraz z wynikami konkursu.
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mala della

Jezioro na pustyni - sen czy jawa?

Slyszales z pewnoscia, jak przykre przygody spotykaja wedrowców na pustyni.
Kiedy spragnieni wypatruja wody i chlodu, ukazuje im sie jezioro.
Uradowani podazaja w jego kierunku, ale, ku ich rozpaczy, okazuje sie,
ze bylo to zludzenie. Skad sie ono bierze? Czy zmeczeni ludzie snia na jawie?
Czy mozna je naukowo wyjasnic? Zjawisko to, zwane mirazem,
jest bardziej pospolite, niz by sie wydawalo.
Czy pamietasz, co mówilismy o torze promieni swietlnych w osrodku, którego gestosc
zmienia sie od punktu do punktu? Tor ten jest zakrzywiony. Promienie
sloneczne, na przyklad, docieraja do naszych oczu bardziej stromo, niz powinny,
gdyby biegly po linii prostej. Dzieje sie tak z tego powodu, ze atmosfera

-ziemska jest tym gestsza, im blizej znajduje sie Ziemi. Tak jest w ogólnosci,
ale w poblizu powierzchni Ziemi moga dziac sie dziwne rzeczy. W gorace,
slodeczne dni powierzchnia Ziemi silnie sie nagrzewa. Tuz nad Ziemia powstaje
wtedy cienka warstwa rozgrzanego powietrza o znacznie mniejszej gestosci niz
warstwy polozone wyzej. Promienie swiatla, biegnace od dalekiego przedmiotu
ukosnie do powierzchni Ziemi, przechodzac przez te warstwe zmieniaja w niej
swój kierunek tak, ze po wyjsciu z niej oddalaja sie od Ziemi i moga trafic
do naszych oczu. Tak wiec blekitne jezioro, które ukazuje sie
podróznym na pustyni, jest po prostu obrazem nieba powstalym na tle goracego
piasku.

ZAGAOKA

Dlaczego latem, przy upalnej pogodzie, widzimy na szosie daleko przed soba
blyszczace kaluze, które znikaja, gdy sie do nich zblizamy?

R UCHO'vlY HORYZONT

Czesto sie zdarza, ze tuz nad Ziemia tworzy sie warstwa powietrza chlodnego,
ciezkiego, a nad nia warstwa powietrza cieplejszego, o mniejszej gestosci. Wtedy
krajobraz, który normalnie jest niewidoczny, poniewaz lezy ponizej linii horyzontu,
staje sie widoczny. Zjawisko pozornego "podniesienia sie horyzontu" obserwujemy
najczesciej przy brzegach mórz. Ciekawy opis tego zjawiska podal badacz
z Obserwatorium Morskiego w Gdyni: ,,[ ... ] czasami osada Hel jest w tak
nienaturalny sposób rozszerzona i podniesiona, ze widac poszczególne domy, chociaz
odleglosc od Gdyni do Helu wynosi 18 km i w warunkach zwyklych osada nie
jest widoczna. Obserwowany byl równiez przypadek, gdy caly Gdansk "wisial
w powietrzu wyraznie oddzielony od lustra morza [... ] Przy zmianach kierunku
wiatru zjawisko szybko zanika". Gdy bedziesz kiedys nad morzem, obserwuj
kazdego pogodnego dnia krajobraz w poblizu linii horyzontu. Na pewno uda ci sie
zobaczyc podobne zjawisko.

-- IJ--

?~= ~_ ..

,~·_~K;~~~lJ~~~J~~i~if~~~;:f:{C~~~::i~i--,,"'. -. - .. -;- - ,- ~ - --
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DLACZEGO GWIAZDY MIGOCZA?

Natomiast niezaleznie od tego, gdzie sie znajdujesz, warto zebys wybral sie na
obserwacje nocnego nieba. Spójrz na gwiazdy polozone niezbyt wysoko nad

horyzontem. Nie swieca one w sposób ciagly, lecz migocza. Stale zmienia sie ich

blask i barwa. Przyczyna migotania gwiazd sa szybkie pulsacje
powietrza w dolnych warstwach atmosfery, spowodowane
promieniowaniem ciepla przez powierzchnie Ziemi. Podobne drganie

powietrza, tylko na mniejsza skale, mozesz zobaczyc nad

ogniskiem, nad lokomotywa, kominem albo nawet nad ziemia w upalny, sloneczny
dzien.

ZJA WISKO .,HALO"

Kat najmniejszego odchylenia D wiaze
sie z katem lamiacym pryzmatu A

i wspólczynnikiem zalamania 11

nastepujacym wzorem:

A+D A
sin 2- = llsin-Z

Gdy kat lamiacy pryzmatu A wynosi
60°, a wspólczynnik zalamania
11 = 1,31, mamy

600+D

sin-Zh = 1.31sin 30" = 1,31'

l
. 2" = 0,655.

Wartosc sinusa 0,655 odpowiada

6Oo+D

katowi 40,9". Stad 2 = 40,9°,

a wiec D = 21,8°.

Gwiazdy migocza w kazda pogodna noc, za to troche trudniej jest zaobserwowac
inne, bardzo ciekawe zjawisko na nocnym niebie. Jest nim wielki

krag swietlny wokól Ksiezyca, tzw. "halo". Nie nalezy go mylic

z malym wiencem okalaJacym Ksiezyc. Halo Jest pierscieniem o promieniu,

który widac pod katem 22°. Jesli nie wiesz, ile to jest, pomoze ci
taka metoda: wyciagnij przed siebie reke i rozlóz szeroko palce.

Jesli kciukiem zaslonisz Ksiezyc, czubkiem malego palca mozesz zatoczyc
okrag o promieniu, który widzisz pod katem okolo 20°.

Halo nie wystepuje przy kazdej pogodzie. Nie zobaczysz go w bardzo pogodna noc,

kiedy niebo jest calkowicie bezchmurne. Podobnie, nie ma co wyruszac na obserwacje
przy pelnym zachmurzeniu. Idealne warunki - to lekko zasnute mgla niebo.

Warunki sprzyjajace utworzeniu sie halo wokól Ksiezyca

zdarzaja sie srednio raz na cztery dni, czyli dosyc czesto.

Nawet wiosna i latem, kiedy na Ziemi jest cieplo, wysoko w górze panuje mróz.

W chmurze znajduje sie bardzo wiele malych krysztalków lodu,
których przekrój ma ksztalt szesciokata foremnego.

Te krysztalki lodu dzialaja jak pryzmat o kacie lamiacym 60°. Odchylaja

promien swietlny o pewien kat, zalezny od ich ustawienia wzgledem
tego promienia. Obliczono, ze kat ten jest nie mniejszy niz 2r. Dlatego

tyle wlasnie wynosi kat odpowiadajacy wewnetrznej krawedzi pierscienia.
Mówilismy dotad o halo ksiezycowym, ale podobny krag mozesz zaobserwowac.

wokól Slonca. Musisz byc ostrozny, zeby nie oslepilo cie swiatlo biegnace

bezposrednio od Slonca. Najlepiej stanac w cieniu albo dlonia zaslonic oczy.
Poniewaz halo sloneczne i ksiezycowe powstaje w tych samych warunkach

atmosferycznych, wiec przy odrobinie szczescia mozesz zaobserwowac oba na raz:

jeden pierscien wokól zachodzacego Slonca i drugi - wokól wschodzacego Ksiezyca.
Radze ci zalozyc dziennik obserwacji. Notowalbys w nim date, pogode oraz
fakt zaobserwowania halo slonecznego i ksiezycowego. Jesli jestes fotoamatorem,

spróbuj halo sfotografowac. Pamietaj, ze konieczny jest do tego zólty filtr.
Podziel sie z nami wynikami swoich badan.
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Jak sobie radzic z ulamkami okresowymi

..l.

"~

~

Marek wrócil z wakacji bardzo przejety - odkryl sprzecznosc w matematyce.
Zaczelo sie od kupowania biletów na pociag. Na legitymacji szkolnej Marek
przeczytal: "uprawnia do znizki 33%". - Kto to wymyslil, 33%1 - dziwil sie.

Mama wyjasnila mu, ze widocznie chodzi o ~ ' lecz nie udalo sie jej

przekonac syna. - Przeciez 3 . 33% to 99%, a nie 100%. - Marek mial coraz
wiecej watpliwosci. Wreszcie dokonal odkrycia.

- Jesli rozwinac ~ w ulamek dziesietny - opowiadal z przejeciem - otrzymamy

ulamek okresowy 0,333.... Pomnózmy to przez 3: otrzymamy 0,999....

Ale ~ . 3 musi byc równe l, a nie zadne 0,999... - konczyl swoje

opowiadanie. Wyrazna sprzecznosc.
Oczywiscie, Marek nie znalazl w matematyce sprzecznosci i nie udalo sie to
dotychczas nikomu. Tym niemniej odkrycie Marka jest bardzo ciekawe i warto
o nim porozmawiac.
Wszystko wyjasnia sie bardzo prosto: l i 0,999... to tylko dwa rózne sposoby
zapisania tej samej liczby. Spróbuje was o tym przekonac.
Zgodzicie sie chyba, ze 0,999... nie jest wieksza od 1. Ale okazuje sie, ze nie jest
tez liczba mniejsza niz 1. Dlaczego?
Sprawdzmy, czy róznica 1-0,999 jest wieksza od zera (tylko
wówczas l jest wieksze od 0,999 ).
Kazda liczba wieksza od zera jest równoczesnie wieksza od chociazby jednej z liczb:

l l l l
10' 100' 1000' 10000''''

(trzy kropki zastepuja zwrot "i tak dalej" wskazujac, ze wyliczylem
nieskonczenie wiele liczb).

Na przyklad liczba 9 ~~5 jest wieksza od 10 ~ ' liczba '70., ~" '7' A jest wieksza

od __ u _lu u..c a liczba 0,000562 jest wieksza od 10 ~ (dlaczego?).

Tymczasem liczba l - 0,999... jest mniejsza od wszystkich liczb: l~, 1~' l ~ '

10 ~ ' ... SP!awdzmy dla przykladu, ze 1- 0,999... jest mniejsze od l ~:

Liczba 1- 0.999 ... jest mniejsza od TJrni .
Sprawdzamy.
0,999... jest liczba wieksza od 0,999 (dlaczego?).
Wobec tego 1- 0,999... jest mniejsze od 1-0,999

l
l - 0,999 = l 000 .

Ostatecznie: l - 0,999... jest mniejsze od l ~ .

Co wynika z tych obliczen?
Liczba, która nie jest ani ujemna, ani dodatnia, moze byc tylko zerem.

1- 0,999... = O.

Zapisujac inaczej: 1 = 0,999 ...•
Ciekawy jestem, jak sie wam to podoba?
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Moim zdaniem nie trzeba sie martwic, ze liczba l ma dwa rózne rozwiniecia
dziesietne: 0,999... i 1,000....
Uwazam, ze byloby znacznie gorzej, gdyby nie mozna bylo zapisywac liczb róznymi
sposobami.
Zeby was o tym przekonac, podam kilka przykladów:

Przyklad 1.

Jesli chce liczbe -} dodac do 1~ ' najwygodniej przedstawic ja w postaci 135.

Natomiast, gdy chce ja dodac do 0,73, wygodniej bedzie uzyc zapisu 0,20.
Umiejetnosc zapisywania liczb w rózny sposób przydaje sie do dzialan na ulamkach
okresowych.
Pamietacie zapewne z lekcji szkolnych, ze ulamek okresowy 0,333... umówilismy
sie zapisywac krótko: 0,(3). Nawias w tym zapisie oznacza, ze trójka powtarza sie
nieskonczenie wiele razy. Czy zwróciliscie uwage, ze zamiast 0,(3) mozna napisac
inaczej?
Na przyklad: 0,3(3) albo 0,(33), albo 0,33(33333) itp.
Podobnie, 0,747474... mozna zapisac na wieje sposobów:

0,(74) 0,7(47) 0,(70)+0,(04) 0,7(07)+0,(04).
A oto dalsze przyklady. Ocencie sami, czy nie jest wielka wygoda zapisywanie liczby
w rózny sposób?

Przyklad 2.

Jak dodac 0,(23) i 0,(405)?
0,(23) zapisujemy w postaci 0,(232323),
0,(405) zapisujemy w postaci 0,(405405).
Teraz juz latwo dodac te liczby:
0,(23)+0,(405) = 0,(637728).
(Czy nie przypomina to wam sprowadzania do wspólnego mianownika?).

Przyklad 3.
Jak pomnozyc 0,(83) przez 2?
0,(83) zapisujemy inaczej: 0,8+0,0(38) (sprawdzcie!).
2· 0,(83) = 2· 0,8+2' 0,0(38) = 1,6+0,0(76) = 1,6(76) = 1,(67).

Przyklad 4.
Jak pomnozyc 0,(84) przez n
0,(84) zapisujemy inaczej:
0,8 + 0,0(08) + 0,(04) (sprawdzcie l).
7, 0,(84) = 7, 0,8 + 7' 0,0(08) + 7· 0,(04) =

= 5,6+0,0(56)+0,(28) =
= 5+0,6(56)+0,(28) =
= 5+0,(65)+0,(28) =
= 5,(93).

Kto nie dowierza, niech sprawdzi:

28

0,(84) = 13 28 196 = 5 (93).7'13=3) ,

Na zakonczenie proponuje kilka zadan:
1. Zastanówcie sie, jak dodac 0,(79) do 0,0(48)1
2. Jak mnozyc ulamki okresowe przez 10, 100, 1000, ... 1
3. Spróbujcie obliczyc:

2,(71) . 0,06,
0,(42)' 158

Mala Deltt przygotowali: P. Nowicki iD. Ziemmskll
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Zagadnienie Catalana

Dr Andrzej ROTKIEWICZ

Symbol xly oznacza: y jest podzielny przez x.
symbol zas xly - zaprzeczenie tego faktu.

=*
R07\\ i31~lnjc .Iaoania I\f59.

licch " okl"e.~lonym momencie zawodnik 7f ma

r07cgrane Pl partii (i = J. 2. o, •• n) .
Prl) pu';cmy, ze liC7by Pl sa wszystkie rózne.
Poniewaz zadna z nich nie jest ujemna i kazda

jest nic \.\ieksza od n- J. wiec któras z nich jest
(,')""na O, inna 1..3< równa n - I. Istnieje wiec

7';l"~'('nik. l.lóry rozegral partie ze wszystkimi

P01,~"t~l)'mi zawodni •...ami. i istnieje zawodnik
l...tóry nic gr,al jeszcze 7 l..adnym zawodnikiem­

a "icl. ,prz«,zno~. Pr7.) puszczenie nasze bylo

L.;l(~m fal<i,T.Ywc.

L;\\a~a: Zauwazmy, j...e 7-adanie lo rózni sie

tyJko \forrnulowaniem od naslepujacego

J.ad3n1a, d:l.ncgo na XVI Olimpiadzie
1v1:ttcI1l3t)'cJncj:

W ,ali Jna)dlljc ,je 4 o<ób (4 " 2). UdowodnIc,

il: t;:tJ ":ljmoiej d,,, ie z tych osób maja wsród

HN •.n~ ch tlf sama Jiczbe znajomych,
frr, "jmojcm~~ je je7eli osoba A 7na oso~ B

lO ftH' niej n Zna. A). (M:07Cm) uwazac, ze

Illo.liomi lo za\\odnicy, którzy grali joz ze soba).

Puytoc7one zadanie moze c:luz.yc do rozwjazania
nastepujacego zadania d:lnego na
XX Olimpiad7ic Matematycznej;

00\\ i~c. je kaidy wjeloscian ma co najmniej
dwie sciany o tej samej liczbie boków.

(Uwat,amy dwie sciany z..1. .,7najome". jezeli
maja wspólna J..r'LwCdi).

W pazdziernikowym numerze «Delty» z ub. roku opowiedzielismy o "Wielkim
twierdzeniu Fermata", tzn. problemie rozwiazalnosci równania xn +yn = zn

(gdzie x, y, z i n sa liczbami naturalnymi). Tu zajmiemy sie innym slynnym
zagadnieniem dotyczacym poteg, które do tej pory nie jest jeszcze w pelni
rozwiazane, a które znane jest w teorii liczb pod nazwa "Przypuszczenie
Catalana". Dotyczy ono tzw. poteg wlasciwych. Przez potege wlasciwa
bedziemy rozumieli potege er, gdzie a i x sa liczbami naturalnymi wiekszymi
od jednosci. Sa to wiec potegi: 23, 32, 52, .... "Przypuszczenie
Catalana" slowami mozna wyrazic tak:
Nie istnieja dwie kolejne liczby naturalne n i n+ l takie, ze kazda z tych liczb jest
potega wlasciwa i n =F 8. Catalan sformulowal to przypuszczenie w r. 1844.
Uzywajac symboliki matematycznej "Przypuszczenie Catalana" mozemy
wypowiedziec tak:
Jedynym rozwiazaniem równania

er-bY = l,
gdzie a, b, x i y sa liczbami naturalnymi wiekszymi od l,
jest: a = 3, x = 2, b = 2, Y = 3.
Chociaz Catalan byl prawdopodobnie pierwszym matematykiem, który
sformulowal te hipoteze w powyzej podanej postaci, to szczególne jej przypadki
znane byly wczesniej. Juz w sredniowieczu Levi ben Gerson (1288-1344,
zwany takze Leo Hebraeus) udowodnil, ze jedynym rozwiazaniem równania
3%- 2" = ± l, gdzie x > l, Y > l, jest x = 2, Y = 3. Przeprowadzimy
tu najpierw dowód dla równania

(1) 3x-2" = l.
Jezeli x = 2k + l, to wobec faktu, ze 4j32 -11321 -l jest 41321:+1_ 3 = 3x - 3,
a poniewaz 2" = 3x -l = (3X - 3)+2, zatem 412Y - 2, stad y = l i wobec (l)
równiez x = l.
Jezeli zas x = 2k, to 2Y = 3x-l = 321_] = (31-1) (31+1), skad wynika, ze
31+ 112Y i
(2) 31+l = 21•

Niech k = 2m. Oczywiscie l > 1. Mamy 8132 -l, skad
8132m-l = (32m+ l) - 2 = 21- 2, co dla l > l jest niemozliwe.
Równanie (2) nie ma wiec rozwiazan dla k parzystego. Jezeli zas k jest nieparzyste,
to k = 2m-l, gdzie m ~ l i 31+1 = 32m-1+1 = 3(32(m-1)-I)+4,
a poniewaz 8132(m-1)-I, wiec 8l31+1. Zatem l = 2, k = l i x = 2, Y = 3.
.Rozpatrzmy z kolei równanie 3x - 2Y = -l. Wtedy 3X + l = 2" i wobec przed
chwila przeprowadzonych rozwazan mamy x = l, Y = 2.
W r. 1657 Frenicle de Bassy udowodnil, ze równanie a2 - b" = l, gdzie b oznacza
dowolna liczbe pierwsza i (a, b) =F (3,2), nie ma rozwiazan naturalnych
takich, ze y > l.
W r. 1738 Euler udowodnil, ze jedynym rozwiazaniem równania a2-b3 = l
w liczbach naturalnych a i b jest a = 3, b = 2.
W r. 1850 matematyk francuski Lebesgue udowodnil, ze równanie x2 + l = yn nie
ma rozwiazan w liczbach naturalnych x > l, Y > l, gdy n ~ 2.
W 1921 r. matematyk norweski Nagell pokazal, ze nie istnieja rozwiazania równan:
a3 - b" = l, er - b3 = l, gdzie x > 2.
Problem pokazania, ze nie istnieja rozwiazania równania a4-b" = l, zostal
postawiony w r. 1919 przez Nagella i rozwiazany w 1932 przez Selberga.
Tematem,wielu prac bylo równanie a2-b' = l. Nagell w 1921 i 1934 r. pokazal,
ze jezeli a2-b" = l, (a, b, y) =F (3,2,3) i p jest dzielnikiem pierwszym
liczby y, to 81p-1.
Pózniej (1940) matematyk wegierski Obl:ith udowodnil, ze jezeli a2 - bY = l,
(a, b, y) =F (3,2,3), to p212P-l_1 i p213P-'1_1 dla kazdego p bedacego dzielnikiem
pierwszym liczby y.
W latach 1961 i 1964 Hyyro i Inkeri udowodnili, ze jezeli 02 - bY =; l,
(a, b, y) =F (3,2,3), to a i b sa bardzo duze, i podali oszacowanie dla liczb a i b.
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Badania te zostaly uwienczone w koncu elementarnym i niezwykle pomyslowym
dowodem matematyka chinskiego Chao Ko, który w 1964 r. udowodnil, ze
rówrianie a2 - bY = l nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych
a> l, b> l, Y >1, gdzie (a, b,y) # (3,2,3).
Dazono równiez do tego, aby pokazac, ze równanie a"-bY = 1 nie ma rozwiazan
dla pewnych typów liczb a i b .
Pierwszym wynikiem tego rodzaju byl wynik Gerona (z 1870 r.), który udowodnil,
ze nie istnieja rozwiazania równania a"-bY = l, gdzie (a, b, y) # (3,2,3),
gdy a lub b jest liczba pierwsza.
W r. 1941 ObIath pokazal, ze jezeli (a, b, x, y) # (3, 2, 2, 3), to nie istnieja rozwia­
zania równania a"-bY = 1, gdy wszystkie dzielniki pierwsze liczb a i b
sa jednej z postaci: p = 20: + l lub p = 20:3{J + 1 .
W r. 1956 Hampel pokazal, ze nie istnieja rozwiazania równania a" - bY = l
(z wyjatkiem 32_23 = 1), gdy la-bl = l. Inne dowody wyniku Hampela podali
w 1956 r. Schinzel i Rotkiewicz .
W r. 1952 LeVeque dowiódl, ze dla danych a i b równanie a"-bY = 1 ma co
najwyzej jedno rozwiazanie w liczbach naturalnych x ~ 1 i Y ~ 1.
W 1961 r. Rotkiewicz dowiódl, zejezeli a"-bY = 1, gdzie x > 1, Y > l,
to a > 1000 i b > 1000.
W 1959 r. matematyk angielski Cassels udowodnil, ze jezeli aP-ba = 1, gdzie p
i q sa liczbami pierwszymi p > q ~ 2, a > l, b > l, to

plb, qla.

Latwo zauwazyc, ze cztery kolejne liczby naturalne nie moga byc potegami
wlasciwymi. Rzeczywiscie z czterech kolejnych liczb naturalnych jedna oczywiscie
daje reszte 2 przy dzieleniu przez 4, a wiec nie moze byc potega wlasciwa.
W r. 1962 A. Makowski z twierdzenia Casselsa wywnioskowal, ze nie istnieja trzy
kolejne liczby naturalne, które sa potegami wlasciwymi.
Rzeczywiscie, nie uszczuplajac ogólnosci mozemy przyjac, ze wykladniki
wymienionych poteg wlasciwych sa liczbami pierwszymi. Niech teraz z', ~ i xP
beda kolejnymi potegami wlasciwymi: .

(3) xP - ya = 1 oraz ya - z' = l.

Na mocy twierdzenia Casselsa mamy qJx i qlz, skad wobec (3) mamy qlxP - z' = 2
i q = 2, a poniewaz p > 1, r > 1, wiec 41xP - z' = 2, co jest oczywiscie niemozliwe.
Nasze rozwazania koÓczymy podaniem wyniku matematyka holenderskiego
Tijdemana. Otóz w 1974 r. udowodnil on, ze równanie aX-bY = 1 ma w liczbach
naturalnych a, b, x, y wiekszych od l skonczona liczbe rozwiazan.
Istnieje wiec liczba naturalna M taka, ze o ile a"-bY = l, to a < M, b < M,
\' < M, Y < M.

{min - ~-f("min)4+A'
. . A

b "mm = arenn 1
a

: (b)
:1min

00' 'f' (a)mm

A

f(b) 1
min A

f~

Odpowiedz na pytanie w zadaniu I w artykule
••W~ do t.c:ociilZajac:zb swietl••••••••••:

A

u;::= COS1t'+Alinf' e,
lIIzic A - (L+ I)t»/c i pizie wykorzystano
D&ll.epuMceWZOI'y pn:yblitonc:
••..,.~,,+cl.) ::dr..,.',,;
siacl,o ::; II,,;

2• "". 29'+119' • .-An T lln --2-:: IID'I'·"".
Wya. fWllcqi f(,,) - fJ(,,)/c w przypMbclt
A < I (a) i A > I (b) przedstawia JIOftimy
rysu""k.

A

D~2Q~
B

Rys. la

Rozwiannie zadania F20.
Rozwiazanie niniejsZClloudania nalety porównac z rozwiazaniem zadania F19, zamieszczonym w poprzednim (7)
numerze «Delty••. Zgodnie z prawem indukcji elektromagnetycznej, w obwodzie kolowym bedzie indukowala
lie lila elektromotoryczna" równa 3 V. Poniewat calkowity opór obwodu wynosi 3 n, w obwodzie bedzie plynal
prad o natetcniu [równym I A. Gdyby lila elektromotoryczna w obwodzie byla przylotana przez wlaczenie baterii
(jak w zadaniu F19), wówaas napiecie miedzy punktami A i B moglibysmy wyznaczyl korzysujac z prawa Ohma.
W tym zadaniu jednak miejsce przylotcnia indukowanej sily elektromotory<:zncj nie jest okreslone. Czy moma wiec
jednoznacznie okreslic napiecia miedzy punktami A i B? Okazuje sie, te nic. Rozwatmy pomiar napiecia przy pomocy
woltomierza podlaczoneso do punktów A i B wedlug schematów pokazanych na rysunkach I a i I b.
Napiszmy prawo Kirchhoffa dla zamknietych obwodów ACHV i ADHV dla obu ~hematów podlaczen woltomierza
Wskazania woltomierza ozrw:zamy litera U oraz zakladamy, te punkt A laczymy z zaciskiem + woltomierza,
a kierunek indukowanego pradu jest taki, jak zaznaczono na r)'lunkach.
Otrzymamy:

dla schematu I a: U = [. R,(c. = I V (obwód ACBV),
U = c-I' R'(D. = I V (obwód ADBV).

Nalcty zauwatyc, ze w obwodzie ADBY przy tym schemacie polaczen wyst«puje sila elektromotoryczna indukcji ".

~c~Q
B

R)'I. Ib

dla schematu I b: U = [. R,(c.-" = -2 V (obwód ACBV),
U = -I' R'(D. = -2 V (obwód ADBV).

Teraz sila elektromotol')'CZl1aindukcji wystepuje w obwodzie ACBY.

W zaleznosci od sposobu przylaczenia woltomierza uzyskalismy rózne wyniki. Czyli w przypadku wyslel'owania sily
elektromotorycznej indukowanej (ogólniej: gdy istnieja pola magnetyczne zmienne w czasie) nic istnieje jednoznacznie
okreslony elektl')'CZl1ypotencjal skalarny. Gdybysmy druty laczace wol:omicrz z punktami A t B obwineli
wielokrotnie wokól walca, woltomierz wskazalby jeszcze inne wartosci napiecia. Ogólna odpowiedz jest na>tepujaca:

U = -(2+3n) V, n = O, ± l, ±2, ...

zaleznie od tqo, jak doprowadzone sa druty od punktów A i B do zacisków woltomierza.
Porównujac zadania FI9 i F20 motemy sobie uswiadomic róznice miedzy silami elektromotorycznymi: przylotana
i indukowana.
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Laboratorium w domu Dr Jan A; GAJ

A JEDNAK PRZEWODZI! ... ALBO BIEG Z PRZESZKODAMI DLA ELEKTRONÓW

~

Nalezy wyjasnic, ze obiektem naszego zainteresowania bedzie dioda
pólprzewodnikowa. No to co z tego, ze przewodzi? - zapytacie. Taka natura diod,
ze przewodza, i to w dodatku w jedna strone, a w druga nie. Praktycznie
nie - powiedza ostrozniejsi. Otóz to wlasnie. Tytul swiadczy,
ze chcialbym tym razem byc niepraktyczny i zajac sie wlasnie pradem,
który dioda pólprzewodnikowa mimo wszystko przewodzi
"do tylu", to znaczy w kierunku zaporowym. Slysze juz dwa (w zaleznosci
od postawy zyciowej ich autorów) pytania: dlaczego (przewodzi)?
oraz czy warto (sie zajac)? Na drugie pytanie odpowie sam sobie kazdy, kto
przeczyta ten artykul do konca; na pierwsze spróbuje dac cos w rodzaju odpowiedzi,
zastrzegam sie jednak, ze charakter miejsca zmusza mnie do podania jej
w wielkim uproszczeniu. Zastanówmy sie wiec,

CO SIE DZlEJE W DIODZIE?

JAK TO SPRAWDZIC DOSWIADCZALNIE?

+

Rys. 4

Rys. I

Rys. 2

+

Dioda pólprzewodnikowa jest, jak wiemy, polaczeniem dwóch rodzajów
pólprzewodnika: typu n i typu p (rys. 1). Obszar typu n zawiera elektrony swobodne
(a wiec zdolne do przewodzenia pradu), w obszarze typu p dominuja dziury,
czyli luki po elektronach w wiazaniach miedzyatomowych (rys. 2).
D;dura moze tez sie poruszac dzieki przeskakiwaniu do niej elektronów sasiednich
wiazan, a wiec przewodzi prad tak,
jak czastka o ladunku dodatnim (porusza sie w kierunku
przeciwnym do ruchu elektronów). Ka:zdy, kto próbowal doswiadczen
z dyfuzja, wie, ze pozycje dwóch stojacych naprzeciw siebie armii z rysunku 2 sa
nie do utrzymania; poruszajace sie chaotycznie ruchem cieplnym elektrony zaczna
przenikac do obszaru p, a dziury do obszaru n - zolnierze
dwóch armii zaczna sie bratac lub, jesli wolicie, zmieszaja sie w walce wrecz.
Niestety obraz militarystyczny jest bardziej adekwatny:
wrogowie beda wybijac sie wzajemnie - elektrony beda rekombinowac
z dziurami zapelniajac luki w wiazaniach. Ubywanie elektronów
z obszaru n laduje go dodatnio, dziury opuszczajac obszar p laduja
go ujemnie. Ladunki te narastaja, dopóki powstajaca róznica potencjalów

Rys. 3 nie zahamuje przeplywu nosników. Mówimy, ze powstala bariera
Nosnikami pradu w pólprzewodnikach sa potencjalu. Teraz pora na wkroczenie do akcji dowódców. Jezeli beda
swobodne elektrony i dziury. oni dysponowac stale nowymi posilkami, beda mogli w nieskonczonosc posylac

na rzez swoich zolnierzy, co w diodzie odpowiada dolaczeniu bateryjki
plusem do obszaru p, a minusem do n: bedzie ona dostarczac stale nowych
nosników do obu obszarów i prad bedzie plynac bez przeszkód (rys. 3). Moze tez
pasc rozkaz wycofania sie. Armie opuszcza plac boju i wszelki ruch na nim ustanie
- przykladajac plus do obszaru n, a minus do obszaru p spowodujemy
cofniecie sie 112sników, kazdego w strone swojego obszaru, i prad nie poplynie; bo
co by go mialo przewodzic (rys. 4)? Oj, zagalopowalem sie. Jednak troszke
poplynie w temperaturze róznej od zera bezwzglednego za wsze istnieje jakies
prawdopodobienstwo, ze pobudzony drganiami cieplnymi elektron ,jwyskoczy"

I ( A) z wiazania, stanie sie swobodny i utworzy jednoczesnie dziure. Takie, jak mówimy,

V g.n.rowan. t.nnlani •• I.ktwny i dziU" dadza j.dnak pewi"

30 prad w kierunku zaporowym. Jak wykazuja szczególowsze rozwazania,
20 a takze pomiary, natezenie tego pradu jest praktycznie
1D u lv) niezalezne od napiecia (rys. 5). Latwo sie tez domyslic,

) ze ze wzgledu na przyczyne pradu jego natezenie w bardzo znacznym stopniu zalezy
0.5 1 1.5 . od temperatury. Powstaje pytanie:

Natezenie pra,du zaporCM'e.90diody Jako

funkcja napiecia

Rys. 3

c:J
Rys 6

Niestety trzeba miec miernik natezenia pradu, i to czuly. <Kto nie ma mozliwosci
skorzystania z miernika (w szkOl e, w klubie radioamatorskim), moze go zrobic
sam wedlug przepisu podanego w «Delcie», 1975, 5. Nastepny problem. to dioda.
Musi byc germanowa i niezbyt mala, na przyklad typu DZG. Laczymy m.iernik
szeregowo z dioda i dolaczamy zródlo pradu - bateryjke (uwaga na bieguny!),
jak na rys. 6. Dolaczajac jedno, dwa lub trzy ogniwa mozemy zauwazyc, ze
natezenie pradu jest za kazdym razem praktycznie takie samo, o ile dioda jest dobra.
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+
do

adaptera -=

Rys. 7

do radia

(gniazdko adaptera)

Wezmy teraz diode do reki: wyraznie widac, ze nawet pod wplywem tak
niewielkiego ogrzania natezenie pradu wzrasta. Na tej zasadzie mozna "mierzyc"
temperament znajomych, nie wtajemniczajac ich w konstrukcje przyrzadu. Dioda
z precyzyjnym miernikiem umozliwi Wam bardzo dokladny pomiar temperatury.
Po wyskalowaniu mozna nawet uzywac zestawu jako termometru lekarskiego.
Jezeli ktos w zaden, ale to w zaden sposób nie moze zaopatrzyc sie w miernik, moze
jakosciowo badac te zjawiska przy uzyciu adaptera i radia. Trzeba jednak miec
dwie diody (najlepiej DZG 7) i opornik o oporze rzedu 100 Kil. Laczymy obwód
wedlug rys. 7 (obie diody w kierunku zaporowym). Ogrzewajac lub oziebiajac
raz jedna diode, raz druga, zaobserwujemy duze zmiany natezenia dzwieku
z glosnika radia. Dlaczego? Spróbujcie zastanowic sie sami. Charakterystyka
pradowo-napieciowa z rys. 5 powinna Wam w tym pomóc. Jeszcze uwaga praktyczna:
jesli chcecie uniknac niemilego buczenia, musicie ekranowac przewody i elementy
miedzy adapterem a radiem. Przed dotknieciem reka diody nalezy takze siebie
polaczyc z masa calego ukladu. Oczywiscie wszelkie oslony ekranujace musza tez
byc z nia polaczone. W razie braku przewodów ekranowanych mozna owinac
przewody i elementy (odpowiednio izolowane) folia aluminiowa. Mozna takie dwie
diody dac do rak dwum osobom, zeby sprawdzic, czy wszystko "gra" w ich
wspólnych sprawach.
Mam nadzieje, ze wszystko bedzie "gralo" w Waszych doswiadczeniach.

Ciekawe, inie tylko

Rozwiazanie udania '\l60.

Zalózmy. te punkty Ab A2' A3. A'h A,!, A6

naleza do rozwatanego kola i ze kazda
odleglosc A,AJ (I ~ j) jest wieksUl od l. Zaden
z punktów A l nie jest wówczas oczywiscie
srodkiem kola i zadne dwa sposród tych
punktów nie naleza do tego samego promienia.
Punkty A, leza wi~ na szesciu róznych
promieniach. Wsród tych promieni istnieja dwa
tworzace kat •• 60°. Wówczas odleglosc
punktów lezacych na tych promieniach jest
•• I (dlaczcgo?). Otrzymalismy sprzecznoSC
z zalozeniem. a wi~ jest ono falszywe.

W wieku XIX dzieki teoriom Jamesa CIarka Maxwella udalo sie wykazac, ze takie
zjawiska, jak elektrycznosc, magnetyzm, swiatlo i fale radiowe, maja wspólne
pochodzenie - wspólna nature. Wyglada na to, ze w naszym wieku uda sie znalezc
wspólna nature czterech znanych obecnie fundamentalnych oddzialywan
fizycznych: grawitacyjnego, elektro-magnetycznego, silnego i slabego. Nadzieje
takie pozwala snuc niedawne odkrycie tzw. slabych pradów neutralnych. Jest
to klasa takich oddzialywan slabych pomiedzy czastkami elementarnymi, które
wykazuja bardzo silne analogie z oddzialywaniami elektromagnetycznymi. Tak wiec
pierwszy "most" - pomiedzy oddzialywaniami slabymi i elektromagnetycznymi ­
zarysowuje sie nader wyraznie. Pisze o tym szerzej «Scientific American», 1974, 10.
W teorii oddzialywan grawitacyjnych duze nadzieje budzi odkrycie bardzo
interesujacego pulsara PSR 1913+ 16, znajdujacego sie w zwiazanym systemie
gwiazdy podwójnej z jakas inna gwiazda o duzej masie i malych rozmiarach.
Wlasnie to, ze pulsar ten wystepuje w tak egzotycznym, a jednoczesnie interesujacym
z punktu widzenia teoretycznego ukladzie pozwoli sprawdzic,
która z istniejacych obecnie teorii grawitacji najlepiej opisuje ten obiekt,
czyli która z nich jest aktualnie najlepsza. Doniesienie na ten temat
znalezc mozna w «Physics Today», 1974, 12. Takze «Physics Today»,
1974, 11, przynosi bardzo interesujacy wywiad z dwoma wybitnymi fizykami
doby wspólczesnej: Edoardo Amaldimem i Victorem F. Weisskopfem na temat
osiagniec fizyki europejskiej w okresie po II wojnie swiatowej. Wywiad jest
jeszcze jednym przykladem na to, ze wielcy przedstawiciele nauk scislych

doskonale zdaja sobie sprawe ze spolecznych uwar~nkowan i implikacji wspólczesnej
nauki. Dla nas bardzo przyjemnym momentem jest zaliczenie powstania fizyki
hiperjader - ze wskazaniem prof. Jerzego Pniewskiego jako jej wspóltwórcy -
do rzedu faktów o duzym znaczeniu dla fizyki.
Wsród artykulów o metodach i narzedziach wspólczesnej fizyki interesujacy opis
tzw. metody cieni badania struktury krysztalów i pomiarów bardzo krótkich
czasów przynosi «Priroda», 1974, 10. Metoda ta oparta na analizie oddzialywania
protonów i elektronów ze struktura krysztalu dostarcza informacji
na temat jego budowy, zas w zastosowaniu do pomiaru czasów trwania
procesów jadrowych pozwala sledzic zjawiska rzedu 10-19 sek.
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Izometrie

6~it1111:i~M~

Mgr Jerzy BEDNARCZUK

Jedno z zadan na pisemnym egzaminie wstepnym na wyzsze studia matematyczne mialo
nastepujaca tresc: "Na plaszczyznie dany jest dowolny czworokat. Ile elementów moze miec zbiór
izometrii l>rzeksztalcajacych ten czworokat na siebie?".

Zadanie to sprawilo wiekszosci kandydatów znaczne trudnosci. Dlatego warto zastanowic sie nad
kilkoma zwiazanymi z nimi problemami. Potraktujemy przy tym zagadnienie ogólniej,
a mianowicie bedziemy zajmowali sie izometriami przyksztalcajacymi dowolne figury ograniczone
(w szczególnym przypadku - wielokaty) na siebie. Na wstepie zasadnicze pytanie: Jakie izometrie
moga przeksztalcac figure ograniczona na siebie? Aby na nie odpowiedziec, wystarczy znac
podstawowe twierdzenia dotyczace izometrii plaszczyzny, które dla ulatwienia przytaczamy
na sasiedniej stronie. W oparciu o nie latwo stwierdzimy, ze izometriami, o które pytalismy,
sa symetrie osiowe i obroty (nietrudno wskazac przyklady odpowiednich figur), nie
moga zas nimi byc ani przesuniecia, ani symetrie z poslizgiem. Wezmy bowiem dowolny
punkt rozpatrywanej figury. Gdyby jakies przesuniecie (symetria z poslizgiem) przeksztalcalo
te figure na siebie, to równiez n-krotne zlozenie tego przesuniecia dla dowolnego n naturalnego
mialoby te wlasnosc na mocy 50 (dla symetrii z poslizgiem wezmy 2n.-krotne zlozenie,
aby otrzymac translacje - patrz 60). Tak wiec, wobec dowolnosci n odleglosc rozpatrywanego
punktu od jego obrazu, nalezacego takze do tej figury, moglaby byc dowolnie duza,
co przeczyloby zalozeniu ograniczonosci figury. Twierdzenie to upraszcza nam znacznie sytuacje
rozpatrywana w zadaniu przytoczonym na poczatku artykulu. Uprosci sie ona jeszcze bardziej,
gdy zauwazymy, ze jesli i obrót i symetria przeksztalcaja figure ograniczona na siebie, to srodek
obrotu nalezy do osi symetrii. Gdyby bowiem do osi symetrii nie nalezal, to zlozenie tych
przeksztalcen, bedace na mocy 40 symetria z poslizgiem o wektor niezerowy, przeksztalcaloby takze
te figure na siebie, co, jak juz ustalilismy, jest niemozliwe. Podobnie mozemy udowodnic, ze jesli
dwie symetrie osiowe przeksztalcaja figure ograniczona na siebie, to ich osie sie przecinaja.
Tu juz nam zapewne intuicja podpowiada, ze jesli dwa obroty przeksztalcaja figure ograniczona
na siebie, to ich srodki sie pokrywaja. Dowód tego faktu kazdy z nas przeprowadzi chyba bez
wiekszych trudnosci (wskazówka: udowodnic, ze zlozenie dwu obrotów wokól róznych srodków
zlozone ze zlozeniem w takiej samej kolejnosci przeksztalcen do nich odwrotnych jest
przesunieciem).

Ustalmy z kolei, jak wyglada skladanie izometrii przeksztalcajacych dana figure ograniczona
na siebie. Z poprzednich rozwazan wynika, ze wystarczy rozpatrzyc trzy przypadki:
- zlozenie dwu symetrii osiowych o osiach przecinajacych sie; w wyniku otrzymamy obrót
wokól punktu przeciecia (o jaki kat?);
- zlozenie dwu obrotów o wspólnym srodku; w wyniku otrzymamy takze obrót wokól tego punknt
(o jaki kat?);
- zlozenie obrotu i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez srodek obrotu; w wyniku
otrzymamy oczywiscie symetrie osiowa (wzgledem jakiej prostej?).

Dla zilustrowania tych zagadnien proponujemy skonstruowanie prostego przyrzadu. Potrzebne
nam do tego beda: kartka, kawalek tekturki, nozyce, linijka, olówek. Przyrzad sklada
sie z dwu czesci. Pierwsza stanowi kartka. Na kartce tej rysujemy figure, która bedziemy
przeksztalcac, i oznaczamy jej charakterystyczne punkty, srodek obrotów i osie symetrii (warto
oczywiscie wybrac taka figure, która ma kilka osi symetrii i która kilka obrotów przeksztalca
na siebie). Narysujmy tez obok figury strzalke, wskazujaca na tej figurze dowolne,
wybrane przez nas miejsce. Druga czesc, ruchoma, bedzie stanowila wycieta z tekturki
figura przystajaca do narysowanej. Oznaczmy na niej, po obydwu stronach, punkty
odpowiadajace punktom figury z kartki, oczywiscie takimi samymi literami, ale z "primami".

To bedzie obraz naszej figury. Przylózmy teraz ruchoma czesc do narysowanej figury w sposób
odpowiadajacy polozeniu tozsamosciowemu; w miejscu wskazanym przez strzalke wpiszmy
na czesci ruchomej wyraz "tozsamosc". Wykonujmy teraz czescia ruchoma ruchy odpowiadajace
obrotom i symetriom przeksztalcajacym te figure na siebie, za kazdym razem startujac
z polozenia tozsamosciowego i za kazdym razem wpisujac, takze na czesci ruchomej,
w miejscu wskazanym przez strzalke, jakie przeksztalcenie wykonalismy. l to juz wszystko. Przyrzad
jest gotowy. Jesli teraz, startujac z polozenia tozsamosciowego, wykonamy kolejno kilka
przeksztalcen naszej figury, obracajac odpowiednio ruchoma czesc naszego przyrzadu, to w miejscu
wskazanym przez strzalke odczytamy, jakie przeksztalcenie jest wynikiem zlozenia tych
przeksztalcen.
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Dla przykladu zamieszczony jest ponizej rysunek takiego przyrzadu, w którym wybrana figura
jest szesciokat foremny.
Oczywiscie po wszystkich tych uwagach zadanie, o którym mówilismy na poczatku, kazdy sam
rozwiaze z latwoscia.

Rysunek ukladu w plaszczyznie prostopadlej
do osi walca
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A

B

12

czesc nieruchoma czesc ruchoma

Co O izometriach plaszczyzny warto wiedziec

]O Kazda izometrie plaszczyzny mozna przedstawic jako zlozenie jednej, dwu lub trzech symetrii
osiowych.

20 Zlozenie dwu symetrii osiowych jest obrotem lub przesunieciem (kiedy, czym?).

30 Zlozenie trzech symetrii osiowych jest symetria osiowa wtedy i tylko wtedy, gdy osie symetrii sa
wspólpekowe. to znaczy przechodza przez jeden punkt, lub sa parami równolegle.

40 Zlozenie trzech symetrii osiowych jest symetria z poslizgiem, czyli zlozeniem symetrii
osiowej i przesuniecia o wektor równolegly do osi symetrii (warto sobie przypomniec dowód
tego faktu). Jesli osie symetrii nie sa wspólpekowe, to wektor poslizgu jest niezerowy.

50 Zbiór izometrii przeksztalcajacych dana figure na siebie z dzialaniem skladania tworzy grupe
przeksztalcen.

60 Gdy symetrie z poslizgiem zlozymy ze soba, otrzymamy przesuniecie o wektor równy
podwojonemu wektorowi poslizgu.

__ Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

MS8. Udowodnic, ze jezeli kazda przekatna czworokata wypuklego dzieli go na trójkaty o równych
polach, to jest on równoleglobokiem. (W. Mnich)
Rozwiazanie na str. 5.

MS9. W turnieju szachowym, w którym kazdy zawodnik gral z kazdym dokladnie jeden raz,

uczestniczy n zawodników (n > 1). Udowodnic, ze w kazdym momencie sa co najmniej dwaj
zawodnicy, którzy rozegrali te sama liczbe partii. (W. MniCh)
Rozwiazanie na str. 12.

M60. Udowodnic, ze w kole o promieniu I nie mozna wybrac wiecej niz 5 punktów takich, ze
odleglosc miedzy dowolnymi dwoma sposród nich jest wieksza od l. (W. Mnich)
Rozwiazanie na str. 15.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F20. Dany jest pret zelazny w ksztalcie nieskonczenie dlugiego prostoliniowego walca o przekroju
kolowym Pret ten jest magnesowany podluznie w ten sposób, ze przenikajacy go strumien

magnetyczny narasta jednostajnie w czasie o 3 webery na sekunde. W plaszczyznie prostopadlej
do osi walca umieszczono wokól niego obwód kolowy zlozony z dwu drutów o oporach
odpowiednio 1 n i 2 n. Jakie beda wskazania woltomierza o bardzo duzym oporze,
podlaczonego do punktów A i B (patrz rysunek) lezacych na zlaczach drutów? (Nadeslal J. P.).
Rozwiazanie na str. 13.
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