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Logika kwantowa

Prof. dr Iwo BIALYNICKI

W popularnych opracowaniach na temat fizyki kwantowej zwyklo si¢

rozpoczyna¢ wywody od opisu zadziwiajagcych do$wiadczen, z pomoca ktérych
odstaniajg fizycy tajemnice §wiata atomowego. W opisach tych roi si¢ od poteznych
akceleratoréw, strumieni niedostrzegalnych czastek pedzacych z predkoscia
$wiatla, rozbijanych jader atomowych i innych, trudnych do wyobrazenia zjawisk.
Ktadac nacisk na niezwyklos$¢ zdarzen zachodzacych w $wiecie czastek atomowych,
porywamy co prawda wyobrazni¢ czytelnika, stuchacza czy widza, ale
pozostawiamy nieco w cieniu ogrom tworczej mysli ludzkiej tkwiacej we
wspolczesnej fizyce atomowej.

Dzi$ chciatbym pokazaé fizyk¢ atomowa przez pryzmat teorii naukowej.

Czym jest jednak teoria?

Wybitny fizyk Leopold Infeld dat kiedy$ taka odpowiedZ na to pytanie:

»Teoria naukowa jest proba, jest usitowaniem stworzenia obrazu otaczajacej nas
rzeczywistosci. Obejmuje ona wezszy lub szerszy zakres faktéw i praw
do$wiadczalnych, na ktdry sig¢ teoria ta rozcigga, wprowadzajac w nie tad

i porzadek. Nauka nie jest bowiem zbiorowiskiem praw i rupieciarnia faktéw.
Teoria wigze je mySla wspdlna, stwarza obraz rzeczywistosci, z ktorego fakty owe
wynikajg na drodze rozumowania logicznego”’.

Wybratem t¢ wypowiedz, bo jest w niej mowa o logicznym rozumowaniu, a prawa
logicznego rozumowania, obowigzujace w $wiecie atomowym, sa réwnie
zadziwiajace jak i zjawiska, ktorych dotycza.

W fizyce klasycznej, przed powstaniem teorii kwantowej, obowiazywaty reguty
rozumowania logicznego sformulowane po raz pierwszy juz przez Arystotelesa.
Jednym z fundamentéw tej klasycznej logiki jest zasada okre$lona przez Rzymian
jako tertium non datur, co w swobodnym przekladzie na jezyk polski znaczy:

,»,na dwoje babka wrdzyta’”. Matematycy nazywali taki system logiczny logika
dwuwartosciowa. W systemie tym kazde zdanie majace sens jest albo prawdziwe,
albo falszywe. Popularny zwrot ,,wéz albo przew6z’’ dobitnie obrazuje powszechne
stosowanie przez nas wszystkich wla$nie tej dwuwarto$ciowej logiki. Hamlet
réwniez nie rozwazal wiecej niz dwéch mozliwoéci, wybierajac tylko miedzy ,,byé
albo nie by¢”...

Dwuwarto$ciowa logika powstala w wyniku obserwacji zjawisk dostrzegalnych
bezposrednio zmystami. Oparte na niej wnioskowania nigdy nas nie zawodza

w tym wlasnie zakresie zjawisk. Przekonanie o powszechnej stosowalnosci praw tej
logiki byto tak przemozne, ze bez wahania zaczgto ja stosowac rowniez

w rozumowaniach dotyczacych nowo odkrywanych na poczatku naszego stulecia
zjawisk atomowych. Atomy i ich sktadniki sa tak male, iz nie obserwujemy ich
nigdy bezposrednio i dlatego rozciagnigcie logiki klasycznej na ten nowy zakres
zjawisk okazalo si¢ ryzykowne.

W latach dwudziestych byto juz wiadomo, ze w §wiecie atomowym obowiazuja
inne niz w zyciu codziennym prawa rozumowania. Konieczno$¢ wprowadzenia
innej logiki najdobitniej wynikata z odkrycia w roku tysigc dziewieéset
dwudziestym siédmym, przez Heisenberga, zasady nieoznaczonosci. Zasada ta
przettumaczona na jezyk logicznych regut glosi, ze czastki atomowe ,,uznaja’ nie
dwie, lecz trzy mozliwosci. Tq trzecia jest... stan nieokreslony, co$ posredniego
miedzy ,,tak’ i ,,nie”’. System logiczny zawierajacy oprdocz prawdy i falszu takze
,,nieokre§lono$¢’” nazywamy logika tréjwartosciowg. Warto wiedzieé, ze na siedem
lat przed odkryciem Heisenberga dwaj polscy logicy Lukasiewicz i Tarski
wskazywali na mozliwo$¢ wprowadzenia takiej logiki.

Ze wzgledu na zastosowanie w teorii kwantowej, logik¢ tréjwartosciowa nazywa
si¢ tez logika kwantowa, podobnie jak dwuwarto$ciowa nazywaliSmy logike
klasyczng. Zilustrujmy rdéznice istniejaca miedzy nimi na prostych przyktadach.
Ziarnko piasku moze by¢ w pudetku od zapalek lub moze w nim nie by¢. Elektron
natomiast moze by¢ w pewnym obszarze przestrzeni, moze tam nie by¢, albo tez
polozenie jego jest nieoznaczone. Ta trzecia mozliwo$é w logice kwantowej, owa
nieoznaczonosé, jest istotnie rézna od prawdy i falszu. Nie oznacza ona bowiem
tylko naszej niewiedzy. Gdy pudetko jest zamknigte, to mozna si¢ waha¢, czy
ziarenko piasku jest w $rodku, czy go tam nie ma, ale wiemy, Ze tylko jedna z tych
dwéch mozliwoéci wehodzi w rachubg. W przypadku elektronu trzecia mozliwos¢
jest réwnie rzeczywista, jak dwie pozostale.

W zadnej innej — poza teorig kwantowa — dziedzinie nauki nie odkryto dotad
zalamania klasycznych regut rozumowania. Teoria kwantowa zajmuje wigc
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wyjatkowa pozycje wsrdd wszystkich galezi nauk przyrodniczych. Mozna chyba
zaryzykowa¢ twierdzenie, ze jej stworzenie bylo najwigksza z dotychczas
dokonanych rewolucji w nauce, gdyz jej implikacje si¢gaja najglebiej, do samych
podstaw teorii naukowej, ktérymi sa reguly rozumowania logicznego.

Tak mocne podkreslenie odrgbnosci teorii kwantowej moze wywola¢ zrozumiale
zdziwienie stuchaczy: Przeciez caly otaczajacy nas $wiat zbudowany jest z atomow!
Jak to jest wigc mozliwe, Ze inne prawa sa ,,obowigzujace’’ dla calosci, a inne dla
jej czgdei sktadowych?

Zrédlem tej pozornej sprzecznosci jest trudna do wyobraZenia mnogo$¢ atoméw

w kazdym dostrzegalnym skrawku otaczajacej nas substancji. Gdyby np. atomy
zelaza skladajace si¢ na gléwke szpilki rozsia¢ réwnomiernie po calej Polsce, to na
kazdy centymetr kwadratowy powierzchni naszego kraju przypadiby tysiac
atomow. Otz zjawiska bezposrednio obserwowane powstaja przez nalozZenie si¢
ogromne;j liczby zjawisk elementarnych, wywolanych przez pojedyncze atomy. To,
co si¢ dzieje z jednym atomem, nie odgrywa znacznej roli; wazne jest to, co si¢
dzieje z wigkszoscig atomSéw w dostrzeganym przez nas $wiecie; wysigpuja nowe
prawidtowosci. Prawa rzadzace takimi zbiorowiskami maja charakter statystyczny,
bo wyznaczaja tylko najbardziej prawdopodobne zachowanie si¢ obiektow.

Pojecie prawdopodobienstwa jest wlasnie kluczem do zrozumienia zwiazku miedzy
logika kwantowa i logika klasyczng.

Logika klasyczna jest przyblizeniem logiki kwantowej, ale wynikajace z tego
przyblizenia ewentualne odstgpstwa, w §wiecie postrzegalnym bezposrednio
zmystami, sg niestychanie mato prawdopodobne, ledwie mozliwe do zauwazenia.
Postuzymy si¢ znéw przykladem ziarnka piasku i pudetka od zapalek. Owa trzecia,
kwantowa mozliwosé, czyli nieoznaczone poloZenie ziarnka — ani w pudetku, ani
poza nim — nie wystepuje prawie nigdy. Stowo ,,prawie’’ oznacza w tym
przypadku, Ze liczba wszystkich ziarenek piasku na Ziemi i czas istnienia
cywilizacji na naszej planecie s3 wspélmiernie male, tak Ze nie istnieje szansa
zaobserwowania takiego wlaénie, konkretnego odstepstwa od klasycznej logiki.
Dlatego w zastosowaniu do wszelkich naszych bezposrednich obserwacji w zakresie
poznanych dotad zjawisk mozemy ja traktowaé jako przyblizenie idealne.

Mozna snué jednak fantastyczne przypuszczenia na temat istnienia wspomnianych
juz odstepstw od logiki klasycznej w dziedzinie zjawisk, ktére dopiero zaczniemy
dokladniej poznawaé. Nie mam tu na mysli zjawisk noszacych miano
,,nadprzyrodzonych”. Chodzi mi raczej o takie zjawiska, co do ktdrych istnienia
nie ma watpliwosci, jak np. zycie czy §wiadomo$¢ ludzka. Byé moze wyjasnienie
tych fascynujacych zagadek bedzie wymagaé réwnie radykalnych zmian w regutach
myslenia, jakich wymagato wyjasnienie zjawisk atomowych.

«Mlody Matematyk» — czasopismo dla mtodziezy szkolnej

. Mgr Wiadystaw DUBIEL
ROK: 1 WARZEG 931 w3 W latach 1930-1932 wychodzito w Poznaniu czasopismo matematyczne «Parametr», poswigcone
» nauczaniu matematyki. W styczniu 1939 r. czasopismo to zostalo reaktywowane i wychodzito do
MeoODbY i :
wybuchu drugiej wojny $wiatowej.

m Rv E m RFW [K Bylo to pierwsze tego typu czasopismo w Polsce. Zatozycielem i redaktorem by} Antoni Marian

Rusiecki, za$ wspoélredaktorem Stefan Straszewicz. Ich wspoipracownikami byli czotowi

CAROPINMO DL MEODZILEZY SZ1KOLN S

Mo i et~ S nninve vv, Matematycy { nauczyciele matematyki szk6 rozych typow.
PP SR P el e W czasopismie pojawialy si¢ dosé regularnie pewne stale dzialy. Jednym z nich byt dziat dla
Gorpowstnosel iclofaow: — Romiamania sadut e 90157 —  mlodzjezy szkolnej. W 1931 r. wzbogacono pismo dodatkiem «Mlody Matematyk» o wyraznie

zarysowanej autonomii. «Miody Matematyk» przeznaczony byl dla uczniéw gimnazjow i zakladow
ksztalcenia nauczycieli. Od stycznia 1931 do grudnia 1932 r. ukazalo si¢ 10 zeszytow.

Przeglad zawartosci dziatéw dla mlodziezy «Parametra» oraz «Mlodego Matematyka» wskazuje,
ze redaktor do wspolpracy pozyskal niektorych wybitnych matematykéw, miedzy innymi

Hugona Steinhausa i Alfreda Tarskiego oraz nauczycieli matematyki pracujacych w szkofach.
Wystarczy wymieni¢ tutaj takie nazwiska, jak Stefan Kulczycki, Wiadyslaw Wéjtowicz, Adam
Zarzecki. Znaczna cz¢sé artykuléw dla miodziezy opracowatl redaktor A. M. Rusiecki.
Czasopismem «Mlody Matematyk» zywo interesowali si¢ uczniowie, o czym swiadczy liczba
nadestanych rozwigzan zadan w ramach nieustajacego konkursu. «Miody Matematyk»
zamieszczal rowniez artykuly, ktorych autorami byli uczniowie. Do takich naleza Marek Katz —
autor artykutu O nowym sposobie rozwiqzywania réwnan trzeciego stopnia («Parametr», nr 4-5)

i Bronistaw Bajrach — autor opracowania Tablice do permutacyj («Parametr», nr 8-10). Zaréwno
w «Parametrze», jak tez w «Mlodym Matematyku» spotykamy artykuly wykraczajace poza czysta
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matematyke, opisujace mate i wielkie odkrycia, a rowniez drobne fakciki podpatrzone w zyciu.
Wirod artykuléw poswieconych wybranym zagadnieniom z arytmetyki i algebry oraz geometrii
warto wymienié A. M. Rusieckiego Algebraiczna metoda rozwiqzywania zagadnieri i Zagadnienia
niedostatecznie sprecyzowane, Kazimierza Cwojdzifiskiego Kilka sléw o ciqgach, Wiadystawa
Wojtowicza Sposoby elementarne wyznaczania maximum funkcji i Jak Ceva znajdowal twierdzenia
geometryczne za pomocq statyki (Giovanni Ceva — znakomity matematyk wloski, zyjacy w latach
1648-1734), Alfreda Tarskiego O stopniu réwnowaznosci wielokqtow i Stefana Kulczyckiego

O najszczelniejszym rozmieszczeniu kul w przestrzeni. Z zastosowan matematyki na szczegdlna
uwage zastuguje bardzo interesujacy artykut Hugona Steinhausa Longimetr; autor ten w niezwykle
ciekawy sposéb opisuje i uzasadnia metode mierzenia dlugosci linii krzywych na przykladzie
litery ,,S”. Godne odnotowania sa réwniez: artykut Petre Sergescu (prof. Uniwersytetu w Cluj —
Rumunia) przedstawiajacy zasadnicze rysy matematyki w starozytnosci oraz artykut A. M.
Rusieckiego informujacy o jezyku interlingua. Jest to migdzynarodowy jezyk pomocniczy
stworzony przez prof. Giuseppe Peano (matematyk i logik wloski, zyjacy w latach 1858-1932).

W jezyku tym podawato czasopismo przy koficu kazdego zeszytu swoja zawartosé

W «Mtodym Matematyku» znajdujemy pigkne zadania, sa tez rozwiazania zadai pochodzace

od uczniow — czytelnikow czasopisma. Artykuly, ciekawostki i ,,sztuczki matematyczne” podane
w ,,Zapiskach” i w ,,Kaciku bez tytutu” czyta si¢ z wielka przyjemnoscia.

Zamieszczony ponizej artykut A. Tarskiego oraz wybrane z réznych dzialow zadania pochodza

z numeru 3, 1931, «Mlodego Matematyka».

O stopniu réwnowaznosci wielokatoéw

w
Wa] Wa Wil W Vv
' ]
Wi Vy #
Va
Rys |
W
)
W
WZ V2 V3
W1 Vi
Rys. 2

D O ile nam wiadomo, pojecie to
wprowadzil Dr. Adolf Lindenbaum
(Warszawa), ktéry wraz z autorem artykulu
ustalil p wh $ci tego pojeci

0 O 0O

Rys. 3 Rys. 4

Dr Alfred TARSKI (Warszawa)

W artykule tym pragne oméwié pewne pojecia, nalezace calkowicie do zakresu geometrii
elementarnej, a dotad niemal wcale nie zbadane.

Jak wiadomo, dwa wielokaty W i ¥ nazywamy réwnowaznymi, wyrazajac to wzorem: W~ v,
jezeli daja sie one podzielié¢ na jednakowa ilos¢ wielokatow odpowiednio przystajacych. Ten
podziat wielokatow réwnowaznych na czesci przystajace nie jest jednoznaczny: dwa wielokaty
réwnowazne daja sie podzieli¢ na czesci przystajace w sposob rozmaity zaréwno pod wzgledem
liczby, jak i ksztaltu tych czesci. Wyjasnimy to na przykladzie.

5 4
Zaréwno 1ys. 1, jak i rys. 2, wykazuja, ze kwadrat o boku a oraz prostokat o bokach 79 i 54

sa sobie rownowazne, ale ich podzialy na obu rysunkach sa zgola rozne.

W zwiazku z tem spostrzezeniem nasuwa si¢ W sposob naturalny pytanie: na jaka najntniejszq
liczbe czesci odpowiednio przystajacych mozna podzieli¢ dwa dane wielokaty réwnowazne?
Zagadnienia tego wlasnie typu pragniemy poruszy¢ w ,,Parametrze”.

W tym celu przyjmiemy nastgpujaca definicje:

Stopniem réwnowaznosci dwéch wielokatéw réwnowaznych Wi V nazywamy najmniejszq liczbg
naturalna n, czyniaca zado$¢ warunkowi: kaidy z wielokatow Wi V daje si¢ podzieli¢ na n
wielokatéow w ten sposob, ze wielokaty, otrzymane z podziatu W odpowiednio przystaja do
wielokatoéw, otrzymanych z podziatu ¥.!) — Stopieni réwnowaznosci wielokatow Wi V bedziemy
oznaczali symbolem: (W, V).

Nalezy tu uczyni¢ pewna uwage. Wyrazowi ,,wielokat” dogodnie jest nada¢ w niniejszych
rozwazaniach znaczenie szersze niz to, ktore jest stosowane w poczatkach nauczania geometrii
elementarnej. Mianowicie, wielokgtem w znaczeniu szerszemt nazywamy tu figurg plaska, ktora jest
zestawieniem skoniczonej liczby wielokatéw w pospolitem znaczeniu tego wyrazu. Tak np.
wielokatem w znaczeniu szerszem jest figura, ztozona z prostokatow 2 i 4 na rys. 1, lub tez figura,
zlozona z obu tych prostokatow i ponadto czworokata 3 na rys. 2. Zaznaczamy mimochodem,
e rozszerzenie pojecia wielokata jest niezmiernie uzyteczne w calej teorji réwnowaznosci
wielokatéw: bez tego rozszerzenia wiele rozumowan z tej teorji, spotykanych w podrecznikach
elementarnych, grzeszy brakiem $cistosci.

W zastosowaniu do wielokatéw w znaczeniu szerszem nastr¢cza pewna trudnos¢ poprawne
zdefiniowanie pojecia przystawania. Ograniczymy si¢ tu do nastepujacego wyjasnienia
pogladowego: dwa wielokaty w znaczeniu szerszem — podobnie jak i wszelkie figury
geometryczne — przystaja, jezeli jeden z nich mozna ,,natozy¢” na drugi (nie zmieniajac
wzajemnego potozenia skladowych czeéci zadnego z nich) w ten sposob, aby si¢ ,,pokryly”. Tak
np. wielokat, przedstawiony na rys. 3, nie przystaje do wielokata, przedstawionego na rys. 4, ale
jest z nim rownowazny.

O stopniu réwnowaznosci wielokatow wiemy dotychczas bardzo mato. Podamy tu przykiadowo
kilka elementarnych wlasnosci tego pojecia.

1. Dla dowolnych wielokatow réwnowazinych WiV jest

(W, V) = o(V,W).
2. Na to, by 6 (W,V) = 1, potrzeba i wystarcza, by wielokaty W i V przystawaly; w szczegdlnosci,
dla dowolnego wielokqta W mamy 6(W,W) = 1.
3. Jezeli wielokat W mozemy podzieli¢ na wielokqty Wy i W, a wielokqt V — na wielokaty V;
iV, w ten sposéb, iz Wy~ Vi i Wy~ Va, to (W, V)< 6(W,,V1)+0(W,,Va).
4, Jezeli W~ Ui Ve~U,to 8(W,V)< 6(W,U): 6(V,U).
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Wiasnosci 1-3 sa oczywiste. Uzasadnienie wlasnosci 4 rowniez nie nastreczy trudnosci tym
z posrod Czytelnikow, ktorzy uprzytomnia sobie zastosowanie metody t.zn. podwdjnej sieci
podzialu do dowodu twierdzenia, w my$l ktérego dwa wielokaty, rownowazne trzeciemu, sg sobit
réwnowazne.
Dla sfomutowania nastepnej wlasnosci potrzebne jest pojecie srednicy wielokata.
Srednicq wielokata W, symbolicznie: (W), nazywamy najdtuzszy z poéréd odcinkéw, faczacych
dwa punkty wielokata W. Latwo okaza¢, ze kazdy wielokat posiada $rednicg (moze byé wiele
$rednic przystajacych). 4
5. Jezeli Wi V sq to wielokqty réwnowazne, przyczem W jest wielokqtem wypukiym, to
sow, vy =)

: IZ e(V)
Dowdd. Zastosujmy rozumowanie apagogiczne. Przypusémy mianowicie, Ze wbrew tezie
twierdzenia 5

(W)
) d(W,V)=n< o)
Wynika stad natychmiast, ze
a(W)
[0)) () < ——=.

Zgodnie z okresleniem $rednicy, w wielokacie W znalezé mozna dwa takie punkty Ao i 4n, ktére

sa konicami $rednicy o(W). Podzielimy Ao A, na n przystajacych czesci, i niech 4y, 4,3, ... An-y

beda to punkty podziatu. Kazdy z odcinkéw A4xA4x,.; (gdzie 0 < k < n) przystaje do n-ej czesci

$rednicy o(W), a zatem wobec (2) mamy: Ay4x.; > o(W); wnosimy stad, ze tem bardziej

(3) A4 > o(V)dla dowolnych réznych liczb naturalnych k i /, zawartych miedzy 0 i .

W mysl definicji stopnia rownowaznoéci, z (1) wynika, ze wielokaty W i V daja si¢ podzieli¢

na n cze$ci odpowiednio przystajacych; niech Wy, W, ..., W, beda to wielokaty, otrzymane

z podziatu W, a Vy,V,, ..., V, — odpowiednio przystajace do nich wielokaty, otrzymane

z podziatu V.

Jak wiemy, punkty A4, i 4, naleza do wielokata W; poniewaz W jest na mocy zalozenia

wielokatem wypuklym, wiec wszystkie punkty odcinka 4,4, w szczego6lnosci zas Ay, Az, ... Ay

naleza do W. W ten sposob w wielokacie W wyrdzniamy n+1 punktow Ao, Ay, ... An,

a rownoczesnie podzielilismy ten wielokat na n czgsci Wy, Wa, ... W,. Wnosimy stad, ze cho¢

dwa ze wskazanych punktéw naleza do tej samej czesci, np. punkty Ax i 4; (k # /) naleza do

czesci W

Poniewaz wielokaty W, i V., przystaja, przeto w wielokacie V,, mozemy oczywiscie znalez¢ takie

dwa punkty By i By, ze odcinek BB, przystaje do odcinka A4,A,. Punkty By i B;, nalezac do Vi,

naleza tem samym do V, wobec czego odcinek BB, nie moze przekracza¢ §rednicy wielokata V.

Zastepujac BB, odcinkiem przystajacym A4i4;, otrzymujemy wzor

(4) AxA, < o(V), gdzie k i ] sa to dwie rozne liczby naturalne, zawarte miedzy 0 i .

Wobec jawnej sprzecznos$ci miedzy (3) i (4) musimy odrzucié przypuszczenie (1) i uznac

twierdzenie za udowodnione.

Twierdzenie 5 mozna uogdélnié, zastgpujac warunek: ,, W jest wielokatem wypuklym’ warunkiem:

+» W jest wielokatem spdjnym” (t.zn. wielokatem takim, ze dwa dowolne jego punkty dajg si¢

polaczy¢ tamana, ktérej wszystkie punkty naleza do tego wielokata). Dowod uogélnionego

twierdzenia, wymagajacy nieznacznej modyfikacji w dowodzie pierwotnym, pozostawiamy

Czytelnikowi.

Operujac definicja stopnia réwnowaznosci oraz powyzej podanymi wiasnosciami tego pojecia,

mozna przystapi¢ do badania stopnia réwnowaznosci w odniesieniu do réznych konkretnych par

wielokatow rownowaznych. Naogét potrafimy dla stopnia réwnowaznosci kazdej poszczegdlnej

pary wielokatow podaé jedynie pewne ograniczenia z gory i z dotu.

Ograniczenia z gdry uzyskujemy natychmiast w tych przypadkach, gdy mamy rysunek, ustalajacy

réwnowazno$é wielokatéw Wi V przez rozklad na czesci odpowiednio przystajace: jezeli

w kazdym z nich liczba czgsci jest n, to na mocy definicji stopnia réwnowaznosci bedziemy mieli
(W, V)< n.

Ponadto przy ustalaniu ograniczenia z géry mozemy niekiedy positkowac si¢ wlasnosciami 3 i 4.

Jesli chodzi o ograniczenia z dofu, mamy tu przedewszystkiem trywjalne ograniczenie:

d(W,V) = 2, ktére na mocy wlasnosci 2 zachodzi dla dowolnej pary wielokatow Wi V

réwnowaznych, ale nie przystajacych. Znacznie trudniej jest uzyska¢ mocniejsze ograniczenia

z dotu; mamy tu narazie do dyspozycji tylko wlasnosé 5.

W niektorych tylko przypadkach udato sig uzyskaé ograniczenie z dotu, pokrywajace si¢

Z ograniczeniem z gory, przez to samo — wyznaczy¢ dokladnie stopieni rownowaznosci

wielokatow.

Podamy tu kilka przykiadow.

A. Niech Wi V beda to odpowiednio kwadrat i prostokat z rys. 1 lub 2. Rys. 1 daje:

6(W,V) < 5, natomiast z rys. 2 otrzymujemy mocniejsze ograniczenie: (W,V) < 3. Na mocy

wlasnosci 2 mamy: 6(W,V) > 2; wlasno$¢ 5 w tym przypadku lepszego ograniczenia nie daje.

Ostatecznie wigc 2 < 6(W,V) < 3. Kwestia, ktora z liczb 2 i 3 jest wartoscia (W, V), pozostaje

otwarta.

£



Rys. §

Rys. 6

Rys. 7

2) Por. dowody obu tych twierdzen

w podreczniku Wi Wojtowicza. Zarys
geometrii elementarnej, wyd. VI, § 177 oraz
§§ 191 i 192 (przez analize dowodu drugiego
z tych twierdzen uzyskali§my podany powyzej
Tys. 2).

5 1
B. Niech V bedzie prostokatem o bokach 79 i 5@ (jak w poprzednim przykladzie), a U —

5 2
prostokatem o bokach > a i?a. Rys. 5 daje: 6(U,V) < 2. Poniewaz z drugiej strony na mocy
wiasnosci 2 (lub 5) mamy: 6(U,V) = 2, wiec ostatecznie otrzymujemy: (U, V) = 2.
C. Niech W,V,U beda to figury, opisane w przykiadach A i B. Na mocy wlasnoéci 4 mamy:

(W, U) < (W, V) (UY);

jak okazalismy w A i B, 6(W,V) < 3, a 8(U,V) = 2; zatem 6(W,U) < 6. W tym jednak
przypadku zamiast stosowania wlasnosci 4 lepiej jest oprzec si¢ bezposrednio na rys. 6, ktory
daje: 6(W,U) < 4
Z uwagi na wlasnosé 2 mamy ostatecznie: 2 < §(W,U) < 4. Kwestia wyznaczenia dokladnej
wartoséci (W, U) znowu zostaje otwarta.

1
D. Niech W bedzie kwadratem o boku a, ¥ — prostokatem o bokach 3a i 3 a
Z rys. 7 widaé, ze 6(W,V) < 3. Z drugiej strony, stosujac wlasnosé¢ 5, otrzymujemy:

_a(¥)
(W, V)= (W)
ii ; . 82
Jak latwo widzieé, §rednicami prostokatow sa ich przekatne; wobec tego: a(V) = 9%

- : 4
A(W) =2 a, a zatem 6(W,V) > ]/; > 2.

Poniewaz 8(W, V) jest liczba naturalna, wiec nieréwnosé: 8(W,V) > 2 zastapi¢ mozna nieréwnoscia:

d(W,V) = 3. Ograniczenia zgéry i zdolu pokrywaja si¢, wobec czego mamy: (W,V) = 3.

Na tych przyktadach poprzestajemy.

Nawigzujac do pierwszego zdania w niniejszym artykule, powtarzamy raz jeszcze, ze w tym dziale
geometrji elementarnej niemal wszystko pozostaje jeszcze do zrobienia. Nasuwa si¢ tu caly szereg
wdziecznych tematéw do opracowania, z posrod ktorych wysuniemy nastepujacy.

1
Niech Q bedzie kwadratem o boku a, P za$§ — prostokatem o bokach x-a i—; - a, gdzie x jest
dowolna liczba rzeczywista dodatnig. Wielokaty Q i P sa oczywiscie rownowazne. Jak latwo si¢
zorientowad, stopien ich rownowaznosci jest funkcja x; bedziemy go oznaczali symbolem ,,7(x)”,
kladziemy zatem:

0(Q,P) = ().

Tematem, ktérego opracowanie goraco polecaliby$my, byloby dokiadne zbadanie funkcji 7(x).
Niektore ze znanych nam wlasnosci podamy w nastepujacych twierdzeniach.

1. Funkcja t(x) jest okreslona dla wszelkich liczb dodatnich i jako wartosci przybiera wylqcznie
liczby calkowite dodatnie.

1
IL 7(x) = T(';) dla dowolnego x > 0.

Sa to bezposrednie konsekwencje definicji funkcji 7(x) oraz definicji stopnia rownowaznosci.
Oznaczajac symbolem ,,E(x)” najmniejsza liczbe catkowita » niemniejsza od danej liczby
rzyczywistej x (a zatem sprawdzajaca wzor: n—1 < x < n), mamy dalej:

III. 7(x) < E()/x2—1)+2 dla dowolnego x > 1.

Dowodu powyzszego twierdzenia nie bedziemy przytaczali; zaznaczymy jedynie, ze dowod ten
mozna uzyskaé, analizujac dowody dwéch znanych twierdzen z teorii rownowaznosci wielokatow,
a mianowicie 1) twierdzenie o rownowaznoéci dwoch réwnolegtobokow, ktérych podstawy

i wysokosci odpowiednio przystaja. 2) twierdzenia, w mysl ktérego kwadrat, zbudowany na
przyprostokatnej dowolnego trojkata prostokatnego jest rownowazny prostokatowi, zbudowanemu
z przeciwprostokatnej oraz z rzutu rozwazanej przyprostokatnej na przeciwprostokatna?).
Proponujemy Czytelnikowi podanie dokladnego dowodu omawianego twierdzenia lub
przynajmniej kilku jego szczegdlnych przypadkow, jak

1

t(lT) <3, t( ) < 4, 7 (Y10) <
Twierdzenie I1I ustala pewne ogrammme gorne dla funkcji 7(x). W tych przypadkach, gdy x
jest liczba wymierna, daja si¢ uzyskaé inne, czgstokroé mocniejsze ograniczenia dla rozwazanej
funkcji, przyczem — w przeciwstawieniu do twierdzenia IIT — przy ustalaniu tych ograniczen
nie trzeba si¢ uciekaé do podziatu prostokatéw na figury, nie bedace prostokatami. Pomijajac tu
przypadek ogélny, podamy nastepujace latwe twierdzenie:
IV. ©(n) < n dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.
Wynika to z nast¢pujacej uwagi: kwadrat o boku @ mozna podzieli¢ na n przystajacych

1
prostokatow o bokach a i 7 a7z ktorych nastepnie daje si¢ utozyé prostokat o bokach n- a

1
i 7' e (por. rys. 7dla n = 3).
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Rozwigzanie zadania F 16

W zadaniu rozwazamy reakcje: m+p —+ N+
+k « = gdzie =, p, N sa symbolami pionu,
protonu i nukleonu, natomiast k oznacza
maksyma liczbg pionéw, jaka mozna
wytworzy¢ przy ustalonej energii nadlatujacego
pionu

W zderzeniach czastek elementarnych
obowiazuja pewne zasady zachowania. Zasada
zachowania energii i pedu jest Wam doskonale
znana. Innymi wielkosciami Scisle
zachowywanymd w zderzeniach s3 migdzy
innymi liczba barionowa B oraz ladunek
elektryczny. Barionami (B = 1) sa na
przyklad proton i neutron, natomiast dla
piondéw liczba barionowa réwna sig¢ zero.

W rozwazanej rexkr.ji liczba barionowa jest
zachowana, bowiem réwna si¢ 1 przed i po
reakcji. Rowniez zasada zachowania fadunku
nie narzuca zadnych ograniczei przy

niu postawionego problemu,

1 w trzech stanach
uamucrm ucv’)v

z zasad zachowania energii i pedu.

Oczywiscie obie te zasady muszg byé

spelnione jednoczesnie.

Przebieg reakcji mozemy analizowad

w réznych ukladach odniesienia. Najbardziej

naturalnym jest dla nas ukiad bezposrednio

zwigzany z nami, obserwatorami, czyli tzw.

uklad laboratorium.

Jednaku _pos awiony problem hvna;mmq nie
1je ‘lg Dm vmsuq w ta «klm u}ddd

xu.l\ przed re 1kx)a zamieni¢ tylko
spoczynkowe proc owanych czasick
Nadlatujacy pion posiada pewien ped i taki
sam n\pddkom ped musza posiadac czastki
ji. Ale jak rozlozy¢ ten ped pomigdzy
tyle czastek wtornych (16 lub wigcej), aby ,dx
najmniej energii poczatkowej zamienilo sig¢

w energie kinetyczna powstalych czastek,

a jak najwigcej w ich masy spoczynkowe?

A moze f'!\»\\rﬂ rozwigzaé zagadnienie
postugujac si¢ innym ukladem odniesienia
Zastanéwcie si¢. Rozwigzanie zadania
kontynuujemy na str. 14

x*+1
V. 7(x) = ]/——2;2— dla dowolnego x > 0.
Latwy dowod tego twierdzenia opiera si¢ na wilasnosci 5 stopnia rownowaznosci (por. podany
powyzej przykiad D).
Ograniczenia dolnego dla funkcji 7(x), ustalonego w ostatnim twierdzeniu, nie potrafimy dotad
w istotnej mierze wzmocnié. Pewne wzmocnienie, pozbawione jednak wigkszego znaczenia
przedstawia nastepujacy wzor, ktory podamy tu bez dowodu

(x) > ]/ 2x2
Jako bezposredni wniosek z twierdzenia V zanotu_lemy wreszcie:
VI 7(x) > +00 gdy x = +00.
Przy pomocy powyzszych twierdzefi mozemy obliczy¢ wartosci funkcji 7(x) dla pewnych,

dla xz L

1
nielicznych zresztg wartosci argumentu. Tak wigc mamy: (1) = 1, 7(2) = 7 (7) =2
1 S
iz3) =71 (T )= 3 (jesli chodzi o ten ostatni wzor, por. przykiad D). Nieco inna metoda mozna

1 . .
wykaza¢, ze T (4) =t (T}= 4; uzasadnienie tego wzoru pozostawiamy Czytelnikom.

Natomiast ustalenie wartosci funkcji 7(x) dla innych wartosci x, i to nawet dla wartosci
calkowitych (x > 5), wciaz jeszcze nastrecza trudnosci. W szczegolnosci nie potrafimy dotad
udowodni¢ nastepujacego twierdzenia, ktére wydaje si¢ nader prawdopodobne:

t©(n) = n dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.

Jako inny przyktad nieudowodnionego dotad a prawdopodobnego twierdzenia przytoczymy
nastepujace zdanie:

7(x) =
Zdanie to w zestawieniu z twierdzeniem III pozwolitoby obliczy¢ wartosci funkcji 7(x) dla

nieskoriczenie wielu wartoéci argumentu, mieliby$my bowiem: 7(x) = 3 dla kazdego x,

1
sprawdzajacego nieréwnosci: 7S X

1
3 dla dowolnego x dodatniego, réinego od—z—, kil

< }/fi x5 1,

Z uwag powyzszych wynika jasno, ze od doktadnej znajomosci przebiegu funkcji 7(x) jestesmy
w chwili obecnej bardzo jeszcze dalecy.

Redakcja zacheca Czytelnikoéw do nadsylania wynikow dalszych rozwazan na tematy, poruszone
W powyzszym artykule.

Wybrane zadania

Zadania zwigzane z artykulem w tekscie

(Nr 169). [...] Udowodnié nastepujace twierdzenie: Na to, by z kwadratu o boku @ mozna bylo
wyciaé prostokat o bokach b i d, potrzeba i wystarcza, by bylo badZz b < ai c < a, badz tez
b+c < V/2a. (A. Tarski, Warszawa).

(Nr 170). [...] Zastosowaé poprzednie twierdzenie do dowodu wzoru

7(4) =4
(A. Tarski, Warszawa).

Zadanie maturalne (Wojewodztwo Slaskie, gimn. mat. 1928):
Na bilardzie prostokatnym ABCD (AB = a, BC = b) leza dwie kule: jedna w $rodku bilardu,
druga w odlegtosci p od brzegu 4B i w odlegloéci ¢ od brzegu BC. Druga kula zostaje uderzona
tak, ze odbiwszy si¢ pod katem « od brzegu 4B, a nast¢pnie odbiwszy si¢ kolejno od brzegow
AD, DC, CB trafia wreszcie w pierwsza kulg. Dowiesc, ze
Sa— Zq

82 = 3532
Obliczyé pole, jakie wycina elipsa 16x2+25y? = 1600 z paraboli y?
Zadania rozrywkowe
(Nr 66). Cyfry maskowane. Mamy oryginalne dzielenie: TRZYZERO:ZERO = ZERO
Kaida litera oznacza jaka$ cyfre, przyczem rozne litery oznaczajg rozne cyfry. Prosimy
odcyfrowaé podany zapis, to znaczy wykryé, jakie cyfry sa oznaczone poszczeg6lnymi literami.
(A. M. Rusiecki).
(Nr 178). Jak ojciec obdarowat dzieci? Ojciec rozdat synom 12 obsadek i 18 oldéwkow, a corkom
rozdat 30 obsadek i 20 oléwkéw; potem jeszcze rozdat wszystkim swym dzieciom 144 stalowki
i 120 zeszytow, ale okazalo sig, ze dla jednego z synOw nie wystarczylo zeszytu, wigc zamiast
zeszytu otrzymatl zbywajaca stalowke. Ilu byto synow i ile corek? (S. Banach, W. Sierpiriski,
W. Stozek).

Zadanie fizykalne

(Nr 15). Olowiana kula spadla na ziemie z wysokosci 100 m. Obliczy¢, jaki 9, nabytej energii
kinetycznej zostal w otowiu, jesli wiadomo, ze temperatura jego podniosta si¢ o 5°.

&

= 24x.
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Radze wam zrobi¢ doswiadczenie, ktore troche
przypomina to, co zaobserwowal Zbyszek. Potrzebna jest
tylko kartka papieru i §wieca. W kartce, po $rodku,
zrébceie szpilka maty otworek. Zapalong $wiecg zblizcie do
$ciany. Co widaé na Scianie, gdy kartke z otworkiem
wstawi sie miedzy $ciang i swiecg? Widaé plomien §wiecy,
a wlasciwie nie prawdziwy plomien, lecz jego obraz. Jest
on odwrécony, jego czubek jest w dole. W dodatku, kiedy
dmuchamy w prawdziwy plomien, jego obraz wychyla si¢
w n'z,lszq strong, jakby chciat nas oparzy¢. Dlaczego tak
Jest? ‘

Przyjrzyjcie si¢ rysunkowi. Wiadomo, Ze aby na Scianie
powstat obraz jakiego$ punktu, musi od tego punktu
dotrzeé¢ do $ciany promien §wiatla. Promienie $wietlne
dochodzace do $ciany od poszczegdlnych punktéw
plomienia krzyzuja si¢ w otworku. Dlatego obraz czubka
plomienia wypada ponizej obrazu dolnej jego czgsci.

Tajemnicza dziurka od klucza

Kiedy Zbyszek mial siedem lat, pojechat po raz pierwszy
na kolonie. Mieszkal tam wraz z innymi chlopcami,

w duzej sali, do ktdrej przylegata mala komérka bez okien.
Pewnego razu, bawiac si¢ W chowanego, ukryl si¢ Zbyszek
w komdrce. Bylo tam oczywiscie ciemno, jedyne $wiatlo
dochodzito z sali przez dziurkg od klucza. Nagle Zbyszek
zauwazy! na écianie, naprzeciwko drzwi, jasng plamke
wielkosci kartki pocztowej. Mogt w niej wyrdézni¢ dwa
poruszajace si¢ krazki. Tak go to zafrapowalo, ze
zapomnial o zabawie. Wrdcit do sali i opowiedziat o tym
kolegom. Razem prébowali odgadnag, co to bylo. W koncu
Zbyszek domyslit sie, ze to byly glowy kolegéw, ktorzy
siedzieli w oknie. Zeby si¢ o tym przekonaé, kazat im
machaé rekami. Zobaczyl wtedy podobne ruchy w plamie
na $cianie, ale... odwrécone. Wygladalo to tak, jakby
chtopcy machali rekami stojac do gory nogami! Zbyszek
byt wtedy za maly, zeby to zrozumie¢. Wytlumaczyt to
sobie dopiero pare lat péZnie;.

Tym z was, ktorzy lubig trochg poeksperymentowac,
proponuj¢ zabawg w malarza portretéw. Niepotrzebny
jest do tego talent plastyczny, przyda si¢ natomiast spora
puszka (moze by¢ po ,,Ince”) lub pudetko odpowiedniej
wielkoéci, pergamin i gruby koc. W denku puszki nalezy
zrobi¢ maly otworek. Wieczko zdejmujemy i w tym
miejscu przymocowujemy kawatek pergaminu. Z tak
przygotowanym przyrzadem do portretowania wchodzimy
pod koc, wystawiajac tylko $cianke z otworkiem. Na
zewnatrz, w niewielkiej odlegtosci, siada osoba
portretowana, silnie o§wietlajac swojg twarz trzymang

w rece lampa. Na pergaminie powinien powsta¢ obraz
osoby portretowanej, zmniejszony i odwrécony. Wystarczy
go odrysowac i portret gotowy!
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Przyrzad, ktory opisalismy nosi nazwg ciemni optycznej
(po tacinie camera obscura). Stosowat go i w roku 1519
opisal jego dziatanie wielki artysta i wynalazca wloski,
Leonardo da Vinci. PéZniej ciemni¢ optyczna stosowali

1 inni malarze, migdzy innymi Canaletto, kiedy malowal
widoki osiemnastowiecznej Warszawy. Ciemnia optyczna

Jest podstawowa czeécia kazdego aparatu fotograficznego.

Zagadka dla krétkowidzow

Mogg zdja¢ okulary (—6 dioptrii) i przeczytaé nagtéwki
w gazecie z odleglosci dwéch metréw patrzac przez malg
szparke migdzy palcami r¢ki przytozonej do oka.
Dlaczego?

Zamiast pergaminu mozna umie$ci¢ blone fotograficzna,
zmieniajac tym samym przyrzad do portretowania

w aparat fotograficzny. Taki aparat $wietnie nadaje si¢

do zrobienia na przyklad zdjecia rodzinnego, chociaz
wymaga to sporo hartu ducha zaréwno ze strony
fotografa, jak i oséb fotografowanych. Nalezy wybraé
pigkny, stoneczny dzien, ustawi¢ cztonkéw rodziny
przodem do storica i poczekaé nieruchomo par¢ minut.
Nastepnie w ciemnym pokoju wyjmujemy blone, y
wywolujemy jg i... patrzymy, czy co$ wyszto. Powodzenia!

3 vl v "y "3_’ (= &

Sposéb na niesforne ulamki

— Z tymi ulamkami to zupetnie nic nie wiadomo —
narzekat po lekcji matematyki Janek. — Na przyklad gg
Wyglada nietadnie, w liczniku i w mianowniku strasza
takie duze liczby, ale jak si¢ dobrze przyjrzeé i poskracaé:
przez 2, jeszcze raz przez 2, przez 7..., robi si¢ z niego

catkiem mily utamek, zwyczajne % Utamek z matymi

liczbami w liczniku i w mianowniku bardzo latwo

»rozdmuchac¢”. Na przyktad % mozna rozszerzy¢ do &

136
mnozac licznik i mianownik przez 17. Ale badz taki
madry i skré¢ olbrzyma, zeby si¢ zrobit przyjemny
i zgrabny. Skad mam w edzieé, ze trzeba licznik
i mianownik podzieli¢ pirzez 17? O, mam tutaj taki

okropny utamek "11%17% Od godziny prébuje go skrdcié

i wciaz nie wiem, czy si¢ da, czy nie.

— A ja mam spos6b na twoje utamki — pocieszal Janka
Andrzej. — Zabierzemy si¢ do nich zupetnie inaczej,

nie bedziemy na oflep szukali, przez co mozna by skrécié.

Zastanow si¢ na przyklad, czy mozna skréci¢ ulamek :;IT; ?

— Chyba nie... Tak mi si¢ wydaje, ze nie.

— A dlaczego tak ci si¢ wydaje?

— No, bo migdzy licznikiem i mianownikiem jest bardzo
mala réznica, tylko 1 — niepewnie powiedziat Janek.
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— Bardzo stusznie. Zwrdcites uwage na wazny fakt:

jezeli jakie§ dwie liczby dziela si¢ przez wspdlny dzielnik D,

to ich réznica tez musi si¢ dzieli¢ przez D. Wida¢ to
dobrze na osi liczbowej.

Duzymi kropkami oznaczyliémy liczby podzielne przez D,
a wiec 0, D, 2D, 3D, 4D, 5D itd. Rysunek pokazuje, ze
réznica dwdch takich liczb tez dzieli si¢ przez D.
Uzasadni¢ mozemy to w ten sposéb: jesli liczba a dzieli
si¢ przez D, to a = k- D; jesli liczba b dzieli si¢ przez D,
tob = m- D. Wobec tego a—b =k -D—m*D =

= (k—m)- D, a to oznacza, ze a—b tez dzieli si¢ przez D.
Mogliby§my nawet udowodni¢ takie twierdzenie:

Liczby a oraz b majq taki sam najwigkszy wspolny
dzielnik, co liczby a—b oraz b.

Skorzystamy z tego twierdzenia, Zeby skroci¢ utamek %

Obliczmy réznicg 136—119 = 17 i zamiast szuka¢
najwiekszego wspolnego dzielnika dla liczb 119 i 136
poszukamy go dla liczb 17 i 119. Nietrudno si¢ domyslec,
ze jest nim 17. Rzeczywiscie, po podzieleniu otrzymamy
136 =17-8i1119 = 17-17.

Co robimy Liczby

l Najwigkszy wspoOlny dzielnik “

1073 | 1517 | nie wiemy jeszcze jaki

15171073 = 444 444 | 1073 | nie wiemy jeszcze jaki

1073 —444 = 629 444 629 | nie wiemy jeszcze jaki

629—444 = 185 185 444 | nie wiemy jeszcze jaki

444—185 = 259 185 259 | nie wiemy jeszcze jaki

259—-185 = 74 74 185 | nie wiemy jeszcze jaki
185—-74 = 111 74 111 | mozemy sprobowac roziozy¢...
111-74 = 37 37 74 | juz si¢ domyslamy

74-37 = 37 37 37

wiemy: 37!

Sprawdzmy jeszcze, co si¢ stanie, gdy wezmiemy do

obliczen utamek nieskracalny, na przyklad % . Obliczenia

zanotujemy, jak poprzednio, w odpowiedniej tabelce:

Co robimy ‘ Liczby | Najwiekszy wspoOlny dzielnik
12 17 ?
17-12 =5 5 12 » 2
12-5=17 5 T 3
7-5=2 2 5 2
5-2=3 3 2 ?
3-2=1 2 1 1

Okazuje si¢, ze najwigksza i jedyna liczba, przez ktora
si¢ dzielg i 12, i 17, jest 1. Nie mozna wigc skrocié

ulamka % Jest on nieskracalny.

Mamy wigc sposéb na znalezienie najwigkszego wspdlnego
dzielnika liczb 1517 i 1073. Trochg¢ liczenia i upro$cimy
twdj okropny ulamek. Nie powinno nam to zajaé nawet
pigciu minut.

Obliczenia i ich wyniki zapisywa¢ bedziemy po kolei

w tabelce. W kazdym nast¢gpnym wierszu tabelki (tam,
gdzie napisali$my ,,liczby”’) zamiast liczb z poprzedniego
wiersza wpisywa¢ bedziemy inne dwie liczby: mniejsza

z liczb, ktdére byly wyzej, oraz ich réznicg. Liczby bedg sig
zmienialy, ale ich wsp6lny dzielnik bedzie ten sam.

Podziel teraz licznik i mianownik przez 37 (badZ spokojny,
na pewno da si¢ podzieli¢) i skr6¢ utamek, nad ktérym

si¢ tak dtugo meczyles.

Jesli macie ochote — drodzy Czytelnicy — to skréccie
utamek Janka. Cierpliwi moga si¢ przekona¢, ze wszystkie
liczby napisane w tabelce przez Andrzeja dziela si¢ przez 37.

&
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Dla wszystkich, ktorzy chcieliby sprawdzi¢ nowa metodg
skracania utamkéw, przygotowali§my przyktady takich
specjalnych ,,obrzyméw”’. Przekonajcie sig, ze zwykla
metoda nie tatwo bedzie je skrdcic:

1139 7387 2501 403

6499 7921° 2911 713°

Malq «Delte» opracowali: Przemyslaw Nowicki i Daria Ziemiriska.




Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

WIELKOSC FIZYCZNA, KTORA RATUJE ZYCIE SKOCZKOM SPADOCHRONOWYM

I
Wielu z Was domysla si¢ z pewnoscig, ze bedziemy si¢ zajmowaé lepkoscia, I
a szczegOlnie lepkoscia powietrza. Tak, réwniez i powietrze jest lepkie, co mozna
zaobserwowac w wielu sytuacjach. Wprawdzie machajac reka w powietrzu nie
czujemy wielkiego oporu powietrza, ale wystawiajac reke przez okno jadacego
. ~-s  Szybko pociagu lub samochodu mozemy fatwo odczué te site. W doswiadczeniu |
Wepsiczynnik lepkokcl n wyratamy w —=. = ubieglego miesigca wyznaczali$my jej wartosé dla piteczki umieszczonej |
w strumieniu powietrza wyplywajacego z odkurzacza. Gdyby nie zjawisko lepkosci, :
skoczkowie spadochronowi zabijaliby si¢ masowo rozpedzajac si¢ do olbrzymich |
predkosci pod wplywem przyciggania ziemskiego. Oczywiscie zanim przystapimy |
do jakichkolwiek doswiadczen, musimy wyjasnié¢ sprawe podstawowg,
a mianowicie
SKAD SIE BIERZE LEPKOSC?

Sifa oporu lepkiego powstaje zawsze tam, gdzie istnieje ruch warstw oérodka
F 4 V' wzgledem siebie.
4-7/ ——

Niech warstwa cieczy lub gazu 4 porusza si¢ z predkoscia v wzgledem odleglej

:
I
I
|
0 x warstwy B. W wyniku przenikania czasteczek z warstwy wolniejszej (B) do |
X I 7 p-} szybszej (A), ta ostatnia jest hamowana z pewna sila F. Mozna tatwo zgadnag, ze: '
1) Sila F jest proporcjonalna do powierzchni warstw (S). Liczba przenikajacych I
czasteczek bedzie tym wigksza, im wicksza bedzie powierzchnia.
2) Sila F jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci warstw. Czasteczki przenikaja
szybciej przy mniejszej odleglosci.
Przeprowadzajac szczegétowy rachunek w oparciu o teorie kinetyczno-czastkowa
|
|
j
1
:
I

(niestety, nasza rubryka nie Jest miejscem, w ktérym mozna by go przytoczy¢),
mozna wykaza¢ ilo§ciowo tezy 11 2, a takze wywnioskowaé, ze:

3) Sila F jest wprost proporcjonaina do predkosci wzglednej warstw.
Matematycznie ujmujemy to tak:

S-v
F=—q b
albo, Scislej, po przejéciu do granicy bardzo bliskich warstw:
. dv
=g

7 jest wspSiczynnikiem proporcjonalnosci charakteryzujacym o$rodek i nosi nazwe
wspolczynnika lepkosci. Znajac podstawowe prawo rzadzace przeptywem lepkich
cieczy i gazéw mozemy zastanowié si¢ nad konkretnym zagadnieniem o duzym
znaczeniu praktycznym:

JAK CIECZ PLYNIE PRZEZ PRZEWODY?

Intuicyjnie mozemy si¢ domysla¢, ze przy przeptywie np. przez rurg o przekroju

kolowym najwigksza predkosé bedzie miala ciecz w $rodku, a najmniejsza blisko

Scianek rury. Wida¢ tez, ze zjawisko ma symetrig cylindryczna, to znaczy predkosé

bedzie zaleze¢ tylko od odlegtosci » od osi rury. Wyodrebnijmy w mysli walec

0 promieniu r wewnatrz rury. |
Niech ruch cieczy odbywa sie pod wplywem ci$nienia p. Sila dziatajaca na nasz |
] walec bedzie iloczynem ciénienia P przez powierzchni¢ przekroju poprzecznego

o walca: Fy = p- nr?. Bedzie ona réwnowazona przez sil¢ oporu lepkiego, zgodnie

L z naszymi dotychczasowymi rozwazaniami, wyrazajaca si¢ przez iloczyn

'
lepkosci przez pochodna predkosci %:‘—i powierzchnig¢ (boczng) walca I
|
I

Fy = n%ii * 27rl.

Warunek réwnowagi: F, + F, = 0 prowadzi do wniosku:
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Ci z Was, ktérzy znaja rachunek rézniczkowy, moga tatwo sprawdzi¢, ze réwnanie
to spetnia funkcja

L _ P pa 2
t—4nI(R r?).

Pozostali musza mi wierzyé. Otrzymaliémy wigc rozklad predkosci o ksztalcie
paraboli.

2
Wida¢, ze predko$é maksymalna v,,,, = pTRnT Mozna réwniez przekonac sig,
ze predkosé Srednia jest réwna potowie predkosci maksymalnej
_PR
T8yl

Istotny dla nas jest wniosek o proporcjonalnosci predkosci do cisnienia lub,
inaczej méwiac, sity oporu do predkosci, charakterystyczny dla ruchu lepkich
substancji.

Na pewno wielu z Was juz od jakiego$ czasu zadaje sobie pytanie:

JAK MOZNA WYZNACZYC LEPKOSC?

Postuzymy si¢ w tym celu nadzwyczaj prostym przyrzadem: kawatkiem (ok. 0,5 m)
rurki lub weza, ktéry zatkamy z jednej strony szczelnie korkiem. W korek wbijemy
igle, jaka uzywa si¢ do zastrzykéw (dostepna tanio i w kazdej aptece).

Po napelnieniu woda umieszczamy rurk¢ pionowo w cylindrycznym naczyniu

z niewielka iloscia wody (rys. 4). Pod wplywem cisnienia stupa wody rurce

zacznie si¢ przeptyw wody z rurki do naczynia, hamowany przez opéw powietrza
przeptywajacego przez igle od strzykawki. Mierzac predkos¢ opadanira wody

w rurce (lub przybywania jej w naczyniu) i znajac Srednicg otworu w igle mozemy
okresli¢ $rednig predkosé przeplywu powietrza przez igle. Teraz, postugujac si¢

juz wprowadzonym uprzednio wzorem, mozemy obliczy¢ lepkos¢, pamigtajac, Ze
ci$nienie jest po prostu ci$nieniem shupa wody:

p=o0-gh
W tej chwili zaczna si¢ juz na pewno buntowa¢ wszyscy, ktérzy czytali poprzedni
numer »Delty«. Wielu z nich wykonato do§wiadczenie, w ktérym stwierdzili
z pewnoscia, ze opor powietrza dla piteczki pingpongowej jest w granicach
doktadnosci pomiaru proporcjonalny do kwadratu jej predkosci wzgledem powietrza,
a nie, jakby z dzisiejszych rozwazaf wynikato, do samej predkosci. Nalezy wigc
wreszcie wyjasnic:

PREDKOSC POWIETRZA CZY JEJ KWADRAT?
I to, i to. Nie musicie mi jednak wierzy¢ na stowo. W naszym do$wiadczeniu
mozemy to bezposrednio sprawdzi¢, znajdujac, jak zmienia si¢ poziom wody
w rurce w funkcji czasu. Sprébujemy najpierw przewidzie¢, jakie wnioski o tej
zaleznosci wynikaja z dwéch réznych zatozen, ktére mozemy uczyni¢. Przyjmijmy
najpierw, Ze sita jest proporcjonalna do predkosci, a wigc predkos¢ jest
proporcjonalna do ci$nienia. Predkos¢ opadania stupa wody w rurce v,, (ktora
mierzymy) jest oczywiscie proporcjonalna do predkosci przeptywu powietrza
przez igle v,:

dh

— =9, =A'90

a0 °
Z drugiej strony predko$é v, jest, jak zatozyliémy, proporcjonalna do ci$nienia,
a wiec do wysokosci stupa wody:

v, = —B'h

(minus, poniewaz v, skierowana jest w d6l, a & mierzymy w gore). Po podstawieniu
otrzymujemy, zeszybko$¢ opadania stupa wody jest proporcjonalnado jego wysokosci /:

dh
e ) =A-B-h

Réwnanie to wystgpuje w opisie wielu réznych zjawisk fizycznych, jak na
przyklad rozpad promieniotwdrczy czy roztadowanie kondensatora przez Opor.
Jego rozwiazanie (co réwniez mozecie fatwo sprawdzic) jest funkcja wykladnicza
postaci:

h(t) — thBAB'.



faz przymu

Jac za zmienng niezaleing y,

O wyszukiwaniu informacji

gdzie 4, jest wysokoscia poczatkowa (w chwili ¢ = 0), a e ~ 2,72 jest podstawa
logarytméw naturalnych. Wygodnie jest zapisaé ten wzér w postaci:

logioh = logyoho— ABt log,e.

Widag¢, ze logarytm A zmienia si¢ w czasie liniowo. Przedstawiajac wigc logarytm
zmiennej wysokosci 4 na wykresie jako funkcje czasu, mozemy przekonac sie, czy
otrzymany wzdr jest stuszny, czy nie (jesli tak — otrzymamy lini¢ prosta). Z braku
miejsca nie przytocz¢ podobnego rozumowania, z ktdérego wynika, ze przy
kwadratowej zaleznosci oporu od predkosci (a wigc przy predkosci wyplywu
proporcjonalnej do pierwiastka z ciénienia) zalezno§¢ 4 od czasu powinna by¢
kwadratowa:

h(r) = ho(t—1o)?,

gdzie A, jest wysokoscia poczatkowa, a f, czasem, po ktérym wysoko$é spadnie

do zera. W tym przypadku przedstawiajac pierwiastek z A jako funkcje czasu
powinniSmy otrzymaé na wykresie prosta. Jak Jest w rzeczywistosci — przekonajcie
si¢ sami.

Niezaleznie jednak od tego, co Wam wyjdzie, pamigtajac wyniki do§wiadczenia

z ubieglego miesigca macie prawo zapytaé:

W kazdym razie latwo wyjasni¢ odstepstwa od zaleznoéci liniowej. U podstaw
naszych rozwigzan teoretycznych lezalo bowiem zalozenie, ze ruch cieczy odbywa
si¢ w warstwach. Taki ruch nazywa si¢ laminarny. Doswiadczenie uczy, ze
powyZej pewnej predkosci zaczynaja tworzy¢ sig wiry, ofrodek silnie si¢ miesza —
wystepuje przeptyw burzliwy, czyli turbulentny. Wtedy czg$é potencjalnej

energii ci$nienia przetwarza si¢ na energie kinetyczna plynu w wirze, Przy
predkoscei zwigkszajacej sig coraz bardziej ta czesé bedzie miala coraz wieksze
znaczenie, az wreszcie stanie si¢ dominujaca. Jaka jest zalezno§é oporu od
predkosci przeptywu przy calkowitej zamianie energii ci$nienia na kinetyczna,
mozecie wywnioskowaé z zasady zachowania energii. Znane szkolne zadanie
rozwaza wyplyw cieczy z naczynia przez mata dziurke. Wiadomo, Ze otrzymuje si¢
wtedy predko$¢ proporcjonalng do pierwiastka z cignienia:

v =)2gh = ]/2?1,,
gdzie g jest gestoscig cieczy.

Odpowiada to kwadratowej zaleznosci oporu od predkosci. Widaé wigc, ze
przeplyw laminarny i skrajnie burzliwy s3 pewnymi wyidealizowanymi przypadkami
granicznymi. W obszarze przejciowym zaleznoéé oporu od predkosci jest bardzo
skomplikowana, a jej opis teoretyczny bardzo trudny.

Prof. dr Zdzistaw PAWLAK

Ksiazka telefoniczna, katalog w bibliotece, lista placy w przedsigbiorstwie, spis lokatoréw domu,
maly rocznik statystyczny, karty pracy robotnikow jakiegos przedsigbiorstwa, katalog znaczkow
pocztowych, kartoteka przestepcow, kartoteka pacjentow w przychodni lekarskiej — wszystko

to sg przyklady zbioréw informacji.

Chcac poznaé numer telefonu kolegi, znalezé interesujaca nas ksiazke w bibliotece czy okresli¢
warto$¢ nowo zdobytego znaczka pocztowego, nalezy zajrzeé do ksiazki telefonicznej, katalogu
bibliotecznego badz filatelistycznego.

Wyszukiwanie potrzebnych nam informacji jest jedna z najczesciej wystepujacych czynnosci we
wszelkiego rodzaju poczynaniach: w zyciu codziennym, pracy, nauce, rozrywce.

Aby jednakze znalez¢ to, czego szukamy w interesujacym nas katalogu czy spisie, musimy wiedzie¢
o co nam chodzi; inaczej méwiac, musimy jako$ scharakteryzowaé poszukiwane informacje przez
podanie nazwiska i adresu kolegi, autora i tytutu ksigzki badz serii i kraju, z ktorego pochodzi:
znaczek. Proces znajdowania interesujacej nas informacji jest we wszystkich podanych
przykiadach bardzo prosty, i sprowadza si¢ do przeszukania odpowiednich spisow (katalogow).
Sprawa sig¢ znacznie komplikuje, gdy zbiory informacji sa bardzo duze. Np. gdybysmy chcieli
stworzy¢ i wykorzystywac spis wszystkich obywateli kraju, w ktérym kazdy obywatel jest
doktadnie scharakteryzowany, albo centralny krajowy katalog ksiazek czy tez Swiatowy rozklad




Zbiorem potggowym zbioru X nazywa si¢
rodzing wszystkich podzbioréw tego zbioru

i oznacza symbolem Q) (X). Jesli na przyklad
X = {1,2},t0 P (X) = {@,{1}, {2}, {1,2}}

i jest zbiorem 4-el ywym. Ogolnie, jesli

X ma n elementéw, to ) (X) ma 2" elementéw.

lotow samolotéw, sprawa nie bylaby tak prosta — przede wszystkim z uwagi na bardzo duzy
czas potrzebny na wyszukanie interesujacej nas informacji.
W tak skomplikowanych przypadkach przychodza z pomocg wspélczesne maszyny liczace.
Mozna w nich gromadzi¢ olbrzymie zbiory informacji, oraz bardzo szybko — praktycznie prawie
natychmiast — wyszukiwaé to, czego potrzebujemy. To nowe zastosowanie maszyn liczacych
rozwinelo sie powszechnie od niedawna i co ciekawsze — o czym moze nie wszyscy wiedza
obecnie stanowi ono najwiekszy procent wszelkich zastosowar (okoto 70%). A wiec wspoélczesna
maszyna liczaca to przede wszystkim olbrzymi katalog wszelkiego rodzaju informacji, a nie
bardzo szybki arytmometr, jak bylo to jeszcze kilkanascie lat temu.
Apetyt roénie w miare jedzenia. Mozliwosci, ktore oferuje informatyka, sa bardzo duze, ale
specjaliéci chcieliby, aby byly one jeszcze wigksze, aby zbiory dostepnych informacji byly
praktycznie nieograniczone, aby proces wyszukiwania jeszcze bardziej usprawni¢ i przyspieszy¢,
aby jak najbardziej ulatwi¢ praktyczne wykorzystywanie maszyn liczacych do tego celu.
Procesu tego nie da sie zrealizowaé wylacznie droga ulepszen technicznych; konieczne jest
réwniez znalezienie nowych metod gromadzenia i wyszukiwania informacji. W formutowaniu
i badaniu takich metod bardzo wazna role odgrywa matematyka. Pozwala ona na badanie wielu
wlasnosci systeméw informacyjnych, jeszcze zanim zostana one zrealizowane praktycznie.
W artykule tym przedstawig pewne problemy matematyczne, ktére powstaly w zwiazku ze
stosowaniem maszyn liczacych do gromadzenia i wyszukiwania informacji.
Rozwazania nasze rozpoczniemy od sprecyzowania pojecia systemu wyszukiwania informacji.
Uwazamy, ze system taki jest okreslony, gdy dany jest pewien zbi6r X, zwany zbiorem obiektow
(np. zbior ksiazek, znaczkow czy ludzi), oraz metoda charakteryzowania elementow zbioru;
$cislej: dany jest pewien zbi6r A, elementy ktorego nazwiemy deskryptorami, oraz funkcja @:
A—- P (X) (D (X)jest zbiorem potggowym). Funkcia ¢ przypisuje kazdemu deskryptorowi
a € A zbiér tych wszystkich elementow zbioru X, ktére posiadaja wiasno$¢ wyrazong przez
deskryptor a. Np. jezeli X jest zbiorem uczniow w klasie, za$ b oznacza wlasno$é posiadania
blond wlosow, to @(b) jest zbiorem wszystkich blondynow z klasy.
Przez system wyszukiwania informacji bedziemy rozumieli trojke
S =<{X,A,9),
gdzie X — jest zbiorem obiektow w S, A — jest zbiorem deskryptorow, zas funkcja @: 4 - PX)
nazywa si¢ charakterystyka w S.
W zbiorze 4 mozemy wprowadzié¢ pewien podzial, taczac elementy tego zbioru w klasy w taki
sposob, ze elementy nalezace do tej samej klasy charakteryzuja pewna ceche obiektu, np. kolor,
date, wage, etc. Dla przykladu: rubryki w dowodzie osobistym — nazwisko, adres, data urodzenia
etc. — sa cechami obiektow, konkretne za$ nazwiska, adresy, daty sa deskryptorami. Np.
., Kowalski, ul. Polna 29, 30 stycznia 1958" s3 deskryptorami nalezacymi kolejno do klasy:
nazwisko, adres, data urodzenia.
Aby méc opisywaé elementy zbioru X w systemie S, wprowadzimy pewien jezyk formalny Ls.
Jezyk ten bedzie bardzo prosty. Elementami tego jezyka bgda, po pierwsze, wszystkie deskryptory
(§cislej ich nazwy, gdyz np. kolor niebieski w réznych jezykach ma réine nazwy) oraz znaczki:
1,0, v, A, ~.
Za pomoca deskryptoréw elementarnych i podanych znaczkow tworzy¢ bedziemy wyrazenia
poprawne naszego jezyka (zwane termami) w nastgpujacy sposob:
1°. Wyrazenia 1,0 oraz deskryptory sa termami (elementarnymi) jezyka Ls.
2°, Jezeli t,¢’ sa termami, to réwniez termami sq wyraZenia:
(¢ v t')—czyt. ,,t lub 1",
(t At)—czyt. ,,tit™,
~ (t) — czyt. ,,nie t”.
3°, Tylko wyrazenia otrzymane przez zastosowanie regul 1° i 2° s3 termami.
Przyklady terméw: niech dla uproszczenia zbior 4 bedzie zbiorem liter alfabetu lacinskiego.
Wtedy wyrazenia 1 v a,1 A 0, (@V b) A ¢, ~1, ~ ((a A ¢) A b)s3 termami.
W ten sposdb okreslilismy gramatyke jezyka L;, wiemy bowiem, jaka posta¢ maja wyrazenia
poprawne w naszym jezyku. Dla zdefiniowania jakiegokolwiek jezyka nie wystarczy okreslenie
jego struktury gramatycznej; nalezy okresli¢ takze znaczenie jego wyrazen lub, jak to si¢ mowi,
okreéli¢ semantyke jezyka.
Semantyke jezyka L, okre§limy jak nastgpuje: wprowadzimy funkcje ¢*, ktora nazwiemy
semantyka, za$ warto$¢ tej funkcji dla dowolnego termu a € 4 nazwiemy wartoscia termu a
w systemie S. Funkcja jest okreslona tak:

¢*(a) = ¢(a),

.

2. @*(a v b) = ¢*(a) U ¢*(b),
3. *(@a A b) = ¢*(a) N p*(b),
4. o*(~ a) = X—9*(a),

5. *©0) = ¢,

6. () = X.

(N, U oznaczaja odpowiednio iloczyn oraz sume¢ zbiorow, zas ¢ jest zbiorem pustym).
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Najwygodniej rozwigzaé nasz problem

w ukiadzie srodka masy zderzajacych sig
czgstek. W ukladzie srodka masy, jak wynika
z definicji tego ukladu, wypadkowy ped
czastek przed i po reakcji wynosi zero.
Przebieg zderzenia np, obserwowany

w ukladzie laboratorium i w ukladzie srodka
masy, przedstawiamy obrazowo na rys. 1.

uktad

laboratorium

L P

przed i po zderzeniu
———

(i3 P

uktad Srodka
masy

W ukladzie érodka masy cala dostgpna
energia czastek poczatkowych moze byé

w szczegélnosei zuzyta na produkcje nowych
czastek, ktore wowczas spoczywajg w tym
ukladzie. A jak taki przypadek wyglada

w ukladzie laboratorium? Wszystkie
wyprodukowane czastki poruszajg si¢ z tg
sama predkoseig, rowng predkosei ukiadu
srodka masy wzgledem laboratorium.,

Do rozwigzania zadania pozostaje nam tylko
wyznaczy¢ predkosé ukiadu srodka masy vem
oraz napisa¢ prawo zachowania pedu lub
energii w ukladzie laboratorium.

Nim przystapimy do rachunkéw, zauwazimy,
ze dyskutowane czastki poruszajg si¢

z predkosciami bliskimi predkosci $wiatfa.
Dla przykiadu policzmy predkosé
nadlatujacego pionu:

Py c?
Uy = ———

Lo
gdzie p,, i E s3 pedem i energia pionu, a ¢ —
predkoscig swiatla, Poniewaz miedzy energia
czgstki, jej pedem i masg spoczynkowg

2 2

zachodzi zwigzek relatywistyczny: En = pr
—cZLm{";z'*, wige dla pionu o pedzie 200 GeV/e

porusza si¢ z predkoscia

U = (1-2,5:10-%)c.

W naszych obliczeniach musimy stosowa¢
wzory mechaniki relatywistycznej.
Predkos¢ srodka masy wynosi:

(B

"’n"n*‘w‘o D,
Ry 2

G e
cm My +M

gdzie M jest masa spoczynkowa protonu,

a mg masg nadlatujgcego pionu,

Z prawa ;achowania pedu, napisanego
w ukiadzie laboratorium otrzymujemy
zwigzek:

. M- vem Kntovenm

;2 N
L / VeM
= l_/ P TEE

c?

Proste przeksztalcenia prowadza do
ostatecznego wyniku:

K=E (77;;- (1,’ M24mg+ 2MEx( 2 - 35!)’

E(x) jest funkcja entier, réwna najwiekszej
liczbie calkowitej mniejszej od x.

Wartosé licznika X wynosi 132, Zasada
zachowania energii i pedu dopuszcza
produkcje znacznie wigkszej liczby czastek,
niz te 16 obserwowane na zdjeciu.

Mamy nadziejg, ze Czytelnik nie bedzie mial
klopotu ze znalezieniem sam odpowiedzi na
drugie pytanie postawioae w zadaniu (odp
280 MeV/c)

Moéwigc inaczej, wartosciami termow w systemie wyszukiwania informacji S s3 pewne podzbiory
zbioru X (w szczegolnosci zbidr pusty oraz caly zbior X). Mowigc jeszcze inaczej termy
»0Znaczaja” pewne zbiory.

Jezyk L, stuzy nam do opisywania wlasciwosci zbioru obiektow. Oczywiscie mozemy w jezyku L,
zamiast symboli uzywa¢ wyrazen jezyka naturalnego. W ten spos6b mozemy np. podaé
charakterystyke ksiazek, ktore nas interesuja w zwiazku ze zblizajacym si¢ egzaminem. Za pomoca
wyrazefi jezyka L, mozemy np. napisaé, ze chcemy, aby bibliotekarka wydala nam ksigzki na
temat fizyki jadrowej, autoréw Kowalskiego lub Michalskiego, w Jjezyku polskim lub rosyjskim,
wydane w latach 1950-1971, ale nie w roku 1960 (bo np. z tego roku literaturg juz mamy). Jezyk
L, stuzy wigc do opisywania zbioréw informacji.

Jezyk ten ma bardzo ciekawe wiasnosci. Jedna z nich przytoczymy tutaj, przedtem jednak
wprowadzimy kilka potrzebnych pojeé.

Powiemy, Ze term a jest atomowy, jesli ma on postaé

a==ey A ... A&
gdzie e, (0 < i < k) sa termami elementarnymi, kazdy nalezy do innej klasy deskryptorow
i przy tym w a wystepuja termy ze wszystkich klas deskryptoréw systemu S,

Powiemy, ze term ¢ jest w postaci normalnej gdy

t=aov...va,,

za$ wszystkie g, sa termami atomowymi.

Powiemy, Ze dwa termy sa réwnowazne, jezeli ich znaczenia sa jednakowe, tj. ¢ & ¢’ wtedy

i tylko wtedy, gdy ¢*(¢) = ¢*(¢').

Jezyk L, ma trzy bardzo wazne wlasnoéci:

1. Znaczenie kazdych dwu réznych terméw atomowych #,¢’ jest rozlaczne (tj. jezeli ¢ # ¢/, to

') N P* () = P).
2. Suma znaczen wszystkich terméw atomowych w systemie .S jest rowna X; tj.
Ue*@) = x.
teLs

3. Dla kazdego termu # w Ls istnieje w Ls term ¢’ w postaci normalnej rownowazny z ¢:

P4 = ¢*().

Powyisze trzy wlasnosci maja bardzo powazne konsekwencje praktyczne i teoretyczne (a moze
nawet i filozoficzne, o czym na koricu). Wynika z nich mianowicie, ze kazdy system wyszukiwania
informacji w naturalny spos6b wyznacza podziat zbioru obiektéw X na klasy rozlaczne, ktore
nazwiemy atomami systemu S. Kazdemu atomowi odpowiada wyrazenie atomowe lub, inaczej
méwiac, kazdy atom jest jednoznacznie opisany przez wyrazenie atomowe. Wiasnos¢ 2 zas mowi,
ze kazdy podzbiér zbioru X, ktory mozemy opisaé w jezyku systemu informacyjnego, jest suma
atomow. Znaczy to, ze ogdlnie biorac w jezyku informacyjnym nie mozemy opisaé dowolnego
podzbioru zbioru X!. Ilustruje to moze najlepiej nastepujacy przyklad: Gdybysmy potraktowali
jakas biblioteke jako system wyszukiwania informacji i opracowali dla niej odpowiedni jezyk
informacyjny, to w wyniku tego moglibysmy utworzyé z ksiazek zbiory atomowe, pakujac je np.
w paczki, i wszelkie zyczenia czytelnikow, ktére mozna wyrazi¢ w jezyku informacyjnym, bylyby
zrealizowane tylko poprzez sumy takich paczek.

Wiasnosci te maja szczegdlne znaczenie dla maszynowego realizowania systemow wyszukiwania
informacji. Pozwalaja one, zamiast szuka¢ interesujacych nas informacji w calym zbiorze, od razu
okresli¢ miejsce, gdzie informacje te si¢ znajduja. Nie potrzeba wyjasniac, jakie to ma znaczenie
dla przyspieszenia procesu wyszukiwania informacji. Warto dla wyjasnienia dodaé, ze jak
dotychczas aktualnie istniejace systemy wyszukiwania informacji nie sa oparte na podanych tu
zasadach; prowadzone sa dopiero proby realizacji tej idei. Nalezy si¢ spodziewaé, ze Przyniosa
one pozytywne rezultaty.

Warto si¢ przy okazji poruszanych probleméw zastanowi¢ nad pytaniem bardziej ogolnej natury.
Czy na przyklad opisywanie zbioréw informacji mozliwe jest jedynie w podany sposéb? Co to
jest wlasciwie informacja? Jakie ma ona podstawowe wlasnosci? — etc.

Nalezy dodac, ze pojecie informacji, ktére jest nam potrzebne do celéw podanych w tym
artykule, nie ma nic wspolnego z pojeciem informacji wystepujacym w tzw. teorii informacji
stworzonej przez Shannona w latach czterdziestych. W istniejacej aktualnie teorii informacji
punktem wyjscia okreslenia informacji byly catkiem inne fakty nawigzujace do przesylania
sygnalow w sieciach telekomunikacyjnych. Natomiast w latach trzydziestych naszego stulecia
logik i filozof amerykariski Rudolf Carnap zastanawiat si¢ nad pojeciem informacji wlasnie

w sensie zblizonym do tego, o ktérym pisaliSmy w tym artykule. Byé moze uda si¢ stworzy¢ nowa
»teorig informacji” wychodzaca z faktow, ktérych dostarczyly wspolczesne maszyny liczace.

Na zakoriczenie jeszcze jedna uwaga. Niemal wszystkie problemy, ktére powstaja w zwigzku

z konstrukcja i zastosowaniem maszyn liczacych, maja bardzo réznorodne aspekty — od aspektow
zwigzanych bezposrednio z zastosowaniami az do spraw natury, daleko wykraczajacych poza
problematyke maszyn liczacych. Jest to prawdopodobnie przyczyna tego, Ze informatyka —
nauka o maszynach liczacych i metodach ich uzytkowania — jest tak pociagajaca.
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Co sie dzieje, gdy promieniowanie jgdrowe
przechodzi przez materi¢?

Rys. 1. Zaleznos¢ liczby czastek od przebytej
drogi w absorbencie
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Rys. 2. Strata energii czastek a na
jednostkowej drodze (jonizacja) w funkcji ich
zasi¢gu
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Rozwigzanie zadania M 46
Pawdopodobienstwo réwne jest 1, gdyz
dowolne trzy punkty lezg na jednej péolkuli,
Aby to udowodnié, wystarczy poprowadzi¢
kolo wielkie przez dwa sposréd tych punktow
i wybraé t¢ péolkule, na ktérej lezy trzeci

(jesli trzeci punkt lezy na tym kole, to
wybieramy dowoina pélkule wyznaczong przez
kolo)

Doc. dr Piotr DECOWSKI

Pytaniu zawartemu w tytule mozna zarzucié, ze jest bardzo nieprecyzyjne. Bo czym jest
promieniowanie jadrowe? Wiemy, ze moga to by¢ lzejsze lub cigzsze czastki natadowane (np.
elektrony, protony, czastki alfa), czastki neutralne (np. neutrina, neutrony) czy tez
promieniowanie elektromagnetyczne o bardzo matej dtugosci fali (tzw. promieniowanie gamma).
Kazdy z typéw promieniowania oddzialywuje z materia na swdj sposob. Oczywiscie najprosciej
mozna sobie wyobrazié to oddzialywanie w przypadku czastek natadowanych.

W kazdej substancji jest mnostwo elektronéw dos$é rownomiernie rozlokowanych w calej jej
objetosci. Wigkszosé z nich jest zwiazana na orbitach atomowych, niektére moga si¢ porusza¢
wewnatrz substancji niemal swobodnie. Czastka natadowana przechodzac przez materi¢
oddziatuje elektrostatycznie z poszczegdlnymi elektronami, wybija je z orbit (nastepuje jonizacja
atomu) i przekazuje im cze$é swej energii. Wytraca predkos¢ i wreszcie po przebyciu pewnej
drogi ruch jej prawie ustaje. Jesli spowolniang czastka jest czastka cigzsza, np. proton, ktorego
masa jest blisko 2000 razy wigksza niz masa elektronu, tor jej w czasie zderzen z elektronami
ulega tylko nieznacznym odchyleniom od poczatkowego kierunku. W zwigzku z tym mozemy
wprowadzié pojecie zasiggu czastek przechodzacych przez dang substancje. Liczba czastek

w wiazce przenikajacej przez pewien przekroj na glebokosciach mniejszych od zasiegu jestw

w przyblizeniu réwna liczbie czastek w wiazce padajacej na absorbent, cho¢ maja one teraz
energie mniejsza od energii poczatkowej. Na glgbokosciach poréwnywalnych z zasiggiem liczba
ta gwattownie spada do zera (rys. 1). Zanim poruszajaca si¢ czastka ulegnie catkowitemu
wyhamowaniu oddziatuje z setkami tysiecy elektronow. Jest to proces przypadkowy — jedna
czastka moze napotkaé na swej drodze mniejsza liczbg elektronow, inna wigksza. Straty energii
czastek po przejiciu warstwy absorbenta o okreslonej grubosci moga by¢ nieco rozne.

Ta nieokreélonoéé energii, wynikajaca z przypadkowosci procesu hamowania, bedaca
niejednokrotnie utrapieniem fizykoéw wykonujacych doswiadczenia, nosi nazwe stragglingu energii.
Z tych samych powoddéw mozemy rowniez mowic o stragglingu zasiggu — kazda czastka przebywa
w danej substancji drogg rowna swemu indywidualnemu zasiggowi, na ogét nieco réznemu od
$redniego zasiegu czastek. To rozmycie zasi¢gu (AR na rys. 1) dla protonéw i czastek alfa

o energii od kilku do kilkuset MeV jest rzedu paru procent.

Strata energii naladowanej czastki na okreslonej drodze jest oczywiscie wprost proporcjonalna do
gestosci elektronéw w absorbencie, a ponadto zalezy od predkosci czastki i jej ladunku. Ped
przekazany elektronowi w czasie oddzialywania jest wprost proporcjonalny do sily i czasu jej
dziatania, czyli jest wprost proporcjonalny do tadunku czastki i odwrotnie proporcjonalny do jej
predkosci. Ubytek zatem energii kinetycznej czastki rowny energii kinetycznej elektronu zalezy
od ilorazu kwadratu fadunku przez kwadrat predkosci czastki. Straty energii na jednostke drogi
(tzw. zdolno$¢ hamujaca osrodka) sa wiec najwigksze przy koricu drogi czastki, tam gdzie jej
predkosé jest juz stosunkowo mata (rys. 2). Przy bardzo matych predkosciach czastka nie jest
juz w stanie uwolni¢ niektorych silniej zwiazanych elektronéw w atomach, ponadto zaczyna
chetnie przyjmowac elektrony na swoje wiasne orbity, co prowadzi do zmniejszenia jej
efektywnego tadunku — straty jonizacyjne maleja.

Czastki nie posiadajace tadunku oddziatuja z materia znacznie stabiej. Neutrony traca energie
gtownie w zderzeniach z jadrami atoméw — daja tu o sobie znaé krotkozasiegowe sily jadrowe.
Prawdopodobieristwo takiego procesu jest znacznie mniejsze niz prawdopodobiefistwo
oddzialywania elektrostatycznego. Dlatego tez dla neutronéw wigkszos¢ substancji jest niemal
przezroczysta; trzeba budowaé grube zapory, aby skutecznie zmniejszy¢ ich strumien. Dla
neutrin wszystkie zapory ziemskie sa prawie idealnie przezroczysie!

Inaczej oddziatuje z materia promieniowanie gamma. Foton gamma moze wybi¢ elektron z jednej
z glebszych powlok elektronowych atomu. Cala energia zostaje wowczas zuzyta na oderwanie
elektronu od atomu i nadanie mu energii kinetycznej (oraz pewnego odrzutu calemu atomowi).
Foton znika. Jest to tzw. efekt fotoelektryczny. Foton moze ulec rozproszeniu na jednym

z elektronéw przekazujac mu w tym jakby sprezystym zderzeniu pewna energi¢. Im wigkszy jest
kat rozproszenia fotonu, tym wigksza jest strata jego energii (wicksza dlugos¢ fali). Foton
ulegajacy temu rozpraszaniu (ktore nazywa si¢ rozpraszaniem komptonowskim) porusza sig

w kierunku innym niz kierunek padajacej wiazki fotonéw — czyli rowniez ubywa z wigzki.
Wreszcie gdy energia fotonow jest odpowiednio duza (wigksza niz 1.02 MeV), w polu elektrycznym
jader atoméw osrodka moze nastapié tzw. kreacja pary elektron—-pozyton. Czgs¢ energii fotonu
jest zuzyta na kreacje elektronu i pozytonu, reszta odnajduje si¢ w ich energiach kinetycznych

i energii odrzutu jadra, w polu ktérego para elektron-pozyton zostala wytworzona. Foton ginie.
Zatem w kazdym z tych trzech najbardziej waznych rodzajow oddzialywania promieniowania
gamma z materia foton, ktory ulegt oddziatywaniu ubywa z wigzki. Pozostale fotony biegna

1S



7
6
E‘ 5
s 4
2 3
L
2
1
0 _
01 02 05 10 20 50 100
Ey(Mev)
140 )
120 2 Otéw
E 100 ’?;"
g 8 )
=~ 60 & Tworzenie
w : oar
40 Ros \ %y,
2P Gasm =\ Dny
20 0Szenje Nem —==—
Nie Ko ==
5 Mptonowskie !
01 02 05 10 20 50 100
E‘(MeV)

Rys. 3. Przekroje czynne na absorpcje
kwantéw gamma.

w kierunku wiazki z takg sama energia jaka mialy w momencie wejscia do osrodka.

Nie ma wigc sensu méwié o zasiegu promieniowania gamma w materii; mozna jedynie mowié¢

o oslabieniu jego natezenia. Oslabienie ma charakter wyktadniczy, co jest konsekwencja faktu,
Ze wszystkie kwanty gamma maja rowne szanse ulegniecia oddzialywaniu w czasie swego lotu
przez materi¢. Mozna wprowadzi¢ miar¢ prawdopodobieristwa oddzialywania fotonu. Mierzy sie
je przy pomocy wielkosci zwanej ,, przekrojem czynnym”, Jest to stosunek liczby aktow
oddziatywania w jednostce czasu do liczby fotonow padajacych w jednostce czasu na jednostke
powierzchni, podzielony przez liczbe atoméw znajdujacych si¢ w objetosci osrodka, przez ktory
przechodzi wigzka. Taka definicja ma prosta interpretacj¢: wiazka bylaby rownie ostabiona,
gdyby ja przegrodzi¢ doskonale absorbujaca powierzchnia réwna iloczynowi przekroju czynnego
przez liczbe atoméw w prébee objetej wiazka. Przekrdj czynny, mierzony zwykle w barnach
(10724 cm?), reprezentuje wigc jak gdyby efektywny przekroj atomu w obserwowanym zjawisku.
Calkowity przekrdj czynny na absorpcje kwantow gamma sklada si¢ z sumy przekrojow
odpowiedzialnych za trzy opisane procesy oddzialywania:

0 = Ogot+ Okompt + Opary.
Po przejsciu warstwy substancji o grubosci x natezenie wiazki fotonéw zmniejsza si¢ & razy
(n — liczba atoméw substancji w jednostce objetosci). Warto$é przekroju czynnego silnie rosnie
ze wzrostem liczby porzadkowej atomow osrodka (rys. 3). Jasne jest wiec, dlaczego do budowy
oston przed promieniowaniem gamma uzywamy najczesciej ofowiu. Im wiekszy strumien
promieniowania, tym wigksza musi by¢ grubos¢ stosowanej ostony.

Prze$wietlanie protonami

Grupa fizykow z Narodowego Laboratorium w Argonne (USA) wraz z zespotem lekarzy
Wydziatu Medycznego Uniwersytetu w Chicago prowadzi badania nad zastosowaniem wiazki
protondw do przeswietlania zywej tkanki w celach diagnostycznych. Dotychczasowa, szeroko
stosowana w medycynie, technika przeswietlania krotkimi falami elektromagnetycznymi
(promieniami X) nie pozwala rejestrowac obiektow mato rozniacych si¢ gestoscia, a wiec
pochianianiem promieniowania. Oslabienie wiazki promieniowania elektromagnetycznego

w materii zalezy wykiadniczo od iloéci materii, ktéra promieniowanie przenika. Patologicznie
zmieniona tkanka Zywa rézni sie tylko nieznacznie gestoscia od otaczajacej ja tkanki zdrowe;j.
Natezenia wigzek promieniowania przenikajacych zdrowa i chora tkanke réznia sie przeto
réwniez nieznacznie, tak ze wykrycie tej réznicy moze by¢ niemozliwe..

Zastosowanie niskoenergetycznej wigzki protonéw do przeswietleri radykalnie zmienia sytuacje.
Dla protonéw niskoenergetycznych (to znaczy o tak dobranej energii, aby ilo§¢ materii, ktora
maja przeniknag, byla tylko nieco mniejsza od tej ilodci, ktora zatrzymalaby je catkowicie) zmiany
natezenia wiazki w miare wzrostu ilosci przeniknigtej przez nia materii sa bardzo szybkie.
Niewielka nawet réznica w gestoéci osrodkow powoduje bardzo znaczng réznice w ilosci
przepuszczanych protonéw. Réznica ta moze wskazaé na wewngtrzng strukture badanej tkanki
znacznie precyzyjniej niz konwencjonalne przeswietlenie promieniami X.

Pierwsze proby rozpoczeto w lutym 1974 1. z wigzka 200 MeV protonéw pochodzacych

z konwencjonalnego akceleratora uzywanego w laboratorium do badania procesow oddzialywan
czastek elementarnych.

W bloku tworzywa sztucznego o grubosci 22,5 cm wyztobiono dotek o glebokosci 0,125 mm.
Przeswietlenie wiazka protonéw pozwolito wykryé to wglebienie wykazujac tym samym, ze mozna
zaobserwowa¢ zmiany gestosci mniejsze niz 0,1%.

W kwietniu 1974 r. wykonano pierwsze proby z wypreparowang tkanka ludzka. Zdjecie
przedstawia uktad doswiadczalny. Probka tkanki mézgowej znajduje si¢ w pojemniku
wypetnionym woda, widocznym w $rodku zdjecia. Pojemnik jest przesuwany w plaszczyznie
prostopadtej do kierunku wiazki, a licznik scyntylacyjny rejestruje natezenie przechodzacej
wiazki dla kazdego potozenia pojemnika. W ten sposéb powstaje mapa zdolnosci pochlaniania
badanej tkanki. Catkowita dawka promieniowania, otrzymana przez tkanke¢ w procesie
przeswietlania wynosi okoto 5 milireméw, a wiec znacznie mniej niz przy prze$wietleniu
konwencjonalnym. Zdjecie przedstawia otrzymana w opisany sposéb mape¢ mozgu. Ciemny
obszar po lewej stronie wskazuje tkanke nowotworowa.

W oparciu o opisane eksperymenty i obliczenia teoretyczne sadzi si¢ ze bedzie mozna wykrywaé
nowotwory mozgu o $rednicy powyzej 4 mm i nowotwory piersi o $rednicy nie mniejszej niz

2 mm. Wymaga to opracowania przenosnych, prostych w obstudze i tanich akceleratorow
protondw, takich, ktére mozna instalowaé w szpitalach. Prace w tym kierunku s3 juz
zaawansowane. Prze$wietlenie protonami jest bardzo dobrym przyktadem niespodziewanego
zastosowania praktycznego wynikéw badan z dziedziny pozornie catkowicie poswigconej
zagadnieniom czysto poznawczym, dziedziny, jaka jest fizyka czastek elementarnych.

(Zdjecia i material z «CERN Courier», 1974, tom 14, nr 9).
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Strumienie czastek takich, jak elektrony, protony, czastki a czy neutrony, badZ kwantow
promieniowania elektromagnetycznego, jak promienie X, czy ¥, okreslamy niekiedy wspdlng
nazwa promieniowania jonizujacego. Nazwa pochodzi stad, ze wszystkie wspomniane czastki
czy kwanty przechodzac przez ofrodek materialny oddziatuja z jego atomami i czasteczkami i —
bezposérednio lub posrednio — wywoluja ich jonizacje. Mechanizmy proceséw prowadzacych do
jonizacji oérodka sa zlozone, a w szczegOlach zaleza miedzy innymi od struktury chemicznej
oérodka. Promieniowanie jonizujace, przechodzac przez tkanke Zywego organizmu i wywolujac
procesy jonizacji, staje si¢ dla tkanki czynnikiem niszczacym. Takie dzialanie promieniowania
jonizujacego czyni je sprzymierzeficem lekarza onkologa, ktéry — stwierdziwszy u pacjenta
obecnoéé nowotworu — dazy do usunigcia lub zniszczenia tkanki nowotworowe;.

Wiazka promieniowania jonizujacego, stosowanego w terapii nowotwor6w, musi mie¢ w kazdym
konkretnym przypadku starannie dobrane wszystkie parametry: energi¢, natgzenie, rozmiary

i kierunek. Dobér tych parametréw stanowi wynik stosowania tzw. strategii terapii, w ktorej
zakres wchodzi jeszcze jeden, bardzo wazny element, a mianowicie ochrona przed
napromieniowaniem zdrowych tkanek, znajdujacych si¢ w sasiedztwie tkanki nowotworowej.
Stosowane od dawna w terapii nowotworéw promieniowanie elektromagnetyczne (X, Y), a nawet
rozpowszechnione w ostatnich latach wigzki elektronéw przyspieszanych w betatronach

i akceleratorach liniowych oraz neutronéw produkowanych w reaktorach ulegaja ostabieniu przy
przejéciu przez o§rodek materialny — wedlug prawa wykladniczego (rys. 1). Napromienianiu
tkanki nowotworowej towarzyszy zatem nieuchronnie napromienianie tkanki zdrowej,
znajdujacej si¢ dalej na drodze wiazki.

Ciezsze czastki naladowane, takie jak mezony =, protony czy czastki «, mozna stosowas

w terapii, dzieki temu, Ze czastki te przy przejsciu przez ofrodek osiagaja w nim pewna okreSlona
glebokosé (zasieg), zalezng dla danego osrodka tylko od energii i rodzaju czastki (rys. 2).
Wiasno$¢ ta gwarantuje niemal pelne zabezpieczenie tkanek zdrowych znajdujacych si¢ poza
nowotworem na drodze wiazki.

Niestety, nieliczne szpitale zajmujace si¢ terapia nowotworéw maja dostep do odpowiednich dla
tego celu wiazek czastek rozpedzanych w akceleratorach. Dla przykladu warto poda¢, ze protony
o zasiegu ok. 10 cm w oérodku tkankopodobnym musza mie¢ energi¢ rowng prawie 200 MeV.
Wiazki protonéw o takiej energii stosowane sq w terapii nowotworéw w niewielu tylko
oérodkach, np. w Szwecji (Uppsala), w ZSRR (Dubna, Zjedn. Instytuty Badan Jadr.) i w
Wielkiej Brytanii (Glasgow). Projekty zastosowania w terapii onkologicznej mezondw 7 oraz
czastek o o energiach rzedu GeV sa obecnie zywo dyskutowane.

W zagadnieniach tych widzimy kolejny przykiad pozornie nieoczekiwanej mozliwosci
praktycznych zastosowan aparatury i wiedzy rozwijanej w badaniach podstawowych z dziedziny
fizyki wysokich energii i czastek elementarnych.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzejf MAKOWSKI

M 46. Na kulistej planecie laduja trzy rakiety. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
wyladuja one na jednej pétkuli, tzn. ze bedzie istnie¢ kolo wielkie, nie rozdzielajace tych punktow.
Rozwigzanie na str. 15
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Rozwigzanie na str. 11
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M 48. Udowodni, ze § "}'/1 —x dx = ']'/l —x™ dx, gdzie m i n sq liczbami naturalnymi.
0 0
Rozwigzanie na str. 12
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F 16. Obok zamieszczamy zdjecie z wodorowej komory pecherzykowej, na ktérym w zderzeniu
wysokoenergetycznego pionu o pedzie 200 GeV/c ze spoczywajacym protonem wyprodukowanych
zostalo az 16 natadowanych czastek. Policzcie jaka maksymalna liczba czastek moze powstaé

w opisanych oddzialywaniach =p, jezeli zalozymy, ze wéréd produkowanych czastek znajduje sie
zawsze jeden nukleon, a pozostale sa pionami o ladunkach réznych znak6éw. Masy spoczynkowe
pionu i nukleonu przyjmijcie za réwne odpowiednio: 140 MeV/c? i 940 MeV/c2.

Zastanowcie sie rowniez jaki musi byé najmniejszy ped padajacego pionu, aby mogt w zderzeniv
ze spoczywajacym protonem wyprodukowaé chociaz jeden dodatkowy pion.

Rozwigzanie na str, 6
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