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Prawo wielkich liczb cz. II

Dr Wieslaw SZLENK

n~~ p (I ~ -pl < e) = 1.
Praktycznie mozna ten wynik interpretowac nastepujaco: dla duzych liczb n prawie
na pewno (tj. ze znikomo mala szansa popelnienia omylki) mozemy twierdzic, ze

I Sn I .. ,. Sn d kl d ,-. d
n -p < e; maczeJ mowlacn ~p z o a nOSCla o e.

Do roku 1965 w USA zabiegi przerywania ciazy byly prawnie zabronione.
Oczywiscie pewni lekarze robili je po kryjomu, ale nie bylo wiadomo, na jaka
skale. Socjologowie postanowili to zbadac. Zwykly sposób zadawania pytan
osobom losowo wybranym nie dalby zadnych wiarygodnych informacji. Pytanie
"Czy Pani poddawala sie zabiegowi przerywania ciazy?" wkracza bardzo
brutalnie w sfere spraw intymnych i poza tym w danym przypadku dotyczy spraw
bedacych w kolizji z prawem. Wybrane losowo kobiety w najlepszym razie nie
odpowiedzialyby na to pytanie lub odpowiedzialyby nieprawde.
Tu w sukurs socjologom przyszli matematycy. Zaproponowali metode, która
mozna by przedstawic nastepujaco:
Losowo wybranym kobietom wreczano dwukolorowa kostke (cztery sciany biale
i dwie czarne) oraz monete. Polecenie brzmialo: rzucic kostka i moneta; jezeli
wypadnie kolor bialy, odpowiedziec TAK lub NIE na pytanie dotyczace zabiegu
(niezaleznie od tego, co wypadlo w rzucie moneta); jezeli wypadnie kolor czarny,
to odpowiedziec TAK lub NIE na pytanie "Czy wypadl orzel?". Zaklada sie, ze
caly eksperyment odbywa sie bez swiadków. W rezultacie testowana osoba
odpowiada tylko TAK lub NIE, ale na które pytanie odpowiada (tzn. czy na
pytanie o zabieg, czy na pytanie o "orla"), wie ona i tylko ona. Lecz dla celów
statystyki to wystarcza.
Przypuscmy, ze w wyniku badan opisana wyzej metoda otrzymalismy n odpowiedzi
TAK i m odpowiedzi NIE. Niech A bedzie zdarzeniem, ze wypadl kolor czarny
przy rzucie kostka i orzel przy rzucie moneta. Doswiadczenie (polegajace na
rzucie kostka i moneta) powtórzylismy n+m razy. Obliczmy prawdopodobienstwo
zajscia zdarzenia A: kolor czarny wypada 2 razy na 3 rzuty, orzel l raz na

2 rzuty, lacznie wynik A zdarza sie srednio raz na szesc prób. Stad P(A) = ~.
Niech Sn+moznacza liczbe tych prób, które daly wynik A. Stad na mocy prawa
wielkich liczb mamy:

W poprzednim artykule omówilismy sens prawa wielkich liczb. Teraz pokazemy,
jak mozna praktycznie je wykorzystywac.
Przypomnijmy tresc prawa wielkich liczb. Niech A bedzie mozliwym
rezultatem pewnego doswiadczenia~, niech p bedzie prawdopodobienstwem, ze

w doswiadczeniu ~ zajdzie wynik A (np. ~ - rzut moneta, A - "orzel", p = ;).
Doswiadczenie ~ powtarzamy niezaleznie n razy. Niech Sn oznacza liczbe tych
powtórzen doswiadczenia ~ , w których otrzymalismy wynik A. Wówczas dla
kazdej liczby e > O

5n-m
4(n+m)

=

Sn+m '" l
n+m"'6"'

A wiec liczba odpowiedzi TAK na pytanie o wypadniecie orla wynosi z dobrym

przyblizeniem -} (n+m). Analogicznie liczba odpowiedzi NIE na to pytanie

wynosi tez-} (n+m) (z tym samym przyblizeniem). Liczba kobiet

odpowiadajacych na pytanie o dokonywaniu zabiegu wynosi ~ (n+m), stad liczba

ln- -(n+m)6
2-
T (n+m)
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Rozwiazanie zadania M.42
Sprawdzimy najpierw, ze 38 nIe jcst
suma dwóch liczb zlozonych nieparzystych.
Moglyby to byc liczby 9, IS, 21, 2S, 27,33, 3S.

Jczcli 38 jcst suma dwóch liczb naturalnych,
to któras z nich jcst mniejsza od 19. Gdyby
38 bylo suma dwóch liczb z1ozonych
nieparzystych, to jedna z nich byloby 9 lub
IS, ale 38-9 = 29 i 38-1S = 23 sa liczbami
pierwszymi.
Kazda liczba parzysta •• 40 jcst jednej
z postaci lOk, 10k+2, 10k+4. IOk+6,
IOk+8, gdzie k jcst liczba calkowita wieksza
od 4. Zachodza równosc i lOk = I S + S(2k - 3),
IOk+2 = 27+S(2k-S),

10k+4 = 9+S(2k-I),IOk+6 = 21 +S(2k-3).
IOk+8 = 33+S(2k-S). Pierwsze skladniki
sa oczywiscie liczbami nieparzystymi:zlozonymi,
drugie tez sa takie, gdyz sa iloczynami liczby
S przez liczbe •• 2k - S •• 3. Udowodnilismy
tutaj nawet wiecej, mianowicie ze kazda liczba
parzysta •• 40 jcst suma dwóch liczb
nieparzystych, z których jedna jcst
podzielna przez 3, a druga przez S.

wyraza stosunek liczby kobiet, które odpowiedzialy TAK na pytanie o zabieg, do
liczby wszystkich kobiet, którym los i prowadzacy badania zadal to pytanie.
W ten sposób z dowolna dokladnoscia i z dowolnie mala szansa pomylki Uesli
brac duze n+m) mozemy wyznaczyc procent kobiet, które poddawaly sie
zabiegowi przerywania ciazy. Co ciekawsze, nie mozemy wskazac na pewno ani
jednej osoby, która sie temu zabiegowi poddala.
Opisane powyzej badanie przeprowadzono w USA w poczatku lat szescdziesiatych.
Wyniki i caly pomysl byly referowane na kongresie statystyki w Londynie w roku
1965. Oczywiscie techniczna realizacja byla nieco inna - wreczanie kostki i monety
byloby zbyt klopotliwe. Ale idea byla taka, jak opisano powyz~j.
I jeszcze jedna ciekawostka zwiazana z prawem wielkich liczb. Pierwsze
systematyczne obserwacje plci noworodków byly przeprowadzone we Francji
w latach 1800, 1801, 1802 z inicjatywy francuskiego matematyka S. Poissona.
Okazalo sie, ze stosunek liczby noworodków plci meskiej do liczby noworodków
plci zenskiej wynosil 22:21. Tylko Paryz wykazywal odchylenie od tej normy,
a mianowicie dla Paryza stosunek ten wynosil 24:23. Róznica byla zbyt znaczna
w stosunku do liczby urodzonych dzieci, aby to mógl byc przypadek. Sprawa
zaciekawila szersze grono ludzi. Pobiezne obserwacje w krajach sasiednich,
a nawet wsród tubylczej ludnosci Ameryki Poludniowej (dokonane przez
W. Humboldta) wykazywaly wyniki bliskie 22:21. Wymyslano rózne teorie, od
bardziej rozsadnych do calkowicie bezsensownych, jak np. ze jest to wynik
rozwiazlego zycia paryzan. Wreszcie Poisson'wpadl na wlasciwe rozwiazanie:
wylaczyl ze statystyki przytulki Paryza. I wtedy proporcja spadla natychmiast do
22:21. Co z tego wynikalo? Otóz to, ze okoliczna ludnosc (a moze i nie tylko
okoliczna) podrzucala noworodki - i to dziewczynki (chlopcy byli widocznie
bardziej w cenie) - do Paryza. Zjawisko to bylo tak masowe, ze az zaklócilo
statystyke. Nigdy nie dowiedzielibysmy sie o tym, gdyby nie obserwacje Poissona.

Troche rachunków

Kwantowy lew, czyli o teorii zjawiska tunelowego

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

W ogrodzie zoologicznym dla kwantowych zwierzat wybieg dla lwów, w postaci
dlugiego pasa, oddziela od publicznosci bariera, która stanowi obszar sztucznie
wytworzonego pola grawitacyjnego o dostatecznie duzym i stalym (w tym obszarze)
natezeniu. Energia potencjalna, jaka mialby lew w obszarze bariery, gdyby sie tam
znalazl, jest o Vo wieksza (rys. 1) niz na wybiegu (mowa o lwie w normalnej pozycji,
na czterech lapach, tak ze jego srodek masy znajduje sie na pewnej wysokosci nad
zietnia). Maksymalna energia kinetyczna, jaka moze miec rozpedzony lew, wynosi
Eo < Vo. Jaka wysokosc energetyczna musi tniec bariera (tzn. jaka musi byc
wartosc Vo), aby byla ona ogrodzeniem absolutnie bezpiecznym, czyli - aby zaden
lew nie mógl jej nigdy przeskoczyc?

energia

,'_ ~~ -_-_-_-_-_v~I~= ===== ==.

bariera wybieg bariera

Rys. 1. Ogrodzenie w postaci barier potencjalu (energie potencjalna lwa na wybiegu przyjeto za
poziom odniesienia, któremu przypisano wartosc równa zeru)

Gdyby lwy byly zwierzetami poruszajacymi sie zgodnie z prawami mechaniki
klasycznej, zaden z nich nie móglby przeskoczyc bariery. Nasze lwy to jednak
zwierzeta kwantowe, wykazujace cechy zarówno korpuskularne, jak i falowe. Ich
ruchem rzadza wiec prawa mechaniki kwantowej. Przyj tnijmy dla prostoty, ze
kazdego lwa mozna traktowac jak czastke o masie m. Odpowiednikiem klasycznego
równania ruchu czastki (wyrazajacego II zasade Newtona) jest w mechanice
kwantowej równanie Schrodingera. Jego rozwiazaniem jest tak zwana funkcja
falowa, opisujaca wlasnosci czastek kwantowych w jezyku teorii fal. Im wieksza
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Rys.2

Rys. 3

energia,

2

W mechanice klasycznej energia kinetyczna lwa. dana jest wzorem E = m; =
2

= fm ; w mechanice kwantowej energie kinetyczna lwa okresla wielkosc;

fz2 d2'lfJ

- 2m dx2'

JeSli wiec V oznacza energie potencjalna lwa, to zasada zachowania energii
w ujeciu kwantowym przyjmie postac:

fz2 d2'lfJ

- 2m dx2 +V'lfJ = E'lfJ,

gdzie E - calkowita energia czastki. Jest to wlasnie równanie Schrodingera.
Aby zatem odpowiedziec na postawione pytanie, wystarczy znalezc rozwiazanie
tego równania dla podanej na rys. l zaleznosci V(x), a nastepnie okreslic Vo
z warunku, ze bezwzgledna wartosc funkcji falowej poza obszarem bariery jest
dokladnie równa zeru (inaczej bariera nie bylaby' w 100% bezpieczna dla
publicznosci). Problem mozemy jednak rozwiazac prosciej, przyjmujac
mianowicie, ze wybieg rozciaga sie w jedna strone nieskonczenie daleko, czyli
rozstrzygnac zagadnienie dla jednej tylko bariery (rys. 2). Kto nie wierzy, niech
sam sie przekona.
Jaki uzyskamy wynik? Zapewne Czytelnik bedzie wolal sam wykazac, ze na to,
by bariera byla absolutnie bezpieczna dla publicznosci, jej wysokosc energetyczna
Vo musi byc nieskonczenie wielka (jesli ma miec skonczona szerokosc a). Tym,
którzy nie wiedza jeszcze, jak sie do tego zabrac, przyda sie pewnie kilka
wskazówek. W tym celu rozwazmy najpierw prosty przypadek - progu
potencjalnego (rys. 3), tzn. sytuacji, w której gdyby lew znalazl sie poza wybiegiem,
mialby wszedzie jednakowa energie potencjalna o Vo wieksza niz na wybiegu.
Poniewaz w obszarze I (x < O) mozemy przyjac V = O (gdyz interesuje nas
jedynie przyrost energii potencjalnej wzgledem energii potencjalnej lwa na
wybiegu), a V = Vo w obszarze II, zatem najprosciej jest rozwiazac równanie
Schrodingera oddzielnie dla kazdego obszaru. Przepisujemy wiec najpierw to
równanie dla obszaru I. Jesli Czytelnik uwaznie przyjrzy sie temu równaniu, to
zauwazy zapewne, ze jest ono formalnie identyczne z równaniem ruchu
drgajacego. Rozwiazaniami podstawowymi równania sa wiec funkcje
trygonometryczne sinkx i coskx, gdzie k - pewna stala, która trzeba wyznaczyc.
Znacznie prosciej jest rozwiazywac tego rodzaju równania, jesli funkcje
trygonometryczne przedstawimy za pomoca funkcji wykladniczej eil' zmiennej
urojonej iy (e - podstawa logarytmów naturalnych), korzystajac z relacji:

e±il' = cosy ± isiny

(stad wynikaja relacje odwrotne: 2cosy = eil' +e-il' oraz 2isiny = eil' _e-il'), gdzie
y - zmienna rzeczywista. Teraz mozemy. powiedziec, ze podstawowymi

fi d'lfJ

T dx'

wartosc (bezwzgledna) ma ta funkcja w danym miejscu, tym bardziej
prawdopodobne jest znalezienie tam czastki (dokladniej: gestosc
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w danym miejscu jest wprost
proporcjonalna do kwadratu bezwzglednej wartosci funkcji falowej w tym miejscu).
Funkcja falowa ogólnie zalezy i od czasu, i od wspólrzednych przestrzennych.
Zalózmy dla uproszczenia, ze lwy biegaja po wybiegu w sposób ustalony,
a zatem prawdopodobienstwo spotkania lwa w dowolnym miejscu na wybiegu
nie zalezy od czasu, poniewaz "okupuja" one wybieg w sposób srednio
równomierny. Wtedy funkcja falowa bedzie iloczynem pewnej funkcji czasu
i pewnej funkcji wspólrzednych przestrzennych. O rozkladzie przestrzennym
prawdopodobienstwa znajdowania sie lwa w danym miejscu decydowac bedzie
tylko ta druga funkcja. W dalszym ciagu tylko ta funkcja bedziemy sie zajmowali
(i ja tez bedziemy nazywali funkcja falowa).

. Teraz funkcja falowa zalezy od dwóch wspólrzednych przestrzennych. Aby sobie
jeszcze bardziej uproscic zadanie, przyjmijmy, ze lwy biegaja tylko od jednej
bariery do drugiej po prostych prostopadlych do barier (jedna z tych prostych
przyjmiemy za os Ox). Teraz funkcja falowa zalezy tylko od jednej zmiennej.
Przy tych wszystkich uproszczeniach ped lwa opisuje w mechanice klasycznej
wielkosc: p = mv, gdzie v - predkosc lwa; w mechanice kwantowej ped lwa
okresla pochodna funkcji falowej;

xa

B

D

A

C

1energia

J.._-~-
obszar I' obszar]l x

(wybieg)

x

Trójkaty ACB i DXA sa przystajace. ady:!:
'1.XAD = 180°_(90°+ '1.CAB) = 90°_
- '1.CAB = '1.CBA, '1.AXD = '1.A CD, wiec
'1.XDA = '1.CBA oraz AB = AD.
Podobnie wykazujemy, ze trójkaty ACB,
EYD i BZE sa przystajace. Mamy wiec AC =
= BZ, XA = BC, stad CZ = CB+ BZ =
= XA+AC = XC. Prostokat jest wiec
kwadratem. Punkt O jest srodkiem symetrii

calej narysowanej figury, lezy wiec na

przekatnej CY. Kat OCB równy jest wiec

polowie kata prostego.

Rozwiazanie zadania M.40

Na fiaune zlozonej z trójkata i kwadratu

opiszemy prostokat CXYZ (zob. rysunek).
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rozwiazaniami naszego równania sa funkcje: ei'kr oraz e-ikx• Latwo to sprawdzic
wiedzac, ze

d
_ecy = Cecy
dy ,

gdzie C - stala. Czyniac tak dojdziemy do wniosku, ze warunkiem tego, by dwie
podane funkcje wykladnicze byly rozwiazaniami naszego równania, jest relacja
okreslajaca k:

k2 = 2mE
n2 •

Pierwsza funkcja (eikx) odpowiada fali harmonicznej (o dlugosci A = 2njk)
biegnacej z lewa na prawo, druga (rikx) - takiej samej fali biegnacej
w przeciwnym kierunku. Pierwsza funkcja opisuje lwa biegnacego ku barierze,
druga -lwa "odbitego" od bariery. Ogólnie funkcja falowa opisujaca lwa na
wybiegu bf(dzie wiec kombinacja:

"PI = Aleikx+Ble-ikx,

gdzie Al i BI - stale. Kwadrat bezwzglf(dnej wartosci pierwszego czlonu tej
kombinacji (a wiec i pierwszej stalej) okresla gestosc prawdopodobienstwa
znalezienia na wybiegu lwa biegnacego ku barierze, kwadrat bezwzglednej
wartosci drugiego czlonu -lwa biegnacego od bariery (po " odbiciu"). Stala Al
bedziemy traktowali jako dana, zakladajac tym samym, ze wiemy wszystko o lwie
biegnacym ku barierze. Do wyznaczenia pozostaje wiec stala BI'
Z kolei przepisujemy równanie SchrOdingera dla obszaru II(V = Vo). I znowu
szukamy rozwiazan podstawowych w postaci eik'x. Po zrózniczkowaniu dojdziemy
do wniosku, ze warunkiem tego, by funkcje takie byly rozwiazaniem równania,
jest relacja:

(k')2 = 2m(~~ Vo) .

Jednakze z zalozenia E < Vo, wiec k' musi byc urojone:
k' = iu. Ogólne rozwiazanie równania Schrodingera dla obszaru IIma wiec postac
kombinacji:

"Pll= Ali e"X + BIl e-><X.

Pierwszy czlon reprezentuje lwa, któremu udalo sie wniknac do obszaru II;
funkcja e"X wzrasta nieograniczenie przy x -. 00, co oznacza, ze jesli Ali ':/:O,to
prawdopodobienstwo znalezienia lwa w tym obszarze takze wzrasta nieograniczenie.
Jest to fizycznie niemozliwe, wobec tego musi byc:

Ali = O.

Co maja ze soba wspólnego funkcje "PIi "Pll?Kazda opisuje te sama czastke, tyle
tylko, ze w innym obszarze. Na granicy obszarów funkcje te musza byc wiec
równe: "PI(O)= "PII(O),skad:

AI+BI = Bn.

Dalej, pochodna funkcji falowej przedstawia ped czastki. Na granicy obszarów
musza wie.; byc takze równe pochodne obydwu funkcji. Z tego ostatniego warunku
brzegowego wynika, ze

ik(AI-BI) = -UBII'

Z obydwu relacji dla stalych Al, BI i BIl uzyskujemy:
u+~ 2~

BI = - --.-AI> oraz BIl = - --.-AI•
'X-~ u-~

Jest to rezultat odmienny niz w mechanice klasycznej, bowiem BI ':/:Al oraz
Bn ':/:O. Oznacza to, ze fala reprezentujaca lwa dobiegajacego do progu czesciowo
odbija sie, a czesciowo wnika do obszaru progu. Wprawdzie ta fala wnikajaca
jest silnie tlumiona, jednakze nie znika tozsamosciowo. Czy to oznacza, ze w chwili
odbicia czastka rozdwaja sie na dwie mniejsze czesci, z których jedna wraca,
a druga wnika do wnetrza progu, by tam w pewnej odleglosci zniknac? Nie,
uzyskany wynik wskazuje tylko, ze prawdopodobienstwo odbicia czastki jest
mniejsze od jednosci oraz ze prawdopodobienstwo wnikniecia czastki do wnetrza
progu jest rózne od zera. Sposród wielu lwów atakujacych próg tylko czesc ich
"odbije sie", pewien natomiast ich ulamek wniknie do wnetrza obszaru II.
Tlumienie funkcji "Pll(a wif(Ci gestosc prawdopodobienstwa znalezienia czastki
w danym miejscu obszaru II) jest tym wieksza, im wyzszy jest próg i im mniejsza

4.



Na pewno pomoga w tym ksiaZKI, np.:
R. P. Feynmana, R. B. Leightona i M. Sandsa,
"Feynmana wyklady z fizyki", tom III:
E. H. Wichmana "Fizyka kwantowa"
(IV tom BerkeJeyowskiego Kursu Fizyki).

x

Rys. 5

energia

Vo

o a

energie ma czastka, Wynika to z postaci wzorów okreslajacych "Pn oraz
wspólczynnik tlumienia x. Latwo tez zauwazyc, ze funkcja "Pn bedzie
tozsamosciowo równa zeru tylko wówczas, gdy x -+ 00 (nieskonczenie silne
tlumienie), czyli gdy Vo -+ 00. Tylko w takim przypadku granicznym nastapi
calkowite odbicie.
Jak mozna sobie tlumaczyc to zjawisko wnikania czastki do obszaru
klasycznie wzbronionego? Niestety, niema sposobu przedstawienia tej sytuacji
w jezyku mechaniki klasycznej, gdyz fizyka klasyczna sytuacji takich w ogóle nie
dopuszcza. Obrazowo jednak rzecz ujmujac, mozemy czastke kwantowa wyobrazic
sobie jako swego rodzaju pakiet czy klebek fal. Zanikajacy w obszarze II "ogon"
funkcji falowej odpowiada w takim niezbyt adekwatnym modelu falowym
"ramionom" czastki, którymi siega ona bezkarnie tam, gdzie jej mechanika
klasyczna zabrania.
W tym miejscu Czytelnik domysla sie pewnie, jak dalej mozna rozumowac. Skoro
mianowicie czastka moze wniknac z pewnym prawdopodobienstwem do obszaru II,
to w sytuacji, kiedy obszar ten ma skonczona szerokosc (rys; 2), z pewnym
prawdopodobienstwem mozna znalezc czastke po drugiej stronie barier,y (jesli
bariera ma skonczona szerokosc). Takie przenikanie czastek przez bariery
potencjalne nosi nazwe zjawiska tunelowego.

energia

x

o 'l
Rys. 4. Zjawisko tunelowe (schematycznie)

Chetny Czytelnik pewnie zabierze sie teraz do dokladnych obliczen
ilustrujacych zjawisko tunelowe w przypadku bariery, jak na rys. 2, i w wyniku
ich udowodni podany na wstepie warunek absolutnego bezpieczenstwa bariery
dla lwów, Obliczenia te nie wniosa wiele nowego do naszej kwestii, choc pewnie
poprawia nasze samopoczucie. Wyniknac w nich powinny jednak nowe, ciekawe
kwestie, dlatego warto przeprowadzic przedtem troche rachunków i dyskusje
innego, ale prostszego i pouczajacego zagadnienia, mianowicie - czastki w jamie
potencjalnej (rys. S).
Zjawisko tunelowe wystepuje dosc czesto w róznych sytuacjach. Dla przykladu
wymienimy: autoemisje (emisje zimna elektronów z metalu pod wplywem
zewnetrznego pola elektrycznego), emisje czastek alfa z jader w wyniku rozpadu
alfa oraz zjawiska Josephsona w zlaczach nadprzewodnikowych. Zapoznanie sie
z mechanizmami tych zjawisk pozwoli zdac sobie sprawe z realnosci i znaczenia
efektu tunelowego.

__ Zadania
Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F14. W Stanach Zjednoczonych rozwaza sie projekty budowy pociagów "grawitacyjnych".
Pociagi takie poruszalyby sie wydrazonymi we wnetrzu ~iemi tunelami. Tunel laczacy dwa
miejsca na powierzchni Ziemi bylby prowadzony wzdluz cieciwy. Pociag grawitacyjny
potrzebowalby lokomotywy jedynie do pokonania sil tarcia. Jakie sa teoretyczne podstawy tych

projektów? Pomijajac na poczatek tarcie i przyjmujac, ze gestosc Ziemi jest w kazdym jej
punkcie jednakowa, obliczcie, ile wynosilby czas przejazdu oraz jakim przyspieszeniom byliby
poddawani podrózni? Promien Ziemi R ~ 6370 km, a przyspieszenie ziemskie l! = 9,81 m/s2•
Odpowiedzi szukajcie na str. 6

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M.40. Dany jest trójkat prostokatny ABC (1: C = 90°). Na przeciwprostokatnej zbudowano na
zewnatrz trójkata kwadrat o boku AB. Wyznaczyc 1:0CB, gdzie O jest srodkiem kwadratu.
Rozwiazanie zadania na str. 3

M,4t. Udowodnic, ze w dowolnym dwunastokacie wypuklym istnieja dwie przekatne tworzace
kat o mierze mniejszej od 4° (przyjmujemy, ze proste równolegle tworza kat 0°).
Rozwiazanie zadania na str. 10

M.42. Udowodnic, ze 38 jest najwieksza liczba parzysta, która nie jest suma dwóch liczb
zlozonych nieparzystych. Rozwiazanie zadania na str. 2
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Swoboda ruchów

--
Rozwiazanie zadania F.14

Jesli pominiemy tarcie, to na pociag

znajdujacy sie w punkcie P tunelu AB

x

Rys. 1

dziala sila przyciapnia grawitacyjnego Ziemi

F" skierowana wzdluz jej promienia i sila
reakcji podlota N. równowazaca sldadowa sily

ciezkosci prostopadla do torów (osi tunelu) ..
Niezrównowazona sldadowa sily ciezkosci.

skierowana wzdluz osi tunelu, powoduje

ruch pociagu. Gdy pociag znajduje sie w

odleglosci , od srodka ZiemI. sila przyciagania

grawitacyjnego wynosi (twierdzenie Gaussa):

M,'m
F, = k --,2--'

gdzie: k - stala powszechnego ciazenia, m­
masa pociagu, a Mr - masa zawarta w kuli

o promieniu r. przy upraszczajacym

zalozeniu, ze gestosc Ziemi jest w kazdym

. . .. r'
Jej punkcie Jednakowa, mamy:M, = M' R3 '

gdzie M jest masa Ziemi. Przy tych

upraszczajacych zalozeniach równanie ruchu

pociagu jest nastepujace (rys. 1):

M,m kM'm
m"a= -k-;:z-cosa= - R3 ·x,

gdzie x okresla odleglosc pociagu od srodka

tunelu AB. Z powyzszego równania wynika,

ze ruch pociagu bedzie ruchem harmonicznym

(przyspieszenie jest proporcjonalne do

wychylenia i przeciwnie skierowane):

kM g Mk
a = - Ji3 x = - li" x, bo g = R2'

Pólokres takiego ruchu wynosi:

T= ny ~.
To jest wlasnie czas potrzebny na przehycie

odleglosci AB. Wartosc T nie zalezy od

odleglosci punktów A i B. Innymi slowy, czas

przejazdu np. z Warszawy do Lodzi czy do

Moskwy teoretycznie powinien byc identyczny

i Wynosic okolo 42 min. 10 s.

D. c. na str, 7

Dr Marek KORDOS

W jaki sposób zmierzyc dlugosc srubki le1acej pod szafa? Ano, trzeba wyciagnac
srubke spod szafy, wziac linijke z podzialka i zmierzyc srubke.
Ta trywialna uwaga ma jednak pewien sens - wskazuje ona mianowicie, te
przemieszczenie srubki (spod szafy, dajmy na to, na stól) nie ma wplywu na
wynik pomiaru dlugosci. Nie wszystkie pomiary sa niezaleme od przemieszczen,
np. znajdowanie pozycji statku na morzu (pomiar dlugosci i szerokosci
geograficznej).
Oba opisane zagadnienia mówia o pewnych stosunkach przestrzennych. Oba
nale1a tym samym do obszaru zainteresowan geometrii. Jak to wiec jest: motemy,
czy nie motemy dokonywac przemieszczen obiektów, których cechy geometryczne
chcemy badac? Raz tak, raz inaczej? Jak zgadnac kiedy wolno, kiedy nie?
Zeby sytuacje bardziej skomplikowac rozpatrzmy jeszcze dwa przyklady. Chcac
zmierzyc katy wielokata mozemy bez szkody dla wyników zmniejszyc go, badz
powiekszyc, jak nam wygodniej. Dla sprawdzenia czy skarpetka ma dziure (dziura
to tez pojecie z obszaru geometrii) mozemy ja miac, naciagac, rozciagac, slowem
deformowac dowolnie wystrzegajac sie tylko rozerwania. Tymczasem
zdeformowanie srubki (np. za pomoca mlotka) mogloby zmienic rezultat badania
dlugosci dosc znacznie.
Co wiec wolno robic z przedmiotem poddajac go geometrycznym badaniom, aby
nie zafalszowac rezultatów badan? Odpowiedz ogólna wydaje sie niemozliwa.
Chyba, zeby uznac, ze przytoczone tu wlasnosci geometryczne (dlugosc, polozenie,
rozwartosc kata, posiadanie dziur) pochodza nie z jednej, a z róznych geometrii.

PODSTAWY GEOMETRII

Na to, by jakies badania mogly roscic sobie prawo do nazwy "nauka", trzeba by
spelnialy okreslone warunki. Trzeba mianowicie, by zostal jasno okreslony
przedmiot badania. To oczywi~te. Trzeba tez, a to juz rzecz mniej oczywista, by
jednoczesnie okreslone zostaly metody badania. Dopuszczajac bowiem w tym
wzgledzie absolutna dowolnosc mozemy zaprzeczyc naj oczywistszym prawdom.
Tlen w temperaturze pokojowej i pod cisnieniem atmosferycznym jest gazem. Tak?
No to wpuszczamy do zbiornika z tlenem pewna (zlosliwie dobrana) ilosc wodoru,
mala iskierka i (o ile uszlismy z zyciem) stwierdzamy, ze jest ciecz. Ze nie wolno
przy badaniu stanu skupienia robic takich machinacji? To wlasnie jest
ograniczenie metodologiczne. Dyscyplina zajmujaca sie ustalaniem przedmiotu
badan i dopuszczalnych metod danej dziedziny wiedzy nazywa sie podstawami
tej dziedziny. Pytania zawarte we wstepie nale1a wiec do podstaw geometrii.
Co do przedmiotu, to w rozpatrywanych konkretnych przykladach wszystko
wydaje sie byc w porzadku - chodzi o stosunki przestrzenne. Co do metod zas ­
nie zdolalismy uzyskac tu odpowiedzi.
Artykul ten jest poswiecony wskazaniu, ze ustalenie metod moze miec wplyw na
ustalenie przedmiotu badania .

PROGRAM ERLANGENSKI

Sto dwa i pól roku temu wyklad inaugurujacy rok akademicki na Uniwersytecie
w Erlangen (Niemcy) wyglaszal wybitny matematyk Felix Klein (1849-1925).
Poswiecil go geometrii. Dzis powiedzielibysmy: podstawom geometrii - wówczas
tej nazwy nie uzywano. Konkretnie mówil on o wplywie metod uprawiania tej
dyscypliny na jej przedmiot. Zaproponowal nawet, aby rozbic geometrie na szereg
dyscyplin stosujac zasade - kazdy zestaw metod wyznacza odrebna geometrie.
Podal tez sposób budowania takich "zestawów". Propozycja ta zostala pózniej
nazwana programem Kleina lub programem erlangenskim. I powszechnie przyjeta.
Zasada budowania zestawu dopuszczalnych metod jest prosta: umawiamy sie
jakie przeksztalcenia badanych obiektów sa dopuszczalne. Aby nie uzyskac
sprzecznosci konieczne jest tylko przestrzeganie nastepujacych trzech rygorów:
1. Zawsze dopuszczamy niewykonywanie tadnych przeksztalcen.
2. Wraz z dopuszczeniem jakiegos przeksztalcenia dopuscic musimy

i przeksztalcenie do niego odwrotne (by móc wrócic do punktu wyjscia).
3. Jezeli dopuscimy dwa przeksztalcenia, musimy dopuscic i takie, które polega na

wykonaniu ich kolejno.
Kazdy zestaw przeksztalcen spelniajacy powyzsze rygory nazywamy grupa
przeksztalcen. Zatem Klein proponowal, aby konkretna geometrie wyznaczala
wybrana grupa przeksztalcen dopuszczalnych.

&



D. c. rozwiazania zad. F14

Wzdluz osi tunelu zarówno pociag, jak

i podrózni byliby poddawani tej samej

skladowej przyspieszenia grawitacyjnego

Ziemi. Oznacza to. ze w tym kierunku

znajdowaliby sie podrozni w stanie

niewazkosci wzgledem pociagu. Nie
odczuwaliby, ze pociag przyspiesza lub

zwalnia, odczuwaliby natomiast

przyspieszenie grawitacyjne wzgledem podlogi

wagonów. Wartosc tego przyspieszenia

zmienialaby sie wzdluz drogi i zalezalaby od

glebokosci tunelu.
Zastanówcie sie jeszcze, ale juz sami, jak na

nasze wyniki i wnioski wplynie uwzglednienie

tarcia oraz faktu, ze gestosc Ziemi jest

monotoniczna (jaka 7) funkcja odleglosci (przy

upraszczajacym zalozeniu, ze rozklad masy

Ziemi jest kulisto-symetryczny). Ambitniejszym

z Was proponujemy zastanowienie sie nad

jeszcze jednym problemem: czy zmiana

B

Rys.2

ksztaltu toru (jak na rys. 2) zwiekszy, czy

zmniejszy okres T (ew. przy tych samych

uproszczeniach, jakie poczynilismy w
podanym wyzej rozwiazanhi).

Literatura

Pewne informacje zwiazane z tematem

artykulu mozna znaleZC w podreczniku

Z. Krygowska, O. Maroszkowa: Geometria II.
Szersze potraktowanie tematu zawiera np.

L. S. M. Coxeter: Wstep do geometrII dawnej
j nowej.

Interesujacych sie zagadnieniem od strony

geometrii analitycznej kierujemy do

podrecznika
K. Borsuk: Geometria aMIityczna

wielowymiarowa.

Oczywisty wniosek z tych zalo1en jest nastepujacy: Je1eli geometria G jest
wyznaczona przez grupe G to obiektem badan geometrii G moga byc tylko te
stosunki przestrzenne, których nie zmienia 1adne z przeksztalcen grupy G. Te
stosunki przestrzenne nazywamy niezmiennikami grupy G.
A wiec istotnie, przez wybór metod wyznaczamy przedmiot badania!

RÓZNE GEOMETRIE KLEINOWSKIE

Jak wynika z przytoczonych rygorów istnieje najmniejsza grupa przeksztalcen.
Taka mianowicie, w której nie dopuszczamy zadnych w ogóle przeksztalcen (aby
nie ró1nila sie od innych, brak przeksztalcenia oznaczmy litera I i te1 uwazamy za
przeksztalcenie - tozsamosciowe) - oznaczmy ja l. KaMy stosunek
przestrzenny jest niezmiennikiem tej grupy (nic przecie1 nie moze ulec zmianie).
Geometria I bada wiec wszystkie stosunki przestrzenne, w szczególnosci polozenie.
Zadna inna geometria nie bada ju1 pol01enia (dlaczego?), moze tylko badac
wzajemne polozenie dwóch obiektów. Ijest geometria uzywana przez astronomów,
kartografów, topografów (w niej miesci sie wlasnie problem polozenia statku).
Jezeli dopuscimy wszystkie przeksztalcenia nie zmieniajace odleglosci - izometrie
(spelniaja one rygory - prosze sprawdzic) otrzymamy geometrie metryczna. Bedzie
tojuz mniej szczególowa geometria - wsród niezmienników nie ma juz pol01enia,
ani orientacji katów na plaszczyznie. Z niej korzystaja in1ynierowie mechanicy,
budowlani, krawcy itp. (tu - srubka).
Biorac jako grupe przeksztalcen podobienstwa (mozemy zmieniac
odleglosci, ale wszystkie w tym samym stosunku) otrzymamy te geometrie, która
uprawiali Euklides i Pitagoras - domene matematyków. Odleglosc nie bedzie tu
juz obiektem badan, ani pole (mozna badac tylko ich stosunek), pozostana
np. katy (tu zas - katy wielokata).
Je1eli dopuscilibY$my wszelkie przeksztalcenia nie wykrzywiajace prostych
i zachowujace ich równoleglosc (przeksztalcenia afiniczne) stracilibysmy moznosc
badania rozwartosci katów. Ciekawe, ze pozostalby wsród obiektów badanych
srodek odcinka.
Wszystkie przeksztalcenia nie "rozrywajace" ani nie "sklejajace" figur
(homeomorfhmy) wyznaczaja geometrie o nazwie topologia (tu z kolei ­
skarpetka). Przeksztalcenia wzajemnie jednoznaczne Ueszcze ogólniejsze - figury
moga sie "rozrywac" i "sklejac";nie moga sie "rozrywac" ani "sklejac" punkty)
wyznaczaja teorie mnogosci - tak jest! - teorie zbiorów.
Mozna wy1ej podane poj~ia zilustrowac w nastepujacy sposób: Przeksztalcenia
kazdej z wymienionych grup pozwalaja pewne figury nalozyc na siebie, zas innych
nie. Te, które dadza sie na siebie nalozyc sa z punktu widzenia odpowiedniej
geometrii identyczne. Na podanym obok rysunku mamy szesc róznych figur
z punktu widzenia geometrii pol01enia, tylko piec róznych z punktu widzenia
geometrii metrycznej (pierwsze dwie sa identyczne), cztery rózne z punktu widzenia
geometrii podobienstw (pierwsze trzy sa identyczne), trzy - z punktu widzenia
geometrii afinicznej (pierwsze cztery, piata i szósta), dwie - z punktu widzenia
topologii (pierwszych piec i szósta) i jedna - z punktu widzenia teorii mnogosci.

Uwaga!

Niedoskonalosc powyzszego tekstu, moze spowodowac kilka nieporozumien. "Odetnijmy sie"
zatem od dwóch najbardziej prawdopodobnych.
~ Zwrot "rózne geometrie" jest uzywany nie tylko w podanym wyzej sensie, lecz takze dla
okreslenia stosunków przestrzennych w róznych przestrzeniach (np. przestrzen Euklidesa
i przestrzen Bolyai-Lobaczewskiego). Tutaj mówimy o róznych geometriach tej samej
przestrzeni (konkretnie Euklidesa). Dla podkreslenia napisalismy wiec "rózne geometrie
kleinowskie". Oczywiscie istnieja rózne geometrie kleinowskie przestrzeni Bolyai-Lobaczewskiego
(choc juz nie takie same) i innych przestrzeni.
- Podane przyklady geometrii sa uszeregowane od najbardziej szczególowej do najbardziej
ogólnej. Geometrii kleinowskich przestrzeni Euklidesa jest wiele (nieskonczenie wiele). Bledem
bylby wniosek, ze dadza sie one wszystkie w takim "rosnacym" ciagu ustawic. Np. grupa
przeksztalcen zachowujacych pola wyznacza geometrie ani bardziej szczególowa, ani bardziej
ogólna od geometrii podobienstw.

CWiczenia

l. Przez wybranie odpowiedniej grupy przeksztalcen okreslic geometrie bardziej ogólna od
geometrii polozenia i zarazem bardziej szczególowa od geometrii metrycznej. Grupa ta musi miec
zatem jakis niezmiennik nieobecny wsród niezmienników izometrii i dopuszczac zmiane
polozenia.
2. W których z wymienionych geometrii mozna sformulowac twierdzenie Pitagorasa. Niby jest
tam mowa o odleglosci, ale ...
3. Jezeli srQdek jest niezmiennikiem geometrii afinicznej to moze byc skonstruowany za pomoca
jej pojec. Istotnie mozna skonstruowac srodek odcinka tylko kresl ac proste i prowadzac
równOlegle (bez cyrkla i zadnego odmierzania). Warto spróbowac.
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Zegar bez wskazówek

Dr inz. Ryszard KUNSKI

1
f=T"

Pieniedzy tez maja ludzie zwykle za malo,

z czego mozna wnioskowac. ze "czas to

pieniadz",

Cez (Cs) to metal alkaliczny. Liczba atomowa
SS. Masa atomowa 132,OS. Izotop naturalny 133

Potencjal jonizacji 3,89 eV. Temperatura
topnienia + 28,SoC, temperatura wrzenia

+ 670·C (pod cisnieniem normalnym).

Gestosc 1,873 g/cm' w temperaturze + 20·C.
Cez odkryli Bunsen i Kirchoff w roku 1860

w trakcie badan spektroskopowych.

W codziennym zyciu wiele naszych dzialan uwarunkowanych jest przez czas. Nie zdajemy sobie
z tego sprawy, bo od pierwszych naszych dni zyjemy w okreslonej cywilizacji, determinujacej
nasze postepowanie, m.in. - w skali czasu.

Dobrze pamietamy pewne zdarzenia, ale nie rejestrujemy uplywu czasu w sposób jednostajny .. '
Uplyw czasu jest tworem wyobrazni czlowieka. Obiektywnie rejestruje sie go za pomoca zegarów.
W miare rozwoju spoleczenstw - rosnie potrzeba rejestracji coraz krótszych odcinków czasu
i rosna wymagania co do precyzji ich pomiarów. Rozwija sie dziedzina nauki i techniki zajmujaca
sie bada.uem zjawisk mogacych stanowic "zegar", tzn. urzadzenie do okreslania odcinków czasu.
Funkcje zegara moga spelniac procesy, które przebiegaja cyklicznie. Moga to byc ruchy Ziemi,
procesy biologiczne, procesy radioaktywne, drgania mechaniczne, drgania elektromagnetyczne,
absorpcja lub emisja kwantów energii przy przejsciach energetycznych atomów i molekul itp.
Wykorzystanie jednej z mozliwych metod czy jakiegos zjawiska do budowy zegara zwiazane jest
z potrzeba pomiaru okreslonego odcinka czasu. We wszystkich pomiarach czasu wykorzystuje
sie w tym celu w sposób umowny cykle przebiegu jakiegos zjawiska, a przez zliczanie cyklicznych
jego przebiegów otrzymujemy informacje, jak "duzo czasu uplynelo".
Sam czas jest pojeciem pierwotnym, ale jak powiedzial jeden z moich kolegów: "ma te ceche,
ze jest go zawsze za malo". W tym humorystycznym stwierdzeniu jest duzo prawdy. W wielu
doswiadczeniach fizycznych i w procesach technicznych pomiar czasu musi byc dokonywany
bardzo szybko. Innymi slowy, zdolnosc rozdzielcza ukladu mierzacego czas musi byc duzo

wieksza od mierzonego odcinka czasu. Oznacza to, ze zjawiska okresowe, wykorzystywane
w danym zegarze, musza trwac duzo krócej od mierzonego odcinka czasu. Wspólczesny rozwój
nauki i techniki, stymulujac z jednej strony rozwój metod i urzadzen, domaga sie jednoczesnie
coraz precyzyjniejszych metod i i narzedzi.
W dziedzinie pomiarów i odtwarzania skali czasu najprecyzyjniejsze sa w chwili óbecnej atomowe
wzorce czestotliwosci. Popularna nazwa tych urzadzen - zegary atomowe - wiaze sie ze scisla
zaleznoscia okresu (f) i czestotliwosci (f), charakteryzujacych kazde zjawisko okresowe. Na
obecnym etapie rozwoju techniki i technologii najszersze rozpowszechnienie znalazly wzorce
czestotliwosci z wiazka atomów cezu, masery wodorowe i wzorce rubidowe z pompowaniem
optycznym. Parametry i wlasciwosci tych wzorców sa rózne, ale wzajemnie sie one uzupelniaja.
Dzieki temu najpowazniejsze laboratoria czasu i czestotliwosci dysponuja zestawem wymienionych
wyzej wzorców. Pozwala to zaspokoic wszystkie potrzeby aktualnych uzytkowników wzorców
czasu (a wiec i czestotliwosci). Nalezy podkreslic, ze pierwotnym wzorcem czestotliwosci, tzn.

takim z którym porównuje sie wszystkie inne wzorce czestotliwosci, jest wzorzec z wiazka atomów
cezu.

Wspólna cecha atomowych wzorców czestotliwosci jest wykorzystanie zbiorowiska swobodnych
atomów wodoru lub metali alkalicznych (z jednym elektronem walencyjnym) w stanie
podstawowym. Przy zachowaniu pewnych warunków technicznych eksperymentu mozliwe jest
wywolanie przejsc pomiedzy odpowiednimi poziomami energetycznymi atomów, a to zwiazane
jest z absorpcja lub emisja kwantu energii. Zachodzi wiec absorpcja lub emisja fali
elektromagnetycznej o okreslonej czestotliwosci.

Przesledz~my procesy i zasade dzialania wzorca z wiazka .atomów cezu. Dla celów stabilizacji
czestotliwosci wykorzystuje sie naturalny izotop cezu CS133 w stanie podstawowym, tzn. w stanie,
w którym atomy posiadaja najnizsza energie potencjalna (nie mylic z energia kinetyczna). Atomy
cezu w stanie podstawowym maja dwa poziomy energetyczne struktury nadsubtelnej o liczbach
kwantowych F = 4 i F = 3. W obecnosci zewnetrznego pola magnetycznego o natezeniu Ho

nastepuje rozszczepienie tych poziomów na 9 i 7 skladowych zeemanowskich (zjawisko Zeemana)
o liczbach kwantowych mp. Jak widac na rysunku, jest to struktura skomplikowana. W cezowych
wzorcach czestotliwosci wykorzystuje sie jedynie dwa poziomy zeemanowskie o liczbach
kwantowych mF = O z grup poziomów F = 3 i F = 4. Realizuje sie przejscia
F = 4, mp = O ~ F = 3, mF = O. Przejscie energetyczne atomu pomiedzy tymi poziomami
zachodzi przy emisji lub absorpcji kwantu energii AE o czestotliwosci Ja = 9192631'770 Hz.
Wartpsc tej czestotliwosci jest aproksymowana dla przypadku, gdy na zbiorowisko atomów cezu nie
dzialaja zadne pola. Ale, jak powiedziano wyzej, dla rozszczepienia poziomów struktury
nad subtelnej na skladowe zeemanowskie konieczne jest dzialanie zewnetrznego pola
magnetycznego o natezeniu Ho. Pole to powoduje, ze czestotliwosc podanego przejscia
energetycznego jest wieksza o wartosc AJ = 427 H6 Oe-zHz. Tak wiec w warunkach fizycznych
realizacji eksperymentu przy przejsciach energetycznych cezu CS133 pomiedzy poziomami
F = 4, mF = O ~ F = 3, mF = O, czestotliwosc przejscia wynosiJ= (9192 631770+

+427 iloZOe-Z)Hz.
Jak dziala wzorzec czestotliwosci z wiazka atomów cezu? Zasadnicza jego cecha jest biernosc.
Oznacza to, ze procesy fizyczne (przejscia energetyczne atomów cezu) sluza jedynie do
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Wspólczynnik liczbowy 427 odnosi sie do
wartosci natezenia pola Ho, wyrazonego
w erstedach. W obowiazujacym obecnie

ukladzie jednostek SI, natezenie pola

magnetycznego nalczy wyrazac w amperach

na metr [A/m]. Z uwagi na dostepna

literature dotyczaca wzorców atomowych
zastosowano "stare" wspólczynniki, wyratone
w ukladzie CGS-M.
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Struktura nad subtelna poziomu energetycznego

atomu zwiazana jest z m o m e n t c m
j a d r o w y m atomu 1 oraz momentem

calkowitym J elektronu na zewnetrznej
orbicie atomu. Z uwagi na mozliwe dwie
wzajemne orientacje tych momentów:

równolegla i antyrównolegla -liczba

F~4 F~3

precyzyjnego okreslenia czestotliwosci z zewnetrznego zródla. W zespole urzadzen stanowiacych
wzorzec mozna wyróznic atomowy dyskryminator czestotliwosci oraz zespól aparatury
elektronicznej z precyzyjnym wzorcem kwarcowym. Dyskryminator czestotliwosci jest ukladem
odniesienia, a wzorzec kwarcowy z aparatura elektroniczna sluzy do wytworzenia sygnalu
mikrofalowego o czestotliwosci przejsc energetycznych atomów cezu. W zespole aparatury
elektronicznej wykorzystuje sie zwykle wysokiej klasy wzorzec kwarcowy o czestotliwosci 2,5 MHz

lub S tdHz. Stanowi on zródlo czestotliwosci sluzacej do wytworzenia sygnalu pobudzajacego
dyskryminator oraz jest zródlem sygnalu dla uzytkownika.
Jak jest zbudowany atomowy dyskryminator czestotliwosci? Zasadniczym zadaniem
dyskryminatora z wiazka cezu jest wytworzenie takich warunków, które umozliwia
oddzialywanie pola mikrofalowego na swobodne atomy cezu. Ma to doprowadzic do wymuszenia
zadanych przejsc energetycznych w cezie przez pole mikrofalowe. Jezeli sygnal mikrofalowy
wywola zadane przejscia energetyczne, zmieni sie natezenie padajacego na detektor strumienia
atomów cezu. Jest to informacja, ze czestotliwosc sygnalu mikrofalowego miesci sie w zakresie
szerokosci atomowej linii rezonansowej dyskryminatora.

sygnal
mikrofalowy
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Istnieje szereg rozwiazan technicznych atomowego dyskryminatora czestotliwosci z wiazka
atomowa cezu. Zasada dzialania jest jednak wspólna. Wiazke atomowa cezu wytwarza sie

w specjalnej wyrzutni. Cez w pojemniku podgrzewa sie do temperatury ok. + 100°C. Preznosc
par cezu w tej temperaturze wynosi ok. 10-6 Tr. W jednej scianie wyrzutni znajduja sie bardzo
precyzyjnie uformowane kanaly, które ksztaltuja efundujace do obszaru z wysoka próznia atomy
cezu w wiazke. Atomy w wiazce poddawane sa kolejno dzialaniu stalego pola magnetycznego
w obszarze magnesu odchylajacego A l, pola mikrofalowego w obszarze rezonatora, stalego pola
magnetycznego w obszarze magnesu A2 i wpadaja w obszar detektora wiazki atomowej. Pola
magnetyczne w magnesach Al i A2, posiadajace natezenie 5-10 kOe i gradient ok. 10 kOelcm,
powoduja, ze wiazka atomowa rozszczepia sie na dwie skladowe. Wykorzystuje sie tu efekt
kwantyzacji przestrzennej momentów magnetycznych atomów cezu. Czesc wiazki w obszarze
magnesu Al odchylana jest w kierunku osi ukladu.
Zalózmy, ze do rezonatora mikrofalowego nie przykladamy pola mikrofalowego lub ze
czestotliwosc tego pola jest tak odlegla od czestotliwosci nominalnej przejscia energetycznego
cezu, ze pole nie dziala na atomy. W takim przypadku w obszarze magnesu A2 wiazka cezu
zostanie odchylona w tym samym kierunku jak w obszarze magnesu Al' Przy podanej konfiguracji
elementów dyskryminatora wiazka atomów cezu nie trafi do detektora. Jezeli w obszarze
rezonatora mikrofalowego wywolamy przejscia energetyczne atomów cezu
(F = 4, mF = O <=L F = 3, mF = O), bedzie to równoznaczne ze zmiana orientacji spinu elektronu
walencyjnego wzgledem momentu jadrowego, a wiec ze zmiana orientacji calkowitego mOmentu
magnetycznego atomów cezu wzgledem kierunku natezenia pola. W takim przypadku w obszarze
magnesu A2 kierunek odchylenia wiazki bedzie przeciwny w stosunku do odchylenia w obszarze
magnesu Ali wiazka trafi na detektor. Pojawi sie sygnal bledu E w postaci pradu plynacego
w obwodzie detektora.

Dlaczego sygnal bledu? Otóz efekt dzialania pola mikrofalowego na atomy cezu w wiazce ma
charakter statystyczny. Prawdopodobienstwo wywolania przejscia energetycznego zalezy m.in. od
róznicy miedzy czestotliwoscia odpowiadajaca srodkowi atomowej linii rezonansowej (w danych
warunkach realizacji eksperymentu) a czestotliwoscia pola mikrofalowego. Tak wiec natezenie
pradu plynacego w obwodzie detektora wiazki atomowej swiadczy o dokladnosci dostrojenia
czestotliwosci pola mikrofalowego do czestotliwosci atomowego dyskryminatora czestotliwosci.
Powiedzielismy we wstepie, ze wzorzec cezowy jest wzorcem typu pierwotnego. Na czym to

polega? Najwazniejsza wl~ciwosda tego urzadzenia jest to, ze uklad atomoweg9 dyskryminatora

czestotliwoSc
sygnalu

mikrofal""""9'>
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czestotliwosc 'srodkl:wa
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Jesli na atomy nie dziala zadne pole

magnetyczne, to poziomy energetyczne

odpowiadajace róznym orientacjom momentu

magnetycznego atomu pokrywaja sie. Mówi

sie, ze poziom F jest 2F+ l-krotnie

zdegenerowany (zwyrodnialy). Jesli na atom

dziala pole magnetyczne, to rózoym

orientacjom momentu magnetycznego

odpowiadaja rózne wartosci energii
potencjalnej momentu magnetycznego; w polu

tym poziomy rozszczepiaja sie. Mówi sie, ze
pole magnetyczne usuwa degeneracje poziomu

energetycznego F.

prac! w dedektorze
sygnai bied u e

kwantowa F poziomów struktury nadsubtelnej

przybiera wartosci F = 1+ J. Dla cezu Csu,
w stanie podstawowym 1 = 7/2, J = 1/2,
wiec F = 7/2 ± 1/2; daje to wartosci F = 4
iF= 3•

Istnienie poziomów zeemanowskich,
oznaczanych za pomoca liczby kwantowej
mp, jest wynikiem magnetycznych

wlasciwosci atomów. Jesli atom znajduje sie

w polu magnetycznym o natezeniu
skierowanym np. wzdluz osi Oz, to istnieje

2F+ 1 mozliwych orientacji momentu

magnetycznego atomu - takich mianowicie,
ze rzuty momentu magnetycznego atomu na

wyrózoiony kierunek przybieraja wartosci
skwantowane. Dla cezu CSI33 w stanie

podstawowym mamy F = 4 i F = 3.

Mozliwych jest wiec 9 i 7 orientacji moment!.

magnetycznego atomu cezu wzgledem

kierunku natezenia zewnetrznego pola
magnetycznego.
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Rozwiazanie zadania M.41

W n-kacie wypuklym z jednego
wierzcholka wychodzi n-3 przekatnych, wobce

czego wszystkich przekatnych jest} n (n - 3)

(dzielimy przez 2, poniewaz kazda przekatna
zostala dwukrotnie policzona: raz przy
kazdym swym koncu). Dwunastokat wypukly
ma wiec S4 przekatne. Przez dowolny punkt
plaszczyzny poprowadzimy proste równolegle
do tych przekatnych. Dziela one plaszczyzne
na 108 katów. Którys z nich musi byc
mniejszy od 4°, gdyz w przeciwnym przypadku
suma wszystkich katów bylaby;' 108· 4° =
732° - sprzecznoSC.Przekatne równolegle do
prostych wyznaczajacych kat < 4· same
tworza kat <4°.

Sekunda jest czasem równym 9 192 631 770
okresów promieniowania odpowiadajacego
przejsciu miedzy dwoma nadsubtelnymi
poziomami stanu podstawowego atomu cezu
133".
Definicja ta jest oparta na uchwalach Xl
Generalnej Konferencji Miar 1960 r.
Zarzadzenie Prezesa Centralnego Urzedu
Jakosci i Miar z dnia 17 kwietnia 1971 r.
Monitor Polski, r 2S, z dnia 3 maja 1971).

czestotliwosci umozliwia autokalibracje. Dzieje sie tak z dwu glównych przyczyn. Po pierwsze ­
zbiorowisko atomów cezu, decydujace o wartosci czestotliwosci wlasnej atomowego
dyskryminatora czestotliwosci, ma cechy zbioru atomów swobodnych. Dzieki temu, ze w obszarze
oddzialywania pola mikrofalowego atomy uformowane sa w wiazke, pomija sie wplyw zderzen
pomiedzy atomami na czestotliwosci przejscia energetycznego. Cez w postaci gazu atomowego
przy odpowiedniej konstrukcji dyskryminatora posiada cechy zbiorowiska swobodnych atomów.
Konstrukcja dyskryminatora i dobór materialów powinny byc takie, aby atomy w wiazce byly
chronione przed dzialaniem niepozadanych pól. Po drugie - dla uzyskania rozszczepienia
zeemanowskiego w obszarze rezonatora konieczne jest wytworzenie stalego pola magnetycznego
o natezeniu Ho. Pole to, konieczne dla wlasciwego dzialania dyskryminatora, wplywa na
czestotliwosc wlasna dyskryminatora. Jest to efekt szkodliwy, wynikajacy z zasady dzialania
i konstrukcji urzadzenia.

Kapitalne jednak znaczenie ma okolicznosc, ze wplyw tego efektu mozna okreslic za pomoca
tego samego dyskryminatora. Wykorzystuje sie tu przejscia LImF = ±1 dla poziomu F = 4 lub
F = 3 struktury nadsubtelnej. Czestotliwosc zwiazana z przejsciem mI' = O ~ mI' = ± 1 dla
poziomu F = 3 lub F = 4 wynosi ok. 350 kHz dla pola o nateieniu Ho = 1 Oe. W typowych
konstrukcjach dyskryminatorów cezowych natezenie pola Ho wynosi 20 do 50 mOe, co .
odpowiada czestotliwosci przy przejsciach mI' = ± 1 od 7 do 17,5 kHz. Jesli w obszarze
rezonatora mikrofalowego bedzie dzialalo dodatkowe pole elektromagnetyczne o czestotliwosci
odpowiedniej dla wywolania przejsc LImF = ± I, F = O, to spowoduje ono wzrost lub zmniejszenie
wartosci pradu plynacego w obwodzie detektora atomowego dyskryminatora czestotliwosci.
Efekt ten nastapi tylko przy okreslonej czestotliwosci tego pola, wyznaczonej przez wartosc
natezenia stalego pola Ho. Tak wiec przez pomiar czestotliwosci pola wywolujacego przejscia
Llmp = ±1 mozna okreslic natezenie pola Ho. Pozwala to na okreslenie wlasnego bledu
atomowego dyskryminatora czestotliwosci. Uklad jest samokalibrowalny, dzieki czemu traktuje
sie go w chwili obecnej jako pierwotny wzorzec czestotliwosci. Czestotliwosc przejscia
energetycznego cezu Cs133 stanowi równiez podstawe obowiazujacej obecnie definicji sekundy.
Podany wyzej opis zasady dzialania wzorca z wiazka cezu zawiera jedynie szkic kinetyki dzialania
takiego ukladu. Warunków technicznych koniecznych dla realizacji eksperymentu jest w
rzeczywistosci duzo wiecej. W technicznej realizacji wzorca wystepuja ponadto bardzo powazne
prbblemy materialowe i technologiczne. We wzorcu atomowym spotykaja sie techniki wysokiej
prózni, stalych i zmiennych pól magnetycznych, mikrofal, pomiarów pradów ekstremalnie malych,
ukladów pomiarowych ekstremalnie stabilnych sygnalów wzorcowych i in.
Z tych powodów budowa atomowych wzorców czestotliwosci moga zajmowac sie tylko
laboratoria majace zaplecze technologiczne i techniczne na bardzo wysokim poziomie. Przy
budowie wzorców atomowych wykorzystuje sie zwykle doswiadczenia i mozliwosci
technologiczne wielu instytutów i fabryk. Tak bylo przy budowie pierwszego w Polsce wzorca
z wiazka cezu. Prace nad atomowym cezowym wzorcem czestotliwosci rozpoczeto w Instytucie
Podstawowych Problemów Techniki PAN w roku 1960. W sklad zespolu pracowników naukowych
wchodzili prof. dr S. Hahn (kierownik pracowni), dr inz. A. Chachulski oraz autor niniejszego
artykulu. Model laboratoryjny wzorca uruchomiono w roku 1966. W latach nastepnych,
w pracowni Atomowych Wzorców Czestotliwosci IPPT, pod kierownictwem
dr A. Chachulskiego, prowadzono prace nad wzorcem czestotliwosci typu stacjonarnego,
przeznaczonego dla Krajowej Sluzby Czestotliwosci Wzorcowych. W roku 1972 wzorzec cezowy
wraz z odpowiednia aparatura towarzyszaca przekazano resortowi lacznosci. Od roku 1972
sygnaly czestotliwosci wzorcowej, emitowane przez stacje Warszawa I, odnoszone sa do
czestotliwosci wzorca atomowego.
W czasie realizacji prac nad wzorcami atomowymi z zespolem pracowników w IPPT
wspólpracowali scisle specjalisci z wielu instytutów i zakladów produkcyjnych w kraju.
Z uslug systemów czestotliwosci wzorcowej korzysta nie tylko sluzba czasu, ale tez wiele innych
dziedzin nauki i techniki: radionawigacja, geode~a, radiokomunikacja i inne. Od precyzji zródel
sygnalu Wzorcowego zalezy bezpieczenstwo i prowadzenie lotów kosmicznych - z jednej strony
oraz dokladnosc i szybkosc pomiarów w przemysle - z drugiej, zeby juz nie wspomniec
o dokladnych pomiarach bardzo szybkich i niezwykle krótkotrwalych zjawisk w laboratoriach
naukowych.

Nowy rekord

Pisalismy w zeszlym roku (<<Delta», 1974,3, str. 5) o matematyku pracujacym w Europejskiej
Organizacji Badan Jadrowych CERN pod Genewa, który w ciagu 5 minut obliczyl pierwiastek
19 stopnia z liczby 133 cyfrowej. Rekord zostal pobity latem 1974 roku. Tym razem zadanie
bylo trudniejsze. Wim Klein obliczyl pierwiastek 37 stopnia z liczby 220 cyfrowej w czasie
3 minut i 26 sekund. System kontroli byl dokladnie taki sam jak poprzednio. Wynik sprawdzono
przy pomocy maszyny cyfrowej. Okazal sie bezbledny.
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mala delta

Samochód, który spadl w przepasc, moze wrócic na szose
i pojechac dalej, ale ... jest to bardzo malo prawdopodobne

Znamy wiele takich 'procesów, których odwrócenia nikt nigdy nie obserwowal., ,
Gdyby.ktos puscil dowolny film od tylu, wszyscy zaczeliby sie smiac, natomiast
fizycy oburzyliby sie, ze cos tu nie jest w porzadku, ze ogladane zdarzenia sa
sprzeczne z prawami przyrody. Nie zdarza sie na przyklad, zeby herbata, która
byla od godziny w filizance, nagle samorzutnie zaczela stawac sie coraz bardziej
goraca. Podobnie nikt nie widzial, zeby, jak to sugeruje tytul, energia spadajacego
samochodu, która rozproszyla sie wsród czasteczek ziemi w postaci ciepla,
z powrotem skupila sie w samochodzie w postaci energii kinetycznej, dzieki której
wznióslby sie on do góry. Albo: ciy ktos widzial, zeby gaz, wypelniajacy naczynie,
samorzutnie skupil sie w jego polowie, pozostawiajac w drugiej polowie próznie?
Zastanówmy sie nad tymi niemozliwymi procesami na przykladzie owego gazu,

skupionego w polowie naczynia. Wyobrazmy sobie, ze w,calym naczyniu jest tylko
jedna czasteczka. Prawdopodobienstwo, ze znajduje sie ona w lewej polowie
naczynia, wynosi oczywiscie 1/2. Gdyby w naczyniu znajdowaly sie dwie
czasteczki, to prawdopodobienstwo, ze obie znalazlyby sie w lewej polowie

naczynia, wyniosloby ~ . ~ = ~. Latwo teraz obliczyc prawdopodobienstwo,

ze wszystkie czasteczki znajduja sie w lewej polowie naczynia, gdy czasteczek tych
jest 10. Wynosi ono

1 1 1 1 1
'2. 2·"Z = 210' = 1024 .

Gdybysmy umieli sfotografowac gaz w naczyniu tak, zeby widac bylo wszystkie
czasteczki, to tylko w jednej na tysiac klatek sytuacja bylaby taka, ze lewa polowa
naczynia zawieralaby 10 czasteczek, a prawa zadnej.
Ogólnie, gdy w naczyniu znajduje sie N czasteczek, to prawdopodobienstwo, ze

wszystkie one skupiaja w lewej polowie naczynia wynosi 2~ • W praktyce liczba

czasteczek gazu w naczyniu jest na ogól bardzo duza. Litrowe naczynie wypelnione
powietrzem o temperaturze O°Ci pod cisnieniem atmosferycznym zawiera okolo
3 . 1022 czasteczek. Prawdopodobienstwo, ze w wyniku bezladnego ruchu
w pewnej chwili wszystkie czasteczki powietrza wypelnia polowe litrowego
naczynia, wynosi

1
23:1022

Jest ono niezmiernie male. Gdybysmy mieli ogromna liczbe zdjec naczynia,
uwidaczniajacych polozenie wszystkich czasteczek w róznych chwilach czasu,
i przegladali te zdjecia z szybkoscia miliona zdjec na sekunde, to nie
starczyloby nam nie tylko naszego zycia, ale i wiek Ziemi bylby za krótki na to,
by natrafic na tak niezwykly przypadek. Tak wiec, mimo ze prawa ruchu tego nie
zabraniaja, samorzutne skupienie czasteczek gazu w polowie naczynia jest
praktycznie niemozliwe. Czy to wyjasnienie pomaga równiez zrozumiec brak
pozostalych, niemozliwych procesów?
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Klopotów królewskiego blazna ciag dalszy

Na dworze króla Ponuraka odbedzie sie losowanie. W dwóch
dzbanach - greckim i perskim - zostanie rozmieszczonych
6 kul: 3 biale i 3 czarne. Król rzuci swoja zlota koscia do gry.
Jezeli wyrzuci nieparzysta ficzbe oczek, wyciagnie jedna

kule z greckiego dzbana. Jezeli wyrzuci parzysta, ~Ii'~A

wyciagnie kule z dzbana perskiego. Gdy wylosowana .' "'<\.I}/ /~

w ten sposób kula bedzie biala, blazen Smieszek zostanie ~I "'J V,' /J 1uwolniony od kary. Natomiast czarna kula oznacza dla II~r \ ( .. I

Smieszka skazanie na chloste i ciemnice. Król zgodzil sie
laskawie, aby kule do dzbanów wlozyl sam blazen,
i zostawil mu troche czasu do namyslu. Nawet nie
przypuszczal, ze Smieszek postanowil spróbowac tak
rozmiescic kule w dzbanach, aby miec wieksza od 1/2
szanse uwolnienia.
Na poczatek wlozyl do greckiego dzbana 2 kule biale,
a do perskiego pozostale: l biala i 3 czarne.
- Zobaczmy, jak wygladaja moje szanse przy takim
ulozeniu kul- mówi do siebie. - Szansa wybrania
dzbana greckiego jest taka sama, jak dzbana perskiego,
kazda z nich jest równa 1/2. Jezeli król wylosuje dzban
grecki, to oczywiscie wyciagnie z niego biala kule, bo sa
tam tylko dwie biale i zadnej innej. Jezeli wybierze dzban
perski, to szansa, ze wyciagnie z niego kule biala, wynosi
1/4, bo na 4 kule w dzbanie perskim jedna jest biala.

(Nasi Czytelnicy znaja to takze z rozwazan w poprzednim
numerze «Delty»).
Smieszek narysowal sobie wszystkie mozliwosci i otrzymal
taki schemat jak na rysunku.
Podobne, lecz prostsze schematy nazywalismy poprzednio
rozgalezieniami. Tu rozgalezienie jest bardziej
rozrosniete i Smieszek nazwal je drzewkiem.
Moze zajsc jedno z trzech zdarzen - mysli Smieszek ­
przy czym kazdemu z nich odpowiada jedna galaz drzewka.
Jezeli król wylosuje dzban grecki, to wyciagnie z niego
biala kule i zostane uwolniony. Jezeli król wylosuje dzban
perski i wyciagnie z niego biala kule, wówczas takze
zostane uwolniony. Jezeli król wylosuje dzban perski
i wyciagnie z niego kule czarna - zostane skazany.
Teraz Smieszek chce obliczyc prawdopodobienstwo
spJ;zyjajacych uwolnieniu go dwóch pierwszych zdarzen.
Wie, ze informacji dostarczyc mu moze wykonanie duzej
liczby doswiadczen, wiec mysli sobie tak:
- Gdyby król chcial wykonac cale losowanie 1000 razy,
to okolo 500 razy musialby wyciagnac kule z greckiego
dzbana i okolo 500 razy z perskiego. Z greckiego dzbana
zawsze wyciagnie kule biala. Oczywiscie musi ja przed
powtórzeniem doswiadczenia wrzucic z powrotem do
dzbana. Natomiast szansa wyciagniecia kuli bialej
z perskiego dzbana jest równa 1/4, wiec przy okolo 500
ciagnieniach powinien wyciagnac biala kule wokolo
125 przypadkach. Czyli razem na 1000 losowan okolo
625 ll9winno zakonczyc sie wyciagnieciem kuli bialej:

625 5
1000 - 8·
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Taka jest moja szansa na uwolnienie. Znakomicie! Jest to
szansa wieksza niz 1/2, a wiec przechytrzylem króla­
ucieszyl sie blazen.
- Ale moze da sie znalezc jeszcze lepsze rozmieszczenie
kul? - pomyslal i narysowal szybko wszystkie mozliwe
rozmieszczenia kul w dzbanach.
Potem dla kazdego z tych rozmieszczen narysowal
drzewko i przeprowadzil potrzebne obliczenia. Szlo to
szybko, bo po kilku próbach zauwazyl, ze obliczenia
mozna sobie uproscic, i nie liczyl juz szansy dla bardzo
wielu prób. Rysunek pokazuje, jak to na przyklad
wygladalo dla jednej kuli bialej i jednej czarnej w greckim
dzbanie, a dwóch bialych i dwóch czarnych w perskim.
Takie rozlozenie kul w dzbanach daje wiec
prawdopodobienstwo uwolnienia blazna równe

1 1 1
4'+4'=2"'

Proponujemy naszym Czytelnikom, aby sami spróbowali
w ten sposób znalezc najlepsze rozmieszczenie kul. Swoje
rozwiazanie bedziecie mogli porównac z rozwiazaniem
Smieszka w nastepnym numerze.

Kran zamiast kuchenki

Cale popoludnie mój mlodszy brat Maciek przeprowadzal
w kuchni jakies eksperymenty z goraca woda; wynikiem
ich bylo kilka peknietych sloików i poparzony palec.
Wieczorem przyszedl do mnie z dosyc skwaszona mina.
- Musisz mi pomóc. Cos mi sie wydaje, ze Jacek, ten
którego nazywamy Grubym, zakpil ze mnie i kilku
jeszcze chlopaków. Dzis po lekcjach zaprosil nas do siebie
i oswiadczyl z tajemniczym usmiechem, ze bedziemy
swiadkami zjawiska, które byc moze wystepuje po raz
pierwszy od chwili powstania Ziemi. Ten jego usmiech byl
troche podejrzany. Posluchaj jednak, co bylo dalej. Gruby
zagotowal w zwyklej kolbie troche wody. Nastepnie zdjal
kolbe z ognia i woda oczywiscie przestala wrzec. Wtedy
Gruby krzyknal: "Patrzcie, bo wiecej tego nie zobaczycie!",
polal kolbe zimna woda i, wyobraz sobie, woda zawrzala.

- Cos podobnego! - udalem wielkie zdziwienie. - Na
pewno zaraz po zdjeciu kolby z ognia zatkal ja korkiem
gumowym, w przeciwnym bowiem przypadku
musielibysmy uwierzyc, ze Gruby zmusil do
posluszenstwa Demona Maxwella.
- Zmówiliscie sie, czy co? Jeszcze by demonów w fizyce
brakowalo? - rozzloscil sie Maciek. - Ale faktem jest,
ze zapomnialem o tym korku, ze to tylko po to, zeby mU
sie zimnej wody nie nalalo do srodka.
- Nie tylko. Szczelny korek ma zasadnicze znaczenie.

_Zjawisko, które pokazal wam Gruby, jest bardzo
pospolite i powinniscie je sami zrozumiec. Gruby
zazartowal sobie korzystajac z waszej ignorancji. Moge
ci tylko podpowiedziec, ze jest pewien zwiazek miedzy
tym zjawiskiem a gotowaniem wody wysoko w górach. _
Pamietasz, jak gotowalismy w górach jajka na miekko?
- Zaraz, cos sobie zaczynam przypominac. Dobrze, zajme
sie tym, powiedz mi jeszcze, co z tym demonem. Czy to
tez zart?
- Wcale nie, ale o tym za miesiac.

<<Mala Delte» opracowali:M. Izycki, P. Nowicki, A. Olecka, D. Zieminska.
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«Delta» z wizyta na Seminarium UNESCO
"Matematyka w naukach spolecznych", Jablonna, od S vn do 13 vm 1974

• Usiluje rozmawiac jednoczesnie z Rafem (Moskwa) po rosyjsku i z Syahruddinem (Sumatra) po angielsku: - You nOHHMaew?­
zwracam sie do Rafa, wszystko mi sie poplatalo. Smiech uniemozliwia dalsza rozmowe.
• Plansza gry "risk" jest uproszczona mapa swiata. - Oh, my Siberia! - zrozpaczony Borys (Nowosybirsk) traci ostatniego piona na tym
terytorium i Khalifa (Kair) wprowadza tam z triumfem swoje wojska poprzez Ciesnine Beringa. "Risk" dostarcza co wieczór dobrej
zabawy zarówno graczom, jak i kibicom, których czarny jak smola Sam (Akkra) nazywa zagranicznymi doradcami.
• - Wonderful !- Alan (Southampton) spóznil sie na kolacje. Jest zachwycony, bo zwiedzajac Warszawe trafil na ciuchcie, wsiadl w nia
i dojechal az do Radzymina. Zobaczyl kawalek zwyczajnej Polski. Alan kazda wolna chwile spedza na zwiedzaniu. Zdobyl juz sobie
przydomek "Alan the Traveller" (Alan Podrózniczek).
• - W zyciu Francuza najwazniejsza role odgrywaja dziewczyny, wina i sery - rozwaza glosno Claude (Aix-en-Provence). - Pochwale
wina i pochwale dziewczyny mozna po francusku wyrazic na setki sposobów, slownictwo tu jest niezwykle bogate, pelne subtelnych odcieni
nieprzetlumaczalnych na zaden inny jezyk. Z serem jest inaczej, ser nazywa sie tak a tak i jest lepszy lub gorszy; brak mu zupelnie tej
poetyckiej oprawy jezykowej. - Jest to zadziwiajace zjawisko jezykowe - mówi calkiem juz serio - i na pewno jest jakos uwarunkowane
historycznie i spolecznie. Ale jak? Warto by przeprowadzic odpowiednie badania, wyniki moglyby okazac sie bardzo interesujace. Tylko
czy znajdzie sie taki odwazny, który da na to pieniadze?
W oficjalnym podsumowaniu VII Seminarium UNESCO "Wykorzystanie matematyki w naukach spolecznych" scenki takie, i podobne,
kryja sie pod kryptonimem "ogólna atmosfera". Czytamy tam:
"Ogólna atmosfera Seminarium byla jego szczególna zaleta. W rezultacie wspólnego pobytu w stosunkowo odosobnionym miejscu~
uczestnicy i wykladowcy szybko nawiazali ten typ kontaktów nieformalnych, który stanowi najlepsza podstawe do wspólnej dzialalnosci
intelektualnej".
Na czym polegala ta wspólna dzialalnosc intelektualna? Seminarium, siódme z cyklu odbywajacych sie co 2 lata tego rodzaju spotkan,
zostalo zorganizowane przez UNESCO i Wydzial Nauk Spolecznych PAN. Jak wszystkie, mialo ono na celu umozliwic uczestnikom jak
najliczniejszych krajów zapoznanie sie z najnowszymi osiagnieciami w zakresie wykorzystania matematyki w naukach spolecznych ­
naukach o czlowieku i jego oddzialywaniach ze srodowiskiem, w którym zyje (ekonomii, socjologii, psychologii). Mialo równiez ulatwic
konfrontacje i porównania tego, co robi sie w róznych osrodkach naukowych czy róznych dyscyplinach.
Seminarium zgromadzilo okolo 30 osób (uczestników i wykladowców) z 14 krajów i 5 kontynentów. Kierownikiem naukowym byl
prof. dr K. Szaniawski z Uniwersytetu Warszawskiego, organizacje nadzorowal doc. dr hab. H. Kubiak z Uniwersytetu Jagiellonskiego,
a koordynatorem calosci z ramienia UNESCO byl dr Z. Goulekva z Gruzinskiej SRR. Zawodowo stanowili grupe dosc specyficzna. Prócz .
statystyków ekonomistów, socjologów i psychologów spotkac tu mozna bylo i logika zajmujacego sie socjologia, i psychologa, który ma
w swoim dorobku ksiazki i prace naukowe z "czystej" matematyki. Byl socjolog dowodzacy twierdzen z teorii informacji i byl
matematyk publikujacy swe prace w czasopismach psychologicznych. Wysluchali oni 11 róznych cykli wykladów i pieciu krótszych odczytów
poswieconych bardzo róznorodnej problematyce szczególowej. Wszystkie bez wyjatku dotyczyly mozliwosci i sposobów wykorzystywania
matematyki przy analizie i opisie zjawisk spolecznych.
Dlaczego usiluje sie stosowac matematyke w naukach spolecznych? O ile jeszcze w odniesieniu do ekonomii odpowiedz wydaje sie dosc
prosta - zdazylismy sie juz bowiem przyzwyczaic, iz w ekonomii buduje sie modele formalne, pozwalajace na opis i analize zachodzacych
zjawisk oraz na przewidywanie (lepsze lub gorsze) skutków podejmowanych dzialan - o tyle sensownosc zenienia socjologii i psychologii
z matematyka wydaje sie znacznie mniej oczywista. Co wiecej - wiadomo dobrze, ze panujaca obecnie w nauce moda na matematyzowanie
"wszystkiego co sie rusza" czesto staje sie parawanem dla braku glebszej mysli, metoda mówienia rzeczy prostych w sposób mozliwie
niezrozumialy i skomplikowany. Ze tak nie jest zawsze, ze pewne problemy, np. wlasnie z zakresu psychologii i socjologii, daja sie
w sensowny sposób sformulowac i rozwiazywac dopiero wtedy, gdy zaangazuje sie do tego wlasciwy aparat matematyczny, mozna sie bylo
przekonac równiez i na omawianym tu spotkaniu.
Wezmy dla przykladu pod uwage zagadnienie nastepujace:
Zbadane. grupe uczniów szkól srednich. Badania dotyczyly postaw mlodziezy wobec szkoly, domu, spoleczenstwa, samych siebie. Kazda
osoba badana wypelniala ankiete odpowiadajac na szereg postawionych jej pytan. Prócz tego kazda z nich zbadano przy pomocy zestawu
testów psychologicznych, uzyskujac informacje o szeregu wlasciwosci psychicznych: inteligencji, neurotycznosci, agresywnosci itp. Zespól
przeprowadzajacy badania pragnie uzyskac odpowiedzi na najróznorodniejsze pytania: Czy mozna wyróznic jakies typowe postawy lub ich
zespoly? Czym sie one charakteryzuja? Czy moze jest to tak, ze pewne postawy wiaza sie scisle z pewnymi charakterystykami czysto

Dr Samuel Addo w Zelazowej Woli ,. Na pozellllalnym koktajlu. Od lewej: l. Coleman, C. Flament, autor, Z Walaszek - Coleman.



Na pozegnalnym koktajlu. Od lewej: G. Lissowski (Uniwersytet Warszawski),
A. Kapiszewski (Uniwersytet Jagiellonski), J. Coleman (Uniwersity of Chicago),
Z. Goulekva (UNESCO), W. Kamler (PAN), H. Kubiak (Uniwersytet Jagiellonski),
K. Szaniawski (Uniwersytet Warszawski).

Oni wykorzystuja matematyk~ w badaniach spolecznych.
Od lewej: R. Hall (Australia), J. Coleman (USA)
C. Flament (Francja)

psychologicznymi'? I tak dalej. Istotna cecha tak pomyslanego badania jest to, ze nie interesuja nas tu charakterystyki poszczególnych osób
badanych - chcemy dowiedziec sie czegos o calej zbiorowosci, wychwycic ewentualne prawidlowosci.
Jesli wyobrazimy sobie, ze osób badanych bylo kilkaset, a o kazdej z nich uzyskano kilkadziesiat informacji (nie jest to sytuacja rzadka
w praktyce badan eksperymentalnych), to jasne sie stanie, ze poslugujac sie golym okiem i zdrowym rozsadkiem nie bedziemy umieli
wykorzystac jednoczesnie wszystkich otrzymanych informacji i wylowic ewentualnych prawidlowosci, Rodzi sie wiec potrzeba przetworzenia
uzyskanego materialu w taki sposób, by to, co sie otrzyma, dawalo sie juz ogarnac wyobraznia.
Jednym z prostych, a niezwykle (jak tego dowodza przyklady Linneusza i Mendelejewa) owocnych zabiegów pczwalajacych lepiej poznac
nasz swiat jest klasyfikacja, podzial zbioru badanych obiektów na pewne rozlaczne podzbiory. Im te podzbiory sa bardziej)~=-~
wewnetrznie i im bardziej róznia sie miedzy soba pod wzgledem badanych cech, tym wiecej wniosków lub hipotez o rzeczywistosci mozna
sformulowac. Metody klasyfikacji tego typu nazywa sie u nas, ze wzgledu na panujaca mode na zagraniczne wyrazy, "procedurami
taksonomicznymi".
W omawianym tu przykladzie mozna by próbowac postapic tak: Kazda osoba badana reprezentowana jest przez zbiór informacji o niej.
Pewne osoby moga okazac sie identyczne - na wszystkie pytania odpowiedzialy tak samo i uzyskaly te same wyniki w badaniach
psychologicznych. Latwo równiez jest wskazac osoby, które róznia sie malo, i takie, które róznia sie bardzo. Stad pomysl: nalezy jakos
mierzyc "odleglosci" pomiedzy róznymi osobami badanymi. Mówiac porzadniej, nalezy zmetryzowac w jakis sensowny i zgodny z intuicja
sposób zbiór wyników badania (por. artykul M. Moszynskiej o przestrzeniach metrycznych w poprzednim numerze «Delty»). Przypuscmy,
ze sie to udalo. Nastepnym krokiem byloby dokonanie takiej klasyfikacji naszego zbioru wyników, by wewnatrz otrzymanych grup odleglosci
byly jak najmniejsze, a jednoczesnie pomiedzy grupami jak najwieksze. Gdyby nam sie i to udalo, to uzyskalibysmy klasyfikacje z której,
byc moze, udaloby sie odczytac pewne odpowiedzi na postawione wczesniej pytania.
Czy jednak mozliwe jest wprowadzenie do naszego zbioru wyników "sensownej" metryki'? Jesli tak, to czy, kiedy i w jaki sposób moze stac
sie ona podstawa do przeprowadzania klasyfikacji spelniajacej nalozone warunki'? Jesli to jest mozliwe, to jak tego dokonywac w praktyce'?
Okazuje sie, ze sa to pytania z matematyki i ze w pewnych przypadkach mozna na nie odpowiedziec zadowalajaco. Te wlasnie problemy
byly tematem cyklu wykladów profesora Borysa ("Oh, my Siberia!") Mirkina, matematyka z Instytutu Ekonomii Syberyjskiego Oddzialu
Akademii Nauk ZSRR.
Dr Marek Styczen z Wydzialu Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego zaproponowal zupelnie inna procedure taksonomiczna, oparta nie
na pojeciu odleglosci pomiedzy wynikami osób badanych, lecz na pewnych pomyslach zwiazanych ze statystyka matematyczna. Metoda ta
zostala wypróbowana na uczestnikach Seminarium, klasyfikacji dokonano przy uzyciu komputera GIER. Uzyskano wynik, który
wyróznial jedna stosunkowo duza podgrupe uczestników i kilka jedno- lub dwuosobowych podgrupek. Blizsza analiza skladu tej duzej
podgrupy wykazala, ze sa to "mlodzi (do 35 lat), niepalacy (do 3 papierosów dziennie), z malych miast (do 3 . 106 mieszkanców)". Warto
podkreslic, ze granice te (35 1., 3 papierosy, 3 miliony mieszkanców) nie byly ustalone z góry i nie stanowily wstepnej podstawy
klasyfikacji. Z komputera wyszla jedynie lista osób, które zostaly zaliczone przy pomocy zaprogramowanej procedury do jednej grupy.
Fakt, ze te wlasnie kryteria wyrózniaja trzon uczestników, zostal "odkryty" dzieki zastosowaniu procedury taksonomicznej (np. odkryto
równiez, ze ilosc wypitego w czasie trwania Seminarium alkoholu w zasadzie nie róznicowala uczestników).
Procedury klasyfikacyjne mozna i warto stosowac tylko w takich sytuacjach, w których intuicja badawcza pozwala przypuszczac, ze grupa
badanych obiektów (np. osób) da sie w jakis sensowny sposób podzielic na istotnie rózniace sie miedzy soba podzbiory. Nie zawsze jednak
tak jest. W badaniach socjologicznych dotyczacych postaw i pogladów czesto oczekuje sie wniosków w postaci "jesli ktos jest taki a taki
i robi to a to, to ma takie a takie poglady". Oczekuje sie wiec, ze wnioski z przeprowadzonego badania beda mialy charakter implikacji.
Implikacje tlumacza sie na jezyk rachunku zbiorów jako zawierania sie pewnych zbiorów w innych. Wynika stad, ze taksonomia,
prowadzaca do wyrózniania zbiorów rozlacznych, nie jest najwlasciwsza metoda analizy danych w takiej sytuacji.
Profesor Claude (rozwazania o serach) Flament z Wydzialu Psychologii Uniwersytetu w Aix-en-Provence Gest on specjalista z zakresu
psychologii spolecznej) zademonstrowal na swoich wykladach metode analizy danych pozwalajaca na odkrywanie wlasnie takich struktur
implikacyjnych. Narzedzia potrzebne do analizy tego rodzaju danych istnialy, jak sie okazuje, od wielu dziesiatków lat: jest to aparat
pojeciowy teorii algebr Boole'a (zob. np. cytowana w artykule o zbiorach rozmytych ksiazke W. Marka i J. Onyszkiewicza).
C. Flament wpadl na pomysl, by je odpowiednio wykorzystac. Praktyczne skutki okazaly sie niezwykle owocne. Dla przykladu:
w przeprowadzonych przed kilku laty badaniach nad pogladami politycznymi Francuzów zastosowano do analizy wyników te wlasnie
metode. Jedna z implikacji wylowionych przez (odpowiednio zaprogramowany) komputer po przetlumaczeniu na jezyk potoczny brzmiala:
"Jesli ktos jest czlonkiem zwiazków zawodowych i uwaza, ze sytuacja ekonomiczna Francji pogarsza sie, to jest przeciwnikiem de Gaulle'a".
Malo to moze odkrywcza obserwacja, ale dobrze swiadczaca o sensownosci i skutecznosci metody.

*
Przytoczone tu przyklady obejmuja niewielki tylkó fragment problematyki omawianej na Seminarium. Do problemów wykorzystywania
matematyki w dziedzinach tradycyjnie od niej odleglych bedziemy jeszcze wracac niejednokrotnie, miedzy innymi w artykulach uczestników
Seminarium.

Fot. W. SwitaIski T.B.I.
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Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

PRAWO OHMA DO LAMUSA?-CZYLI STRASZNE WNIOSKI, DO JAKICH MOZNA
DOJSC PRZY CECHOWANIU PIROMETRU

W ubieglym miesiacu skonstruowalismy wspólnie pirometr, który moze sluzyc do
pomiaru temperatury silnie rozgrzanych cial. Sklada sie on z zaróweczki, bateryjki
i spirali grzejnej, polaczonych w szereg. Regulujac prad zaróweczki przy uzyciu
spirali jako opornicy suwakowej doprowadzamy do zrównania sie temperatury
wlókna zaróweczki z temperatura na przyklad plomienia swiecy, co poznajemy po
tym, ze wlókno obserwowane na tle plomienia zlewa sie z nim. Odczytujemy
nastepnie polozenie suwaka naszej opornicy i ... nadal nie znamy temperatury.
Aby móc okreslic jej wartosc, zajmiemy sie zagadnieniem z pozoru nie
zwiazanym z budowa pirometrów, a mianowicie

CZY:2:ARÓWKA SPELNIA PRAWO OHMA?

B~

~~~

/~ ,.

Na takie pytanie moze odpowiedziec jedynie doswiadczenie. Dla wykonania go
zestawiamy obwód wedlug rysunku. Wykorzystujemy druga spirale napieta na tej
samej linijce, co pierwsza, która sluzyla nam do regulacji pradu w zarówce. Nasz
obwód rózni sie od pierwotnego obwodu pirometru jedynie tym, ze miedzy bieguny
baterii zostala wlaczona dodatkowo druga spirala. Chcemy wiedziec, jakie jest
napiecie na zarówce, czyli napiecie punktu A wzgledem punktu B. Znajdziemy
w tym celu na drugiej spirali punkt C o potencjale równym potencjalowi punktu A.
Wtedy napiecie punktu C wzgledem punktu B (UCB)' równe napieciu na zarówce,
obliczymy latwo wiedzac, ze napiecie spada proporcjonalnie do dlugosl';
przewodnika:

UCB _ ICB
.U"--1-'

gdzie ICBjest odlegloscia miedzy punktami C i B,zas 1- calkowita dlugoscia
spirali, a U" - napieciem baterii. Na pewno zapytacie teraz: A po czym poznac
ten punkt C, którego potencjal równy jes.t potencjalowi punktu A? Bardzo prosto:
trzeba je polaczyc drutem. Jesli potencjaly punktów sa równe, pomimo polaczenia
ich prad nie poplynie i nic w obwodzie sie nie zmieni, a w szczególnosci zarówka
nie zmieni natezenia swiecenia. Przy nierównych potencjalach poplynie prad przez
laczacy przewód i, w zaleznosci od jego kierunku, zarówka rozjasni sie lub
zmniejszy natezenie swiecenia. W praktyce jeden koniec przewodu laczymy na
stale z punktem A, a drugim koncem z dolaczona wtyczka radiowa dotykamy
spirali w róznych punktach szukajac takiego, w którym zwieranie nie powoduje
zmiany jasnosci zarówki. W taki sposób okreslimy napiecie na zarówce:

IBC
Uz= U"-I-'

Oczywiscie napiecie na opornicy regulujacej prad zarówki wyniesie:

UR = U,,- Uz = U I-IBC" I .

Mozemy teraz obliczyc natezenie pradu plynacego przez opornice IR, jesli tylko
znamy jej opór R1:

IR = UR = U" I-IBC
R1 R1 I .

Jest ono oczywiscie równe natezeniu pradu plynacego przez zarówke Iz. Brakujacy
opór R1 wyliczamy ze wzoru wynikajacego z II prawa Ohma:

11
R1 = RT,

te



gdzie R jest oporem calej spirali, a 11 dlugoscia jej czynnej czesci. Wobec tego
mamy:

11 = IR= C;; 1~:Bc.

Po sporzadzeniu stosownej tabelki dla szeregu poloten suwaka opornicy motemy
narysowac wykres zalemosci natetenia pradu plynacego przez t.arówke II od
napiecia na zarówce Ul. Wiemy z prawa Ohma, te natetenie pradu jest wprost
proporcjonalne do napiecia. Wykres takiej zalemosci jest, jak wiadomo, linia
prosta. Jeteli sporzadzimy starannie wykres IIw funkcji Ul, przekonamy sie ze
zgroza, te nie jest on linia prosta, a wyglada na przyklad tak, jak ten na rysunku.

1 I 2 I 3 I 4 ... IZ

Uz

Czytby wiec Georg Simon Ohm byl w bledzie, a wr;az z nim i Wasz nauczyciel
fizyki? Nie jest tak zle. Obaj maja racje, natomiast w interpretacji naszego
doswiadczenia tkwi blad. Zmieniajac napiecie na zarówce zmienialismy przecie!
takte jej temperature! "Czyste" sprawdzenie prawa Ohma wymagaloby stalej
temperatury. W takich warunkach przekonalibyscie sie, te jest ono rzeczywiscie
spelnione. Tu pytanie do przemyslenia: Jak Wyobrazalibyscie sobie poprawne
sprawdzenie doswiadczalne prawa Ohma? Wracajac do naszego doswiadczenia,
jego wynik byl na pozór tak dziwny, poniewat opór wlókna zarówki silnie zalezy od
temperatury. Wlasnie to zjawisko fizyczne, które sprawilo nam tyle klopotu przy
rozwazaniu prawa Ohma, umozliwi nam wreszcie

" CECHOWANIE PIROMETRU

Liczne pomiary wykazaly, te opór wolframu zmienia sie w przybliteniu liniowo
z temperatura wedlug wzoru: R = Ro(1 +«t), gdzie Rjest oporem w temperaturze
t, a Ro oporem w temperaturze O°C. Wielkosc IX, czyli wspólczynnik temperaturowy
zmian oporu, wynosi dla wolframu 0,0045 K -1. Wobec tego znajac opór wlókna
zarówki w jakiejs temperaturze i opór w O°C, motemy te temperature wyznaczyc.
Na podstawie tabeli napiecia i natetenia, która sporzadzilismy przy wykonywaniu
wykresu II w funkcji Ul, motemy obliczyc wartosci oporu:

a nastepnie narysowac wykres R w funkcji polotenia suwaka opornicy h. Nasza
tabela zawiera oczywiscie h, potrzebne do wyznaczania II. Kiedy wiec okreslimy,
przy jakim poloteniu 11 wlókno zarówki zlewa sie z przedmiotem, na którego tle
je obserwujemy, odczytujemy z wykresu wartosc R, a nastepnie wyliczamy
temperature z podanego wytej wzoru. Wartosci temperatury odpowiadajace
poszczególnym poloteniom suwaka opornicy motemy tet naniesc wprost na
linijke i odczytywac z niej temperature bezposrednio. Pozostaje jeszcze pytanie,
skad mamy znac opór calkowity spirali grzejnej oraz opór zimnego wlókna
t.arówki.
Najlepiej poszukac w szkole lub w zaprzyjaznionym warsztacie radiotechnicznym
motliwosci zmierzenia tych wartosci omomierzem. Jesli Wam sie to nie uda, moja
najlepsza rada brzmi: przyjac opór spirali równy wyliczonemu z podanej mocy
spirali i napiecia (220 V), natomiast opór zarówki na zimno - wynoszacy okolo
jednej dziesiatej jej oporu w warunkach normalnej pracy - znajdziemy dzielac
przez siebie nominalne wartosci napiecia i natetenia, wypisane na cokole t.arówki.

Jak zwykle, prosze Was o listy z uwagami na temat naszej rubryki
i propozycjami nowych doswiadczen.
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