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Prawo wielkich liczb cz. I1
Dr Wiestaw SZLENK

W poprzednim artykule oméwiliSmy sens prawa wielkich liczb. Teraz pokazemy,
jak mozna praktycznie je wykorzystywac,

Przypomnijmy tre$§¢ prawa wielkich liczb. Niech 4 bedzie mozliwym

rezultatem pewnego doswiadczenia 2, niech p bedzie prawdopodobiefistwem, Ze

w doswiadczeniu 2 zajdzie wynik 4 (np. 9 — rzut moneta, A — ,,orzel”, p = %—)

Doswiadczenie 2 powtarzamy niezaleznie n razy. Niech S, oznacza liczbe tych
powtorzen doswiadczenia 2 , w ktdrych otrzymaliSmy wynik 4. Wéwczas dla
kazdej liczby € > 0

) s

Praktycznie moZna ten wynik interpretowa¢ nastepujaco: dla duzych liczb n prawie
na pewno (1j. ze znikomo mala szansa popelnienia omylki) mozemy twierdzié, ze
S,

e
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n—o0
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—=p| <

N
< g; inaczej mowugc — =~ p z dokladnoscia do e.

Do roku 1965 w USA zabiegi przerywania ciazy byly prawnie zabronione,
Oczywiscie pewni lekarze robili je po kryjomu, ale nie bylo wiadomo, na jaka
skalg. Socjologowie postanowili to zbadaé. Zwykly sposéb zadawania pytan
osobom losowo wybranym nie datby zadnych wiarygodnych informacji. Pytanie
,,Czy Pani poddawala si¢ zabiegowi przerywania ciazy?”’ wkracza bardzo
brutalnie w sfer¢ spraw intymnych i poza tym w danym przypadku dotyczy spraw
bedacych w kolizji z prawem. Wybrane losowo kobiety w najlepszym razie nie
odpowiedziatyby na to pytanie lub odpowiedziatyby nieprawde.

Tu w sukurs socjologom przyszli matematycy. Zaproponowali metode, ktéra
mozna by przedstawi¢ nastgpujgco:

Losowo wybranym kobietom wreczano dwukolorowa kostke (cztery $ciany biale
i dwie czarne) oraz monete. Polecenie brzmiato: rzucié¢ kostka i moneta; jezeli
wypadnie kolor bialy, odpowiedzie¢ TAK lub NIE na pytanie dotyczace zabiegu
(niezaleznie od tego, co wypadio w rzucie moneta); jezeli wypadnie kolor czarny,
to odpowiedzie¢ TAK lub NIE na pytanie ,,Czy wypadt orzet?”. Zaklada sig, Ze
caly eksperyment odbywa si¢ bez §wiadkéw. W rezultacie testowana osoba
odpowiada tylko TAK lub NIE, ale na ktére pytanie odpowiada (tzn. czy na
pytanie o zabieg, czy na pytanie o ,,orla’’), wie ona i tylko ona. Lecz dla celéw
statystyki to wystarcza.

Przypusémy, ze w wyniku badan opisana wyZej metoda otrzymallsmy n odpowiedzi
TAK i m odpowiedzi NIE. Niech 4 bgdzie zdarzeniem, ze wypad? kolor czarny
przy rzucie kostka i orzel przy rzucie moneta. Doswiadczenie (polegajace na
rzucie kostka i moneta) powtérzyliémy n+ m razy. Obliczmy prawdopodobieristwo
zajécia zdarzenia A: kolor czarny wypada 2 razy na 3 rzuty, orzel 1 raz na

2 rzuty, 1gcznie wynik A4 zdarza sig $rednio raz na sze$¢ préb. Stad P(4) = _(IS_

Niech S+, oznacza liczbg tych préb, ktére daty wynik 4. Stad na mocy prawa
wielkich liczb mamy:

Sn-i—m i 1

n+m 6 '
A wigc liczba odpowiedzi TAK na pytanie o wypadnigcie orla wynosi z dobrym

przyblizeniem -é— (n+m). Analogicznie liczba odpowiedzi NIE na to pytanie
wynosi tez % (n+m) (z tym samym przyblizeniem). Liczba kobiet
odpowiadajacych na pytanie o dokonywaniu zabiegu wynosi % (n+m), stad liczba

1
n— ?(ﬂ'l'm) oo

= 4(n+m)

% (n+m)



Rozwigzanie zadania M.42

Sprawdzimy najpierw, ze 38 nie jest

sumg dwoch liczb zlozonych nieparzystych.
Moglyby to by¢ liczby 9, 15, 21, 25, 27, 33, 35.
Jezeli 38 jest sumg dwéch liczb naturalnych,

to ktéras z nich jest mniejsza od 19. Gdyby

38 bylo sumg dwdch liczb zlozonych
nieparzystych, to jedng z nich byloby 9 lub

15, ale 38—9 = 29i 38— 15 = 23 sa liczbami
pierwszymi.

Ka#da liczba parzysta = 40 jest jednej

z postaci 10k, 10k +2, 10k +4_ 10k +6,

10k + 8, gdzie k jest liczbg calkowita wigksza
od 4. Zachodza réwnodci 10k = 15+ 5(2k—3),
10k+2 = 27+ 5(2k—5),

10k+4 = 9+ 5(2~—1), 10k+6 = 21+ 5(2k-3),
10k +8 = 33+ 5(2k — 5). Pierwsze skladniki

s oczywiicie liczbami nieparzystymi’zlotonymi,
drugie tez sg takie, gdyz sa iloczynami liczby

5 przez liczbe = 2k—5 = 3. Udowodniliémy
tutaj nawet wigcej, mianowicie ze katda liczba
parzysta = 40 jest sumg dwoéch liczb
nieparzystych, z ktérych jedna jest

podzielna przez 3, a druga przez 5.

Trochg rachunkéw

wyraza stosunek liczby kobiet, ktore odpowiedzialy TAK na pytanie o zabieg, do
liczby wszystkich kobiet, ktérym los i prowadzacy badania zadat to pytanie.

W ten sposéb z dowolng dokladnoscig i z dowolnie malg szansg pomylki (jesli
braé duze n+m) mozemy wyznaczy¢ procent kobiet, ktére poddawaly sig
zabiegowi przerywania cigzy. Co ciekawsze, nie mozemy wskazaé na pewno ani
jednej osoby, ktdra si¢ temu zabiegowi poddala.

Opisane powyzej badanie przeprowadzono w USA w poczatku lat sze$édziesiatych.
Wryniki i caly pomyst byly referowane na kongresie statystyki w Londynie w roku
1965. Oczywiscie techniczna realizacja byla nieco inna — wreczanie kostki 1 monety
byloby zbyt klopotliwe. Ale idea byla taka, jak opisano powyzgj.

I jeszcze jedna ciekawostka zwigzana z prawem wielkich liczb. Pierwsze
systematyczne obserwacje plci noworodkéw byly przeprowadzone we Francji

w latach 1800, 1801, 1802 z inicjatywy francuskiego matematyka S. Poissona.
Okazalo sig, ze stosunek liczby noworodkéw plei meskiej do liczby noworodkéw
plci zenskiej wynosit 22:21. Tylko Paryz wykazywal odchylenie od tej normy,

a mianowicie dla Paryza stosunek ten wynosit 24:23. Réznica byla zbyt znaczna
w stosunku do liczby urodzonych dzieci, aby to mégl byé przypadek. Sprawa
zaciekawila szersze grono ludzi. Pobiezne obserwacje w krajach sasiednich,

a nawet wéréd tubylczej ludno$ci Ameryki Potudniowej (dokonane przez

W. Humboldta) wykazywaly wyniki bliskie 22:21. Wymy$lano rézne teorie, od
bardziej rozsadnych do catkowicie bezsensownych, jak np. ze jest to wynik
rozwigzlego zycia paryzan. Wreszcie Poisson wpadl na wlaéciwe rozwiazanie:
wylaczyl ze statystyki przytutki Paryza. I wtedy proporcja spadia natychmiast do
22:21. Co z tego wynikalo? Otéz to, Zze okoliczna ludno$¢ (a moze i nie tylko
okoliczna) podrzucata noworodki — i to dziewczynki (chlopcy byli widocznie
bardziej w cenie) — do Paryza. Zjawisko to bylo tak masowe, Zze az zakldcito
statystyke. Nigdy nie dowiedzieliby$my si¢ o tym, gdyby nie obserwacje Poissona.

Kwantowy lew, czyli o teorii zjawiska tunelowego

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

W ogrodzie zoologicznym dla kwantowych zwierzat wybieg dla lwéw, w postaci
dlugiego pasa, oddziela od publiczno$ci bariera, kt6ra stanowi obszar sztucznie
wytworzonego pola grawitacyjnego o dostatecznie duzym i statym (w tym obszarze)
natezeniu, Energia potencjalna, jaka mialby lew w obszarze bariery, gdyby si¢ tam
znalazl, jest o ¥, wigksza (rys. 1) niz na wybiegu (mowa o lwie w normalnej pozycji,
na czterech tapach, tak Ze jego $rodek masy znajduje si¢ na pewnej wysokosci nad
ziemia). Maksymalna energia kinetyczna, jaka moze mie¢ rozpedzony lew, wynosi
E, < V,. Jakg wysoko$¢ energetyczng musi mieé¢ bariera (tzn. jaka musi by¢
warto$é¢ V), aby byla ona ogrodzeniem absolutnie bezpiecznym, czyli — aby Zaden
lew nie mégt jej nigdy przeskoczyc?

energia

bariera wybieg

bariera X

Rys. 1. Ogrodzenie w postaci barier potencjatu (energi¢ potencjalna Ilwa na wybiegu przyjeto za
poziom odniesienia, ktéremu przypisano warto$¢ rowna zeru)

Gdyby Ilwy byly zwierzetami poruszajgcymi si¢ zgodnie z prawami mechaniki
klasycznej, Zaden z nich nie mdglby przeskoczyé bariery. Nasze lwy to jednak
zwierzgta kwantowe, wykazujace cechy zaréwno korpuskularne, jak i falowe. Ich
ruchem rzadza wigc prawa mechaniki kwantowej. Przyjmijmy dla prostoty, Zze
kazdego lwa mozna traktowac jak czastke o masie m. Odpowiednikiem klasycznego
réwnania ruchu czastki (wyrazajacego II zasade Newtona) jest w mechanice
kwantowej réwnanie Schridingera. Jego rozwigzaniem jest tak zwana funkcja
falowa, opisujaca wlasnosci czastek kwantowych w jezyku teorii fal. Im wicksza



Rozwigzanie zadania M.40

Na figurze zlozonej z trojkata i kwadratu
opiszemy prostokat CXYZ (zob. rysunek).

g ol ey
>
-0
A
Gy

Tréjkaty ACB i DXA s przystajace, gdyz
XXAD = 180°—(90°+ < CAB) = 90°—

— 4 CAB = S CBA, $AXD = < ACD, wiec
4XDA = << CBA oraz AB = AD.

Podobnie wykazujemy, e trojkaty ACB,
EYD i BZE sq przystajgce. Mamy wigc AC =
= BZ,XA = BC,stqd CZ = CB+BZ =

= XA+ AC = XC. Prostokat jest wigc
kwadratem, Punkt O jest $rodkiem symetrii
calej narysowanej figury, lezy wiec na
przekgtnej CY. Kat OCB réwny jest wigc
polowie kgta prostego.

4 energia

Rys. 2

4 energia

obszar [ v
(wybieg)

obszar L X

Rys. 3

warto$¢ (bezwzgledna) ma ta funkcja w danym miejscu, tym bardziej
prawdopodobne jest znalezienie tam czastki (doktadniej: gestos¢
prawdopodobieristwa znalezienia czastki w danym miejscu jest wprost
proporcjonalna do kwadratu bezwzglednej wartosci funkcji falowej w tym miejscu).
Funkcja falowa ogdlnie zalezy i od czasu, i od wspoirzednych przestrzennych.
Zalézmy dla uproszczenia, Ze Iwy biegaja po wybiegu w sposéb ustalony,

a zatem prawdopodobiefistwo spotkania lwa w dowolnym miejscu na wybiegu
nie zalezy od czasu, poniewaz ,,0kupuja” one wybieg w sposob rednio
réwnomierny. Wtedy funkcja falowa bedzie iloczynem pewnej funkcji czasu

i pewnej funkcji wspéirzednych przestrzennych. O rozkladzie przestrzennym
prawdopodobienstwa znajdowania si¢ Iwa w danym miejscu decydowaé bedzie
tylko ta druga funkcja. W dalszym ciagu tylko ta funkcja bedziemy si¢ zajmowali
(i ja tez bedziemy nazywali funkcja falowa).

Teraz funkcja falowa zalezy od dwéch wspéirzednych przestrzennych. Aby sobie
jeszcze bardziej uproécié zadanie, przyjmijmy, ze lwy biegaja tylko od jednej
bariery do drugiej po prostych prostopadiych do barier (jedna z tych prostych
przyjmiemy za o§ 0x). Teraz funkcja falowa zalezy tylko od jednej zmiennej.

Przy tych wszystkich uproszczeniach ped Iwa opisuje w mechanice klasycznej
wielko$é: p = mw, gdzie v — predko$¢ lwa; w mechanice kwantowej ped lwa
okre$la pochodna funkcji falowej;

s
i dx
. : TR o mo?
W mechanice klasycznej energia kinetyczna Iwa dana jest wzorem E = o

5
= -—2‘%;; w mechanice kwantowej energi¢ kinetyczna lwa okresla wielkos¢;

h? d*y
2m dx*’

Je$li wiec ¥ oznacza energie potencjalng Iwa, to zasada zachowania energii
w ujeciu kwantowym przyjmie postac:

A d*y

2m dx?
gdzie E — calkowita energia czastki. Jest to wlasnie réwnanie Schrodingera.
Aby zatem odpowiedzie¢ na postawione pytanie, wystarczy znalezé rozwigzanie
tego réwnania dla podanej na rys. 1 zalezno$ci ¥(x), a nastgpnie okresli¢ Vo
z warunku, ze bezwzgledna wartoéé funkcji falowej poza obszarem bariery jest
dokladnie réwna zeru (inaczej bariera nie bylaby-w 1009, bezpieczna dla
publicznosci). Problem mozemy jednak rozwiaza¢ prosciej, przyjmujac
mianowicie, Zze wybieg rozciaga si¢ w jedna strong nieskonczenie daleko, czyli
rozstrzygnaé zagadnienie dla jednej tylko bariery (rys. 2). Kto nie wierzy, niech
sam si¢ przekona.
Jaki uzyskamy wynik? Zapewne Czytelnik bedzie wolat sam wykaza¢, Ze na to,
by bariera byla absolutnie bezpieczna dla publicznosci, jej wysoko$¢ energetyczna
¥V, musi byé nieskonczenie wielka (jesli ma mieé skoficzona szeroko$¢ @). Tym,
ktérzy nie wiedza jeszcze, jak si¢ do tego zabraé, przyda sig pewnie kilka
wskazéwek. W tym celu rozwazmy najpierw prosty przypadek — progu
potencjalnego (rys. 3), tzn. sytuacji, w ktérej gdyby lew znalazl sig poza wybiegiem,
mialby wszedzie jednakows energi¢ potencjalna o ¥, wigksza niz na wybiegu.
Poniewaz w obszarze I (x < 0) mozemy przyjaé ¥ = 0 (gdyz interesuje nas
jedynie przyrost energii potencjalnej wzgledem energii potencjalnej Iwa na
wybiegu), a V = V, w obszarze II, zatem najprosciej jest rozwigza¢ rOwnanie
Schrodingera oddzielnie dla kazdego obszaru. Przepisujemy wigc najpierw to
réwnanie dla obszaru I. Jesli Czytelnik uwaznie przyjrzy si¢ temu réwnaniu, to
zauwazy zapewne, Ze jest ono formalnie identyczne z réwnaniem ruchu
drgajacego. Rozwiazaniami podstawowymi réwnania sg wigc funkcje
trygonometryczne sinkx i coskx, gdzie k — pewna stala, ktéra trzeba wyznaczyc.
Znacznie prosciej jest rozwiazywaé tego rodzaju réwnania, jesli funkcje
trygonometryczne przedstawimy za pomoca funkcji wykladniczej 2" zmiennej
urojonej iy (e — podstawa logarytméw naturalnych), korzystajac z relacji:

+Vy = Ey,

et = cosy =+ isiny
(stad wynikaja relacje odwrotne: 2cosy = e’ +e~" oraz 2isiny = e’ —e™"), gdzie
y — zmienna rzeczywista. Teraz mozemy. powiedzie¢, ze podstawowymi
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rozwigzaniami naszego réwnania sa funkcje: e** oraz e—**, Latwo to sprawdzié

“iedﬂlc. ze
d
— Y = Cy
T e© Ce®,

gdzie C — stala. Czyniac tak dojdziemy do wniosku, Ze warunkiem tego, by dwie
podane funkcje wykladnicze byly rozwiazaniami naszego réwnania, jest relacja
okreslajaca k:

Pierwsza funkcja (e**) odpowiada fali harmonicznej (o dlugoéci 4 = 2n/k)
biegnacej z lewa na prawo, druga (e—***) — takiej samej fali biegnacej

w przeciwnym kierunku. Pierwsza funkcja opisuje lwa biegnacego ku barierze,
druga — lwa ,,odbitego™ od bariery. Ogoélnie funkcja falowa opisujaca Iwa na
wybiegu bedzie wigc kombinacja:

Y = Alel’tx+ BI e-—ikx,

gdzie A, i B; — stale. Kwadrat bezwzglednej warto$ci pierwszego czlonu tej
kombinacji (a wigc i pierwszej stalej) okresla ggsto$¢ prawdopodobienstwa
znalezienia na wybiegu Iwa biegnacego ku barierze, kwadrat bezwzglgdnej
wartosci drugiego czlonu — Iwa biegnacego od bariery (po ,,odbiciu”). Stala A,
bedziemy traktowali jako dana, zakladajac tym samym, Ze wiemy wszystko o lwie
biegnacym ku barierze. Do wyznaczenia pozostaje wigc stala B;.

Z kolei przepisujemy réwnanie Schrodingera dla obszaru II (V = V,). I znowu
szukamy rozwigzan podstawowych w postaci e*'*. Po zrézniczkowaniu dojdziemy
do wniosku, ze warunkiem tego, by funkcje takie byly rozwiazaniem réwnania,
jest relacja:

2m(E—V,)
A2 ’
Jednakze z zalozenia E < V,, wigc k' musi by¢ urojone:

k' = ix. Ogélne rozwiazanie réwnania Schrédingera dla obszaru II ma wigc postaé
kombinacji:

k' =

yu = Au€*+ Bye™.

Pierwszy czlon reprezentuje Iwa, ktéremu udalo si¢ wnikna¢ do obszaru 1I;

funkcja & wzrasta nieograniczenie przy x — o, co oznacza, Ze jesli Ay # 0, to
prawdopodobienstwo znalezienia Iwa w tym obszarze takze wzrasta nieograniczenie.
Jest to fizycznie niemozliwe, wobec tego musi by¢:

A]] = ).

Co maja ze soba wspdlnego funkcje y; i y;? Kazda opisuje t¢ sama czastke, tyle
tylko, ze w innym obszarze. Na granicy obszaréw funkcje te musza by¢ wigc
réowne: 9;(0) = yu(0), skad:

A1+ By = By.

Dalej, pochodna funkcji falowej przedstawia ped czastki. Na granicy obszaréw
muszg wiec byé takze réwne pochodne obydwu funkcji. Z tego ostatniego warunku
brzegowego wynika, ze

fk(Al — B]) = - ?G.B[] -

Z obydwu relacji dla stalych A4y, By i By uzyskujemy:

x4+ ik 2ik
g e I ode . Relialeier R

Jest to rezultat odmienny niz w mechanice klasycznej, bowiem B; # A4; oraz

By, # 0. Oznacza to, Ze fala reprezentujaca Iwa dobiegajacego do progu czgSciowo
odbija sig, a czesciowo wnika do obszaru progu. Wprawdzie ta fala wnikajaca

jest silnie tlumiona, jednakzZe nie znika tozsamos$ciowo. Czy to oznacza, ze w chwili
odbicia czastka rozdwaja si¢ na dwie mniejsze czgsci, z ktérych jedna wraca,

a druga wnika do wnetrza progu, by tam w pewnej odlegloéci znikna¢? Nie,
uzyskany wynik wskazuje tylko, ze prawdopodobiefistwo odbicia czastki jest
mniejsze od jednosci oraz ze prawdopodobienistwo wniknigcia czastki do wnetrza
progu jest rézne od zera. Spoérdd wielu lwéw atakujgcych prog tylko czgéé ich
,,odbije si¢”, pewien natomiast ich utamek wniknie do wngtrza obszaru II.
Tlumienie funkcji yy; (a wige i gestos¢é prawdopodobienstwa znalezienia czastki

w danym miejscu obszaru II) jest tym wigksza, im wyzszy jest prog i im mniejsza
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4 energia

Rys. 5

Na pewno pomoga w tym ksiazki, np.:

4

R.P. Fe R. B. Leigh iM.S
wFeynmana wyklady z fizyki”, tom III;
E. H. Wichmana ,,Fizyka kwantowa'’
(IV tom Berkeleyowskiego Kursu Fizyki).

energie ma czastka. Wynika to z postaci wzoréw okreslajacych yy; oraz
wspoiczynnik thumienia ». Latwo tez zauwazy¢, ze funkcja vy, bedzie
tozsamoS$ciowo roéwna zeru tylko wowczas, gdy » — oo (nieskoriczenie silne
tlumienie), czyli gdy ¥, — co. Tylko w takim przypadku granicznym nastapi
catkowite odbicie.

Jak mozna sobie tlumaczyé to zjawisko wnikania czastki do obszaru

klasycznie wzbronionego? Niestety, nie ma sposobu przedstawienia tej sytuacji

w jezyku mechaniki klasycznej, gdyz fizyka klasyczna sytuacji takich w og6le nie
dopuszcza. Obrazowo jednak rzecz ujmujac, mozemy czastke kwantowa wyobrazié
sobie jako swego rodzaju pakiet czy kigbek fal. Zanikajacy w obszarze II ,,ogon”
funkcji falowej odpowiada w takim niezbyt adekwatnym modelu falowym
,ramionom” czastki, ktérymi si¢ga ona bezkarnie tam, gdzie jej mechanika
klasyczna zabrania.

W tym miejscu Czytelnik domysla si¢ pewnie, jak dalej mozna rozumowaé. Skoro
mianowicie czastka moze wniknaé z pewnym prawdopodobienistwem do obszaru II,
to w sytuacji, kiedy obszar ten ma skoriczong szeroko$¢ (rys. 2), z pewnym
prawdopodobienistwem mozna znalez¢ czastke po drugiej stronie bariery (jesli
bariera ma skorniczong szerokos¢). Takie przenikanie czastek przez bariery
potencjalne nosi nazwe zjawiska tunelowego.

¢ energia

«v] x 2 52
.-//\U/\\// ] x

) a X
Rys. 4. Zjawisko tunelowe (schematycznie)

Chgtny Czytelnik pewnie zabierze sig teraz do dokladnych obliczen

ilustrujacych zjawisko tunelowe w przypadku bariery, jak na rys. 2, i w wyniku
ich udowodni podany na wst¢pie warunek absolutnego bezpieczefistwa bariery
dla Iw6éw. Obliczenia te nie wniosa wiele nowego do naszej kwestii, choé pewnie
poprawia nasze samopoczucie. Wynikna¢ w nich powinny jednak nowe, cieckawe
kwestie, dlatego warto przeprowadzi¢ przedtem trochg rachunkéw i dyskusje
innego, ale prostszego i pouczajacego zagadnienia, mianowicie — czastki w jamie
potencjalnej (rys. 5).

Zjawisko tunelowe wystepuje dos$¢ czgsto w réznych sytuacjach. Dla przykladu
wymienimy: autoemisj¢ (emisj¢ zimna elektronéw z metalu pod wplywem
zewngtrznego pola elektrycznego), emisj¢ czastek alfa z jader w wyniku rozpadu
alfa oraz zjawiska Josephsona w zlaczach nadprzewodnikowych. Zapoznanie si¢
z mechanizmami tych zjawisk pozwoli zdaé sobie sprawe z realnoéci i znaczenia
efektu tunelowego.

i Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F14. W Stanach Zjednoczonych rozwaza sig projekty budowy pociagéw ,,grawitacyjnych”,
Pociagi takie poruszalyby si¢ wydrazonymi we wnetrzu Ziemi tunelami. Tunel laczacy dwa
miejsca na powierzchni Ziemi bylby prowadzony wzdluz cigciwy. Pociag grawitacyjny
potrzebowalby lokomotywy jedynie do pokonania sit tarcia. Jakie sa teoretyczne podstawy tych
projektéw? Pomijajac na poczatek tarcie i przyjmujac, e gestos¢ Ziemi jest w kazdym jej
punkcie jednakowa, obliczcie, ile wynosilby czas przejazdu oraz jakim przyspieszeniom byliby
poddawani podrézni? Promieni Ziemi R & 6370 km, a przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?.
Odpowiedzi szukajcie na str. 6

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M.40. Dany jest trojkat prostokatny ABC (% C = 90°). Na przeciwprostokatnej zbudowano na
zewnatrz trojkata kwadrat o boku AB. Wyznaczyé ¥ OCB, gdzie O jest $rodkiem kwadratu.
Rozwigzanie zadania na str. 3

M.41. Udowodnic¢, ze w dowolnym dwunastokacie wypuklym istnieja dwie przekatne tworzace
kat o mierze mniejszej od 4° (przyjmujemy, e proste rownolegle tworza kat 0°).
Rozwiazanie zadania na str. 10

M.42. Udowodnié, ze 38 jest najwigksza liczba parzysta, ktéra nie jest suma dwéch liczb
zlozonych nieparzystych. Rozwiazanie zadania na str. 2



Swoboda ruchéw

.58

Rozwigzanie zadania F,14
Jedli pominiemy tarcie, to na pociag
znajdujacy si¢ w punkcie P tunelu AB

Rys. 1

dziala sila przyciggania grawitacyjnego Ziemi
Fg, skierowana wzdluz jej promienia i sila
reakcjipodioza N, réwnowaigca skladows sily
cigzkodci prostopadla do toréw (osi tunelu).
Niezréwnowazona skladowa sily cigzkodci,
skierowana wzdluz osi tunelu, powoduje

ruch pociggu. Gdy pocigg znajduje si¢ w
odlegloéci r od érodka Ziemi, sila przyciggania
grawitacyjnego wynosi (twierdzenie Gaussa):

My m
73

Fo=k

gdzie: k — stala powszechnego cigzenia, m —
masa pociagu, a M, — masa zawarta w kuli

o promieniu r. Przy upraszczajacym
zalozeniu, e gestosé Ziemi jest w kazdym

23 e rs
jej punkcie jednakowa, mamy: M, = M- ik
gdzie M jest masa Ziemi. Przy tych
upraszczajgcych zalozeniach réwnanie ruchu
pociggu jest nast¢pujace (rys. 1):

_kM-m
- S
gdzie x okreéla odlegloéé pociggu od érodka
tunelu 4 B. Z powyiszego réwnania wynika,
Ze ruch pociggu bedzie ruchem harmonicznym
(przyspieszenie jest proporcjonalne do
wychylenia i przeciwnie skierowane):

i Mrm
gk —g

ol kM g b Mk
e 0 g= o7

Pélokres takiego ruchu wynosi:

]/T
= —_—
g

To jest wlasnie czas potrzebny na przebycie
odleglosci A B. Wartos¢ T nie zalety od
odleglosci punktéw A i B. Innymi slowy, czas
przejazdu np. z Warszawy do Lodzi czy do
Moskwy teoretycznie powinien byé identyczny
i wynosié okolo 42 min. 10 s.

D.c.na str, 7

Dr M, arek KORDOS

W jaki sposob zmierzy¢ dlugo$é srubki lezacej pod szafa? Ano, trzeba wyciggngé
$rubke spod szafy, wziaé linijk¢ z podzialka i zmierzyé $rubke.

Ta trywialna uwaga ma jednak pewien sens — wskazuje ona mianowicie, ze
przemieszczenie $rubki (spod szafy, dajmy na to, na stél) nie ma wplywu na
wynik pomiaru diugoéci. Nie wszystkie pomiary sa niezalezne od przemieszczen,
np. znajdowanie pozycji statku na morzu (pomiar dlugosci i szerokosci
geograficznej).

Oba opisane zagadnienia méwia o pewnych stosunkach przestrzennych. Oba
naleza tym samym do obszaru zainteresowan geometrii. Jak to wigc jest: mozemy,
czy nie mozemy dokonywaé przemieszczen obiektéw, ktérych cechy geometryczne
chcemy badaé¢? Raz tak, raz inaczej? Jak zgadnaé kiedy wolno, kiedy nie?

Zeby sytuacje bardziej skomplikowaé rozpatrzmy jeszcze dwa przyklady. Cheac
zmierzy¢ katy wielokata mozemy bez szkody dla wynikéw zmniejszy¢ go, badz
powigkszyé, jak nam wygodniej. Dla sprawdzenia czy skarpetka ma dziurg (dziura
to tez pojecie z obszaru geometrii) mozemy ja migé, naciagac, rozciggaé, stowem
deformowa¢ dowolnie wystrzegajac si¢ tylko rozerwania. Tymczasem
zdeformowanie §rubki (np. za pomoca miotka) mogloby zmienié rezultat badania
dlugosci dos¢ znacznie.

Co wiec wolno robi¢ z przedmiotem poddajac go geometrycznym badaniom, aby
nie zafalszowaé rezultatéw badan? OdpowiedZ ogdlna wydaje si¢ niemozliwa.
Chyba, zeby uznaé, Ze przytoczone tu wlasnosci geometryczne (dtugosé, poloZenie,
rozwarto$¢ kata, pomadame dziur) pochodza nie z jednej, a z rdZnych geometrii.

PODSTAWY GEOMETRII

Na to, by jakie$ badania mogly rosci¢ sobie prawo do nazwy ,,nauka”, trzeba by
spelnialy okre$lone warunki. Trzeba mianowicie, by zostal jasno okreslony
przedmiot badania. To oczywiste. Trzeba tez, a to juz rzecz mniej oczywista, by
jednoczesnie okreSlone zostaly metody badania. Dopuszczajac bowiem w tym
wzgledzie absolutng dowolno$¢ mozemy zaprzeczy¢ najoczywistszym prawdom.
Tlen w temperaturze pokojowej i pod ci$nieniem atmosferycznym jest gazem. Tak?
No to wpuszczamy do zbiornika z tlenem pewng (zlosliwie dobrang) ilo§¢ wodoru,
mala iskierka i (o ile uszliémy z zyciem) stwierdzamy, Ze jest ciecz. Ze nie wolno
przy badaniu stanu skupienia robi¢ takich machinacji? To wlasnie jest
ograniczenie metodologiczne. Dyscyplina zajmujgca si¢ ustalaniem przedmiotu
badan i dopuszczalnych metod danej dziedziny wiedzy nazywa si¢ podstawami

tej dziedziny. Pytania zawarte we wstepie naleza wige do podstaw geometrii.

Co do przedmiotu, to w rozpatrywanych konkretnych przykladach wszystko
wydaje si¢ by¢ w porzadku — chodzi o stosunki przestrzenne. Co do metod za§ —
nie zdolaliSmy uzyska¢ tu odpowiedzi.

Artykut ten jest po§wiecony wskazaniu, Ze ustalenie metod moze mieé¢ wplyw na
ustalenie przedmiotu badania.

PROGRAM ERLANGENSKI

Sto dwa i pét roku temu wyklad inaugurujacy rok akademicki na Uniwersytecie
w Erlangen (Niemcy) wyglaszal wybitny matematyk Felix Klein (1849-1925).
Poswiecit go geometrii. Dzi§ powiedzielibySmy: podstawom geometrii — wowczas
tej nazwy nie uzywano. Konkretnie méwil on o wplywie metod uprawiania tej
dyscypliny na jej przedmiot. Zaproponowal nawet, aby rozbi¢ geometri¢ na szereg
dyscyplin stosujac zasadg — kazdy zestaw metod wyznacza odrgbng geometrig.
Podat tez sposéb budowania takich ,,zestawéw’’. Propozycja ta zostala pézZniej
nazwana programem Kleina lub programem erlangenskim. I powszechnie przyjeta.
Zasada budowania zestawu dopuszczalnych metod jest prosta: umawiamy sig
jakie przeksztalcenia badanych obiektéw sag dopuszczalne. Aby nie uzyskac
sprzecznos$ci konieczne jest tylko przestrzeganie nastgpujacych trzech rygorow:
1. Zawsze dopuszczamy niewykonywanie zadnych przeksztalcen.
2. Wraz z dopuszczeniem jakiego$ przeksztalcenia dopuscié¢ musimy
i przeksztalcenie do niego odwrotne (by méc wrécié do punktu wyjscia).
3. Jezeli dopuécimy dwa przeksztalcenia, musimy dopuscié i takie, ktére polega na
wykonaniu ich kolejno.
Kazdy zestaw przeksztalcen spelniajacy powyzsze rygory nazywamy grupq
przeksztalcen. Zatem Klein proponowal, aby konkretng geometrig wyznaczala
wybrana grupa przeksztalcenn dopuszczalnych.



D. c. rozwigzania zad. F14

Wazdluz osi tunelu zaréwno pocige, jak

i podrézni byliby poddawani tej samej
skladowej przyspieszenia grawitacyjnego
Ziemi. Oznacza to, ze W tym kierunku
znajdowaliby si¢ podroini w stanie
niewazkosci wzgledem pociagu. Nie
odczuwaliby, Ze pociag przyspiesza lub
zwalnia, odczuwaliby natomiast
przyspieszenic grawitacyjne wzglgdem podlogi
wagondw. Wartosé tego przyspieszenia
zmienialaby sie wzdluz drogi i zalezalaby od
glebokosei tunelu.

Zastandwcie si¢ jeszcze, ale juz sami, jak na
nasze wyniki i wnioski wplynie uwzglednienie
tarcia oraz faktu, ze gestoié Ziemi jest
monotoniczng (jaka?) funkcja odleglosei (przy
upraszezajgcym zalozeniu, Ze rozklad masy
Ziemi jest kulisto-symetryczny). Ambitniejszym
z Was proponujemy zastanowienie si¢ nad
jeszcze jednym problemem: czy zmiana

Rys. 2

ksztattu toru (jak na rys. 2) zwiekszy, czy
zmniejszy okres T (ew. przy tych samych
uproszczeniach, jakie poczynilismy w
podanym wyiej rozwiazaniu),
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Literatura

Pewne informacje zwigzane z tematem
artykulu mozna znaleZé w podreczniku

Z. Krygowska, O. Mi kowa: Geometria II.
Szersze potraktowanie tematu zawiera np.
L. S. M. Coxeter: Wstgp do geometril dawnej
i nowej.

Interesujacych sig zagadnieniem od strony
geometrii analitycznej kierujemy do
podrecznika

K. Borsuk: Geometria analityczna
wielowymiarowa.

Oczywisty wniosek z tych zalozZen jest nastgpujacy: Jezeli geometria G jest
wyznaczona przez grupg G to obiektem badan geometrii G mogg by¢ tylko te
stosunki przestrzenne, ktérych nie zmienia zadne z przeksztalceri grupy G. Te
stosunki przestrzenne nazywamy niezmiennikami grupy G.

A wigc istotnie, przez wybor metod wyznaczamy przedmiot badania!

ROZNE GEOMETRIE KLEINOWSKIE

Jak wynika z przytoczonych rygoréw istnieje najmniejsza grupa przeksztalcen.
Taka mianowicie, w ktérej nie dopuszczamy zadnych w ogéle przeksztalcen (aby
nie réznifa si¢ od innych, brak przeksztalcenia oznaczmy litera I i tez uwazamy za
przeksztalcenie — tozsamosciowe) — oznaczmy ja I. Kazdy stosunek

przestrzenny jest niezmiennikiem tej grupy (nic przeciez nie moze ulec zmianie).
Geometria I bada wigc wszystkie stosunki przestrzenne, w szczegdlnosci poloZenie.
Zadna inna geometria nie bada juz potozenia (dlaczego?), moze tylko badaé
wzajemne poloZenie dwdch obiektéw. I jest geometrig uzywang przez astronomow,
kartograféw, topograféw (w niej miesci sig wiaénie problem polozZenia statku).
Jezeli dopuscimy wszystkie przeksztalcenia nie zmieniajace odleglosci — izometrie
(spetniaja one rygory — prosze sprawdzic) otrzymamy geometrig metrycznq. Bedzie
to juz mniej szczegélowa geometria — wéréd niezmiennikéw nie ma juz polozenia,
ani orientacji katéw na plaszczyZnie. Z niej korzystaja inzynierowie mechanicy,
budowlani, krawcy itp. (tu — $rubka).

Biorgc jako grupe przeksztalcen podobienstwa (moZemy zmieniaé

odlegtosci, ale wszystkie w tym samym stosunku) otrzymamy t¢ geometrig, ktéra
uprawiali Euklides i Pitagoras — domeng matematykoéw. Odleglo$é nie bedzie tu
juz obiektem badan, ani pole (mozZna bada¢ tylko ich stosunek), pozostang

np. katy (tu za§ — katy wielokata).

Jezeli dopuscilibySmy wszelkie przeksztalcenia nie wykrzywiajace prostych

i zachowujace ich réwnoleglo$é (przeksztalcenia afiniczne) stracilibySmy mozno$é
badania rozwarto$ci katéw. Cieckawe, Ze pozostalby wiréd obiektéw badanych
$rodek odcinka.

Wszystkie przeksztalcenia nie ,,rozrywajace” ani nie ,,sklejajace” figur
(homeomorfizmy) wyznaczaja geometrie o nazwie fopologia (tu z kolei —
skarpetka). Przeksztalcenia wzajemnie jednoznaczne (jeszcze ogélniejsze — figury
moga si¢ ,,rozrywac” i ,,sklejac”’, nie moga si¢ ,,rozrywaé” ani ,,sklejaé¢” punkty)
wyznaczaja teorie mnogosci — tak jest! — teorig zbioréw.

Mozna wyzej podane pojecia zilustrowaé w nastgpujacy sposob: Przeksztalcenia
kazdej z wymienionych grup pozwalaja pewne figury nalozy¢ na siebie, za$ innych
nie. Te, ktére dadza si¢ na siebie natozy¢ sa z punktu widzenia odpowiedniej
geometrii identyczne. Na podanym obok rysunku mamy sze$é¢ réznych figur

z punktu widzenia geometrii polozenia, tylko pie¢ réznych z punktu widzenia
geometrii metrycznej (pierwsze dwie sa identyczne), cztery réZne z punktu widzenia
geometrii podobienistw (pierwsze trzy sa identyczne), trzy — z punktu widzenia
geometrii afinicznej (pierwsze cztery, piata i sz6sta), dwie — z punktu widzenia
topologii (pierwszych pigé i szésta) i jedng — z punktu widzenia teorii mnogosci.

Uwaga!

Niedoskonato$¢ powyiszego tekstu, moze spowodowaé kilka nieporozumien. ,,Odetnijmy si¢”
zatem od dwoch najbardziej prawdopodobnych.

— Zwrot ,,rézne geometrie’ jest uzywany nie tylko w podanym wyzej sensie, lecz takie dla
okreslenia stosunkéw przestrzennych w roznych przestrzeniach (np. przestrzen Euklidesa

i przestrzen Bolyai-Lobaczewskiego). Tutaj méwimy o roéznych geometriach tej samej

przestrzeni (konkretnie Euklidesa). Dla podkre§lenia napisali§my wiec ,,rézne geometrie
kleinowskie”. Oczywiscie istnieja rézne geometrie kleinowskie przestrzeni Bolyai-Eobaczewskiego
(cho¢ juz nie takie same) i innych przestrzeni.

— Podane przyklady geometrii sa uszeregowane od najbardziej szczegolowej do najbardziej
og6lnej. Geometrii kleinowskich przestrzeni Euklidesa jest wiele (nieskoriczenie wiele). Bigdem
bylby wniosek, ze dadza si¢ one wszystkie w takim ,,rosnacym” ciggu ustawic. Np. grupa

P i zachowujacych pola wyznacza geometri¢ ani bardziej szczegblowa, ani bardziej
ogoing od geometrii podobiernstw.

Cwiczenia

1. Przez wybranie odpowiedniej grupy przeksztalcen okresli¢ geometri¢ bardziej ogblna od
geometrii poloZenia i zarazem bardziej szczegolowa od geometrii metrycznej. Grupa ta musi miec
zatem jaki$ niezmiennik nieocbecny wérdd niezmiennikow izometrii i dopuszczaé zmiang
polozenia.

2. W ktorych z wymienionych geometrii moina sformulowaé twierdzenie Pitagorasa. Niby jest
tam mowa o odleglosci, ale...

3. Jezeli $rodek jest niezmiennikiem geometrii afinicznej to moze byé skonstruowany za pomocg
jej pojeé. Istotnie mozna skonstruowaé srodek odcinka tylko kredlac proste i prowadzac
rownolegle (bez cyrkla i zadnego odmierzania). Warto sprébowac.
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Zegar bez wskazowek

Pienigdzy tez majq ludzie zwykle za malo,
z czego mozna wnioskowaé, ze ,,czas to
pienigdz”.

|-

Cez (Cs) to metal alkaliczny. Liczba atomowa
55. Masa atomowa 132,05. Izotop naturalny 133
Potencjal jonizacji 3,89 eV. Temperatura
topnienia + 28,5°C, temperatura wrzenia
+670°C (pod ci$nieniem normalnym),

Gestosé 1,873 g/em?® w temperaturze + 20°C.
Cez odkryli Bunsen i Kirchoff w roku 1860

w trakcie badan spektroskopowych.
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Dr inz. Ryszard KUNSKI

W codziennym Zyciu wiele naszych dzialai uwarunkowanych jest przez czas. Nie zdajemy sobie

z tego sprawy, bo od pierwszych naszych dni Zyjemy w okreslonej cywilizacji, determinujacej
nasze postgpowanie, m.in. — w skali czasu.

Dobrze pamigtamy pewne zdarzenia, ale nie rejestrujemy uplywu czasu w sposéb jednostajny.
Uplyw czasu jest tworem wyobraZni czlowieka. Obiektywnie rejestruje si¢ go za pomoca zegardw.
W miarg rozwoju spoleczeristw — roénie potrzeba rejestracji coraz krétszych odcinkoéw czasu

i rosna wymagania co do precyzji ich pomiaréw. Rozwija si¢ dziedzina nauki i techniki zajmujaca
sig¢ badaniem zjawisk mogacych stanowié ,,zegar”, tzn. urzadzenie do okre$lania odcinkéw czasu,
Funkcje¢ zegara moga spetnia¢ procesy, ktore przebiegaja cyklicznie. Moga to by¢ ruchy Ziemi,
procesy biologiczne, procesy radioaktywne, drgania mechaniczne, drgania elektromagnetyczne,
absorpcja lub emisja kwantéw energii przy przejéciach energetycznych atoméw i molekut itp.
Wykorzystanie jednej z mozliwych metod czy jakiego$ zjawiska do budowy zegara zwiazane jest

z potrzebg pomiaru okreslonego odcinka czasu. We wszystkich pomiarach czasu wykorzystuje

sie w tym celu w sposdb umowny cykle przebiegu jakiego$ zjawiska, a przez zliczanie cyklicznych
jego przebiegébw otrzymujemy informacje, jak ,,duzo czasu uptynelo™.

Sam czas jest pojeciem pierwotnym, ale jak powiedzial jeden z moich kolegéw: ,,ma te ceche,

ze jest go zawsze za malo”. W tym humorystycznym stwierdzeniu jest duzo prawdy. W wielu
doswiadczeniach fizycznych i w procesach technicznych pomiar czasu musi byé dokonywany
bardzo szybko. Innymi stowy, zdolno$¢ rozdzielcza ukladu mierzacego czas musi byé duzo
wieksza od mierzonego odcinka czasu. Oznacza to, Ze zjawiska okresowe, wykorzystywane

w danym zegarze, musza trwaé duzo krocej od mierzonego odcinka czasu. Wspolczesny rozwdj
nauki i techniki, stymulujgc z jednej strony rozwéj metod i urzadzen, domaga sie¢ jednoczesnie
coraz precyzyjniejszych metod i i narzedzi.
W dziedzinie pomiaréw i odtwarzania skali czasu najprecyzyjniejsze sa w chwili obecnej atomowe
wzorce czestotliwosci. Popularna nazwa tych urzadzeri — zegary atomowe — wiaze si¢ ze Scisla
zaleznoscia okresu (T) i czestotliwosci (f), charakteryzujacych kazde zjawisko okresowe. Na
obecnym etapie rozwoju techniki i technologii najszersze rozpowszechnienie znalazly wzorce
czestotliwosci z wiazka atomow cezu, masery wodorowe i wzorce rubidowe z pompowaniem
optycznym. Parametry i wlasciwosci tych wzorcéw sa roézne, ale wzajemnie sig one uzupelniaja.
Dzigki temu najpowazniejsze laboratoria czasu i czestotliwosci dysponujg zestawem wymienionych
wyzej wzorcOw. Pozwala to zaspokoi¢ wszystkie potrzeby aktualnych uzytkownikdéw wzorcow
czasu (a wiec i czgstotliwosci). Nalezy podkresli¢, ze pierwotnym wzorcem czgstotliwosci, tzn.
takim z ktérym poréwnuje si¢ wszystkie inne wzorce czestotliwosci, jest wzorzec z wiagzka atoméw
cezu.

Wsp6lna cecha atomowych wzorcoéw czestotliwosci jest wykorzystanie zbiorowiska swobodnych
atomow wodoru lub metali alkalicznych (z jednym elektronem walencyjnym) w stanie
podstawowym. Przy zachowaniu pewnych warunkéw technicznych eksperymentu mozliwe jest
wywolanie przej$¢ pomiedzy odpowiednimi poziomami energetycznymi atomoéw, a to zwigzane
jest z absorpcja lub emisja kwantu energii. Zachodzi wigc absorpcja lub emisja fali
elektromagnetycznej o okreslonej czestotliwodci.

Przesledzimy procesy i zasadg dzialania wzorca z wiazka atoméw cezu. Dla celéw stabilizacji
czestotliwodci wykorzystuje sie naturalny izotop cezu Cs'*® w stanie podstawowym, tzn. w stanie,
w ktébrym atomy posiadajg najnizsza energie potencjalna (nie myli¢ z energia kinetyczna). Atomy
cezu w stanie podstawowym maja dwa poziomy energetyczne struktury nadsubtelnej o liczbach
kwantowych F = 4 i F = 3. W obecnosci zewngtrznego pola magnetycznego o natgzeniu Ho
nastepuje rozszczepienie tych pozioméw na 9 i 7 skladowych zeemanowskich (zjawisko Zeemana)
o liczbach kwantowych my. Jak widaé na rysunku, jest to struktura skomplikowana. W cezowych
wzorcach czestotliwosci wykorzystuje sig¢ jedynie dwa poziomy zeemanowskie o liczbach
kwantowych mp = 0 z grup pozioméw F = 3 i F = 4. Realizuje si¢ przejscia

F=4,mp =02 F =3, mp = 0. Przejécie energetyczne atomu pomigdzy tymi poziomami
zachodzi przy emisji lub absorpcji kwantu energii AE o czestotliwosci fo = 9 192 6317770 Hz.
Warto$é tej czestotliwosci jest aproksymowana dla przypadku, gdy na zbiorowisko atom6w cezu nie
dzialaja zadne pola. Ale, jak powiedziano wyzej, dla rozszczepienia pozioméw struktury
nadsubtelnej na skladowe zeemanowskie konieczne jest dzialanie zewnetrznego pola
magnetycznego o nat¢zeniu Hy. Pole to powoduje, ze czestotliwo$€ podanego przejscia
energetycznego jest wicksza o warto$é Af = 427 HZ Oe~?Hz. Tak wigc w warunkach fizycznych
realizacji eksperymentu przy przejéciach energetycznych cezu Cs'*® pomigdzy poziomami
F=4,mp =02 F =3, mp = 0, czestotliwosé przejécia wynosi f = (9 192 631 770+

+427 Hy*Oe~*)Hz.

Jak dziala wzorzec czestotliwosci z wigzka atoméw cezu? Zasadnicza jego cecha jest biernosé.
Oznacza to, ze procesy fizyczne (przejscia energetyczne atoméw cezu) stuzg jedynie do
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precyzyjnego okreslenia czestotliwosci z zewnetrznego Zrodia. W zespole urzadzen stanowiagcych
wzorzec mozna wyrdzni¢ atomowy dyskryminator czestotliwosci oraz zesp6t aparatury
elektronicznej z precyzyjnym wzorcem kwarcowym. Dyskryminator czestotliwosci jest ukladem
odniesienia, a wzorzec kwarcowy z aparatura elektroniczng stuzy do wytworzenia sygnatu
mikrofalowego o czestotliwosci przej$¢ energetycznych atomoéw cezu. W zespole aparatury
elektronicznej wykorzystuje si¢ zwykle wysokiej klasy wzorzec kwarcowy o czestotliwosei 2,5 MHz
lub 5 MHz. Stanowi on Zrédlo czgstotliwosci stuzacej do wytworzenia sygnatu pobudzajacego
dyskryminator oraz jest Zrédlem sygnatu dla uzytkownika.

Jak jest zbudowany atomowy dyskryminator czestotliwosci? Zasadniczym zadaniem
dyskryminatora z wiazka cezu jest wytworzenie takich warunkéw, ktére umozliwia
oddzialywanie pola mikrofalowego na swobodne atomy cezu. Ma to doprowadzi¢ do wymuszenia
zadanych przejs¢ energetycznych w cezie przez pole mikrofalowe, Jezeli sygnal mikrofalowy
wywola zadane przejscia energetyczne, zmieni si¢ natezenie padajacego na detektor strumienia
atoméw cezu. Jest to informacja, Ze czestotliwo$é sygnalu mikrofalowego miesci si¢ w zakresie
szerokosci atomowej linii rezonansowej dyskryminatora.
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Istnieje szereg rozwiazan technicznych atomowego dyskryminatora czestotliwosci z wiazka
atomowa cezu. Zasada dzialania jest jednak wspdlna. Wiazke atomowa cezu wytwarza sig

w specjalnej wyrzutni. Cez w pojemniku podgrzewa sig¢ do temperatury ok. + 100°C. Preznosé
par cezu w tej temperaturze wynosi ok. 10~% Tr. W jednej $cianie wyrzutni znajduja si¢ bardzo
precyzyjnie uformowane kanaly, ktore ksztaltuja efundujace do obszaru z wysoka proznia atomy
cezu w wigzke. Atomy w wigzce poddawane sa kolejno dzialaniu stalego pola magnetycznego

w obszarze magnesu odchylajacego A4,, pola mikrofalowego w obszarze rezonatora, stalego pola
magnetycznego w obszarze magnesu A, i wpadaja w obszar detektora wiazki atomowej. Pola
magnetyczne w magnesach A4, i A,, posiadajace natgzenie 5-10 kOe i gradient ok. 10 kOe/cm,
powoduja, ze wigzka atomowa rozszczepia si¢ na dwie skladowe. Wykorzystuje si¢ tu efekt
kwantyzacji przestrzennej momentéw magnetycznych atomoéw cezu. Cze$é¢ wiazki w obszarze
magnesu A, odchylana jest w kierunku osi ukladu.

Zatézmy, ze do rezonatora mikrofalowego nie przykladamy pola mikrofalowego lub ze
czestotliwo$¢ tego pola jest tak odlegla od czestotliwoéci nominalnej przejicia energetycznego
cezu, ze pole nie dziala na atomy. W takim przypadku w obszarze magnesu A4, wiazka cezu
zostanie odchylona w tym samym kierunku jak w obszarze magnesu A, . Przy podanej konfiguracji
elementéw dyskryminatora wiazka atomow cezu nie trafi do detektora. Jezeli w obszarze
rezonatora mikrofalowego wywolamy przejscia energetyczne atoméw cezu

(F=4,mp =02 F = 3, mp = 0), bgdzie to rownoznaczne ze zmiang orientacji spinu elektronu
walencyjnego wzgledem momentu jadrowego, a wigc ze zmiana orientacji catkowitego momentu
magnetycznego atomow cezu wzgledem kierunku natezenia pola. W takim przypadku w obszarze
magnesu A, kierunek odchylenia wiazki bedzie przeciwny w stosunku do odchylenia w obszarze
magnesu A, i wiazka trafi na detektor. Pojawi si¢ sygnal bledu & w postaci pradu plynacego

w obwodzie detektora.

Dlaczego sygnat blgdu? Otz efekt dzialania pola mikrofalowego na atomy cezu w wigzce ma
charakter statystyczny. Prawdopodobiefistwo wywolania przejécia energetycznego zalezy m.in. od
réznicy miedzy czestotliwoscia odpowiadajacg srodkowi atomowej linii rezonansowej (w danych
warunkach realizacji eksperymentu) a czestotliwoscia pola mikrofalowego. Tak wigc nat¢zenie
pradu plynacego w obwodzie detektora wiazki atomowej $wiadczy o dokladnosci dostrojenia
czestotliwodci pola mikrofalowego do czestotliwosci atomowego dyskryminatora czestotliwosci.
Powiedzieliémy we wstgpie, Ze wzorzec cezowy jest wzorcem typu pierwotnego. Na czym to
polega? Najwazniejsza wlasciwoscia tego urzadzenia jest to, ze uklad atomowego dyskryminatora
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W n-kacie wypukiym z jednego
wierzcholka wychodzi n-3 przekatnych, wobec
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(dzielimy przez 2, poniewaz katda przekatna
zostala dwukrotnie policzona: raz przy
kazdym swym koricu). Dwunastokat wypukly
ma wigc 54 przekatne. Przez dowolny punkt
plaszczyzny poprowadzimy proste rownolegle
do tych przekatnych. Dziela one plaszczyzneg
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Sekunda jest czasem réwnym 9 192 631 770
okreséw promieniowania odpowiadajacego
przejiciu migdzy dwoma nadsubtelnymi
poziomami stanu podstawowego atomu cezu
133",

Definicja ta jest oparta na uchwalach X1
Generalnej Konferencji Miar 1960 r.
Zarzadzenie Prezesa Centralnego Urzedu
Jakosci i Miar z dnia 17 kwietnia 1971 r.
Monitor Polski, r 25, z dnia 3 maja 1971).

czestotliwosci umozliwia autokalibracj¢. Dzieje sig tak z dwu gléwnych przyczyn. Po pierwsze —
zbiorowisko atoméw cezu, decydujace o wartosci czgstotliwosci wlasnej atomowego
dyskryminatora czgstotliwosci, ma cechy zbioru atoméw swobodnych. Dzigki temu, Ze w obszarze
oddziatywania pola mikrofalowego atomy uformowane sa w wiazke, pomija si¢ wplyw zderzen
pomigdzy atomami na czgstotliwosci przejécia energetycznego. Cez w postaci gazu atomowego
przy odpowiedniej konstrukcji dyskryminatora posiada cechy zbiorowiska swobodnych atoméw,
Konstrukcja dyskryminatora i dobér materialéw powinny byé takie, aby atomy w wiazce byly
chronione przed dziataniem niepozadanych pél. Po drugie — dla uzyskania rozszczepienia
zeemanowskiego w obszarze rezonatora konieczne jest wytworzenie stalego pola magnetycznego
o natgZzeniu Hy. Pole to, konieczne dla wilasciwego dzialania dyskryminatora, wplywa na
czestotliwoéé whasna dyskryminatora. Jest to efekt szkodliwy, wynikajacy z zasady dzialania

i konstrukcji urzadzenia.

Kapitalne jednak znaczenie ma okolicznoéé, ze wplyw tego efektu mozna okresli¢ za pomoca
tego samego dyskryminatora. Wykorzystuje si¢ tu przejScia Amg = +1 dla poziomu F = 4 lub
F = 3 struktury nadsubtelnej. Czgstotliwo$¢ zwigzana z przejéciem my = 0 &2 mp = +1 dla
poziomu F = 3 lub F = 4 wynosi ok. 350 kHz dla pola o nateZeniu Hy, = 1 Oe. W typowych
konstrukcjach dyskryminatoréw cezowych natezenie pola H, wynosi 20 do 50 mOe, co .
odpowiada czgstotliwodci przy przejéciach mg = +1 od 7 do 17,5 kHz. Jeéli w obszarze
rezonatora mikrofalowego bedzie dzialalo dodatkowe pole elektromagnetyczne o czestotliwosci
odpowiedniej dla wywolania przej$¢ Amp = +1, F = 0, to spowoduje ono wzrost lub zmniejszenie
wartosci pradu plynacego w obwodzie detektora atomowego dyskryminatora czestotliwosci.
Efekt ten nastapi tylko przy okreslonej czestotliwosci tego pola, wyznaczonej przez wartosé
natgzenia stalego pola H,. Tak wigc przez pomiar czestotliwoéci pola wywolujacego przejscia
Amp = +1 mozna okreéli¢ natezenie pola H,. Pozwala to na okreslenie wlasnego bledu
atomowego dyskryminatora czgstotliwosci. Uklad jest samokalibrowalny, dzigki czemu traktuje
si¢ go w chwili obecnej jako pierwotny wzorzec czestotliwoéci. Czestotliwo$é przejscia
energetycznego cezu Cs'3* stanowi réwniez podstawe obowiazujacej obecnie definicji sekundy.
Podany wyzej opis zasady dzialania wzorca z wiazka cezu zawiera jedynie szkic kinetyki dzialania
takiego ukladu. Warunkéw technicznych koniecznych dla realizacji eksperymentu jest w
rzeczywistosci duzo wigcej. W technicznej realizacji wzorca wystepuja ponadto bardzo powazne
problemy materialowe i technologiczne. We wzorcu atomowym spotykaja si¢ techniki wysokiej
prozni, statych i zmiennych pdl magnetycznych, mikrofal, pomiaré6w pradéw ekstremalnie malych,
ukladéw pomiarowych ekstremalnie stabilnych sygnaléw wzorcowych i in.

Z tych powodéw budowa atomowych wzorcédw czestotliwosci moga zajmowac sig tylko
laboratoria majace zaplecze technologiczne i techniczne na bardzo wysokim poziomie. Przy
budowie wzorcéw atomowych wykorzystuje sie zwykle dos§wiadczenia i mozliwosci
technologiczne wielu instytutéw i fabryk. Tak bylo przy budowie pierwszego w Polsce wzorca

z wiazka cezu. Prace nad atomowym cezowym wzorcem czestotliwosci rozpoczeto w Instytucie
Podstawowych Probleméw Techniki PAN w roku 1960. W sklad zespotu pracownikéw naukowych
wchodzili prof. dr S. Hahn (kierownik pracowni), dr inz. A. Chachulski oraz autor niniejszego
artykutu. Model laboratoryjny wzorca uruchomiono w roku 1966. W latach nastepnych,

w pracowni Atomowych Wzorcoéw Czestotliwosci IPPT, pod kierownictwem

dr A. Chachulskiego, prowadzono prace nad wzorcem czestotliwosci typu stacjonarnego,
przeznaczonego dla Krajowej Stuzby Czestotliwoéci Wzorcowych. W roku 1972 wzorzec cezowy
wraz z odpowiednia aparatura towarzyszaca przekazano resortowi lacznosci. Od roku 1972
sygnaly czgstotliwodci wzorcowej, emitowane przez stacje Warszawa I, odnoszone sa do
czestotliwodci wzorca atomowego.

W czasie realizacji prac nad wzorcami atomowymi z zespolem pracownikéw w IPPT
wspolpracowali 4cisle specjaliSci z wielu instytutéw i zakladéw produkcyjnych w kraju.

Z uslug systemow czestotliwosci wzorcowej korzysta nie tylko sluzba czasu, ale tez wiele innych
dziedzin nauki i techniki: radionawigacja, geodezja, radiokomunikacja i inne. Od precyzji Zrédet
sygnalu wzorcowego zalezy bezpieczenistwo i prowadzenie lotéw kosmicznych — z jednej strony
oraz dokladnos¢ i szybkoéé pomiar6w w przemysle — z drugiej, Zzeby juz nie wspomnie¢

o dokladnych pomiarach bardzo szybkich i niezwykle krétkotrwalych zjawisk w laboratoriach
naukowych.

Nowy rekord

PisaliSmy w zeszlym roku («Delta», 1974, 3, str. 5) o matematyku pracujacym w Europejskiej
Organizacji Badan Jadrowych CERN pod Genewa, ktdry w ciaggu 5 minut obliczyl pierwiastek
19 stopnia z liczby 133 cyfrowej. Rekord zostal pobity latem 1974 roku. Tym razem zadanie
bylo trudniejsze. Wim Klein obliczyl pierwiastek 37 stopnia z liczby 220 cyfrowej w czasie

3 minut i 26 sekund. System kontroli byl dokiadnie taki sam jak poprzednio. Wynik sprawdzono
przy pomocy maszyny cyfrowej. Okazal si¢ bezbledny.

io
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Samochéd, ktéry spadl w przepasé, moze wréci¢ na szosg
i pojechaé dalej, ale ... jest to bardzo mato prawdopodobne

Znamy wiele takich proceséw, ktérych odwrécenia nikt nigdy nie obserwowat.
Gdyby kto$ puscit dowolny film od tytu, wszyscy zaczeliby sie $miaé, natomiast
fizycy oburzyliby sig, Ze co$ tu nie jest w porzadku, Ze ogladane zdarzenia sa
sprzeczne z prawami przyrody. Nie zdarza si¢ na przyklad, Zeby herbata, ktéra
byla od godziny w filizance, nagle samorzutnie zaczgla stawa¢ si¢ coraz bardziej
goraca. Podobnie nikt nie widzial, Zeby, jak to sugeruje tytul, energia spadajacego
samochodu, ktéra rozproszyla si¢ wiréd czasteczek ziemi w postaci ciepla,

z powrotem skupila si¢ w samochodzie w postaci energii kinetycznej, dzigki ktérej
wznidstby si¢ on do géry. Albo: czy kto$§ widzial, Zeby gaz, wypehiajacy naczynie,
samorzutnie skupit si¢ w jego polowie, pozostawiajac w drugiej polowie préznig?
Zastanéwmy si¢ nad tymi niemozliwymi procesami na przykiadzie owego gazu,
skupionego w polowie naczynia. WyobraZmy sobie, ze w calym naczyniu jest tylko
jedna czasteczka. Prawdopodobiernistwo, ze znajduje si¢ ona w lewej potowie
naczynia, wynosi oczywiscie 1/2. Gdyby w naczyniu znajdowaly si¢ dwie
czasteczki, to prawdopodobienistwo, Ze obie znalazlyby si¢ w lewej polowie

naczynia, wyniosloby-;— o v -:r Latwo teraz obliczy¢ prawdopodobieristwo,

ze wszystkie czasteczki znajduja si¢ w lewej polowie naczynia, gdy czasteczek tych
jest 10. Wynosi ono i

| Cadty | e
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Gdyby$my umieli sfotografowa¢ gaz w naczyniu tak, zeby wida¢ bylo wszystkie
czgsteczki, to tylko w jednej na tysigc klatek sytuacja bylaby taka, Zze lewa polowa
naczynia zawieralaby 10 czasteczek, a prawa Zadne;.
Ogolnie, gdy w naczyniu znajduje si¢ N czasteczek, to prawdopodobiefistwo, Ze

wszystkie one skupiaja w lewej polowie naczynia wynosi Z—IN— . W praktyce liczba

czasteczek gazu w naczyniu jest na ogét bardzo duza. Litrowe naczynie wypelnione
powietrzem o temperaturze 0°C i pod ci$nieniem atmosferycznym zawiera okolo
3 - 10?2 czgsteczek. Prawdopodobienistwo, ze w wyniku bezladnego ruchu
w pewnej chwili wszystkie czasteczki powietrza wypelnia potowe litrowego
naczynia, wynosi
1
23-1022

Jest ono niezmiernie mate. Gdyby$my mieli ogromng liczbe zdjeé¢ naczynia,
uwidaczniajacych polozenie wszystkich czgsteczek w roznych chwilach czasu,

i przegladali te zdjgcia z szybkos$cia miliona zdjgé na sekundg, to nie

starczyloby nam nie tylko naszego Zycia, ale i wiek Ziemi bylby za krétki na to,
by natrafi¢ na tak niezwykly przypadek. Tak wigc, mimo Ze prawa ruchu tego nie
zabraniaja, samorzutne skupienie czasteczek gazu w polowie naczynia jest
praktycznie niemozliwe. Czy to wyjasnienie pomaga réwniez zrozumie¢ brak
pozostatych, niemozliwych proceséw?




Klopotéw krélewskiego blazna ciag dalszy

Na dworze krola Ponuraka odbedzie si¢ losowanie. W dwéch
dzbanach — greckim i perskim — zostanie rozmieszczonych B ;
6 kul: 3 biale i 3 czarne. Krol rzuci swojg zlota koscia do gry. 2
Jezeli wyrzuci nieparzysta ficzbe oczek, wyciagnie jedna "
kule z greckiego dzbana. Jezeli wyrzuci parzystg,
wyciagnie kule z dzbana perskiego. Gdy wylosowana

w ten sposéb kula bedzie biala, blazen Smieszek zostanie
uwolniony od kary. Natomiast czarna kula oznacza dla
Smieszka skazanie na chloste i ciemnice. Krél zgodzil sig
laskawie, aby kule do dzbanéw wlozyl sam blazen,

i zostawil mu troche czasu do namystu. Nawet nie
przypuszczal, ze Smieszek postanowil sprébowaé tak
rozmiesci¢ kule w dzbanach, aby mie¢ wigksza od 1/2
szans¢ uwolnienia.

Na poczatek wlozyl do greckiego dzbana 2 kule biale,

a do perskiego pozostale: 1 bialg i 3 czarne.

— Zobaczmy, jak wygladaja moje szanse przy takim
utozeniu kul — moéwi do siebie. — Szansa wybrania
dzbana greckiego jest taka sama, jak dzbana perskiego,
kazda z nich jest réwna 1/2. Jezeli krél wylosuje dzban
grecki, to oczywiscie wyciagnie z niego bialg kule, bo sa
tam tylko dwie biale i Zadnej innej. Jezeli wybierze dzban
perski, to szansa, ze wyciagnie z niego kule bialg, wynosi
1/4, bo na 4 kule w dzbanie perskim jedna jest biala.

k‘ ) R |l

(Nasi Czytelnicy znaja to takze z rozwazZan w poprzednim
numerze «Delty»).

Smieszek narysowat sobie wszystkie mozliwosci i otrzymat
taki schemat jak na rysunku.

Podobne, lecz prostsze schematy nazywali$my poprzednio
rozgalezieniami. Tu rozgalezienie jest bardziej

rozro$nigte i Smieszek nazwat je drzewkiem.

Moze zaj$é jedno z trzech zdarzen — mysli Smieszek —
przy czym kazdemu z nich odpowiada jedna galaZ drzewka.
Jezeli krol wylosuje dzban grecki, to wyciagnie z niego
biala kule i zostang uwolniony. Jezeli krél wylosuje dzban
perski 1 wyciagnie z niego bialg kulg, wéwczas takze
zostang uwolniony. Jezeli krél wylosuje dzban perski

i wyciagnie z niego kulg czarna — zostane skazany.

Teraz Smieszek chce obliczy¢ prawdopodobienstwo
sprzyjajacych uwolnieniu go dwdéch pierwszych zdarzen.

¥\ Wie, ze informacji dostarczy¢ mu moze wykonanie duzej
& liczby do$wiadczen, wigc mysli sobie tak:

i.:3 — Gdyby kr6l chciat wykonac cate losowanie 1000 razy,

. to okoto 500 razy musialby wyciagnaé kule z greckiego
dzbana i okolo 500 razy z perskiego. Z greckiego dzbana
zawsze wyciagnie kule biala. Oczywiscie musi ja przed
powtdrzeniem doswiadczenia wrzucié z powrotem do
dzbana. Natomiast szansa wyciagnigcia kuli bialej
z perskiego dzbana jest réwna 1/4, wiec przy okolo 500
ciggnieniach powinien wyciagna¢ bialg kule w okolo
125 przypadkach. Czyli razem na 1000 losowan okolo
625 powinno zakonczy¢ si¢ wyciagnieciem kuli bialej:

625 4
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Taka jest moja szansa na uwolnienie. Znakomicie! Jest to
szansa wigksza niZz 1/2, a wigc przechytrzylem kréla —
ucieszyl si¢ blazen.
— Ale moze da si¢ znaleZ¢ jeszcze lepsze rozmieszczenie
kul? — pomyélat i narysowal szybko wszystkie mozliwe
rozmieszczenia kul w dzbanach.
Potem dla kazdego z tych rozmieszczen narysowat
drzewko i przeprowadzit potrzebne obliczenia. Szto to
szybko, bo po kilku prébach zauwazyl, Zze obliczenia
mozna sobie uproscié, i nie liczyt juz szansy dla bardzo
wielu préb. Rysunek pokazuje, jak to na przyklad
wygladalo dla jednej kuli bialej i jednej czarnej w greckim
dzbanie, a dwoch biatych i dwéch czarnych w perskim.
Takie rozlozenie kul w dzbanach daje wigc
prawdopodobienistwo uwolnienia blazna réwne

1 1 1

F Sl Ut 7o
Proponujemy naszym Czytelnikom, aby sami sprobowali
w ten sposéb znaleZ¢ najlepsze rozmieszczenie kul. Swoje
rozwiazanie bedziecie mogli poréwnaé z rozwigzaniem
Smieszka w nastgpnym numerze.

225 2584 AN ¢ Fa el Bl

Kran zamiast kuchenki

Cale popoludnie mdj mlodszy brat Maciek przeprowadzat
w kuchni jakie$ eksperymenty z goraca woda; wynikiem
ich bylo kilka peknigtych stoikéw i poparzony palec.
Wieczorem przyszedt do mnie z dosyé skwaszona mina.
— Musisz mi pomdc. Co$ mi si¢ wydaje, Zze Jacek, ten
ktérego nazywamy Grubym, zakpil ze mnie i kilku
jeszcze chlopakéw. Dzis§ po lekcjach zaprosit nas do siebie
i o§wiadczyl z tajemniczym uémiechem, Ze bedziemy
swiadkami zjawiska, ktére by¢ moze wystepuje po raz
pierwszy od chwili powstania Ziemi. Ten jego u$miech byt
trochg podejrzany. Postuchaj jednak, co bylo dalej. Gruby
zagotowal w zwyklej kolbie trochg wody. Nastepnie zdjat
kolbe z ognia i woda oczywiscie przestala wrzeé. Wtedy
Gruby krzyknal: ,,Patrzcie, bo wigcej tego nie zobaczycie!”,
polat kolbe zimna woda i, wyobraz sobie, woda zawrzala.
— Co$ podobnego! — udalem wielkie zdziwienie. — Na
pewno zaraz po zdjeciu kolby z ognia zatkat ja korkiem
gumowym, w przeciwnym bowiem przypadku
musielibySmy uwierzy¢, ze Gruby zmusit do
postuszenistwa Demona Maxwella.
— Zméwiliscie sie, czy co? Jeszcze by demonéw w fizyce
brakowalo? — rozzloscit sie Maciek, — Ale faktem jest,
Ze zapomnialem o tym korku, Ze to tylko po to, Zzeby mu
si¢ zimnej wody nie nalato do $rodka.
— Nie tylko. Szczelny korek ma zasadnicze znaczenie.
_Zjawisko, ktére pokazat wam Gruby, jest bardzo
pospolite i powinnicie je sami zrozumieé. Gruby
zazartowal sobie korzystajac z waszej ignorancji. Moge
ci tylko podpowiedzied, Ze jest pewien zwiazek migdzy
tym zjawiskiem a gotowaniem wody wysoko w gérach.
Pamigtasz, jak gotowaliSmy w goérach jajka na migkko?
— Zaraz, co$ sobie zaczynam przypomina¢. Dobrze, zajme
sie tym, powiedz mi jeszcze, co z tym demonem. Czy to
tez zart?
— Wecale nie, ale o tym za miesiac.

«Malq Delten opracowali: M. Izycki, P. Nowicki, A. Olecka, D. Ziemiriska.
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«Deltay z wizyta na Seminarium UNESCO
,Matematyka w naukach spolecznych*, Jablonna, od 5 VII do 13 VIII 1974

* Usiluje rozmawiaé jednoczes$nie z Rafem (Moskwa) po rosyjsku i z Syahruddinem (Sumatra) po angielsku: — You noxumaem? —
zwracam sie do Rafa, wszystko mi si¢ poplatalo. Smiech uniemozliwia dalsza rozmowe.

* Plansza gry ,,risk’ jest uproszczona mapa $wiata. — Oh, my Siberia! — zrozpaczony Borys (Nowosybirsk) traci ostatniego piona na tym
terytorium i Khalifa (Kair) wprowadza tam z triumfem swoje wojska poprzez Cie$ning Beringa. ,,Risk” dostarcza co wieczor dobrej
zabawy zaréwno graczom, jak i kibicom, ktorych czarny jak smola Sam (Akkra) nazywa zagranicznymi doradcami.

* __ Wonderful! — Alan (Southampton) sp6Znit si¢ na kolacje. Jest zachwycony, bo zwiedzajac Warszawe trafil na ciuchcie, wsiadt w nia

i dojechat az do Radzymina. Zobaczyl kawalek zwyczajnej Polski. Alan kazda wolng chwilg spedza na zwiedzaniu. Zdoby! juz sobie
przydomek ,,Alan the Traveller” (Alan Podrozniczek).

* __ W zyciu Francuza najwazniejsza role odgrywaja dziewczyny, wina i sery — rozwaza glo$no Claude (Aix-en-Provence). — Pochwale
wina i pochwale dziewczyny mozna po francusku wyrazi¢ na setki sposobow, stownictwo tu jest niezwykle bogate, pelne subtelnych odcieni
nieprzettumaczalnych na zaden inny jezyk. Z serem jest inaczej, ser nazywa sig tak a tak i jest lepszy lub gorszy; brak mu zupelnie tej
poetyckiej oprawy jezykowej. — Jest to zadziwiajace zjawisko jezykowe — moéwi catkiem juz serio — i na pewno jest jako§ uwarunkowane
historycznie i spolecznie. Ale jak? Warto by przeprowadzi¢ odpowiednie badania, wyniki mogtyby okaza¢ si¢ bardzo interesujgce. Tylko

- czy znajdzie si¢ taki odwazny, ktory da na to pieniadze?

W oficjalnym podsumowaniu VII Seminarium UNESCO ,,Wykorzystanie matematyki w naukach spolecznych” scenki takie, i podobne,
kryja si¢ pod kryptonimem ,,0g6lna atmosfera”. Czytamy tam:

,,;Ogolna atmosfera Seminarium byla jego szczegdlna zaleta. W rezultacie wspolnego pobytu w stosunkowo odosobnionym miejscu_
uczestnicy i wykladowcy szybko nawigzali ten typ kontaktow nieformalnych, ktéry stanowi najlepsza podstawe do wspolnej dzialalnosei
intelektualnej”.

Na czym polegala ta wspoélna dzialalnoé¢ intelektualna? Seminarium, si6dme z cyklu odbywajacych sig¢ co 2 lata tego rodzaju spotkan,
zostalo zorganizowane przez UNESCO i Wydzial Nauk Spolecznych PAN. Jak wszystkie, mialo ono na celu umozliwié¢ uczestnikom jak
najliczniejszych krajow zapoznanie si¢ z najnowszymi osiagnigciami w zakresie wykorzystania matematyki w naukach spolecznych —
naukach o czlowieku i jego oddzialywaniach ze srodowiskiem, w ktorym zyje (ekonomii, socjologii, psychologii). Mialo réwniez ulatwié
konfrontacje i poréwnania tego, co robi si¢ w roznych osrodkach naukowych czy réznych dyscyplinach.

Seminarium zgromadzito okolo 30 0sob (uczestnikow i wykladowcow) z 14 krajow i 5 kontynentéw. Kierownikiem naukowym byl

prof. dr K. Szaniawski z Uniwersytetu Warszawskiego, organizacj¢ nadzorowal doc. dr hab. H. Kubiak z Uniwersytetu Jagielloniskiego,

a koordynatorem calosci z ramienia UNESCO byt dr Z. Goulekva z Gruziriskiej SRR. Zawodowo stanowili grupe dosé specyficzng. Procz -
statystykow ekonomistow, socjologdw i psychologdw spotkac tu moina bylo i logika zajmujacego si¢ socjologia, i psychologa, ktory ma

w swoim dorobku ksigzki i prace naukowe z ,,czystej”” matematyki. Byl socjolog dowodzacy twierdzen z teorii informacji i byt

matematyk publikujacy swe prace w czasopismach psychologicznych. Wystuchali oni 11 réznych cykli wykladow i pieciu krotszych odczytow
poéwieconych bardzo réznorodnej problematyce szczegolowej. Wszystkie bez wyjatku dotyczyly mozliwoéci i sposobow wykorzystywania
matematyki przy analizie i opisie zjawisk spolecznych.

Dilaczego usituje sie¢ stosowaé matematyke w naukach spolecznych? O ile jeszcze w odniesieniu do ekonomii odpowiedZ wydaje si¢ dos¢
prosta — zdazyli$my si¢ juz bowiem przyzwyczaié, iz w ekonomii buduje si¢ modele formalne, pozwalajace na opis i analizg zachodzacych
zjawisk oraz na przewidywanie (lepsze lub gorsze) skutkéw podejmowanych dzialah — o tyle sensowno$¢ zenienia socjologii i psychologii

z matematyka wydaje si¢ znacznie mniej oczywista. Co wigcej — wiadomo dobrze, ze panujaca obecnie w nauce moda na matematyzowanie
,,wszystkiego co sig rusza® czgsto staje si¢ parawanem dla braku glebszej mysli, metoda méwienia rzeczy prostych w spos6b mozliwie
niezrozumialy i skomplikowany. Ze tak nie jest zawsze, Ze pewne problemy, np. wlasnie z zakresu psychologii i socjologii, daja si¢

w sensowny sposob sformufowac i rozwiazywac dopiero wtedy, gdy zaangazuje si¢ do tego wladciwy aparat matematyczny, mozna si¢ bylo
przekonaé rowniez i na omawianym tu spotkaniu.

Wezmy dla przykladu pod uwage zagadnienie nastepujace:

Zbadano grupe ucznidéw szkot érednich. Badania dotyczyly postaw miodziezy wobec szkoly, domu, spoleczenistwa, samych siebie. Kazda
osoba badana wypelniala ankiete odpowiadajac na szereg postawionych jej pytan. Procz tego kazdg z nich zbadano przy pomocy zestawu
testow psychologicznych, uzyskujac informacje o szeregu wlasciwosci psychicznych: inteligencji, neurotycznosci, agresywnosci itp. Zespot
przeprowadzajacy badania pragnie uzyska¢ odpowiedzi na najréznorodniejsze pytania: Czy mozna wyr6zni¢ jakie§ typowe postawy lub ich
zespoly? Czym si¢ one charakteryzuja? Czy moze jest to tak, ze pewne postawy wiaza si¢ sciSle z pewnymi charakterystykami czysto

Dr Samuel Addo w Zelazowej Woli Na pozegnalnym koktajlu. Od lewej: J. Coleman, C. Flament, autor, Z Walaszek — Coleman.
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Na poiegnalnym koktajlu. Od lewej: G. Lissowski (Uniwersytet Warszawski), Oni wykor iach s olecznych.

A, Kapiszewski (Uniwersytet Jagiellonski), J. Col (Uniwersity of Chicago), Od lewej: R, Hall (Ausl.ralla) .T Culaman (USA)
i A 7 S C. Flament (Francja)

Z. Goulekva (UNESCO), W. Kamler (PAN), H. Kubiak (Uniwersytet Jagiellonski),

K. Szaniawski (Uniwersytet Warszawski).

psychologicznymi? I tak dalej. Istotna cecha tak pomyélanego badania jest to, Ze nie interesuja nas tu charakterystyki poszczegélnych oséb
badanych — chcemy dowiedzieé sig czego$ o calej zbiorowosci, wychwyci¢ ewentualne prawidlowosci.

Jesli wyobrazimy sobie, ze osob badanych by!o kilkaset, a o kazdej z nich uzyskano hikadnemat informacji (nie Jest to sytuacja rzadka

w praktyce badan eksperymentalnych), to jasne si¢ stanie, ze poslugch si¢ golym okiem i zdrowym rozsqdklem nie bedziemy umieli
wykorzystac jednoczesnie wszystkich otrzymanych informacji i wylowi¢. ewentualnych prawidlowoéci. Rodzi si¢ wigc potrzeba przetworzenia
uzyskanego materialu w taki sposob, by to, co si¢ oirzyma, dawalo si¢ juz ogarnac¢ wyobrazZnia.

Jednym z prostych a niezwykle (jak tego dowodza przyklady Linneusza i Mendelejewa) owocnych zabiegow pezwalajacych leplej poznac
nasz §wiat Jcst klasyflkaqa, podz:al zbioru badanych obiektow na pewne roziaczne podzbiory. Im te podzbiory sg bardziej Jods=.-.
wewnetrznie i im bardziej roznig si¢ migdzy soba pod wzglqdem badanych cech, tym wiecej wnioskow lub hipotez o rzeczywistosci mozna
sformulowaé. Metody klasyfikacji tego typu nazywa si¢ u nas, ze wzgledu na panujaca mode na zagraniczne wyrazy, ,,procedurami
taksonomicznymi”.

W omawianym tu przykladzie mozna by probowac postapi¢ tak: Kazda osoba badana reprezentowana jest przez zbior informacji o niej.
Pewne osoby moga okaza¢ si¢ identyczne — na wszystkie pytania odpowiedzialy tak samo i uzyskaly te same wyniki w badaniach
psychologicznych. Latwo rowniez jest wskazac osoby, ktore roznig sig¢ malo, i takie, ktore roznig si¢ bardzo. Stad pomyst: nalezy jako$
mierzy¢ ,,odlegloéci”” pomiedzy réznymi osobami badanymi. Mowigc porzadniej, nalezy zmetryzowaé w jaki$ sensowny i zgodny z intuicja
spos6b zbi6ér wynikow badania (por. artykut M. Moszyniskiej o przestrzeniach metrycznych w poprzednim numerze «Delty»). Przypusémy,
ze sie to udalo. Nastepnym krokiem byloby dokonanie takiej klasyfikacji naszego zbioru wynikéw, by wewnatrz otrzymanych grup odleglosci
byly jak najmniejsze, a jednocze$nie pomiedzy grupami jak najwieksze. Gdyby nam sig i to udalo, to uzyskaliby$émy klasyfikacje z ktorej,
by¢ moze, udaloby sig¢ odczytaé pewne odpowiedzi na postawione wczesniej pytania.

Czy jednak mozliwe jest wprowadzenie do naszego zbioru wynikow ,,sensownej” metryki? Jesli tak, to czy, kiedy i w jaki sposob moze stac¢
si¢ ona podstawa do przeprowadzania klasyfikacji spelniajacej nalozone warunki? Jeéli to jest mozliwe, to jak tego dokonywaé w praktyce?
Okazuje sig, Ze s3 to pytania z matematyki i Ze w pewnych przypadkach mozna na nie odpowiedzie¢ zadowalajgco. Te wlasnie problemy
byly tematem cyklu wykladéw profesora Borysa (,,Oh, my Siberia!”) Mirkina, matematyka z Instytutu Ekonomii Syberyjskiego Oddziatu
Akademii Nauk ZSRR.

Dr Marek Styczeni z Wydzialu Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego zaproponowal zupelnie inng procedure taksonomiczng, oparta nie
na pojeciu odleglosci pomiedzy wynikami os6b badanych, lecz na pewnych pomyslach zwigzanych ze statystyka matematyczng. Metoda ta
zostala wyprobowana na uczestnikach Seminarium, klasyfikacji dokonano przy uzyciu komputera GIER. Uzyskano wynik, ktéry
wyrozniat jedng stosunkowo duza podgrupe uczestnikow i kilka jedno- lub dwuosobowych podgrupek. Blizsza analiza skladu tej duzej
podgrupy wykazala, Ze s to ,,mlodzi (do 35 lat), niepalgcy (do 3 papieroséw dziennie), z matych miast (do 3 - 10° mieszkanicow)”. Warto
podkresli¢, ze granice te (35 1., 3 papierosy, 3 miliony mieszkaricow) nie byly ustalone z gory i nie stanowily wstepnej podstawy
klasyfikacji. Z komputera wyszla Jjedynie lista 0s6b, ktore zostaly zaliczone przy pomocy zaprogramowanej procedury do jednej grupy.
Fakt, ze te wlasnie kryteria wyrozniaja trzon uczestnikéw, zostal ,,odkryty” dzieki zastosowaniu procedury taksonomicznej (np. odkryto
rowniez, ze ilo§¢ wypitego w czasie irwania Seminarium alkoholu w zasadzie nie réznicowala uczestnikow).

Procedury klasyfikacyjne mozna i warto stosowac tylko w takich sytuacjach, w ktorych intuicja badawcza pozwala przypuszczaé, ze grupa
badanych obiektéw (np. oséb) da si¢ w jakis sensowny sposéb podzieli¢ na istotnie rozniace si¢ migdzy soba podzbiory. Nie zawsze jednak
tak jest. W badaniach socjologicznych dotyczgcych postaw i pogladdéw czesto oczekuje si¢ wnioskéw w postaci ,,jesli kto$ jest taki a taki

i robi to a to, to ma takie a takie poglady”. Oczekuje si¢ wigc, ze wnioski z przeprowadzonego badania bgda mialy charakter implikacji.
Implikacje thumacza si¢ na jezyk rachunku zbiorow jako zawierania si¢ pewnych zbioréw w innych. Wynika stad, ze taksonomia,
prowadzaca do wyrdzniania zbiordw rozlacznych, nie jest najwlasciwszg metodg analizy danych w takiej sytuaciji.

Profesor Claude (rozwazania o serach) Flament z Wydzialu Psychologii Uniwersytetu w Aix-en-Provence (jest on specjalista z zakresu
psychologii spolecznej) zademonstrowal na swoich wykiadach metod¢ analizy danych pozwalajaca na odkrywanie wlasnie takich struktur
implikacyjnych, Narzedzia potrzebne do analizy tego rodzaju danych istnialy, jak si¢ okazuje, od wielu dziesigtkow lat: jest to aparat
pojeciowy teorii algebr Boole’a (zob. np. cytowana w artykule o zbiorach rezmytych ksigzke W. Marka i J. Onyszkiewicza).

C. Flament wpadt na pomysl, by je odpowiednio wykorzystaé. Praktyczne skutki okazaly si¢ niezwykle owocne. Dla przykladu:

w przeprowadzonych przed kilku laty badaniach nad pogladami politycznymi Francuzow zastosowano do analizy wynikow te wlasnie
metode. Jedna z implikacji wylowionych przez (odpowxedmo zaprogrameowany) komputer po przet!umaczemu na jezyk potoczny brzmiala:
»Jesli kto$ jest czlonkiem zwigzkéw zawodowych i uwaza, Ze sytuacja ekonomiczna Francji pogarsza sig, to jest przeciwnikiem de Gaulle’a”.
Malo to moze odkrywcza obserwacja, ale dobrze swiadczaca o sensownoéci i skutecznosci metody.

®

Przytoczone tu przyklady obejmuja niewielki tylko fragment problematyki omawianej na Seminarium. Do problemow wykorzystywania
matematyki w dziedzinach tradycyjnie od niej odleglych bgdziemy jeszcze wracac niejednokrotnie, migdzy innymi w artykulach uczestnikow
Seminarium.

Fot. W. Switalski T.B.L



Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

PRAWO OHMA DO LAMUSA?— CZYLI STRASZNE WNIOSKI, DO JAKICH MOZNA
DOJSC PRZY CECHOWANIU PIROMETRU

W ubieglym miesigcu skonstruowali$my wsp6lnie pirometr, ktéry moze shuzyé do
pomiaru temperatury silnie rozgrzanych cial. Skiada si¢ on z Zaréweczki, bateryjki
i spirali grzejnej, polaczonych w szereg. Regulujac prad zaréweczki przy uzyciu
spirali jako opornicy suwakowej doprowadzamy do zréwnania sie temperatury
widkna zaréweczki z temperatura na przyklad plomienia $wiecy, co poznajemy po
tym, Ze wldkno obserwowane na tle plomienia zlewa si¢ z nim. Odczytujemy
nastgpnie poloZenie suwaka naszej opornicy i ... nadal nie znamy temperatury.
Aby méc okresli¢ jej warto$¢, zajmiemy si¢ zagadnieniem z pozoru nie
zwigzanym z budowa pirometréw, a mianowicie

CZY ZAROWKA SPELNIA PRAWO OHMA?

Na takie pytanie moze odpowiedzie¢ jedynie do§wiadczenie. Dla wykonania go
zestawiamy obwdd wedlug rysunku. Wykorzystujemy druga spirale napigta na tej
samej linijce, co pierwsza, ktéra stuzyla nam do regulacji pradu w zaréwce. Nasz
obwdd rézni si¢ od pierwotnego obwodu pirometru jedynie tym, ze migdzy bieguny
baterii zostala wiaczona dodatkowo druga spirala. Chcemy wiedzie¢, jakie jest
napigcie na Zzaréwece, czyli napigcie punktu 4 wzgledem punktu B. Znajdziemy

w tym celu na drugiej spirali punkt C o potencjale rownym potencjalowi punktu A4.
Wtedy napigcie punktu C wzgledem punktu B (Ucp), rOwne napigciu na zaréwee,
obliczymy latwo wiedzac, ze napigcie spada proporcjonalnie do dlugoéei
przewodnika:

Ues _ Ics

U, i

gdzie Icp jest odlegloscia migdzy punktami C i B, za$§ | — calkowita dlugodcia
spirali, a U, — napigciem baterii. Na pewno zapytacie teraz: A po czym poznaé
ten punkt C, ktérego potencjal réwny jest potencjatowi punktu A? Bardzo prosto:
trzeba je polaczyé drutem. Jesli potencgaly punktow sa réwne, pomimo polaczenia
ich prqd nie poplymc 1 nic w obwodzie si¢ nie zmieni, a w szczegdlnosci zaréwka
nie zmieni nat¢Zzenia $wiecenia. Przy nieréwnych potencjatach poplynie prad przez
laczacy przewdd i, w zaleznosci od jego kierunku, Zzaréwka rozjasni si¢ lub
zmniejszy natgzenie Swiecenia. W praktyce jeden koniec przewodu laczymy na
stale z punktem A, a drugim koricem z dotaczona wtyczka radiowa dotykamy
spirali w r6Znych punktach szukajac takiego, w ktérym zwieranie nie powoduje
zmiany jasno$ci zaréwki. W taki sposéb okreslimy napigcie na zaréwce:

Uz = UblﬂTc.

Oczywiscie napigcie na opornicy regulujacej prad zaréwki wyniesie:

Up = Uy—U;= U, "_;'”"‘ .
Mozemy teraz obliczy¢ nateZenie pradu plynacego przez opornicg Iy, jesli tylko
znamy jej opor R, :

Un _ Uy I=hc_

Rl o

Jest ono oczywiscie réwne natgzeniu pradu plyngcego przez zaréwke I;. Brakujacy
opér R, wyliczamy ze wzoru wynikajacego z II prawa Ohma:
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gdzie R jest oporem calej spirali, a /; dlugoscia jej czynnej czesci. Wobec tego
mamy:
Up I-=lsc

a=h=73—

Po sporzadzeniu stosownej tabelki dla szeregu polozeri suwaka opornicy mozemy
narysowaé wykres zalezno$ci nat¢zenia pradu plynacego przez zaréwke I; od
napiecia na zaréwee U,. Wiemy z prawa Ohma, Ze natgzenie pradu jest wprost
proporcjonalne do napigcia. Wykres takiej zaleznosci jest, jak wiadomo, linig
prosta. Jezeli sporzadzimy starannie wykres I; w funkcji U,, przekonamy si¢ ze
zgroza, e nie jest on linig prosta, a wyglada na przyklad tak, jak ten na rysunku.

Nr |1]2]3]4.. Ay

I 22

Czyzby wigc Georg Simon Ohm byt w bledzie, a wraz z nim i Wasz nauczyciel
fizyki? Nie jest tak Zle. Obaj maja racj¢, natomiast w interpretacji naszego
doswiadczenia tkwi blad. Zmieniajac napigcie na 2aréwce zmienialiémy przeciez
takze jej temperature! ,,Czyste” sprawdzenie prawa Ohma wymagatoby stalej
temperatury. W takich warunkach przekonalibyscie sig, Ze jest ono rzeczywiscie
spelnione. Tu pytanie do przemyslenia: Jak wyobrazalibyécie sobie poprawne
sprawdzenie doSwiadczalne prawa Ohma? Wracajac do naszego do$wiadczenia,
jego wynik byl na pozér tak dziwny, poniewaz opér widkna zaréwki silnie zalezy od
temperatury. Wlasnie to zjawisko fizyczne, ktére sprawilo nam tyle klopotu przy
rozwazaniu prawa Ohma, umozliwi nam wreszcie

CECHOWANIE PIROMETRU

Liczne pomiary wykazaly, Ze op6r wolframu zmienia si¢ w przyblizeniu liniowo

Z temperatura wedlug wzoru: R = Ry(1+at), gdzie R jest oporem w temperaturze
t, a R, oporem w temperaturze 0°C. Wielkos¢ «, czyli wspélczynnik temperaturowy
zmian oporu, wynosi dla wolframu 0,0045 K —. Wobec tego znajac op6r wiékna
zaréwki w jakiej§ temperaturze i opér w 0°C, mozemy t¢ temperatur¢ wyznaczy¢.
Na podstawie tabeli napiecia i nateZenia, ktéra sporzadziliémy przy wykonywaniu
wykresu I; w funkcji U;, moZzemy obliczyé wartoéci oporu:

U;
R AL
a nastepnie narysowa¢ wykres R w funkcji polozenia suwaka opornicy /; . Nasza
tabela zawiera oczywiscie /,, potrzebne do wyznaczania I;. Kiedy wiec okre$limy,
przy jakim polozeniu /, wi6kno zaréwki zlewa si¢ z przedmiotem, na ktérego tle
je obserwujemy, odczytujemy z wykresu warto$¢ R, a nastgpnie wyliczamy
temperaturg z podanego wyzej wzoru. Warto$ci temperatury odpowiadajace
poszczegblnym poloZeniom suwaka opornicy mozemy tez nanie§¢ wprost na
linijkg i odczytywaé z niej temperaturg bezposrednio. Pozostaje jeszcze pytanie,
skad mamy znaé opér catkowity spirali grzejnej oraz opér zimnego wiékna
Zarowki.

Najlepiej poszukaé w szkole lub w zaprzyjaZnionym warsztacie radiotechnicznym
mozliwoéci zmierzenia tych warto$ci omomierzem. Je§li Wam si¢ to nie uda, moja
najlepsza rada brzmi: przyjaé op6r spirali réwny wyliczonemu z podanej mocy
spirali i napiecia (220 V), natomiast opdr zaréwki na zimno — wynoszacy okolo
jednej dziesiatej jej oporu w warunkach normalnej pracy — znajdziemy dzielac
przez siebie nominalne wartosci napigcia i nat¢Zenia, wypisane na cokole zaréwki.

Jak zwykle, prosze Was o listy z uwagami na temat naszej rubryki
i propozycjami nowych do$wiadczen.
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